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Introduccion

Frank P. Ramsey demostré que para cualquier coloracién! finita de los subconjuntos de car-
dinalidad n del conjunto de los nimeros naturales, podemos encontrar un subconjunto infinito
de w homogéneo? para la coloracién [F.P]. Este teorema, publicado en 1930, es conocido como
el teorema de Ramsey y tiene una gran relevancia pues el estudio de algunas de sus variaciones
dieron lugar a una importante rama de la teoria combinatoria, la Teoria de particiones, también
llamada Calculo de Particiones o Teoria de Ramsey, la cual presenta interesantes resultados, refe-
rentes a particiones de conjuntos finitos e infinitos. En este trabajo mostraremos principal interés
a aquellos que consideran particiones de conjuntos infinitos. Las técnicas usadas para cada uno de
estos dos casos tienden a ser totalmente diferentes, por lo que esta teoria se encuentra dividida
en dos campos. Para conjuntos finitos se usan técnicas clasicas de combinatoria aunque también,
hay una variedad de problemas abiertos que tienen que ver con computabilidad y eficiencia de
algoritmos para hacer cdlculos. Mientras que para particiones de conjuntos infinitos, al entrar en
consideracién la cardinalidad del conjunto para el cual se toma la particion, los resultados se ven

relacionados con los problemas indecidibles en la Teoria de Conjuntos.

LF es una coloracién de A si y sélo si F es una funcién cuyo dominio es A y su imagen es un cardinal. Si la

imagen de F' es un cardinal finito (infinito) decimos que F' es una coloracién finita(infinita).
2Sea F una coloracién de los subconjuntos de cardinalidad & de un conjunto X. H C X es un conjunto homogéneo

para F, si es constante bajo F.



Las generalizaciones del teorema de Ramsey que estudiaremos, buscan establecer si es posible
encontrar para cualquier coloracion de los subconjuntos de cierta cardinalidad de un conjunto X,
un subconjunto H de X con alguna cardinalidad especifica que sea homogéneo para la coloracién
o bien, bajo qué condiciones podemos lograr esto. En uno de los primeros intentos de generali-
zar el teorema de Ramsey, Sierpinski demostrd en 1933, que si consideramos un conjunto X de
cardinalidad 2%, podemos encontrar F', una 2—coloracién de los subconjuntos de cardinalidad 2
de X, [X]?, para la cual no existe H C X de cardinalidad X; homogéneo para la coloracién, es
decir, F"[H]? no es constante para ningin H C X de cardinalidad ;. Siendo éste uno de los
primeros casos para los cuales podriamos hablar negativamente de una generalizacion del teorema

de Ramsey.

En 1943, Paul Erdos, quien es considerado uno de los principales exponentes de la Teoria
de Particiones, con la colaboracién de Tarski demostré que la existencia de un conjunto X con
cardinalidad k, donde k es un cardinal no numerable, tal que para cualquier 2—coloracién de
los subconjuntos de cardinalidad 2 de X existe H C X de cardinalidad x homogéneo para la
coloracion, implica que x es un cardinal fuertemente inaccesible, es decir, que la existencia de

dicho X no puede ser demostrada en ZF'E.

En 1956, Erdos y Richard Rado, presentaron el articulo “A partition calculus in set theory” [E.R],
el cual es considerado como la primera obra que plantea un estudio de la teoria de Particiones y
también, en este mismo ano introdujeron la notacién “flecha” que seria adoptada para simplifi-
car las generalizaciones del teorema de Ramsey, la cual establece: dados k, A\,v y u cardinales,
la relacién k£ — (M)}, se cumple si y sélo si para cualquier p—coloracién de los subconjuntos
de cardinalidad v de k, existe H C k de cardinalidad A homogéneo para la coloracion. Erdos y
Tarski vuelven a presentar, en 1961, una caracterizacién de los cardinales que cumplen la relacién

k — (k)3, la cual afirma que x cumple dicha relacién si y sélo si k es fuertemente inaccesible y

tiene la propiedad de drbol.

La Teoria de Ramsey ha cobrado mayor interés en las iltimas décadas por sus miultiples apli-
caciones a otras ramas de las matematicas como la Topologia, la Teoria Descriptiva de Conjuntos,

Espacios de Banach, entre otras.

El objetivo de este trabajo es presentar un panorama de la Teoria de Ramsey, mostrar el
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desarrollo de los teoremas clésicos de ésta, asi como algunos de los resultados que nos permiten

observar cémo ha interactuado con algunas de las ramas mencionadas anteriormente.

En el capitulo 1, introducimos la herramienta de la Teoria de Conjuntos que necesitamos para
los capitulos restantes, asi como las nociones basicas sobre la Teoria de Particiones que seréan
de utilidad. En el capitulo 2, presentamos el desarrollo de los teoremas clasicos de la Teoria de

Particiones que fueron establecidos por Erdos, Hajnal, Rado y Sierpinski.

En el capitulo 3, estudiamos varios tipos de ultrafiltros sobre el conjunto de los niimeros natu-
rales que tienen relacion con el teorema de Ramsey. Comenzamos por los ultrafiltros de Ramsey,
los cuales fueron estudiados entre 1970 y 1971. Frederick William Galvin demostré que, bajo la
hipétesis del continuo, dichos ultrafiltros existen y se demuestra que los ultrafiltros se pueden ca-
racterizar mediante el teorema de Ramsey. Ademads presentamos el teorema de Hindman tanto en
su version cldsica asi como la version conjuntista, que en cierta forma muestra una aplicacién de los
teorema tipos Ramsey, al buscar conjuntos homogéneos con cierta propiedad para particiones fini-
tas de w y de los subconjuntos finitos de w. Finalmente introducimos los ultrafiltros c—completos y
k—completos que tienen una estrecha relacion con los cardinales medibles, los cuales estudiamos en
el capitulo 4, pues todo cardinal medible resulta ser un cardinal de Ramsey, es decir, los cardinales
que cumplen con la relaciéon kK — (k)5%, que fueron estudiados en 1962 por Erdés y Hajnal y
pueden ser acotados superiormente por los cardinales de Rowbottom los cuales también cumplen
cierta relacion de particiones.

Finalmente en capitulo 5, estudiamos la relacién w — (w)y, que bajo el axioma de eleccién
es falsa. En este capitulo nos dedicamos a proporcionar condiciones para que dicha relacion sea
verdadera, para ello dotamos al conjunto de los subconjuntos infinitos de w con una topologia que
proporciona importantes propiedades a dicho conjunto como espacio topolégico, que nos permiten
encontrar conjuntos que seran de utilidad para nuestro propésito, los conjuntos Ramsey y comple-
tamente Ramsey. Estas nociones aunadas con los conceptos de aceptar y rechazar, estudiadas por

Galvin y Prikry, enriquecen el capitulo.
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Preliminares

Este capitulo esta dedicado a mencionar, a grosso modo, parte de la herramienta de la teoria
de conjuntos que sera necesaria para el desarrollo de este trabajo, asi, como introducir notacién

referente a la teoria combinatoria y al estudio de las relaciones de particiones.

1.1. Teoria de Conjuntos

La axiomatizacién de Zermelo-Fraenkel (ZF') esta constituida por los axiomas del conjunto
vacio, extensionalidad, conjunto del par, de unién, conjunto potencia, esquema de separacién, de

infinito, esquema de reemplazo y de buena fundacién, esto puede ser revisado en [Hern] y [ACM].

Dados dos conjuntos, X y Y, se define X x Y como el conjunto de pares ordenados (x,y), tales
que x € X yy €Y. Siresun subconjunto de X x Y decimos que r es una relacion de X en Y.
Al conjunto de los x € X para los cuales existe algin y € Y tal que el par (x,y) € r lo llamamos
dominio de r y lo denotamos por Dom(r). La imagen de r serd el conjunto de los y € Y para los

cuales existe algin x € X tal que el par (z,y) € r y la denotamos por Im(r).

Una funcién f, es una relacion tal que para todo x € Dom(f), existe un tnico y tal que (x,¥)
pertenece a la relacion f, escribimos f(z) = y para indicar que = estd relacionado con y bajo
f. Si el dominio de f es el conjunto X y la imagen es un subconjunto del conjunto Y, entonces

escribimos f : X — Y para denotar que f es una funcién de X en Y. Si la imagen de f es YV,



decimos que f es suprayectiva y si para cualesquiera z,y € Dom(f) distintos, f(z) es distinto de
f(y), lamamos a f inyectiva. Dado Y’ C Y, definimos la imagen inversa de Y’ como el conjunto
de los z € X tales que f(z) € Y’ y la denotamos por f~![Y’]. Por otro lado, si X’ C X, definimos
la imagen de X’ bajo f como el conjunto de los y € Y tales que existe algin x € X' para el cual

f(z) = y y denotamos a este conjunto por f[X'].

Si X y Y son dos conjuntos, decimos que X estd dominado por Y si y sélo si hay una funcién

inyectiva de X en Y.

También estaremos interesados en cierta clase de relaciones binarias de un conjunto en si mismo,

es decir, en relaciones que son subconjuntos de X x X, para algin conjunto X.

Sea X un conjunto y r una relacién sobre X.

= X es un conjunto parcialmente ordenado con respecto a r, si la relacién cumple ser antirrefle-
xiva, es decir, para todo x € X, (z,x) & r, y ademds r es transitiva, esto es, para cualesquiera
r,y,z € X, si (z,y) € ry (y,2) € r, entonces (x,z) € r. En cuyo caso llamamos a (X, )

orden parcial.

» Si para cualesquiera x,y € X se cumple que (z,y) € r o (y,x) € 7 0 x = y y sblo una,

decimos que X es un conjunto con tricotomia.

= Si X es un conjunto parcialmente ordenado y ademas es un conjunto con tricotomia decimos

que X es un conjunto totalmente ordenado y que (X, r) es un orden total.

s X es un conjunto bien ordenado si es parcialmente ordenado y cualquier X’ C X no vacio
tiene elemento minimo, es decir, existe © € X' tal que para todo y € X' se tiene que (z,y) € r

o x = y. En este caso llamamos a (X, r) un buen orden.

Si (X, ) es un orden total definimos lo siguiente.

= X es un conjunto sin extremo derecho si y sélo si para todo z € X existe y € X tal que
(x,y) € r. Definimos andlogamente que X sea un conjunto sin extremo izquierdo. Decimos

que X es sin extremos si y solo si X carece de ambos extremos.



= SiY C X, decimos que Y es acotado superiormente si existe x € X tal que para todoy € Y,
(y,x) € r o bien x = y. Llamamos a x cota superior. ¥ es acotado inferiormente si existe
r € X tal que para todo y € Y, (x,y) € r o bien # = y y llamamos a x cota inferior. Y es

acotado si y sélo si tiene cota superior e inferior.

» SiY C X, diremos que Y tiene un elemento maximo si existe ¢y’ € Y tal que para todo
yeY, (y,y) € robien y = ¢/, llamamos a y r-maximo. Andlogamente podemos definir

r-minimo.

Sean (X,r) y (Y,r') dos érdenes totales. Llamamos a f : X — Y un isomorfismo si es una
funcién biyectiva tal que para cualesquiera x, y € X, (z,y) € r si y solo si (f(x), f(y)) € r'.
Escribimos (X, 7) ~ (Y,r’) para indicar que existe un isomorfismo entre ellos y decimos que los

ordenes son isomorfos.

Si (X, r) y (Y,r') son dos 6rdenes totales, diremos que tienen el mismo tipo de orden si existe
un isomorfismo entre ellos. Notemos que no definimos el tipo de orden para un orden total, sin
embargo posteriormente definiremos el tipo de orden para buenos érdenes.

Dado un conjunto X, llamamos a f : X — (J X, una funcién de eleccién si para todo = € X
no vacio, f(x) € x. El axioma de eleccién (AFE), afirma que para todo conjunto de conjuntos no

vacios existe una funcién de eleccion. Dos versiones equivalentes de este axioma son las siguientes.

» Lema de Zorn (ZORN).

Para cada (X,r), orden parcial no vacio, tal que todo subconjunto totalmente ordenado
estda acotado superiormente, existe un elemento r—maximal, es decir, existe x € X tal que

para todo y € X, (z,y) no es un elemento de la relacién.

» Teorema del Buen Orden (TBO).

Para cada conjunto X existe r C X x X tal que (X, r) es un buen orden.

Si a la axiomatizacién ZF' le agregamos el axioma de elecciéon escribimos ZF'E.

Decimos que X es un conjunto transitivo si para todo x € X se cumple que z C X.



Un conjunto es un numero natural si y sélo si es un conjunto transitivo, bien ordenado por la
pertencia y ademads todo subconjunto no vacio tiene un elemento maximo. A los nimeros naturales

los denotamos con las letras k, m,n y al conjunto de los niimeros naturales con w.

La definicién de los nimeros naturales surge como una necesidad de formalizar el concepto de
contar conjuntos con elementos finitos y en este proceso estd involucrado el poder ordenar a los
elementos de dicho conjunto. Podriamos preguntarnos si esto es posible para cualquier conjunto
infinito, sin importar qué tan grande sea. La respuesta es afirmativa y es a través de los niimeros
ordinales y del teorema del buen orden que podemos llevar a cabo una generalizacion de un niimero

natural que nos ayudara a ordenar y contar los elementos de un conjunto infinito.
Definicién 1.1. Un ordinal es un conjunto transitivo bien ordenado por la relacion de pertenencia.

Dados a y 8 dos ordinales diremos que a < 3 si y s6lo si a € 3.
De la definicion tenemos que todo nimero natural es un ordinal. También se puede ver que
la relacion de pertenencia brinda un orden parcial a la clase de ordinales. De hecho, se puede

demostrar que la clase de los ordinales esta bien ordenada por la pertenencia.

Decimos que « es un ordinal sucesor si existe un ordinal 3 tal que « = S U {f}. En cuyo caso
decimos que « es el sucesor de [ y lo denotamos por 4+ 1, asi § + 1 = a. En cambio, si a es un
ordinal distinto del conjunto vacio y no es sucesor decimos que « es un ordinal limite. Se puede

demostrar que « es un ordinal limite si y sélo si a = | a.

Dos resultados muy importantes en la teoria de conjuntos son el teorema del minimo ordinal
y el teorema de enumeracion. El primero afirma que cualquier clase no vacia de ordinales tiene un
elemento minimo y el segundo que todo buen orden es isomorfo a un tnico ordinal. Estos teoremas

son de gran utilidad para dar una definicion formal de lo que llamamos un cardinal.

El teorema de enumeracion, permite definir el tipo de orden de un buen orden como el tinico

ordinal al cual es isomorfo.

Podremos extender tanto el principio de induccion como el teorema de recursion de los niimeros
naturales a un principio de induccion ordinal y a un teorema de recursiéon transfinita, lo cual no
es de extranarse pues los ordinales son objetos que resultan de la generalizacion de estos niimeros.

A continuacién enunciamos las versiones méas usadas en el trabajo.



= Principio de induccion ordinal.

Sea ¢ es una formula del lenguaje de la teoria de conjuntos con n variables libres. Si para todo
« ordinal, se cumple que si 3 satisface ¢ para todo f < «, entonces o cumple ¢. Entonces,

todo ordinal satisface ¢.

» Teorema de recursion transfinita.

Sean GG y H funcionales! del universo y X un conjunto. Entonces podemos definir un tinico
funcional, F', tal que el dominio de F' es la clase de los ordinales, F'(0) = X, F(s(a)) =
G(F(a))y F(y) = H(F[y]) con v un ordinal limite.

Decimos que X y Y tienen el mismo cardinal si existe una funcién biyectiva entre ellos. Sin
embargo esta definicién s6lo nos habla de cuando dos conjuntos tienen la misma cantidad de
elementos, no nos dice qué es un cardinal. Si X es un conjunto finito, es biyectable con un nimero
natural y cualquier otro conjunto con la misma cantidad de elementos sera biyectable con ese
mismo natural. Entonces para los conjuntos finitos podemos definir el cardinal de X como el
nimero natural al que es biyectable. Por otro lado, si X es infinito, por el teorema del buen orden,
sabemos que X es bien ordenable. El teorema de enumeracion garantiza que existe un tinico ordinal
al que es isomorfo este buen orden. Sin embargo, al ser X infinito podemos dar diferentes buenos
ordenes que no tienen por qué ser isomorfos al primer orden que dimos. Pero, al considerar la clase
de todos los ordinales biyectables a X, existe un minimo ordinal y podemos definir a éste, como

el cardinal de X. Asi, el cardinal de X serd el minimo ordinal biyectable con X.
Definicién 1.2. Un cardinal es un ordinal que no es biyectable con ningun ordinal menor que él.

La clase de los cardinales es también una clase bien ordenada con la pertenencia.
Se puede demostrar que todo cardinal es un ordinal limite.

Cantor demostré que la cardinalidad del conjunto de los ntimeros naturales es estrictamente
menor a la del conjunto de los reales y se puede demostrar que |R| = 2%. Cantor conjeturé ademéds

que 2% = V. A esta afirmacién se le conoce como la hipétesis del continuo y la denotamos por H.C'.

1'Un funcional es una clase que se comporta como funcién.



Kurt Goédel probé que la hipétesis del continuo no puede ser refutada asumiendo la axiomatica
de Zermelo - Fraenkel, con el axioma de eleccién, (ZF'E). Por otro lado, Paul Cohen prob6 que
la hipétesis del continuo no puede ser demostrada asumiendo los axiomas de ZFE. Es decir, la
hipdtesis del continuo es independiente. En la bisqueda de una respuesta a si era valida o no esta
hipotesis se investigd cuando dos ordinales terminaban del mismo modo, este concepto es el de

cofinalidad.

Definicién 1.3. » Dado X eY conjuntos tales que (X UY, <) es un orden total, decimos que
X yY son < — confinales si y solo si para todo x € X existe y € Y tal que x < y y para

todoy € Y existe v € X tal que y < x.

» Si (X, <) es un orden total y Y C X, decimos que Y es < —confinal con X si y sélo si para

todo x € X existe y € Y tal que © < y.

» Sean a y B ordinales. o es cofinal en B si y solo si existe una funcion f : o — B tal que

fla] es €-confinal con 5. En este caso decimos que f es una funcion cofinal de o en 3.

Definimos la cofinalidad de 3, un ordinal, como el minimo ordinal «, tal que « es cofinal en
f y la denotamos por cf(f). Diremos que [ es regular si es igual a su cofinalidad y si no es
asi decimos que es singular. Se puede demostrar que si x es un cardinal infinito, su cofinalidad es
el minimo cardinal A, tal que s se puede escribir como una uniéon de A\ subconjuntos de k, cada
uno de cardinalidad menor que . De esto se sigue que k es regular si no puede ser escrito como

una unién de menos que x subconjuntos con cardinalidad menor que k.

Se puede demostrar que para cualquier § ordinal existe una funcién f : cf(8) — 3 tal que
f es cofinal y estrictamente creciente. Ademas, dados «, 8 ordinales con [ un ordinal limite y

f: o — B. Entonces f[a] es no acotado en 3 si y sélo si f[a] es €-confinal con f.

Si k es un cardinal tal que para todo A < &, 2* < k, decimos que x es un cardinal fuerte. s es
un cardinal fuertemente inaccesible? si s es un cardinal fuerte y regular. Una equivalencia de estos

cardinales afirma que s es fuertemente inaccesible si y sélo si para cualesquiera p, A < &, u* < K.

La existencia de cardinales fuertemente inaccesibles, fue sugerida por Zermelo en 1930. En 1938,

Tarski formula el Axioma de Inaccesibles, que asegura la existencia de dichos cardinales. Godel

2A los cardinales fuertemente inaccesibles con frecuencia se les llama cardinales inaccesibles.



sostenia que la implementacion de este axioma mostraba que el sistema de axiomas usado hasta
entonces, para la Teoria de Conjuntos, era incompleto. Asumiendo el modelo ZF E+ Axioma de
Inaccesibles, Solovay muestra que existen modelos donde todos los subconjuntos o bien muchos
subconjuntos de R, son Lebesgue medibles. Estas condiciones serian refutadas sélo si se pudie-
ra refutar la existencia de los cardinales inaccesibles. Se demuestra que bajo ZFE no se puede

demostrar que existan cardinales inaccesibles.[Kune]

Asumir la existencia de cardinales fuertemente inaccesibles se puede defender por medio de la

uniformidad y potenciabilidad.[P.M]

1.2. Relaciones de particiones

Sea A un cardinal. Una A-coloracion sera una funcién suprayectiva F', que tiene como imagen
a A. Si A es un cardinal finito, diremos que F' es una coloracién finita y si A es infinito, hablaremos
de coloraciones infinitas. Si F' es una A-coloracion, ésta determina una particién de su dominio
en A conjuntos, para esto basta tomar la imagen inversa de cada elemento de \. Inversamente, si
tenemos una particion de un conjunto en A conjuntos podemos asignar a ésta una A coloracion.

Pasaremos indistintamente entre estos dos conceptos.

Dado un conjunto A escribiremos [A]® para denotar a la familia de subconjuntos de A que

tienen cardinalidad k.

Dado un conjunto A y F una A-coloracién de [A]*, diremos que H C A es un conjunto ho-

mogéneo para F, si existe a € A tal que F[[H]"] = {a}.

Observemos que la notacién usada para referirnos a la imagen de [H]* bajo F resulta un tanto
engorrosa, por ello, de ahora en adelante, cuando hablemos de la imagen de un conjunto del estilo
[A]", usaremos F"[A]" para referirnos a su imagen. Sin embargo, si nos referimos a un conjunto A

usaremos la notaciéon dada con anterioridad.

Podemos dar el concepto de homogeneidad para particiones. Si P es una particién en \ con-

juntos de [A]", H C A, es un conjunto homogéneo para P, si existe P € P tal que [H|" C P.

A lo largo de este trabajo, nuestro principal interés sera tomar coloraciones, finitas o infinitas,

que tengan como dominio a la familia de subconjuntos de cierta cardinalidad de un conjunto A y



ver cuando es posible encontrar un subconjunto de A, de alguna cardinalidad especifica que sea

homogéneo. Haremos uso de una notacion que resultara de utilidad para simplificar esta situacion.

Dados k, A\, i, v cardinales, diremos que la relacion

K — ()\)Z

es valida si y sélo si para toda F', u—coloracién de [A]Y, donde A es un conjunto con cardinalidad
K, existen a € py H subconjunto de A de cardinalidad A, tales que, F"'[H]” = {a}, es decir, existe

H C A de cardinalidad A homogéneo para F'.

En general, evitaremos tomar al conjunto A y tomaremos directamente al cardinal k, pues al ser
A un conjunto de cardinalidad x, A es biyectable con k y una coloracién para uno determina una
para el otro. Entonces, en nuestras notaciones referentes a relaciones de particiones trabajaremos

con cardinales x, A, ..., a menos que se especifique lo contrario.

En los teoremas que estudiaremos para establecer la veracidad de relaciones de este tipo fre-

cuentemente recurriremos al uso de arboles, por ello daremos algunos resultados sobre ellos.

Definicién 1.4. 1. Un arbol es un conjunto I' parcialmente ordenado con respecto a una rela-
cion <r tal que para cualquier t € T el conjunto de predecesores de t, {x € T : x <r t}, es

un conjunto bien ordenado.

2. Definimos el a-ésimo nivel de T' como el conjunto de los elementos en el darbol cuyo conjunto

de predecesores tiene tipo de orden «.. Denotamos por N, al nivel a-ésimo.

3. La altura de T es el menor ordinal o, para el que N, = ().

4. Una cadena en T es un subconjunto totalmente ordenado de T

5. Una rama en T serd una cadena maximal de T .

A continuaciéon demostraremos el Teorema de Konig para arboles infinitos numerables.



Teorema 1.5 (Konig). Si (T, <r) es un drbol tal que |T| = w y todos sus niveles son finitos,

entonces existe una rama infinita en T'.

Demostracion. Supongamos que T' = w.

Sea (T, <7) un arbol como en la hipdtesis. Veremos que podemos hallar una rama infinita en

T de manera recursiva.

Sea ag € Ny tal que ag tiene una cantidad infinita de sucesores en 1. ag existe, pues Ny
es finito y T infinito. Entre los sucesores inmediatos de ag, es decir, los sucesores que estan
en N; debe existir al menos un elemento de T que tenga una cantidad infinita de sucesores
en T, pues los sucesores inmediatos de ag son finitos por hipétesis. Sea B,, = {b € N,
ap <r b A b tiene infinitos sucesores en T'}. Tomemos a; = min(B,,). Supongamos definidos
para n € w, ag,ai,...,a, tal que a, tiene infinitos sucesores en T', entonces dado que a, tie-
ne una cantidad finita de sucesores inmediatos, existe algin a,,1 = min{b € N,11 : a, <r
b A b tiene infinitos sucesores en 7'} sucesor inmediato con infinitos sucesores en 7. De esta forma
construimos una sucesion infinita de elementos en 7. Si (a, : n € w) resulta ser maximal, hemos
encontrado la rama que buscdbamos, si no es asi, podemos extender la sucesiéon a un conjunto
totalmente ordenado, maximal, que resulta ser infinito por contener a la sucesion. Asi, hallamos

una rama infinita en 7.

Si T # w, al ser biyectable w con T', podemos elegir los términos a,, en términos de los elementos
elementos de w y la biyeccion.

]

Veremos que este teorema sera de gran utilidad para establecer la existencia de conjuntos

homogéneos de cardinalidad numerable para ciertas coloraciones.



Sobre el Teorema de Ramsey

El propésito de este capitulo es presentar lo que se conoce como el teorema de Ramsey, asi como

algunos resultados que surgen como consecuencia de la generalizacion de este teorema.

El Principio del Casillero establece que para cualquier particion finita de un conjunto infinito,
necesariamente existira un elemento en la particion que es infinito, es decir, si A es un conjunto
infinito y F' es una k-coloracién de A, entonces existen H C A infinito e ¢ € {0,1,...,k — 1}
tales que F[H] = {i}. Si |A| = w, podemos concluir que existe un conjunto homogéneo infinito

numerable para cualquier k-coloracién de [A]! | es decir, la relacién w — (w)}, es vélida.

El teorema de Ramsey surge como una generalizacién de este principio, pues en el no sélo se
consideran subconjuntos de un elemento de un conjunto infinito, sino de cualquier cardinalidad
finita. Existe también una versién finitista de dicho teorema, el cual demostraremos como un

corolario del teorema de Ramsey.

2.1. Teorema de Ramsey

La demostracién del teorema de Ramsey resulta ser un tanto larga, por ello presentaremos una

parte de ésta como un lema.
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Lema 2.1. Para cualquier n € w, la relacion w — (w)y se cumple. Es decir, para toda F,

2-coloracion de [w]|" existe H C w infinito y homogéneo para F'.

Demostracion. Haremos la demostracién por induccién sobre n.

Sin = 1, una 2-coloracién de [w]! determina una particién de [w]! en dos conjuntos. El Principio
del Casillero nos asegura que al menos uno de los conjuntos debe ser infinito, por lo tanto, existe

H C w homogéneo infinito para la coloracion dada.

Supondremos que para n € w la relacién w — (w)j se cumple. Demostraremos que para n + 1

la relacién w — (w)P ! también es vélida.

Sea F' una 2-coloracién de [w]™*!. Sabemos por el teorema de Konig que en un drbol infinito
cuyos niveles son todos finitos existe una rama infinita. Buscaremos hacer uso de este teorema
construyendo un arbol infinito cuyos nodos estén en w y que satisfaga las condiciones del teorema
para finalmente extraer un conjunto homogéneo de alguna rama infinita. Denotaremos por N, al

nivel a-ésimo del arbol que iremos contruyendo.

Para cada i < n, definimos N; = {i}. Asi, N,,_; = {n — 1}. Diremos que w\n={jcw:j>
n} es el conjunto de sucesores potenciales de n — 1. Dividiremos a este conjunto en dos partes;
By={j>n:F{0,1,....,n—=1,7}) =0}y Bi={j>n: F({0,1,...,n—1,7}) = 1}. Tomemos
Jo € By tal que si j € By, entonces jp < 7y j1 € By tal que si j € By, entonces j; < j. Definimos
N, = {Jjo,j1}, por lo tanto, n — 1 tiene a lo mas dos sucesores inmediatos en el drbol. By \ {jo}
serd el conjunto de sucesores potenciales de jo v By \ {j1} el conjunto de sucesores potenciales de

Jj1- Ya que By o By es infinito, alguno de los conjuntos de sucesores potenciales también es infinito.

Supongamos definidos para m > n, el nivel m-ésimo con cardinalidad finita y para cadat € N,,
el conjunto de sucesores potenciales de ¢, digamos B;. Definiremos el nivel m + 1 indicando cuéles

son los sucesores inmediatos de cada elemento en el nivel m.

Sea t € N,,, denotaremos por C; al conjunto de predecesores de t en el orden del arbol y
dividiremos a B; de la siguiente forma: para cualesquiera i,j € B; definimos ¢ ~ j si y solo si

F(xU{i}) = F(x U{j}) para todo z € [C;]".
Veamos que ~ define una relacién de equivalencia:

i) i~ 1, yaque F(zU{i}) = F(x U{i}) para todo x € [C;]" por ser F' una funcién.



12

ii) si i ~ j por definicién tenemos que F(zU{i}) = F(xU{j}) y por la simetria de la igualdad
se sigue que F(zU{j}) = F(x U {i}), por lo tanto, j ~ i.

iii) sii ~ jyj~1[tenemos que F(z U {i}) = F(zU{j}) y F(zx U{j}) = F(z U{l}), de la

transitividad de la igualdad se sigue que F(x U {i}) = F(z U {l}), por lo tanto, i ~ [.

Por definicién, |C;| = m, entonces |[C]"| = (") y dado que para cada z € [Cy]" cumple que
F(xU{t}) =0 o bien F(x U{t}) = 1, existen a lo més 2(%) clases de equivalencia. Denotaremos

por [T;] a la clase de equivalencia de T; € B; con i < (%),

Para cada i < 2(7;), sea t; el menor elemento de [T;]. Definimos {t; : i < 2(7:)} como el conjunto
de sucesores de t en el nivel N,,,1. Asi, t tiene a lo sumo 2(7:) sucesores inmediatos. Para cada t;

m
n

con i < 2 ), sucesor inmediato de ¢, [T;] \ {t;} serd el conjunto de sucesores potenciales de t;.

De esta manera, cada t € N,, tiene una cantidad finita de sucesores inmediatos, por lo tanto,
el nivel m + 1 es finito. Ademas, por construccién, existe t* € N,,, tal que By es infinito. Asi,
alguna de las clases de equivalencia inducidas por ~ en By« resulta ser infinita, entonces al menos

un sucesor en inmediato de t* tendra un conjunto infinito de sucesores potenciales.

Hemos construido un arbol infinito cuyos niveles son todos finitos. El Teorema de Konig nos
garantiza que existe una rama infinita R en el arbol. Ademds R satisface que: dado = € [R]",
F(xz U {j}) toma el mismo valor para todo j que se encuentre en la rama por encima de z, esto
por construccién. Diremos para cada x € [R]™ que z es de tipo 0 si F(z U {j}) = 0 y de tipo 1
si F(xU{j}) = 1. Esto divide a [R]" en dos clases, por la hipdtesis de induccidn, existe H C R
infinito tal que todos los elementos de [H]|" son del mismo tipo. Es decir, para cualquier x € [H|",
F(z U{j}) = {i} con i € {0,1}, para todo j € R que estda por encima de x en el drbol, en
particular para los elementos de H que cumplen esa propiedad. Asf, F”[H|"*! = {i}. Por lo tanto,

H es homogéneo para F'.

Hemos probado que la relacion w — (w)}y se cumple. O
Teorema 2.2 (Ramsey). Para cualesquiera n,k € w se cumple la relacion w — (w)}.

Demostracion. Procederemos mediante una doble induccion, sobre el tamano de la coloracion y
sobre la cardinalidad de los subconjuntos de w para demostrar que efectivamente la relacién se

satisface.
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Si k& = 1. No hay nada que hacer. Pues al tener una 1-coloracién de [w]”, basta considerar

H = w para encontrar el conjunto homogéneo que satisfaga la relacion.

Consideremos k = 2. El lema anterior garantiza que para todo n € w la relaciéon w — (w)5 se

cumple.

Supondremos ahora que para cualquier | < k se cumple la relacién w — (w)}.

Consideremos F': [w]* — {0,1,...,k} y definimos G una 2-coloracién de [w]™ como sigue:

0 si F(x) =k
G(z) =
1 en caso contrario
Por la hipétesis de induccién, existe H C w infinito y homogéneo para G. Si G"[H]" = {0}, H
serd un conjunto homogéneo infinito para F'. Sin embargo, si G"[H|" = {1}, entonces F' | [H|" es

una k-coloracion y por hipdtesis existe H* C H tal que H* es infinito y homogéneo, es decir, existe

i € k tal que F"[H*]" = {i}. Por lo tanto existe un conjunto homogéneo infinito para F'. O

Corolario 2.3 (Ramsey finito). Para cualesquiera k,r,m nimeros naturales existe n € w tal que

n — (m)it.

Demostracion. Supongamos que el enunciado no es valido. Entonces existen k,r, m € w tales que
para todo n € w tal que r < n, existe F}, : [n|” — k para la cual no hay conjunto homogéneo de

cardinalidad m.

Definiremos un arbol infinito sobre A = {F,, [;-: 7 < n < w} con niveles finitos de la siguiente
manera. Sea No = {F, [p:j <7 <n € w}, Ny = {F, [p:r < n € w}yparai > 1
Ny ={F, ljjr:j <n<wAj=r+(i—1)}. El orden para A estd dado por C, es decir, dadas
f,g€ A f<agsiysolosi f C g. Yaque para cada j € w las funciones de [j]" en k son finitas, los
niveles del arbol también lo son. Asi, por el teorema de Konig existe una rama R que es infinita.
Considerando |J R tenemos una funcién F' : [w|” — k, esto pues R es una cadena de elementos

en A. Por el teorema de Ramsey sabemos existe H € [w]|* homogéneo para F. Sea H' C H tal que

LAl tipo de prueba que damos a este corolario se le conoce como argumentos “de compacidad.”
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|H'| = m y g una funcién de R tal que dom(g) = [j]" y H' C j, entonces g = F), [[;» para algin
j <mn,y H' es un conjunto homogéneo para F),, pero para F, no existia conjunto homogéneo de

dicha cardinalidad. Por tanto, existe n € w tal que n — (m)j. ]

2.2. Grandes Cardinales y el teorema de Ramsey

" en las

Hemos estudiado la relacién w — (w)} donde consideramos k-coloraciones para |w]
cuales vimos es posible extraer conjuntos homogéneos infinitos. Tomemos ahora un conjunto A
infinito no numerable y consideremos k-coloraciones de [A]™, preguntémonos si es posible extraer
conjuntos homogéneos infinitos no numerables para dichas coloraciones. El Teorema de Ramsey
nos garantiza la existencia de H C A numerable y homogéneo, pues si F' es una k-coloraciéon de
los subconjuntos de cardinalidad n de A podemos considerar la restriccién de F', a un conjunto
A* C A numerable y hacer uso del teorema de Ramsey para encontrar un conjunto H homogéneo
para dicha restriccion que a su vez sera un conjunto homogéneo para F' de cardinalidad numerable.

Sin embargo, con respecto a nuestra pregunta, nada sabemos hasta ahora que nos garantice la

existencia de dichos conjuntos homogéneos no numerables.

Esta busqueda de conjuntos homogéneos no numerables nos llevara a encontrar cardinales para

los cuales la relacién k — (A)}; no se satisface.

Antes de ver dichos resultados, estableceremos de manera formal un hecho ya mencionado.

Lema 2.4. Si k — (\);, y £’ > K, entonces " — (A);.

Demostracion. Sea F' : [r']” — p una coloracién de [/]V. Consideramos la restriccién de F' a

[k]”. Por hipdtesis, existird un conjunto homogéneo de cardinalidad A para F [~ que resulta ser

homogéneo para F'. m

Teorema 2.5 (Sierpinski,1933). La relacion 2% — (X1)3 no se cumple.

Demostracién. Demostraremos que existe una 2-coloracién de [2%]? para la cual no existe H C 2%

de cardinalidad N; que sea homogéneo.
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Identificaremos a los elementos de 2% con las sucesiones numerables de ceros y unos. Asi, si
a € 2% denotaremos por f, a la sucesién que le corresponde en “2. Ademds, dados «, 3 € 2% y sus
respectivas sucesiones correspondientes f,, f3, escribimos f, < fs para indicar que f, es menor

que f3 en el orden lexicografico, esto es, para el primer n € w tal que f, y fg difieren tenemos que
fa(n) =0y fs(n) =1.

Definiremos F : [2%]2 — {0, 1} como sigue:

Fl{a, B)) = 0 si(a<pfsiysélosif, < f3)

en caso contrario

Para demostrar que F' no tiene conjuntos homogéneos de la cardinalidad requerida bastara com-
probar que en el orden lexicografico de las w-sucesiones de ceros y unos no hay cadenas ascenden-
tes con tipo de orden N; ni cadenas descendientes con tipo de orden N, invertido, pues de existir
H C 2% con |H| =R, eie {0,1} tal que F"[H]* = {i}, nos llevarfa a encontrar dichas cadenas.
Por ejemplo si i = 0, para todo a, B € H, F({«, 5}) = 0, entonces {f, : « € H} serfa una cadena
ascendente con tipo de orden N;. Andlogamente, si suponemos que F”[H|?> = {1} encontrarfamos

una cadena descendiente con tipo de orden ¥, invertido.

Supongamos lo contrario, sea C = {f, : @ < X;} una cadena con tipo de orden X; en el orden
lexicografico de las w-sucesiones de ceros y unos, es decir, si v < 8 < Ny, entonces f, < fz. Para
cada o < N tomemos n,, el primer lugar en el que f, v for1 difieren. Asi, fo(ny) =0, far1(ne) =1
Y fa(i) = fay1(i) para todo i < n,. Como X; es regular podemos afirmar que existe n € wy D CC
tal que D tiene cardinalidad N; y para toda f, € D se tiene que fo(n) = 0, for1(n) = 1y
fa(i) = fat+1(i) para todo i < n. Perosi a < By fa, fs € D tenemos que f, [n417 f3 [nt1 Dues si
no fuera asi tendriamos que fz < fo41 lo cual no es posible. Obtuvimos, entonces una colecciéon
de N; sucesiones distintas de ceros y unos de longitud n + 1. Lo cual es una contradiccién. Por lo

tanto, no existe tal cadena.

Anélogamente podemos ver que no existen cadenas descendientes de tipo de orden Ny invertido.

Por lo tanto, 2% —s (R;)3 no se satisface. O
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Corolario 2.6. La relacion Ry — (Ry)32 no se cumple.

Demostracion. Es consecuencia del Lema 2.4 y el teorema 2.5.

]

Centraremos ahora nuestra atencién en las relaciones de tipo £ — (k)3 con k > w. Veremos

que el suponer que existe un cardinal que satisface dicha relacion es bastante fuerte.

Teorema 2.7 (Erdos-Tarski, 1943). Si k > w y k —> (K)3, entonces k es fuertemente inaccesible.

Demostracion. i) Veamos que k es regular.

Consideremos ¢ : ¢f(k) — k una funcién mondtona cuya imagen es no acotada en k. Defini-

remos una coloracién de [k]* como sigue, para a, 8 € k

F({a. ) = 0 siexiste & < cf(k) tal que a < g(§) < S

1 en caso contrario

Tomemos H C x homogéneo para F' con cardinalidad x. Demostraremos que F”[H]? = {0}.
Sea o € H. Dado que la imagen de g es no acotada en k, existe £ < cf(k) tal que a < g(¢&).
Ademads, H es no acotado en &, de lo contrario, existiria v € k tal que H < 7 y por tanto, |H| # k.
Al ser H no acotado en &, existe 5 € H tal que g(§) < /5. Por lo tanto, F({a, 5}) =0y dado que

H es homogéneo, F' toma valor 0 en cualquier otro par de elementos de H.

Definamos ahora f : H — cf(k) tal que para cada o € H, f(«) = &, donde £, = min{{ <
cf(k):a < g(é)}. Dado que F”[H]? = {0} para cualesquiera «, 3 € H tal que o < f3 se tiene que
a < g(&,) < B. Asi, g(&) # g(&p). Por lo tanto, f es inyectiva. Entonces k < ¢f(k) y dado que

cf (k) < K, concluimos que « es regular.
ii) Veamos ahora que k es fuerte.

Supongamos lo contrario. Sea A < & el menor cardinal tal que 2 > . Fijaremos para cada

a < k una funcién f, : A — {0,1} de modo que @« — f, sea inyectiva y definimos

F({o, 1) = 0 si(a<fsiysélosif, < fs)

en caso contrario
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Tomemos H C k homogéneo para F' de cardinalidad x. Mostraremos que para cada & < \ existe
ag < k tal que para cualesquiera 5,7 € H \ ag, fz le= fy [e. Es decir, {fs [e: B € HAB > a¢}

tiene un solo elemento.

Sea £ < \. Dado que 2° < k, existe un conjunto H* C H de cardinalidad « tal que {fz [¢:
f € H*} tiene un solo elemento. Veamos que, si 1 y Sz son elementos de H* tales que 51 < [,
entonces para cada 8 € H tal que 81 < 8 < [y se cumple que fz [¢= [z, [¢. Dado que H es
homogéneo se tiene que F({f1,8}) = F({B,B2}) = {i}. Asi, si i = 0, entonces f3, < fz < f3,.
Supongamos que existe v < & tal que fz,(v) # fs(7). Si fz(y) < fs,(7), entonces fz < fz, y por lo
tanto F'({f1, 5}) = 1, contradiciendo la homogeneidad de H. Por tanto, fz,(v) < fs(7) y dado que
f8,(7) = f5.(7), fa, < fs, entonces F ({3, f2}) = 1, contradiciendo nuevamente la homogeneidad
de H. Por lo tanto, fs, [¢= fs [¢. De manera andloga, si ¢ = 1, fz, < fs < f3,, por lo tanto,
fs, Te= fs l¢. Considerando a a¢ como el primer elemento de H*, terminamos de probar lo que
deseabamos.

Sea 0 = [J{ag : £ < A}. Dado que A < Kk y k es regular, se cumple que § < x. Entonces para
cada «, # mayores que 0 tenemos que para todo & < A, fo [¢= f3 [¢, por lo tanto, f, = fg. Lo cual

contradice que la aplicacion o — f, es inyectiva. Concluimos que k efectivamente es fuerte.

Por lo tanto, k es fuertemente inaccesible. O

Corolario 2.8. En ZFC no puede ser demostrada la existencia de un cardinal no numerable k,
tal que k — (K)3.
Demostracion. Recordemos que en ZFC, suponiendo que es consistente, no puede demostrarse la

existencia de cardinales fuertemente inaccesibles, de este hecho se sigue el resultado. O]

Estudiaremos ahora una forma de caracterizar la relaciéon k — (k)3 con propiedades de drboles.

Definicién 2.9. Sea x un cardinal infinito. Un k-arbol es un drbol de tamano k cuyos niveles

son todos de cardinalidad menor que k.

Diremos que k tiene la propiedad de arbol si todo k-drbol tiene una rama de cardinalidad k.
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Recordemos que el teorema de Konig afirma que un drbol infinito numerable cuyos niveles son

finitos tiene una rama infinita, de lo cual podemos concluir que w tiene la propiedad de arbol.

Lema 2.10. S k es fuertemente inaccesible y tiene la propiedad de drbol, entonces para todon € w

y todo A\ < Kk se cumple k — (k)%

Demostracion. La prueba sera similar a la del lema 2.1. Dada una A-coloracién de [k]", construi-
remos un k-arbol sobre k, la inaccesibilidad de k sera usada para definir los niveles del arbol que

son limites.
Procederemos por induccién sobre n.
Si n =1 por la regularidad de k se satisface el resultado.

Supongamos que el resultado es valido para n € w y sea F una A-coloracién de [k]"™! con

A < K.

Construiremos recursivamente un s-arbol sobre k, como antes, denotaremos por N, al nivel
a-ésimo. Para cada i < n definimos N; = {i} y sea B,_1) = k \ n el conjunto de sucesores
potenciales de n — 1. Como en la prueba del lema 2.1, cada que pongamos algin nodo ¢ en el arbol
diremos quién es el conjunto B; y definiremos los sucesores inmediatos de t partiendo a B; en las
clases de equivalencia inducidas por la relaciéon ~, definida como: dados o, € By, a ~ ( siy
sblo si para todo = € [Cy]" tenemos que F(z U {a}) = F(x U {f}) donde C;, nuevamente, es el
conjunto de predecesores de t en el arbol junto con ¢t. Pondremos como sucesores inmediatos de ¢
a el menor elemento de cada una de las clases de equivalencia. Por lo tanto, ¢ tendra a lo sumo
tantos sucesores inmediatos como funciones de [C}]" — A, es decir, |[¢]" \|. Dado que |[C,]"| < &

vy A< Ky K es fuerte, [[%I"\| < k.

Por lo tanto, si el nivel @ ha sido definido con menos que k elementos, el nivel a + 1 también
tendra menos que x elementos.

Ahora, si a es un ordinal limite, supongamos que hemos definido el nivel J-ésimo para todo
0 < . Dado un conjunto £ totalmente ordenado que contenga exactamente un nodo de cada nivel
menor que «, al cual llamaremos camino de longitud «, consideraremos (J{B, : x € L}, si esta
interseccién es vacia, los elementos de £ no tendran sucesores en el nivel a-ésimo, de lo contrario

ponemos al menor elemento y de la interseccién como el tnico sucesor de los elementos de £ en
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el nivel « y By = (\{B, : * € L} \ {y} serd el conjunto de sucesores potenciales de y. El nivel
a-ésimo asi construido tiene a lo sumo tantos elementos como caminos de longitud « tiene el arbol
formado por los nodos de los niveles menores que «, es decir a lo mas [[;_, |V (0)|. Dado que para
cada § < A, |Ns| < K, [T520 IN(O)] < [Isoo s = £y K es fuerte, [];_, [N(6)| < . Entonces la

cardinalidad de N, < k.

Hemos terminado la construccion del arbol, el cual es un k-arbol y por hipdtesis existe una

rama R de cardinalidad s, de la cual extraeremos el conjunto homogéneo.

Dado x € [R|" para cualesquiera a, § € R que estén por arriba de = tenemos que F(zU{a}) =
F(x U{B}) . Asi, [R]" queda dividido en A partes y como |R| = k, existe ¢ < Ay H C R con
|H| = k tal que dado = € [H]" y para todo a € R mayor que x, se cumple que F(z U {a}) = &.

Por lo que H es homogéneo para F. O

Teorema 2.11 (Erdos- Tarski, 1961). Sea r un cardinal fuertemente inaccesible. Entonces k —

(k)3 si y sélo si k tienen la propiedad de drbol.

Demostracién. Supongamos que se cumple x — (k)3, veamos que & tiene la propiedad de drbol.
Sea (A, <4) un k-arbol, podemos suponer que k = A, asf los nodos de A serén los ordinales menores
que k relacionados por el orden parcial <4. Definamos una extension de dicho orden a un orden
total <* como sigue: o <* 8 si y s6lo si a <4 [ o en el primer nivel del arbol donde « y [ tienen

predecesores distintos, digamos ' y ' respectivamente se tiene que o’ < f'.
Definamos ahora F' : [k]> — {0, 1} como sigue,
0si (o< fsiysdlosia<*f)
F({a, 8}) = ,
1 en caso contrario
Sea H subconjunto homogéneo para F' tal que |H| = k.

Consideremos el siguiente conjunto:

R ={a € k: a tiene k sucesores en el arbol pertenecientes a H }.

Dado que cada nivel en A tiene cardinalidad menor que x y la altura del arbol es x, R tiene al

menos un elemento en cada nivel del drbol. Por lo que |R| = k. Demostraremos que cualesquiera
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dos elementos en R son comparables respecto a <, y de ello se seguird que R es la rama que
buscamos. Sean «, € R incomparables. Sin pérdida de generalidad supongamos que a <* (3,
entonces hay un primer nivel donde «, 5 tienen predecesores diferentes o’ y ' respectivamente.
Como o y ' tienen k sucesores en H podemos hallar v < § < n elementos de H tales que o/ <4 7,
o <amy B <ad. Entonces v <* § y n <*d, porloque F({7,0}) =0puesy < dyy<*dy
F({n,d6}) =1 pues 6 <nymn<*4d,locual contradice la homogeneidad de H. Por lo tanto, todo
los elementos en R son comprables respecto a A. Asi, R es una rama en k de cardinalidad k, por

lo tanto, (A, <4) tiene la propiedad de arbol.

Con esto damos por terminada la prueba del teorema. O

Corolario 2.12. Sea x un cardinal fuertemente inaccesible. Entonces los siguientes enunciados

son equivalentes.

1. La relacién k — (k)3 se satisface.

2. k tiene la propiedad de drbol.

3. La relacion k — (k)% es vdlida para todon € w y A < k.

A los cardinales que satisfacen alguna de estas condiciones se les conoce como cardinales débil-

mente compactos.



Ultrafiltros y teoremas tipo Ramsey

El estudio de los ultrafiltros ha venido a formar una herramienta importante para ciertas ramas
de la matematica y la Teoria de Ramsey no es la excepcion. Nuestro interés en este capitulo sera el
dar una vision de cémo los ultrafiltros sobre w se han visto relacionados con los teoremas de
particiones. Mostraremos cémo cierta clase de estos objetos pueden caracterizarse mediante el
teorema de Ramsey y estudiaremos también un importante teorema de la Teoria Combinatoria, el
teorema de Hindman, el cual nos brinda una aplicacién de los teoremas de coloracion. Finalizaremos

el capitulo introduciendo otro tipo de ultrafiltros que seran de utilidad méas adelante.

3.1. Ultrafiltros

Dado X un conjunto y F una familia de subconjuntos de X, decimos que F es un filtro sobre

X si:

1. X eF
2. F es cerrado bajo supraconjuntos, es decir, si A € F y A C B, entonces B € F

3. F es cerrado bajo intersecciones finitas, es decir, si A, B € F, entonces AN B € F.
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Si el conjunto vacio pertenece al filtro, entonces F tendria que ser la potencia de X. A este
filtro le llamamos el filtro trivial' y en general buscaremos estudiar filtros no triviales. Si A C X,
entonces la familia de los subconjuntos de X que contienen a A es un filtro sobre X, a este filtro

se le conoce como el filtro generado por A o filtro principal.

Si F un filtro sobre un conjunto X y existe un tunico filtro que contiene propiamente a F y
éste es el filtro trivial, decimos que F es un wltrafiltro sobre X. De la definicién se sigue que un

ultrafiltro no puede ser el filtro trivial.

Lema 3.1. Sea X un conjunto y U un filtro no trivial sobre X. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes,

1. U es un ultrafiltro.

2. Si A, B C X tales que AUB €U, entonces AcU o BelU.

3. Para cualquier A C X se cumple que A €U o bien X \ A€ U.

Demostracion. 1 = 2) Supongamos que U es un ultrafiltro y sean A, B C X tales que AUB € U
pero A €Uy B ¢ U. Mostraremos que existe un filtro no trivial sobre X que contiene propiamente
ald.Sea F = {C C X : AUC € U}. Afirmamos que F es el filtro deseado. X € F pues XUA € U.
Sean C7,Cy C X tales que C; € Fy Cy C Cy. Dado que Cy € F, AUC, € U, entonces AUC, € U,
pues AUC, C AUCy y U es un filtro. Por lo tanto, Cy € F. Supongamos que C1,Cy C X
tales que C1,Cy € F, entonces AUC, e U y AUCy € U. Dado que U es un filtro sobre X,
(AUC))N(AUC,) = AU(C1NCy) € U. Por lo tanto C; N Cy € F. Concluimos que F es un filtro
sobre X. ) € F pues A € U. Por lo tanto F es un filtro no trivial. Ademds, si C e U, AUC e U
pues U es un filtro, asi C' € F y por hipétesis B ¢ U v B € F. Asi F es un filtro no trivial sobre X
que contiene propiamente a U, contradiciendo que I/ es un ultrafiltro sobre X. Por lo tanto A € U

oBel.

2 = 3) Supongamos que U es un filtro no trivial sobre X tal que para cualesquiera A, B C X
tales que AU B € U, entonces A € U o B € U. Sea A C X. Dado que U es filtro, X € U y
X =AU(X \ A). Entonces, por hipdtesis A e U o X \ A€ U.

1En algunos textos al filtro trivial también se le conoce como filtro impropio.
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3 = 1) Sea U un filtro no trivial sobre X, como en la hipdtesis. Supongamos que U no
es ultrafiltro, entonces existe un filtro F no trivial sobre X que contiene propiamente a U. Sea
Ae F\U. X\ AU, de lo contrario, como U C F, X \ A € F y esto implicaria que F es el
filtro trivial, contradiciendo nuestra hipdtesis. Entonces, por hipotesis, A € U y por tanto U es un

ultrafiltro. [

Se sigue por induccién, usando la equivalencia de los enunciados 1y 2, que si i/ es un ultrafiltro
sobre X y A es una unién finita de subconjuntos de X que pertenece a U, al menos uno de sus

uniendos, también serd elemento de U.

Sea X un conjunto. Consideremos U = {A C X : 2 € A} con z € X, el filtro generado por
{z}. Dado que para cualquier A C X, x € Aoz € X\ A, se cumple que A € Fo X\ A€ F. Por
lo tanto, F es un ultrafiltro sobre X. Notemos que si F es un filtro principal sobre X generado
por A C X y |A| > 2, entonces F no puede ser un ultrafiltro sobre X. De lo contrario, podriamos
considerar By, By C A tales que A = B; U By y al ser F un ultrafiltro By € F o By € F, lo cual
no es posible, ya que F esta generado por A. Por lo tanto, los tnicos filtros principales sobre X
que son ultrafiltros son los que estan generados por un conjunto unitario. A estos ultrafiltros se les

conoce como ultrafiltros principales.

Consideremos X un conjunto finito. Si F = {X; : i < 2¥I} es un filtro sobre X, entonces

(| X; € F. Asi, F resulta ser el filtro generado por () X;. Por tanto, todos los filtros que
s S

leffilst‘en sobre un conjunto finito son filtros principales. 1\;ISaQSI alufm si U es un ultrafiltro sobre X, U

es un filtro generado por un subconjunto unitario de X. Pues X = |J {z} y al ser ¢ un ultrafiltro

sobre X uno de los uniendos pertenece a U. Por lo tanto, si X ezeﬁn conjunto finito, todos los

ultrafiltros sobre X son principales.

Si X es un conjunto infinito, podemos preguntarnos si todos los ultrafiltros sobre X tam-
bién resultan ser principales. La respuesta es negativa; vamos a poder demostrar la existencia de

ultrafiltros nos principales para conjuntos infinitos, haciendo uso del axioma de eleccion.

Teorema 3.2 (Teorema del Ultrafiltro). Sea X un conjunto infinito. Si F es un filtro no trivial

sobre X existe un ultrafiltro que lo contiene.

Demostracion. Si F es un ultrafiltro se cumple el enunciado. De lo contrario, haremos uso del
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Lema de Zorn, por lo que definiremos un orden parcial sobre cierta familia de filtros tal que todo
subconjunto totalmente ordenado esté acotado superiormente. De este modo tendremos garantiza-

da la existencia de un elemento maximal en la familia y este elemento sera el ultrafiltro buscado.

Sea P = {G : G es un filtro no trivial que contiene a F propiamente }. Dados G; y G, filtros
en P diremos que G < Gy si G; € Gy.Veamos que P es un conjunto parcialmente ordenado por <.
Para cualquier G € P, G no esta contenido propiamente en si mismo. Por lo tanto la relacién < es
antirreflexiva. Dados Gy, Go, G3 en P tal que Gy < Go v Gy < G3 tendremos, usando la transitividad

de la contencién, que G; < Gs.

Sea C C P un conjunto totalmente ordenado. X € [ JC, pues X es un elemento de cada uno de
los uniendos. Sean A, B C X tales que A € |JCy A C B. Como A € |JC, existe G € C tal que
A € G, entonces B € G. Por lo tanto, B € | JC. Por otro lado, si A, B C X, tales que A, B € |JC,
entonces existen G; y G, filtros en C tales que A € G; y B € Gy. Como C es una cadena, G; < G
0 Go < Gy o bien G; = G5. En cualquier caso alguno de los filtros debe tener tanto A como a B
como elementos. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que G, es dicho filtro, por tanto,
ANB e G. Asi, AN B € |JC. Hemos demostrado que |JC es nuevamente un filtro. Ademds |JC
pertenece a la familia P, pues todos los filtros que se encuentran en C contienen a F y son no

triviales.

Finalmente notemos que | JC es una cota superior para C. Hemos demostrado que se cumplen
las hipotesis del lema de Zorn y por tanto existe un filtro maximal en P que contiene a F. Y este

resulta ser el ultrafiltro buscado. O

Sea X un conjunto infinito. Consideremos F = {4 C X : | X \ A| < w}. X es un elemento de
F, pues X \ X es el conjunto vacio. Sean A, B C X tales que A € F y A C B. X\ B esta contenido
en X \ A, por lo que, X \ B es finito. Por lo tanto, B es un elemento de F. Si A, B C X tales
que A € Fy B e F, tendremos que la intersecciéon de A y B también tendra complemento finito,
pues X \ (ANB)=(X\A)U (X \ B). Por lo tanto, F es un filtro sobre X, el cual es llamado el
filtro de Fréchet.

Por el lema anterior, existe U ultrafiltro sobre X que contiene a F. Dicho ultrafiltro es no

principal. De lo contrario, U estaria generado por {z} con z algin elemento de X. Entonces
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{z} e U y como F C U, entonces X \ {z} € U, pero esto implica que § = {z} N (X \ {z}) € U,
lo cual es una contradiccién a que U es un ultrafiltro. Por tanto el ultrafiltro es no principal.
Asi, hemos demostrado la existencia de ultrafiltros no principales para conjuntos infinitos. Dichos

ultrafiltros seran de mucho interés.

Corolario 3.3. FEuxisten los ultrafiltros no principales.

3.2. Ultrafiltros de Ramsey

En esta seccion consideraremos sélo ultrafiltros no principales sobre el conjunto de los niimeros

naturales.

Definicién 3.4. Sea U un ultrafiltro no principal sobre w. Si para cada particion {X,, : n € w},
del conjunto de los numeros naturales tal que X,, € U para toda n € w, existe un conjunto en U
que intersecta a X, para toda n € w exactamente en un punto decimos que U es un ultrafiltro de

Ramsey?.

Demostraremos que H.C. garantiza la existencia de los ultrafiltros de Ramsey. Antes, introdu-

ciremos algunos conceptos que seran de utilidad para la demostracion.

Sean A, B C w. Escribimos A C* B para denotar que A \ B es finito. En cuyo caso decimos

que A esta casi contenido en B. Esta relacion resulta ser transitiva.

Definicién 3.5. Sea S C [w]“. Y € [w]¥ es una pseudointerseccion de S si y sdlo si para cualquier

X €5 se tiene que Y C* X.

Lema 3.6. Sea S = {X,, : n € w} C [w]* tal que X; C* X, para cada i < j € w. Entonces existe

Y € [w]¥ una pseudointerseccion de S.

Demostracion. Sea yy € Xo. Supongamos definidos {y,, : m < n} tales que y; < y; para cuales-
quierai < j <ney, € XoN---NX,,. Yaque X, 1\ X; es finito para cada i < n, podemos tomar
YUns1 € XoN -+ N Xy tal que y, < ypyr- Asi, siY = {y, : n € w}, Y es una pseudointerseccién
de S. ]

2A los ultrafiltros de Ramsey también se les conoce como ultrafiltros selectivos.
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Teorema 3.7. Bajo H.C. existen los ultrafiltros de Ramsey.

Demostracion. Construiremos un ultrafiltro que cumpla la definicion de ultrafiltro de Ramsey.
Para ello, consideraremos una enumeracién de las particiones de w. Sea A = {A, : @ < w;} dicha

enumeracién y supondremos ademas que Ay = {w}.

Definiremos por recursion, una wi-sucesion de subconjuntos infinitos de w, tales que para cua-
lesquiera X,, Xg con o < 3, X3 C* X, y para cualquier a € wy, X, C A para algin A € A, o
bien | X, N A| <1 para todo A € A,.

Si @ = 0 sea Xy = w. Supongamos definido X, infinito para a < w; tal que para algin
A e A,, X, C A, o bien para todo A € A, se tiene que | X, N A| < 1. Si existe A € A,
tal que | X, N A| = w definimos X, 1 = X, N A. Si no existe tal conjunto, entonces para todo
A € A, tenemos que | X, N A| < w y por tanto la particién es infinita. Tomamos z4 € X, N A
para cada A € A, y definimos X,.1 = {x4: A € A,11} el cual es infinito pues X, lo es. X, 1
asi definido, es subconjunto de algtin elemento de A,.; o bien para todo A en esta particién se
tiene que | X,11 NA| < 1. Ademéds X,11 CF X, pues Xo11 € X, Sea a < wy un ordinal limite.
Supongamos definido X3 infinito para todo f < « tal que Xp, C* X3, para todo 81 < B2 < «
y Xz C A para algin A € Az o bien para cualquier A € Ag, |[XgN A| < 1. Sea Y € [w] una
pseudointerseccion de { X3 : § < a}, la cual existe por el Lema 3.6. Si existe {4, : i <n} C A, tal
que Y C U A;, YN A, es infinita para algin A;. En cuyo caso tomamos X, = Y NA,;. Asi, X, C A
para algﬁZEnAi € A, v X, € Xp para todo 8 < a, pues YNA; CY C* Xp para todo 8 < a. Sino
existe {4; 1 i <n} C A, tal que Y C |J A;, entonces existe {A; : i € w} C A, tal que Y se queda
contenida en su unién. Sea x4 € Y N zzle?zon A € A,. Definimos X, = {za: A € A,}. X, satisface
que | X, NA| <1 paratodo Ae A, y X, CF Xp para toda 5 < a, pues X, C Y. (X, :a <w)

es la wi-sucesion que buscabamos.
Tomemos U = {X C w: Ja < wi (X, C* X)}. Probaremos que U es un ultrafiltro de Ramsey.

w € U pues Xy = w. Si X € U, existe a tal que X, C* X. Por tanto, si X C Y, X, C* Y,
pues X, \Y C X, \ X. Entonces Y € U. Si Y} y Y5 son elementos de U, existen o < [3 tales que
Xo © Yy X5 €Y, Dado que a < 8 tenemos que Xg C* X, y por tanto, Xz C* Y; y Xg C* V5.
X\ (YiNYs) = (Xg\ Y1) U (Xps\ Ya). Entonces X5 C* Y] NYs, pues (X \ Y1)y (X5 )\ Ya) son
finitos. Por lo tanto, Y1 NY; € U. Concluimos que U es un filtro.
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Sea A un subconjunto de w y o < wy tal que {A,w \ A} = A,, entonces existe X, infinito tal
que X, se queda contenido en algin elemento de la particién o bien su interseccion es finita para
cada conjunto en A,. El segundo caso no ocurre, ya que A, es un particién y X, es infinito. Por
tanto, X, estd contenido en alguno de los conjuntos y sélo uno, pues A, es una particién. Asi, U

es un ultrafiltro.

Si A es una particion de cardinalidad w del conjunto de los niimeros naturales, existe o < wy
tal que A = A,. Supongamos que ningin elemento de la particion pertenece a U. Sabemos, existe
X, C w infinito, tal que X, es un subconjunto de algin elemento de A, o bien para todo A € A,
se cumple que | X,NA| < 1. Si el primer caso ocurre, entonces A € U lo que contradice la hipdtesis.
Por lo tanto, ocurre el otro caso. Si X, ya intersecta a cada A en un punto, entonces X, es el
conjunto que sirve para la definicién de ultrafiltro de Ramsey. Si esto no ocurre, podemos extender
este conjunto a un conjunto X, que intersecte a cada A en un solo punto, el cual estard en U pues

X, C X. Hemos demostrado que U es un ultrafiltro de Ramsey. ]

Cabe mencionar que, 1975, Kunen demostré que es consistente la no existencia de ultrafiltros

Ramsey.[U.R]

Los ultrafiltros de Ramsey tienen una estrecha relacion con el teorema de Ramsey. Demostra-

remos un lema que resulta de utilidad para mostrar dicha relacion.

Lema 3.8. Sea U un ultrafiltro de Ramsey. Si {X, :n € w} CU, tal que para cualesquiera m < n,
Xn € X, entonces existe {a, :n € w} €U tal que a,, < a, sim <n, ag € Xo y ant1 € X,, para

toda n € w.

Demostracion. Sea {X,, : n € w} como en la hip6tesis. Supondremos ademés que Xy # w. Notemos
que esta familia determina una particion del conjunto de los naturales de cardinalidad w de la

siguiente manera. Sea P = {X,,\ X,,;1 :newlU{{zew:2¢ |J X, \ Xnt1}}. Los conjuntos
new

pertenecientes a {X, \ X,41 : n € w} son no vacios, pues X,, # 0 y X,.1 € X, para todo

=

n € w. El conjunto {z € w: 2z ¢ |J X, \ Xpy1} es no vacio, pues los elementos del complemento
new
de X, pertenecen a dicho conjunto. Por lo tanto ningtin elemento de P es el conjunto vacio. Si

x es un numero natural que no se encuentra en ningin X, \ X,.1, con n € w, entonces x €

{zew:z¢& |J X, \ Xus1}. Por tanto, la unién de P es w. Finalmente, si Y},Y> € P, entonces

new
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Y1 =Xn \ X v Yo = X, \ X4, para ciertos m,n € w tales que m < n o bien alguno es el
conjunto {z € w: z ¢ |J X, \ Xnt1}. En el primer caso, tenemos que X, 11 € X, € X101 C X,
esto, por como esta (?afga la sucesién de conjuntos X,,. Y dado que Y} C X,, vy Y5 C X, su
interseccion tiene que ser vacia. En el otro caso es claro que la interseccién de Y; y Y, es vacia.
Hemos demostrado que P es una particion de w. La cardinalidad de P se sigue de que hay tantos
elementos como conjuntos en la sucesion dada.

Sea X € P. Si X = X, \ X,,1; para algin n € w, X ¢ U, de lo contrario X N X,,;1 € U,
lo que contradice que U sea ultrafiltro. Si X = {z cw:z ¢ |J X, \ Xpn1}, vy € X siy sélo
si, para toda n € w, y € X, \ X,41 si y sélo si para toda n élefj, yé€ X,oye X, +1,siy
sblo si para todan € w,y € w\ X, 0y € Xy siysélosiy € () (w\ Xn) U () Xn)). Asi,
ye (w\Xo)U(N Xn)). w\ Xo €U, de lo contrario Xy N (w \ Xo) neeo;/{ Si ) X, QGZ{, podemos
tomar {x, : n € Z)e}wg N X, tal que z; < z; para cualesquiera i < j y ésta gz:isface las hipétesis
deseadas, por lo que h%%remos acabado la demostracién del lema. Por otro lado, si (] X, € U,

new

entonces X ¢ U, por ser U un ultrafiltro. Por lo tanto, P es una particién de w tal que ninguno de

sus elementos pertenecen a U y procedemos de la siguiente manera.

Dado que U es un ultrafiltro de Ramsey, existe Y € U tal que |Y N (X, \ X,.411)| = 1, para cada

n € w. Definimos, ahora, un sucesion en Y como sigue:

Yo es el menor elemento en Y tal que {y € Y : y > 4o} C Xo. En general, y,,,1 serd el menor

elemento en Y tal que ypi1 >y y{y €Y 1y > ypi1} € X, con n € w.

Por definicién, la sucesién es creciente en Y. Definimos para cada n € w, A, = {y € w :
Yn < Y < Yns1}- Estos conjuntos inducen nuevamente una particién de w de cardinalidad w. Basta
consider a la familia de los conjuntos A, y el conjunto {y € w : 0 < y < yo}. Ademds ningun
elemento de la particién puede ser elemento del ultrafiltro, pues todos son conjuntos finitos. Como

U es de Ramsey, existe {z, : n € w} € U tal que ({z, :n € w})NA, ={z,}.

Dado que 2,12 € A, 42, tenemos que z,49 > Yni2, entonces z,40 € X, y dado que z, € A,

n+1

tenemos que z, < y,41, entonces X, C X,,. Por lo tanto, z,.9 € X, , para cualquier n.

n+1
Finalmente, si tomamos a, = 22, y b, = 29,41 para cada n € w, tendremos que {a, : n € w} € U
o bien {b, :n€w} €U, pues {z, :new}={{a, :new}U{b, ncwty{z, :ncweldy

cualquiera de las dos satisface lo deseado.
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Teorema 3.9. Sea U un ultrafiltro no principal sobre w. U es un ultrafiltro de Ramsey si y solo si
para cualesquiera n,k € w se cumple que para toda F, k-coloracion de [w]™ existe H C w tal que

es homogéneo y H € U. *

Demostracion. <) Para cualesquiera n, k € w, supondremos que toda k-coloracién de [w]™ tiene

un conjunto homogéneo en U.

Consideremos P = { P, : i € w} una particién infinita de w tal que P; & U para cualquier i € w.

Sea F' una 2-coloracién de [w]? definida como sigue:

1 si ¢ y y pertenecen a elementos diferentes de P.
F({z,y}) =

0 en caso contrario.
Por hipdtesis existe H € U homogéneo para F, entonces F"[H|> = {i} con i € {0,1}. Si i = 0,
entonces todos los elementos de H pertenecen a un mismo elemento de la particién, es decir H C P;,
para algun P; € P. Entonces P; € U, pues H € U, lo cual contradice la hipdtesis. Por lo tanto, si
H € U y es homogéneo para F, F”[H|> = {1}. H intersecta a cada elemento de la particién en a
lo més en un punto. Si |[H N P;| = 1 para todo P; € P, entonces H es el conjunto que buscamos
en la definicién de ultrafiltro de Ramsey. Por el contrario, si existe P; € P tal que H N P; = (;
sea D ={y; € P, : y; = min(P;)) N HN P, = (}. Consideremos H' = H U D. Por construccién
|H' N P;| = 1 para todo P, € Py dado que H € U, H' € U. Por lo tanto, existe H' € U tal que

|H' N P;| =1 para todo P, € P. Asi, U es un ultrafiltro de Ramsey.
—) Sea U un ultrafiltro de Ramsey.

Procederemos por induccién sobre n. Sea k£ un natural. Si n = 1 el resultado se sigue del
principio del casillero. Supongamos que dado n € w, se satisface la relacion w — (w)} y un
conjunto homogéneo para cada k-coloracién pertenece a U. Sea F : [w]"*t — {0,1...,k — 1}.
Para cada a € w, definimos F, : [w\ {a}|® — {0,1...,k — 1} dada por F,(z) = F(z U {a}). Por

hipotesis para cada F, existe H, conjunto homogéneo en U.

'Notemos que |H| = w, pues al ser & un ultrafiltro no principal sobre w ninguno de sus elementos es finito.
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Consideremos h : w — {0, ...,k — 1}, tal que para cada a € w, h(a) = |J(FY[H,]™). Dado que
U es un ultrafiltro, existe X e U ei € {0,1,...,k—1} tal que para todo a € X y todo H, se tiene
que F"[H,|" = {i}.

Construiremos una familia de subconjuntos infinitos de w que satisfaga las condiciones del
Lema 3.8. Sea Xg = X N Hy. Si X N HyN Hy € X, definimos X; = X N HyN H;. De lo contrario,
tomemos zy el menor elemento Xy y definimos X; = X \ {x¢}. Supongamos definidos para i < n,
X; tal que para cualesquiera ¢,j < n tal que ¢ < j, X; C X;. Consideremos X N HyN---N H,. Si
(XNHyN---NH,) C X1, Xy =XNHyN---N H,. De lo contrario, sea z,, el menor elemento

de X,,_1 y definimos X,, = X,, 1 \ {z,}. {X,, : n € w} cumple las hipdtesis deseadas.

Entonces existe {a, : n € w} € U tal que a; < a; sii < j, ap € Xo y ans1 € X,, para cada n.
Sea H = {a, : n € w}. Para cada i € w tenemos que a; € X y {a,, : t <m} C H,,. Por lo tanto,
F,,(x) = i para todo = € [{a,, : i < m}]™. Asi, concluimos que F es constante en [H]"".

Hemos terminado la prueba. O

3.3. Teorema de Hindman

Pasaremos al estudio de un teorema combinatorio que nos brinda, en cierta forma, una aplica-
cién de los teoremas tipo Ramsey, en este se busca que para toda particion finita de w exista un

conjunto infinito que cumpla cierta propiedad y esté contenido en algtin elemento de la particién.

Consideremos un subconjunto X C w y sea m € w. Denotaremos por X — m al conjunto de
todos los naturales, n, tales que m +n € X, es decir, X —m = {n : m +n € X}. Definiremos la
operacién + para U y V ultrafiltros sobre w como U +V ={X Cw:{mecw: X —m € V} e U},

el cual vuelve a ser un ultrafiltro.

Definicién 3.10. SiU es un ultrafiltro tal que U+U = U, entonces decimos que U es un ultrafiltro

idempotente.

Asumiremos la existencia de ultrafiltros idempotentes no principales sobre w, hecho que puede
obtenerse como un resultado de semigrupos topoldgicos.[D.Pr] Estos ultrafiltros serdan de utilidad

para demostrar el teorema de Hindman, el cual presentamos a continuacién.
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Teorema 3.11 (Hindman). Si P es una particion finita de w, entonces existen A € P y H € [A]¥

tales que para cualesquiera aq,...,a, € H distintos, a1 + ---+ a, € A.

Demostracion. Construiremos a H por recursion.

Sea [P una particién finita de w y & un ultrafiltro idempotente sobre w. Entonces existe Ay € P
tal que Ay € U. Ademds, como U es idempotente, {m € w : Ag — m € U} € U, entonces
({m e w: Ayg—m € U}) N Ay € U. Asi, existe ag € Ag tal que Ay — a9 € U. Supongamos
definidos {A; e U : i < k}talque A; C A;sii < j<ky{a € A :i <k} tal que a; < q;
si i < j. Nuevamente, al ser & un ultrafiltro idempotente {m € w : A, —m € U} € Uy
ArNn({mew: A, —m e U}) € U. Por lo tanto, existe a, € A tal que a; < ar y (Ar —ag) €U.

Sea Api1 = AN (Ar —ag). Asi, A, C A,y anm < a, sim < n.

Definimos H = {ay, : k € w}. Por construcciéon, H C Ay y es infinito. Afirmamos que el conjunto

de sumas finitas de elementos distintos en H es un subconjunto de A.

Sean a;,a; € H con i < j. Dado que {4y : k € w} es una sucesién decreciente, a; € A;1;. Por
definicién A; 41 = A; N (A; — a;), asi, a; + a; € A;. Por lo tanto a; +a; € Ap. Si{ay, i <n} CH
tal que k; < k; sii < j < n, ag, + ag, € Ag,. Entonces ay, + ar, € Ap,11. Por definicién
Apyi1 = Apy, N (A, — ag,). Se sigue que ag, + ax, + ax, € Ag,. Iterando este proceso, concluimos

que ag, + -+ -+ ag, € Ag,. Por lo tanto ax, +--- + ax, € Ap.

Demostramos que H satisface la propiedad y con ello damos por terminada la prueba del

teorema. O

James Baumgartner presenta una prueba del Teorema de Hindman en una version conjuntista,
la cual es equivalente al Teorema de Hindman.[J.B].

Teorema 3.12 (Hindman, versién conjuntista). Si P es una particion finita de [w]<

, entonces
existen A € P y H una familia de conjuntos finitos ajenos dos a dos tal que para cualesquiera

Xo,....Tp € H, xoU---Ux, € A.

Aunque los teoremas 3.11 y 3.12 son equivalentes, nos parece importante presentar la prueba de

ambos, pues esto nos permitira apreciar que si bien es necesario introducir nuevos conceptos para
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la demostracién del Teorema 3.12, la herramienta que usaremos en ella resulta ser més sencilla que
el implementar ultrafiltros idempotentes, como en el Teorema 3.11. Por lo que esta demostracion

resulta ser ademas de corta, sencilla.

Definicién 3.13. 1. Sean x,y € [w]|<“. Escribimos x <y para indicar que max(x) < min(y).

2. Si B C [w]<¥ diremos que B es una sucesion bdsica si para cualesquiera x,y € B, © <y o

y<wx.

SiB=(x;:i€l)C [w]<¥ denotaremos por [B] al conjunto de uniones finitas de B, excluyendo
a la unién vacfa, es decir, [B] ={J z; : z; € By F € [I]<*\ {0} }.
i€F
Definicién 3.14. Sea B C [w]|<¥ una sucesion bdsica infinita. Diremos que X C [w]<“ es grande

para B, si para cada sucesidn bdsica infinita B', que estd contenida en [B] se tiene que X N[B'] # 0.

Veamos algunas propiedades de esta definicién.

Lema 3.15. Sea B C [w]<¥ una sucesion bdsica infinita y X C [w]<. Entonces los siguientes

enunciados se cumplen.

1. Si X es grande para B y B’ C [B], entonces X es grande para B'.
2. [B] es grande para B.

3. S8i X es grande para B y X C X', entonces X' es grande para B.
4. X es grande para B si y sélo si X N [B] es grande para B.

5. Si X es grande para B y X =Y U Z, entonces Y o Z es grande para algin B' C [B.

Demostracion. 1. Si B’ C [B] se tiene que [B'] C [B], pues cada elemento en [B’| se ve como
una unién finita de elementos de B’, los cuales por hip6tesis son uniones finitas de elementos
en B.Y si B” es una sucesion bésica de [B’] también es una sucesién bésica de [B] y dado

que X es grande para B concluimos que X N[B”] es no vacia. Por lo tanto, X es grande para

B'.
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2. Dada B’ C [B], una sucesién bésica infinita, tenemos que [B’] C [B] , por lo que [B’] N [B]

es no vacia y, por lo tanto, [B] es grande para B.

[ ]<w

Observemos que de esta propiedad se sigue que |w es grande para [w]'.

3. Se sigue de que para toda sucesién bésica infinita B’, de [B], se cumple que [B’'] N X es no

vaclay [B]NX C [B'|NnX".

4. <) Ya que X N [B] C X, tenemos por el inciso anterior que X es grande para B.

—) Dada B’ una sucesién bésica infinita de [B] nos gustaria que [B'] N (X N [B]) fuera no
vacia. Por hipétesis X es grande para B, por lo que [B'] N X # (). Por otro lado, [B’] C [B],
por lo tanto, (X N[B]) N [B’] # (0. Asi X N[B] es grande para B.

5. SiY es grande para algin B’ C [B], entonces se cumple la propiedad. Si ¥ no es grande para
ningiin B’ C [B], entonces para todo B’ C [B], existe B” C [B’] sucesién bésica infinita tal
que Y N[B"] = (). Por hopdtesis, X es grande para B, entonces Z N [B”] # (). Afirmamos que
Z es grande para B”. Sea B* C [B”] una sucesion bdsica infinita, se cumple que ZN[B*| # (.
De lo contrario [B*| intersectaria a Y lo cual serfa una contradiccién a que Y no intersecta

a [B"]. Asi, Z es grande para B"” C [B].

Se sigue por induccion que si X = XjU---UX,, y X es grande para B, entonces existe algin
X; que es grande para algiun B’ C [B].
[

Demostraremos algunos lemas que nos seran de utilidad para probar la versién conjuntista del

teorema de Hindman.

Lema 3.16. Sea B C [w]<“ una sucesion bdsica y X C [w]<v.
Si X es grande para B, entonces existe F' C [B] finito tal que para cada x € [B] que cumple

con ser mayor a todo elemento de F existe un b € F tal que bUz € X.
Demostracion. La demostracién serd por contrapuesta.

Sea B = {bp, by, ...} una sucesién bésica tal que b; < b; ;1 para toda i € w. Supongamos que no
existe F' con las condiciones pedidas. Entonces para todo conjunto finito, F' C [B] existe = € [B]

talque b<zxybUx ¢ X, para todo b € F.
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Construiremos una sucesién B’ = {xg, z1,... } talquebU x, 1 € X paratodob € [{zg, x1,...,T,}].
Tomemos g = by, sea x1 € [B] tal que 2o < x1 y o Uz € X. Supongamos que hemos definido
los primeros x,, elementos de B’ y consideremos F = [{xg,z1,...,x,}] por hipitesis podemos

encontrar x,.; € [B] tal que z,, < z,41 y paratodob € F,bUx,1 € X.

Por construccién, B’ es una sucesién bésica de [B] y X N[B’] = (). Por lo tanto, X no es grande

para B. O

Dado b € [B], con B C [w]<* y X C [w]=¥ denotaremos por X} al conjunto de los x € X tales
que son mayores que by cumplen que su unién con b se queda en X, es decir, X, = {xr € X : b <

rANbUz € X}

Lema 3.17. Sea B C [w]|<¥ una sucesion bdsica infinita y X C [w]<¥.

Si X grande para B, entonces existe b € [B] tal que Xy es grande para algin B' C [B].

Demostracion. Como X es grande para B sabemos que existe F' tal que para todo x € [B] que

sea mayor a todo elemento de F' existe b € F' tal que x Ub € X.

Consideremos B’ = {x € B: Vb€ F(b < x)}. Veamos que X N[B']| C |J X,. Seaxz € X N[B'],
beEF
por la definicién de B’, b < x para todo b € F. Ademas, por la eleccién de F', existe ¢ € F tal que

rUce€ X. Asi, x € X, y, por lo tanto, x € |J X.
bEF

Por otro lado, B’ C By B C [B]. Dado que X es grande para B, por la propiedad 1 del lema
3.13, X es grande para B’y esto pasa si y s6lo si X N [B’] es grande para B’, por la propiedad 4
del lema 3.13. Ya que X N [B'] C |J X, U X, es grande para B’, por la propiedad 3 del lema

beF beF

3.13. Finalmente, usando la propiedad 5 del lema 3.13, tenemos que existe b € F C [B] tal que X,
es grande para algin B” C [B']. ]

Lema 3.18. Sea B C [w]|<¥ una sucesion bdsica infinita y X C [w]<Y.

Si X es grande para B, entonces existe un B' C [B] tal que [B'] C X.

Demostracion. Haremos uso del lema anterior de la siguiente forma:
Consideremos Xy = X y By = B. Por el lema anterior, existe by € [By] tal que X; = X, es
grande para algin B; C [By). Siguiendo con este proceso encontraremos b,, € [B,] tal que b,,_; < b,

tal que X, 11 = (X,)p, es grande para algin B, 1 C [B,].
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Hemos construido sucesiones {b, : n € w}, {X,, :n € w}, {B, : n € w} tales que:

1. By=By, Xo=X, X;s1 € X, vy Buy1 € [B,] para todo n € w,

2. b, € [By],

w

. X, es grande para B, ,

4. {b, : n € w} es una sucesién bésica,

(S

. byUz € X, para todo z € X, 1.

Construiremos ahora una sucesién bésica B' = {x, : n € w} tal que B’ C [{b, : n € w}]| y
T, < Tp41 para todo n € w, como sigue: tomemos xg € [{b, : n € w}]NX. Supongamos que hemos

definido xy, . .., z,_1 y sea k, = max{k : by C xoU---Uzx,_1}. Tomemos x,, € Xy, 1N[{b; : k, < i}].

Demostraremos a continuacién que [B'] C X. Sea x € [B’'], entonces = es la unién finita de
elementos en B’, digamos * = x;; U---Uux; Uz con iy < --- < 4, < [ a su vez, como cada
T, € Xg, 41N [{b; + ki, < i}], podemos reescribir la unién de los primeros z;, en la unién de x
como sigue x;, U---Uwz;, =b; U---Ubj, con j; < -+ < jn.

Por construccion j,, < k; y dado que ; € Xj,4+1 y la sucesion de los conjuntos X, es decreciente,
se tiene que x; € Xj 41 mientras que la propiedad 5 implica que b;, Uz; € X; . Ademds, como
Jm—1 < Jm, Jm-1+1 < jm, entonces b;, Ux; € X; 41 y nuevamente por la propiedad 5, se cumple

que b, , Ub; Ux C X,

jm_1 siguiendo con este proceso obtenemos que b; U---Ub; Uz € X,

el cual es subconjunto de X y por tanto [B'] C X.
]

Finalmente demostraremos la versiéon conjuntista del teorema de Hindman. Recordemos que

éste afirma lo siguiente.

Teorema 3.12 : Si P es una particion finita de [w]<“, entonces existen A € P y H una familia

de conjuntos finitos ajenos dos a dos tal que para cualesquiera xq,...,xr, € H, 1o U---Ux, € A.
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w

Demostracion. Sea P = {4, : i € n} una particién finita de [w]<*.

<@ = [J A;, por la propiedad 5 del lema
€N

3.13, que existe A; € P tal que A; es grande para algun subconjunto B de las uniones finitas de

Sabemos que [w]<¥ es grande para [w]'. Dado que [w]

[w]!. Finalmente, por el lema anterior existe B’ C [B] tal que el conjunto de las uniones finitas de

B’ se queda contenido en A;. O

3.4. Ultrafiltros o-completos y k-completos

Los ultrafiltros o y x completos forman parte de nuestro interés pues tienen relaciéon con
los cardinales medibles, los cuales, veremos en el siguiente capitulo, satisfacen cierta relacion de

particion.

Definicién 3.19. Sea X un conjunto infinito y U un ultrafiltro sobre X. Decimos que U es un
ultrafiltro o-completo, si es cerrado bajo intersecciones numerables, esto es, si {X, : n € w} es

una familia de subconjuntos de X, tal que cada X, € U, entonces (| X, €U

new

El siguiente teorema caracteriza a los ultrafiltros o—completos.

Teorema 3.20. Sean X un conjunto infinito y U un ultrafiltro sobre X. U es o-completo si y solo

si para toda P = {X,, : n € w}, particion de X, existe un inico € P tal que A € U.

Demostracion. =) Sea U un ultrafiltro sobre X o—completo y sea P = {X,, : n € w} una

particién de X de cardinalidad numerable. Supongamos que para cualquier n € w, X,, € U. Dado

que U es un ultrafiltro, X \ X,, € U y por ser U o-completo, (| X \ X,, € U. Esto implica que
new

0 el, pues, N (X\X,) =X\ U X, y P es particién, lo cual contradice que U es un ultrafiltro.

new new
Por lo tanto, algin elemento de P es elemento de .

Si existieran dos elementos de la particién que también estuvieran en U, entonces ) € U, lo

cual nuevamente es una contradiccion. Por lo tanto, el elemento que existe es tnico.

<) Sea {X,, : n € w} una familia de subconjuntos de X tales que X,, € U para todo n € w,

demostraremos que () X, € U.

new
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Consideremos Y = X \ () X,). Definimos paran =0, Yy = {x € Y : = € X} y para cada

new

newtalquen >0,Y, ={reY :Vm<n(z e X,) ANz € X,)}. Sixz €Y, existe n € w tal
que * € X, asl € Y; para algin i < n y sélo a él. Asi, la familia {Y,, : n € w A Y, # 0} es
una particién para Y. Por lo tanto, {Y,, :n € wAY, # 0} U{ ) X,} es una particiéon de X. Por
hipétesis, existe un tnico elemento en dicha particion que pei%gnece al.SiY, € U para algin
n € w, entonces ) € U pues Y, N X, es vacia. Por lo tanto, (| X,, € U y asi concluimos que U es

new
un ultrafiltro o-completo. O

Probaremos otra caracterizacion de los ultrafiltros o-completos.

Teorema 3.21. Sean X un conjunto infinito y U un ultrafiltro sobre X. U es un ultrafiltro o-
completo sobre X si y sdlo si para cualquier {X, : n € w} familia de subconjuntos de X tal que

U X, €U, eziste n € w tal que X,, € U.

new
Demostracion. Demostraremos que, existe {X,, : n € w} una familia de subconjuntos de X tal que

U X, €U y para todo n € w, X,, €U siy s6lo si U no es un ultrafiltro o-completo.

new

Sea {X,, : n € w} una familia de subconjuntos de X. Se cumple que, |J X,, e U vy X,, ¢ U

new
para todon € wsiy sélosi X\ (|J X,) €Uy X\ X, €U paratodon € wsiysdlosi X\ X, el
new
y N (X \ X,) €U siy sélo siid no es o-completo. O

new

Si k es un cardinal infinito. Se puede definir un ultrafiltro x-completo de la siguiente manera.

Definicién 3.22. Sea U un ultrafiltro sobre X. Llamamos a U un ultrafiltro k-completo si es
cerrado bajo intersecciones de menos de k conjuntos, es decir, si {Xq : a0 < A} con A < K es una

familia de subconjuntos de X tal que X, € U, entonces (| Xo €U.
a<A

Se sigue de la definicion que: si X es un conjunto y U es un ultrafiltro sobre X. Entonces U es

o-completo si y sélo si U es wy-completo.

Podremos caracterizar a estos ultrafiltros de manera analoga a los ultrafiltros o-completos.

Teorema 3.23. Sea U un ultrafiltro sobre X. U es k-completo si y solo si para cualquier particion

con cardinalidad menor a k existe un elemento de la particion que pertenece al ultrafiltro.
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Demostracion. La demostracion es completamente andloga a la del Teorema 3.20 O

La otra caracterizacion de ultrafiltros o-completos sera también aplicable a los ultrafiltros k-

completos, no mencionaremos ya el teorema, pero resulta de mucha utilidad considerarla.

Corolario 3.24. SiU es un ultrafiltro no principal k-completo sobre X, todo conjunto en U tiene

cardinalidad al menos

Demostracion. Supongamos que existe Y € U tal que |Y| < k. Y = |J {z}, entonces {z} € U
ey
para algin x € Y. Lo cual contradice que U es un ultrafiltro no principal. O

Corolario 3.25. Sea U un ultrafiltro k-completo no principal sobre k. Entonces k es un cardinal

reqular.

Demostracion. Supongamos que x es singular. Entonces k puede ser descrito como la unién de
menos que k conjuntos, todos con cardinalidad menor a . Por lo tanto, alguno de estos elementos en

la unién tendria que estar en U. Pero esto, como vimos en el corolario anterior, es una contradiccion.

[]

Finalizaremos el capitulo dando una definicién mas de otra clase de ultrafiltros.

3.5. Ultrafiltros normales

Sea k un cardinal infinito y {X, : @ < k} una sucesién de subconjuntos de x. Definimos la

interseccion diagonal de {X, : o < K} como sigue,

AXo={{<kr:£€ )Xo}

a<k a<é

Definicién 3.26. Sea U un ultrafiltro sobre k. Decimos que U es normal si es cerrado bajo inter-
secciones diagonales, es decir, si {X, : @ < K} es una sucesion de subconjuntos de k tal que cada

X, €U, entonces A X, también es un elemento de U.
a<k
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Si ademas pedimos que en I/ un ultrafiltro normal no haya conjuntos de cardinalidad menor a

k podremos demostrar que 4 es un ultrafiltro x completo.

Teorema 3.27. SiU es normal sobre k y cada uno de sus elementos es de cardinalidad k, entonces

U es k-completo.

Demostracion. Sea {X, : @ < A} con A < k una familia de elementos en U, queremos demostrar

que la interseccion de la familia también es un elemento de U.

Definiremos una sucesion de subconjuntos de x como sigue, Y, = X, si a < Ay Y, = K si
a > A

Dado que U es normal la interseccién diagonal de {Y, : a < Kk} es elemento de U. Ademas,
puesto que todos los elementos en U tienen cardinalidad , {§ : A < £ < k} € U. Entonces
(Aa<r Yo) N{E : A < & < K} € U. Para terminar basta mostrar que Ag<y Yo N{{: A <& <k} C
ﬂi</\ Xa.

Sea B € Agcr Ya N{: N <& < K}, entonces A < 5. Si a < A, entonces a <  y por definicién
de interseccién diagonal se cumple que 3 € X, para toda a < Ay por tanto 5 € (), Xa-

Concluimos que U es un ultrafiltro k-completo. O

Podemos preguntarnos sobre la funcién que tendran estos ultimos ultrafiltros, con los teoremas
de particiones que hemos estudiado. Al igual que los ultrafiltros ¢ y x completos, volveremos a
retomarlos en el siguiente capitulo en el cual estudiamos una nueva relacién de particiones, donde

estos ultrafiltros son importantes.



Sobre la relacion x — (a)5%

Este capitulo esta dedicado, principalmente, al estudio de la relacién kK — ()5, que fue
estudiada en gran parte por Erdos y Hajnal. Dicha relacion tiene una importante aportacién en la
teoria de Ramsey, pues presenta los medios para dar una clasificacion de los cardinales en torno a

ella.

Comenzaremos dando una breve introduccién sobre los cardinales medibles.

4.1. Cardinales medibles

Definiciéon 4.1. Sea X un conjunto infinito. Diremos que p es una medida sobre X, si p es una

funcién de la potencia de X en el intervalo real [0,1] que cumple las siguientes condiciones.

1. p(0) =0y pX) =1

2. 51 X7 C Xo, entonces (X)) < u(Xa).

3. Es no trivial, es decir, para cada v € X, pu({z}) = 0.

4. 1 es aditiva, es decir para cualesquiera X1, Xy C X tal que X1 N Xy = (0 se cumple que
p(X1 U Xo) = p(Xq) + p(Xa).
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Y, si ademas la medida satisface que:

5. Dada{X, : n € w}, una familia de subconjuntos de X ajenos dos a dos, entonces pu(|J X,) =
new
> (X))t

new

decimos que la medida es o-aditiva.

Si p es una medida sobre X, tal que u(Y) = 0 o u(Y) = 1 para cualquier Y C X, entonces

decimos que la medida es 2-valuada.

Sea f una medida o-aditiva y 2-valuada sobre X. Consideremos U = {Y C X : p(Y) = 1}.
Dado que p es una medida sobre X, u(X) = 1. Por lo tanto, X € U. Si X;,Xy C X tales que
X; C Xy. Por la propiedad 2, u(X;) < p(Xz). Asi, si X7 € U, entonces Xy € U. Supongamos
que X1,Xo C X tales que X;,Xs € U. Entonces u(X;) = pu((X3 \ Xo) U(X1NXy)) =1y
(X2) = p((X2\X1)U(X1NX5)) = 1. Dado que (X1\X2)N(X1NX5) = 0y (X2\X1)N(X1NX3) =0,
se cumple que 1= p(X1) = p((X1\ X2) U (X1 N Xy)) = pu(Xy \ Xo) + (X1 N Xo) y 1= p(Xz) =
p((Xo\ X1) U (X1 N Xy)) = w(Xa\ X1) + p(X; N Xy). Por lo tanto, alguno de los sumandos es
cero. Supongamos que p(X; N Xs) = 0, entonces tanto (X; \ Xz) como (X3 \ X;) tienen medida 1.
Asi, (X7 \ Xo) U (X2 \ X)) tendria medida 2, lo cual contradice que p es una medida. Por lo tanto,
WX N Xo) = 1. Asf, X, N Xy € U.

Demostramos que U es un filtro sobre X.
Dado que u(0) =0, ) € U, por lo tanto, U es un filtro no trivial.

Ademés, dado Y C X, sumedida es 0 0 1 pues p es 2-valuada: si p(Y) = 0, entonces u(X\Y) =
1 pues pu(X) =1, por lo tanto, X \ Y € Y. Concluimos que U es un ultrafiltro sobre X.

Dado que para todo x € X, u({z}) =0, {z} € U. Por lo tanto, U es un ultrafiltro no principal.

Finalmente, si {X,, : n € w} es una particién de X, alguno de los subconjuntos tiene medida
L, pues u(X) = u(UJ X,) = > u(X,) y como p es una medida 2-valuada, existe n € w tal que
X,, tiene medida 1.n %i)r lo tanc;f)an € U para algin n € w

Concluimos que si i es una medida o-aditiva y 2-valuada, ésta define un ultrafiltro c—completo

no principal sobre X.

1Si {x; : i € I'} es una coleccién de nimeros reales no negativos, definimos la Y z; = sup{ > x; : F € [I]<“}.
i€l el
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Ahora supongamos que U es un ultrafiltro no principal, o-completo sobre X. Consideremos la

siguiente funcién de los subconjuntos de X.

1siYeld
0siYeU

n(Y) =

Demostraremos que i es una medida o-aditiva y 2-valuada en X.
1. Dado que U es un ultrafiltro no trivial, ) ¢ U y X € U, por lo tanto, u(0) =0y pu(X) =1

2. Sean X1,Xs C X tales que X; C X5. Si X; € U, Xy € U y por la definicion de p, pu(X;) =
1 = u(Xs). Por otro lado, si X1 € U y Xo & U, entonces pu(X;) = 0 = pu(Xs). Finalmente
si Xy €Uy Xy € U, entonces pu(X;) =0 < 1 = pu(Xy). En cualquier caso se cumple que
p(X1) < p(Xa).

3. Siz e X, {x} €U, pues U es ultrafiltro no principal, por lo tanto, u({z}) =0

4. Sea {X,, : n € w} es una familia de subconjuntos de X ajenos dos a dos. Si X}, € U para algin
k € w, entonces para todo m € w tal que m # k, X,,, € U. De lo contrario, X; N X,, =0 €U

y esto contradice la hipétesis de que U es un ultrafiltro. Ademds, dado que X C |J X,

new
tenemos que |J X, € U. Por lo tanto, u(X;) = 1, u(X,,) = 0 para todo m € w tal que
new
m#kyl=pu(U Xn) = ¥ u(X,). Por otro lado, si X,, ¢ U para todo n € w, la unién de
new new

todos ellos tampoco seria elemento de U, si lo fuera, al ser U un ultrafiltro o-completo, algin

X,, deberfa estarlo, lo cual contradirfa la hip6tesis, entonces 0 = u( |J X,) = 2 u(X,) .
new

new

Hemos demostrado lo siguiente:

Proposiciéon 4.2. Sea X un conjunto infinito. Los siquientes son equivalentes.

1. Existe pu, una medida o-aditiva, 2-valuada sobre X

2. Existe U, un ultrafiltro no principal o-completo sobre X.
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Si p es una funcién de X en el intervalo [0, 1] que satisface las condiciones 1 —4 de la definicién
4.1 y ademas, para cualquier familia {X, C X : & < A} con A < &, de subconjuntos ajenos dos a

dos se cumple que u( | Xo) = > pu(X,), decimos que p es una medida k-aditiva.
a<A a<A

Al igual que con los ultrafiltros o-completos y medidas o-aditivas, 2-valudas sobre un conjunto

X, podemos demostrar que:

Proposicion 4.3. Sea X un conjunto infinito. Los siguientes son equivalentes.

1. Existe pu, una medida 2-valuada k-aditiva sobre X

2. Existe U, un ultrafiltro no principal k-completo sobre X.

Estamos listos para dar la definicion de cardinal medible.

Definicién 4.4. Sea Kk > w un cardinal. Decimos que k es medible si existe un ultrafiltro no

principal k-completo en k.

De las observaciones anteriores podemos decir que  es medible si existe una medida 2-valuada

k-aditiva, como una definicion alternativa.

En seguida mostraremos que los cardinales medibles son grandes.

Teorema 4.5. Sea k > w. Si k es medible, entonces k es un cardinal fuertemente inaccesible.

Demostracion. Al ser k medible, existe U un ultrafiltro no principal x-completo sobre .

Sabemos, por el corolario 3.25, que si U es un ultrafiltro no principal x-completo definido sobre

k, entonces k debe ser regular. Demostraremos que x también es fuerte.

Supongamos que existe A tal que 2% > k. Sea X C 2* tal que |X| = k y U’ el ultrafiltro no
principal k-completo, inducido por U sobre X.

Para cada a < A consideremos los siguientes conjuntos, {f € X : f(a) =0}y {f € X : f(a) =
1}. Estos conjuntos son una particién de X, entonces alguno de ellos, y s6lo uno, es elemento de U’

Supongamos que X, es dicho conjunto. Ademds, dado que U’ es k-completo, (| X, € U'. Pero,
a<A



44

si f.g€ ) Xa, f,9 € X, para cada «, entonces f(«a) = g(a) para cada a. Asi, la cadinalidad de
a<A

N X. es 1y, por lo tanto, U’ es principal , lo cual contradice nuestra hipdtesis. Entonces dicho A

a<A

no existe y asi concluimos que  es un cardinal inaccesible. O]

Como consecuencia de este teorema tenemos que en ZFFE no puede ser demostrada la exis-
tencia de un cardinal medible, pues en ZF E no puede ser demostrada la existencia de cardinales

fuertemente inaccesibles.

Asumiremos que, si k es un cardinal medible podemos definir un ultrafiltro normal sobre x que
también es un ultrafiltro k-completo. Este resultado se debe a Scott, Keisler y Tarski y puede ser

revisado en [Jech], pp 134-135.

4.2. Cardinales de Erdos y de Ramsey.

Consideremos la relacién k — ()5, donde k es un cardinal y o un ordinal. Segin lo que
hemos estudiado hasta ahora, lo natural seria decir que dicha relacion se satisface si y sélo para
toda F, 2-coloracién de [k]<¥, existen i € {0,1} y H C k tal que H tiene la misma cardinalidad
que vy F'[H]<¥ = {i}, es decir, F'[ . = {i} para toda n € w. Pero, si consideramos a F, una

2-coloracién de [k]<“ tal que para cada s € [k]<“:

0 si para algin n € w|s| = 2n
F(s) =
1 si para algin n € w|s| =2n +1
Podemos observar que, si H C & tal que |H| > 2, entonces H no puede ser un conjunto
homogéneo. Pues si F"[H|" = {i} para todan con i € {0, 1} significarfa que todos los subconjuntos
de H tienen o bien cardinalidad par o impar, lo cual no es posible. Por lo tanto, para cualesquiera

Ky a, la relacién k — ()5 no serfa vélida.

Por ello, estableceremos una definicién de validez para la relacién xk — (a)5“, un tanto

diferente a lo establecido en otros capitulos que ademas involucra al tipo de orden de «.

Definicién 4.6. Sea  un cardinal y o un ordinal. La relacion k — («)5¥ se satisface si y sdlo

si para cualquier F', 2-coloracion de k] ezxiste H C Kk tal que H tiene tipo de orden « y para
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cualquier n € w eziste i € {0,1} tal que Fyn = {i}. Es decir, H es homogéneo para cada F [

connew.

Por conveniencia llamaremos a H conjunto homogéneo para F'.

Estaremos interesados en ciertos cardinales que satisfacen esta relacion.

Definicién 4.7. Sea a > w y w < k. Decimos que K es el cardinal de Erdos de « si k es el menor
cardinal que satisface la relacion k — (a)5*.

Dichos cardinales serdn denotados por k(a).

En la definicion de estos cardinales, asumimos que existe algin cardinal que satisface la relacion
k — (a)5%, sin embargo, no puede demostrarse en ZFE que esto se cumple, pues el cardinal de
Erdos de oo > w, es un cardinal inaccesible, puede consultarse en [Kanal, pag.83.

Probaremos algunas propiedades de los cardinales de Erdos.
Teorema 4.8. Siw < o < 3, entonces k(o) < k(f).

Demostracion. Demostraremos que existe una 2-coloracién de los subconjuntos finitos de x(«a) tal
que cualquier conjunto homogéneo tiene tipo de orden menor o igual que «.

Por definicién para cada A < k() la relacion A — («)5“ no se cumple , entonces para cada

A < k(a), consideremos fy una 2-coloracion de los subconjuntos finitos de A para la cual no exista
conjunto homogéneo con tipo de orden .

Definamos F' : [k(a)]<¥ — {0,1} como F(s) = fi(s\ {\}) donde X es el supremo de s, con
s € [k(a)]=v.

Sea H un conjunto homogéneo para F, el cual existe por hipdtesis. Sea A € H. Veamos que HNA
es un conjunto homogéneo para fy. Sean si,s9 € [H N A]<¥, tales que |s;| = |s2|. Por definicién,
F(si U{A}) = fuls1) v F(sa U{A}) = fi(s2) y dado que tanto s; U {A\} como sy U {A} son
subconjuntos finitos de H tales que [s; U{A}| = |saU{A}| se cumple que F(s;U{\}) = F(saU{A})
lo cual implica que fy(s1) = fa(s2). Entonces, efectivamente, H N A es homogéneo para f\, por
hipétesis, el tipo de orden de H N A es menor que «. Esto se tiene para cada elemento de H, por lo

<w

tanto, H tiene tipo de orden menor o igual que a. Concluimos que k(o) — ()5 no se cumple

y con ello k() < k(B). O
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Teorema 4.9. Sea o > w. FEl cardinal de Erdos de o es reqular.

Demostracion. Supongamos que k(«) es singular. Sea h : k(a) — A, con A < k(a), no decreciente
tal que para cada v < \, |h71(7)| < k().

Consideremos f una 2-coloracién de los subconjuntos finitos de A y para cada v < A, f, :
[h=1({7y})]=* — {0, 1} para las cuales no existe conjunto homogéneo con tipo de orden a.

Para cada s = {{1,...,&.} € [k(a)]<¥, tal que & < & sii < j, definimos

((0sin=2yh(&) = h(&)

1sin=2y h(&) < h(&)
F&, &) =4 fU{& ... &) sin>2y h(&) = - = h(&) =~
FHR(E), - h(&a)}) sin > 2y h(&) < -+ < h(&)

\ 0 en otro caso

Por hipétesis, existe H' subconjunto de x(«) con tipo de orden o homogéneo para F. Sean &
y & los dos primeros elementos de H' y sea H = H'\ {1, &}, el cual, también, tiene tipo de orden
a.

Si F”[H']* = {0}, entonces h[H'| = {7} para algtin v € A\. Veamos que H es homogéneo para
fy. Seann € wy s1,52 € [H]" tales que s1 = {p1,...,on}, 50 =4{71,...., T}y i <@; y 7 <7jsi
i < j. Dado que H' es homogéneo para F', F({{1,&}Us1) = F({&1,£} Usy). Se sigue de la tercera
condicién de F' que f,(s1) = f,(s2). Por lo tanto, H es un conjunto homogéneo con tipo de orden

a para fy, lo cual contradice la hipétesis.

Si F"[H']* = {1}, entonces el tipo de orden de h[H'] es a. Sean n € w y s1, 52 € [H]" tales que
s1={p1,. ., onhso ={m,. .., T}y i <y <Tsii<j. Al ser H homogéneo para F,
F({&,&}Usy) = F({&1, &} Usa), entonces por la cuarta condicién de F', f({h(ps),...,h(en)}) =
f({h(73),...,h(7,)}). Por lo tanto H es un conjunto homogéneo con tipo de orden « para f, lo
cual es una contradiccion.

Por lo tanto, k() es regular.

[]

En la definicién de cardinal de Erdos esta implicita una clase de los ordinales infinitos, tal que
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a cada o > w asignamos el menor cardinal que hace cierta la relacién kK — (a)5*. Pondremos
especial atencién a los cardinales que quedan fijos bajo dicha asignacion. A continuacion definimos

este tipo de cardinales.

Definicién 4.10. Sea « un cardinal. Decimos que k es un cardinal de Ramsey si y solo si se

cumple la relacion k — (K)5%

Consideremos k = w, veremos que existe una 2-coloracién de los subconjuntos finitos de w para
la cual no existe conjunto homogéneo de cardinalidad infinita.

Dado s un subconjunto finito de w tal que |s| = n. Definimos F' como sigue:

Osine€Es

lsinégs

F(s) =

Supongamos que existe H C w infinito homogéneo para F', es decir, para cada n € w existe
i € {0,1} tal que F"[H]™ = {i}. Si para algin n € w, F"[H|" = {0}, se tiene que para todo
s € [H|", n € w. Sin embargo, para cualquier s € [H \ {n}]", F(s) = 1, lo cual contradice la
homogeneidad de H. Por lo tanto, F”[H|™ = {1} para todo n € w. Veamos que para cualquier
ne€wtalquen >1,n¢g H. Sin>1yn € H, para cualquier s € [H|"! tendremos que
s =sU{n} € [H]" tal que n € sy por tanto F'(s) = 0, lo cual contradice la homogeneidad de H.
Asi, H no puede ser infinito.

Por lo tanto, tal H no existe.

Hemos probado el siguiente lema.
Lema 4.11. w no es un cardinal de Ramsey

Los cardinales de Ramsey pueden ser caracterizados con la relacién x — ()3“. La cual se

define de manera analoga a la definicién 4.6.

Definicién 4.12. Sean k, A cardinales y o un ordinal. Decimos que la relacion k — ()5 es

valida st para cualquier F, A-coloracion de los subconjuntos finitos de k existe H C K con tipo de

orden «, homogéneo para cada F[yn para todo n € w.
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Teorema 4.13. k es un cardinal de Ramsey si y solo si para cada N < k se cumple la relacion

K — (K)}Y.
Demostracion. <=) Si para cada A <  se cumple la relacién k — (k)5* en particular se satisface
k — (k)5¥, por lo tanto, x es un cardinal de Ramsey.

—) Dado A < k consideremos f una A-coloracién de los subconjuntos finitos de k y tomaremos

F una 2-coloracién de [k]<* como sigue:

Para cada s = {&,...,&,} € [k]<¥ tal que & < --- < &, definimos

Osin=2mparaalginmewy f({&,. . &n}) = f{&mns1, -, & })

1 en otro caso

F({&, ..., 6} =

Sea H un conjunto homogéneo para F' de cardinalidad k, el cual existe por hipotesis. Tomemos
n € w tal que n = 2m para algin m € w.

Como A < K, f [iapm no es inyectiva. Por lo tanto, existen si, so € [H]|™ tales que s1 < $9° 'y
f(s1) = f(s2), entonces F(s; U sy) = 0. Por la homogeneidad de H, F”[H|" = {0}. Entonces para
cualesquiera sq,55 € [H]™, si s es, también, un elemento de [H]™ tal que s, s9 < s tendremos que
f(s1) = f(s) v f(s2) = f(s), por tanto, f(s1) = f(s2), asi H es homogéneo también para f. Por

lo tanto, se cumple la relaciéon K — (K)5$*. O

En particular, como no es demostrable la existencia de un cardinal de Erdos en ZF E, tampoco

podremos hacerlo para un cardinal de Ramsey.

Probaremos un teorema que nos permitira establecer una relacién entre los cardinales medibles

y los cardinales de Ramsey.

Teorema 4.14 ( Rowbottom). Si k es un cardinal medible y U es un ultrafiltro normal y K-

completo sobre k, entonces para cualquier \-coloracion de [k]<¥, con A < k existe un conjunto

homogéneo de cardinalidad xk en U.

2Recordemos que dados s,t € [w]<¥, escribimos s < ¢ para denotar que max(s) < min(t).
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Demostracion. Sea A < k 'y consideremos F' : [k]<¥ — A.

Si para cada n € w podemos encontrar X,, € U homogéneo para I [[,», entonces la interseccion
de los X,, también sera elemento de U, pues U es un ultrafiltro k-completo y éste seria un conjunto

homogéneo para F'.

Por lo tanto, para demostrar el teorema es suficiente probar que para todo natural n y para
toda f, A-coloracion de [k]|™ existe un conjunto homogéneo de cardinalidad x en U. Demostraremos

esto por induccién.

Si n = 1 tenemos que f es una A-coloracién de los subconjuntos de cardinalidad 1, la cual
determina una particion de x y al ser U un ultrafiltro x-completo, algiin elemento de la particién
pertenece a U y dicho conjunto resulta homogéneo para f.

Supongamos que para n > 1 se cumple el enunciado y sea f : [k]""! — \. Para cada s € [x|"

definimos la funcion fs : K —> X\ como sigue,

f(sU{p}) st maz(s) < B

0 en otro caso

fs(B) =

Si s € [k]", fs determina una particién de x de cardinalidad A. Entonces, al ser U un ultrafiltro
k-completo, para cualquier s € [k|", existe Hy, € U v d5 < A tal que fs[H,| = {ds}.

Por otro lado, la asignacién s — 5 induce una particién de x con cardinalidad menor que k.
Entonces existe S = {s, : @« < k} C [k]" y 0 < A tal que f; [Hs,| = {6} para todo s, € S. Sea
7' C{H,, : so € S} tal que |Z'| < Kk, nuevamente, al ser U r-completo, Z = (2’ € U y cumple
que para s € [Z]", 0, = 0.

Consideremos para cada a < k el conjunto Z, = (\{Hs : maz(s) < a}. Como para cada
s € [k|", Hs € U se cumple que Z, también es un elemento en U para cada a < k. Usando la

normalidad de U tenemos que A Z, € U, por lo tanto, ZN A Z, € U.

a<k a<k
Afirmamos que H = ZN A Z, € U es un conjunto homogéneo para f. Consideremos ¢ un
a<kK

elemento en los subconjuntos de cardinalidad n + 1 de H y escribimos ¢ = s U {3} para algin s y
B tal que maz(s) < (. Entonces f(t) = fi(8) = d, = §. Por lo tanto, f"[H|"™ = {d}.
Asi, hemos encontrado H C U homogéneo para f.

Y para terminar la demostracién, observemos que la cardinalidad del conjunto homogéneo es

una consecuencia de que U/ sea un ultrafiltro x-completo. O]
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Corolario 4.15. Todo cardinal medible es un cardinal de Ramsey.

4.3. Cardinales de Rowbottom.

Rowbottom estudié una forma de relacionar la Teoria de Modelos con las relaciones de parti-
ciones a través de un concepto para estructuras con lenguajes de primer orden con un predicado
unario distinguido y la relacién de particiones de corchetes cerrados.[Kana]pp.85-88.

En esta ultima secciéon mencionaremos algunos hechos sobre este estudio de nuestro principal

interés.

Definicién 4.16. Entenderemos que la relacion k — [A]Y es cierta si para cada F, v-coloracion

de los subconjuntos de cardinalidad p de k, existe H C k con cardinalidad X\ tal que F"[H|* # v.

I

v <, s vdlida si para cada F, v'-coloracion de los

En cambio, diremos que la relacion k — [A]
subconjuntos de cardinalidad pu de K, existe H C k con cardinalidad X tal que el cardinal de F"[H*

es menor a v.

Definicién 4.17. Dados w < v < k diremos que Kk es v-Rowbottom si y solo si la relacion

r — [K]XY, es cierta para cada A < K.

Y k es Rowbottom si y sélo si k es wi-Rowbottom.

Finalmente, recordemos que un cardinal de Ramsey es aquel que cumple con la relacion k —
[k]5* y r satisface esta relacién si y solo si para cualquiera v < & la relacién k — [£]5“ es cierta.

Como consecuencia tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.18. Todo cardinal de Ramsey es un cardinal de Rowbottom

Hemos visto que los cardinales de Ramsey estan acotados inferiormente por los cardinales

medibles y superiormente por los cardinales de Rowbottom.



Sobre la relaciéon w — (w)¥

En los anteriores capitulos consideramos coloraciones de [k]™ para algin n € w o bien de [k]<¥,
con x un cardinal. En este capitulo consideraremos 2-coloraciones de los subconjuntos infinitos de w
y pretendemos establecer si la relaciéon w — (w)y es valida. Es decir, si para cada F', 2-coloracién

de [w]¥, podemos hallar H C w infinito y homogéneo para F'.

Esto nos llevard al estudio de [w]®

como espacio topoldgico, por lo que daremos un pequeno
repaso de espacios topolégicos. Para consultar con detalle los resultados establecidos en esta seccién

puede revisarse[C.T] .

Si X es un conjunto y 7 es una familia de subconjuntos de X tal que ), X € 7 y ademds 7
es cerrada bajo uniones arbitrarias e intersecciones finitas, decimos que 7 es una topologia para
X. A los elementos de 7 les llamamos conjuntos abiertos y a los complementos de éstos, conjuntos

cerrados.

Un espacio topolégico es un par (X, 7), donde X es un conjunto y 7 una topologia en X. Con

frecuencia omitimos (X, 7) y sélo decimos que X es un espacio topoldgico.

SiY € X y X es un espacio topolégico, podemos dar una topologia para Y, donde 7, =
{YNU :U € 71}, a esta topologia se le conoce como la topologia relativa y al espacio (Y, 7,) le

llamamos subespacio de (X, 7).

Dado (X, 7) un espacio topoldgico y B C 7, decimos que B es una base para la topologia si



52

todo elemento de 7 puede verse como la unién de elementos en B, es decir, si para todo Y € 7,
existe B C B tal que Y = |J B. Si existe una base numerable para (X, 7), decimos que el espacio

es segundo numerable.

Se puede demostrar que si X es un conjunto y B es una familia de subconjuntos de X, tal que,
X = JB y para cualesquiera By,By € B, si © € By N By existe By € B tal que x € By C By N By,

entonces B es una base para alguna topologia en X.

Sea X es un espacio topoldgico y Y C X. Se define el interior de Y en X, como la unién de
todos los abiertos que estan contenidos en Y y lo denotamos por int(Y). Asi, int(Y) = |J{U C X :
UerANUCY}. A los elementos que pertenecen al interior de Y les llamamos puntos interiores.
Se puede demostrar que Y es un conjunto abierto si y sélo si es igual a su interior. Definimos la
cerradura de Y, la cual denotamos por Y, como la interseccién de todos los conjuntos cerrados
que contienen a Y, es decir, Y = (J{C € X : C es cerrado A Y C C}. Se cumple que z € Y si
y sélo si para todo U € 7 tal que z € 7, UNY # (. Ademds, al igual que con el interior, se
puede demostrar que Y es cerrado si y s6lo si coincide con su cerradura. Denotamos por Fr(Y) a
la frontera de Y, la cual se define como Fr(Y) =Y N (X \ Y). Por definicién, la frontera de Y es
un conjunto cerrado. A los elementos de la frontera de Y, les llamamos puntos frontera y se tiene

que, z € Fr(Y) siy solo si para cualquier U € Ttal que z e U, UNY £y UN (X \Y) #0.

Decimos que (X, 7) es separable si existe D C X numerable, tal que todo abierto lo intersecta.
En general, si D C X intersecta a cada abierto en X, llamamos a D un conjunto denso. Si D es un
conjunto tal que int(D) es vacio, decimos que D es un conjunto nunca denso. Una caracterizacion
de estos conjuntos afirma que D es nunca denso si y solo si para todo U C X abierto no vacio,

existe U’ C U abierto no vacio tal que U' N D = 0.

Si (X,7) y (Y,7') son dos espacios topoldgicos y f es una funcién de X en Y, decimos que f
es continua en z € X, si para cualquier V' C Y abierto tal que f(z) € V, existe U C X abierto tal
que z € Uy f(U) CV. f serd continua si es continua en x para todo x € X. Se puede demostrar
que f es continua si y solo si la imagen inversa de conjuntos abiertos en Y son conjuntos abiertos
en X. Andlogamente para conjuntos cerrados. Esta caracterizacion de la nocién de continuidad
resulta muy tutil. Notemos que para garantizar que f es continua, podemos restringirnos a una

base para el espacio Y y verificar que la imagen inversa de cada conjunto basico es abierto en X,
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pues todo abierto en Y es unién de conjuntos bésicos.

Dados (X, 7) y (Y,7') espacios topoldgicos, escribimos X ~ Y para denotar que existe una
funcion f : X — Y biyectiva, continua, con inversa continua. A tal f le llamamos homeomorfismo

y decimos que el espacio (X, 7) es homeomorfo al espacio (Y, 7).

Si f es una funcién de X en Y, con X y Y espacios topoldgicos, tal que para cada U C X

abierto, f(U) es un conjunto abierto en Y decimos que f es una funcién abierta.

Notemos que si f : X — Y es una funcién biyectiva, f~! es continua si y sélo si f es abierta,
pues si U C X abierto, al ser f~! una funcién continua tenemos que (f~1)~*(U) es abierto en Y’
y dado que (f~1)"1(U) = f(U), f(U) es abierto, por lo tanto, f es abierta. Por otro lado si f es

abierta, para cualquier U C X abierto, f(U) es abierto entonces, f~! es una funcién continua,
pues (f~1)7H(U) = f(U).
Como consecuencia tenemos que f es un homeomorfismo si y solo si f es biyectiva, continua y

abierta.

Si X es un conjunto y d una funcién tal que d : X x X — R™ U {0} y para cualesquiera

x,y,z € X se cumplen las condiciones
1. d(z,y) =0siysolosiz =y

2. d(z,y) = d(y, )
3. d(z,y) < d(x,z)+d(z,y)

decimos que (X, d) es un espacio métrico. A la funcién d le llamamos métrica.

Notemos que a todo conjunto X, podemos darle estructura de espacio métrico, definiendo para
cada x,y € X, d(z,y) = 1si x # y y d(x,y) = 0 en caso contrario. A la funcién d la llamamos

métrica discreta.

Sea (X, d) un espacio métrico y (x, : n € w) una sucesién de elementos en X. (x, : n € w) es
una sucesién de Cauchy si y sélo si para toda € > 0 existe N € w tal que sim,n > N, d(x,,, ,) < €.
(x, :n € w) es una sucesién convergente si existe [ € X tal que para toda € > 0 existe N € w tal
que sin > N, d(x,,l) < e. Diremos que (X, d) es un espacio completo si y sélo si toda sucesién de

Cauchy converge. En cuyo caso llamamos a d una métrica completa para X.
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A todo espacio métrico podemos darle una estructura de espacio topoldgico. Para ello se con-
sidera a la familia de los conjuntos Be(zg) = {x € X : d(z,z9) < €} con € € RT. A la topologia
generada por esta familia le llamamos topologia asociada a d o inducida por d y la denotamos por

Td-

Por otro lado, si (X,7) es un espacio topoldgico para el cual existe una métrica tal que la
topologia inducida por ésta es 7, llamaremos a (X, 7) un espacio metrizable y decimos que d es
compatible con 7. Si ademads la métrica resulta ser completa, decimos que (X, 7) es un espacio

completamente metrizable.

Pasaremos a introducir una clase de espacios que seran de gran importancia.

5.1. Espacios Polacos

Definicién 5.1. Sea X un espacio topoldgico. (X, T) es un espacio polaco si es un espacio sepa-

rable, completamente metrizable.

Mostraremos que la propiedad de ser un espacio polaco se preserva bajo homeomerfismos. Una
propiedad que es preservada bajo homeomorfismos es llamada una propiedad topoldgica. En otras

palabras, demostraremos que ser un espacio polaco es una propiedad topolégica.

Teorema 5.2. Si (X, 7x) es un espacio polaco y (Y,7y) es un espacio homeomorfo a (X, 7x),

entonces (Y, Ty) también es un espacio polaco.

Demostracion. Sea f : X — Y un homeomorfismo.

Sea D un conjunto denso numerable en X, el cual existe pues X es un espacio polaco. Afirmamos
que f(D) es un conjunto denso numerable en Y. Sea V C Y abierto, entonces f(D) NV # () ya
que fFHf(D)YNV) = fAHAD)NfHV)=DnN f (V) # 0, pues D es un conjunto denso y f una

funcién continua. La numerabilidad se sigue de que f es biyectiva.

Veamos que la métrica compatible que existe en X induce una métrica sobre Y que también

es compatible con su topologia.

Definimos dy : Y x Y — R* U {0} como dy (y1,y2) = dx ([~ (1), [ (12))-
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Sean y1,y2 € Y. Supongamos que dy (y1,y2) = 0. Se sigue de la definicién que dy (y1,y2) =
dx(f~Y(y1), fHy2)) = 0 y dado que dx es métrica, f~'(y;) = f~'(y2). Por la inyectividad,
y1 = yo. Por lo tanto, dy(yi,y2) = 0 si y sélo si y; = yo. Ademds, por definicién y dado que
dx es una métrica, dy (y1,y2) = dx(f~ (1), f~(12)) = dx(f " (32), f ' (v1)) = dy(y2,41), por lo
tanto, dy (y1, y2) = dy (y2,y1). Finalmente, dy (y1,v2) = dx (f~(y1), f~*(y2)) y dado que para todo
v € X,z = f~(y) paran inicoy € Y, tenemos que dy (f~(31), /" (s2)) < dx (f~ (). f~1(9))+
dx(f~'(y), f~*(y2)). Entonces dy (y1,v2) < dy (y1,y)+dy (y, y2). Concluimos que dy es una métrica
para Y.

Ahora, consideremos U C Y abiertoyseay € U. f~}(U) es un conjunto abiertoen X y f~1(y) €
f~YU). Dado que X es metrizable, existe B, (f*(y)) € f~1(U), entonces B, (y) CU. Puessi
y' € B, (y), por definicién, dy (y',y) = dx(f~'(¥'), f~(y)) < e. Entonces f'(y') € B, (f'(v))
y dado que B, (f~'(y)) € f~'(U), f~(y') € f~'(U) por lo tanto, y’ € U. Entonces para cada
elemento de U, un conjunto abierto en Y, podemos encontrar un abierto basico de la topologia
inducida por la métrica d, que se queda contenido en U.

Por otro lado, consideremos a V', un subconjunto abierto en la topologia inducida por dy e ¢y’ €
V. Ya que V se puede ver como la unién de conjuntos bésicos, existe B, (y) tal que y’ € B, (y)
y B, (y) € V. Dado que y € B, (y) tenemos que dy(y',y) = dx(f~'(¥), f'(y)) < € por
tanto, f~'(y') € Be, (f~'(y)). Ya que X metrizable, B., (f~'(y)) es un abierto en X , entonces
y € f(BEdX(f_l(y))) y ademds este conjunto es un abierto en la topologia de Y. Notemos que
f(Bey (f71(y))) € Be,, (y), pues si z € f(Be, (f~'(y))), entonces f~'(z) € Be, (f~'(y))), por lo
que dx(f~1(2), f'(y)) = dy(z,y) < ¢, por lo tanto, z € B, (y). Encontramos un abierto en Y
que se queda contenido en V' para cada punto en él.

Hemos demostrado que la topologia inducida por la métrica es compatible con la topologia de

Y. Por lo tanto Y es un espacio metrizable.

dy es una métrica completa pues dx lo es. Si {y, : n € w} es una sucesién de Cauchy, {f~(y,) :
n € w} es una sucesién de Cauchy en X y esta converge a un punto z = f~*(y) en X y por la
definicién de dy tendremos que {y, : n € w} converge a y.

Concluimos que Y es un espacio separable, completamente metrizable y por tanto un espacio

polaco.
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Daremos algunos ejemplos de estos espacios.

= Sea X, un conjunto numerable.

La potencia de X es una topologia en X, la cual se conoce como topologia discreta y a X con
esta topologia le llamamos espacio discreto. Al ser X un conjunto numerable e intersectar a
todos sus subconjuntos tenemos que X es un conjunto denso, en si mismo, numerable. Por

tanto un espacio discreto numerable es un espacio separable.

Por otro lado, si consideremos la métrica discreta para X, para todo x € X y para cualquier
€, tal que 0 < e < 1, se tiene que Be(x) = {y € X : d(z,y) < ¢} = {z}, entonces los
conjuntos unitarios estan en la topologia inducida por d y por tanto esta topologia coincide

con la discreta, por lo que un espacio discreto numerable es metrizable.

Finalmente, si (x, : n € w) es una sucesiéon de Cauchy en X, existe k € w tal que para cada

n >k, ry = x, por lo que ésta sucesion converge. Por lo tanto el espacio es completo.

Concluimos que todo espacio discreto numerable es un espacio separable, completamente

metrizable y por lo tanto un espacio polaco.

= Denotaremos por A al conjunto de sucesiones infinitas de w\ {0} y al conjunto de sucesiones

finitas de w \ {0}, por w*<¥.

Para cada s € w*<*  definimos el conjunto Oy, como O, = {f € N : s C f}. Asi, si

s=(y;:i<n), Oy ={{x; i €Ew):Vi<n,z; =y}

La familia de los conjuntos O, es una base para una topologia en A. Esto pues, para cada
f € N, podemos considerar los primeros n términos de f y definir s € w*<¥, como s =
(x; = f(1) i < n) y por tanto, f € O,. Y si Oy, v Oy, son dos conjuntos en la familia y
f€0,N0O,, s1 C fysyC f,entonces s; C sy 0 bien s2 C s1. En el primer caso se cumple

que O, € O, N Os,, mientras que en el segundo, O, € Oy, N O,.

Al espacio N, con la topologia dada por los conjuntos O, se le conoce como el espacio de

Baire.
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Ahora, consideremos U, el conjunto de sucesiones en N que son casi constantes, es decir,
{feN: 3k ewvn €wn>k— x,=u1,)} Este conjunto tiene cardinalidad w y ademds,
dado O, un conjunto bésico, tenemos que, los elementos en él son sucesiones infinitas que
empiezan con s, en particular, estan las sucesiones infinitas que empiezan con s y son casi
constantes, por lo tanto U intersecta a Os. Entonces U es un conjunto denso numerable en

N y por lo tanto el espacio de Baire es un espacio separable.

Dadas f,g € N, definimos la funcién d como sigue,

Osi f=
d(f,g) = S1 !

n+1

con n el menor natural para el que f(n) # g(n)

Sean f,g,h € N. Por definicién, d(f,g) =0 si y sélo si f = g. Si n es el menor natural k tal
que f(k) # g(k), éste también es el menor natural k para el cual g(k) # f(k) y por tanto,
d(f,g) = d(g, f). Notemos que si n es el menor natural k para el cual f(k) # g(k) y m es
el menor natural k para el cual f(k) # h(k), entonces n < m o m < n. En el primer caso,
tenemos que, para todo i < n, f(i) = g(¢) y para todo i < m, f(i) = h(i) por tanto, el menor
natural k£ para el cual g(k) # h(k) es n y dado que 0 < nL—l—l para toda n, concluimos que
d(f,g) < d(f,h)+d(h,g), y para el segundo caso procedemos andlogamente. Por lo tanto d

resulta ser una métrica.

Esta métrica resulta ser compatible con la topologia dada a N y ademés completa, por lo
que el espacio de Baire es un espacio separable, completamente metrizable. Y por lo tanto,
un espacio polaco. Este espacio es de suma importancia en la teoria descriptiva pues ayuda a
caracterizar a los demds espacios polacos. Por ejemplo, se puede demostrar que todo espacio

polaco es la imagen continua de este espacio.

Consideremos a N’ como el subconjunto de sucesiones crecientes de N, daremos a este

conjunto la topologfa de subespacio. Asi, B={N'N O, : s € w*<*}, es una base para .

Daremos una funcién F, de los espacios N’y N, que resulta ser un homeomorfismo.

n

Para cada f = (z, : n €w) € N, definimos y, = > z;, asi, F asigna a f, la sucesién
i=0

fT = (yo : n €w), la cual es creciente por definicién. Esta funcién es biyectiva, pues si
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f.g € Ny f # g, podemos tomar n, el primer natural en que difieren f y g, entoces
los sumandos antes de este n son iguales y para el término n-ésimo difieren las sucesiones
correspondientes a f y g bajo la funcién. Por otro lado, si fT = (y, : n € w) € N/, podemos
tomar zy = yo. Dado que para cada n € w, y, < y,i1, existe x,, tal que y, + £, = Ypt1-
Entonces f = (z, : n € w) es una sucesién en N tal que zn: T; = Yn, por lo que la funcién es

=0
suprayectiva.

Tomemos un conjunto bdsico de N, entonces éste es de la forma N’ N Oy, con s € w*<¥,
Pongamos s = (s : k < N), as{, F"'(N'"NO,) = FYN)NF1O,) = {{z,:new) e N :
k

dowi =g} = Oy, con s* = (z;: i < N) tal que sy = > z, el cual es un abierto basico en

i=0 i<N
N. Por lo tanto la funcién es continua.

Para concluir que F' es homeomorfismo basta mostrar que la funcién es abierta. Sea O, un
conjunto basico de N, con s = (s; : i < N). Si f = (z, :ne€w) € O, F(f) = f1 = (y, :
k

n € w), donde cada y, = > x;. Dado que s C f, yp = >.s; para toda k < Ny s; € s,
i=0 i=0

k
entonces fT € N’y f1 € Oy, con s* = (y, = > s; : 5; € 8). Por lo tanto fT € N' N O,
i=0

entonces F' es abierta.

Asi, concluimos que F' es un homeomorfismo y entonces N ~ N’. Por lo tanto N’ es un

espacio polaco.

Aunque omitiremos la demostracién, cabe mencionar que A es homeomorfo al espacio de los
irracionales, R\ Q, visto como subespacio de R, por lo que dicho espacio también resulta ser un

espacio polaco.[C.]]

]w

5.2. Una topologia para |w

Dados s,A C w, s C A denotard que s C Aysiz,y € A, conx <yeyE s, entonces x € s.

En otras palabras, s C A significa que s es segmento inicial de A.

Para cada s € [w]<¥, denotaremos por [s] a la familia de conjuntos infinitos de w que tienen a

s como segmento inicial, es decir, [s] = {B € [w]¥ : s C B}.
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Mostraremos que la familia {[s] : s € [w]<“} conforma una base para una topologia en [w]®.

Notemos que dado A € [w]¥, podemos tomar b € A y fijarmos en el conjunto s = {x € Alx < b},
el cual es finito. Por la eleccién de s se cumple que s C A. Ademas, dados z,y € A tales que z < y
ey €S, x € s, puessiy € s tenemos que y < b, asi, x < b, por lo que z € sy A € [s]. Por lo tanto,
para todo A € [w]¥ existe [s] tal que A € [s]. Consideremos ahora [s1] y [s2], sea B € [s1]N[sz], con
B € [w]“. Dado que s1, $3 € [w]<“ tanto s; como s, tienen elemento méximo, sean y; y yo MAXimos
de sy y so respectivamente. Sin pérdida de generalidad supongamos que y; < yo, entonces y; € o,
pues so C B. Asi para todo = € s, x < y; < ¥y se tiene que x € s,. Entonces s;  so, esto implica
que [s3] C [s1]. Por lo tanto, para B € [s;] N [sa], B € [so] = [s1] N [se]. Asi, {[s] : s € [w]<“} es una
base para una topologia en [w]“.

w

En lo que sigue trabajaremos con [w]|* como el espacio topoldgico dotado con la topologia

generada por esa familia.

Teorema 5.3. [w]“ es un espacio polaco.

Demostracion. Consideremos h : w \ {0} — w, tal que para cada m € w \ {0} definimos h(m) =

m — 1. Dicha funcién resulta ser biyectiva y mondtona.

Sea F : N7 — [w]“, tal que, para cada fT = (x, : n € w), sucesién de elementos en N,

definimos F(f1) = h[{x, : n € w}].

Veremos que F' resulta ser un homeomorfismo.

Sean flT , f; e N, tales que flT + f; . Demostraremos que F' es inyectiva. Sea ky € w tal que
para todo k < ko, flT(kz) = f;(k) y ff(kg) =+ f;(ko). Sin pérdida de generalidad, supongamos que
(ko) < 3 (ko). Dado que h es una funcién monétona, h(f] (ko)) < h(f1(ko)). Afirmamos que no
existe fJ (1) tal que h(f] (ko)) = h(f] (1)) con | € w. De lo contrario, al ser h biyectiva se cumple que,
(ko) = f1(1). Entonces, si | < ko, por la eleccién de ko tendriamos que fi (ko) = f1 (1), pero f] es
creciente. Por otro lado, si ko < [, al ser f] creciente, fj (ko) < fa(1), entonces h(f1 (ko)) < h(f (1)),
pero, por hipétesis h(f] (ko)) = h(f1(1)). Y dado que en ambos casos llegamos a una contradiccién,
F(f) # F(fD).

LCon {z,, : n € w} denotamos a la imagen de la sucesién.
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Ahora, si A € [w]”, h™!(A) resulta ser un conjunto infinito en w \ {0}, considerando su enume-
racién creciente tenemos una sucesién en N, que bajo h resulta ser el conjunto A del que partimos,

por lo tanto, la funcién es sobreyectiva. Asi F' es biyectiva.

Por otro lado, consideremos [s] un conjunto bésico de [w]*, F~1([s]) = {(z; : i € w) € N :
h({z;:icw})es]} ={(zi:i€w)ye N': ¢ C{z;:i €w}} donde ' = {x, +1:x, € s}, porlo
que F71([s]) = Oy NN’ Asi, F resulta ser continua.

Veamos que la funcién es abierta, sea Os NN’ un conjunto bésico de N/, entonces F[O,NN"] =
{h{z;icew}): (xi:icw) e OsNN'} ={A € [w]“: hls] C A} = [h[s]], por lo tanto la funcién

es abierta.

Podemos concluir que F' es homeomorfismo y por lo tanto, [w]* es un espacio polaco.

]

La importancia de este resultado radica en que en los espacios polacos se definen conjuntos es-
peciales, que en el caso del espacio [w]* podemos relacionarlos con w — (w)$. Esto lo estudiaremos
méas adelante.

Haciendo uso del axioma de eleccién podemos construir un conjunto X en R \ Q no numerable

que nos permitird encontrar una 2-coloracién de [w]|* para la cual no existen conjuntos homogéneos.

Definicién 5.4. Sea X C R\ Q no numerable. Si para todo C C R\ Q cerrado no numerable, se

tiene que X N C' es no vacia y C € X, llamamos a X un conjunto de Bernstein.

Construiremos un conjunto de Bernstein usando recursién transfinita. Consideremos {C,, : o <
¢} la familia de todos los subconjuntos cerrados no numerables de R\ Q. Supongamos definidos
zg e Y, para cada B < a tales que: zg,y3 € Cg y para todo v < 8, 3 # T, Ys # Yy Y T3 F Y.
Para definir z, e y, basta considerar C, \ ({zs : f < a} U{ys : f < a}), el cual sabemos es
distinto del vacio pues cada cerrado C, es no numerable. Entonces podemos tomar z, e y, como
en las hipdtesis. Afirmamos que X = {x, : @ < ¢} es un conjunto de Bernstein en R\ Q. Sea C
un conjunto cerrado no numerable, asi C' = C,, para algin a < ¢, entonces z, € C, N X, y, € C,

Y Yo € X, con lo cual concluimos que X es un conjunto de Bernstein.

Estamos listos para probar el siguiente teorema.
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Teorema 5.5 (A.E). La relacion w — (w)§ no se satisface.

Demostracion. Consideraremos f : R\ Q — [w]¥ un homeomorfismo, el cual puede tomarse pues
mencionamos antes que el espacio de los irracionales es homeomorfo al espacio de Baire y probamos

que este espacio es homeomorfo a [w]“. Sea X un conjunto de Bernstein en R\ Q.

Definimos F': [w]¥ — {0, 1} como sigue:

0si f71(A)e X
N KRR
Isi f7l(A)gX
Afirmamos que para cada A € [w]*, [A]“ contiene la imagen de un conjunto cerrado no nume-

rable; es decir, existe C C R\ Q cerrado no numerable tal que f[C] C [A]“.

Sea s € [w]<“ tal que A tiene como segmento incial a s. Definimos C' = {A" € [w]* : A’ C
w

Ay sig A} C C[A]Y, por definicién de C. Mostraremos que C' es un conjunto cerrado en |w]®.

Sea B un elemento en el complemento de C', entonces tenemos dos casos para B:

1. B tiene como segmento inicial a s, en cuyo caso basta considerar el conjunto bésico [s] y

dado que ningin elemento en él pertenece a C' tenemos que B € [s] C [w]* \ C.

2. B no tiene a s como segmento inicial. Entonces B no puede estar contenido en A, de lo
contrario B seria elemento de C. Tomemos x € B\ A tal que si y € B con y < x, entonces
ye A Seat={ye B:y<uz}. Belt]yademds, si B’ € [t], t C B’, entonces B’ £ A. Por
lo tanto B € C. Asi, B € [t] C [w]“\ C.

Concluimos que [w]* \ C' es abierto y por tanto C' es un conjunto cerrado no numerable.

Dado que f es continua, se cumple que f~'[C] es un conjunto cerrado en R\ Q, entonces

fIf71[C]] € C. Por tanto [A]“ contiene la imagen de un cerrado no numerable.
Finalmente veremos que esto garantiza que no existan conjuntos homogéneos para F'.

Supongamos que existe H C w infinito y homogéneo para F'.
Si F"[H]“ = {0}, por definicién f~1[[H]*] C X. Ademds sabemos que para algiin C, cerrado
de R\ Q, f[C] C [H]*. Por lo tanto, C C f~![[H]*] lo cual contradice que X es un conjunto de

Bernstein.
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Por otro lado, si F"[H]¥ = {1}, dado que existe C' cerrado tal que f[C] C [H]¥ tenemos que el
conjunto de Bernstein intersecta a f~'[[H]“]. Por lo tanto, los elementos de X N f~![[H]*] deberfan

tomar el valor 0, lo cual contradice la homogeneidad de H.

Por lo tanto no existen conjuntos homogéneos para I’ de cardinalidad w.

]

En lo que sigue tendremos como propésito el buscar coloraciones para las cuales esta relacion

sea valida.

Presentaremos dos conceptos de la teoria de Ramsey que tienen relacién con las coloraciones

de [w]“ que poseen conjuntos homogéneos de cardinalidad w.

5.3. Conjuntos Ramsey y completamente Ramsey.
Dados s € [w]<“ y A € [w]¥, escribimos [s, A] para denotar a {B € [w]* : s C B C sU A}.

Definicién 5.6. Sea S C [w]|“. Diremos que S es un conjunto Ramsey si existe A € [w]* tal que

[A]* C S o bien [A]* NS = 0.

Y si para cada s € (W] y A € [w]* eziste B € [A]“ tal que [s, B] C S o [s, BJNS =0, decimos

que S es completamente Ramsey.
De las definiciones se siguen las siguientes propiedades:
Lema 5.7. 1. Un conjunto completamente Ramsey es Ramsey.

2. El complemento de un conjunto completamente Ramsey es un conjunto completamente Ram-

sey. Y por lo tanto el complemento de un conjunto Ramsey es Ramsey.

Demostracion. 1. Para ello basta tomar a s = (), A = w y de la hipdtesis se sigue el resultado.
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2. Dados s € [w]< y A € [w]”, existe B € [A]¥ tal que [s, B] C S o [s,B]NS = (. En el primer
caso tenemos que [s, B] N (w\ S) = 0 y en el segundo [s, B] C w\ S, por lo tanto, w \ S es
completamente Ramsey.

[]

Observemos que dada F', una 2-coloracién de |[w]“, podremos garantizar que existe H C w
infinito, homogéneo para F', si bajo la particion asociada a la coloracién alguno de los elementos
de la particién es un conjunto Ramsey. Si F~'({i}) es un conjunto Ramsey para algtn 4, con
i € {0,1}, tendremos, por la propiedad 2 del Lema 5.7, que su complemento también es un
conjunto Ramsey. Entonces existe H € [w]” tal que [H]* C F~!({i}) para algin i € {0,1}, por
lo tanto, F"[H]¥ = {i}. Asi, H es un conjunto homogéneo infinito para F. Este hecho nos da
un primer acercamiento al resultado que deseamos obtener, pues al restringirnos a coloraciones
tales que en la particion asociadas a ellas hay un conjunto Ramsey, resultara existir un conjunto
homogéneo de la cardinalidad requerida. Sin embargo esto es bastante vago, por ello trataremos de
detallar atin més dichas coloraciones y para ello resultara de utilidad de ver que tipos de conjuntos

Ramsey podemos encontrar en [w]®.

Daremos algunos conceptos que nos pertimitiran establer que ciertos conjuntos, en la topologia

que hemos dado a [w]“, resultan ser Ramsey o completamente Ramsey.
Definicién 5.8. Sean S C [w]¥, s € [w]< y A € [w]*. Decimos que

1. A acepta s respecto a S, si[s,A] C S.
2. A rechaza s respecto a S, si ningin B € [A]“ acepta s.

3. A decide s respecto a S, si A acepta o rechaza s.

En general omitiremos decir que A acepta, rechaza o decide respecto a S y solo decimos que A

acepta, rechaza o decide.

Veamos algunas propiedades.

Lema 5.9. Sean S C [w]“, s € [w]<* y A € [w]“.
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1. Si A acepta s y B C A infinito, entonces B acepta s.
2. Si A rechaza s y B C A infinito, entonces B rechaza s.

3. Existe B € [A]¥ que decide s.

Demostracion. 1. Supongamos que A acepta s. Queremos demostrar que [s, B] C S. Sea B’ €
[s, B], entonces s — B’ C sU B, pero sUB C sU A, entonces B’ € [s, A]. Por hip6tesis
[s,A] C S, porloque B'€Syls,B] CS. Por lo tanto, B acepta s.

2. Supongamos que A rechaza s. Entonces no existe B’ € [A]“ que acepte s, es decir, para
cualquier B" € [A]¥, [s, B'] € S. En particular, B no puede aceptar s y tampoco ninguno
de sus subconjuntos infinitos puede aceptar s, pues son subconjuntos de A, por lo tanto B

rechaza s.

3. Sea B € [A]“.
Si B rechaza s, entonces existe B € [A]* que decide s.

Si B no rechaza s, por definicién existe B’ € [B]“ tal que [s, B’ C S. Y por lo tanto, existe
B’ € [A]¥ que decide s.

]

Teorema 5.10 (Galvin-Prikry). Sea S C [w]¥. Eziste un conjunto en [w|* que decide a todos sus

subconjuntos finitos.

Demostracion. Sea S C [w]”.

Sean ng € wy Ag = w\ (ng+ 1). Por la propiedad 3 del Lema 5.9, existe A| € [Ag]* que decide
{no}, A1 = A} \ {no} también decide {ny}, por la propiedad 1 del mismo Lema. Sea n; € A; tal
que ng < ny.

Usando el mismo argumento podemos hallar Ay C A; que decida a todos los subconjuntos de
{no,n1}. Esto, pues existe A5 € [A;1]“ que decide {ng,n;}. Entonces A5 = A\ {ng,n,} también
lo decide y ya que A) C Ay, pues A C ALY C {ng,n1} UA; y ng,ny & A, Ay C Ay, AY también
decide {no}. Existe A} € [A5]* que decide {n,}, entonces Ay = A, \ {n,} decide {n,} y dado que
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Ay C A7 pues Ay C A, C {n1} U AY pero ny & Ay, Ay decide {no}, {n1} y {no,n1}, por lo tanto
Aj es el conjunto buscado. Sea ny € A, tal que ny < ng. De esta manera podemos construir una
sucesién, (A; : i € w), decreciente de subconjuntos infinitos de w y una sucesién, (n; : i € w),
creciente de naturales tales que n; € A; y A; decide a cualquier subconjunto de {n; : k < i}.

Afirmamos que A = {n; : i € w} decide a todos sus subconjuntos finitos.

Sea s € [A]<¥ y sea n, = max(s), entonces ny € Ay y Agyq decide a s. Si Ag41 acepta s, entonces
[s, Ax41] € S. Veamos que [s,A] € S. Si B € [s,A], B € [s, Ax41], esto pues, B C s U (A \ ng).
Por tanto, A acepta s. Por otro lado, si Ag,; rechaza s, afirmamos que A rechaza s, pues si existe
B € [A]“ tal que [s, B] C S, entonces para cada B’ € [s, B], B C sU (B \ ng) y B\ ny resulta ser
un subconjunto de Ay, contradiciendo que Ag,; rechaza s. Por tanto, A rechaza s y finalmente

obtenemos que A decide a sus subconjuntos finitos. O

Lema 5.11. Sean S C [w]¥, s € [w]<¥ y A € [w]”.

1. Si A acepta s, entonces A acepta s U {n} para cadan € A tal que s < {n}.

2. Si A rechaza s, entonces hay a lo sumo una cantidad finita de n € A con s < {n} tales que

A acepta s U {n}.

Demostracion. 1. Sean € A tal que s < {n}.

Dado B € [sU{n}, A], se tiene que, sU{n} T B CsU{n}UA, y dado que, sC sU{n}y
sU{n}UA=sUA, B¢€ls,A]. Entonces B € S, pues A acepta s. Asi, [sU{n}, A] C S.

2. Supongamos que existe una cantidad infinita de n’s tales que A acepta s U {n}, llamemos B

al conjunto de dichos elementos.

Afirmamos que B acepta s. Sea B’ € [s, B], entonces s C B’ C sU B. Si n = min(B’\ s),
sU{n} C B’ C(sU{n})UB. Dado que B C A, B € [sU{n}, A], por lo que B’ € S. Por lo
tanto A no rechaza s. Asi, la cardinalidad de B es finito.

]

Teorema 5.12. Sea S C [w]*. Si A es un conjunto que decide a todos sus subconjuntos finitos y

rechaza al conjunto vacio, entonces existe B € [A]* que rechaza a todos sus subconjuntos finitos.
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Demostracion. Sea S C [w]®.

Por la propiedad 2 del Lema 5.11, sabemos existe una cantidad finita de n € A tales que A
acepta {n}. Dado que A decide a todos sus subconjuntos finitos, podemos escoger ng € A, tal que
para cualquier n € A con ng < n, A rechace {n}. Nuevamente, por la propiedad 2 del Lema 5.11
y dado que A rechaza {ng} existe una cantidad finita de n € A\ ng tales que A acepta {ng,n}.
Ademas, como A decide a todos sus subconjuntos finitos, podemos hallar n; € A tal que ng < ny
y A rechaza {n} y {no,n} para todo n € A, con n; < n. De esta forma construimos una sucesion,
(n; i € w), de elementos en A tal que A rechaza sU{n} para cualquier s C {n; : k < i}y n; <n.

Afirmamos que B = (n; : i € w) rechaza a todos sus subconjuntos finitos.

Sea s € [B]*¥ y n; = max(s). Asi, s = {ng : k < i} U {n;}. Entonces A rechaza s y como

B C A, B rechaza s . Por lo tanto, B rechaza a todos sus subconjuntos finitos. ]

Teorema 5.13. Todo conjunto abierto en [w]¥ es un conjunto Ramsey.

Demostracion. Sea U C [w]“ un conjunto abierto. Consideremos A € [w]“ tal que decide a todos
sus subconjuntos finitos, el cual sabemos existe por el Lema 5.10 y tomemos al conjunto vacio.

Dado que A decide a todos sus subconjuntos finitos, tenemos dos casos:

1. A acepta al conjunto vacio, entonces por definicién, [, A] = [A]* C U, por lo tanto U es un

conjunto Ramsey.

2. A rechaza al conjunto vacio. Como U es abierto, entonces para cada B € U, existe s € [w]<*
tal que B € [s] C U. Entonces, podemos decir que w acepta s respecto a U y por la propiedad
1 del Lema 5.9 todo subconjunto infinito de w también acepta s. Por lo tanto, ningin B € U
estd en [A]“ ya que, por hipdtesis, existe un subconjunto de A que rechaza a todos sus

subconjuntos finitos.

O

De este resultado concluimos que considerando 2-coloraciones tales que haya un conjunto abier-

to en la particién asociada a la coloracién la relacion w — (w)“ se satisface.
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Se puede demostrar que los conjuntos abiertos también son conjuntos completamente Ramsey,
sin embargo, no demostraremos este hecho, pues la topologia dada a [w]“ es poco accesible para
esta prueba. Este resultado es demostrado en [Kech], pp,134,135, para una topologia en [w]“, que
tiene como base a la familia de los conjuntos [s, A], llamada la topologia de Ellentuck y que resulta
ser mas fina que la dimos en este capitulo. Usando esto, se sigue que todo abierto de nuestra
topologia es un abierto de la topologia de Ellentuck y dado que en dicha topologia los abiertos son

completamente Ramsey, en particular se cumple esto para los abiertos con lo que trabajamos.

w

Teorema 5.14. Todo conjunto abierto en [w]“ es un conjunto completamente Ramsey.Kech)]

Teorema 5.15. Si para cada n € w, S, es un conjunto completamente Ramsey, entonces |J S,
necw
es también completamente Ramsey.

Demostracion. Queremos demostrar que para todo s € [w|<¥ y A € [w]¥, podemos encontrar

B € [A]“, tal que [s, B] € |J S, o bien [s, BN ({J S,) = 0.

new new
Sea s € [w|™y A € [w]*.
Construiremos sucesiones, (B, : n € w) y (a, : n € w), tales que para cualesquiera m < n € w,
an € By, B, C By ¥ @y < ay,. Y que ademads para cada i <ny q C {ag,...,a;}, [sUgqg,B;] C S; 0
[sUq,B;]NS; =0.

Dado que S es completamente Ramsey, existe By € [A]“ tal que [s, By] C Sy o bien [s, By]NSy =
(. Sea ag = min(By \ (mazx(s)).

Al ser Sy completamente Ramsey, existe B} € [By\ ao]* tal que [s, Bi] € S; o bien [s, B]NS; =
(). Nuevamente, existe By € [Bj]¥ tal que [s U {ao}, B1] € Si o [sU {ag},B1] NSy = 0. Sea

a; = min(By).

Notemos que [s, By] € Sp o [s,By] NSy = 0, por eleccién. Ademés, [s U {ag}, By] C So o
[sU{ao}, Bo) N So =0, pues [s U {ag}, Bo] C [s, Bo)-

Como Sy es un conjunto completamente Ramsey, existe BY' € [B; \ a1]¥ tal que [s, BY'] C S5 0
[s, BY']NSy = 0. Nuevamente, existe B} € [BY'] tal que [sU{ag}, BY] C S 0 [sU{ag}, B§]NSy = 0.
Existe BY € [BY]“ tal que [sU{a1}, By] C Sy 0 [sU{a1}, B4)NSy = 0. Finalmente, existe By € [Bj]¥
tal que [s U {ag, a1}, Bo] € Sy 0 [sU{ag, a1}, Ba) NSy = 0. Sea ay = min(By).
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Afirmamos que para todo ¢ C {ag, a1}, [sUgq, B;] C S; 0 [sUgq, B;]NS; = 0 para todo i < 2.
Si ¢ = ). Sabemos que [s, By] € Sy o [s,Bg] NSy = 0y [s,B1] € S1 0 [s,B1] NSy = 0, pues
By C By. Si ¢ = {ag}. Sabemos que [s U{ag}, Bo] € Sy o [sU{ag}, Bo]NSo =0y [sU{ao}, Bi] C
S1 0 [sU{ap},Bi] NSy = 0, por eleccién. Supongamos que g = {ai}. [s U {a1}, By] € Sp o
[sU{a1}, Bo]NSy = 0, pues [sU{a1}, Bo] C [s, Bol y [sU{a1}, B1] € S1 o [sU{a1}, B1]NS1 = 0, pues
[sU{a1}, Bi] C [s, By]. Finalmente si g = {ag, a1 }. [sU{ag, a1}, Bo] € So o [sU{ag, a1}, Bo]NSy = 0,
pues [s U {ag, a1}, Bo] C [s,Bo]. Y [s U{ag,a1},B1] C Si o [sU{ag,a1},B1] NS = 0 ya que
[sU{agp, a1}, B1] C [sU{ao}, Bl

Asi, las sucesiones (B, : n € w) y (a, : n € w), construidas de esta manera satisfacen lo que

deseamos. Sea B = {a, : n € w}.

Demostraremos que, para todo n € w, S, N[s, B] es un conjunto abierto en la topologia relativa
de [s, B].

Sean =0.5i A € [s,B|, A€ s, By] pues B C By. Sabemos que [s, By] C Sy o [s, By] NSy = 0.
En el primer caso tendremos que A € [s, B]| NSy y en el segundo [s, B] NSy = (). Por lo tanto,
[s, BJNSy = [s,B] o [s,B]NSy =0 .Sean > 1. Supongamos que A € S,,N[s, B]. Entonces A € S,
ysCACsUB.Seaq={a; € A\s:a; <a,}. A\(sUq) ={a; € A:a, <a;}. Para cada j > n,
a; € Bjy B; C B,. Porlo tanto, A € [sUg, B,] y por construccién [sUgq, B,] C S, 0 [sUg, B,|NS, =
(). Por lo tanto, A € (U{[sUq] : ¢ C {ao,...,an},[sUq, B, C S,}) N [s, B]. Inversamente, sea
n > 1. Supongamos que A € (| J{[sUq] : ¢ C {ao,...,an},[sUq, B,] € S,})N|s, B]. Entonces
A € [sUq] para algin ¢ C {ao,...,a,} y A€ [s,B]. Sea ¢’ = {a; € A\ (sUq) : a; < a,}. Entonces
AesUqUd,B\ (qU()]. Dado que B\ (qU¢) C B,y [sUqU{¢,B,] CS,, AeS,N][s, B.
Por lo tanto, S, N[s,B] = (U{[sU¢q| : ¢ C {ao,...,an},[sUq, B, C S,})N|[s, BJ.

Asi, para cada n € w, S, N [s, B] es un conjunto abierto en la topologia relativa de [s, B]. Por

lo tanto, (|J Sn) N [s, B] es abierto en [s, B]. Entonces, existe U € [w]* abierto tal que (|J S,) N

new new
[s, B] = U N s, B]. Dado que U es un conjunto abierto y por tanto un conjunto completamente

Ramsey, existe B* € [B]“ tal que [s, B*] C U o bien [s, B¥| N U = (). Por lo tanto [s, B*] C J S,
new
o[s, BN (Y Sn) = 0. Concluimos que |J S, es un conjunto completamente Ramsey.
new new

Corolario 5.16. La union numerable de conjuntos Ramsey es un conjunto Ramsey
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Las propiedades que cumplen los conjuntos completamente Ramsey y por ende los conjuntos

Ramsey determinan una estructura que serd de utilidad en nuestro estudio.

Definicién 5.17. (o-dlgebra.) Dado un conjunto X y F C P(X) decimos que F es o-dlgebra

sobre X si cumple
i) X e F.
ii) F es cerrado bajo complementos, es decir, si A € F, entonces X \ A € F.

iii) F' es cerrado bajo uniones numerables, es decir, si A; € F para todo i € w, entonces

U A4 e F.

IS
De las propiedades vistas concluimos que la familia de conjuntos completamente Ramsey es

una o-algebra, al igual que la familia de conjuntos Ramsey.

Definicién 5.18. Sea (X, 7) un espacio topolégico. A la menor o-dlgebra que tiene como elementos

a los conjuntos abiertos de T se le conoce como o-dlgebra de Borel.

A los elementos de esta o-algebra se les llama conjuntos de Borel o conjuntos borelianos.

Sea X un espacio polaco. Definimos Y3} = {U C X : U es abierto} y [} = {C C X :
C es cerrado}. Para cada 1 < a <wj,sea Yo ={Y CX:Y = J Y,, Y, € H% para algin 5 <

new

y[D={YCX:Y=X\Y,Y €3’} Por construccién |J 30 es una o-algebra. Por lo
acwy
tanto si A es la o-dlgebra de Borel en X, se tiene que A C |J Zz Asi, todo conjunto Boreliano

acwi

pertenece a Zg para algin a € w;.
Al haber dotado a [w]* de una topologia podemos, hablar de la o-dlgebra de Borel sobre [w]®
lo cual nos permite considerar a sus conjuntos Borelianos. Estos conjuntos son importantes para

las coloraciones que deseamos.

Teorema 5.19. Sea S C [w]¥. Si S es un conjunto Boreliano, entonces S es completamente

Ramsey.

Demostracion. Del Lema 5.7 y los Teoremas 5.13 y 5.15, se sigue que los elementos de Zg son

conjuntos completamente Ramsey, para todo a € w;. Asi, si S es un conjunto Boreliano, S es

completamente Ramsey. O]
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Definicién 5.20. Definimos una 2-coloracion Boreliana, como una coloracion F' : A — {0,1}

tal que la particion que determina estd formada por conjuntos Borelianos.

Denotaremos por Borel(w)s a las 2-coloraciones de [w]“ que son Borelianas.

Corolario 5.21. La relacion w — Borel(w)$ se satisface.

Estudiaremos ahora conjuntos de [w]* que son estudiados principalmente en la Teoria Descrip-
tiva de Conjuntos, estos conjuntos nuevamente, resultan ser conjuntos Ramsey y nos permiten
definir otras coloraciones para las cuales la relacion sera verdadera. Este resultado es interesante,

pues muestra como la Teoria de Ramsey interactia con la Teorfa Descriptiva de Conjuntos.

Siguiendo este fin, necesitaremos ahondar més en la topologia de [w]®.

Lema 5.22. Si S es un conjunto nunca denso en [w]”, entonces para cada s € [w]<¥ y A € [w]*

existe B € [A]* tal que [s, B] C [w]¥ \ S

Demostracion. Sea S un conjunto nunca denso. Sabemos que un conjunto abierto en |[w]“ es comple-
tamente Ramsey y el complemento de un conjunto completamente Ramsey también lo es, entonces
todo conjunto cerrado es completamente Ramsey. Por lo tanto, S es completamente Ramsey. De
la definicién se tiene que para cada s € [w]<“ y A € [w]¥, existe B € [A]* tal que [s, B] C S o bien
[s, B]NS = 0, lo cual implica que [s, B] C S o [s, B] C [w]*\ S. Como [w]*\ S C [w]“\ S, o bien se
cumple que [s, B] C S o [s, B] C [w]*\ S. Supongamos que [s, B] C S. Al ser S un conjunto nunca
denso, S es un conjunto nunca denso. Entonces para todo U C [w]“ abierto no vacio, existe U’ C U
abierto no vacfo tal que U'NS = . Sin embargo, si ng = min(s), U = [{no}] y B’ = B\ (mazx(s)),
tenemos que sU B’ € Uy sU B’ € [s, B], por lo tanto U NS # (). Asi, S no es nunca denso, lo
cual es una contradiccién. Por lo tanto, se cumple que [s, B] C [w]“ \ S.

[
De este lema se sigue que todo conjunto nunca denso es un conjunto completamente Ramsey.

Definicién 5.23. Dado M un subconjunto de un espacio topoldgico, decimos que es un conjunto

magro si existe una sucesion de conjuntos nunca densos tales que su union es M.
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w w

Lema 5.24. Si M es un conjunto magro en [w]”, entonces para cada s € [w]|<¥ y A € [w]¥ existe

B € [A]¥ tal que [s, B] C [w]¥ \ M.

Demostracion. Sea M un conjunto magro y sea (S; : i € w) una sucesién de conjuntos nunca

densos tal que M = |J S;.

icw

Por el teorema 5.15, |J S; es completamente Ramsey.

Para verificar que péif; cualesquiera s € (W] y A € [w]¥ existe B € [A]¥ tal que [s, B] C
[w]“\ M, podemos construir, como en la prueba del teorema 5.15 y usando el lema 5.22, sucesiones
(B, :n € w)y (a, : n € w), tales que para cualesquiera m < n € w, a, € B,, B, C B, y
Ay < an y que para cadai <nyqC{ag,...,a;}, [sUq B;] C [w]¥\ S;. Asi, si B={a,:n € w},

[s, B] C [w]¥\ M.

Corolario 5.25. Todo conjunto magro es un conjunto completamente Ramsey.

Definicién 5.26. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y S C X. Decimos que S tiene la propiedad de
Baire si existen conjuntos U y M tales que U es abierto, M es magroy S =U AN M.

Teorema 5.27. Todo conjunto con la propiedad de Baire en [w]“ es un conjunto completamente

Ramsey.

Demostracion. Sean S un conjunto con la propiedad de Baire, s € [w]<* y A € [w]¥. Dado que S
tiene la propiedad de Baire existen U € [w]|* abierto y M € [w]* magro tal que S = U A M.
Por el lema anterior existe B € [A]“ tal que [s,B] C [w]* \ M y dado que U es un conjunto
completamente Ramsey, por ser abierto, existe B* € [B]* tal que [s, B*] C U o bien [s, B*|NU = ).
Supongamos se cumple [s, B¥] C U. Entonces para cada C' € [s, B*] tenemos que C € Uy
sC C CsUB*CsUB ypor tanto, C € [s,B] C [w]“ \ M. Asi, C € S. Por lo tanto, [s, B*] C S.
Por otro lado, si [s, B*| N U = (). Dado que [s, B*] C [s, B] C [w]“ \ M tenemos [s, B*| NS = 0.

Concluimos que S es un conjunto completamente Ramsey.
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Definicién 5.28. Sea X un espacio polaco.

1. Un sistema de Souslin de X es una clase de conjuntos {Ss : s € w<“} tal que Sy es un

conjunto cerrado para cada s € wW<Y.

2. 8 C X es un conjunto de Souslin si y sdlo si existe {Ss: s € w} un sistema de Souslin tal

que S= U N Sy,
feN new

Si {Ss : s € w} es un sistema de Souslin, entonces |J () Sf;, es llamada la operacién
fEN new
de Souslin de {S; : s € w<*}. Resulta una propiedad importante que esta operacién preserva la

propiedad de ser un conjunto de Baire. Daremos por hecho este resultado. [Bart]

Definicién 5.29. Sean X un espacio polaco y S C X. S es un conjunto analitico si y sdlo si

existe f: N — X continua, tal que f(N) = S.

Sean X,Y espacios polacos. Si B C X x Y, la proyeccién de B (sobre X) se define como
el conjunto {z € X : Jy € Y(z,y) € B}. Una definicién equivalente de conjunto analitico que
resultara de utilidad, establece que; S C X es un conjunto analitico si y sélo si S se puede ver
como la proyeccién de un conjunto Boreliano en X x Y (sobre X) para algin Y espacio polaco.

[Jech]

Teorema 5.30. Sean X un espacio polaco y S C X. S es un conjunto analitico si y solo si S es

un congunto de Souslin.

Demostracion. <=) Sea {Ss : s € w<“} es un sistema de Souslin. Probaremos que S = |J () Sy,
es un conjunto analitico. feame
Para cada n € w, sea B, = {(z, f) : x € Sy}, }. Podemos descomponer a B,, = |J Sy, x {f}.
Dado que S y {f} son conjuntos cerrados para cada s € w<“y f € N, Sy, X {f}f:évun conjunto
cerrado para toda f € w¥. Por lo tanto B,, es un conjunto Boreliano, pues es la unién numerable
de conjuntos cerrados.
(x, f*) € [\ By siy solo sipara todon € w, x € Sy, siysélosiz e |J () Sy,

ne€w fEN new
Por lo tanto, S es la proyeccién de un conjunto Boreliano en X x N. Por lo tanto, S es analitico.
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—) Sea S C X un conjunto analitico, entonces existe F' : N' — X continua tal que F[N] = S.

Demostraremos que para cada f € N, (| F(Oy,) = {F(f)}.

new

Sea f € N. f € Oy, para todo n € w, entonces F(f) € F(Oy,) para todo n € w. Dado que

F(Oy,) C F(Oyy,) para todo n € w, F(f) € () F(Oyy,)- Por lo tanto, {F(f)} € () F(Oyy,).
new new

Supongamos que existe y € [ F(Tﬁn) tal que y # F(f). Para cadan € w, y € F(Oyy,).
Entonces para cada n € w, exisi?e@)(yk t k€ w) C F(Oy;,) que converge a y. Para cada k € w,
yr € F(Oyy,.), por lo tanto, y, = F(gx) para alguna g € Oyy,. La sucesion (gi : k € w) converge a
f y por la continuidad de F, tenemos que (F'(gx) : k € w) converge a F(f), pero (F(gx) : k € w)

converge a y. Por lo tanto, para cada n € w, F(Oy,) = {F(f)}. Asi, (| F(Oy,) ={F(f)}-
new

Por lo tanto, S = |J () F(Oy},). Concluimos que S es un conjunto de Souslin.
feEN new

O

Lema 5.31. Sea S C [w]¥. Si S es un conjunto de Souslin, entonces S es un conjunto completa-

mente Ramsey.

Demostracion. Como S es un conjunto de Souslin, existe {Ss : s € w<“} tal que S es un conjunto

cerrado en [w]¥ para cadas € wy S= |J () Sy
fEN new

Para cada s € w<¥, Sy = int(Ss) A Fr(Ss), Fr(Ss) es un conjunto magro y int(Ss) es abierto.
Por lo tanto, S, tiene la propiedad de Baire para toda s € w<“. Dado que la operacién de Souslin
preserva la propiedad de Baire, S = |J [ Sy, tiene la propiedad de Baire. Asi, por el Teorema
5.27, S es un conjunto completamengee Affigilusey.

]

Hemos demostrado que la relaciéon w — (w)4 se satisface, si restringimos nuestras coloraciones
a aquellas en las que alguno de los conjuntos en la particion asociada a la coloracién es analitico.

Llamamos estas coloraciones, coloraciones analiticas.

Corolario 5.32. La relacion w — (w)y se cumple si tomamos coloraciones analiticas.
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