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INTRODUCCION

LA TEORIA DE COpIGOS CORRECTORES DE ERRORES tiene como uno de sus objetivos la
creacion de listas finitas de palabras a partir de un alfabeto finito de tal forma que
al ser transmitidas sea posible la deteccion y correccion de errores. Debido al avance
de la tecnologia se requieren codigos que nos permitan detectar y corregir la mayor
cantidad de errores pero a su vez, que no sean costosos en términos de almacenamiento

o calculos.

A la lista finita de palabras mencionada arriba la reconocemos como codigo. Especifi-
camente, llaremos codigo a un subespacio no trivial del espacio vectorial de dimension
n, FZ donde F, representa al campo finito con g elemento. Debido a la naturaleza de
esta definicion se utilizan herramientas del dlgebra para la creacion y el manejo de
estas estructuras. A través de las tltimas cinco décadas y aprovechando diferentes pro-
piedades algebraicas, se ha logrado la clasificacion de algunos cédigos. En este trabajo

trataremos con un tipo de cédigos llamados Codigos Geométricos.
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El punto de partida de este trabajo son los campos algebraicos de funciones. Estos
campos contienen un tipo de ideales llamados lugares con los cuales se define un grupo
abeliano llamado grupo de divisores. A cada divisor le podemos asociar un espacio en
particular llamado Espacio de Riemann Roch. Estos espacios son fundamentales en la

construccion de los codigos geométricos.

Por otro lado, la correccion y deteccion de errores en un codigo seran posibles solo si
existe un algoritmo establecido para ello. La estructura de dichos algoritmos (llamados
algoritmos de decodificacion) dependen de las propiedades de cada codigo. Se desea que

dicho algoritmo nos permita corregir la mayor cantidad posible de errores.

El principal punto de interés de este trabajo es el de estudiar los resultados presentados
en On a decoding algorithm for codes on maximal curves [11], los cuales refieren a un
algoritmo de decodificacion establecido por Alexei N. Skorobogatov que se utiliza para

correccion y deteccion de errores en los codigos geométricos.
Yo
El primer capitulo contiene una breve referencia acerca de los principales conceptos y

resultados utilizados para comprender las ideas desarrolladas en [11]. Se omiten algunas

demostraciones pero pueden ser consultadas en el primer y tercer capitulo de [15].

En la segunda parte de este trabajo se presentan conceptos bdsicos en la Teorfa de
Codigos Correctores de Errores, se dan algunos ejemplos y se expone explicitamente
la construccion de los Codigos Geométricos. Para finalizar, se trata el proceso de la

decodificacion de estos codigos y se presentan problemas abiertos asociados a éstos.



NOTACION

A menos que se indique algo diferente, se utilizard la siguiente notacion:

= K denotard un campo aribitrario.
= H" serd el n-producto cartesiano de H.

= F, se utilizard para referirse al campo finito de g elementos tal que g = p” con p

un elemento primo y r un entero positivo.
» F, = F,\{0} serd el grupo multiplicativo de F,.

» [K : F] representa el grado de la extension K/F.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

El objetivo de este capitulo es presentar las definiciones y resultados fundamentales para
la construccion de Codigos Geométricos utilizados en este trabajo. Si se requiere mayor
profundidad de éstos, la referencia base es [15]. Comenzaremos con el concepto de Campo
de funciones algebraico y a partir de este, obtendremos algunos espacios con estructuras

interesantes, por ejemplo, el grupo de divisores o los espacios de Riemann-Roch.

Definiciéon 1.0.1. Sea K un campo arbitrario y sea F 2 K una extension algebraica
finita de K(x), para algun elemento x € F trascendente sobre K. A dicha extension F
la denotaremos como F/K y la llamaremos campo de funciones algebraico de una

variable sobre K. Por brevedad haremos referencia a F/K como campo de funciones.
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Observacion 1.0.1. Hacemos las siguientes observaciones acerca de los elementos de
F:

= Elementos algebraicos: al conjunto K := {z € F|z es algebraico sobre K} lo llama-
remos el campo de constantes de F/K. Se tiene que K CKC F y F/K es a su

vez un campo de funciones sobre K.

= Elementos trascendentes: un elemento z € F es trascendente sobre K si y sola-

mente si [F : K(z)] < oo.

1.1. Anillos de valoracion y lugares

Definicion 1.1.1. Diremos que el anillo O C F/K es de valoracion (o de valuacion) si

cumple que:
1) KOG Fy
(2) para cualquier elemento z € F,z€06z7'€0.

Observaciéon 1.1.1. Si O es de valoracion de F/K el anillo de unidades de O serd

el conjunto: O = {z € O | existe w € O tal que zw = 1}.

Proposiciéon 1.1.1. (Propiedades de los anillos de valoracion.) Si O es un anillo de

valoracion de F/K, entonces:

(a) El anillo O es local, es decir O tiene un unico ideal maximal P := O\O*;
(b) parax€ F, x # 0, x € P si y solamente si x* ¢ O;

(c) para el campo K de constantes de F/K tenemos que K €Oy Kn P = {0).
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Demostracion.

@)

(b)

©

Primero veremos que P := O\O" es un ideal de O. Sea x€e Py z€ O . Si xz€ O
entonces x serfa una unidad contradiciendo la hipdtesis de que x € P, por lo
tanto xz ¢ O de donde xz € P. Sean x,y € Py a = xy~.. Sabemos que a € F y que

se cumple alguna de las siguientes condiciones: a € O o a! € O.

Si suponemos que se cumple a € O entonces tendremos que a+1 € O y utilizando
el parrafo anterior, obtenemos que y(a + 1) € P, pero por otro lado y(a+1) = y + x,
por lo que y + x € P. Por otro lado, si suponemos que solamente se cumple la
condicion, a’ € O, siguiendo un procedimiento andlgo al anterior, obtendriamos

que (@' +1)x =y + x € P. Por lo tanto, P es un ideal del anillo O.

Si x € P entonces x € O y x ¢ O, de donde x™! ¢ O. Ademds, si x™! ¢ O entonces

x €0, de donde x € P.

Sea z € K. Si suponemos que z ¢ O entonces z_' € O. Por otro lado, como z 7! es

también un elemento algebraico sobre K existen a,,...,a; € K tales que:

a @Y + a1 T+ ra@H+1=0

de donde obtenemos:

THa,@E Y T+ aa@Y P a) = -,

por lo que z = —(a,(z) '+ a,.1(z)2 + ... + a1). Esto indica que z € K[z7'] y

ademds sabemos que K[z7!] € O. Ast, z € O.

Que KNP ={0} se sigue de que K c Oy si z € K entonces 7! € K. |
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Observacion 1.1.2. Veamos dos cotas ttiles para [F : K(x)]:

= Sea O un anillo de valoracién de F/K, P su tnico ideal maximal y 0 # x € P.
Por la proposicién anterior x # 0 y x € P implica que x ¢ K, es decir, x es un

elemento trascendente y (Observacion 1.0.1) obtenemos que [F : K(x)] < oo.

= Sean xi,...,x, € Ptalesque xy =xy x; € x;iy € Pconi=1,..,n—1 Los elementos

x; seran linealmente independientes, por lo que n < [F : K(x)].

Proposicion 1.1.2. Sea O un anillo de valoracion de F/K. Si P es el anillo maximal de

O entonces P es un ideal principal.

Demostracion. Supondremos que P no es un ideal principal. Escogemos un elemento
x; € P tal que 0 # x;. Como x;0 # P entonces debe existir xo € P\x;O por lo que
xle‘l ¢ O de donde x;xl € P por lo tanto, x; € xoP. Si hacemos induccién sobre un
numero infinito de elementos xi, xs,... € P tales que x; € x;, P para cualquier i > 1

llegamos a una contradiccion con las cotas establecidas para [F : K(x)] hechas en la

observacion 1.1.2. O

Teorema 1.1.1. Si O un anillo de valoracion discreta F/K y P el anillo maximal de O tal

que P = tO, entonces:

(a) cada 0 # z € F tiene una representacion unica z = t"u, para algunan € Zy u € O;

(b) O es dominio de ideales principales. Mas auin, si P = tO y {0} £ I C O entonces

I =1"O para alguna n € N.

La demostracion de este teorema puede encontrarse en [13].

Definicion 1.1.2. (a) Llamamos lugar P de F/K al unico ideal maximal P de algun

anillo de valoracion O.
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(b) A todo elemento t € F tal que P = tO lo nombramos parametro local de P.

(c) Al conjunto de lugares del campo de funciones F/K, lo denotaremos como Pg.

En el teorema 1.1.2 veremos una condicion suficiente para que un campo F/K contenga

al menos un lugar P.

Observacidén 1.1.3. Un anillo de valoracion O queda determinado por su lugar P, esto
es O={ze€ F|z!¢ P). Siendo asi, denotaremos como Op al anillo de valoracién del

lugar P.

La siguiente definicion permite dar una nueva interpretacion a los elementos de Pr en
términos de funciones cuyo dominio sera el campo F' y la imagen estard contenida en

el conjunto Z U {oo}.

Definicion 1.1.3. Sea v una funcion tal que v : F — Z U {co}. Diremos que v es

valoracion discreta si cumple las siguientes propiedades:

1) v(x) = co = x=0.

2) v(zw) = v(z) +v(w), Y z,w € F.
3) via)=0, YVO+aeKk.

@) v(z+w) < min{v(z), v(w)}.

(5) Existe algun elemento z € F tal que v(z) = 1.
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Observacidon 1.1.4. Para un campo de funciones F/K y P € Py definimos la valoracion
vp de la siguiente manera: sea ¢t un parametro local de P, para cada P € Py asociamos

la funcion: vp : F +— Z U oo dada por

n siz#0;
Vp =

oo siz=0.
Esta funcion cumple con ser una valoracion discreta.
Definicion 1.1.4. Sea P € Pp.
(a) Al campo Fp := Op/P lo llamaremos el campo residual del lugar P.
(b) El grado de un lugar estara definido por [Fp : K].

(c) Al mapeo x(P) : F — Fp U {oo} , dado por

x+P x€O0p;
x(P) =

) x € F\Op

le llamaremos mapeo natural o canonico.

Definicion 1.1.5. Seaz € Py P € Pr. Decimos que P es un cero de z si Vp(z) > 0. Si
Ve(z) = m > 0 decimos que P es un cero de orden m. Si Vp(z) < 0, entonces diremos
que P es un polo de z . Si Vp(z) = —m, P sera un polo de orden m. También podemos

decir que z tiene un cero (polo) de orden m en P si vp(z) = m > 0 (vp(z) = m > 0).

Teorema 1.1.2. Sea F/K un campo algebraico de funciones y R un subanillo de F con
K C R C F. Supongamos que {0} # I & R es un ideal propio de R, entonces existe un

lugar P € Pr tal que  C Py R C Op.
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Demostracion. Sea ¥ :={S | § es un subanillo de Fcon RC S y IS # S} donde por
definicion IS = {} a,s)|a, € I,s, € S}. Primero notamos que ¥ es un conjunto no
vacto pues R C . Queremos demostrar que ¥ es un conjunto ordenado de manera
inductiva por la inclusion por lo que supondremos que H es un subconjunto de F
totalmente ordenado. Podemos observar que T := U{S|S € H} es un subanillo de F
con R C T. Ahora, para comprobar que T € ¥ es necesario verificar que IT # T por
lo que supondremos que el enunciado es falso. Si IT = T, entonces 1 = Y'_ a,s, con
a,€ly s, eT. Como H es un conjunto totalmente ordenado, existe una So C H tal

que Si, S2, ..., S, € So, por lo que 1= 7, a,s, € IS, lo cual es una contradiccion.

Utilizando el Lema de Zorn, tenemos que ¥ tiene un elemento maximal, es decir, existe
un anillo O C F tal que R C O C F, con I0 # O, siendo O un anillo maximal con
respecto a estas propiedades. Falta demostrar que O es un anillo de valoracion para el

campo de funciones F/K.

Como I # {0} y IO # O es inmediato que O & F y I € O\O". Supongamos que existe
un elemento z € F tal que z¢ Oy 77! ¢ O*. Entonces I10[z] = O[z] y I0[z'] = O[z '] y

podemos dar elementos ao, ..., a,, by, ..., b,, € 10 con:

[y
Il

ap+ a1z +...+a,7" y 1.1)

—_
Il

bo+biz +...+bz™ 1.2)

Como m y n son enteros positivos, podemos suponer sin pérdida de generalidad que m

y n son minimales y que m < n. Multiplicando 1.1 por 1 — by y 1.2 por a,7", obtenemos:

1-by

(1 - b())a() + (1 - b())alZ + ...+ (1 - bo)anz” y

0

(bo — Da,2* + ba,2" ™ + ... + bpa, 7™
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Sumando estas dos ultimas ecuaciones obtenemos una ecuacion de la siguiente forma

! con coeficientes ¢; € IO pero esto contradice la minimalidad

l=co+crz+ ...+ c,17"”
de 1.1. Con esto hemos probado que para cualquier z € F sucede que z € O o 77! € O

por lo que O es un anillo de valoracion. |

Como consecuencia del teorema anterior tenemos el siguiente resultado el cual indica

que Pr # 0.

Corolario 1.1.1. (El conjunto de lugares de F/K es no vacio.) Sea F/K un campo de
funciones y z € F un elemento trascendente sobre K, entonces 7 tiene al menos un cero

y al menos un polo.

Demostracion. Para poder aplicar el teorema anterior consideramos el anillo R = K[z]
y el ideal I = zK[z]. El teorema nos indica que existe un lugar P € Pr con z € P, es
decir, P es un cero de z. El mismo argumento muestra que 77! tiene un cero 0 € Py,

por lo que Q es un polo de z. O

El siguiente resultado es conocido como Teorema de Aproximacion Débil. Este teo-
rema también es llamado Teorema de Independencia. La demostracion de este teorema

puede encontrarse en [15].

Teorema 1.1.3. Sean Pi,...,P, lugares de F/K diferentes dos a dos, yi,....Y, € Z Yy

X1, ..., X, € F, entonces existe x € F tal que vp.(x — x;) = ;.

Observacion 1.1.5. Una consecuencia importante de este teorema es que el conjunto

de lugares Pr de F/K es infinito.

Corolario 1.1.2. Todo campo de funciones F/K tiene un nuumero infinito de lugares.
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Demostracion. Supondremos que solamente existe una cantidad finita de lugares, di-
gamos Py,..., P,. Utilizando el teorema de Aproximacion Débil, sabemos que podemos
encontrar un elemento x € F tal que vp, > 0 para todo i = 0,...,n, esto quiere decir que

X tiene ceros por lo que x es un elemento transcendente sobre K, pero esto contradice

el corolario 1.1.1 pues tendriamos un elemento trascendente sobre K sin polos. |
Proposicion 1.1.3. Sea F/K un campo de funciones y Pi,...,P, los ceros de x € F,
entonces:

r

Z vp.(x) - grado(P;) < [F : K(x)].

i=1

La demostracion de esta proposicion puede encontrarse en [15].

Corolario 1.1.3. En un campo de funciones F/K cualquier elemento 0 # x € F tiene

solamente un numero finito de polos y un numero infito de ceros.

Demostracion. Si x es una constante, entonces x no tiene ceros ni polos. Si x es un
elemento trascentente, la proposicion anterior nos muestra que la cantidad de ceros de
x es menor o igual a [F : K(x)] y esta es una cantidad finita (1.0.1). Se utiliza el mismo
. _1 . . . . .
argumento para decir que x~ tiene una cantidad finita de ceros, es decir, x tiene una

cantidad finita de polos. O

Observacion 1.1.6. Como resumen de esta seccion, remarcamos los siguientes resul-

tados:

] PF * (Z);
= cualquier campo de funciones tiene un numero infinito de lugares y

= cualquier elemento 0 # x € F tiene solamente un numero finito de polos y un

numero infito de ceros.
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1.2. Divisores y espacios L(A)

En esta seccion se presenta el concepto de divisor. Utilizando la notacion aditiva, diremos
que el grupo de divisores para un campo algebraico de funciones, es el grupo libre generado
por sus lugares. Después de tratar algunas propiedades de los elementos de dicho conjunto,
se dard la definicion de los espacio de Riemann Roch asociado a un divisor. Estos espacios
son subconjuntos de los campos de funciones y representan una pieza medular para la teoria

de codigos geométricos.

Definicion 1.2.1. Para cualquier campo de funciones F/K, definimos un divisor D como

D= Z npP,

PePrp

la suma formal:

connp € Zy np =0, excepto en un numero finito de lugares. Al conjunto de divisores de

F/K lo denotaremos por Dr. Definimos la suma entre divisores de la siguiente manera:

Definiremos un elemento identidad como:

0:= erP, con rp=0VYP € Pp.
PePrp
Observacion 1.2.1. Observamos que definida como en el parrafo anterior, la suma de
divisores es cerrada y asociativa. Dado que np € Z, entonces se puede formar el inverso
aditivo de cada elemento D y con esto tenemos que Dy tiene estructura de grupo. De

hecho, es un grupo abeliano.
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Definicién 1.2.2. Sean Q € Py, D = " npP € Dy definimos:

(a) la valoracion de D en el lugar Q como vo(D) := nyp;

(b) el grado del divisor D como grado(D) := Z vp(D) - grado P;
PePr

(c) el soporte del divisor D como soporte(D) := {P € Pr|np # 0}.

Observacion 1.2.2. Una caracteristica de Dy es que existe un orden parcial en sus

elementos: D < D" < np<nj, ¥ €P.

Es posible definir un divisor a partir de un elemento x de F asociando a cada lugar
P la valoracién vp(x). La construccion natural para estos divisores es la descrita en la
siguiente definicion. Cabe sefialar que en la seccion anterior se dieron resultados que

permiten saber que estos divisores quedan bien definidos.

Definicion 1.2.3. Sea Z, := {P € Pr|P es cero de x} y Ny := {P € Pr|P es polo de x}.

Para cada x € F vamos a definir los siguientes divisores. Sea x € F. Definimos:

(a) al divisor de ceros de x como (x)qy := Z vp(xX)P;
PeZ,

(b) al divisor de polos de x como (x), := Z (=vp)(X)P" y
P’eN,

(c) al divisor principal de x como (x) := (x)g — (X) .

Observacion 1.2.3. El divisor principal de x € F puede ser escrito de la siguiente

manera.:

(¥) = D vp(x)P

PePr

Definicion 1.2.4. (a) Al conjunto de divisores principales de F/K lo denotaremos como

Pr. Claramente Pr es un subgrupo de Dy.

(b) Al grupo cociente Cr := Drp/Pr lo llamamos grupo de clases de divisores.
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Observacion 1.2.4. Para cualquier D € Dy el elemento correspondiente en el grupo
Cr sera la clase del divisor D y serda denotada por [D]. Dos divisores son equivalentes
si pertenecen a la misma clase, es decir: D ~ D’ si [D] = [D’] . Es inmediato que si

D ~ D’ implica que existe un divisor (x) tal que D = D’ + (x) con x # 0.

Definicion 1.2.5. Sea A € Dy, definimos L(A) := {x € F|(x) + A > 0} U {0}.

Observacidon 1.2.5. Algunas observaciones inmediatas de la definicion de £(A) son:

(a) si escribimos al divisor A como

conn; >0,m;>0parai=1,...ry j=1,...s, entonces los elementos del conjunto

L(A) serdn los elementos x € F que cumplan las siguientes caracteristicas:
e x tiene ceros de orden > m; en los lugares Q; y

e x tiene polos solamente en los lugares Py, ... P, de orden a lo mds n,.
(b) x € L(A) si y solamente si vp(x) > —vp(A), para todo P € Pp.
(c) A’ ~A con A’ > 0 si y solamente si L(A) # {0}.

Proposicion 1.2.1. El conjunto L(A) cumple con las siguientes propiedades:

(@) L(A) es un espacio vectorial sobre K.

(b) Si A’ € Dy es tal que A’ ~ A entonces los espacios vectoriales L(A), L(A") son

isomorfos.
(c) L(0)=K.

(d) Si A <0 entonces L(A) =0.
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Demostracion.

@)

(b)

(©)

@

Sean a € Ky x,y € L(A). Se tiene que para cualquier P € Pg:

vp(x +y) =2 min{vp(x), vp(y)} = —vp(A)

ademas,

vp(ax) = vp(a) + vp(x) = —vp(A)
por lo que x +y y ax pertenecen al espacio L(A).
Si A” ~ A entonces existe 0 # z € F tal que A’ +(z) = A. Consideramos el siguiente
mapeo:
¢: LA) —F
X Xz

observamos que este mapeo es lineal y su imagen estd contenida en el espacio

L(A”). De manera andloga:
¢ . LA) —F,
X — xz_l,
es un mapeo lineal de L(A’) a L(A). Como estos mapeos son inversos uno del
otro, entonces se concluye que ¢ es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Sabemos que si 0 # x € K, entonces (x) = 0, por lo que K C £(0). Por otro lado,
si 0 # x € L(0) entonces (x) > 0, por lo que x no tiene polos (observacion 1.1.1) lo

que indica que x € K.

Si suponemos que existe 0 # x € L(A) entonces (x) > —A > 0, lo que implica que

X tiene ceros pero no polos y contradiciendo la observacion 1.1.1. m|
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Observacion 1.2.6. Queremos mostrar que para cualquier divisor A de F/K, el espacio
L(A) es un espacio vectorial de dimension finita sobre K. Para aclarar esta afirmacion

observemos que si A, B € Dy son tales que A < B, entonces:

@ LA) < LB) vy

(b) dim(L(B)/ L(A)) < grado(B) — grado(A).

El inciso (b) se demuestra a continuacion. Utilizaremos el caso B = A + P para algtin
P € Pr (el caso general se sigue inductivamente). Escogemos un elemento t € F' con
vp(t) = vp(B) = vp(A) + 1. Para x € L(B) tenemos vp(x) > —vp(B) > —vp(t) por lo que

xt € Op. De este modo que obtenemos el mapeo:

L(B) —  Fp,

X — (xt)P.

Los elementos del nticleo de ¢ seran para los cuales se cumpla que vp(x) > 0, es decir,
para los cuales vp(x) > —vp(A) dando como resultado que ker(¥) = L(A). Ast, ¥ induce

un mapeo inyectivo de L(B)/L(A) a Fp por lo que:

dim(L(B)/ L(A)) < dim(Fp) = grado(B) — grado(A),

obteniendo el resultado deseado.

Proposicion 1.2.2. L(A) es un espacio vectorial de dimension finita sobre K para cual-

quier A € Dr.

Demostracion. Si A = A, — A_ con A, y A_ divisores positivos, observamos que
L(A) € L(A,). Ademds, 0 < A, implica que dim(L(A,)/L(0)) < grado(A,). Utilizando
que L(0) = K y la proposicion 1.2.1, dimL(A,) = dim(L(A;)/L(0)) + 1. De esta manera
dim(L(A)) < grado(A,) + 1. O
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Definicion 1.2.6. La dimension del divisor A sera la dimension de L(A) como K-

espacio vectorial.

Teorema 1.2.1. Cualquier divisor principal del campo F/K tiene grado cero. En parti-
cular, si x € F/K entonces grado((x)y) = grado((x)») = [F : K(x)].

Demostracion. Sea n := [F : K(x)] y sea B := (X)o = Z —vp.(x)P; donde los lugares
i=1
Py, ..., P, son todos los polos de x, entonces usando el corolario 1.1.3 tenemos que:

grado(B) := Z vp(x)) - grado(P;) < [F : K(x)] = n,
i=1
por lo que basta demostrar que n < grado(B).

Sea {uy,...u,} una base de F/K(x) y C € D tales que (4;) > —C parai=1,...,n. Como
xuje L(IB+C)para 0<i<ly1l< j<n se tiene que:
dim(IB+ C) >n(l+1) para todal> 0.
Observemos que los elementos xiuj son linealmente independientes sobre K pues el
conjunto {uy,...u,} es linealmente independiente sobre K(x).
Haciendo c := grado(C), obtenemos que:
n(l+1) <dim(IB+C)<1-grado(B)+c+1
por lo que:
l(grado(B)—n) >n—c—1 paratoda [ > 0.
Como el lado derecho de la desigualdad anterior es independiente de la eleccion de
[ la desigualdad solamente es posible cuando grado(B) > 0. Asi, hemos probado que
grado((x)e) = [F : K(x)]. Como (x)o = (x ) se concluye que
grado((x)o) = grado((x ")) = [F : K(x™)] = [F : K(x)]

con lo que se llega al resultado deseado. |
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Corolario 1.2.1. Algunas propiedades del espacio L(A) son:

@ SiA,A" € Dry A~ A entonces grado(A) = grado(A”) y dimA = dimA’.
(b) Si grado(A) < 0 entonces dimA = 0.

(c) Si A es un divisor de grado cero, las siguientes proposiciones son equivalentes:
(i) A es un divisor principal.
@ii) dimA > 1.

(iii) dimA = 1.

Demostracion.

(@) Se sigue de la proposicion 1.2.1 y del teorema anterior.

(b) Si suponemos que dimA > 0, por la observacion 1.2.5 tenemos que existe un divisor

A’ tal que A” ~ A con A’ > 0 entonces se tendria que grado(A) = grado(A”) > 0.

(¢) (i) = (ii) Si A = (x) es un divisor principal entonces x! € £(A) lo que implica

que dim(A) > 1.

(if) = (iii) Si suponemos que dim(A) > 1y grado(()A) = 0, entonces A" ~ A con

A’ >0, por lo que A’ = 0, obteniendo que dim(A) = dim(A”) = dim(0) = 1.

(iii) = (i) Supondremos que dim(A) =1y grado(()A) = 0. Tomamos un elemento
0 # z€ L(A), este elemento cumple por definicion del espacio L(A) que (z)+A > 0.
Como grado((z) + A) = 0 se sigue que (z) +A = 0 por lo tanto A = —(z) = (z7}) es

un divisor principal. O
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1.3. Teorema de Riemann-Roch

En la proposicion 1.2.2 se establecio una cota inferior para la dimension de un divisor.
En esta seccion veremos algunos resultados que permiten, bajo ciertas condiciones, esta-
blecer cotas superiores. Estas cotas sirven para cualquier divisor del campo de funciones e
introduce al siguiente concepto: el género de un campo. Este concepto es de extrema im-
portancia dentro de la teoria de los campos de funciones algebraicos y serda medular en la

implementacion de codigos geométricos y su decodificacion.

Proposicion 1.3.1. Existe una constante y € Z tal que , para todos los divisores A € Dy,

grado(A) —dim A > y.

Definicion 1.3.1. El género de F/K es definido por

g = max{grado(A) —dim A +1| A € Dr}.
Observacion 1.3.1. A partir de este momento g denotard el género del campo F/K. Se
observa que el género de F/K siempre es un entero no negativo. Al siguiente resultado

se le conoce como Teorema de Riemann y brinda informacion mas precisa acerca de la

dimension de un divisor en un campo de funciones.

Teorema 1.3.1. (Teorema de Riemann). Sea F/K un campo de funciones de género g,
entonces:
(a) Para cualquier divisor A € Dy, dimA > grado(A) +1- g.

(b) Existe un entero c, que depende de F/K, tal que: dimA = grado(A)+1— g siempre
y cuando grado(A) > c.
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Demostracion.

(@) Se concluye a partir de la definicion de género.

(b) Escogemos un divisor Ay con g = grado(Ay) — dimAy + 1 y hacemos
¢ := grado(Ay) + g. Si grado(A) > c, entonces:
dim(A — Ay) > grado(A — Ap)+1—g>c—grado(Ag+1)—g > 1,

por lo que tenemos que () # L(A—Ay). Seleccionamos 0 # z € L(A—Ay) y hacemos

el divisor A" — A + (). Claramente A’ > Ay. Por otro lado, tenemos:
grado(A) —dimA = grado(A") — dimA’ = grado(Ay) — dimAy = g—-1,
por lo que dimA > grado(A)+1—g. O

Definicion 1.3.2. Para A un divisor de F/K, definimos como indice de especialidad del

divisor Al al entero i(A) := dimA — grado(A) + g — 1.

Definicion 1.3.3. (a) Un adele de F/K es un mapeo « de la forma:

PF 4 F,
P —  ap.
tal que ap € Op, excepto en un numero finito de lugares.

(b) Denotamos como Ay al conjunto de los adeles de F/K.

(c) Six € F diremos que el adele principal de x como el adele de F cuyas componentes

son todas iguales a x. (Ver observacion 1.3.2.a).

(d) Para A € Dy definimos: Ap(A) := {a € Arlvp(a) > vp(A) para toda P € Pr}.

IEsta definicién es muy importante para este trabajo pues ademds de representar la dimensién de un
espacio vectorial (proposicion 1.3.2) es fundamental para el cdlculo de pardmetros de algunos cédigos.
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Observacidn 1.3.2. Se hacen las siguientes observaciones:

(@) Podemos ver a un adele como un elemento del producto directo Ilpep, F', por lo

que podemos usar la notacion @ = (ap)pep, 0 simplemente a = (ap).

(b) Para un divisor A de F/K, Ar(A) es un espacio de dimension finita sobre el
campo K, sin embargo, el espacio Ar/(Ar(A) + F) es de dimension finita sobre
K, como se enuncia a continuacion. Dicho resultado tiene como consecuencia
una caracterizacion titil para el género de F/K. Las respectivas demostraciones

pueden ser encontradas en [15].

Teorema 1.3.2. Para cualquier A € Dp, el indice de especialidad es:

i(A) = dim(Ar/(Ap(A) + F)).
Corolario 1.3.1. Para cualquier F/K se cumple que:

g =dim(Ap/ (Ap(0) + F)).
Definicion 1.3.4. (a) Un diferencial de Weil es un mapeo lineal w : Ar — K que
se anula en Ap(A) + F para algin A € Dg.
(b) Denotamos como QF al conjunto de todos los diferenciales de Weil w de F.

(c) Para un divisor A, denotaremos como Qr(A) al conjunto de los diferenciales de

Weil tales que se anulan en Ap(A) + F.

Proposicion 1.3.2. Para A € Dy se tiene que dimQr(A) = i(A), como un espacio vectorial

sobre el campo F.

Demostracion. El espacio Qr(A) es isomorfo al espacio de las formas lineales de
Ar/(Ar(A) + F). Por otro lado, Ar/(Ar(A) + F) es un espacio de dimension finita i(A).

Utilizando el teorema 1.3.2 obtenemos la igualdad deseada. O
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Observacidon 1.3.3. Se hacen las siguientes observaciones acerca de Qp:

= El conjunto Qf tiene estructura de espacio vectorial sobre K y sobre F, de hecho,
visto como un F— espacio vectorial es de dimension 1. La operacion escalar para
dar la estructura de F—espacio vectorial es la siguiente: para un elemento x € F

y un w € Qp definimos, xw : Ar — K mediante (xw)(@) := w(xa).

» Sea M(w) := {ADr | w se anula en Ar(A)+ F}. Si 0 # w entonces existe un unico
divisor W € M(w) tal que A < W para cualquier A € M(w). Como el divisor W es

unico, este resultado vincula a cada diferencial un divisor.

Definicion 1.3.5. (a) Denotamos por (w) al divisor asociado a un diferencial de Weil,
esto es si w es un diferencial de Weil, w # 0 y w queda determinado por las

siguientes condiciones:
(i) w se anula en Ar((w) + F);
(ii) si w se anula en Ar(A) + F, entonces A < (w).

(b) Para 0 # w € Qr y P € Pg, definimos vp(w) := vp((w))

(¢c) Un lugar P es un cero (resp. polo) si vp(w) > 0 (vp(w) < 0). Decimos también que

w es regular en P si vp(w) > 0 y w es regular si es regular en todo P € Pg.

(d) Un divisor W es un divisor canonico de F si W = (w) para algiin w € Qp.
Observacion 1.3.4. De la definicion anterior se sigue que:
» QrA)={weQr|lw=00(w)=A}y
n Qr(0) ={w e Qp | w es regular }.
Ademas, de la proposicion 1.3.2 y de la definicion de indice de especialidad:

dim Qp(0) = g.
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Proposicion 1.3.3. (@) Para0 # xe€ F y 0 # w € Qf se tiene que (xw) = (x) + (w).

(b) Cualesquiera dos divisores canonicos del campo F/K son equivalentes.

Demostracion. Si w se anula en el conjunto Ar(A) + F, entonces xw se anula en
Ar(A + (x)) + F por lo que:
(w) + (%) < (xw). 1.3)

Ademds, (xw) + (x™)) < (x 'xw) = (w). Utilizando 1.3, obtenemos:
(W) + (1) < (Gw) < =(x7) + (W) = (W) + (),

por lo que queda demostrado el inciso (a). El inciso (b) se sigue como consecuencia de

la observacion 1.3.3 y del inciso (a). m|

Teorema 1.3.3. Sea A € Dr y W = (w) un divisor canonico de F/K. Entonces el mapeo:

L(W-A) — Qp(A),
u:
X — Xo.

es un isomorfismo de K—espacios vectoriales. Ademds, se tiene que:

i(A) = dim(W - A).

Demostracion. Para x € L(L — W), se tiene (xw) = (x) + (w) = —-(W -A)+ W = A,
entonces xw € Qr(A), ast u mapea L(W — A) en Qp(A). Claramente, el mapeo es lineal

e inyectivo. Consideremos w; € Qp(A), utilizando 1.3.3, w; = xw con x € F, entonces:
)+ W=+ (w)+ (xw) = (w) = A,

por lo que, (x) > —(W — A), entonces x € L(W — A) y w; = u(x). Asi, el mapeo es

suprayectivo y se ha probado que dim QrA = dim(W — A), como dimQr(A) = i(a), por lo

que i(A) = dim(W — A). O



Teorema de Riemann-Roch 22

Observacion 1.3.5. A continuacion se presenta el Teorema de Riemann-Roch. Este
resultado es uno de los mds importantes dentro de la teoria de campos algebraicos
de funciones y junto con sus consecuencias serdan de gran utilidad en la teorfa de
codigos geométricos. Su demostracion es inmediata a partir de la definicion de indice

de especialidad y del teorema 1.3.3.

Teorema 1.3.4. (Teorema de Riemann-Roch). Sea W un divisor canonico de F/K, en-

tonces para cualquier A € Dr se cumple que:
dim(A) = grado(A) +1 - g + dim(W — A) 1.4)
Corolario 1.3.2. Para un divisor canonico W, se tiene que:

gradoW)=2¢g-2 'y dimW=g.

Demostracion. Para A = 0, L(A) = K y utilizando el Teorema de Riemann-Roch:
1 =dim 0 = grado(0) + 1 — g + dim(W — 0).
por lo que dim W = g. Si hacemos A = W, tendremos:
g =dim W = grado(W) +1— g +dim(W — W) = grado(W) +2 — g,
entonces, grado(W) = 2g — 2. O

Observacion 1.3.6. El Teorema de Riemann (teorema 1.3.1) nos indicaba que existe
una constante ¢ tal que i(A) = 0 siempre y cuando grado(A) > c. El siguiente teorema,

nos da mds informacion acerca de como escoger dicha constante.

Teorema 1.3.5. Si A es un divisor tal que grado(A) > 2g — 1 entonces
dimA=degA+1-g.

Demostracion. Tenemos que dim A = grado(A) +1— g + dim(W — A), donde W es un

divisor canénico. Como grado(A) > 2g—1y grado(W) = 2g-2, entonces grado(W-A) < 0
lo que implica que dim(W — A) = 0. |
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Definicion 1.3.6. Sea P € Pr. Decimos que un entero n > 0 es un orden polar en P si

existe x € F tal que (x)., = nP. En caso contrario diremos que n es un salto en P.

Observacion 1.3.7. En relacion a la definicion anterior, enunciamos:

= Un entero n es orden polar si y solo si dim(nP) > dim(n — 1)P.

= Denotaremos como Sp al conjunto {n € Z | n es orden polar en P}y como Gp al

conjunto de numeros enteros que son saltos en P, es decir Gp = N — S p.

= Sp es un semigrupo de N. Verificamos la afirmacion: si n; y ny en Sp entonces
para cada uno de estos elementos existen x;, xo € F, respectivamente, tales que:
(X)eo = mP y (x)oo = noP. Por las propiedades de una valoracion discreta, se tiene

que (X1X2)e = (ny + n9)P, por lo que (n; + ny) € Sp.

= En el siguiente teorema encontramos una forma directa de calcular el género de

un campo algebraico de funciones a través de este concepto.

Teorema 1.3.6. (Teorema de Saltos de Weierstrass) Si F/K es un campo algebraico de

funciones de género g y P € Pr, entonces |Gp| = g. Ademas, si g > 0 entonces 1 € Gp.

Demostracion. Consideramos la siguiente cadena de espacios:
K=LO)cLP)CL2P)C...C L((2g-1DP) c, L(2gP)

y consideramos que dim((2g—1)P) = 2g—1+1—g = g, es decir, sélo en (2g—1)—g espacios

en la cadena se ha aumentado la dimension y sabemos que este aumento se da de uno

en uno, por lo que en el resto de los lugares de la cadena debe haber (2¢—-1)—g—-1=¢g

saltos en dimension.

Por otro lado, si suponemos que N = Sp, es decir, que no se tiene ningin salto de
Weirstrass, esto implica que |Gp| = 0 < g Vg, lo que contradice el parrafo anterior, por

lo tanto, al menos 1 € Gp. O
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1.4. Componentes Locales de los diferenciales de Weil

Definicion 1.4.1. Sea P € Pr. Consideramos el mapeo

Lp . F —>ﬂF

X

tal que ap = x y ag = 0 para Q € Pr — P, i.e. 1p(x) serd el adele cuya componente P
es x y todas las demds componentes son iguales a cero. Para w un diferencial de Weil,

definimos su componente local mediante el mapeo K—-lineal: wp : F — K con
wp(x) 1= w(tp(x)).

Observacion 1.4.1. Si w € Qp y a = (ap) € A entonces wp(ap) = 0 para casi todo lo

P, excepto para un niumero finito de lugares. Esto lo podemos concluir de lo siguiente:

Supongamos que w # 0y sea W := (w) su divisor candnico. existe un conjunto
finito S € Pr tal que v,(W) =0y vp(ap) > 0 para todo P ¢ S. Haciendo el adele
B :=(Bp) tal que Bp = ap st P ¢ S y Bp =0 si P €S entonces tenemos que

B € Ap(W) por lo tanto w(B) = 0. Por otro lado:
a=p+ Z tp(ap)

PeS
por lo tanto,

w(a) = Z wp(a,).

PeS

Si P¢S, tp(ap) € Ap(W), entonces w(ap) = 0. Ast, se tiene que

w(a) = Z wp(ap).

PePr

Proposicion 1.4.1. Sea w # 0 un diferencial de Weil de F/K y P € P, entonces:

@) vp(w) = max{r € Z | wp(x) = 0 para toda x € F convp(x) > —r },

(b) Si w,w € Qr y wp = w), para algin P € Pp, entonces w = w'.
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Demostracion. Sabemos que vp(w) = vp(W). Sea s := vp(w), si x € F es tal que
vp(x) = —s tenemos que tp(x) € Ap(W), por lo que wp(x) = wp(tp(x)) = 0. Por otro lado,
si suponemos que wp(x) = 0 para toda x € F con vp > —s — 1. Sea a = (@g)oep, €
Ar(W + P) por lo que:

@ = (@ — tp(ap)) + tp(ap)

donde a — tp(ap) € Ar(W) y vp(ap) > —s — 1, por lo tanto,
w(a@) = w(a — tp = (ap)) + wp(ap) = 0,
es decir, el diferencial w se anula en Ar(W + P) lo cual contradice la definicion de W.

Con lo anterior, tenemos que vp(w) queda caracterizada como:
vp(w) = max{r € Z | wp(x) = 0 para toda x € F convpe(x) > —r },
en particular, si o’ € Qr es otro diferencial de Weil con w), = wp en algin lugar

P, entonces (w' — w)p = 0 entonces w’ = w. Esto nos indica que un diferencial w

queda determinado por cualquiera de sus componentes locales. w(a) = Z wp(ap). En
PePr

particular, Z wp(l) = 0.

PePp
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1.5. Extensiones algebraicas de F/K y el Criterio de

Eisenstein

Definicion 1.5.1. Sea F’/K’ un campo de funciones.

(i) Decimos que F'/K’ es extension algebraica de F/K si F’ > F es a su vez una

extension algebraicay K’ > K.

(ii) Llamaremos a F'/K’ una extension de constantes sobre F/K si

F'=FK ={z-alz€F, a€K}.
(iii) La extension F'/K’ O F/K se dice finita si [F’ : F] < oo.
Observacion 1.5.1. Si F’/K’ es una extension algebraica de F/K entonces:
(@) K’'/K es algebraica, K' N F = K.
(b) F’/K’ es extension finita de F/K siy sélo si [K' : K] < co.

(c) Sea F; = FK’ entonces Fi/K’ es una extension de constantes de F/K y F'/K’ es

una extension finita sobre Fi/K.

Definicion 1.5.2. Sea F’'/K’ una extension de F/K. Decimos que el lugar P’ € Pp esta

sobre P € P si P C P’. Diremos que P’ es extension de P y escribimos P’|P.

Proposicion 1.5.1. Sea F’/K’ una extension de F/K. Sean P’ € Pr., P € Pr con Op,
Op, vp y vp los anillos y las valoraciones correspondientes. Entonces, las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(1) PP
(2) Op C Op.

(3) Existe e € Z con e > 1tal que vp/(x) = evp(x) Vx € F.
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1)

(2)

3)

& (2) Supongamos que P’|P pero Op € O). Esto quiere decir que existe un
elemento u € F tal que vp(u) > 0 pero vp(u) < 0. Por otro lado, P C P’, si
vp(z) > 0 entonces vp(z) > 0, por lo que vp(u) = 0. Sea t € F tal que vp(t) =1,
entonces t € P por lo que t € P’y sea r:=vp(t) > 0, entonces:

vp(u't) rvp(u) + vpt =1

vp(u't) = rvp(u)+vpt<-r+r=90
pues u no pertenece a Op. Entonces u't € P pero u't ¢ P’ asi que se tiene una
contradiccion al hecho de que P C P’. Entonces Op C Op. Ahora supongamos
que Op C Op.. Si y € P entonces, y' ¢ Op por lo que y! ¢ Op, entonces

y=(y—-1)-1€ P’ por lo tanto, P C P’ por lo que P’ estd sobre P.

= (3) Sea u € F tal que vp(u) = 0 entonces u, u"! € Op.. Entonces, vp (1) = 0, sea
t un parametro local de P, es decir, vp(f) = 1. Sea e := vp/(f). Como t € P’ entonces
e>0, mds atin e >1. Sea x € F y sea r := vp(t) € Z, entonces vp(xt™") =0y

vp(x) = vp(xt™) +vp (1) = 0 + rvp(t) = evp(x).

= (2) Por otro lado, sea x un elemento en Op, esto implica que la valoracion
vp(x) > 0. Por hipdtesis existe un entero e > 0 tal que vp(x) = evp(x) > 0, es
decir, x € Op, por lo que si x € Op entonces x € Op ast, Op C Op.. Por lo
que mediante la tercera afirmacion se puede concluir la segunda y con esto la

proposicion queda demostrada. m|

Observacion 1.5.2. De la proposicion anterior tenemos como consecuencia que existe

una inmersion natural del campo residual Fp en el campo residual F, dada por

x(P) +— x(P’) para x € Op.

Con lo anterior establecemos que Fp puede ser considerado como subcampo de F7,.
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Definicion 1.5.3. Sea F'/K’ una extension de F/K con P’ € Pr. y P € Py tal que P|P’,

entonces:

(i) Al entero asociado a la igualdad vp/(x) = evp(x) de la proposicion anterior le llama-

remos indice de ramificacion de P’ sobre P y se le denotara como e(P’|P).

(ii) Diremos que P|P’ es ramificado si e(P'|P) > 1. Si e(P’'|P) = 1, diremos que P|P’ no

es ramificado.
(iii) Llamaremos grado relativo de P’|P a f(P’|P) := [Fp : Fp/].

Proposicion 1.5.2. Sea F’/K’ una extension de F/K. Entonces

(a) Paratodo P’ € Pp existe un unico lugar P € Py tal que P’'|P a saber que P = P'NF.

(b) Para P € P, P tiene al menos una extension P’ € P y por otro lado, solo puede
y

tener un numero finito de ellas.

Demostracion.

(a) Para la demostracion de esta proposicion es importante verificar que F N P" # 0,
esto es, verificar que existe un elemento z € F tal que vp > 0. Si se supone lo
contrario, es decir, que vp < 0 entonces existe una ecuacion tal que:

Cot" + Cpgt"™ + ..+ Cit + Cy = 0, (L5)
con C;e F, co #0yc, #0. La hipotesis dice que vp(Cp) =0 y:
vp(cit') = vp(c;) + ivp(t) > 0
para i = 1,...n lo cual contradice a la desigualdad estricta del tridngulo, as{
FNP # (. Para completar la demostracion de este inciso, tenemos que O = FNOp
es un anillo de valoracion de F/K con P := P’NF su lugar asociado. Por lo tanto

existe un unico lugar P € Pr tal que P’|P.
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(b) Sea PePr ysea xe F—K tal que P el tinico lugar cero de x, es decir vp(x) > 0.
Si P’|P tenemos que Vi(x) = e(P'|P)vp(x) > 0 lo que implica que el lugar P’ es
un cero de x en Pg. Por otro lado, si suponemos que vi(x) >0y Q=P NF el
lugar que estd por debajo de P’, ast, vo(x) > 0 lo que nos dice que Q es un cero
de x pero por nuestra eleccion x solo tiene un lugar cero, por lo que P = Q. Asi

llegamos la conclusion de que P’|P si y solamente si vp/(x) > 0. |

Observacion 1.5.3. Para cada lugar P € F tenemos que habrda un nimero finito de
extensiones P’ € Pp, la siguiente definicion nos permite extender el grupo de divisores

de F al grupo de divisores de F’.

Definicion 1.5.4. Sea F'/K’ una extension algebraica de F/K. Para P € Py definimos la
conorma de P como:

Conpp(P) := ) e(P|P)P".

PP’
Observacion 1.5.4. Observamos que la definicion anterior es para un lugar P, sin
embargo, se extiende de manera natural al grupo de divisores de F’: sea D € Dy tal

que D = Z n,P, entonces:
PePr

Conpp(D) = Conpyp () npP) = > Conpp:(P).
PePr PePr

Ademas, si x € F, el divisor principal de x en F’ sera:

@7 = D veP = > ) e(PIPVpx)P =
P’EPF/ PePr P'IP
= ) Conpyp(P) = Conpp( ) ve(x)P) = Conpyen(D),
PePr PePr

asi, la conorma induce un homomorfismo de los grupos de clases de divisores

COI’ZF‘F/ . Cy-' — C(,z'/.
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Lema 1.5.1. Sea K'/K una extension algebraica finita y x un elemento trascendente

sobre K, entonces:
[K'(x) : K(x)] < [K: K]

Demostracion. Si se supone que K’ : K(@) para alguna a € K’, entonces

[K'(x): K(x)] £ [K': K].
Si se toma un elemento ¢(7) € K(7) el polinomio minimal de @ y si se supone que
éste admite una descomposicion como producto de dos polinomios monicos g(7) y
h(7") entonces se tiene que g(a) = 0 6 h(a) = 0. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que g(a) = 0. Ahora g(7) es un polinomio de la siguiente forma:

g T =T +Coy(X)T ™+ ...+ Co(x) (1.6)
con C; € K(x). Si multiplicamos por un denominador en comin G; € K[x] y evaluamos
en a el polinomio 1.6 tenemos que:

0 =G ()@ +Gra()(@) ™ + ... + Go(X). a.7)
Finalmente haciendo x = 0 en la ecuacion 1.7 obtenemos una combinacion lineal de
potencias de @ con un nimero de términos menor a ¢, pues grado(g) < grado(y), por
lo cual tenemos una contradiccion. Ast el polinomio ¢ es irreducible y esto asegura que

[K'(x) : K(x)] > [K’ : K]. O

Teorema 1.5.1. Sea F’/K’ una extension algebraica de F/K. Sea P € Pr y Py, ...P,, € P
todos los lugares sobre P. Sea e; = (P;|P)) y f; = (Pi|P), entonces:

m

> fiei=[F : F]

i=1

Demostracion. Sea x € F cuyo tunico cero es P. Sea r := vp(x) > 0, entonces,

Py, Po, ..., P, seran todos los ceros de x € Pr.. Por otro lado tenemos:
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[F': K] = [F': KWK (x) : K(X)] = (Z vp,(x)grado(P))[K" : K] =
i=1

m

= Y ewpWF;,  K'NIK : Kl =r ) elFp : FpllFp: K] =

i=1 i=1

= r-grado(P) Zm: e fi. (1.8)
Por otro lado: -
[F': K(x)] = [F': F][F : K(x)] = [F' : F]r- grado(P) 1.9)
y utilizando las igualdades (1.8) y (1.9) obtener};mos:
[F': F1= ) ef:
con lo que la demostraciéon queda termm::wla..i:1 m|

Corolario 1.5.1. Si F'/K es una extension finita de F/K y sea P € Pr, entonces:
@ |{P €Pr : P'|P}| < [F':Fl].
(b) Si P’ € Prr y P’|P entonces e(P’'|P) < [F' : Fly f(P'|P) < [F': F].
(c) Para cualquier A € Dy se tiene:

[F: F]

K :

grado(conpp(A)) = grado(A). (1.10)

Demostracion. Los incisos (a) y (b) se siguen de la siguiente desigualdad:

m< Y i< efi=[F : F]
i=1 i=1
pues e¢; > 1y [F ;,[ : Fp] > 1. Para demostrar el inciso (¢) tomamos un divisor primo
A = P € Pg. Se tiene:

grado(Conp/p(P))

grado(Z e(P'|P)-P) = Z e(P|P)grado(P) =  (L11)
PP PP
Z e(P'|P)[F)y: K'.

PP
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Utilizando 1.9 y sustituyendo en 1.11:

gradO(C0nF’|F(P)) = Z e(P’lP)[F;, : K’] = Z e(P’|P) [I(: K] =
PP P'|P LFp: K]
1
= — e(P'|\P)[F}, : Fp))[Fp: K] =
m.m;; ponrr
1
= — e(P'|P) - f(P'|P))grado(P) =
m.m;;
F': F
= [[K’ : K]] - grado(P)

O

Observacidon 1.5.5. Ahora se tienen las herramientas necesarias para presentar y de-
mostrar un criterio util para determinar la irreducibilidad de ciertos polinomios sobre

un campo de funciones.

Proposicion 1.5.3. (Criterio de Einsentein para la irreducibilidad de polinomios). Va-
mos a considerar un campo de funciones F/K y un polinomio

&) =a,T" + a, T" + ...+ aq
con coeficientes a; € F y también supondremos que existe al menos un P € Pr que

satisface al menos una de las siguientes condiciones:

(1) Vp(a,) =0, Vp(a;) = Vplap) 20Vi=1,...n—1y mcd(n, Vp(ay)) = 1.

2) Vpla,) =0, Vp(a;)) 20Vi=1,...n—1, Vp(ayg) < Oy mcd(n, Vp(ay)) = 1.

Entonces podremos decir que ¢(T) es un polinomio irreducible sobre F. Si se tiene
F’ = F(y) donde ¢(y) = 0 entonces P tiene una unica extension P € Pr y e(P'|P) =ny
f(P'|P)=1.
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Demostracion. Sea F = F(y) una extension de campo tal que ¢(y) = 0. Sabemos que

’

el grado de la extension [F’ : F] estard acotado superiormente por grado(g), es decir
[F" : F] < n donde la igualdad se cumplird si y solamente si el polinomio ¢(y) es un
irreducible en F[T]. Sea P’ un lugar de F’ extension de P. Como ¢(y)=0,
—ay = ag+ay + ...+ a1yl
Ahora, supongamos que se cumple la condiciéon (1). Como vp/(a,) = 0y vp(a;) > 0 para
todo i =1,...,n—1, podemos concluir que vp/(y) > 0. Como e = e(P’|P) tenemos:
vp(ag) = e-vplag) y vpl(ay') = evp(a) + ivp(y)
pero evp(a;) + ivp(y) > e - vp(ag) para i = 1,...,n — 1. Ademds, usando la desigualdad
estricta del tridngulo, obtendremos que:
n-vp(y) =e-vpay
. Considerando que el maximo comun divisor de n y vp(ag) es uno y por propiedades
de divisibilidad de niimeros enteros, concluimos que nle por lo que n < e. Por otro lado
n>[F': F] > e por lo que obtenemos:
n=e=[F :F]
de donde se sigue el resultado. LLa demostracion es similar si se supone que solamente

se cumple la condicion (2). m|
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1.6. Ejemplos de Campos Algebraicos de Funciones

El proposito de esta seccion es presentar dos ejemplos concretos de campos de funciones y
algunas de sus propiedades. Estos campos, los campos elipticos y los campos hermitianos,
serdn utilizados en la construccion de codigos geométricos del siguiente capitulo. De cada
uno de estos ejemplos, se presentardn algunas de sus propiedades. Las demostraciones de

éstas e informacion mas detallada se pueden encontrar en el capitulo 6 de [15].
1.6.1. Campos elipticos

Definicion 1.6.1. Un campo de funciones F/K es nombrado eliptico si su género g =1

y si existe un divisor A € Dr tal que grado(A) = 1.

Observacion 1.6.1. Sea F/K un campo eliptico, entonces

(@) Del Teorema de Riemann Roch tenemos que dimA = grado(A)+1—g, por lo que si
A es un divisor de grado 1 en F/K, entonces dimA =1 por lo que A es equivalente
a un divisor efectivo A; de grado 1, ast A; := P € Pr es un lugar de grado 1. De

esta manera, en un campo eliptico existe un lugar de grado 1.

(b) Si char(F) = 2 existen y, x € F tales que F = (x,y) y

y2+y = f(x) € K[x] con grado(f)=3,

YV 4+y=x+ con a,b, €K ya#0.

ax +
Ejemplo 1.6.1. Sea K := Fys donde a®* +a+1=0y F = K(x,y) con y* +y+x3+x+1=0

y sea P, el polo de x € Pgy.

» El criterio de Eisenstein nos indica que el polinomio T?> + T + (x* + x + 1) es un

polinomio irreducible sobre K|[x], asi [F : K(x)] = 2. Ademads, el mismo criterio nos
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dice que hay un unico lugar Q. que estd encima del lugar P, y que e(Qw|Px) = 2
por lo que f(QwlPsx) =1lo que implica Q. es un lugar de grado 1 en F asi:
VQm(x) =2- VPDO(X) = -2

ademas,

min{ Vo, ("), Vo) }
min{ 2- Vo (»), Vo) }
= 2-Vo O,
pero, y* +y = —(x* + x + 1) de donde Vy_ (y* +y) = Vo (x* + x + 1), asi:
Vo, O0F +y) = min{ Vo ,(x*), Vo (%), Vo, (1)}

min{ 3- Vo (x), Vo (x), Vo.(1) }

Vo .0 +)

3- Vo .(x) =3(-2)
asi, 2- Vo (y) = 3(=2) por lo tanto:

Vo.(y) = =3.
De lo anterior,
5 = 20«
y 0L = 30

» Del pdrrafo anterior, tenemos que las funciones de la forma x'y/ pertenecerdn al
espacio L(rQ.) siempre y cuando se cumpla:

0<2i+3j<r

s Sea Q € Pr\Q. de grado 1. Si aplicamos el mapeo de la definicion 1.1.4 (c) a las
funciones x y y en el lugar Q, obtendremos x; := x(Q), y1 := y(Q) € Fqs tales que:

yf+y:xf+x+1 (1.12)

es decir, los lugares de grado 1 quedaran determinados por los pares de elementos

(x1, 1) € F5, tales que 1.12 se cumpla.
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1.6.2. Campos hermitianos

Definicion 1.6.2. Un campo hermitiano de funciones (o simplemente «campo hermi-

tiano») sobre F 2 es un campo H = Fp2(x,y) en donde se cumple que y? +y = X7,

Ejemplo 1.6.2. Sean g = 23, K = Fys y F = Fys(x,y) donde y® +y = x°. Sea P, el divisor
de polos de x en Pz . Por el Criterio de Eisenstein el polinomio ¢(T) = T® + T + x” es

irreducible en Fq:(x)[T]. Ademas, P, tiene una unica extension Q. € Pr y:

e(QwlPs) = 8
de donde Q. es un lugar de grado 1 en F. Asi:
(0L = 0,00 = —8vp_(X)Qw = 80, (1.13)

asi Vo, (y* +y) = Vo (x) por lo que:
min{ Vo, (0%, Vo) } =2V (3) = -2-9,
por lo tanto Vo _(y) = -9y
Mo = 90 (1.14)

asi, De 1.13 y 1.14 obtenemos que 8 y 9 son ordenes polares de Q., en F. El subconjunto
So.. de enteros que son drdenes polares de Q., forma un semigrupo, el cual queda descrito
de la siguiente forma:

So.=1{s€Z|s=9r+8tconrt>0} 1.15)
El conjunto Gg,, de enteros positivos que no pertenecen a So_, es el conjunto:

Gy, = (1,2,3,4,5,6,7,10,11,12,13, 14, 15, 19, 20,
21,22, 23,28, 29, 30, 31, 37, 38, 39, 46, 47, 55}.
Si g es el género de F y usando el Teorema de Saltos de Weierstrass, tenemos que:
|Go.| =28 = g.

Notemos ademads que 2g —1 = 55.

Observacion 1.6.2. Un campo hermitiano H = Fp(x,y), se cumplen las siguientes
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propiedades:

(@) El género de H es g = qg(g —1)/2.

(b) H tiene ¢> + 1 lugares de grado 1 sobre F,2 de los cuales:
e Uno serd el polo comiin Q. de y,

» para cada a € F2 existen g elementos B € F2 tales que:
B+ p=at
y para cada uno de los pares (a,f) existe un unico lugar tal que P,z € Py

de grado uno con x(P,p) = a 'y Y(Pap) = .

(c) Para r > 0 los elementos x'y/ que cumplen con 0 <i, 0 < j<g-1yig+jlg+D) <r

forman una base de L(rQ..).



CAPITULO 2

Cobicos pE Gorra

El principal objetivo de este capitulo es presentar el algoritmo de Skorobogatov para la
decodificacion de codigos geométricos. Comenzaremos dando las nociones bdsicas de la
Teorfa de Codigos y dando una clasificacion de algunos tipos de codigos. Para mayor
referencia se puede consultar [6] y [7]. Después, se presentara una construccion de los
codigos geométricos y sus principales propiedades para terminar con un algoritmo de

decodificacion de éstos y dando explicitamente un ejemplo de éste.

2.1. Nociones basicas

Definicion 2.1.1. Un cddigo C sobre el campo F,, serd un subespacio vectorial de F.
Nos referimos a sus elementos como palabras del codigo. La longitud de C serd ny
su dimension serd la dimension de C como F,-espacio vectorial. Un Cédigo-[n, k], serd

un codigo de longitud n, dimension k definido sobre F,,.

38
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Observacion 2.1.1. En general, se puede definir un cédigo sobre cualquier conjunto
finito no vacto. En particular, cuando un coédigo C se define sobre F, y C es un

subespacio vectorial de F”, el codigo recibe el nombre de cédigo lineal.

Definicion 2.1.2. Sean a = (ay,...,a,) y b = (by,...,b,) elementos de IFZ. Definimos
d(a,b) := [{i;a; # bi}l.
como la distancia de Hamming. Para cada elemento a de F el peso de a serd el entero

d(a,0) := w(a).

Observacion 2.1.2. La distancia de Hamming es una métrica. En particular, hacemos
mencion que se cumplird la desigualdad del tridngulo, es decir, para a,b, ¢ € Fy:

d(a,c) < d(a,b)+db,c).

Definiciéon 2.1.3. (a) La distancia minima d(C) de un codigo C sera:

d(C) := min{d(a,b) | a,b € C y a # b}.
(b) A un codigo [n, k], con distancia minima d(C), lo denotaremos como [n, k,d],.

(c) El peso minimo w(C) de un codigo C sera:

w(C) := min{w(c) | c € C y ¢ # 0}.

Observacion 2.1.3. Como d(a,b) = d(a —b,0) = w(a—b) y C es un subespacio de Fy,
entonces la distancia minima es igual a:

d(C) :=min{iw(c) | 0 £ c € C}.

Definicion 2.1.4. Sea C un codigo [n,k],. Una matriz generadora de C es una matriz

de kxn, cuyos renglones son los elementos de una base de C como un F, espacio vectorial.

Definicion 2.1.5. Para dos elementos a = (ay,...a,), b = (by,...b,) € F!, definimos el

producto interior de a y b como:

n

<a,b>= Z a;b;.

i=1
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Definicion 2.1.6. Sea C un codigo lineal.

(i) El cddigo dual C*+ de C serd el codigo lineal:
Ct:={xeF,| <x,y>=0VyeC}

(ii) Si C = C* se dice que el codigo C es auto-dual.

(iii) A una matriz generadora H para el cédigo C*, la nombramos matriz de verifica-

cion para C.!

Observacién 2.1.4. Se hacen las siguientes observaciones acerca del cédigo C*+ y de

su matriz H:

(@) Se tiene que para todo cédigo lineal C, (CH)* =C

() Si H es la matriz de verificacion de C, entonces ¢ € C si y solo si H-c = 0. Esta
afirmacién le permite al receptor verificar si hubo errores de transmision: si el

producto H - ¢ es distinto de cero, entonces la palabra ¢ no pertenece al codigo.

(c) Si un codigo lineal C con parametros [n,k,d] tiene a G como matriz generadora
y G = (I|1X), donde I es la matriz identidad de k X k, entonces, la matriz (—=XT|I"),

con I’ la matriz identidad de n — k X n — k es una matriz de verificacion para C.

Observacion 2.1.5. Uno de los objetivos de la teorfa de codigos es poder construir
codigos cuya dimension y distancia minima sean muy grandes en comparacion con su
longitud por lo que se quiere establecer relaciones entre sus pardmetros. La siguiente
proposicion establece una cota superior para la dimension y la distancia minima de un
codigo C en términos de su longitud. Observemos que la cota no involucra a g. Por otro
lado el resultado establece una cota superior para la distancia minima de un codigo.

En general, se conocen pocas cotas inferiores para este parametro.

'Esta matriz también es conocida con el nombre de: matriz de verificacion de paridad.
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Proposicion 2.1.1. (Cota de Singleton). Para un [n, k,d]-codigo C, se tiene que

k+d<n+1 2.1

Demostracion. Sea W C I} un subepacio dado por:
W:={(a...,a,) €F, | a; =0 ¥i > d}.
Cualquier a € W tiene peso a lo mas d—1, por lo que WNC = 0. Ademads, dim W =d—-1

por lo que tenemos:

k+(d-1) = dimC +dimW
= dim(C + W) + dim(C N W)
= dim(C+ W) <n,
por lo tanto, k+d <n+ 1. m|

Observacion 2.1.6. Si un codigo cumple la igualdad en la ecuacion 2.1 se dird que es
un codigo de Distancia Maxima Separable (o MDS por sus siglas en inglés, Maximum
Distance Separable). Al niimero entero s(C) :=n—-k+1—d, lo llamaremos defecto de

Singleton.

r

Ejemplo 2.1.1. (Codigos de Reed Solomon) Consideraremos el campo F, con g = p
para p un numero primoy r € Z*, n = g — 1y B un elemento primitivo del grupo
multiplicativo F, = F,\{0}. Para un entero k tal que 1 < k < n consideramos el F-espacio
vectorial:

L= {f €F,IX] | grado(f) < k~1)

y el mapeo de evaluacion:

ev: L, — IFZ

o= B, fBs e FBM).
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Dado que un polinomio de grado menor a n tiene menos de n ceros, ker(ev) = {0} por lo

que sera un mapeo inyectivo. Definimos:

Cr:= {(f(ﬁ)’ f(ﬁz)’ ) f(Bn))lf € Lk}

ast, Cy resulta ser un cddigo lineal [n,k],. A este tipo de cddigos se les conoce como

cddigos de Reed Solomon. Seac € Cy,c # 0y seaZ = {i € {1,...,n—1}|f(B") = 0} entonces:
w(c) :=n—|Z|,

como ya lo habiamos mencionado, f no puede tener mds ceros que su grado, es decir:
|Z| > grado(F) > (k—1) por lo que w(c) > n— (k+1). Concluimos que Cy tiene parametros

[n,k,n—k+1],.
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2.2. Cddigos Geométricos

Para esta seccion, utilizaremos la siguiente notacion:

F/F, serd un campo de funciones algebraico de género g,
= {Py,...,P,} un conjunto de lugares (distintos dos a dos) de F/F, y grado 1,

= D:=P;+...+ P, un divisor de F/F,,

G un divisor de F/F, tal que soporte(G) N soporte(D) = 0.

Definiciéon 2.2.1. El Cédigo de Goppa Geométrico (o Cédigo Geométrico)? Cp(D,G)
asociado a los divisores D y G lo definimos como:

Cr(D,G) :={(x(Py), ..., x(Py) | x € LIG)} C F.

Observacién 2.2.1. Como soporte(G) N soporte(D) = 0, si x € L(G) entonces vp, > 0
parai=1,...,n, es decir, f estd bien definida en P;. Ademads, grado(P;) = 1 por lo que
el campo residual del lugar P; serd F,. Asl x(P;) € Fp, = F,. Vamos a considerar el
mapeo de evaluacion: evp : L(G) — F; dado por:

evp(x) := (x(Py), X(P2), ..., x(P,)) € F. 2.2)
Se tiene que el mapeo evp es lineal y C.(D,G) resulta la imagen de L(G) bajo este
mapeo. De esta forma se establece una analogia de estos codigos con los codigos de
Reed Solomon (ver ejemplo 2.1.1). Ademds, es posible ver a los cédigos de Reed Solomon

como un caso particular de los codigos geométricos, (ver [7]).

2En algunos textos, estos cédigos son nombrados cédigos AG(Algebraic Geometric Codes). También
se hace la aclaracion de que exite otro tipo de codigos llamados Codigos de Goppa 6 Cddigos Clasicos
de Goppa.
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Teorema 2.2.1. C (D, G) es un [n, k,d]-codigo donde:
k =dim G —dim (G — D), y d>n-grado G.

Demostracion. Consideremos el mapeo

& LIG) —  CD,G)
x = (x(Py),...,x(P,))
Primero veamos que ker(¢) = L(G — D): si x € ker(£) entonces x(P;)) =0 parai=1,...,n
por lo que Vp, > 0, es decir Vp, > 1. Como soporte(G) N soporte(D) = () entonces
xX)+G—-(P+...+P,) >0 por lo tanto x € L(G — D), asi ker(¢) € L(G — D). La
contencion contraria es inmediata pues si x € L(G — D) entonces Vp.(x) > 0. De esta

manera obtenemos que:
dimL(G) — dimL(G — D) = dimC (D, G) = k.

Como solo nos interesan codigos no triviales, podemos suponer que 0 # C2(D,G). Sea
s € L(G), st w(x) = d entonces hay d lugares P; tales que x(P;) # 0, consequentemente

tenemos n —d lugares con x(P;) = 0, sean P;, P , P; , dichos lugares. Tenemos que

igs e e+

Ve, (%), Ve, x),..., Ve, . (x)>0porloque x#0y
xe LG—=Py+Py,+...+P ).

Ast, 0 < grado(G — (P, + Pi, + ...+ P;,_,)) = grado(G — (n — d)) = grado(G) — n + d,

obteniendo la desigualdad d > grado(G) — n. |

Corolario 2.2.1. Sea G un divisor tal que grado(G) < n, entonces:

(@) El mapeo & : L(G) — Cr(D,G) es inyectivo.
(b) Cr(D,G) es un [n,k,d]-codigo, con:k+d>1+n-—g.

(c) Si2g—2 < grado(G) < n entonces k = grado(G) +1— g.
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(d) Si{x;,...,x:} es base de L(G), la matriz generadora de C (D, G) sera:
x(Py) xi(Pg) -+ xi(Pp)
M= )
X(P)  xi(P2) -+ xi(Py)
Demostracion.
(@) Del teorema (2.2.1) tenemos que k = dim G — dim (G — D). Por otro lado:

grado (G — D) grado(G) — grado(D)

grado(G —n) <0,
ast dim (G — D) = 0. Como L(G — D) = ker(¢) por lo que el mapeo & es inyectivo.

(b) Por el teorema de Riemann-Roch y el teorema 2.2.1 se llega a que:
k =dim G > grado(G) +1 - g,
por lo tanto:
k+d > grado(G)+1—-g+n— grado(G)

= k+d > 1+n-g.

Las afirmaciones (c) y (d) se siguen del teorema de Riemann-Roch y del teorema

221 O

Observacion 2.2.2. Si suponemos que grado(G) < n, por la Cota de Singleton (propo-

sicion 2.1.1) y el corolario 2.2.1 (b):

n+l-g<k+d<n+1. 2.3)

Definicion 2.2.2. Llamamos distancia de disefio del codigo C »(D, G) al niimero entero

d* := n - grado(G).
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Lema 2.2.1. Sea dim G > 0 y d* > 0. Entonces d* = d si y solo si existe un divisor D’

con 0 < D' <D, grado(D") = grado(D) y dim(G — D") > 0.

Demostracion. Si suponemos que d* = d, entonces existe un elemento x # 0 € L(G)

tal que cada palabra (x(Py),...,x(P,)) € Cz(D,G) tiene
k=n—-d=n-d" = grado(G)

entradas iguales a cero, sean x(P;) con j=1,...,grado(G) dichas entradas. Formamos
el divisor D’ = ngdo(G) P;,. Se tiene que 0 < D’ < D de donde, grado(D’) = grado(G) y
como x € L(G — D) entonces dim(G — D’) > 0.

Por otro lado, si D’ cumple las hipotesis escogemos un elemento y # 0 € L(G — D’), ast

la palabra correspondiente al elemento y serda (y(Py),...,y(P,)) cuyo peso es claramente

n— grado(G) = d* =d, por lo que d* =d. |

Observacion 2.2.3. Para definir el siguiente codigo, utilizaremos los Diferenciales de
Weil. Recordemos que para cada divisor A en Dr, Qr(A) es el espacio de los diferen-
ciales de Weil w tal que (w) > A. Este espacio es un espacio vectorial de dimension
finita sobre F, de dimension i(A). Para cada diferecial w y para cada lugar P en Pp,

wp : F — F, denota la componente local de w en P.

Definicion 2.2.3. Sea Gy D = Py +...+ P, dos divisores que cumplen las caracteristicas

enunciadas al principio de esta seccion. Definimos el codigo Co(D, G) como:
Ca(D,G) = (@p(D),...,wp,(D) | @ € Qp(G - D)).

Teorema 2.2.2. El codigo Co(D, G) es un codigo [n,k’,d"] donde k' = i(G — D) —i(G) y
d" > grado(G) — (2g — 2). Ademads,

(@) Si grado(D) > 2g — 2 se tiene que k' = i(G — D) > n+ g — 1 — grado(D).

(b) Si2g -2 < grado(G) < n entonces k' =n+ g—1- grado(G).
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Demostracion. Sea P € P tal que grado(P) = 1 y w un diferencial de Weil que
cumple vp(w) > —1. Queremos demostrar que wp(l) = 0 si y solo si vp(w) > 0. Primero

observamos que para cada entero r, se tiene que:
vp(w) > r & wp(x) = 0 para todo x € F' con v,(x) > -, 2.4)

ast, vp(w) > 0 implica wp(l) = 0. Por otro lado, si suponemos que wp(l) = 0. Sea x € F
con vp(x) > 0. Como grado(P) =1 entonces x =a+y con a € F, y vp(y) > 1. Asi,

wp(x) = wp(a) + wp(y) =a-wp+0=0.
Como vp(w) > -1y vp(y) > 1 entonces wp(y) = 0.

Consideramos el mapeo:

¢: Qp((G-D)) — C(D,G)

w — (wP1(1), ) an(l))’

por el lema 2.2.1 tenemos que ¢ es un mapeo suprabreyectivo con ker(¢) = Qr(G), ast,
k' = dim Qr((G — D)) — dim G. 2.5)

Sea ¢p(w) una palabra del codigo C,(D,G) con peso m, es decir, wp,.f(l) = 0 con

j=1,...,(n—m)y sea M el divisor formado por tales lugares:

(n—m)

M := Z P; (2.6)

i
J=1

Observamos que w € L(G — (D — M)). Como Qr(A) # 0 entonces grado(A) < 2g — 2 asi,
2g — 2 > grado(G) — m, por lo tanto la distancia minima d’ de Cz(D,G) cumple que:

d" > grado(G) — (2g — 2). Si grado(G) > 2g — 2 entonces i(G) = 0 y ademas,

k' =i(G - D)

dim (G- D) —grado((G-D))—-1+g

= dim (G—-D)+n+g—-1-grado(G),

con lo que queda demostrado el teorema. O
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Observacion 2.2.4. De la definicion de i(G) (1.3.2), obtenemos que:

i(G — D) - i(G) = dim(G — D) — dim(G) + grado(G). 2.7
Lema 2.2.2. Sea P € Pr con grado(P) = 1, w un diferencial de Weil con vp(w) > -1y
x € F con vp(x) =2 0, entonces wp(x) = x(P)wp(1).
Demostracion. Si escribimos x = a+y con a = x(P) € F, y vp(y) > 0, entonces, usando
las implicaciones del enunciado 2.4 tenemos que:

wp(x) = wp(y) = a- wp(l) + 0 = x(P) - wp(1),

obteniendo ast la igualdad deseada. m|

Teorema 2.2.3. Los codigos Cp(D,G) y Cq(D,G) son codigos duales uno del otro, es

decir:
C,(D,G)=Cqo(D,G)" .

Demostracion. Primero observamos que para P € Pg\{Pi, Ps,...,P,} tenemos que
vp(x) = —vp(w), pues x € G y w € Q(G — D), utilizando 2.4, tenemos que:
wp(x) = 0. (2.8)

Para demostrar la afirmacién vamos a probar Cq(D,G) C Cp(D,G)* y que los codigos
Cq(D,G), Cz(D,G)* tienen la misma dimension. Sea w € Qp(G — D) y sea s € L(G). Se

tiene que:

0= 0= ) wrx)

PEPF

= Z wp,(X) [usando 2.8 |
i=1

= > x(P) - wp,(1) [usando 2.2.2 ]
i=1

=< (wPl(l)’ R (")Pn(l))a (-x(Pl)a B} x(Pl)) >,
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Por lo que Cqo(D,G) € C.(D,G)*. Para demostrar que ambos codigos tienen la misma
dimension, debemos utilizar los teoremas 2.2.1 y 2.2.2 para justificar las siguientes
igualdades:
dimCq(D,G) = i(G - D) — i(G) =
= dim(G — D) — grado(G — D) — 1+ g — (dimG — grado(G) +1 - g)
= grado(D) + dim(G — D) — dimG
= n—(dimG - dim(G — D))

= n-—dimCy(D,G) = dimC(D,G)*,

por lo tanto dimCq(D, G) = dimC (D, G)*. O
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2.3. Cddigo Cq en términos de un C,

Lema 2.3.1. Existe un diferencial de Weil n tal que:
vp(m=-1y np(1)=(Q1) para i=1,...,n.

Demostracion. Sea w, un diferencial diferente de cero. Por el teorema de aproximacion
débil sabemos que existe un elemento z € F tal que vp(z) = —vp(wp) — 1 para i =
1,...,n. Haciendo w := zwy tenemos vp(w) = -1, por lo que a; := wp,(1) # 0. Por
otro lado, utilizando otra vez el teorema de aproximacion débil encontramos y € F tal
que vp(y —q;) > 0. Ast vp(y) = 0 y y(P;) = a;. Haciendo 1 := y'w se obtiene que
Ve, () = vp (@) = =1y np() = wp ) - wp (D) = a7 - a; = 1. o
Proposicion 2.3.1. Sea n un diferencial de Weil con vp(n) = -1, np,(1) = (1) para

i=1,...,n. Entonces:

Co(D,G)=Cy(D,H)  con  H:=D-G+(@).

Demostracion. Observamos que soporte(D + G — (7)) N soporte(D) # 0 pues vp,(n) = -1
para toda i = 1,...,n. Entonces Cp(D,D — G — (n)) estd bien definido. Por otro lado,
tenemos un isomorfismo
p: LO-G-@m) — Qp(G-D)
X — xn
por lo que, para x € L(D — G + (1)) entonces, (xn)p,(1) = np.(x) = x(P;) - np,(1) = x(P;), de
donde es inmediato que Cqo(D,G) = Cz(D,D — G + (n)). |
Observacion 2.3.1. Si suponemos que existe un diferencial de Weil n tal que
m=2G6-D y np(l)=(1) paratodo i=1,...,n entonces,
por la proposicién anterior, H =D -G+ (n) = D -G+ 2G — D = G eso quiere decir que
C,(D,G)r =Cz(D,H) = Cg(D,G), por lo que tenemos un codigo auto-dual.
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2.4. Ejemplo de un Cdodigo Geométrico

Al final de la primera parte de este trabajo dimos ejemplos concretos de campos de
funciones. Utilizaremos esos campos para dar la construccion de algunos cédigos. Em-

pezaremos por los codigos elipticos.

Definicion 2.4.1. Un Cédigo Eliptico serd el codigo geométrico construido a partir de

un campo eliptico.
Observacion 2.4.1. Utilizando que un campo eliptico tiene género 1 y el corolario
2.2.1, tenemos que k + d > n, por lo que obtenemos la siguiente relacion:

n<k+d<n+l1,

esdecir,n=k+d 0 n+l=%k+d.

Ejemplo 2.4.1. Utilizaremos el campo K := Fys con elementos {0,1, a,a?, a?, a?, o®, ab)

donde a® + a+1 =0y F := Fg(x,y) con y* +y + x> + x + 1 = 0. Este campo tiene 12

lugares de grado 1 los cuales etiquetamos de la siguiente forma:

P, | (a,0) | P; | (@3 )

Py | (@%,0) | Ps | (a% a?)
Ps | (@%0) | Py | (a®,a)
Pi| (@) | Py | (@%a®) |
Ps | (@%1) | Py | (@®,a°)
Pg | (@',1) | Py | (@% a®)

Si queremos construir un codigo C (D, G), primero debemos indicar cudl sera el divisor

D y cual serd el divisor G. En este caso proponemos:

D::ZP,- y G =4Q..

i=1
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El siguiente paso es obtener la base del espacio L(4Q.). En este caso dicha base es el
conjunto: {1, y, x, x*}. Este cddigo tiene dimension dim(G) — dim(G — D). Sabemos que
si grado(G — D) < 0 entonces dim(G — D) = 0. Para este ejemplo:

grado(G — D) = grado(G) — grado(D) =4 -12 < 0
porlo que k = dim(C p(D, G)) = 4. De las desigualdades indicadas en 2.1 de la observacion

2.2.2, tenemos que:
12=n+1-g<k+d<n+1=13.

es decir, d = 8 6 d = 9. Para saber la distancia de este codigo, utilizaremos el resultado
del lema 2.2.1. Formamos el siguiente divisor:
D’ ::P2+P3+P4+P8,

y observamos que es inmediato que se cumplen las condiciones:
grado(D) = grado(G) y 0<D <D. 2.9)

Queremos saber si dim(G — D’) > 0. Si f € L(G — D’) entonces (f) + 40 > D’. Por
la construccion del codigo, sabemos que soporte(D) N soporte(4Q.) = 0, en particular,
soporte(D") N soporte(4Q0) = 0 por lo que vp,(40.) = 0, as{

vp((f) +40x) = vp((f) 2 1,

es decir f(P;)) =0 coni=2,3,4,8. De esta manera, podemos proponer:
fi=y+ax®+a’x+1

pues cumple que f(P;) = 0 y ademas es combinacion lineal de elementos de la base de
L(40) de donde, vo_(f) > 4, asi que podemos decir que f € L(4Q« — D) por lo que
la dimension de este espacio es mayor a cero y se cumplirdn las condiciones necesarias
para que se cumpla que d = d* = n — dim(G) = 8. Asi el cddigo Cp(D,4Q.) tendra los

parametros: [12, 4, 8].
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Para construir la matriz H generadora del codigo, nombremos a los elementos de la base

de L(40.) de la siguiente forma:

1:f1’ y:fZ’

Buscamos funciones gi, 82, 83, 84 € L(40.,) tales que:

gi(P) =1, g(P) =0,
82(P1) =0, go(P2) =1,

g3(P) =0, g3(Py)=
g4(P) =0, ga(Py) =

por lo que deberemos resolver cuatro sistemas de ecuaciones. El primero sera:

0,
0,

g1(P3) =0,
82(P3) =0,
gs(P3) =1,
84(P3) =0,

x:fg’ x2:f4,

g1(Py) =0
g2(P4) =0
gs(P) =0
ga(Py) =1

afi(P1) + bf2(P1) + cf3(P1) + d fa(P1)
afi(Pg) + bfa(Ps) + ¢ fs(P2) + d fa(P2)
afi(Ps) + bfa(P3) + ¢ f3s(Ps) + d f4(Ps)
afi(Pa) + bf2(P4) + cf3(P4) + dfa(Pa)

1

0
0
0

Evaluando las funciones f; en los lugares P;, obtenemos el sistema:

a + +
a + +
a + +
a + b +

Resolviendo, obtenemos que a=1, b=1, ¢ = a* y d = a, por lo tanto:

g1=1+y+a*x+ax’

ca

ca’

cat

ca

+

da?
da*
da

da?

1

0
0
0
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De manera analoga obtenemos las funciones:

1+ atx + o?x%

82 =
g3 = l+ax+a*xs
81 = ).

De esta manera, la matriz generadora del codigo sera:

gi(P1) &(Pz) &(P3) ... gi(Pr)
H= :
8a(P1) 8a(P3) 8a(P3) ... ga(Pr)
evaluando, obtenemos:
1 00 1 1 a% @a 0 o 1 o

H =

0
0 01
0

Por lo que una matriz G equivalente a una matriz generadora del codigo Cq(D,40Q.),

serd

1 1.0 1.1000O0O0OO0ODO

1 0 1. 1.010O0O0O0O0DO0

& a & a 00100000

G-l @ a* > 00010000

0O aa a® @ 0 0 001 0 00

@ a o > 00 000100

1 aa a®* @ 0 0 0 000 10

@ a® a*> a® 00 000001

Es consecuencia inmediata del Teorema 2.2.2 que la dimension de este codigo serd 8.
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2.5. Decodificacion

En esta seccion se presentan los resultados necesarios para poder aplicar el Algoritmo
de Skorobogatov a la decodificacion de los codigos de Goppa. A lo largo de esta seccion,
C serd el codigo Cq(D,G) de la definicion 2.2.3 y los divisores D y G cumplen las

hipétesis de la seccion anterior.

Definicion 2.5.1. Sea w € F y f € L(G). Definimos el sindrome de w con respecto a

f como:

s, f) = D" wif (P)
i=1

Notacién: Para un conjunto R, RV :={6 | §: R — F, es un mapeo F, lineal}.

Definicion 2.5.2. Definimos el mapeo sindrome del codigo C como:
S: Fp — LG)
w o (f s s(w, ).
Observacion 2.5.1. Las siguientes observaciones son inmediatas de las definiciones
anteriores y seran ltiles para el capitulo.

(@) w e C siy solamente si s(w, f) = 0 para toda f € L(G).
b) S(w)=0siysolosiw=0.

() Si M := dim(G) y L(G) tiene por base al conjunto {yi,...,yy}, entonces S
tiene una matriz asociada tal que la entrada (m, j) estd dada por 7y,(P;) con
D = P+ ...+ P,. Esta matriz coincide con la matriz generadora del cédigo

C(D,G).

Observacion 2.5.2. Sea A € Dp. Si f e L(A)y he L(G - A), entonces fh e L(A).
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Definiciéon 2.5.3. Sea A € Dy con soporte(A) N soporte(G) = O . Definimos la funcion

localizadora de errores de la siguiente manera:
E,: L(A) — LG-4)

[ o= (e sw, fh).

Observacidon 2.5.3. Se hacen las siguientes observaciones acerca de la funcion E,,:

= Forma matricial de E,: supongamos que R := dim(A) y que {1, @y, ..., ag} forma
una base de L(A). De la misma manera, supongamos que 7 := dim(G — A) y
{B1, B2, ..., Br} es una base de L(G —A), entonces, la funcion E,, tiene asociada una

matriz cuya entrada (¢,r) esta dada por:

n

D wipia(P). (2.10)

i=1
= Si suponemos que w € F, es escrita como w = e +c con e ¢ C, ¢ € C, entonces
E, = E,. Esta afirmacion la podemos deducir de la siguiente manera: sea f € £(G)

y E.(f) = ¢, es decir, ¢ es un mapeo lineal tal que:
p: LG-A) —F,
h — s(w, fh),
pero s(w, fh) = s(e + ¢, fh) = s(e, fh) + s(c, fh) = s(e, fh), de donde podemos
concluir que E,, = E,.

Observacion 2.5.4. En nuestro contexto, vamos a suponer que una palabra ¢ € C
es transmitida pero ocurren errores de transmision produciendo que el receptor del
mensaje obtenga simplemente w € F{\C ast que, sin pérdida de generalidad, diremos

que w=c+e, donde e € PZ, pero no pertenece al codigo C.
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Lema 2.5.1. Sea A € Dy tal que soporte(A) N soporte(D) = O y sea w € I, tal que
w=c+econ{Qy,...,Q0} C soporte(D) el conjunto de lugares donde ocurrieron errores

(es decir, soporte(e) = {Qy, ..., Q,}) entonces L(A—Y'_, Q;) es un subespacio de ker(E,).

Demostracion. Si k € L(A - Y!_, 0)) entonces (k) + A > Y;_; O:. Por hipétesis se tiene
que soporte(A) N soporte(D) =0 y {Qy, ..., 0} C soporte(D) por lo tanto, vo,(A) = 0, de
manera que vg,((k) + A) = vy,(k) > 1 lo que implica que k(Q;) = 0.

Si E, (k) = 6, entonces ¢ estd definida como sigue:
0: L(G-A) — F,
h +— s(e, hk),

t t
pero s(e, hk) = Zeihk(P) = Ze,h(Qi)k(Qi) = 0 para toda &, por lo tanto & es la

i=1 i=1
funcion constante cero. Utilizando la observacion 2.5.3, E.(k) = E,.(k) = 6 = 0 por lo

tanto, k € ker(E,,). O

Lema 2.5.2. Si < dim(A) entonces L(A-Y!_, 0) #0.

Demostracion. Tenemos que dim(A) > grado(A) +1— g > t. Por otro lado:

t
dim(A — Z Q) > gradoA—t+1-g
=0

(grado(A) +1—-g)—t> 0,

\%

de donde se obtiene el resultado deseado. O

Observacion 2.5.5. Si A,G € Dy son tales que grado(G — A) > t + 2g — 2 entonces es
inmediato que se cumple que grado(G —A) >t + 2g — 1. Ademads, como ¢ > 0 entonces

grado(G — A) > 2g — 1 (teorema 1.3.5). Ast:

dim(G — A) = grado(G —A) +1—g.
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Lema 2.5.3. Si A € Dr con soporte(A) N soporte(D) = O y grado(G — A) >t +2g — 2
entonces ker(E,) = LA = Y!_, Q).

Demostracion. De la proposicion 2.5.1 tenemos que L(A — 3, Q;) < ker(E,,).

Demostraremos que L(A — ). Q;) > ker(E,). Si z € ker(E,,) entonces s(w,hz) = 0 para
toda h € L(G — A) pero s(w, hz) = s(e,hz) = 0 = Yi_, e;hz(Q)).

Definimos el mapeo F, lineal:
p: LG-A) — F,
h— (h(Q), ("(Q2), ..., (h(Q))).

El niicleo de este mapeo serd el espacio £(G — A — Y!_, 0)). Tenemos que:

grado(G — A) —t

t
grado(G — A — Z 0)
i=1
> t+2g-2-t¢
= 2¢-2,

por lo que grado(G — A — Y!_, Q) > 2g — 1. Utilizando el Teorema de Riemann-Roch:

t
grado(G-A- ) Q) +1-g
i=1

grado(G-A)—t+1-g.

dim(G — A — Z 0,)
i=1

Considerando que dim(Im ¢) = dim(G — A) — dim(ker(¢)) obtenemos que:
dim(Im ¢) = grado(G — A) +1—-g — (grado(G—A)—t+1—-g) =t
ast ¢ es suprayectiva, por lo que existe h; € L(G — A) tal que:
¢(h;) =(0,0,...,1,..,0) € F] (2.11)

donde la entrada con valor igual a 1 esta localizada en la entrada j-ésima.
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Utilizando esto, tenemos que :

t

D eihi(0)z(Q)

i=1

e;ihi(Q,)z(Q))
ejZ(Qj)

0 =s(w,hjz) = s(e, h;z)

como ¢; # 0, z(Q;) = 0, por lo tanto, Q; es un cero de z lo que implica que vg,(z) > 0

asi, z€ L(A - Y:_) por lo que ker(E,) < L(A-Y!_). m]

Definicion 2.5.4. Sea P = (P, Py, P3,...,P,) y Q = (Q1,0s,...,0) con Q; = P;, para

i =1,...,t. Definimos los mapeos:
» 7o : Fy — T, dado por mo(w) = (Wi, Wiy, - . ., W;,).
" Fﬁl — F, donde 1p(v); = v;sii=ijparai=1,...,1y1o(v); = 0 en otro caso.

Definicion 2.5.5. Definimos el mapeo S o como sigue:
Tt 4
So:F, — L(G)
t
v (g ) vig(O).
i=1

Observacidn 2.5.6. La matriz asociada al mapeo S, es la matriz asociada a S res-

tringida a los lugares Q.

Proposicion 2.5.1. Sea 0 # f € ker(E,). Supongamos que grado(G —A) >e+g—-2y
que g <e.Seaw=c+econceCye¢Ctalquet:=wle) <eyt < dm(A). Sea
Q:=(0y,...,0,) donde {Qy,...,Q,} = soporte(e) y esta contenido en el conjunto de ceros

de f, entonces: S o(x) = S (w) tiene solucion unica my(e).

Demostracion. Sabemos que si la entrada i del vector e es igual a cero, el resultado

de S(e) no se vera afectado si removemos la columna i de la matriz S. Eliminando de
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esta forma todas las columnas que no afectaran al resultado, obtendremos la matriz
S . Sabemos que w = ¢ + e de donde S(w) = S(c+e) =S(c)+S(e), pero S(c) = 0, ast
que S(w) = S(e). Asi, el sistema a resolver serd: So(X) = S(w) = S(e). Es inmediato
que x = mp(e) serd una solucion y para verificar su unicidad de la misma, supondremos
que existe un vector o € F; tal que es solucion al sistema, es decir: S (o) = S(w) con

o # e. Sea 1p(0) := 0. Tendremos que S(o;) = §(e), por lo que:
S(o)-S(e)=S(o;—-e) =0,
por lo que o; — e es una palabra del cédigo. Ast,
wt(oy—e) < t. (2.12)
Por otro lado, como t < e entonces  + (-2 + g) < e(—2 + g) de donde:
t+(-2+g) < e(-2+g) <grado(G—-A)

= t+(-2+g) < grado(G) — grado(A),

por lo que:
t < grado(G) — grado(A) — g + 2. (2.13)
Ademas, como t < dim(A) entonces:
t < grado(A)+1-g. (2.14)
De las ecuaciones 2.13 y 2.14 obtenemos:
2t < grado(G) — grado(A) — g+ 2 + grado(A) +1—g
= 2t < grado(G)—-2g+2

por lo que t < grado(G) —2g + 2 = d*, es decir, el valor ¢t debe estar por debajo de
la distancia del codigo. Ast, la desigualdad 2.12 es una contradiccion pues el peso de
una palabra del cédigo no puede ser menor a la distancia minima con lo que queda

demostrada la unicidad de la solucion.
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Teorema 2.5.1. Sea Cq(D, G) un coédigo de longitud n y distancia minima d* de disefio
igual a grado(G) — (2g — 2) definido en un campo de funciones F/K de género g. Si
e < (d*—1-g)/2, entonces, para cada divisor A de grado e + g con soporte disjunto al
soporte de G, el Algoritmo de Skorobogatov aplicado a A decodifica al codigo Cq(D,G)

hasta con e errores.

Demostracion. Sea w la palabra que queremos decodificar. Si e < (d*—1-g)/2 entonces
2e+3g—1> m por lo que si A € Dy es de grado e + g entonces grado(G—-A) =m—e—g;
ast grado(G — A) > e + 2g — 2. Por otro lado, se cumple que e < dim(A) por lo que el
lema 2.5.3 nos asegura que ker(E,) = L(A — Y\, Q). Ademds el teorema de Riemann
nos asegura que dimA — >!_, Q; > 1 por lo que L(A-Y_, Q) # {0}. La proposicién 2.5.1
indica que el mapeo So(x) = S(w) tendra solucion tnica mp(e) en donde w = ¢ + e por
lo que e = tp(mp(e)), con lo que c = w —e. O
Observacion 2.5.7. Antes de presentar el «Algoritmo de Skorobogatov» hacemos las

siguientes observaciones:

= Diremos que el «Algoritmo de Skorobogatov es aplicado a A» si utilizamos al

divisor A en la construccion de la matriz E,,.

= Una mejora al algoritmo consiste en aumentar el valor de e, es decir, hacer que
el algoritmo sea capaz de detectar y corregir un mayor niimero de errores. Para

este objetivo hay por lo menos dos posibles caminos:

(@) encontrar un divisor en A tal que dim(2(A)) sea diferente de cero y muy

cercana a g o,

(b) aplicar el algoritmo en paralelo, s veces, a un conjunto de divisores {Ay, ..., Ay}
tal que al menos para una i, i = 1,...,s, el algoritmo aplicado a A; logre de-

tectar y corregir a lo mds (d* — 1)/2 errores.
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Algoritmo de Skorobogatov

Sea C un cédigo Cqo(D, G), A € Dr con soporte disjunto a D y w la palabra a decodificar.

El algoritmo de Skorobogatov consiste en los siguientes pasos:

Calcular la matriz E,, y ker(E,,).

— si ker(E,)=0:

entonces la palabra tiene mds de e errores por lo cual la decodificacion falla.

— si ker(E,) # 0:
e escoger un elemento f # 0 € ker(E,,);
e identificar los lugares P; tales que f(P;) = 0;

e formar el sistema de ecuaciones S o(X) = S (w):
o si el sistema no tiene solucion unica:
(esto puede ser: tiene mds de una solucién 6 no tiene solucion) entonces
w tiene mds de e errores, por lo que la decodificacion falla.
o si el sistema tiene solucion tnica wy:
% si el peso de wg > e, entonces w tiene mds de e errores, por lo cual
la decodificacion falla.
* si el peso de wg < e, entonces la palabra w serd decodificada como

w —ig(wp).
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2.5.1. Ejemplos de Decodificacion

Ejemplo 2.5.1. Vamos a considerar el campo de funciones F := Fo(x,y) y K := Fos,
donde:

V+y+x2+x+1=0. 2.15)
Trabajaremos con el cddigo C(D,8Q.) con D := Z}Zl P; := P, donde los P; son lugares

de grado 1 de F (ver ejemplo 2.4.1).

Observamos que una base para el espacio £(8Q.) es el conjunto:

{1, x, X2, 18, X, v, XY, xzy}.

De forma andloga al ejemplo 2.4.1, queremos encontrar funciones g; € L(8Q.) tales que
parai,j=1,...,8 se cumpla:
0 si i+#],
gi(P)) =
1 si i=j

Resolviendo los sistemas de ecuaciones resultantes, encontramos que:

g = a*+ax+ P+t +y 4 Py + axly
gs = & +ax+x2+a5° + a8 +y+ atxy + XYy
g3 = @ +x++a' P+ +y+axy+atxy
gr = aSx+abx%+afx +y+Pxy +axly

g5 = a+x+3x +ax®+Pxt +y+atxy + oAy

g = a'+a’x+ X +a’ P +xt+y+axy+alxly

g1 = @ +ax+ax* +a°x® +abx?

gs = @ +a°x+ %+ +ax?

por lo que la matriz generadora del codigo Cp(D, 8Q.,) sera:
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1 0000O0O0O0a @& o o
01 000O0O0O0 a a 0 &
00100000 o o o o
o 000100O00GC@@<a 1 o
00001000 a a &
000O0O0T1O00O0 e a&® a a
0000O0O0OT1O0G@ 1 a 0
0000O0O0OO0OT1Ga 0 o 1

La matriz de paridad de C (D, 8Q.,) serd la matriz G:

@ a o @ @ @ a® a® 1 0 0 0
G- @ a o @ a > 1 0 01 00
@ 0 & 1 a® a o a® 0 0 1 0
at @ o ot o o 1 0001

que resulta, de acuerdo a la poposicion 2.3.1, ser la matriz generadora del codigo
CQ(D9 8Qc>o)
El algoritmo permite que el divisor A y G tengan soportes no disjuntos, por lo que lo

escogeremos A = 4Q.,. Un conjunto base para el espacio L(A) sera:
(1=, y=: Ay, x =1 A3, x* =1 Ay).

Sumando los renglones de la matriz G, obtendremos la palabra del codigo Cq(D, 8Q.):
v=(aab e’ ab1,1,1,1,1,1)

Supondremos que v fue transmitida pero el receptor recibio:
5 6 5 3 6 4
w=(,a,a,,a,a,a,1,1,11,0),
es decir, hubo tres errores de transmision. En este caso, 2g — 2 = 0 por lo que, haciendo

referencia al lema 2.5.3, grado(G — A) =4 > t.
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Para decodificar la palabra por medio del algoritmo de Skorobogatov, debemos calcular la

matriz E,,. De la observacion 2.5.3 sabemos que la matriz E,, sera de la siguiente forma:

w-4A4(D) w- (D) w-As4(D) w- A44(D)

w:- /11/14(D) w- /12/14(D) w- /13/14(D) w- /14/14(D)

pues en este caso L(A) = L(G — A). Asi, calculando cada entrada de la matriz E,, y

escalondndola, obtenemos:

@ 0 o & 1 00 O

0 a* & 1 010 1
E, = -

@ & @ «a 0 0 1 o

@ 1 a «a 000 O

de donde ker(Eyw) =< (0,1,a?,1) > por lo que si f € ker(Ey) entonces
f=a'0 + 12 + &® A3 + 11y) = &' (y + *x + xP),
coni€Z. Haciendo i =0, f =y + a*x + x* y evaluando f(P) obtenemos:
f(P) = (@°,0,a°,a% 1,0 0,1,0%1,a5% 0) (2.16)

por lo que ocurrieron a lo mas tres errores y estan localizados en las posiciones 2,7 y 12;

es decir, en los lugares Py, P; y Pro.

Para determinar el valor del error en cada entrada, utilizaremos la matriz asociada al

mapeo S ¢ dado en la definicion 2.5.5. En este caso Q = (Pg, P, Pyp):
So: Fg — L(80.)

3
v (g ) viglQ)),
i=1
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de manera que la matriz asociada sera:

1 1 1
> @ af
at o &
ab o ot

So =

a @ o
0 a af
0 ot &
0 1 ot

Debemos encontrar la solucion de
Sox) =Sw), (2.17)

donde S es el mapeo sindrome de w de la definicion 2.5.2. En este caso:
Sw) = (@, e, a’,a,a,0,a°1) 2.18)

por lo que formamos la matriz S’ y mediante operaciones elementales sobre sus renglones,

obtenemos una matriz equivalente:

1 1 1 & 1 00 1
@ o of b 010 &
at b o @ 0 01 1
o a® o ot «a 0000
a @ & «a 000 O
0 a o 0 000 O
0 ot @& af 0 00 O
0 1 o* 1 0 00 O
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asi, obtenemos que la solucion de 2.17 es

X =(1,a%1) con wit(xg)<3=e
por lo que w serd decodificada como w — 1y(xy) con

to(X%) = (0,1,0,0,0,0,2°,0,0,0,0,1)

de donde recuperaremos la palabra v:

Observacion 2.5.8. Existe la posibilidad de que f(P) (ver ecuacion 2.16) contenga ceros
en lugares donde no existen errores. A estos casos se les denomina «ceros falsos». Si
se sigue el proceso de decodificacion, el valor del error en esos lugares de falsos ceros

seran ceros, es decir, se notard que en esos lugares no hubo error.
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2.6. Algoritmo de Skorobogatov Mejorado

Esta seccion tiene como objetivo presentar una version mejorada del Algoritmo de
Decodificacion de Skorobogatov que permite la deteccion y correcion de un niimero mayor
de errores. La idea central de esta mejora es la ejecucion en paralelo del algoritmo de

Skorobogatov aplicado a un conjunto de divisores con ciertas caracteristicas.

Definicion 2.6.1. Sea Cr = Dr/Pr. Definimos los conjuntos:

(i) Dy :={D € Dr | grado(D) =k y D > 0}.

@ii) CY :={[A] € Cr | grado([A]) = 0}
A CY lo conocemos como el grupo de clases de divisores de grado cero.
Proposicion 2.6.1. Sea Dy € D; y sea Y : Dy — C(} dado por:

Yi(D) = [D — Dyl

Si suponemos que k > g, entonces Y es un mapeo suprayectivo.
Demostracion. Sea [M] € C‘}. Debemos mostrar que existe un divisor D € Dy tal que
[M] = [D — Dgy]. Como [M] € COF entonces grado(M) = 0, por lo que M + D, tiene grado
k, ast, el teorema de Rieman-Roch indica que dim L(M + Dy) > 1, por lo que existe

x € F tal que (x)+ M+ Dy > 0. Haciendo D := (x)+ M + Dy, obtenemos, D—Dy := (x)+ M,

lo que implica D — Dy ~ M, por lo que [M] = [D — Dy]. |
Definicion 2.6.2. Sea s € Z con s > 2. Definimos el mapeo ¥, como:
Yy, D — (ChED
(Dy, Do, ..., Ds) —  ([Dy — D2, ..., [Dy1 — Dg)).

Corolario 2.6.1. Sean k,I,s € Z tales que s > 2, k > g, | < g — 1. Si ] es suprayectivo

entonces debe existir alguna A € D] tal que y;(A) no estd en la imagen de ;.
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Proposicion 2.6.2. Sean G € Dy, s,m € Z tales que s > 2, grado(G) =my m > 4g — 1

d -1
en el caso de que m sea impar y m > 4g — 1 en el caso de que m sea par. Sea e = [TJ

. , , . . .
con d* =m—2g+ 2. Supongamos que :,b;_l o w;_z no es suprayectiva si m es impar o par,

respectivamente. Entonces existe A = (Ay, ..., Ay) en Dy, , tal que para Q = (Qy, ..., Q)
con Q; € {Py,...,P,}, existe al menos una i, 1 <i < s tal que el mapeo:
#(A;, Q) : LG -A) — F

h— (h(Q1), (h(Q2), - . ., (h(Q.))-

es suprayectivo.

Demostracion. Por hipétesis, el mapeo z//;ﬁ. no es suprayectivo para j = 1,2; por lo que

existe A = (A, Aq,...,A)) en D§+6(A) tal que no estd en la imagen de v,bz,_j.

Sea Q := (01,0-,...,0,) tal que Q; € {Py, ..., P,}. Hay dos casos, m impar o m par.
m—2g+1

(@) Si m es impar, ¢ = 5

pues d* = m — 2g + 2. Ademds, obtenemos que

m = 2e +2g —1 por lo que:

grado(G — A;) grado(G) — grado(A;)

= m-(e+9)
= 2e+2g-1-(e+9)

= e+g-1
Por otro lado, m > 4g —1 de donde m + (-2g +1) > 4g — 1+ (—2g + 1) asi,

m-—2g+12>2g,

m-2g+1 . -
por lo que e = — > g. Por el Teorema de Riemann- Roch y utilizando

quee+g—-1>2g-1,dm(G-A)=(+g-D+1-g=e.
Sabemos que dim(Im(¢)) = dim(L(G — A;)) — dim(ker(¢)) por lo que el mapeo

?(A;, Q) serd suprayectivo si y solomente si dim(ker(¢)) = O.
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%

(b) Si m es par se cumple que e = [

Calculando grado(G — A)):

5 J = (m — 2g)/2 , entonces m = 2e + 2g.

grado(G — A)) grado(G) — grado(A;)

= m—(e+g)
= 2e+2g—-(e+g)

= e+g.

-2
Como m > 4g — 2 entonces m—2g > 4g -2 —2g de donde e = n 7 & > g —1. Asi,

e+ g >2g—1y podemos utilizar el Teorema de Riemann-Roch para calcular la
dimension de L(G — A)):

dim(G — A;)) =grado(G-A)+1-g=e+g+1-g=e+1
Anadlogamente al caso anterior, el mapeo ¢(A;, Q) es suprayectivo en este caso si

y solamente si dim(ker(¢)) = 1.

Sabemos que ker(¢(A;, Q)) = £(G—A,—Z Q;). El grado del divisor A" = (G—Ai—z Q)
= =1
serd g — 1y g respectivamente. Utilizando la proposicion 1.3.2, tenemos que

i(A") = dim(Qp(A")),
calculando el indice de especialidad del divisor A’, tenemos:
i(A") =dim(A") — grado(A”) + g — 1 = dim(Qr(A")) (2.19)
por lo que dim(A’) = 0 si y solamente si dim(Qr(A") = 0.
Vamos a suponer que para toda i, 1 <i < j, el mapeo ¢(A;, Q) no es suprayectivo, esto
es dim(Qr(A”")) > 0. Sea 0 # w; € Qr(A;), por definicion si (w;) es el divisor asociado al
diferencial de Weil w; se tendra que (w;) = A’ (definicion 1.3.5), es decir:

(W) = (G =Ai= ) Q)

J=1
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por lo que E; := (w;)) — (G —A; — Z Q;) sera un divisor efectivo. Por el corolario 1.3.2
=1
sabemos que grado((w;)) = 2g — 2 por lo que grado(E;)) =2g-2—-(g—-1) =g—-1lenel

caso de que m sea impar y grado(E;) = 2g—-2—-(g) = g—2 en el caso de que m sea par.

Todos los divisores de las formas diferenciales son equivalentes en Cr. Si denotamos

por K a la clase candnica entonces
[Ei-Ajl=K-[G- ) Q]
=1

no depende de la eleccion de i por lo que [E; — E;,] = [A; — A;,] para toda ij, iz con
1<i,, iy <s, ast que si E = (Ey,...,E) entonces
Wi (E) = U3, (A)

para el caso j = 1 cuando m es par y j = 2 cuando m es impar. Esto es una contradiccion

N

al corolario 2.6.1 pues siempre podriamos encontrar A € Dg e

tal que ¥, (A) esté en la

imagen de (w;_j). Por lo tanto, el mapeo ¢(A;, Q) siempre es suprayectivo. O

Observacion 2.6.1. Diremos que el Algoritmo de Skorobogatov es aplicado a

A =(Ay,...,Ay) si es aplicado a cada una de los divisores A,.

Teorema 2.6.1. Sea C := Cq(D, G) un codigo geométrico de longitud n definido en un

campo de funciones F/K de género g. Sean m = grado(G) y d* = m —(2g — 2) la distancia
d—1
2

. ¢;_2 no es suprayectivo en el caso en el que m es par o0

de diserio del codigo. Si se cumple que 4g —2 <m, e = | ly

. wg_l no es suprayectivo en el caso en el que m es impar,

entonces existe A = (Ay,...,A;) (con grado(A;) = g + e y soporte(A;) N soporte(D) = 0
para todai = 1,...,s) tal que el Algoritmo de Skorobogatov aplicado a A decodifica el

cadigo C siempre y cuando el numero de errores por palabra no exceda e.
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Demostracion. La prueba de este teorema es bdsicamente la demostracion de la pro-
posicion anterior junto con el Algoritmo de Skorobogatov.

Escogemos A = (Ay,...,Ay) € D, tal que no se encuentre en la imagen de Yo n O Wy
en el caso de que el grado del divisor G sea par o impar respectivamente. L.a proposi-
cion anterior asegura que al menos un divisor A;, i = 1,...,s decodifica exitosamente
cada palabra del codigo C siempre y cuando no hayan ocurrido mas de e errores. Ade-

mds, utilizando la proposicion 2.5.1 si A;, A; decodifican con éxito la misma palabra, el

resultado debe ser el mismo pues por hipotesis e > g y grado(G — F) > e + g — 2. O

Observacion 2.6.2. Se hacen las siguientes observaciones acerca del Teorema 2.6.1:

(@) Estos resultados solo garantizan la existencia de un divisor capaz de decodificar
por medio del Algoritmo de Skorovogatov, sin embargo, no existen métodos expli-
citos para construirlo. Ademds, el resultado tampoco incluye cotas practicas para

la cantidad de divisores que debemos probar para una decodificacién exitosa.

(b) Un caso particular para acotar la cantidad de divisores que debemos usar es en
el caso de que los campos sean maximales. En [11] se demuestra que si g es el
género del campo, entonces los mapeos wffi Ly wfff , SON NO suprayectivos, esto
quiere decir que el algoritmo de Skorobogatov debera ser aplicado al menos a 2g

divisores. En la siguiente seccion se presenta un ejemplo acerca de este caso.
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2.6.1. Ejemplo del Algoritmo de Decodificacion Mejorado

Ejemplo 2.6.1. Trabajaremos con el campo hermitiano H/Fqs tal que y® +y = x°. Este

campo es de género 28 y tiene exactamente 513 lugares de grado 1 (ver ejemplo 1.6.2).
129
Sea C := Cq(D,1170.,), con el divisor D := Z P;y P; en el conjunto D’ parai=1,...129.

i=1
(cuadro 2.3). Todos estos lugares son de grado 1 por lo que grado(D) = 129.

La distacia de disefio de este codigo estd dada por:

d” grado(G) — (2g — 2)

117 - (54) = 63

por lo que el Algoritmo de Skorobogatov podra localizar y corregir hasta (d*—1-g)/2 =17
errores, sin embargo, de acuerdo al Teorema 2.6.1 existe un conjunto A = {Ay, Ag,..., Ay}
de s divisores tales que grado(A;) = e+gparai=1,...sy en el cual podemos encontrar al
menos un divisor A; para el cual el algoritmo de decodificacion permite detectar y corregir

hasta e = (d* —1)/2 = 31 errores.

Por otro lado, sabemos que H es un campo maximal, por lo que s esta acotada por 2g,
es decir, no necesitaremos mas de 56 divisores con grado 59 para decodificar con éxito
siempre y cuando hayan ocurrido a lo mds 31 errores en cada palabra. Los divisores
A; deben ser efectivos y tener soporte disjunto a D. El divisor mas fdcil de proponer es
entonces 590, sin embargo, necesitaremos 35 mds. Una manera de escogerlos es la
siguiente: sea D¢ := {B € P}{ | B¢ D'}. En este caso D # 0, de hecho, |D°| = 384 (Ver

cuadro 2.4). Proponemos usar los divisores de la forma:
A; =380, +B con BeD".

Claramente el grado de cada divisor de esta forma, tiene grado 59. Una manera de

calcular la base para cada uno de los espacios L(58Q., + B) se puede encontrar en [9].
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W= (@%.0,a7. 0™, %, o™ %, o o5 o2, o, .1, o,
o, a8 0¥, o, 0, a?. 0™,
a2, a5, 0%, a3, o8, o, o™, ot o,
a?,a%,1, 0", 0%, 02,0, 0,a%, o', a?, a®, a®, a8, 0%, %, 0?8, 0!, ", a™®,
a®, a,a,a??, 0, a8, %, 0!, a*, 2™, 0, %, a?,a?,0,0,0,2,0,1,1,1,1,1,1,0,
1,

,1,1,1,1,1,1110,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,0,0,1,0, 0, 0)

Cuadro 2.1: Palabra w.

Por ultimo, si decodificamos la palabra w (ver cuadro 2.2), utilizando los divisores des-
critos en el pdrrafo de arriba, es decir, variando B sobre todo el conjunto D¢, el algoritmo

no es exitoso para el siguiente conjunto de lugares:

Lugar Paso fallido

[, a"] | Sistema S, sin solucion

[a®, a®] | Sistema S, sin solucidn
[, a®] | Sistema S, sin solucion
[a®®, @] | Sistema S, sin solucion
[a®,a°] | f(P) no localiza errores

para todos los demds, se logra detectar y corregir 31 errores en las posiciones: 1, 3, 4,
6,9,10,11, 15, 16,17, 19, 20, 28, 30, 31, 32, 39, 40, 42, 62, 65, 78, 89, 91, 92, 93,
100, 120, 121, 122 y 125, obteniendo la palabra ¢ mostrada en el cuadro 2.2.

27 53
’a ,a 2

S

b b

@
2 %, % aB, @, o, a

b b
35’ a,44, a,61, 0’9, 0,58’ (1’52, 0,23’ a,17’ a/9
4

b b
2 33 .58 46 31

c= (&% a® a",0,a
w27 48
’a ,a b

6

12 A 18

BB 028 080 (31 057 036 035 1 079 05T 076 056 ()
o 27 2
a‘,a”, a®,
a a
a

Q R
oo
(9]
p—
[N}
p—
=
=
)
N
=
Q R
w
w
[op)
S o
[N}

41 46 3 5 56 43 13 25
,a,a, v, a,a, T, T, ,a, ,
1

b
21 8 38 46 10 24 50 14 46 3 8 35
s, a7, @, 0™, a, a0, 0, a’,a®, a”, 0,1, 1,
1 1

, 1
’1’1’ ,1’ ’1’ ,I’O’O’O,O’O?O’O’O’0307030?0’0707030,030)

S

—_

Cuadro 2.2: Palabra c.
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D' = {[0,01][0,1],[0,2>],[0,a"],[0,a°],[0, "], [0, "], [0, "],

[1, ™, [1, @], [1, @], [1,&*], [1, @], [1,@%], [1, "], [1, @®],

[, ], o, @], [@, @], [@, a®], [, "], [@, ™], [@, @], [, @®],

[ 21] [a,56 a,42] [a/56 a,59] [a,56 a,31] [a,56 a,55] [a,56 a,62] [a,56 a,47] [0/56,61’61],
[e?, az] [@?,a®], [@?% a"], [0 @], [0 "], [@?, @¥], [@?, a™], [@?, o],

[CY4 CZZl] [a,49 (142] [a,49 CYSQ] [a49 aSl] [CZ49 CL’SS],[CZ49,062] [a49 CZ47],[CZ49,061],
[a”, al, [@”, @], [@” 0151] [@”,a®], [@”, @], [a”, a™], [a57 '], [@”, a®),

[ 20 ] [a,20 a,53] [a, 0,22] [Q,ZO a,46] [a,ZO a,‘32] [a,ZO a, ] [a,20 a,38]’[a,3’a,58],
[a3 a,25] [a, a, ] [CU Q’G] [a, a,19] [a3 a,48] [a,13 0/50] [a,13 a,22] [a,13 a,46]

[ 13 ] [013 0,12] [CY 0,38] [a,SO a,Sl] [a,50 0,5] [a,SO a,30] [0,50 CY7] [a,SO CL’S]
[053 57] [a,53 035] [a,53 034] [a,53 028] [058 a,2] [058 a,49]’[ , 16],[025,020],
[QZS ] [021 aZl] [021 042],[6121,059] [QZI aSl] [CYZl CYSS],[CZZI,CL’GZ],[CKZI,CZM],
[CUZI 61] [a,42 a,Zl] [a, , 2] [a,42 a,59] [a, a,SI] [a,42 (},’55] [a,42 CY62] [(},’42,61’47],
[(1/42 ] [Q’ a, ] [a, a,SS] [a, a,ll] [a/ 0,’53] [a,SO a,56] [a,SO a,40] [ (1’4],
[ 53 ] [a, 0,32] [a, a,23] [a,SO a,] [0,53 a,ZO] [(}’58 a/14] [Q’ (1’33] [a,58 0/39]
[0158 CZIO] [a,58 al7] [025 057] [QS8 Q,GO] [a,25 a,35] [CL’25 a,15] [025 034] [a,25 032]
[ 25 28]}

Cuadro 2.3: Conjunto D'.

D¢ = { [0’4, Q,ZO] [Q’4, a,4] [CL’4, a,35] [()’4, 0,15] [a,4’ a,34]

[a,4’ 0,32] [0,4, (1’28] [a,35 21] [a/35’ 0,42] [a,35 (1’59]
[0,35’ a31] [0,35 55] [a,35 a,62] [a,35, a,47] [035 061]
[al4 a21] [al4 a,42] [CZ 59] [al4 31] [CY14 a,55]
[a,14 a,62] [a, a, ] [a,14 a,61] [a,16 a ] [a16 a49]
[a,16 a,14] [a,16 a,16] [CZIG, a,17] [a,16 a,39] [a/ a,60]

[Q’ , 10] [(1’51,&2] [(1’51,0/49] [CL’ , 14] [a, ,Q 16]

[a,51 al7] [a,51 39] [a,51 a/60] [0,51 10] [0,40 03]
[a40: al?)] [a40 CZ43] [040’, 037] [a,40 CZ41] [Cl40 ,’024]
[a,40 44] [a, ’a, ] [0’54,0’3] [a, ’a, ] [(1’54 a,43]
[a,54 37] [(Y54, a,41] [Q54, a,24] [CL’54, a44] [a,54 29]
[a, 57] [a,ls’ a,ZO] [(}’18, (1/4] [0’18, (},’35] [CU 0,15]
[018 0,34] [a,18 32] [a,18 a,28] [a,59 a,58] [Q’ 25]
[0,59, 026] [a59 CL’6] [CZSQ a,19] [059 a48] [059’ a23]

Cuadro 2.4: Conjunto D°.
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..continta D°.

[QSQ, all]
[031’ CY48]
[CL’ZG, a,37]
[a,ﬁ’ a,53]
[a,G’ a,33]
[022’ Q,SO]
[046’ QSS]
[043, (1’56]
[a,43’ (1’8
[0,37, a,39]
[0,5, 037]
[a,SO’ a49]
[a,SO, a,lO]
[a,36’ a,30]
[0,45’ a,6]
[Q,IS’ a,56]
[QIS’ QS]
[(1’34, a,12]
[CL’17, (},’6]
[(1’39, a,ZO]
[a,39’ a,28]
[052’ a,48]
[a,IZ, a,37]
[a,41, a,53]
[(1’41, a,33]
[0,24’ 048]
[61/55, 61/46]
[QGZ, 053]
[(1’62, a,33]
[(1’19, CL’24]
[a,48’ a,46]
[060’ a,20]
[QGO’ QZS]
[a,IO’ a,48]
[a,32’ a,35]
[, «
[028’ a,61]

42]

[031, 058]
[QSI’ a,23]
[CYZG, a,41]
[a,6, Cl’22]
[@*, a]
[022’ CZ7]
[a46’ alS]
[Cl’43, a,51]
[a,37, (1’2]
[a,37’ 0,60]
[QS’ a,41]

[a®,
,a']
[a®,

[a,Sl

a,25]

(}’24]

[af, @]

[a®,
[a,22
[a46

b
[a®,

[37

o,
[a™,
[, a
[0,
[,
[ (Y36
[@®,
[a®,
[,
[,
, ]

[a,17

[a®,
[a™,
[a™,
[,
[a™,
[a®,
[a*,
[a™,
[@®,
[,
[,

[48

a®®,
[QGO
b
[alo
b
[,
, a4
[a®,
[a?,

[ a,32

a,56]

,a®]

34]
40]
49 ]

a
(01
o
a,lO]
24]
al6]
a,56]

,a®]

a,48]
a40]
053]
(1’33]
0,35]
025]
CZH]
a,24]
a,46]
a,25]
a,ll]
012]
046]
a,lS]
a,29]
0/12]
a,35]
025]
a,ll]

a,31]
a,53]

[0,31’ a,ZG]
[Q’ZG, Q’S]
[Q,ZG’ a,44]
[(1’6, aSZ]
[a,ZZ’ a,51]
[046, 057]
[046’ aSZ]
[(},’43, a,5]
[(1’37, a,14]
[@®, @]
[05, a44]
[QSO’ a17]
[G’SG, a,51]
[a,45’ 0,’58]
[a/45, a,23]
[CL’lS, (1’5]
[6134, 022]
[a,17, a,58]
[(1’17, a,23]
[0,39’ a,15]
[a,52’ 026]
[alz’ CL’3]
[0’12, a,44]
[a¥, @
[a,24, a,26]
[055, 050]
[CL’SS, CL’38]
[062’ 052]
[a,lg’ a,43]
[0,’48, a,50]
[a,48’ 0,38]
[Q’60, al5]
26]

52]

[alo, a
[(1’32, C857]
[a,32’ a,32]
[a,28’ a,55]
[027’ a,22]

[QSI, CZG]
[(1’26, (1’13]
[Q,ZG’ a,29]
[056, alQ]
[a/22, 040]
[0,46’ a,20]
[046’ 028]
[a,43’ a,SO]
[CL’37, a,16]
[0/5, a,13]
[0, a®],
[QSO’ QSQ]
[CY36, CY40]
[a®, «
[a,45, Q’H]
[a/15’ a,30]
[a/34’ a,46]
[a,17’ CZZS]
[CZU, a,ll]
[a,39, a,34]
[CL’SZ, a,6]
[CL’lZ, a,lS]
[a,lz’ a,29]
[CL’41, a,lZ]
[0,24’ a,G]
[a,55’ a,53]
[a,55’ a,33]
[a,62’ a,lZ]
[a19, CL’37]
[a,48’ a,53]
[0’48, 0,33]
[a®0, a4
[alo’ 06]
[a,32’ a,20]
[Q’BZ, a,28]
[a,28’ 0,62]
[a,27, a46]

25]

60
b

[CYSl, 019]
[Q26, Q43]
50]

38]

[af, a
[@®, a
[Q,ZZ’ a,5]
[046’ a,4]
[043’ CZ]
[CZ43, (l’7]
[a,37, a,17]
[a,5’ a,43]
[0,30’ a,Z]
[QSO’ QGO]
[G’SG, a,5]
[(1’45, 0{26]
[a”, a]
[015’ a,7]
[034’ a,52]
[(1’17, a,26]
[, a
[@®, «
[a,52’ a,19]
[0,12’ a,43]
[0’41, a,50]
[a,41’ a,38]
[a,24’ a,19]
[CL’SS, a,22]
[CL’GZ, a,50]
[062’ a,38]
[a,19, 41]
[Q’48, 22]
[a
[a
[@”, @
[G’SZ, a,4]
[(}’28, a,21]
[0,28’ a,47]
[a,27’ a,52]

15
)

57]
32]

a

(0%
60, 0157]

60’ a,32]
10 19]
b
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...Continua D¢

[0,27 012]
[09’ alG]
[Cl7, a,42]
[(1’7, a,61]
[Q,S, Q’SO]
3 a,16]
[Qll, a,ZO]
[CYH, a,28]
[a,47 24]
[a,Gl 37]
[a*, a®]

[ CY44 a,lO]

30]

[*

[®,
[38 6]

[ &33 a,13]

[027 38]
[@®, "]
[a, @™
[@®, @]
[@®, ']
[a,23 17]
[Qll, 04]
[a,47, (1’3]
[a,47 44]
[ a,61 a,41]
[@*
[0’29, CL’]
[029’ C¥7]
[ a,38 ng]
[ a,33 a,43]

14]

7 a,33]
39]

[@*

[@®, @
[61’7, a,Sl]
[a,8 a,56]
[@®, @®]
[0,23 a,39]
[Clll, a35]
[a,47 a,lS]
[ C¥47 a29]
[@®, ™
[0,44 016]
[029’ a,56]
[a29 QS]
[ 38 48]

a,a

[0,33, a,37]

[a”, o?]
[QQ CZGO]

[a’, @]

[a®, ']
[a,23, CL’Z]
[a,23’ 060]

[a,ll alS]

[a,47 a,43]
[ 61 3]

[a®, o]

[a,44 a,17]
[029 a,51]
2
[CYSS 058]
3 2
[, a*]

[ &33 a,41 ]

[a,9, 049]
[09’ CZIO]
[a,7, a,62]
[0,’8, a,40]
[CL’ZB, a,49]
[0,23 10]

[CZH a,34]
37]

[?,
[ a,61 a13]

[ CUGI a,29]

[a,44 a,39]

[029 a,40]
[@®, a®]
[a38 ]

[a®, a*]

[@°, a

14]
7 21]

[a, a

[, a

47]

[@®, @]

23 14]

[@*, @

[a”,

1 57]
1 32]

[a", a

47 41]

[ozoz

[a®

43]

[CL'44, CUZ]

[

44 60]

[a®, ]

[038
[ a33

[@?

, %]

, @]
3 a,44]}




CONCLUSIONES

Uno de los principales problemas de la teoria de codigos es el de encontrar, siguiendo
el teorema de Shannon [15], [7], codigos de longitud cada vez de mayor. Comparado
con otros codigos, por ejemplo, con los codigos de Reed Solomon [7], los codigos de
Goppa presentan la ventaja de que su longitud no depende exclusivamente del tamafno
del alfabeto (campo base) sino de los lugares de grado uno que el campo algebraico que

utilizamos para construir el codigo pueda tener.

El algoritmo de Skorobogatov resulta ser un buen método para decodificar codigos
geométricos pues su implementacion es, como lo hemos visto en este trabajo, posible
si se obtienen las bases de los espacios adecuados. Una vez resuelto el problema de
encontar dichas bases, la implementacion del algoritmo dependera de la ejecucion de
la aritmética del campo base. Ademas, el algoritmo tiene una version mejorada, la cual
es alin mds poderosa que la version normal considerando que nos permite mejorar la
capacidad de correccion del codigo siempre y cuando éste sea construido a partir de

un campo maximal.
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Un ejemplo de los codigos para los cuales el algoritmo de Skorobogatov es un método
viable de decodificacion, son los codigos hermitianos sobre F, donde g = 2°. Esta familia
de cddigos sirve particularmente por dos razones, se conoce una manera practica para
la construccion de bases de los espacios necesarios para la aplicacion del algoritmo y
son campos maximales, es decir, podemos utilizar la version mejorada del algoritmo de

decodificacion.

Preguntas abiertas

= El algoritmo mejorado usa como hipdtesis la no suprayectividad de las funciones
s s . -
Yoy ¥ Y,y sin embargo no se conocen condiciones para las cuales se cumpla

dicha condicion en campos de funciones en general.

= Para los casos en los que st se saben algunas condiciones para las cuales las
. s 2 . .. .

funciones wg_l Y ¥, 5 no son suprayectivas (el caso hermitiano, por ejemplo) no

se conocen explicitamente elementos en (C%)S‘1 que no pertenezcan a la imagen

de dichas funciones.

= Para el caso de curvas maximales, jEs posible acotar el nimero de divisores para

los cuales el algoritmo de Skorobogatov falle?
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LLISTA DE SIMBOLOS

C+  Cédigo dual 40

D Divisor 10

E, Funcion localizadora de errores 56
F/K Campo de funciones 1

S Sindrome del codigo C 55

[n,k,d], Parametros de un cédigo 39

a Adele 18

Dr  Conjunto de divisores 10
o Anillo de Valoracion 2
Pr Conjunto de lugares 4
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Pr Conjunto de divisores principa-

les 11

d(C) Distancia minima 39
d(a,b) Distancia de Hamming 39
g Género de F/K 17
i(A) Indice de espacialidad de A 18
s(w, f) Sindrome de w respecto a f 55
Vp Valoracion Discreta 6
C,(D,G) Cédigo de Goppa 43
Fp

Campo residual 6

H Matriz de Verificacion 40
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L(A)

Mapeo Sy 59

Conjunto de divisores efectivos de

grado k 68
Mapeo ¢ 59

Clase de divisores de grado ce-

ro 68

Espacio de Riemann-Roch del di-

visor A 12

o

d*

s(C)

Ar

Dr

Mapeo m 59

Distancia de diseito 45

Defecto de Singleton 41

Conjunto de adeles 18

Grupo de divisores 10

Diferenciales de Weil 19
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Indice de ramificacion, 28 Longitud, 38

Matriz de verificacion, 40
Adele, 18

o Matriz generadora, 39
Adele princial, 18

. . Peso minimo, 39
Anillo de valoracion, 2

] . . Codigo
Anillo de valoracion discreta, 2
Eliptico, 51

Codigo, 38 Campo de funciones
De Reed Solomon, 41 Eliptico, 34
Defecto de Singleton, 41 Género, 17
Dimension, 38 Hermitiano, 36
Distancia de Diseno, 45 Definicion, 1
Distancia de Hamming, 39 Extension algebraica, 26
Distancia minima, 39 Campo residual Fp, 6
Dual, 40 Conorma, 29

Goppa geométrico, 43

. Decodificacion
Lineal, 39

84



INDICE ALFABETICO

85

Algoritmo de Skorobogatov, 62

Funcion localizadora de errores, 56

Sindrome de w respecto a f, 33

Stndrome del cédigo C, 55

Diferencial de Weil, 19
Componentes Locales, 24
Divisor

Indice de espacialidad, 18

de ceros, 11

Canonico, 20

Clase de divisores de grado cero, 68

Conjunto de divisores efectivos de gra-
do k, 68

de polos, 11

Definicion, 10

Dimension, 15

Espacio L(A), 12

Grado, 10

Principal, 11

Soporte, 10

Lugar, 4
Grado de , 6
Cero de z, 6
Extensiones, 26
Grado relativo, 28

Orden Polar, 23

Polo de z, 6
Salto en P, 23

Parametro local, 4

Teorema
Débil de aproximacion, 8

Riemann - Roch, 22

Valoracion discreta, 5
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