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Resumen

En el presente trabajo se realizé un estudio tedrico de la interaccién Zr(*F)+ CH3CHj a nivel
CASSCF-MRMP2/Def2-TZVP en el que se aplicé un esquema de dos reacciones secuenciales
de radicales, con la finalidad de explicar la distribucién y multiplicidad de espin de los pro-
ductos detectados experimentalmente en condiciones de aislamiento matricial. El mecanismo
de reaccién planteado consiste en la formacion de las especies radicales ZrH- y CH3C' Hs- en
una primera etapa, y su posterior recombinacién como resultado de las condiciones de confina-
miento matricial en un proceso subsecuente. De esta manera, sobre la base de dicho enfoque,
se puede explicar tanto la distribucién de productos detectada a nivel experimental como la
multiplicidad de espin asignada a los mismos (con la particularidad de que la multiplicidad de
espin que exhiben algunos productos, difiere de la que presentan los reactivos que les dieron
origen), sin considerar cruces entre las superficies de energia potencial correspondientes a esta-
dos electronicos de distinta multiplicidad de espin.

Los resultados obtenidos del presente estudio son consistentes con las determinaciones ex-
perimentales en condiciones de aislamiento matricial, ya que las trayectorias de reaccion de
minima energia calculadas conducen a los productos detectados experimentalmente, el hidru-
ro ZrH — CHyCH3 con multiplicidad de espin triplete y el dihidruro metalociclopropano
ZrHy,—(CHs), que muestra multiplicidad singulete.

No se logré determinar alguna trayectoria de reaccion vinculada con el estado electronico
singulete asociado con el complejo trihidruro Zr H3—C H=C'H 5 informado a nivel experimental
en condiciones de aislamiento matricial. No obstante, la estabilidad de ZrH;—CH=CH(S)
queda confirmada toda vez que la energia obtenida para esta estructura se encuentra por debajo
de los reactivos en su estado fundamental.



Indice general

1. Introduccion 8
1.1. Método de aislamiento matricial para el estudio de especies quimicas inestables . 9
1.1.1. Co-condensacién de dos reactivos por el método de aislamiento matricial 11

1.2. Reaccién de atomos de Zr con CH3C H; en condiciones de aislamiento matricial 13

1.2.1. Objetivo . . . . . . . 14
2. Marco Teérico 15
2.1. Quimica Cudntica . . . . . . . . . .. 15
2.2. Mecéanica Cuantica Molecular . . . . . . . . . . . . .. ... ... ... 15
2.2.1. Postulados de la mecénica cuantica y consideraciones iniciales . . . . . . 16
Estados mecanocuanticos y observables . . . . . ... ... ... ... 16
Evolucién temporal de un estado cuantico . . . . .. ... ... ... .. 20
2.2.2. Construccion de Operadores Hamiltonianos . . . . . . . . .. .. ... .. 21
2.2.3. El Hamiltoniano Molecular . . . . . . . . ... ... ... ... ...... 24
La Aproximacion de Born-Oppenheimer . . . . . . .. . ... ... ... 24
2.2.4. Métodos Aproximados para Estados Estacionarios . . . . . . . . ... .. 27
El Principio de Variaciones . . . . . . . . . . .. ... ... ... ... 28
El Método Variacional Lineal . . . . . . .. .. ... ... ... ..... 30
Teoria de Perturbaciones Rayleigh-Schrodinger . . . . . . . . . . . .. .. 34
2.2.5. Sistemas Multielectrénicos . . . . . . ... oL 39
Antisimetria y Principio de Exclusiéon de Pauli . . . . . . . .. .. .. .. 39
Sistemas Multielectrénicos y Determinantes de Slater . . . . . . . .. .. 42
Acoplamiento de Momento Angular . . . . .. . . ... ... ... ... 47

2.2.6. Técnicas Computacionales para Sistemas Multielectrénicos usando Fun-
ciones de Configuracién de Estado . . . . . . . .. .. ... ... 53
Teoria de Hartree-Fock para Sistemas de Capa Cerrada . . . . . . . . .. 54
Teoria Hall-Roothaan CLOA-OM-SCF para sistemas de capa cerrada . . 61
Ecuaciones de Campo-Autoconsistente (SCF) . . .. .. ... ... ... 63
Deficiencias de la Teoria de Hartree-Fock . . . . . . . .. . .. ... ... 65
2.2.7. Mas alla de la Teoria de Hartree-Fock . . . . . . . .. ... .. ... ... 67
Correlacion Electrénica . . . . . . . . . . . ... 67
Interaccion de Configuracion . . . . . . . . .. ... 67
Teoria Multiconfiguracional SCF . . . . . . ... ... ... ... .... 71

4



INDICE GENERAL

Teoria de Perturbaciones Mgller-Plesset . . . . . . . . .. ... ... ... 73

Seleccion del Espacio de Configuraciones . . . . . . . .. . .. ... ... 76

Teoria de Perturbaciones Multirreferencial Mgller-Plesset (MRMP2) . . . 77

3. Hipdtesis 78

4. Metodologia 80

5. Resultados y discusién 81

5.1. Localizacién de puntos estacionarios en el sistema Zr + CH3CHz . . . . . . .. 81

5.2. Viabilidad de formaciéon de radicales . . . . . . .. ... 84

5.3. Recombinacion de radicales ZrH-y CH3sCHy- . . . . . . . . ... ... .. 89
5.4. Evolucién del estado electrénico asociado con la especie ZrH — CHyCH3(S) a

través de la trayectoria de reaccién singulete . . . . . . ... 92

5.5. Posible mecanismo de reaccién adicional en estado triplete a eteno . . . . . . .. 96

6. Conclusiones 98

6.1. Perspectivas . . . . . . . . . 99

A. Operadores 100

A.l. Operadqres Lineales . . . . . . . . 100

A.1.1. Algebra de Operadores Lineales . . . . . . .. .. ... ... ... .... 101

A.1.2. Operadores Hermitianos . . . . . . . . . . . ... .. ... ... ..... 103

B. Conjunto de Funciones de Base 104

B.1. Eleccién de Funciones Primitivas . . . . . . .. .. ... . 0oL 105

B.2. Procedimientos de Contraccion . . . . . . . . . . . ... 110



CApPiTULO 1

Introduccion

La activacién del enlace carbono-hidrogeno del etano por el &tomo de zirconio tiene relevancia
en el estudio y desarrollo de nuevos compuestos de este metal de transicién, mismos que pueden
ser empleados como catalizadores de olefinas a nivel industrial. Estos catalizadores pueden
ser altamente selectivos y eficaces.

Debido al alto potencial econémico y significacion ambiental de este tipo de procesos, las
reacciones en fase gaseosa de los atomos de metales de transicién con pequenias moléculas, re-
presentan sistemas modelo atractivos para investigar tanto experimental como tedricamente.[1]

Recientemente, se han estudiado las reacciones de atomos de metales de transicion obte-
nidos mediante ablacién laser con algunas moléculas pequenas, tales como el acetonitrilo, el
etano y moléculas de halometanos, mediante espectroscopia de infrarrojo en condiciones de
aislamiento matricial® a bajas temperaturas.[1-3] En general, los productos detectados prin-
cipalmente son los que resultan de la insercién del centro metéalico en un enlace carbono-carbono,
carbono-halégeno o carbono-hidrégeno, asi como carbenos y carbinos formados a partir de estos
productos de insercion. Es importante resaltar que en general, los productos detectados exhiben
una multiplicidad de espin diferente a la de los reactivos que les dieron origen. Cabe senalar
que los productos obtenidos en estas condiciones de confinamiento, usualmente son diferentes
de los detectados en experimentos en fase gaseosa y, en su caso, de los productos previstos por
calculos quimico-cudnticos para las interacciones simples.? Por ejemplo, los productos detecta-
dos por Soorkia et. al. para la interaccién Zr + C'H3F' en una expansion supersénica pueden
ser asociados con las especies radicales ZrF- y C'Hs:[4]. Por otra parte, para esta misma reac-
cién en condiciones de aislamiento matricial Cho y Andrews obtuvieron las especies insertadas
CH3Zr—F y CHy=ZrHF.[1]

Con la finalidad de analizar los factores que pueden determinar las diferentes distribu-
ciones de productos encontradas para este tipo de reacciones en fase gas y en aislamiento
matricial, asi como la diferente multiplicidad de espin que exhiben los productos con respec-
to a los reactivos, se ha llevado a cabo previamente el estudio tedrico de las interacciones
Ru+ CHy ,F,(n =1—4) y de las interacciones Zr + CH3F y Zr + CH3CN.[5] Los resul-

1La técnica de aislamiento matricial consiste en la dispersién de un material quimicamente reactivo en un
gran exceso de una sustancia inerte sélida (la matriz) a una temperatura lo suficientemente baja para retardar
o impedir la difusién de las moléculas reactivas. Mas adelante se discutird con detalle el método de aislamiento
matricial (seccién 1.1).

2Los calculos tedricos suelen realizarse sin modelar explicitamente el medio de confinamiento.



L1 METODO DE AISLAMIENTO MATRICIAL PARA EL ESTUDIO DE ESPECIES
QUIMICAS INESTABLES

tados que se desprenden de estos estudios han permitido plantear un modelo de dos reacciones
secuenciales que consiste en la formacion de especies radicales a partir de los reactivos en una
primera etapa, y su posterior recombinacién en una segunda etapa como consecuencia de las
condiciones de confinamiento. Dicho modelo, ha permitido explicar tanto la distribucién de
productos detectada a nivel experimental, como la diferente multiplicidad de espin que exhi-
ben los mismos respecto de los reactivos para estas interacciones en aislamiento matricial. La
ventaja de este esquema sobre otros modelos utilizados previamente para la descripcion de este
tipo de interacciones, radica que dentro de este modelo no se requiere considerar la interaccion
entre estados de diferente multiplicidad de espin, lo cual es particularmente importante en in-
teracciones en las que participan atomos de transicion de la primera y segunda series, para las
cuales no se espera que este tipo de interacciones sean significativas. De hecho, previamente Y.
Xiao et. al. han estudiado teéricamente la interaccion Zr + C'H3C H3 propuesta en el presente
trabajo.[6] Sobre la base de su estudio, estos autores plantean un perfil de reaccién que implica
el cruce de dos canales de reaccién de distinta multiplicidad de espin, propuesto con la fina-
lidad de explicar la multiplicidad de espin asignada a los productos.® Sin embargo, mientras
que este tipo de cruces pueden ser importantes para describir aquellas interacciones en las que
participan atomos pesados (4tomos de la tercera serie de transicién, lantanidos y actinidos, por
ejemplo), no se espera que tengan un papel relevante en sistemas en los que participan atomos
de la primera y segunda series de transicion.

1.1. Meétodo de aislamiento matricial para el estudio de
especies quimicas inestables

El término aislamiento matricial fue acunado por George Pimentel y George Porter[7], pio-
neros en este campo. Pimentel destind este término para referirse a un método en el cual un
sustrato se mezcla con un gran exceso de un material gaseoso no reactivo (usualmente un gas
noble) y se condensa sobre una superficie cuya temperatura es suficientemente baja para ase-
gurar la solidificacién rapida del material. De esta manera, se consigue obtener una muestra en
la que (idealmente), cada molécula de sustrato se inmoviliza en una cavidad rodeada por una
o mas capas de material inerte y por lo tanto, se encuentra aislada de las otras moléculas del
sustrato en una matriz del material no reactivo.

En el transcurso del tiempo, el término aislamiento matricial llegd a ser aplicado en un
sentido amplio, que abarca una enorme gama de técnicas en las que las moléculas huésped
son atrapadas en materiales rigidos, y este confinamiento impide su difusion. Tales materiales
pueden ser, por ejemplo, cristales, zeolitas o arcillas, polimeros, vidrios de acido bérico y criptan-
dos. Sin embargo, mas relevantes en el contexto actual son estudios de intermediarios reactivos
en soluciones a muy bajas temperaturas referidos como experimentos espectroscopicos a baja
temperatura en soportes rigidos.[8] Tales experimentos han proporcionado valiosa informacién
espectroscopica sobre muchos tipos de intermediarios reactivos (carbocationes, carbaniones,
radicales libres, iones radicales, carbenos, silenos, nitrenos, etc.) En el presente trabajo se con-
sidera el término de aislamiento matricial en el sentido «convencional», que se resume en el
esquema de la figura 1.1.

3Para la interaccién Zr + CH3CH3 en condiciones de aislamiento matricial, la multiplicidad de espin de
algunos productos detectados a nivel experimental difiere de la que presentan los reactivos.
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Moléculas en fase vapor mezcla gaseosa del gas
a temperatura ambiente y el sustrato

condensacion en una superficie
a baja temperatura (4—20 K)

co-deposicién
con un exceso de
material gaseoso

muestra

matriz-aislamiento

fotolisis, radidlisis recocido

generacion de
intermediarios
reactivos

difusion que conduce
a quimica bimolecular

Figura 1.1: Esquema simplificado del método de aislamiento matricial. Esta técnica permi-
te atrapar moléculas activas en una matriz solida de material inerte, cristalino o vitreo. Si
la temperatura es suficientemente baja, la matriz inhibe la difusion de las moléculas atrapa-
das, manteniendo asi las moléculas activas efectivamente inmoviles en un medio ambiente no
reactivo.[9]

Cuando se requiere estudiar especies quimicas que tienen un tiempo de existencia extrema-
damente corto en condiciones ambientales, se tienen basicamente dos opciones: se les detecta
muy rapidamente; es decir, inmediatamente después de su formacién (que puede ser un lapso
tan corto como algunos femtosegundos); o bien, se puede intentar atraparlas en circunstan-
cias donde pueden ser estudiadas en un lapso mayor utilizando herramientas espectroscopicas
convencionales. Los dos métodos son complementarios, en el sentido que las técnicas de re-
solucion temporal proporcionan informacion cinética, pero a menudo a expensas de detalle
espectroscopico; mientras que las investigaciones bajo condiciones estables, pueden dar una
informacion mucho mas detallada de la estructura electronica y molecular de los compuestos
intermediarios reactivos.

La transferencia de estas especies inestables de su entorno natural (donde se forman los
intermediarios en el camino de reaccién que conecta a reactivos y productos) a un ambiente
artificial, puede modificar las propiedades de los intermediarios reactivos. Por esta razon, se
emplean sustancias no reactivas, como neén o argén para disminuir este tipo de efectos no
deseados.
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En virtud de lo discutido anteriormente, por lo general se trata de crear un ambiente que
ofrezca una minima interacciéon con el intermediario reactivo. Sin embargo, esto no siempre
puede conseguirse con disolventes congelados.* Por esta razén, los gases nobles, especialmente
neén y argon, son claramente las mejores opciones, aunque en muchos casos se eligen gases
nobles més pesados, nitrégeno, metano, u otros gases moleculares inertes.[10]

La espectroscopia vibracional puede proporcionar informacion estructural importante que
complementa la obtenida por espectroscopia UV-Vis. Esto crea la motivacién de generar inter-
medios reactivos en un medio que permita su observacién en el infrarrojo (IR).[9] Debido a que
todos los gases atémicos y diatémicos homonucleares son totalmente transparentes en el IR (y
en la mayoria de los casos, también en el UV-Vis), representan opciones ideales desde el punto
de vista espectroscépico como materiales gaseosos inertes para usarse en aislamiento matricial.
En realidad, estos materiales tienen la ventaja adicional de que ofrecen generalmente mucha
mayor resolucién espectral (es decir, bandas mds estrechas) que disolventes congelados.

Una tercera ventaja que tiene el aislamiento matricial sobre disolventes congelados es que
los compuestos intermedios reactivos no necesariamente deben ser generados in situ,[11] sino
que pueden producirse por pirélisis al vacio o en procesos de plasma antes de su enfriamiento
rapido con el exceso de gas inerte en la superficie fria. Por supuesto, esto aumenta la gama
de productos intermedios reactivos a investigar, mas alld de aquellos que requieren fotdlisis o
alguna forma de radidlisis para su formacion.

Por dltimo, ya que se necesitan temperaturas muy bajas para solidificar la muestra (material
gaseoso y sustrato), las especies intermediarias pueden generarse en procesos unimoleculares
activados térmicamente. En dichos procesos (que pueden ser también accionados por el exceso
de energia impartido a los intermediarios incipientes en su formacién por fotélisis o radiélisis),
las especies se reorganizan o fragmentan espontaneamente para estabilizarse incluso a tempe-
raturas del orden de 77 K.[9]

1.1.1. Co-condensacion de dos reactivos por el método de aislamien-
to matricial

Este método ha sido utilizado con mucho éxito por numerosos grupos de investigacion, espe-
cialmente en el campo de la quimica inorganica y organometalica.|[7] Tipicamente, un haz de
atomos metalicos, generado por evaporacién a partir de un horno de alta temperatura (celda
de Knudsen), o por ablacién léser, es alimentado con un haz de material gaseoso inerte mez-
clado con un compuesto cuyo aducto con el dtomo de metal estd dirigido a la formacién del
intermedio reactivo. Por ejemplo, el grupo de investigacién de Andrews ha hecho en los ltimos
anos estudios de co-condensacion con una gran variedad de atomos de metales de transicion y
clusters, obtenidos a través de ablacién laser, con Hy, No, Oy, CO, COo, HyO, NO, o vapor de
S.[8]

Los aspectos técnicos y equipamiento en estos experimentos son muy simples. Se requiere

4Los disolventes congelados tienen la desventaja de que usualmente son opacos en regiones anchas del infra-
rrojo (IR) y parte de la gama espectral UV.
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de una camara de alimentacion al vacio por la cual se puede introducir una varilla giratoria
(objetivo) fabricada del material metélico deseado (ver figura 1.2). A través de un puerto sepa-
rado, un laser emite pulsos centrados en este objetivo. La varilla gira lentamente para exponer
una nueva parte de la superficie del objetivo a pulsos sucesivos.® Al iluminar la superficie del
objetivo, los pulsos de radiacion electromagnética producen un haz de atomos metalicos en su
estado fundamental. Tanto el flujo de fotones como el del haz de atomos de metal, son variados
con la potencia del laser.

rayo laser
|

24.5 mm
-
S—— cuarzo
[ ]
Csl
12K
detector Z rayo-FTIR

objetivo
metalico

reactivo/matriz

Figura 1.2: Esquema del aparato empleado en el estudio de co-condensacion de dos reactivos por
aislamiento matricial. Se aprecian en el diagrama esquemdtico: el objetivo metdlico, la corriente
de reactivo, la ventana fria y los rayos de luz utilizados para la ablacion con ldser de dtomos
metdlicos. [9]

En los estudios de co-condensaciéon de dos reactivos por el método de aislamiento matricial,
la espectroscopia infrarroja es, con mucho, la herramienta mas empleada en la investigacién de

5El giro permanente de la varilla evita formaciones indeseables en la superficie del objetivo, mismas que
hacen mas propensa la generacion de clusters.
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1.2. REACCION DE ATOMOS DE ZR CON CH;CHs; EN CONDICIONES DE
AISLAMIENTO MATRICIAL

las especies formadas.

1.2. Reaccién de atomos de Zr con C'H3C H3 en condicio-
nes de aislamiento matricial

Cho y Andrews, han estudiado previamente la interaccion de atomos de Zr con C'H3C' H3 me-
diante el diseno experimental de co-condensacion de dos reactivos por el método de aislamiento
matricial.[12] Los dtomos de Zr obtenidos mediante ablacién con ldser fueron codepositados
junto con vapor reactivo de C H3C'H 3 diluido en argdn sobre la superficie de una ventana de C'sI
enfriada a 8 K. Las especies generadas durante la reaccién fueron congeladas en la matriz de Ar.

De acuerdo con la referencia [12], se observaron tres conjuntos de absorciones caracteristi-
cas en el IR asociadas con los principales productos de la reaccién:® el complejo de insercién
(ZrH—CHyCHs), el dihidruro metalociclopropano de zirconio [ZrHy—(C'Hs),| y el complejo
trihidruro (Zr H3—CH=CH). Ademas, la absorcién en el IR del producto aislado de fotdlisis
radical etilo (C' H3C Hy-) se observa a 531 cm™'. En particular, las fuertes absorciones observadas
de estiramiento metal-hidrégeno muestran que la insercién del dtomo metdlico al enlace C'—H
del etano ocurre facilmente y, subsecuentes migraciones de hidrogeno conducen a los complejos
dihidruro y trihidruro. Las estructuras de ZrH—-CH,CHs, ZrHy—(CHs), y ZrH;—CH=CH,
tienen simetrias Cy, Cy, y Clg, respectivamente (figura 1.3). El producto de insercién tiene un
estado fundamental con multiplicidad de espin triplete, mientras que los dos productos restan-
tes tienen un estado fundamental singulete.

De acuerdo con estos autores, los productos ZrH — CHyCH3(T), ZrHy — (CH3),(S) v
ZrHs; — CH = CH4(95), son 25, 48 y 44 kcal /mol, respectivamente, més estables que los reacti-
vos Zr(3F) + CH3C Hs. Este estudio sugiere que la reaccién del Zr con el etano en condiciones
de aislamiento matricial, puede proceder de acuerdo con el siguiente perfil de reaccion:

ZT(BFQ) + CchHg — ZT’H—CHQCH:),(T)—) ZTHQ—(CH2)2<S)—> Z’f‘Hg—CH:CHQ(S)

Se cree que la primera especie en formarse en la reaccién de atomos de zirconio con moléculas de
etano es el complejo de insercién y posteriormente, migraciones de hidrégeno al centro metélico
generan los productos dihidruro y trihidruro. Concretamente, la formacién del producto mas
estable, el dihidruro metalociclopropano de zirconio [ZrH,—(CHs),| implica una migracién

B—H.

La trayectoria de reaccién propuesta por los autores supone la existencia de un cruce entre
las superficies de energia potencial correspondientes a estados de distinta multiplicidad.

SPara apoyar la asignacién de las bandas espectroscépicas con los posibles productos de la reaccién, los
autores realizaron calculos tedricos tipo DFT.

11
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117.3

Figura 1.3: Estructuras de ZrH—CH,CHs, ZrH,—(CHy), y ZrH3;—CH=CH, optimizadas a
nivel B3LYP/6-311++G(3df,3pd) /SDD.[12]

1.2.1. Objetivo

El objetivo general planteado en el presente proyecto consiste en llevar a cabo un estudio tedrico
de la interacciéon Zr(3F) + C H3C H3 con la finalidad de apoyar las investigaciones experimen-
tales antes mencionadas. En particular, se analizara la viabilidad de utilizar un esquema de dos
reacciones secuenciales de radicales, con la intencién de explicar la distribucion y multiplicidad
de espin de productos detectados experimentalmente en condiciones de aislamiento matricial,
sin necesidad de considerar un cruce entre trayectorias de reaccion de distinta multiplicidad de
espin.

12



CAPITULO 2

Marco Teorico

2.1. Quimica Cuantica

Los fenémenos que ocurren en los procesos quimicos no se pueden entender con profundidad sin
una clara comprensién de los principales conceptos de la mecanica cuantica, la descripcién
méas fundamental de la materia que actualmente poseemos. Lo mismo es cierto para practica-
mente todas las técnicas espectroscopicas que ahora son tan importantes para investigaciones
sobre composicién y estructura quimicas. La mecanica cuantica provee las leyes que gobiernan
la conducta de las particulas microscépicas tales como electrones y nicleos. Por tanto, desde
un punto de vista fundamental, toda la quimica se rige por las leyes de la mecédnica cuantica.
Si queremos entender la quimica al nivel fundamental de los electrones, atomos y moléculas,
tenemos que entender la mecanica cuantica. Nuestra comprensién actual del enlace quimico,
de los fenémenos espectrales, reactividades moleculares y otros numerosos problemas quimicos,
descansa en gran medida en nuestros conocimientos sobre el comportamiento detallado de los
electrones en los dtomos y moléculas.

La aplicacién de los principios de la mecéanica cudntica a problemas de interés quimico cons-
tituye la quimica cuantica y ha revolucionado el campo de la quimica. El sustancial progreso
que la quimica cuantica ha tenido en anos recientes se debe esencialmente, al advenimiento del
extraordinario poder computacional de los ordenadores modernos, que ha hecho de los calcu-
los mecano-cuanticos una herramienta vélida para ayudar a responder una amplia variedad de
interrogantes de interés quimico. Hoy en dia, la quimica cuantica se aplica a problemas como
la hidratacién de iones en disolucion, catalisis en superficies, estructuras y energias de interme-
dios de reaccién, y conformaciones de las moléculas biolégicas. En muchos casos, los célculos
tedricos no pueden dar respuestas definitivas, pero frecuentemente son suficientemente buenos
como para permitir una interaccién fructifera entre teoria y experimento.

2.2. Mecanica Cuantica Molecular

El primer objetivo del marco tedrico es obtener una sélida comprension de estructura atomi-
ca y molecular. En algiin momento de la historia se pensé que el movimiento de los atomos y
particulas subatémicas podria describirse utilizando la fisica cldsica que comprende 14 mecanica
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clasica (newtoniana), la teoria de Maxwell de la electricidad, magnetismo y radiacién electro-
magnética, la termodinamica y la teoria cinética de los gases. La mecanica cldsica describe
satisfactoriamente el movimiento de sistemas que pertenecen a la experiencia macroscopica co-
rriente como objetos comunes y planetas. Sin embargo, hacia finales del siglo XIX la evidencia
experimental acumulada mostré que la mecanica cléasica fracasa cuando se aplica a particulas
tan pequenas como son los electrones. Los conceptos y ecuaciones apropiadas para describir este
tipo de sistemas microscopicos fueron descubiertos hasta la década de 1920. En esta seccion
introducimos esta nueva mecdanica, llamada mecéanica cuantica.

Los conceptos de la mecanica cuantica son utilizados por los quimicos computacionales en
estudios tedricos de reactividad y estructura molecular.

2.2.1. Postulados de la mecanica cuantica y consideraciones iniciales

La mecanica cudntica posee un conjunto de cinco postulados (algunos de los cuales serdan discuti-
dos en esta seccién), que forman la estructura basica de la teoria. Estos postulados proporcionan
un marco conceptual y matematico que es notablemente diferente al de la mecéanica clasica en
muchas maneras. Sin embargo, sobre la base de dichos postulados, esta teoria logra dar ex-
plicacion para los resultados aparentemente contradictorios de los experimentos que hicieron
fracasar a la mecanica clasica.

Aunque hay varias formulaciones de la teoria cuantica, utilizaremos la interpretacion de
Copenhague, que parece haber ganado la aceptacion mas amplia hasta este momento. Se ha
optado por presentar un conjunto de postulados de la mecanica cuantica suficientes para el
entedimiento de los conceptos que involucran estructura atémica y molecular. Los conceptos
importantes que son desarrollados son los de estado y observables.

El Postulado I versa sobre la descripcion del vector de estado o funcion de estado. El Postu-
lado II define la relacién entre cantidades observables y operadores hermitianos, y el Postulado
III describe la evoluciéon temporal de un estado cuantico.

Estados mecanocuanticos y observables

Si se trata con un sistema’ que tiene n grados de libertad que se especifica por las n coordenadas
de posicion generalizadas® qi,qs, ..., qn, entonces el estado mecano-cudntico del sistema viene
dado por el postulado I.

Postulado 1. El estado de un sistema mecanocudntico al tiempo t, que contiene n grados
de libertad, se especifica completamente por una funcién de onda normalizada (vector
de estado o eigenfuncion).

"Un ”sistema” para nuestros propésitos serd tomado como un dtomo, una molécula, un conjunto de dtomos
y moléculas, o en general, cualquier coleccién de nicleos y electrones.

8Las coordenadas que se trataran aqui serdn coordenadas espaciales y de espin, el uso de coordenadas de
posicién generalizadas proporciona un medio conveniente de la inclusién de ambos casos.
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2.2. MECANICA CUANTICA MOLECULAR

(W) (41, G2, - @n) = Velan, G2, -1 4n) (2.1)
A menos que se especifique lo contrario, se asume la normalizacion a la unidad , es decir:

(0,0, — /~~'/\Ilr(ql,qg,...,qn)\Ift(ql,QQ,...,qn) dri e dr, = 1 (2.2)

donde se toma la integracion sobre todas las coordenadas espaciales y de espin. Asi, cada esta-
do est4 representado por un vector normalizado en el espacio de Hilbert.® Antes de discutir las
implicaciones de este postulado, debemos aclarar el significado de varios puntos. En primera,
el tiempo t ha sido senalado, y aparece como una variable independiente. Esto se ha hecho
por varios motivos. En principio, se ha senalado asi para hacer hincapié en la distincién que
debe hacerse entre la mecanica cuantica y la mecanica clasica. En particular, las coordena-
das espaciales generalizadas q1, qo, ..., ¢, son independientes del tiempo en mecanica cuéntica,
mientras que estan consideradas como funciones del tiempo en mecénica clasica. Por lo tanto,
podemos pensar que la dependencia del tiempo en mecanica cudntica ocurre paramétricamente,
es decir, dado que el sistema cuédntico evoluciona en el tiempo (pasa de un estado a otro en
el t), éste es descrito por una funcién de estado diferente en el espacio de Hilbert para cada
instante de tiempo. Ademas, el uso de un simbolo especial para el tiempo ¢ implica que pa-
ra discusiones no relativistas (que es el enfoque que se empleard en este trabajo), la variable
tiempo se tratara de una manera particular. Este ”tratamiento especial”del tiempo serd mas
evidente cuando la ecuacion de Schréodinger se introduzca en el Postulado I1I, donde t aparece
de un modo bastante diferente al de las otras variables.!? Teniendo estas distinciones en mente,
a veces es conveniente considerar al tiempo como una de las variables:

\Ijt(Qb(]%m;Qn) = \Ij(qlaq27"'7qn7t> (23)

La implicacién mas importante que surge del Postulado I es que toda la informacién posible
que se puede conocer acerca de un sistema cudntico particular al tiempo ¢ debe estar contenida
en la funcién de onda. Sin embargo, el Postulado I no dice cémo ha de ser extraida esta infor-
macién del vector de estado.

Dado que el vector de estado es una construccién matemética, no es necesario (ni obvio)
que sea directamente medible. De hecho, dado que puede tomar valores positivos y negativos,

9La mecénica cuantica se formula en funcién de un espacio vectorial de infinitas dimensiones llamado espa-
cio de Hilbert (representado simbélicamente pqr%;% es un espacio vectorial lineal y completo, tal que la
ecuacién (2.2) es una integral convergente. En A 1os vectores no son segmentos orientados, como en el espacio
tridimensional &% , sino funciones complejas de variables reales. El espacio de Hilbert se define para incluir no
sélo funciones de onda que corresponden a operadores que tienen un espectro de valores propios discreto, sino
también funciones de onda que corresponden a operadores que tienen espectros de valores propios continuos.

10Es posible formular una teorfa relativista de la mecénica cudntica en la cual, todas las variables (incluyendo
el tiempo) reciben el mismo tratamiento matemadtico, tal enfoque no serd considerado en este texto.
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no esperariamos que el propio vector de estado W representara una cantidad fisica en particu-
lar. La interpretacion de ¥ se toma a través del siguiente corolario (algunas veces llamado el
Postulado de Born):

Corolario: La probabilidad P, de medir una particula asociada con un vector de estado
Ui(q1,q2, -, qn) en la region infinitesimal del espacio entre qi,q2,...,qn Yy @1 + dqi,qa +
dqs, ..., q, + dq, estd dada por:

P(Qb q2, .-, QR) dQIdQQ e dQn = \Ij;ﬁk(q17 q2, .-, QR)\IIt<q17 q2y -, QTZ) dCIldQ2 e dQn (24)

= |0y (q1, Gy s @) |* dquday - - - dgy, (2.5)

en la ecuacién anterior, |W,(qq, go, .., qn)\2 se conoce como densidad de probabilidad. Esta
definicion es consistente con la condicién de normalizacion introducida en el Postulado I, es
decir, la probabilidad de encontrar a la particula en algin lugar de todo el espacio, es igual
a uno. Una probabilidad igual a la unidad representa certeza. Asimismo, encontramos en esta
definicién una aparente falta de determinismo, pues la posicién de la particula sélo puede ser
estimada por medio de la probabilidad de encontrar a la particula en una regién particular del
espacio.

Postulado II. Para cada observable fisico A, existe un operador Hermitiano A con un
conjunto ortonormal y completo de eigenfunciones. Por otra parte, los unicos valores
posibles que se pueden obtener para A por cualquier medicion del sistema, son los valores
propios de A, es decir, ai,as, ..., Gy.

El postulado anterior implica que existe una relacién directa entre observables (correspondien-
tes a variables dindmicas de la mecénica cldsica) y operadores Hermitianos A < A (ver seccién
A.1.2. del apéndice A para una discusién detallada sobre operadores Hermitianos). Sin embargo,
es importante darse cuenta que A y A no son lo mismo. De hecho, una de las formas en las que
la mecanica cudntica se diferencia de la mecéanica clasica es que la representacién matemaéatica
de un observable (un operador) y los valores numéricos reales que el observable puede tomar
han de ser cuidadosamente distinguidos.

Se eligen operadores Hermitianos (A) porque sus valores propios son nimeros reales. El uso
de operadores Hermitianos se requiere con el fin de garantizar la mensurabilidad de los valores
propios. Ademas, el contar con un conjunto completo de funciones propias y valores propios
asociados, nos asegura que todos los valores posibles del observable puedan ser descritos por
el operador. Algunos observables de importancia para la mecdnica cuantica poseen espectros
de valores propios (o eigenvalores) continuos (el operador de posicién R por ejemplo), y otros
poseen ambos tipos, discreto y continuo.

Consideremos observables con espectros de valores propios discretos. Los operadores corres-
pondientes a tales observables satisfacen la ecuacién de valores propios:
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2.2. MECANICA CUANTICA MOLECULAR

donde ¢ = 1,2, ...,n. Supondremos por el momento que todos los valores propios son no degene-
rados. Como los vectores propios forman un conjunto ortonormal completo, es posible expandir
cualquier funcién ¥ en términos de estas eigenfunciones, es decir:

U= |0) = Zc |a;) (2.7)
donde
¢ = (W) (2.8)

Por tanto, es en este punto donde se realiza la conexién entre el vector de estado (funcién
propia) de un sistema introducido en el Postulado I, y la informacién que se puede extraer del
vector de estado. Especificamente, si el estado de un sistema se escribe como una expansién de
las funciones propias de un operador Hermitiano A, entonces los valores del observable A que
pueden medirse, son los valores propios a; de A.

Una diferencia fundamental en la descripcion de estado en mecanica clasica y mecénica
cuantica esta relacionada con el modo de expresar su dependencia con el tiempo. En la mecani-
ca clésica, el estado del sistema se define dando los valores de ciertos observables, y asi tanto el
estado como los observables son funciones del tiempo. En la mecanica cuantica, sin embargo,
la funcién de estado Wy generalmente cambia con el tiempo, pero los observables son (gene-
ralmente) independientes del tiempo. Esto no debe sorprendernos, ya que los eigenvalores y
eigenfunciones de los observables no contienen explicitamente al tiempo como variable. Esto
implica por supuesto, que los operadores correspondientes a estos observables son indepen-
dientes del tiempo. Puesto que la funcién de estado Wy puede expandirse en términos de las
eigenfunciones de un operador A correspondiente al observable A:

o

W) = Zci i) = (el W) o), (2.9)

i=1

y dado que las eigenfunciones («;) no son explicitamente dependientes del tiempo, la dependen-
cia con el tiempo de ¥y debe provenir de los coeficientes:

ci(t) = (au|¥y) =/oz;“(quqz,---,qn)‘If(qqu,---,qmt) dqidgs - - - dgy, (2.10)
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO

Evoluciéon temporal de un estado cuantico

Dado que la evolucién (o variacién) en el tiempo de un sistema mecanocuantico depende de
la funcién de estado ¥(q,t), donde q = (q1,¢2, ..., @), debemos hallar cémo se produce esta
evolucion temporal de la funcién de onda, lo cual es el objetivo primordial del Postulado III de
la mecénica cuantica.

Postulado III. Para cada sistema cudntico, existe un operador lineal Hermitiano H (el
operador Hamiltoniano), que determina la variacién en el tiempo del vector de estado
U(q,t) a través de la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo

H(q,t)¥(q,1) :ih% (2.11)

durante cualquier intervalo temporal en el que el sistema no se encuentre perturbado.'!

En general, el operador Hamiltoniano H puede depender del tiempo, sin embargo, en la mayoria
de los casos de interés H solo contiene términos independientes del tiempo. Por otra parte, H
es un operador lineal Hermitiano que representa al observable asociado con la energia total del
sistema. Notese que ninguno de los postulados anteriores describe la forma en que se construye
adecuadamente un operador Hamiltoniano. Por el momento, supéngase que I es conocido.

Para el caso particular cuando H es independiente del tiempo, se producen importantes
simplificaciones en la ecuaciéon de Schrodinger que se introdujo en el Postulado III. Para esta
situacion, supongamos que la funcién de onda puede escribirse como el producto de una funcién
del tiempo por una funcién de q:

U(q,t) = ¢(q)®(t) (2.12)
Sustituyendo la ecuacién (2.12) en (2.11) y la posterior divisién por ¥(q,t) conduce a

—H(a)y(q) = a o) (2.13)

Es de esperar que los miembros de la ecuacién (2.13) a cada lado del signo igual sean funcién
de q y de t. Sin embargo, la parte izquierda de esta ecuacion no depende de t, de forma que
ambos miembros deben ser independientes de ¢. Del mismo modo el lado derecho de la ecuacién
(2.13) es independiente de q. La tunica manera en que la ecuacién (2.13) puede ser satisfecha
para valores arbitrarios de q y t es que cada lado de la ecuacion sea igual a una constante para
todos los valores de las variables independientes. Llamemos a esta constante E. Esto significa
que la ecuacién (2.13) puede escribirse como dos ecuaciones, es decir:

1 Una medida representa una perturbacion.
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2.2. MECANICA CUANTICA MOLECULAR

H(a)v(a) = Ev(a), (2.14)
y
dd(t)  iE
— = 3 o) (2.15)

La primera de estas ecuaciones se conoce como la ecuaciéon de Schrodinger independiente
del tiempo y es la que tiene soluciones que comprenderan la mayor parte de nuestra atencién
a lo largo del texto. Como vemos, los valores propios (E) de esta ecuacién son simplemente la
energia permitida de los estados!? que el sistema puede tener.

La otra ecuacién puede resolverse facilmente, resultando

O(t) = e BN (2.16)

Por tanto, la funcion de onda total que describe cémo un sistema cuantico evoluciona en el
tiempo cuando H es independiente del tiempo, viene dada por

U(q,t) = ¢(q)e /" (2.17)

Para especificar ¥ completamente en este caso, vemos que es necesario inicamente obtener las
soluciones de la ecuacién de Schriodinger independiente del tiempo ¥(q).

Estas soluciones de la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo proporcionan un
conjunto de funciones propias independientes del tiempo {;} que corresponden a las diferen-
tes energias permitidas {F;} del sistema. Tales estados propios de energia {1} del sistema
que no tienen dependencia con el tiempo, se llaman estados estacionarios. Ademas, los es-
tados estacionarios del sistema forman un conjunto completo y ortonormal, de tal modo que
cualquier funcién de onda para el sistema se puede expresar en términos de dicho conjunto {t; }.

2.2.2. Construccion de Operadores Hamiltonianos

En el Postulado III fue descrita la evolucion temporal de un estado cudntico, en el que se asu-
mio que un apropiado operador Hamiltoniano cuantico existe y puede ser encontrado.

12L0s estados de energia permitida se refieren a todos los tipos, por ejemplo, estados de energia electrénicos,
estados de energia vibracionales y estados de energia rotacionales.
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El caso particular de interés (mismo que es frecuentemente encontrado en numerosos pro-
blemas modelo) coincide con la situacién en la que estamos interesados esencialmente en las
soluciones de la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo, cuando no hay campos exter-
nos presentes, donde la energia potencial es conservativa, y los efectos relativistas son ignorados.

Para este conjunto particular de circunstancias sélo hay dos tipos de interacciones que re-
quieren ser descritas en la construccion de un operador Hamiltoniano adecuado. Para ver esto,
recordemos que la mecéanica clasica considera que la energia cinética de cada particula, mas
la energia potencial que surge de la interaccién de cada una de las particulas con todas las
demés son suficientes para describir al sistema. Ademds, dadas las circunstancias anteriores,
unicamente las interacciones de Coulomb entre las particulas cargadas deben ser consideradas.

Tomando los términos de energia potencial primero, el procedimiento que se utiliza consiste
sencillamente en escribir las interacciones de Coulomb que contribuyen a la energia potencial
considerando que las particulas del sistema se comportan clasicamente. Luego, el operador de
energia potencial mecanocuantico se toma simplemente como el dado por la expresiéon clésica
correspondiente. Para ilustrar el procedimiento, consideremos un sistema de N particulas clasi-

cas que tienen cargas 2y, Z», Z3, ..., Zn cuya energia potencial esta dada por
N
YAYA
U= Ik (2.18)
ik |k

donde 7 es la distancia entre las particulas j y k. El correspondiente operador energia poten-
cial mecanocuantico es

Vi)=Y 22 (2.19)

donde la distancia entre cada par de particulas rj; se interpreta como un operador multiplica-
tivo.

Es en el tratamiento de la energia cinética donde ocurren desviaciones significativas de la
correspondiente situacion clasica. En particular, la energia cinética de un sistema de N particu-
las esta dada por

N
1
T=3 § m;v? (2.20)
J=1
N 2
1 .
— -4 (2.21)
2 — mj
7=1
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donde m; es la masa de la j-ésima particula, v; es su velocidad y p; es su momento lineal.

Para convertir la expresién de la energia cinética en un operador de la mecanica cuéntica, el
momento lineal de cada particula es sustituido por un operador que diferencia las coordenadas
de la particula. Concretamente tenemos:

h 0
(pz); = o (2.22)

para la componente = del operador momento correspondiente a la particula j. La cantidad h/i
en (2.22) es una constante de proporcionalidad y es requerida para asumir que el operador
energia cinética es Hermitiano. Para el operador de energia cinética, tenemos

1
Ty = g (0215 + )] + (03] (2.23)
n: [ 02 0? o? h?
_ A I COR v 2.24
2m; (83:2 + 8yj2- + 8,2]2) 2m; 7 (2.24)
para la j-ésima particula. El operador de energia cinética total lo expresamos como
N
T=>7; (2.25)
j=1
h2 o V2
= —— — 2.26
7j=1
El operador mecanocuéntico Hamiltoniano total es entonces
H=T+V (2.27)
© N N
B = V3 Z;Z
H=—"3 L+ 2k (2.28)

2 m; T
=1 9 s Ik

Por lo tanto, el procedimiento para la construccion de un apropiado operador Hamiltoniano

para las circunstancias dadas anteriormente, puede resumirse como sigue:

1. Construir expresiones mecanoclasicas para las energias cinética y potencial de las particu-
las en el sistema.

2. Reemplazar el momento lineal p; por el operador (h/i)V; para toda j, y tratar las dis-
tancias entre cada par de particulas en la expresion de energia potencial como operadores
multiplicativos.
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2.2.3. El Hamiltoniano Molecular

La ecuacién de Schrodinger molecular H¥ = EVU es extremadamente compleja, y careceria
totalmente de sentido el pretender una solucién exacta, ain para moléculas muy pequenas.
Afortunadamente, el hecho de que los nucleos sean mucho mas pesados que los electrones,
permite utilizar una aproximaciéon muy precisa que simplifica mucho las cosas. En 1927, Max
Born y J. Robert Oppenheimer mostraron que el tratar los movimientos electrénico y nuclear
separadamente es una aproximacion excelente.

La Aproximaciéon de Born-Oppenheimer

Hasta el momento, en nuestra discusion sobre operadores Hamiltonianos mecanocuanticos, no
hemos considerado la diferencia de masa entre particulas (por ejemplo, entre protones y elec-
trones), y las simplificaciones conceptuales y de cdlculo que pueden efectuarse al considerar
esta diferencia. En esta seccion, se considerard la mas importante de estas simplificaciones
que tendra una significativa utilidad en discusiones ulteriores, es decir, la Aproximacion de
Born-Oppenheimer.

Como veremos, la diferencia relativamente grande entre la masa de los electrones y la de la
mayoria de los nicleos, nos permitiran considerar que cada nicleo de la molécula se encuentra
fijo en el espacio en relacion a los demas y respecto al movimiento de los electrones. Esta apro-
ximacién es frecuentemente utilizada y proporciona resultados cuyo error es despreciable, por
lo menos para nicleos distintos de hidrégeno.

Para ver por qué esta aproximacion es tan importante y tan ampliamente utilizada, consi-
deremos una molécula que contiene N electrones y P nicleos con carga Zp y masa Mp, en un
entorno no relativista sin campos externos. De la seccion 2.2.2 sabemos que el Hamiltoniano
mecanocuantico para este sistema de particulas en unidades atomicas estda dado por

N

:__sz__z__])zjf ZZZﬁ

(2.29)

T
i>] i

donde r,; es la distancia entre el nicleo a y el electrén i, R,z es la distancia entre los nicleos
a'y B, ri; es la distancia entre los electrones i y j, y ambos, ntcleos y electrones, se consideran
particulas que se mueven unas respecto a otras. Las unidades atémicas forman un sistema de
unidades donde los valores numéricos de las siguientes seis constantes fisicas se definen como la
unidad: el Radio de Bohr ag , la masa en reposo del electrén m,, la carga elemental e, la cons-
tante normalizada de Planck h, la energia de Hartree Ej, y la constante de Coulomb 1/(47e,).
Para dejar en claro las suposiciones que seguiremos, reescribimos la ecuacién (2.29) como sigue:

P,N N P P
Z 1 1A V2 ZoZs
N V2 o _ — — = 2.30
( Z Zm n-j>+<221Ma+ RQB> (2:30)
a= a>f

1>7
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en la expresion anterior vemos que el segundo término del lado derecho involucra tanto movi-
miento nuclear como electrénico de una manera no separable, impidiendo de esta manera, una
separacién rigurosa de los movimientos nuclear y electrénico.

Sin embargo, si suponemos (como lo hicieron Born y Oppenheimer) que el movimiento nu-
clear es tan lento comparativamente con el de los electrones que los nticleos pueden considerarse
practicamente fijos en el espacio respecto al movimiento electronico, considerables simplifica-
ciones resultan. En particular, sélo los términos en el primer paréntesis de la ecuacién (2.30)
involucran ahora variables que cambian, y podemos escribir la funcién de onda para el sistema
como un producto de dos factores:

qj(tha) = @<Ra)¢(ri7Ra) (2'31)

El término ¢(r;, R,) en la funcién de onda anterior se conoce como la funcién propia electrénica
de H que describe el movimiento de los electrones (r;) para una particular eleccién de posiciones
nucleares fijas (R,).

Dado que podemos elegir diferentes configuraciones nucleares, la funcién de onda electréni-
ca sera en general diferente para distintas elecciones de las posiciones nucleares fijas. Por lo
tanto, la eigenfuncién electrénica aparece como una funcién de las coordenadas nucleares (R,,),
pero depende sélo paramétricamente de ellas (es decir, una vez que las posiciones nucleares
son elegidas, entran en la ecuacién de Schrodinger como parametros fijos a partir de entonces).
El otro término [®(R,)] es la parte de la funcién de onda que depende exclusivamente de las
coordenadas nucleares, y por tanto, es una constante si se supone que los nticleos permanecen
fijos.

Si utilizamos las ecuaciones (2.30) y (2.31), la ecuacién de Schrédinger para el sistema se
convierte en

HV = BV (2.32)

Teniendo en cuenta que V? actiia sélo sobre las coordenadas de los electrones (r;) y V2 sobre
las coordenadas nucleares, tenemos

Vi®(Ra)p(ri, Ra) = ©(Ra) [Vip(ri, Ra)] (2.34)
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V2©(Ra)@(ri7 R,) = ¢(ri, Ra) [VQCI)(ROJ} +2[Vap(ri, Ra)] [V ®(Ra)]

“ +O(Ra) Vip(ri, Ra) -

Sustituyendo las ecuaciones (2.34) y (2.35) en (2.33) obtenemos

(——ZW Z er) (ri,R

1>]

n {_g <M%) [Vap(ri,Ra)] [Va®(Ra)] — ®(R.) ;( ) o r“Ra)} (2.36)
(R) (ru R.)

Si omitimos los términos situados dentro de las llaves en la ecuacion (2.36) nos queda:

(——ZW §—+er) (r, R

1>)
P
1 1 ZoZ (2.37)
> (57 ) e ROVE + 0(ri Ra) D =5 | ®(Ra
{52 () etes R+ ot >a2>ﬂ 2 a(r)
= (Ee + E,) (Ra)p(ri, Ra)
donde hemos definido la energia electrénica (E,) y la energia nuclear (E,):
E=FE.+E, (2.38)
Un rearreglo de (2.37) conduce a
BN N
m—_—— (——zw YDELNE S RN
i a i o isq
7 (2.39)
1 [1& /1) o, Pzazﬂq)R 5
= (I)(Ra) 5 za: (E) Va - ; Raﬁ ( Oc) + n

Por lo tanto, siempre que la aproximacién que conduce a la ecuacién (2.37) sea justificada,
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vemos que la ecuacion de Schrodinger para el sistema molecular es separable, como se muestra
en la ecuacién (2.39). Esto significa que podemos resolver ambos miembros a cada lado del
signo igual en la ecuacién (2.39) por separado:

PN

= Zo o= 1
(‘5 D Vi=d ) —) #(ri, Ra) = Eup(ri, Ra) (2.40)
i=1 1>7

a,t

[_% 3 (M%) vy Zgiﬁ ®(R.) = E,®(R.) (2.41)

« a>

Podemos reescribir la ecuacion (2.41) usando (2.38) como

[_% 3 (M%) Vi+) Z}%‘iﬁ + E.| ®(Ra) = E®(R,) (2.42)

a a>f

En este punto, tanto los aspectos conceptuales como matematicos de la aproximacién de Born-
Oppenheimer son evidentes. En particular, la ecuaciéon de Schrédinger electrénica (2.40) es la
ecuacién (2.14) que introdujimos anteriormente. Sin embargo, notamos que la ecuacién de movi-
miento nuclear (2.42) implica un Hamiltoniano para el movimiento nuclear en el que la energia
electrénica (FE,) debe ser conocida para todos los valores de las coordenadas nucleares, ya que
aparece como un término que contribuye a la energia potencial para el movimiento nuclear. En
términos matematicos, la separaciéon del movimiento nuclear del electrénico en dos ecuaciones

[ecuaciones (2.40) y (2.41)] es vélida siempre que la contribucién de [—1/2 SPa/my) Vi@]

Vol [Va®] + © Zle VZ} . Puesto que ¢ es tipicamente una
funcion que varia lentamente con las coordenadas nucleares, la aproximacion es generalmente
justificada y es utilizada extensamente. Sin embargo, hay casos en los que esta aproximacion no
es adecuada. Estos casos se dan cuando el acoplamiento del movimiento nuclear y electronico
es importante, por lo que se requiere una correccién adicional. Estos casos ocurren bajo una
gran variedad de circunstancias. Estas circunstancias incluyen cuando las velocidades nucleares
son altas (por ejemplo, en las reacciones de datomos calientes).

P
sea mucho mayor que {— Dt

2.2.4. Meétodos Aproximados para Estados Estacionarios

Si fuera posible resolver la ecuacion de Schrodinger de manera exacta para obtener los valores
y funciones propias asociados para todos los sistemas de interés quimico, nuestra comprension
de la naturaleza de los fenémenos quimicos ciertamente seria vasta y extensa. Sin embargo, el
hecho es que sélo unos pocos sistemas tienen solucion exacta. Concretamente, todavia no ha
sido posible obtener una solucion exacta de la ecuaciéon de Schrodinger para un sistema cual-
quiera que contenga mas de un electréon. En consecuencia, nuestro conocimiento de la quimica
como se ha ido revelando a través de la mecanica cuantica se ha restringido principalmente, a
un analisis de las soluciones aproximadas de la ecuacién de Schrodinger que se han obtenido.
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El Principio de Variaciones

Una de las técnicas mas poderosas para la obtencién de soluciones aproximadas de alta preci-
sion de la ecuacién de Schrodinger se basa en el uso del Teorema de Variaciones.

Para derivar el Teorema de Variaciones, consideremos un sistema de particulas con un Ha-
miltoniano mecanocuantico H para el que la ecuacion de Schrodinger no puede ser resulta de
manera exacta. Esto no significa que los valores y vectores propios asociados no existan para
este sistema. Maés bien, sélo significa que no podemos encontrar una expresion analitica para
ellos (por ejemplo, las soluciones exactas que obtenemos en el caso del dtomo de hidrégeno).
Vamos a describir uno de los estados propios de energia por una funcién ®, que es sélo una apro-
ximacién a la funcién de onda exacta para ese estado. Especificamente, estaremos interesados
en el estado basal, y en el establecimiento de una cierta medida de la cercania que guarda esta
aproximacién con la eigenfuncién exacta. A pesar de que al parecer no puedan ser encontradas,
vamos a suponer la existencia de soluciones exactas para este sistema.'® En consecuencia, supo-
nemos la existencia de los valores propios Ey, Ei, Es, ...., para el sistema. Con eigenfunciones
normalizadas asociadas ¥y, Wy, Wy, ... . Por conveniencia, ordenamos estos estados por su valor
propio de energia de tal manera que Ey < E; < Ey < ... . Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que las funciones propias ¥, son mutuamente ortogonales (incluso si existen niveles
degenerados de energia).

Dado que las funciones propias forman un conjunto completo (Postulado II), podemos ex-
presar ® en funcion de ellas:

=) ¥, cr = /cp*\pk dr (2.43)
k

Ahora examinemos el valor esperado de la energia asociado con esta funcién aproximada:

/CD*J-CCI) dr
e=4 (2.44)

/<I>*<I> dr

donde la integral en el denominador esta presente para asegurar la normalizacién de @, y la
integracion se toma sobre todas las coordenadas de las particulas. La insercién de la ecuacion
(2.43) en (2.44) da

I3Existen considerables evidencias que apoyan la validez de esta suposicién. Por ejemplo, las transiciones
entre los niveles de energia en el &tomo de He se pueden medir experimentalmente, lo que confirma la existencia
de los niveles de energia. Sin embargo, una expresion exacta de las funciones propias correspondientes a estos
niveles observados no se ha encontrado.
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l (2.45)

Sin embargo, hemos asumido que las ¥; son las funciones propias exactas del Hamiltoniano, es
decir

HU; = E,; (2.46)

que permite reescribir la ecuacién (2.45) como

> lexl* By
e—_k
> lexl?
k

(2.47)

donde se ha empleado la ortogonalidad mutua de los vectores propios. Si escribimos la ecuacién
en detalle, obtenemos

1 2
&= —————Alcol” Eo + |ei| By + |ea By + ..} (2.48)

()

Si reemplazamos cada Ej, por Ej en la ecuacién (2.48), obtenemos una expresion cuyo valor es
claramente menor que el de la ecuacién (2.48), ya que cada término es reemplazado por otro
menor o igual. En consecuencia, tenemos

D olel’Be Eo <Z |Ck!2>
k k

g = > = E, (2.49)
2 lal X laf
k k
Finalmente, sustituyendo (2.49) en (2.44) obtenemos
/CID*?{CI) dr > Ey,  si®estd normalizada (2.50)
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La ecuacién (2.50) se conoce como el Teorema de Variaciones y nos dice que cualquier fun-
cién de onda aproximada siempre tendra un valor esperado de la energia que estara por encima
de la energia del estado basal, excepto en el caso especial cuando ® = 1)y. En otras palabras, el
valor esperado de la energia de cualquier funcién de onda apropiada'* proporcionara un limite
superior a la energia exacta del estado més bajo (el estado basal), aunque en realidad, este
teorema no dice que tan alto se encuentra € por encima de Ej.

Este resultado es de gran utilidad préactica, ya que nos permite obtener una medida de la
"cercania” de la aproximacién a la eigenfuncion exacta por examen de su valor propio de la
energia. Si mas de una funcién de onda aproximada se propone, la que tiene la energia més
baja sera la que represente més estrechamente a la funcién propia exacta para esa propiedad.
Cabe senalar que la funciéon de onda aproximada méas baja en energia, no necesariamente es la
mejor aproximacion para describir otras propiedades moleculares (como momento dipolar por
ejemplo).

El Método Variacional Lineal

Supongamos que un conjunto de funciones de base {¢;} ha sido elegido (el conjunto selec-
cionado es linealmente independiente, pero no necesariamente las ¢; son ortogonales o estan
normalizadas; ver el apéndice B para una discusion detallada sobre conjuntos de funciones de
base). Si se elige un nimero finito N de funciones ¢; para representar la funcién de onda ® de
prueba, entonces podemos escribir

N
=) con (2.51)
k

0 en su representacion matricial

d = pc (2.52)

donde ¢ y ¢ son vectores columna y fila de (N x 1) y (1 x N) respectivamente, esto es

) = (g1 02 ... on) (2.53)

MTa funcién de onda aproximada tiene que satisfacer las condiciones de contorno, es decir, debe ser mono-
evaluada y cuadrdticamente integrable.
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Si ® ha de ser la mejor aproximacion a la funcion de onda exacta para estas funciones de base
elegidas, entonces debe hallase el conjunto {c;} que permite obtener un valor esperado de la
energia tan bajo como es posible. El Principio de Variaciones exige que este valor esperado de
energia siempre esté por encima de la energia exacta.

El valor esperado de la energia de ® esta dado por

/ O*"HD dr
FE=s—1r— (2.54)
/ Q"0 dr
o en su forma matricial T
c'Hc
E = 2.55
c'Sc ( )
donde
Hy, = /@ZfH(I)l dr (2.56)
y
Skl = /(I)Zq)l dr (257)
S se conoce generalmente como la matriz de solapamiento.
Con el fin de minimizar F debemos asegurar que
oF
=0 =12,...N 2.58
ac;; ) p ? 9 Y ( )

Un razonamiento similar se aplica para los coeficientes ¢, de la expansion, sin embargo, el con-
junto de ecuaciones que se obtiene tiene exactamente la misma soluciéon que la resultante en
(2.58). De tal suerte que cualquiera de los dos conjuntos puede ser empleado para minimizar F

Sustituyendo la ecuacion (2.55) en (2.58) y desarrollando la derivacién parcial obtenemos

( C;;> (C SC) + E C;; (C SC) C; (C HC) (259)

Sin embargo,
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p

9 ; 9 N N . N
5 (C SC) = % Z chSklcl = Z Splcl (260)
¢ AN z

y de modo similar

(c'Hec) Z Hyc (2.61)

Si E' es un minimo con respecto a las variaciones en cj, entonces

OF
oct

P

-0 (2.62)

y la ecuacién (2.59) puede ser escrita como

N N
E (Z Splc,> = Hya, p=12.,N (2.63)
l l

N

Y (Hu—ESy)a=0,  p=12..,N (2.64)
l

(2.64) constituye un conjunto de N ecuaciones homogéneas con N + 1 incégnitas. Sabemos que
una solucién no trivial a la ecuacién (2.64) sélo existe si

det (H— ES) =0 (2.65)

En la expresion anterior, det (H — ES) es el determinante de la matriz H — ES:

Hy —ESw Hp—ES;y, ... Hin—ESy
Hy, —E521 Hjs —E522 H2N_.ES2N —0 (2.66)
Hyy — ESNI Hpyo — ESNQ ... Hyn —ESyn

Consideremos ahora la matriz de solapamiento S. Dado que S es una matriz hermitiana,
sabemos que puede ser llevada a la forma diagonal a través de una transformacion de semejanza

30



2.2. MECANICA CUANTICA MOLECULAR

unitaria:

dll 0 e 0
0 d22 ‘e 0

uflsu=d=| . 7 . (2.67)
0 0 ... dyy

donde U es una matriz unitaria y d es una matriz diagonal. Definimos ahora

1
— 0 0
Vi |
0 — ... 0
V= daz (2.68)
1
0 0
dNN
Esta definicién sera posible siempre y cuando
di; # 0, 1=1,2,...,N (2.69)

Cuando la ecuacién (2.67) se multiplica por V y VT obtenemos el siguiente resultado

10 ...0
01 ...0

viufsuv =1=| = (2.70)
0 0 1

Retomando el determinante de la ecuacién (2.65), utilicemos el resultado obtenido en (2.70)
del siguiente modo:

det (VIU") det (H — ES) det (UV) =0 (2.71)

15

det [(VIUTHUV) ~ E (V/U'SUV)] = det (H — ET) =0 (2.72)

15 Aquf hemos utilizado el teorema: det (AB) = det (A) det (B).
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donde
H = VIUHUV (2.73)

Observamos que los valores propios F; no se ven afectados por la transformacién descrita en
la ecuacién (2.70), y las funciones propias deseadas correspondientes a la matriz hamiltoniana
original (H) pueden obtenerse a partir de

c=UVc (2.74)

donde ¢’ es la matriz de vectores propios de H que resulta de la solucién de la ecuacién (2.72).

Una vez que se han obtenido los valores propios, los vectores propios se pueden encontrar
por sustitucién en la ecuacién (2.64), mas el uso de la condicién de normalizacién. La opti-
mizacién de una funcion de onda de esta manera es referida generalmente como el Método
Variacional Raleigh-Ritz o Método Variacional Lineal.

A medida que aumenta el nimero de elementos en el conjunto de base, la base se hace
cada vez mas completa, y la funcion de onda aproximada ® guarda mejor cercania con Wy, la
funcién de onda para el estado fundamental. Evidentemente, entre més grande sea el conjunto
de funciones de base, mejores seran los resultados en general. La discusion anterior pone de
manifiesto por qué la introduccion de computadoras de alta potencia ha tenido un tremendo
impacto en el campo de la quimica cuantica. El uso de computadoras digitales ha transformado
la resolucion de ecuaciones extremadamente complejas, en problemas de rutina, permitiendo
por ejemplo, la diagonalizacién de una matriz de (100 x 100) en cuestién de segundos.

Teoria de Perturbaciones Rayleigh-Schrodinger

El uso del Principio de Variaciones es generalizado, no obstante, un enfoque alternativo y de
gran utilidad consiste en utilizar las técnicas de la teoria de perturbaciones. La formula-
cién y desarrollo de la teorfa de perturbaciones [conocida como Teoria de Perturbaciones
Rayleigh-Schrédinger (RSPT)] se da a continuacion.

En general, la teoria de perturbaciones comienza con la suposicién de que sera util dividir
un operador hamiltoniano dado H en dos,

H = FHo+ \H (2.75)

En la ecuacién anterior, varias caracteristicas en la divisién de H deben cumplirse. En particular,
Hoy se conoce como el hamiltoniano no perturbado, y debe ser tal que las soluciones exactas
a la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo con Hy puedan encontrarse. Tanto
H, como H' son en principio, hermitianos. Adicionalmente, A es un ntmero real pequefio,
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referido generalmente como pardmetro de la perturbacion. Esta tltima caracteristica tiene una
interpretacion relevante, en el sentido de que significa que el término de perturbacién tiene
pequenos efectos en las funciones propias del operador no perturbado Hj.

A. Estados no degenerados

El caso que usualmente se utiliza para introducir los conceptos de la teoria de perturbaciones es
donde los valores propios del operador hamiltoniano no perturbado son no degenerados. Para
ese caso en particular, se supone que las funciones de onda exactas y valores propios de Hy
pueden encontrarse, esto es que:

Ho? = EQ 9P, n=0,1,2,.. (2.76)

. , 0
puede resolverse exactamente para todos los valores de n, dando los niveles de energia E(() ),

Eio), Eéo), ..., mismos que son no degenerados, ademas de las funciones propias asociadas zb(()o),
¢§°), 50)’ ... . El superindice se ha incluido para indicar que estamos tratando con valores y
vectores propios del problema no perturbado.

Una perturbacién de la forma AH se introduce ahora al sistema, y estamos interesados en
determinar el efecto que tendra dicha perturbacion sobre las eigenfunciones y eigenvalores del
Hamiltoniano no perturbado. El enfoque basico de la teoria de perturbaciones es suponer que,
dado que el Hamiltoniano en (2.75) es funcién de A, las funciones y valores propios también
dependen de )\, y el efecto de la perturbacién en ambos puede ser descrito por una expansion
en serie de potencias en A\, esto es

U, =0 + A + A2p@ o M) (2.77)
E,=E® + \EM + X2E® ... 4 N E® 1. (2.78)

para todo n. En las expresiones anteriores, ¥,, y F, representan la funcién propia y el valor pro-

2
pio del estado n-ésimo del sistema perturbado, mientras que w 7(1), ..., son las correcciones

0
de primer orden, segundo orden, etc., respectivamente, a la fun(:1on de onda no perturbada wg ),
2) . )

Del mismo modo E , EY ) e resentan las correcciones de primer orden, segundo orden,
etc., a la energia no perturbada E . Todas las correcciones se supone, son independientes del

parametro A, y las correcciones a la funcién de onda no perturbada {wn } son ortonormales,
es decir

/ YW dr = 5 (2.79)

La consideracién basica de importancia que subyace en este enfoque es que las series de poten-
cias presentadas en las ecuaciones (2.77) y (2.78) deben ser convergentes.
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Para efectos de nuestra discusién, en este punto vamos a suponer que las expansiones en
series de potencias convergen adecuadamente. Entonces, la sustitucién de las ecuaciones (2.77)
y (2.78) en la ecuacién de Schrodinger para el sistema perturbado

(9{0 + )\J{'> v, = B, (2.80)

nos queda

<5J-C0 + )&C’) (O + MpD + 222 +--)

2.81
= (BY + AEY) + NED + ) (0 + M + NP - (25

y agrupando los términos con potencias similares de A, obtenemos
Horh)+A (9{'@0,20’ + 9601/},2”) + A2 (9{0@053’ + 96’@/)53)) T 2.5

n

= B + MEDUD + EPYD) + 0 (B2 + BUD + DGR -

para todo n. Puesto que A es un pardmetro arbitrario, para garantizar que la ecuacién (2.81) se
cumpla para todos los valores de A, se ha de cumplir que los coeficientes de potencias similares
de X en ambas series sean iguales.

Igualando los coeficientes de los términos independientes de A, obtenemos

Hoypl¥ = EQyp0 (2.83)

Esta ecuacién no nos aporta informacion nueva, ya que representa simplemente la ecuacion de
Schrodinger para el sistema no perturbado cuyas soluciones hemos asumido son conocidas.

Igualando los coeficientes de los términos lineales en A\, obtenemos

Hop) + H P = BEQY + EL ) (2.84)

n n n

que es conocida como la ecuacion de primer orden. Para obtener la correccién de primer orden
a la energia Efll), multiplicamos (2.84) por wSP)* e integramos, lo que da

EW = / SOy Ddr + / YO H YO dr — B / PO dr (2.85)

La propiedad de hermiticidad de Hy y la ortonormalidad de las funciones pueden ser utilizadas
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para demostrar que el primer y tercer términos en el lado derecho de la ecuacion anterior son
iguales a cero. Por tanto, la ecuacién (2.85) se simplifica del siguiente modo

EW = /¢£0)*g(’¢£0)d7 (2.86)

Este es el primer resultado de interés. Indica que la correcciéon de primer orden a la energia
debido a la presencia de la ?erturbacién puede estimarse a partir del conocimiento de la funcién
0

de onda no perturbada ¢7(1 y la evaluacién de la integral en la ecuacién (2.86).

Este tipo de analisis puede extenderse para obtener otros resultados de interés. Para el caso
de los coeficientes de los términos que contienen A\? y A3, un proceso analogo al descrito para
los coeficientes de los términos lineales en A conduce a las siguientes relaciones:

E? = / O3V dr (2.87)
E® = / PO H pDdr (2.88)

A través de algunas manipulaciones adicionales, los resultados hallados hasta el momento pue-
den ser generalizados. Para aclarar esta afirmacién, consideremos por ejemplo, la multiplicacién
de la ecuacién de segundo orden ( es decir, la ecuacién que representa los coeficientes de A?) por

w,&”* y una posterior integraciéon. No es dificil demostrar que dicha operacién permite obtener:
/ O Y Pdr = BV — / P HoypPdr (2.89)
La multiplicacién de la ecuacién de primer orden por 1/1,(12)* y la integracion nos da

[ esrstuar = - [uoscuar (2:90

Al combinar las relaciones (2.89) y (2.90), y al sustituir el resultado obtenido en la ecuacién
(2.88) vemos que

n

76 _ /wﬁl)*%/wﬁf)df _EW (2.91)

35



CAPITULO 2. MARCO TEORICO

Este es el segundo resultado importante que se desprende del tratamiento matematico de la
teoria de perturbaciones. Expresado en su forma generalizada, la ecuacién (2.91) indica que la
correccion energética de orden k se puede obtener a partir del conocimiento de la correccion de
orden k — 2 para la funcion de onda no perturbada.

Debido a que las funciones propias del sistema no perturbado forman una base para la
descripcion del sistema antes de iniciada la perturbacion, estas mismas funciones propias pro-
porcionaran una base aceptable después de que la perturbacién haya sido aplicada. Sin embargo,
se puede esperar que los coeficientes se modifiquen, a causa del cambio en el sistema como re-
sultado de la perturbacién. Por lo tanto, nuestra siguiente tarea consiste en determinar los
coeficientes pertenecientes a los diversos términos de correccion al sistema no perturbado.

Para la correccién de primer orden podemos escribir

PO =" (2.92)
l

donde se han de determinar los coeficientes a;,. La sustitucion de (2.92) en la ecuacién de
primer orden (2.84) da

> an (3o — EP) 4 = (ED =3¢ )y (2.93)
l
0 Z a“ < E(O)) $ O = (Eg) _ 5{’> HO (2.94)

l

La multiplicacion por wﬁo)* (con r # n) y la posterior integracién, resulta en la expresion:

[oacopar

a/rn et ET(LO) ~ ET(O) = ET(LO) _ ET(‘O) (295)
donde hemos definido
H., = / PO pOdr (2.96)

La sustitucién de la igualdad (2.95) en las ecuaciones para las correcciones energéticas de pri-
mer, segundo y tercer orden [relaciones (2.86), (2.87) y (2.88)] permite obtener una expresion
general para la energia del sistema perturbado [tomando A =1 en la ecuacién (2.78)]:
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/ 2

(0)
E,=EQ +Hy, +> —5— —0 E(O (2.97)

r#n n

donde cada uno de los términos que figuran explicitamente en el lado derecho de la ecuacién
anterior, se pueden calcular tan sélo con el conocimiento de las energias y funciones propias del
sistema no perturbado.

Recopilando los resultados para la correccion a la funcién de onda del sistema perturbado,
tenemos

=0+ (E(O) E(O)) P+ (2.98)

r#n

2.2.5. Sistemas Multielectréonicos
Antisimetria y Principio de Exclusion de Pauli

Un electrén tiene diversas propiedades mecanocudnticas que tienen anédlogos clasicos (por ejem-
plo, energia cinética, momento angular orbital, etc.) y al menos una propiedad para la cual, no
existe una analogia cldsica (espin).

Sin embargo, hemos visto que el operador Hamiltoniano no relativista, independiente del
tiempo y en ausencia de campos externos (que es la forma del Hamiltoniano mas ampliamente
utilizada), no contiene ningin término de espin. Es decir, las funciones de onda determinadas
por este tipo de Hamiltonianos estardn insensibles a los estados de espin de los diversos elec-
trones en el sistema. Nuestra principal motivacion en este momento consiste en incorporar una
adecuada descripcién del espin del electron a las funciones de onda aproximadas.

En un sistema de particulas clasicas, el camino detallado de movimiento (trayectoria) puede
ser descrito por cualquier particula. Como consecuencia de esto, podemos saber con precisién
la posicién de las particulas en un momento dado, lo que nos permite distinguirlas unas de
otras. Para una particula microscépica sin embargo, la posicion y momento lineal no pueden
ser medidos de forma simultanea sin incurrir en una incertidumbre de al menos h en el producto
momento-posicién (Principio de Incertidumbre). Esto significa que no podemos determinar
con precision la trayectoria del movimiento de una particula microscopica, como en el caso
de las particulas clasicas. Adicionalmente, si mas de una particula microscépica esta presente
(dos electrones por ejemplo), habrd una incertidumbre en la localizacién de cada uno de ellas.
Esto conduce a la conclusién de que, a nivel microscopico, no podemos distinguir una particula
idéntica de otra. Por lo tanto, en contraste con particulas clésicas, el Principio de Incertidum-
bre aplicado a sistemas microscépicos nos obliga a crear una descripcion que no distinga entre
particulas idénticas. Dicho de otro modo, una funcién de onda que describa adecuadamente
una coleccién de particulas idénticas (por ejemplo, una funcién de onda para un sistema de
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N-electrones) no debe distinguir entre ellas.

Para mostrar como ésto puede lograrse, considérese una funcién de onda para un sistema
constituido de N particulas idénticas, esto es,

U (1,2,---N) =V (1,79, Tn) (2.99)

donde 7,7, - - - Ty representa la dependencia tanto de coordenadas espaciales como de espin
en cada particula. Si cada particula es indistinguible respecto a las demés, el intercambio de
cualquier par de particulas, no debe afectar a los observables susceptibles a medicion. Esto
significa que si P;; es un operador que intercambia las particulas ¢ y 7,

Pis U (T, To, - Tiyoe Ty o, TN) zeik\If(Tl,Tg,--- STiy ey Tiy o 3 TN) (2.100)

donde k es un numero real. El motivo de que la funcién de onda sea multiplicada por el factor
e’ como resultado de la aplicacién del operador Pi; sobre U es que tanto la normalizaciéon como
los valores esperados de la funciéon de onda deben permanecer invariantes ante la aplicacién de
Pi;. En otras palabras, si A es un operador correspondiente al observable A, el valor esperado
de A debe ser invariante para P;;, esto es,

(A) = / / (P ) A (PyU) dry dry -+ dry

:eikeik/---/\y*ﬂqf dT1 dTg dTN (2'101)
_//\I/*.A\I/dTldTQ dTN
k

de este modo el comportamiento necesario de A queda asegurado por la inclusién del factor e*.

Un analisis detallado nos va a permitir aprender més sobre el factor e*. La aplicacién dos
veces consecutivas del operador P;; sobre W, restaura la funcién de onda original:

Utilizando la ecuacién (2.100), la ecuacién anterior se convierte en

PPy = Py [eik‘l’ (T1, T2y o Tjse e e Tiy 77'N)} (2.103)

= U (1), 7oy Ty T TN (2.104)
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:\11(7—177—27"'7Ti7.")Tj7"';TN) (2105)

A partir de las ecuaciones (2.104) y (2.105), vemos que

e = 41 (2.106)
lo cual implica que
et =41 (2.107)
Por lo tanto, encontramos que
PV =40 (2.108)

es decir, se espera que la funcién de onda original quede multiplicada por +1 6 —1 al producirse
el intercambio de cualquier par de particulas idénticas. A saber, la funcién de onda debe ser
simétrica o antisimétrica respecto al intercambio de particulas idénticas.

Puesto que el resultado anterior nos proporciona una funciéon de onda aceptable desde el
punto de vista del Principio de Incertidumbre, no deberia sorprendernos encontrar que siste-
mas de ambos tipos estan presentes en la naturaleza a nivel microscépico. De hecho, se observa
experimentalmente que las funciones de onda antisimétricas se asocian con particulas llamadas
fermiones (que incluyen a los electrones), y que obedecen la estadistica de Fermi-Dirac. Las
particulas cuyas funciones de onda son simétricas con respecto al intercambio se conocen como
bosones (por ejemplo, particulas o) y obedecen a la estadistica de Bose-FEinstein.

La evidencia experimental demuestra la validez del siguiente postulado:

Principio de Pauli. La funcion de onda completa (incluyendo tanto las coordenadas
espaciales como de espin) de un sistema de fermiones idénticos debe ser antisimétrica con
respecto al intercambio de todas las coordenadas (espaciales y de espin) de dos particulas.
Para un sistema de bosones idénticos, la funcion de onda completa debe ser simétrica con
respecto a tal intercambio.

El requisito del Principio de Pauli de que la funcién de onda electrénica deba ser antisimétri-
ca conduce al siguiente postulado adicional:

Principio de Exclusion de Pauli. No puede haber mds de un electron que ocupe un
espin-orbital dado.

Un orbital es una funcién de onda espacial para un electrén y se define dando sus tres niimeros
cudnticos (n, [ y m en un dtomo); un espin-orbital se define dando los tres niimeros cuanticos
del orbital y el nimero cuantico ms (—I—% para la funcion de espin «; —% para ). Asi, en un
atomo, el Principio de Exclusiéon implica que dos electrones no pueden tener los mismos valores
para los cuatro niumeros cudnticos n, [, m y my.
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Sistemas Multielectronicos y Determinantes de Slater

Ahora nos encontramos en posicion de mostrar en general, cémo construir funciones de onda
para sistemas de varios ntcleos multielectrénicos que satisfagan los requerimientos espaciales
y de espin necesarios. Sin embargo, es importante senalar que las funciones de onda que se
construyen son tan sélo aproximaciones. Esto se debe a la incapacidad que se tiene hasta el
momento de encontrar soluciones exactas a la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo
para sistemas que contienen mas de un electrén. Por lo tanto, en los trabajos de investigacién,
la eleccién del modelo tedrico (es decir, la forma general de la funcién de onda) asi como del
conjunto de funciones de base, juegan un papel fundamental.

Un mecanismo conveniente que establece de manera sencilla la incorporacion del requisito
de antisimetria a la funcién de onda, es el uso de determinantes (o sumas de ellos). Se eligen
estas entidades matematicas porque el intercambio de dos filas o dos columnas de un determi-
nante (equivalente al intercambio de las coordenadas de dos particulas), cambia el signo del
determinante.

Sin embargo, también se tiene que decidir como representar los electrones en un sistema
multielectrénico. La eleccion que ha disfrutado de abrumadora popularidad es la de asignar a
cada electrén individual una funcién de onda particular (orbital). Por ejemplo, un dtomo de
tres electrones puede ser descrito por una funcién de onda que contenga tres orbitales atémicos,
uno para cada electrén. Un enfoque mas general consiste en elegir un conjunto de orbitales y
utilizar los primeros N orbitales de dicho conjunto, para describir un sistema de N electrones.

En definitiva, esta idea puede generalizarse, de tal suerte que incorpore las restricciones
espaciales y de espin por el uso de funciones de onda determinantales. Las funciones de
onda determinantales fueron formuladas por Heisenberg y Dirac, y desde la aparicién de un
articulo fundador escrito por Slater, han sido conocidas como determinantes de Slater. En
este enfoque, los electrones individuales se asignan a orbitales individuales, dichos orbitales
son funciones tanto de las coordenadas espaciales como de espin y por tanto se conocen como
espin-orbitales. Por lo que respecta al determinante total, éste contiene tantos espin-orbitales
como electrones en el sistema. Pongamos por caso un sistema de N electrones cuya funcion de
onda estaria representada por el siguiente determinante de Slater:

[ (1) (1) (1) ...
. P1(2) ¥a(2) ¥3(2) ... Y (2)
U(1,2,...,N) = P1(3) ¥ (3) w3 (3) ... Yn(3) (2.109)

0 (V) (V) g5 (V) . (V)

donde 9; (k) es el j-ésimo espin-orbital que describe al k-ésimo electrén. (1/N ' es requerido
para propositos de normalizacién. Serd importante senalar que hasta este punto, no ha sido
seleccionada una forma particular para las v; (k) .'® De hecho, 1, (k) puede ser elegido para ser
un orbital atémico (OA) o bien, un orbital molecular (OM). En cualquier caso, observamos que
cada fila corresponde a un electrén diferente, y cada columna a un espin-orbital distinto.

16Cabe senalar que la eleccién de los espin-orbitales debe ser tal que la funcién de onda resultante sea continua,
univaluada y cuadraticamente integrable.
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Por ejemplo, si los orbitales hidrogenoides son utilizados para describir un atomo con N
electrones, cada v; en la ecuacion (2.109) tendria la forma

Vi (1) = Gnim (11,91, 1) X (51) (2.110)

donde 1; se caracteriza por los nimeros n, [ y m, y la funciéon de espin y. El factor espacial
Onim puede estar simple o doblemente ocupado en el determinante de Slater. Evidentemente,
no podemos esperar que tal descripcién del sistema suministre una imagen exacta, ya que se
ha asumido que el comportamiento de cada electron estda descrito por un espin-orbital que es
independiente de todos los demds (modelo de particula independiente).

Una forma alternativa de presentar el determinante de Slater de la ecuacién (2.109) es
U (1,2,..,N)=A{Y (D) (2)--- N (N)} (2.111)
donde A es conocido como el operador de antisimetrizacion, y viene dado por

A= (N'—l)mzﬂ; (=1 P (2.112)

donde P es el operador que permuta los electrones en los espin-orbitales, p es la paridad de la
permutacién, y el factor (1/N !)1/ ? se introduce para mantener la normalizacién de W. Por cier-
to, puede verificarse facilmente que el operador de antisimetrizacién es un ejemplo de operador
de proyeccion, dado que

.A2

I
=

(2.113)

Para ilustrar como la formulacién de los determinantes de Slater es consistente con el Prin-
cipio de Exclusiéon de Pauli, consideremos el caso hipotético en el que dos espin-orbitales, tienen
todos los nimeros cuanticos (n, [, m, s) iguales, es decir:

¢§1) = %@) = Ryt (r1) Yim (91, 01) X (1) = Rt (r2) Yim (92, 2) x (52) (2.114)

Cuando estos espin-orbitales son sustituidos en la ecuacién (2.109), se ve claramente que dos
columnas son iguales, lo que significa que el determinante es igual a cero. Con ésto tultimo
queremos decir que el uso de un determinante de Slater garantiza que el Principio de Exclusién
de Pauli quede satisfecho.
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Para motivar el estudio del efecto que tiene la inclusion del espin en las propiedades calcula-
das del sistema, consideremos un sistema atémico de dos electrones. Para el estado fundamental

de un sistema de este tipo, una funciéon de onda aceptable es

donde
Ls(i)a(i) = Rio(rs)Yim (U5, i) (i)

Desarrollando el determinante en (2.115) obtenemos

v(1,2) = iz [1s(D)e(1)15(2)5(2) — 15(1)B(1)15(2)(2)]

_ %13(1)13(2) a(1)B(2) — B(1)a(2)]

(2.115)

(2.116)

(2.117)

(2.118)

Por tanto, la funcién de onda puede expresarse como el producto de una funcién espacial y un
factor de espin. Ahora bien, consideremos el valor esperado del operador Hamiltoniano inde-

pendiente del tiempo H con una funcién de onda de la forma

U (1,2) = p(r1,r2)x(1,2)

(2.119)

que es la forma de la funcién de onda mostrada en (2.118). El valor esperado de la energia

esta dado por

<E>://@*(1,2)5{@(1,2)6171@

////(p*(rl,rz)x*(l,2)5—(g0(r1,r2)x(1,2) dVy dVy dsq dss
puesto que H es independiente del espin, tenemos
(E) ://X*(LQ)X(LQ) ds dSQ//90*(1‘171‘2)9{90(1'171‘2)X(172) dVy dVa

y como Y es una funcion normalizada, la ecuacién anterior se simplifica:

(2.120)

(2.121)

(2.122)
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(E) = //@*(r17r2)g{¢<rlar2)x<1v2) dVi dVs (2.123)

En consecuencia, vemos que el valor esperado de la energia no se ve afectado por la eleccién
del factor de espin. A pesar de que hemos elegido una formulacién usando un caso particular y
arbitrario (un sistema atémico de dos electrones), siempre es posible para el caso no relativista,
separar la funcion de onda para un sistema de N electrones en un producto de una funcién
espacial y una funcién de espin.

A. Expresion de Energia para un Determinante de Slater

Hemos visto que el Hamiltoniano no relativista en la aproximacion de Born-Oppenheimer para
una molécula de N electrones que contiene M ntcleos puede ser escrito como:

H = Ho + Hy + Fo (2.124)

donde Hy es un término constante, H; contiene sélo operadores monoelectronicos, y Hsy con-
tiene solo operadores bielectronicos:

M
77
Ho=) =22 (2.125)
a>f of

donde Zj, es la carga del a-ésimo nicleo, y R,z es la distancia (fija) entre los nicleos o y 3.

N

=> h(i) (2.126)

=1

N | —
N

at

<

N M
2 Vi=)
i=1

a=1

donde el primer término contiene el operador de energia cinética para cada electrén, y el segun-
do término representa la atraccién de cada electréon con cada uno de los nticleos de la molécula.

El término final es

Hy=> — (2.127)

y representa los términos de repulsién electron-electrén. Como en el caso anterior, Hsy es un
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operador simétrico respecto a las coordenadas electronicas.

Por lo tanto, estaremos interesados en evaluar tres tipos de elementos de matriz:

(D || D) :/.../D*ﬂop dr - dry (2.128)
(D |9,] D) :/.../D%D dr - dry (2.129)
y

donde se toma la integracién sobre las coordenadas espaciales y de espin, y el determinante de
Slater D se define como:

G) () () . vn (1)

L @ w@) . e
D:[N‘]m vi(3) ¥2(3) ¥s(3) ... Yn(3) (2.131)

0 (V) 6o (N) s (N) .. (N),
:ﬂﬁmZewmwmwmmww» (2132

donde las 1; se eligen de un conjunto completo de orbitales ortonormales.
Para el operador Hamiltoniano de la ecuacién (2.124) el valor esperado de la energia asocia-

do con la funcién de onda de prueba que consiste esencialmente en un determinante de Slater
unico, esta dado por

E = (D|X| D) = (D |Hy| D) + (D |H,| D) + (D |Hs| D)

=0+ 3 () i) + 3 [ (o

1<j

1

)=
2 12

1
(&1

‘”ﬂ (2.133)

donde

1

12

12

wpein) =3 [(i

i<j

ij> - <ij ﬂ>] (2.134)

y para un operador bielectrénico general f(i,7) simétrico respecto a las coordenadas electréni-
cas tenemos:
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wuwwwMﬂm=/]%mwwvmﬁmmwm—%mwmwm@ (2.135)

El resultado obtenido en la expresién (2.134) sera de utilidad directa en la discusién poste-
rior sobre la teoria de Hartree-Fock. Por el momento, basta con darse cuenta que para evaluar
la energia asociada con funciones de onda construidas a partir de determinantes de Slater, es
necesario evaluar integrales sobre las coordenadas de un sélo electrén [en el caso del opera-
dor h(1)] o dos electrones [en el caso del operador 1/ry5]. Por tanto, a pesar de que estamos
tratando con un problema de N electrones, la forma del Hamiltoniano (en el que a lo mas,
aparecen operadores bielectrénicos) asegura que las integrales mas complicadas que aparecen
son integrales bielectrénicas.

Acoplamiento de Momento Angular

Resulta oportuno considerar el concepto de momento angular para un sistema de particulas.
Debemos sin embargo, restringir nuestra discusion a un sistema de varios nicleos y electrones
en el que no se tendran en cuenta los efectos de espin nuclear.

Como primer paso, definimos el operador de momento angular orbital total £ para

un sistema de N electrones como la suma de los operadores de momento angular orbital para
cada electrén [L(i)], esto es

L= L) (2.136)

donde la componente de £ en la direccion cartesiana x esta dada por
N
£, =3 4.0) (2137
j=1

con expresiones andlogas para £, y £.. Las relaciones de conmutacién entre las componentes
de £ son

[£,, L] = ihL, (2.138)

donde (p,q,r) representa (z,y,z) o cualquier permutacién ciclica de (x,y, z) (ver apéndice A
para una revision sobre el conmutador de dos operadores). El cuadrado de £ esta definido como
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LP=L2+ L0+ L3 (2.139)

De manera similar, el operador momento angular de espin total § para un sistema de
N electrones, vy su cuadrado 82, se definen como

N
$=Y 8(j) (2.140)
j=1
8 =8+8.+8: (2.141)
y
[S,,8,] = iRS, (2.142)

Sera de particular interés estudiar el modo en que estas diferentes formas de momento an-
gular pueden acoplarse. Para explorar esta posibilidad, definimos un operador de momento
angular total J como

d=L+8 (2.143)
con
[0y, 3] = thdx (2.144)
El cuadrado de J adopta la forma:
P=(L+8)(L+8) =L>+8+2(LS) (2.145)
donde se ha utilizado el hecho de que
[£,8] =0 (2.146)

A fin de determinar cuéles de las cantidades asociadas con los operadores introducidos an-
teriormente pueden estar sujetas a una medicién simultanea, observamos varias relaciones de
conmutacion que pueden ser facilmente probadas:

92, £2] = [2,8%] = [3%,£.] = [82.9.] = [£%.8%] = [£2,4.] =0 (2.147)
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Asi, vemos que los cuatro operadores g2, £2, 8% y J, conmutan mutuamente, lo que significa
que es posible encontrar funciones propias simultaneas para los cuatro operadores, y por tanto,
medir cada observable correspondiente a los distintos operadores de manera simultanea.

Sin embargo, no sélo los operadores mencionados anteriormente conmutan. De hecho, tam-
bién puede mostrarse que los cuatro operadores £2, £,, 82 y 8. conmutan mutuamente. Por
lo tanto, se tiene un conjunto alternativo de operadores que conmutan y cuyos observables
resultan medibles simultdneamente. A la vista de los anterior, necesitamos decidir cudl de los
dos conjuntos es mas conveniente para su uso. No obstante, nuestra decisién en este sentido
dependera de diversos factores: el Hamiltoniano utilizado, la forma de la funcién de onda que
se elija y la simetria general del sistema. Lo cierto es que, en general, se verifica que para un
sistema molecular [H, £?] # 0 y tan sélo serd importante tener en cuenta la construccién de la
funcién propia de espin.

Para sistemas descritos por un Hamiltoniano independiente del tiempo, sin efectos relativis-
tas y en ausencia de campos externos, cada uno de los operadores mencionados anteriormente
(excepto £?) conmutan con el Hamiltoniano. Es decir, ambos conjuntos de operadores resultan
ser una buena opcion. Por lo general, la forma de la funcion de onda elegida ayuda a determinar
el conjunto de operadores mas conveniente para utilizar.

Como se afirmé en la seccion precedente, los determinantes de Slater se utilizan como fun-
ciones de onda de prueba (dado que satisfacen el Principio de Antisimetria). Examinemos ahora

el efecto que tiene el operador £, en un determinante de espin-orbitales de Slater. En concreto,
asignemos a un atomo de N electrones una funcién de onda de prueba de la forma

1 P
v(1,2,..,N)= W ZT: (=) P{y (Mg (2) - N (N)} (2.148)

donde los espin-orbitales atomicos en el determinante se eligen como productos de funciones
radiales, armoénicos esféricos y funciones de espin:

Vi (7) = i (r, 95, ¢4, 05) = R, (15) Yim, (95, 5) Ss; (o) (2.149)

donde el subindice 7 en 1); se refiere al conjunto de los nimeros cuanticos n;, l;, m; y s;. Adi-
cionalmente, sabemos que

Lo (15,05, 05, 05) = myb; (15,95, 5, 05) (2.150)

Empecemos por considerar el efecto de £, en el término diagonal del determinante de Slater,
esto es,
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LA (Db (2) by (N)} ={L. (1) + L. (2) + -+ + L. (N)} {1 (D)p2 (2) -+ - by (N) }
= (m1 +mg + -+ my) {1 (1)h2 (2) -+ (N)}

= (Z mj) {wl (1)% (2) YN (N>}

(2.151)

El siguiente término de interés es el que resulta de una inica permutacion de la ecuacién (2.136):

- L, Wl(l)%(?) (')“‘wj(i)"'iﬂN(N)}
'{¢1() 2(2) () %() Yy (N)}
_—(m1+m2+" +my 4 mi 4 my) {9 (D2 (2) -4 () - (1) - (V) }

- <ij> {1 (D2 (2) i (5) -y (i) - (V) }
"~ (2.152)

Por tanto, los términos que se obtengan a través de una permutacién individual daran el mismo
, . . . . ., N . .

resultado que el del término diagonal (multiplicacién por » i1 m;), junto con el signo apro-

piado para el término en la expansién del determinante.

Siguiendo un razonamiento similar para las otras permutaciones en (2.136), vemos que

N
£, (1,2,..,N) = (ij> W (1,2,..,N)=M,¥(1,2,.. N) (2.153)
j=1

Esto es, el determinante de Slater con los espin-orbitales elegidos [ecuacién (2.137)], es una
funcién propia de £, con valor propio

Un analisis aplicable por analogia muestra que el determinante de Slater es una funcion
propia de 8, con valor propio S, donde

=3°5.0) (2155)
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8. (1) ¥i (rj, 05, ¢, 05) = sinhi (ry, 95, 5, 05) (2.156)

N
S.=> s (2.157)
j=1

En consecuencia, debido a que los determinantes de espin-orbitales de Slater son funciones
propias de £, y 8., es evidente que el conjunto de cuatro operadores que es mas conveniente
utilizar es {£? 82, L., 8.}. Para esta eleccién, debemos ahora examinar el efecto de £? y 82 en
un determinante de Slater para determinar qué medidas deben tomarse para construir funciones
propias de £2 y 82. El resultado general puede escribirse como

N N
7j=1 k>j

b3 SOl 4 1) — g g+ 1)) B b 1) — o (g — 1))

J#k
~det {41 (1) -+ (nylymy — 1,85) (5) - - (el + 1, 83.) (k) - - (N)}
(2.158)
donde la notacion
Yi (i) = (nilimgsi) (i) (2.159)

ha sido usada.

Por supuesto, ya que 8% es un operador de momento angular andlogo a £? (excepto por sus
eigenvalores), el resultado de operar con 8% un determinante de Slater es

N
82w (1,2 N)z{ﬂ+22543}\11(12 N)
) Ly ey 4 j°k g Ly ey

k>3

* % i { [% (% + 1) — 55 (85 + 1)} [% (% + 1) — sk (Sp — 1)} }1/2 (2.160)

7k
~det {11 (1) -+~ (nilymys; — 1) (§) - (plgmpsg + 1) (k) -+ - (N)}

donde los valores propios de 8%(i) son los mismos para todo i, esto es

S(S“):%(%“):Z (2.161)

y han sido insertados en la ecuacién (2.161). Podemos reescribir la ecuacién (2.161) en una
forma mas conveniente para el calculo:
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N
3N
82\11(1,2,...,]\7):{ +2) sisp 0 U(1,2,...,N)
1
2

I (ROIERNIESS)

~det {1 (1) -+ (nilymys; — 1) (§) - (nlgmgsg + 1) (k) -~ (V) }

Visto lo anterior, vemos que, mientras que la eleccién de un tnico determinante de Slater [uti-
lizando los espin-orbitales de la ecuacién (2.137)] asegura automdticamente que la funcién de
onda sera una eigenfuncion de £, y 8., esta funciéon de onda de prueba no sera en general, una
funcién propia de £2 y 82. Esto significa que, aunque los operadores £2, £, 82 y 8, conmutan
entre si, una funcién de onda de prueba construida con un sélo determinante de Slater, no
serd adecuada para la descripcién simultdnea de los observables asociados con £2? y 8.

Sin embargo, la reducida simetria espacial de los sistemas moleculares (recordemos que
[H, £2] # 0 en general), junto con la disponibilidad de programas de ordenador que diagonali-
zan de manera eficiente matrices de gran tamano,!” hacen que la bisqueda de funciones propias
de £2 no sea de importancia para sistemas moleculares. En otras palabras, sélo serd de interés
considerar la construccién de funciones propias de 82.

Es 1til en este punto, distinguir entre un tnico determinante de Slater (que puede, o no
ser una funcién propia de 8?) y combinaciones de determinantes de Slater que son funciones
propias de 82. En concreto, definimos una funcién de configuracién de estado (CSF) co-
mo una eigenfuncién de los operadores 82 y 8., v que es en general, una combinacién lineal
de determinantes de Slater.'® Claramente, el caso cuando un tinico determinante de Slater es
también una funcién de 82 es un caso particular de una funcién de estado de configuracion.

Tomemos por ejemplo, un sistema de dos electrones cuya funcién de onda es
@, (1,2) = Ndet {1 (a(1) ¢:(2)6(2)) (2.163)

donde N es una constante de normalizacion y ¢; es un orbital molecular espacial. Tal caso, en
el que cada orbital espacial contiene dos electrones, es conocido como un determinante de capa
cerrada (también usualmente referido como determinante de capa cerrada restringido, debido
a la restriccion de que ; debe estar doblemente ocupado).'

Aplicando el operador 8§? de la ecuacién (2.162) en la funcién de onda (2.163) obtenemos

ITLa construccién de funciones de onda de prueba que son eigenfunciones de £2 y 82 tiene el efecto de
simplificar y reducir el niimero de elementos que se calculan en la matriz Hamiltoniana, que era de importante
significacién practica antes de la enorme capacidad de las computadoras digitales de gran escala.

¥En una funcién de estado de configuracién cada uno de los determinantes de Slater contiene el mismo
conjunto de OMs doblemente ocupados, y un conjunto de OMs simplemente ocupados construidos a partir de
un conjunto comun de orbitales espaciales pero con diferente espin en cada determinante.

19Para 2N electrones, habria N orbitales espaciales, cada uno formando dos espin-orbitales, uno con espin o
y otro con espin (.

20



2.2. MECANICA CUANTICA MOLECULAR

8@ (1,2) = @1 (1,2) + Ndet {p1(1)3(1) ¢1(2)a(2)}
=0, (1,2) - &, (1,2)
=0

(2.164)

Esto significa que la funcién de onda en la ecuacién (2.163) es funcién propia de 8, con valor
propio

(2.165)

S=0 (2.166)

La cantidad 25 + 1 (donde S es el nimero cudntico total de espin) se llama multiplicidad
de espin. Para el caso anterior, la multiplicidad de espin es igual a la unidad y se dice que
la funcién de prueba @4 (1,2) tiene multiplicidad de espin singulete. Otros valores de S y la
terminologia asociada se resumen en el cuadro 2.1.

Nimero cuantico Eigenvalor de 8° Multiplicidad de Terminologia del esta-
total de espin (5) [S(S+1)] espin (25 + 1) do
0 0 1 singulete
1/2 3/4 2 doblete
1 2 3 triplete
3/2 15/4 4 cuadruplete
2 6 ) quintuplete

Cuadro 2.1: Terminologia de estados de espin

2.2.6. Técnicas Computacionales para Sistemas Multielectronicos

usando Funciones de Configuraciéon de Estado

En este apartado utilizaremos los conceptos y resultados de las secciones anteriores en el desa-
rrollo de la teoria de Hartree-Fock. Las técnicas que se desprenden de esta teoria forman la
base de incontables aplicaciones contemporaneas de la mecéanica cudntica molecular, y han per-
mitido obtener una gran cantidad de informacién de especial interés para los quimicos. Puesto
de otra manera, un estudio a fondo de la teoria de Hartree-Fock es una condiciéon necesaria
para la comprension de la literatura en quimica cuantica de las ultimas décadas.
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO

Teoria de Hartree-Fock para Sistemas de Capa Cerrada

El objetivo de la teoria de Hartree-Fock es encontrar la mejor descripcion orbital en una fun-
cion de configuracion de estado para sistemas multielectronicos, ya sea para atomos o moléculas.
Para vislumbrar como se logra esto, comencemos con algunos comentarios generales.

Consideremos un sistema formado por N electrones y M nicleos con un operador Ha-
miltoniano no relativista, independiente del tiempo y libre de campos externos dentro de la
aproximacién de Born-Oppenheimer dado por:

1 , MON g N
J{:—§Zvj—zzr+zr— (2.167)

=1 a=1 j=1 I <5 '

a<p
por conveniencia.?? Este Hamiltoniano (frecuentemente llamado ”Hamiltoniano electrénico” a
causa de la omision de los términos de energia potencial internuclear) también se escribe de la
forma

donde el término constante de repulsién nicleo-nticleo {ZM (ZaZ3s)/ Raﬁ]} ha sido omitido

1
I = : - .
S+ (2,168
7j=1 1<J J
donde el operador monoelectrénico h(j) es
M
1 Z,
h(j)=—-=V2—-) = 2.1
)=—5% -2 (2,169

y representa la suma del operador de energia cinética del j-ésimo electrén y el operador de
atraccion de ese mismo electrén con cada uno de los ntcleos.

Como la ecuacién de Schrodinger asociada con el Hamiltoniano de la ecuacién (2.168) no
puede resolverse exactamente, la motivacion fundamental que aparece es de qué manera cons-
truir una funcién de onda aproximada que sea a la vez una representacion adecuada del sistema
y un objeto matematico facil de interpretar en términos quimicos. La teoria de Hartree-Fock
ofrece un gran paso hacia la respuesta de esta interrogante.

La forma de la funciéon de onda aproximada que se elige en muchos casos en la teoria de
Hartree-Fock es la de un tinico determinante de Slater,?! compuesto de orbitales unielectrénicos

20F] término de repulsién nicleo-niicleo simplemente se puede anadir al final de las consideraciones ya que es
constante y por tanto, se omite por conveniencia.

21En secciones anteriores hemos advertido que un tinico determinante de Slater no siempre es suficiente para
obtener una adecuada funcién de onda que sea eigenfuncién de 82, por lo cual, en general se requieren sumas
de varios determinantes de Slater. Para ilustrar conceptualmente el formalismo que hay detrds de la teoria de
Hartree-Fock sin embargo, es suficiente considerar tan sélo un determinante.
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2.2. MECANICA CUANTICA MOLECULAR

ortonormales, esto es

X1 (1) X2 (1) X3 (1) XN (1)

. X1(2) x2(2) x3(2) xn (2)

U(1,2,..,N) = 7 | X B) x23) xs(3) Xn (3)
[V : : (2.170)

X1 (N) x2(N) x3(N) XN (V)
=A{x1 (Dx2(2)--xn (N)}
donde

(Xilx;) = 0;; (2.171)

La teoria de Hartree-Fock establece que el comportamiento de cada electréon puede ser descrito
por su propio orbital y el efecto de otros electrones sobre el orbital se incluye solo a través de
los términos del Hamiltoniano.

Estos orbitales y;, son funciones tanto de las cooordenadas espaciales como de espin del
electrén, y por ellos son espin-orbitales. El valor esperado de la energia para una funcién
de onda que tiene la forma presentada en la ecuacién (2.120) ya ha sido derivada en nuestra
discusién sobre determinantes de Slater (seccién 2.2.5), y viene dada por:

‘ Xng> <X1Xg

donde el subindice en E,; se usa para indicar que se calcula tinicamente la energia electrénica
(omitiendo los términos de repulsién nucleares) y donde h estd dado por (2.169).

N

N
Eel = Z Xz |h|Xz + % Z |:<XzX]
1

1= 1,7

1

XJXZ>:| (2.172)

Los tltimos dos términos de la ecuacién (2.172) se conocen como las integrales de repulsion
electronica y estan dados por:

(|| o) = [ [ 06 vy dndn (2.173)

<xixj L xjxi> - [ [xs@—xsn dndr, (2.174)

donde la integracién se toma sobre ambas coordenadas, espaciales y de espin. La integral en la
ecuacion (2.173) se conoce como integral de Coulomb, ya que describe la interaccién de Coulomb
entre dos distribuciones de carga, xj(1)xi(1) y x;(2)x;(2), separadas por una distancia ry,. La
integral en la ecuacién (2.174) se conoce como la integral de intercambio y no tiene andlogo
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clasico directo.

Avanzando en nuestro razonamiento, el problema consiste ahora esencialmente, en idear un
procedimiento para determinar los espin-orbitales x que representen la descripcion orbital opti-
ma para el sistema. Para ello, vamos a utilizar el método de los multiplicadores indeterminados
de Lagrange. Este método es particularmente apropiado para su uso en dicho problema, por-
que deseamos conservar la ortonormalidad entre orbitales, incluso después de la optimizacion,
y asi conservar una expresion para la energia facil de trabajar. Asi mismo, necesitaremos la
generalizacién del método, ya que tanto la forma de los orbitales, como los parametros dentro
de los mismos, seran optimizados. De este modo, estaremos interesados en la minimizacién de
la expresién de energia [ecuacién (2.172)], sujeto a la restriccién representada por la ecuacién
(2.171). Escrito en una forma adecuada para llevar a cabo el andlisis deseado, queremos mini-
mizar la siguiente expresion:

N

G(x) = Eal(x) — Z Aij ((xalxg) — 04) (2.175)

1,J

donde E,(x) esta dada por la expresion (2.172), y los A;; son los multiplicadores de Lagrange
que debemos determinar de una manera que se garantize la ortonormalidad de los orbitales
optimizados.

Para llevar a cabo la minimizacién de la ecuacion (2.175), reemplazamos cada orbital x; por

Xi — Xi +0X;

donde dy; es un cambio infinitesimal en ;.

Entonces, la eleccién de y; que minimizard la ecuacién (2.175) sera una en la cual, un cambio
en los orbitales no dard variaciones en G, esto es, G() estard en un minimo.??> Esto requiere que

0G = b [Ea(x)] =6 [Z Ao ((Xalxg) — 5¢j)] =0 (2.176)

1,

Desarrollando las operaciones indicadas en la ecuaciéon anterior, obtenemos

22La condicién 6G = 0 se cumple en general para un punto estacionario. Estrictamente, G(x) podria ser tanto
un maximo como un minimo. Sin embargo, un minimo de G es el resultado probable.
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Mz

[(dxi [P]xa) + {xi |hloXi)]
N
ZK%XJ XZXJ> <X15X]
i,
N
1 1
__ZK(SXZX] ‘xsz> <X15XJ
1,J

_ Z Aij [(Oxilx) + (xalox;)]

=1

DN | —

+

1
‘ XzX]> + <X1X]

1
XiXi )+ XaXs | —

1

oOxix; )+ € XiX;
12
1

5X]Xz + ( XiX;

1
)

1
)

(2.177)

N}

Una manipulacion en la igualdad anterior nos permite reescribir

N
= Z 5Xi |h‘Xi
=1

N
+) |:<5XzX]
i.j

1
’ szg> <5xzxj

N
Z Aij (0xilx;) + (complejo conjugado)
irj

! ’x]xz>] (2.178)

Llegados a este punto, es oportuna la introduccién de dos operadores importantes que sim-
plificaran la notacién. El operador de Coulomb se define como

06 = | [ dmgn @] ) 2.179)

12

El operador g;(1) multiplica el producto de orbitales x3(2)x;(2) por el factor 1/r15 e integra
sobre el intervalo completo de las coordenadas del electrén dos. El resultado de dicha opera-
cién actia sobre el electrén uno y sélo depende de la eleccién del orbital x;. Hagamos notar
que xj;(2)x;(2)dr2 es una distribucién de carga, y representa la contribucién del orbital j a
la probabilidad de encontrar al electréon dos en el espacio. Al formar el operador de Coulomb
J;(1), se integra la distribucién de carga sobre todas las posibles coordenadas espaciales y de
espin del electrén nimero dos, ponderando por el factor 1/r5. El resultado es un potencial local
promedio en el punto r; esto significa que, los orbitales de Hartree-Fock se determinan en un
campo eléctrico promedio generado por los otros electrones.

De manera similar, se define el operador de intercambio X;(1) como
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0 = | [dmg@ue) -] ) 2.150)

12

X, se trata de un operador de integracién cuyo resultado es una funcién sélo del electrén uno.
Sin embargo, el potencial generado depende ahora del valor de x;(1) en todos los puntos del
espacio (y no simplemente de un dinico punto como en el caso del operador de Coulomb). Por
consiguiente, el operador de intercambio se conoce como operador no local. Adicionalmente, el
operador se define por su accién sobre ambos orbitales x; y x;, y por tanto, no cuenta con
un analogo clasico conveniente. En cualquier caso, tanto el operador de Coulomb como el de
intercambio, seran tiles para efectuar el andlisis de la ecuacién (2.178). La insercién de las
ecuaciones (2.179) y (2.180) en la relacién (2.178), y la escritura en detalle de las integrales da

j=1

0=3 / drox;(1) {hu)xia) 37 08,00) - 96 (1)] (1) Z Aijxm)} s

+ (complejo conjugado)

Si la ecuacién (2.181) se mantiene para variaciones arbitrarias en x; (y en y; en el término
conjugado complejo), debemos exigir que el término que multiplica a dx} (y dx; en el término
conjugado complejo), sea igual a cero, de este modo se obtiene

{h(l) + Z [3;(1) — ij(l)]} xi(1) = Z Aijx;(1) (2.182)

J=1

Una ecuacién idéntica (excepto por la conjugacién compleja) se encuentra para el término
conjugado complejo de la ecuacién (2.181). El término entre llaves en la igualdad anterior, ge-
neralmente se conoce como el operador de Fock y es definido de la siguiente manera:

F(1) = h(1) + ) [3;(1) — K;(1)] (2.183)

Jj=1

Notese que el operador de Fock depende de los orbitales a determinar a través de los opera-
dores de Coulomb y de intercambio. Usando la definicién precedente, reescribimos (2.182) como

N
Fxi =Y AijXi, i=1,2,...N (2.184)
j=1

Estas ecuaciones reciben el nombre de ecuaciones de Hartree-Fock y su soluciéon dara la
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descripcion orbital 6ptima que puede ser empleada en la construccion de determinantes de Sla-
ter para sistemas atémicos o moleculares. Los orbitales x que resultan de la ecuacién (2.184)
son conocidos como orbitales de Hartree-Fock. Antes de continuar, sin embargo, hay varias
simplificaciones que pueden hacerse para convertir el problema en cuestién, en un problema de
valores propios, que nos es mas familiar llegados a este punto.

Para facilitar la discusion, notemos que las N ecuaciones integrodiferenciales en (2.184) se
pueden escribir en su forma matricial como

Ix = Ax (2.185)

donde x es un vector columna de los orbitales a encontrar, y A es una matriz Hermitiana de
(N x N). Dado que A es Hermitiana, estamos seguros que siempre es posible encontrar una
transformacién unitaria que diagonaliza A, es decir,

en 0 ... O
UA\U=¢= (:) ng N ? (2.186)
b 0 5&]\/
donde
U'u=UU =1 (2.187)

Si introducimos esta transformacion en la ecuacién (2.185), obtenemos

UFUUyx = UANU Uy (2.188)
Definiendo
F = UFU", (2.189)
x = Ux (2.190)
y
e = UAUT (2.191)
Encontramos que
Fx =ex (2.192)

donde la ecuacion a resolver se ha simplificado mediante la eliminaciéon de los multiplicadores
de Lagrange \;; situados fuera de la diagonal a través de la transformacién unitaria.
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En primer lugar, la transformacion unitaria de un conjunto ortonormal de funciones, no modi-
fica la propiedad de ortonormalidad del mismo. Es decir, si el conjunto original de orbitales x
es ortonormal, el uso de la transformacién dada por la ecuacién (2.190), no afectara la carac-
teristica de ortonormalidad y se cumplira que

(x

x§> =y (2.193)

Con respecto al operador de Fock, éste también es invariante a la transformacion unitaria
(asi como la funcién de onda de Hartree-Fock resultante), y tenemos

F=9 (2.194)

En consecuencia, para resolver ese conjunto de orbitales de Hartree-Fock que diagonalizan la
matriz de multiplicadores de Lagrange, podemos escribir las ecuaciones de Hartree-Fock (2.184)
en la forma

donde hemos omitido los apdstrofes por conveniencia. La cantidad ¢; puede interpretarse como
la energia orbital de Hartree-Fock de x;. Aunque la ecuacién (2.195) guarda una apariencia
similar a una ecuacién de valores propios estdndar, no lo es. El operador de Fock F en (2.195)
es particular debido a que su forma depende de cudles son las autofunciones y;. El operador F
es inicialmente desconocido, puesto que los orbitales x; no se conocen hasta que las ecuaciones
Hartree-Fock (2.195) sean resueltas. Para resolver (2.195) se empieza suponiendo inicialmente
un orbital y;, que permite calcular un valor inicial de F. Se utiliza este valor inicial de F para
resolver (2.195) para un conjunto mejorado de orbitales y luego utilizar estos orbitales para
calcular un valor de J mejorado, el cual es utilizado después para resolver un nuevo conjunto
mejorado de orbitales, etc. Este proceso se lleva a cabo hasta que no haya un cambio significa-
tivo en los orbitales entre una iteracién y la siguiente.

Resolver (2.195) para los orbitales de Hartree-Fock de un dtomo o molécula con muchos
electrones precisa un tremendo esfuerzo de célculo. Afortunadamente, procedimientos compu-
tacionales satisfactorios estan disponibles para resolver las ecuaciones de Hartree-Fock.

Los orbitales que resultan de la solucién de la ecuacion (2.195) son referidos frecuentemente
como los orbitales canonicos de Hartree-Fock, para distinguirlos de otras posibles soluciones a
las ecuaciones de Hartree-Fock. De hecho, hay un nimero infinito de soluciones acepatables pa-
ra las ecuaciones de Hartree-Fock que difieren solamente entre si por la transformacién unitaria
de X o equivalentemente, de x.
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Teoria Hall-Roothaan CLOA-OM-SCF para sistemas de capa cerrada

Hasta ahora, hemos visto que la mejor funcién de onda monodeterminantal orbital puede ob-
tenerse a través de la resolucién de las ecuaciones de Hartree-Fock. Aunque estas ecuaciones se
han presentado de una manera que es en principio manejable, el hecho es que (2.184) representa
un conjunto de ecuaciones integrodiferenciales dificiles de resolver directamente. De hecho, las
soluciones directas han sido obtenidas en general sélo para sistemas atémicos.

Dado que estamos interesados principalmente en sistemas moleculares, buscamos una alter-
nativa que nos acerque a la solucion de las ecuaciones de Hartree-Fock para una molécula.

Afortunadamente, G. G. Hall y C. C. J. Roothaan propusieron (de forma independiente)
un tratamiento muy util que ha recibido amplia aceptacién. La idea basica que introdujeron
Hall y Roothaan fue que, si un conjunto completo de funciones de base se utiliza para expandir
los orbitales moleculares (a través de una combinacién lineal), los orbitales que se determinen
pueden expresarse en términos de la base completa. Esto permite convertir el problema de la
determinacion de los orbitales de Hartree-Fock en un problema mucho mas simple: la deter-
minacion de los coeficientes de expansion del conjunto de base. Para la determinacién de los
coeficientes de expansion, el enfoque de Hall y Roothaan utiliza consideraciones energéticas.

Particularmente, estaremos interesados en aquellas moléculas cuyos electrones se encuentren
en una configuracién de capa cerrada.

Sabemos que una capa cerrada (estado singulete), constituye un caso en el que, para cada
espin-orbital con espin «, existe un correspondiente espin-orbital cuya descripcion espacial es
indistinta, pero tiene espin . Dicho de otra forma, una molécula de N electrones (con N par)
se describe en este caso por un determinante de Slater de N espin-orbitales, que a su vez, son
descritos por N/2 orbitales espaciales, cada uno con un componente de espin « o 3. Expresado
matematicamente, tenemos

W(L,2,..,N)=A{x1 (Dx2(2) - xn (N)} (2.196)
donde los espin-orbitales y se expresan como

(1) = oi(1) { i (2.197)

0'1)

donde ¢ = 2k cuando ¢ es par e i + 1 = 2k cuando ¢ es impar. Tal caso es conocido como la
formulacién de la teoria de Hartree-Fock de capa cerrada restringida. En general, un caso de
este tipo se encuentra en la gran mayoria de los estados fundamentales de las moléculas, por lo
que su analisis, incluso aunque representa un caso especial, es de amplia utilidad en quimica.

Para este caso, la funciéon de onda de Hartree-Fock puede escribirse como
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U (1,2,....,N) = A{pi (1), (2)¢2(3)p,(4) - - '@N/z(N)} (2.198)

donde ¢; se refiere a un orbital espacial con espin « y @, se refiere al mismo orbital pero con
espin f.

La eleccion particular de un sistema quimico de capa cerrada permite la simplificaciéon de las
ecuaciones de Hartree-Fock. La integracion sobre las coordenadas de espin reduce el niimero de
ecuaciones a N/2, y la mitad de los términos de intercambio desaparecen.; esto da el siguiente
conjunto de ecuaciones a resolver para los orbitales espaciales:

N/2
Pen) + D0 20, (0) = K, (00)| () =), D=1, N/2 (2.199)

k=1

donde los apdstrofes indican energias y operadores orbitales espaciales, esto es,

A tea) 1 (r0) = | [ dragi ra) o (00) ) (2.200)
y -
5, 1) 1 (r0) = | [ deai e2) o) | o) (2201

Si definimos el operador de Fock de capa cerrada sobre orbitales espaciales como

N/2

F(r) =h(r)+ > [25; (r1) — %, (r1)], (2.202)

k=1

entonces la ecuacién (2.199) puede escribirse como

F (r1)g; (r1) = g0 (r1) 1=1,2,---,N/2 (2.203)

Por lo tanto, la forma de las ecuaciones de Hartree-Fock para el caso de capa cerrada luce muy
similar al caso general de espin-orbitales, excepto que tinicamente los orbitales espaciales estan
involucrados, y se requiere un factor de dos en el término de Coulomb.
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Ecuaciones de Campo-Autoconsistente (SCF)

Dadas las ecuaciones de Hartree-Fock modificadas para los orbitales espaciales en (2.203), aho-
ra vamos a centrar nuestra atenciéon en el método de resolucion de esas ecuaciones que fue
presentado por Hall y Roothaan. Como se indicé anteriormente, en su propuesta, la idea funda-
mental consiste en que cada orbital en la ecuacién (2.203) se expresa en términos de una base
establecida:

M
o= catr, 1=1,2.,M (2.204)
t

donde el conjunto completo de base {¢;} esta completamente determinado anticipadamente.
En ese caso, la determinacién de los orbitales de Hartree-Fock ¢; se lleva a cabo mediante la
busqueda de los coeficientes lineales ¢; 6ptimos. En la practica, la determinacion numérica de
estos coeficientes lineales es mucho mas facil que intentar resolver las ecuaciones intregrodife-
renciales de (2.203).

Puesto que estamos primordialmente interesados en sistemas moleculares, es de suma im-
portancia tener en cuenta que los ; resultantes de la solucion de las ecuaciones de Hartree-Fock
se extienden por todo el espacio de la molécula, y no se hallan simplemente localizados en las
regiones que rodean los ntcleos. Esto también es de esperarse desde un punto de vista quimico,
donde la formacién de moléculas a partir de atomos estd acompanada por una deslocalizacién
de la distribucién de carga electrénica. Debido a esto, los ¢; son generalmente referidos como
orbitales moleculares de Hartree-Fock (OM). Adicionalmente, dado que los conjuntos de
funciones de base {¢;} que se utilizan para formar estos OMs son tipicamente orbitales o fun-
ciones similares a orbitales atémicos, vemos que la ecuacién (2.204) representa la formacion
de orbitales moleculares usando una combinacién lineal de orbitales atémicos (CLOA).
De este modo, cuando hablamos de la solucion a las ecuaciones de Hartree-Fock a través de
una expansién en términos de un conjunto de base como se indica en la ecuacién (2.204), el
procedimiento se conoce usualmente como el enfoque HF-CLOA-OM.

Antes de proseguir, es interesante notar que la ecuacién (2.204) es una suma finita. Si el
conjunto completo de base que se elige es infinito, el uso de un nimero finito de elementos de
ese conjunto implicard que no se obtendra una solucién exacta a las ecuaciones de Hartree-Fock.
De hecho, una de las areas donde han tenido lugar esfuerzos significativos de investigacion es en
la eleccion de conjuntos de base truncados que sean relativamente pequenos, pero que propor-
cionen una solucién suficientemente precisa de la ecuacién (2.203) que permita interpretacion
y prediccion quimicas. Por el momento, vamos a asumir que una base finita adecuada esta dis-
ponible, con M > N/2.

Si introducimos la ecuacién (2.204) en las ecuaciones de Hartree-Fock, obtenemos

M M
D enF (r1)ey (r1) =2, ) _ cud, 1=1,2,...M (2.205)

61



CAPITULO 2. MARCO TEORICO

donde suponemos que los elementos del conjunto base estan normalizados. También, vemos
que M > N/2 orbitales moleculares son determinados por la solucién de la ecuacién (2.203).
Dado que M > N/2, las soluciones a la ecuacién (2.203) proporcionaran en general, algunos
OMs de Hartree-Fock que contienen electrones (orbitales ocupados -los primeros N/2 orbitales
moleculares-) y otros que estan vacios (orbitales virtuales -los M — N/2 orbitales moleculares
restantes-). Por tanto, el nimero de orbitales moleculares vacantes aumenta a voluntad, a me-

dida que aumenta el tamano de la base.

Si multiplicamos la ecuacién (2.205) por ¢% (r1) e integramos sobre dry, podemos convertir

las ecuaciones integrodiferenciales en ecuaciones matriciales, es decir,
M M
thl/drlcb: (r)) F (ry) oy (r1) = ¢, thl / ¢ (r1) ¢pdry, [=1,2,....M
t t
M M
ZFStctl :Zsstctﬁ;, l: 1,2,...,M
t t
donde definimos los elementos de la matriz de Fock F como
Fa= [t (e (r0)00 (51

y los elementos de la matriz de solapamiento S como

Sst = /¢: (I'1) ¢ drq

Noétese que la ecuacién (2.207) toma la forma de la siguiente ecuacién matricial:

FC = SCe

donde € es una matriz diagonal de las energias orbitales:

e, 0 0

0 & 0
€= . .

0 0 £

(2.206)

(2.207)

(2.208)

(2.209)

(2.210)

(2.211)
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Para resolver la ecuaciéon matricial (2.210), observemos en primer lugar que, la ortogonali-
zacién del conjunto de base por cualquier método,?® puede transformar (2.210) en una ecuacién
"pseudoestandar”de valores propios:

FC =C'e (2.212)

donde las energias orbitales y la forma de la matriz de Fock, son invariantes a las transforma-
ciones que convierten las funciones de base en un conjunto ortonormal.

El siguiente punto a destacar, es que la ecuacién (2.212), al igual que la ecuacién (2.184),
no es una ecuacion ”estandar” de valores propios, ya que la matriz de Fock depende de los or-
bitales de Hartree-Fock que se estan buscando. Este problema se aborda mediante la resolucién
de la ecuacién (2.212) de forma iterativa. Como un punto de partida, las integrales necesa-
rias se calculan, realizando una primera estimacion de los coeficientes ¢;;, y posteriormente, la
ortogonalizacion se lleva a cabo. El valor de los coeficientes mas las integrales calculadas se
utilizan para estimar los elementos de matriz, seguido da la solucién de la ecuacién matricial
de Hartree-Fock (2.212). El nuevo conjunto de coeficientes resultantes, se utiliza nuevamente
en el mismo proceso. Suponiendo que este proceso converge,?* habrd un punto en el que los
coeficientes resultantes de la solucién a la ecuacién (2.212) sean los mismos que los utilizados
para construir la matriz de Fock. Los orbitales resultantes se conocen como orbitales aprorima-
dos de Hartree-Fock, y seran los mismos que los orbitales exactos de Hartree-Fock sélo cuando
el conjunto de base utilizado sea completo (limite de Hartree-Fock).

Este proceso iterativo se conoce generalmente como el enfoque de campo auto-consistente
(SCF por sus siglas en inglés). Recibe su nombre del hecho de que la estimacién inicial de coe-
ficientes es utilizada para calcular un campo de Hartree-Fock, es decir, la parte no central
(noncore) de la matriz de Fock, en el cual se obtienen los nuevos orbitales. Cuando el campo
calculado a partir de los orbitales resultantes de la solucién a (2.212) es el mismo que el campo
en el que se determinaron los orbitales, el campo es auto-consistente y el proceso converge. El
proceso global descrito anteriormente se conoce como método HF-SCF-CLOA.

En la practica, una diferencia en el valor de la energia total de 107 — 1078 Hartrees entre
iteraciones sucesivas se considera como criterio para alcanzar la convergencia.

Deficiencias de la Teoria de Hartree-Fock

En este apartado discutiremos los errores y limitaciones de la teoria de Hartree-Fock. Las limi-
taciones a discutir aqui son las inherentes a la propia teoria y son independientes de la eleccion
de la base y la flexibilidad de la funcién de onda.

23Los coeficientes originales C pueden obtenerse a partir de la expresién C = TC/, donde T es una matriz
de transformacién que convierte {¢;} en un conjunto ortonormal.

24Dependiendo del sistema en consideracién, asi como la eleccién de los coeficientes, es posible que el proceso
iterativo no converja, oscile o incluso diverja.
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Una vez visto que la teoria de Hartree-Fock es una teoria orbital, y determina estos orbitales
en un campo promedio generado por los otros electrones, es de esperar, que incluso la solucién
exacta de Hartree-Fock a un problema, no suministre la energia total exacta para el sistema. La
mayoria de las limitaciones de la teoria de Hartree-Fock se discuten haciendo uso del concepto
de correlacién electrénica. Definimos la diferencia entre el valor propio exacto del Hamil-
toniano para el estado sujeto a consideracién y la energia de Hartree-Fock como energia de
correlacion:

AEwcorrelacién — Llexacta — EHF (2213)

donde Eyr es la energia de Hartree-Fock calculada utilizando una base completa.

Por lo menos en un sentido cualitativo, esperamos que el error de energia de correlaciéon
aumente con el nimero de electrones en el sistema.?’

La experiencia ha demostrado que la magnitud del error de correlacién calculado en la ecua-
cién (2.213) es normalmente bastante pequeno comparado con la energia total. Sin embargo,
algunas propiedades quimicas de interés central (por ejemplo, las energias de disociacion) con
frecuencia son de magnitud similar al error de correlacion, lo que conduce a la incapacidad de
la teoria de Hartree-Fock de describir estas propiedades.

Una de las principales fuentes de error de correlacién electrénica se asocia con el modelo
de particula independiente que forma la base de la teoria de Hartree-Fock. Particularmente, la
forma de la funcién de onda que ha sido elegida en la teoria de Hartree-Fock es un producto
antisimetrizado de orbitales monoelectrénicos. Por lo tanto, la funcién de onda no considera
explicitamente el movimiento detallado de los electrones entre si. En cambio, el orbital que
describe el movimiento de un electrén dado, se determina en un campo promedio de los otros
electrones en el sistema. El Hamiltoniano de Hartree-Fock incluye los operadores de Coulomb
y de intercambio [ecuaciones (2.179) y (2.180)] para un electrén que integran sobre todas las
coordenadas espaciales y de espin de los electrones en otros orbitales para producir un poten-
cial promedio para la determinacion de los orbitales de Hartree-Fock. Por lo que los orbitales
optimizados ocupados para un sistema de N electrones estan determinados por un operador de
Fock que contiene un operador de energia cinética, operadores que representan la atraccion de
cada electron con cada uno de los ntcleos, ademas de las interacciones promediadas de Coulomb
de cada electrén con los otros N — 1 electrones, y una interaccion promediada de intercambio
entre electrones que tienen el mismo espin.?® En consecuencia, ademds de tener una interac-
cién interelectronica promedio, también vemos que el movimiento de los electrones que tienen
espines opuestos no estd correlacionado en la teoria de Hartree-Fock.

Estas limitaciones conceptuales en la teoria de Hartree-Fock de capa cerrada se relacionan

25También hay que sefialar que la energia de correlacién definida de este modo representa la diferencia entre
dos numeros calculados tedricamente. En esta definicién, no se comparan los resultados provistos por la teoria
de Hartree-Fock con los resultados experimentales, ya que estos tultimos incluyen correcciones relativistas y
contribuciones de punto cero vibracional nucleares.

26Las interacciones de Coulomb y de intercambio garantizan sin embargo, que la probabilidad de encontrar
dos electrones con el mismo espin en el mismo punto del espacio sea cero (agujero de Fermi), como se desea
conceptualmente.
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con la falta de una descripcién detallada de los movimientos correlacionados electron-electron
(usualmente llamados correlacién dinamica). Significa que las propiedades sensibles a estos
movimientos, no pueden predecirse satisfactoriamente dentro de la teoria de Hartree-Fock de
capa cerrada independientemente de la eleccién del conjunto de funciones de base.

2.2.7. Mas alla de la Teoria de Hartree-Fock
Correlacion Electrdénica

La teoria de Hartree-Fock proporciona una notable y adecuada descripcion de los sistemas mo-
leculares, especialmente cuando se considera la simplicidad conceptual del modelo. Muchas de
las propiedades que se predicen sobre la base de esta teoria son precisas. Las energias totales
pueden obtenerse con una precisién > 99 % respecto al valor experimental. Sin embargo, se ha
visto que el 1% de error (error de energia de correlacidn) da lugar a conclusiones incorrectas en
una serie de casos importantes como energias de disociacion, espectros electronicos y superficies
de energia potencial.

Las medidas que pueden tomarse para ir mas alla de las limitaciones de la teoria de Hartree-
Fock constituyen la culminacion del objetivo planteado en esta revision tedrica. Como veremos,
es posible formular una serie de métodos (inicamente los enfoques post-Hartree-Fock que se
utilizaron en la etapa de calculos del presente trabajo seran presentados) que en principio, son
satisfactorios, y hoy dia la implementacién de dichas técnicas en programas computacionales es
completamente viable. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que estas técnicas no han madura-
do hasta el punto en el que el uso de cualquiera de ellas proporcione resultados inequivocos y
correctos. Por tanto, en el diseno de los estudios que van mas alla de la teoria de Hartree-Fock
continua existiendo un considerable factor ”artesanal”.

De hecho, hay ejemplos en los que grandes conjuntos de base y estudios extensivos dan exce-
lentes resultados, asi como casos en los que esfuerzos similares proporcionan pobres resultados.
Encontramos también ejemplos en los que conjuntos de base pequenos y estudios modestos
proveen de resultados importantes, asi como casos en los que tales estudios conducen a conclu-
siones erréoneas. En otras palabras, el tamano del conjunto de base orbital y la flexibilidad de
la funcion de onda que se requieren para responder a las preguntas de interés quimico no son
siempre los mismos.

Interaccién de Configuracién

La funcién de onda exacta para un sistema de N electrones (en la aproximacién de Born-
Oppenheimer) puede escribirse como

U(L,2,..,N) =) dp®(1,2,..,N) (2.214)
k

donde cada @, en la expansion anterior se conoce como una configuracion o funcion de
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configuracion de estado, con

Py, (1,2,..., N) = Ni det {xar (1)x2r (2) - - - xvw (N) } (2.215)

donde N}, es una constante de normalizacion y los jx son espin-orbitales tomados de un conjun-
to de base completo. Es importante enfatizar que el concepto de configuracion puede requerir
del uso de més de un determinante de Slater en la ecuacién (2.215). La construccién de fun-
ciones de onda que representan estados de espin puros (aquellos estados en los que la funcién
de onda es eigenfuncién de 82 y 8§, con valores propios especificos), por lo general se realiza
asegurando que cada configuraciéon de la funcién de onda represente el estado de espin puro de
interés. Como ya se ha dicho anteriormente, una combinacion lineal de determinantes de Slater
a menudo se requiere para construir una configuracién de estado especifica. En ese caso, una
configuracion @y, consistird en una suma de factores de determinantes de Slater con coeficientes
elegidos para asegurar que la configuracién sea funcién propia de 82. Mientras tanto, por cues-
tiones ilustrativas, continuaremos utilizando un tnico determinante de Slater para representar
una configuracion.

El proceso de determinacién de los @, y d; es denominado el método de interaccion de
configuracién (CI, por sus siglas en inglés). Si se aplica con suficiente detalle, el enfoque CI
proporciona resultados de alta precisién. Dada una funcién de onda CI de la forma estableci-
da en (2.214), la minimizacién de la expresién de energia puede llevarse a cabo como se hizo
en el método variacional lineal (suponiendo que las configuraciones ®; ya han sido elegidas),
dando lugar al siguiente determinante secular que puede ser resuelto para obtener los niveles
de energia:

det H—ES)=0 (2.216)
donde
Hy = /CIDZS}CQDZ dr (2.217)
y
S, = / D, dr (2.218)

En general, los orbitales y configuraciones tendran que ser ortonormales, en cuyo caso la
matriz de solapamiento S sera diagonal, es decir,

Sy =0y (2.219)

y los resultados hallados en secciones previas permiten reescribir los elementos de H como

Hy =) ajhy+ ) biugim (2.220)

i?j i7j7k7l
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donde

Gijkl = <ij

Los coeficientes ajj y b5}, varfan dependiendo de los orbitales de las configuraciones s y t,
pero son constantes una vez que s y t se eligen. Por lo tanto, el principio de la metodologia de
CI consiste en la determinacion de un conjunto adecuado de orbitales ortogonales, la seleccion
de configuraciones, la evaluacion de integrales y la resolucion de la ecuacién secular para deter-
minar los niveles de energia y las funciones de onda asociadas.

1) = [ [ @ ) dnds (2.222)

1
12

El resultado proporcionard, no sélo una funcién de onda para el estado fundamental, sino
también funciones de onda asociadas para estados excitados descritos por la expansién CI. Sin
embargo, conseguir este ambicioso resultado no es una tarea trivial.

Antes de describir el método de CI con mayor detalle, es apropiado introducir notacion
que sera de utilidad en posteriores discusiones. Empecemos senalando que, ademas de los OMs
llenos que resultan del estudio de Hartree-Fock, también se determina un conjunto de orbitales
vacantes virtuales. Por ejemplo, si un conjunto de base de M espin-orbitales se utiliza para
describir los OMs de un sistema de N electrones (M > N), el enfoque de HF-SCF-OM deter-
minard M OMs de los cuales N estan ocupados. Los M — N OMs restantes estan desocupados,
y se llaman OMs virtuales. Tal situacion se presenta en la figura 2.1.

Mientras que el determinante de Hartree-Fock es evidentemente la configuracién mas im-
portante para el estado fundamental en la expansién de CI de la ecuacién (2.214), hay muchas
otras que pueden formarse; por ejemplo, si utilizamos los OMs vacantes (virtuales) resultantes
del célculo Hartree-Fock. De este modo, si el electrén que estaba en yy (el OM maés alto ocu-
pado) en la configuracién de Hartree-Fock se coloca en el orbital x 1, podemos construir una
nueva configuracion. En concreto, si ®( es la configuracion de Hartree-Fock:

Do (1,2,..., N) = No det {x1 (1)x2(2) -~ xn (N)} (2.223)

entonces @1, estd dada en este ejemplo por

Oy (1,2, N) = Ny det {x1 (1)va (2) - yve1 (N = Dy (N)} (2.224)

y también se representa en la figura 2.1.

Claramente ®; es tan sélo una de un gran niimero de configuraciones que se pueden formar
de esta forma. En particular, si se utiliza un conjunto de base de M espin-orbitales (M > N),
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X X M e X N

sesmmassses
semsssmmew

XN43 XN+3 — X N3
XN42
XN+1

—— XN
—®— Xn-1
—— X

—— X2
—— 1 —— X1 —— 1

Figura 2.1: Representacion de los espin-orbitales (llenos y vacios) como resultado de los cdlculos
de Hartree-Fock en un sistema de N electrones usando una base de M espin-orbitales. También
se representan excitaciones individuales y dobles.

se pueden formar un total de T' configuraciones:

M M|
T = (N) = M= (2.225)

Para el caso anterior, ®; se conoce generalmente como configuracién simplemente exci-
tada, ya que sélo un electrén ha sido promovido. Si dos electrones son promovidos simultanea-
mente, por ejemplo, a los espin-orbitales xnyi1 ¥ Xn+o (ver figura 2.1), tenemos

P2 (1,2,...,N) = Nadet {x1 (1)x2(2) -~ xn-2 (N = 2)xn1 (N — Dxwvs2 (N)} - (2.226)

que se conoce como una configuracién doblemente excitada. La ampliacion de la termino-
logia para triples, cuadruples y excitaciones mas altas, es obvia.

La funcién de onda exacta de la ecuacién (2.214) se puede escribir usando una notacién
ligeramente modificada como
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U(1,2,. = co<I>0+Z GOL+ > o+ Y N 4 (2.227)
a<b a<b<c
a<f a<f<y

donde ®¢ es una configuracién en la que una sola excitacion de un electrén del espin-orbital
ocupado x, al espin-orbital vacante x, ha tenido lugar. Del mismo modo, Cbaﬁ es una confi-
guracién en la que una doble excitaciéon de x, a xo y de Xx» a xg ha sucedido, @aﬁ 7 es una
configuracion con triple promocién electronica, etc. Si todas las configuraciones p051bles que
se pueden formar a partir de un conjunto de base dado se utilizan en la ecuacién (2.227), el

calculo de funcién de onda se conoce como full CI.

Es importante tener en cuenta que el tamanio del célculo de CI (e implicitamente de full CT)
depende del nimero de espin-orbitales que se utilizan. Por ejemplo, un célculo de full CI para
un sistema de ocho electrones con una base de 10 espin-orbitales, involucra 45 configuraciones,
mientras que un calculo de CI para el mismo sistema utilizando una base de 20 espin-orbitales,
implicara 1 511 640 configuraciones.

Teoria Multiconfiguracional SCF

Como hemos visto en la seccion anterior, grandes expansiones de CI son empleadas con frecuen-
cia en estudios de alta precisién. En este apartado presentaremos (al menos conceptualmente)
una de las técnicas alternativas que fue empleada en los calculos quimico-cuanticos que sus-
tentan la discusion de esta tesis y que representa un método especializado de CI. Este enfoque
reduce sustancialmente el tamano de las expansiones CI, y al mismo tiempo, aumentan la facili-
dad de interpretacion de la funcién de onda en términos quimicos ”tradicionales”. Por supuesto,
el precio que normalmente se paga por estos beneficios es una pérdida en la precisién absoluta.

La teoria multiconfiguracional SCF (MC-SCF) se basa en la observacién de que en los
métodos de CI convencionales, los orbitales que se utilizan para fines de correlaciéon no suelen
ser los 6ptimos. Por ejemplo, los orbitales virtuales resultantes de los calculos de Hartree-Fock
frecuentemente usados en los estudios de CI, resultan esencialmente de los requerimientos de
ortogonalizacién y no estan optimizados para su uso en dichos métodos de correlacion electroni-
ca.

A fin de evitar esta dificultad, en el método MC-SCF se optimizan los orbitales empleados
con propositos de correlacién, al mismo tiempo que se optimizan los coeficientes lineales de las

configuraciones.

Expresado matematicamente, la funcion de onda total MC-SCF de un sistema formado por
N electrones puede escribirse como

U(1,2,.,N) =) AP, (1,2,..,N) (2.228)
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donde las @, son configuraciones ortonormales compuestas de un tnico (o multiples) determi-
nante de Slater, y A, es el coeficiente de CI de la configuracién ®,. En un enfoque convencional
de CI, la energia se minimiza s6lo con respecto a los coeficientes lineales A,, y los orbitales uti-
lizados en las configuraciones se asumen conocidos (es decir, fijos respecto a la minimizacién).
En el método MC-SCF sin embargo, los orbitales que conforman cada configuracién varian con
la finalidad de minimizar la energia total.

Sea ®, una configuraciéon de un unico determinante de espin-orbitales de Slater:

. (1,2,...,N) = N det {x{ (2)x5 (2) - X% (N)} (2.229)

/ . .7
donde N es una constante de normalizacion y

X§ = ol (2.230)

k

En la expresién anterior {¢,} es el conjunto de base empleado en el estudio. El procedimien-
to MC-SCF determina los valores optimos para los coeficientes ¢, de las funciones de base,
asi como los coeficientes lineales A,. Este proceso debe repetirse para cada configuracion en la
expansién CI de la ecuacién (2.228).

La optimizaciéon simultdnea de coeficientes CI y coeficientes orbitales resulta en dos con-
juntos de ecuaciones que tienen que satisfacerse de manera simultanea. El primero de ellos, es
usado para obtener las energias totales y coeficientes A, de CI, y es la ecuacién secular familiar:

det (H— ET) =0 (2.231)

El segundo conjunto de ecuaciones se relaciona con la busqueda de los orbitales 6ptimos, y es en
éste en el que las complicaciones se producen, ya que los orbitales 6ptimos pueden, al menos en
principio, ser diferentes para cada configuracién. Especificamente, la minimizacion de la energia
total de la funcién de onda dada en (2.228) con respecto a los cj; para encontrar los orbitales
éptimos [para una base dada {¢,}], conduce a ecuaciones similares a las que aparecen en la
teoria ordinaria de Hartree-Fock, pero contienen términos adicionales que aparecen debido a
la dependencia de los orbitales con la configuracion particular considerada. En particular, las
ecuaciones de Fock a resolver estan dadas por

FiCi =) £;SC; (2.232)
J
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donde
F; = Z Nin A2 (h + Z Z njatl;,g"D ) , (2.233)
(Dj)pq = CjpCigs (2.234)
(g )pq rs <¢P‘g7"s’¢q> (2235)
y
(h),, = (dplhl¢g) (2.236)

S es la matriz de solapamiento orbital, n;, es la ocupacién del orbital ¢ en la configuracién
a, h es el operador unielectrénico ordinario de la teorfa de Hartree-Fock, t;;, es un coeficiente
de acoplamiento, y gpes €s la integral de repulsién electrénica usual. En la ecuacién (2.233)
se aprecia como los diferentes orbitales surgen para diferentes configuraciones, a través de su-
mas sobre configuraciones (v y a). Por lo tanto, se asume que los coeficientes de configuracion
A, son conocidos en la ecuacién (2.233). Dado que los A, no pueden conocerse hasta que se
determinen los coeficientes orbitales, se requiere un proceso de iteraciéon multiple, con la auto-
consistencia en los coeficientes ¢;; de un OM, necesarios en la solucién de la ecuacién (2.232),
seguida de una macroiteracidn entre las ecuaciones (2.231) y (2.232) hasta que los A, y ¢;; son
auto-consistentes respecto a la siguiente iteracion.

Las dificultades asociadas con esta teoria son la eleccion del conjunto orbital de base y de
las configuraciones (mds alld de las primeras que son las obvias). La convergencia del proce-
dimiento MC-SCF es lenta, sin embargo, esfuerzos sustanciales se han producido durante la
ultima década para mejorar la aplicabilidad de la técnica.

Teoria de Perturbaciones Mgller-Plesset

La Teoria de Perturbaciones Mgller-Plesset es la base de un método alternativo, no
variacional en general, que permite estimar los efectos de correlacion y una variedad de propie-
dades no bien descritas usando la teoria de Hartree-Fock.

Los conceptos basicos subyacentes al enfoque son los de la teoria de perturbaciones Rayleigh-
Schrodinger (seccion 2.2.4). Puesto que debemos utilizar algunos de los resultados encontrados
anteriormente, serd 1til comenzar con un resumen de ellos utilizando una notacién conveniente.
Para un sistema no degenerado cuyas funciones de onda V¥, y energias asociadas F,, se desean
determinar a través de la solucion de

H|,) = B, [0,), n=01,2,.. (2.237)

escribimos

H=Ho+ AV (2.238)

(0)

donde Hy es un Hamiltoniano no perturbado cuyos valores propios Ey "’ y funciones propias \If,(lo)
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son conocidos, es decir,

Ho [T = EO [w0) (2.239)

En la expresién (2.238), V' es el potencial de perturbacion y A es un parametro (que se fija igual
a la unidad). La expansién de |¥,) y F, en términos de las eigenfunciones y eigenvalores no
perturbados, asi como de las correcciones nos da

1T, = [60) + A D) + 22 [P + o AF p®) (2.240)
E,=E9 + EW £ X2ED ... \FER) 4. (2.241)

Expresiones para las primeras correcciones a la energia estan dadas por

EY = (O [y,

EY = Oy = 3 (o)

, (2.242)

EY® = (O [pP)

Este enfoque ha sido adaptado en la estimacién de la energia de correlacién formulandolo en
términos de la teoria de Hartree-Fock y correcciones de ésta. Especificamente, se escribe el
Hamiltoniano como

H=Ho+V (2.243)

pero ahora definimos Hy como el Hamiltoniano de Hartree-Fock, es decir,

Ho =Y [h(i) + 0" ()] = Z f(0) (2.244)

%

donde f(7) es el operador de Fock,
, 1, Z,
— V2 _ el 2.24
i) =5V -3 (2249

w0 = S | [amg@ e v - | [amge | vof e

- 12
J
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2.2. MECANICA CUANTICA MOLECULAR

donde x; es un espin-orbital de Hartree-Fock. El término de perturbacién V' representa la co-
rreccion de la energia de correlacion, y puede ser escrito como

ey Loywoyl

1<) 1<J

Z HE e (2.247)

Tij

donde hemos definido

Z oM (7)(2.248)

Cabe senalar que, como se ha definido anteriormente, H, es un Hamiltoniano para el cual la
.z 0 . ., .
funcion de onda Hartree-Fock \IJé ) es una eigenfuncion con valor propio

=> e (2.249)

donde la suma se extiende sobre los orbitales ocupados, y ¢, es la energia orbital de Hartree-
Fock. Asi, la energia de orden cero Eéo) no es igual a la energia total de Hartree-Fock, la cual
esta dada por

Eur = Zsa — = Z (ablab) — (abba)] (2.250)

a,b
donde la notacién .
(athed) = [ [ dmdry x:(00(2) - (0xa( (2:251)
ha sido usada.
Sin embargo, puede demostrarse que
1
(1 _ (0) )\ _
B = <\110 ‘v ]qfo > =5 Xb: [{ablab) — (ablba)] (2.252)
de modo que
_ (0 (1)
Eyr = E;” + E, (2.253)

En otras palabras, el uso de funciones de onda de Hartree-Fock asegura que las correcciones
perturbativas de orden cero y primero, ya estén incluidas en la energia de Hartree-Fock. De este
modo, la primer correccién a la energla de Hartree-Fock se establece por medio de la correccion
de energia de segundo orden E

En cuanto a la correccién de energia de orden segundo tenemos [a partir de la ecuacién (2.97)]
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() _
By =) POUNE=0 (2.254)
0

que

2
1 o
(Wo| Y — ‘I’abﬁ> 1
. . 1)
By = — = blaB) — (ab|Ba)]®  (2.255
0 ; o+ Ep—Ea—E8 — Ea+Ey—Ea —Ep [(ablaf) — (ab]fav)] ( )
a<f a<p

donde a y b se refieren a los orbitales ocupados, mientras que « y [ se refieren a orbitales
virtuales. Correcciones de orden superior también pueden encontrarse, aunque la forma de la
expresiones se complica en esta notacion.

Seleccion del Espacio de Configuraciones

La seleccién del espacio de configuraciones para una funcién de onda MC-SCF se basa en
una particion del espacio orbital en distintas clases que originan ciertas restricciones para los
determinantes de Slater o las SCFs dentro de una funciéon MC-SCF. El esquema de particién
utilizado en esta tesis se conoce como método de campo autoconsistente en un espacio
activo completo (CASSCF), en el que el espacio orbital se divide en:

= Orbitales inactivos. Estos orbitales estan doblemente ocupados en todas las configuracio-
nes.

= Orbitales activos. Son aquellos que no tienen restriccién en sus ntimeros de ocupaciéon
en las configuraciones, salvo aquellas impuestas por el espin y la simetria espacial. Los
orbitales activos se deben escoger de tal manera que la funcién de onda CASSCF sea lo
suficientemente flexible para representar tanto al sistema como a los procesos de interés
y su eleccién se basa en intuicion quimica.

= Orbitales secundarios. Se encuentran desocupados en todas las configuraciones.

En el método CASSCF, como es usual, se escriben los orbitales x§ que se usan en las funciones de
configuracion de estado como combinaciones lineales de funciones de base: x§j = Dok Pk Los
electrones que no estan en orbitales inactivos se llaman electrones activos. Las configuraciones
de una funcién de onda CASSCF de un sistema de N electrones con n orbitales inactivos
contienen N — 2n electrones en los orbitales activos. Se escribe la funcién de onda como una
combinacion lineal de todas las CSFs ¥, que se pueden formar distribuyendo los electrones
activos en los orbitales activos en todas las formas posibles, teniendo el mismo espin y los
mismos valores propios de simetria que el estado tratado: ) A,®,. Entonces, se lleva a cabo
un cdleculo MC-SCF para encontrar los coeficientes optimos ¢f, y A,. Una eleccion razonable
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2.2. MECANICA CUANTICA MOLECULAR

es tomar como orbitales activos aquellos OMs que derivan de los orbitales de valencia de los
atomos que forman la molécula. Rigurosamente, se define el espacio activo como el espacio
de CSF's generado por N electrones y m orbitales, restringido por simetria y por multiplicidad
de espin. La principal desventaja de los cdlculos CASSCF es que la eleccion del espacio activo
reviste una importancia crucial, y depende tanto de la molécula sobre la que se esta trabajando
como del fenémeno que se esté estudiando. Cuando el espacio activo no incluye toda la fisica
relevante para el fenémeno en estudio, los resultados que se obtienen pueden ser enganosos, y
no existe un método sistematico para detectarlo.

Teoria de Perturbaciones Multirreferencial Mgller-Plesset (MRMP2)

El modelo MRMP2 es un caso especial de teoria de perturbaciones de sequndo orden en mul-
ticonfiguraciones cuasi degeneradas implementado en el programa GAMESS (US).[16] En este
método, la funcién de onda de orden cero (referencia) es la funcién de onda CASSCF WSAS para
el estado de interés a.. El operador Hamiltoniano no perturbado es una suma de operadores
similares a los de Fock en el que los nimeros de ocupacion se sustituyen por los elementos
diagonales de la matriz de densidad CASSCF. Mas alld de la funciéon multiconfiguracional de
orden cero, las funciones propias del Hamiltoniano del espacio activo completo de configura-
ciones asi como las funciones de onda generadas por excitaciones de uno y dos electrones de
la funcién de referencia (espacio S), se consideran a través de la teoria de perturbaciones. La
correccién de segundo orden a la energia esta dada por

CAS , , CAS
gy e !V§§>_<‘Z)V\‘I’a ) (2.256)

J

donde las funciones ®; pertenecen al espacio S de determinantes no contraidos.
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CAPITULO 3

Hipodtesis

Se propone como hipdtesis para la presente investigacion que un esquema de dos reacciones se-
cuenciales de radicales permitiria explicar la distribucion y multiplicidad de espin de productos
detectados experimentalmente para la interaccion Zr+CHsCHs en condiciones de aislamiento
matricial, sin necesidad de considerar interacciones entre estados de diferente multiplicidad.

Como se ha dicho anteriormente, el enfoque propuesto de dos reacciones secuenciales ha sido
empleado satisfactoriamente en los estudios tedricos previos de las interacciones Zr + CH3F
y Zr + CH3CN efectuados con la finalidad de analizar los factores que pueden determinar las
diferentes distribuciones de productos encontradas en reacciones de aislamiento matricial,[13]
asi como la diferente multiplicidad de espin que exhiben los productos respecto a los reactivos.
Acorde con lo antes mencionado, muy presumiblemente dicho esquema también podria resultar
oportuno en la descripcién de la interaccion Zr + C'H3C Hs, la cual, involucra al mismo atomo
de metal de transicién estudiado previamente por Torres et. al.[13] y una molécula organica de
naturaleza similar a CH3F y CH3CN. Ahora bien, en los estudios experimentales previos so-
bre las reacciones en condiciones criogénicas de aislamiento matricial de las interacciones antes
referidas, no se detectan especies radicales. Razén por la cual, se apuntala la validez del uso de
dicho modelo de dos reacciones secuenciales para la interaccién investigada, considerando que
el radical C H3C H5- es observado como producto de la reaccion Zr + C'H3C Hs en condiciones
de aislamiento matricial.

El esquema planteado se explica a continuacion. En una primera reaccion, que llamaremos
reaccion A, el dtomo de zirconio en estado de espin triplete Zr (*F) y la molécula orgdnica
de etano conducen a la formacién de los radicales ZrH- y CH3C Hy- (ver figura 3.1) ambos con
una multiplicidad de espin doblete (un electrén desapareado). Las condiciones de aislamiento
matricial implican el confinamiento de las especies formadas durante la primera etapa. Por
tanto, los radicales formados en la reacciéon A, pueden ser susceptibles a una posterior recom-
binacién en un proceso que denotaremos como reaccién B. Dado que los fragmentos radicales
formados pueden tener espin « (esquematizado como flechas hacia arriba) o 8 (flechas hacia
abajo) indistintamente, la recombinacién de dos fragmentos con espin «, generard un producto
de adicién oxidante con dos electrones desapareados (multiplicidad triplete); lo mismo sucede
en la recombinacion de dos fragmentos cuyos espines son ambos . Sin embargo, si un radical
con espin « se recombina con otro de espin 3, el resultado serd la formacién de un producto
de adicién oxidante con espines apareados (multiplicidad de singulete). En otras palabras, la
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recombinacién de dos fragmentos radicales con espin opuesto (« y ) activan el canal de reac-
cién singulete, vinculado con la formacién de dos (de los tres) complejos de adicién oxidante
informados experimentalmente. De este modo, sobre la base de dicho esquema, se puede expli-
car tanto la distribucién de productos detectada a nivel experimental como la multiplicidad de
espin asignada a la misma (con la particularidad de que la multiplicidad de espin que exhiben
los productos, difiere de la que presentan los reactivos que les dieron origen), sin considerar
interacciones entre estados electronicos de distinta multiplicidad de espin.

Por supuesto que la aplicacion del enfoque de reaccion global expuesto en la figura 3.1
serd factible para la interaccion de zirconio con la molécula de etano, siempre y cuando la
asintota asociada con las especies radicales ZrH- y C'H3C Hy-, formadas a partir de la abstrac-
cién de un atomo de hidrégeno por el centro metalico, aparezca antes de que se alcance el punto
maximo correspondiente a la barrera de adicién oxidante del zirconio en el enlace C' — H del
etano.

N ; s
Reaccion A Reaccién B
zrH || (D)|+ cHCH, || (D)o ]| ] (D)
Asintota de radicales .
o A
4 w
= %
® 7 L% Y
S 7
a0 LGN
[ | T
g I xR
m | L%
¥ * Aproximacién de radicales
P & & : > ‘ales
r N
I > LY a2 >
Zr(®F) + CH.CH, X =
LY *
it % %
@ TN
L Y Y
Adicién Oxidante Y Ne— 1(s)
“ Producto con multiplicidad
1 Singulete (S5)
LY
‘ -
Producto con multiplicidad
Triplete (T')

Figura 3.1: Esquema global de dos reacciones propuesto: reaccion A) abstraccion del dtomo de
hidrégeno para formar las especies radicales y B) recombinacion de las especies radicales para
generar los productos de insercion detectados a nivel experimental.
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CApPiTULO 4

Metodologia

Para la interaccién investigada se realizaron calculos CASSCF-MRMP2 con la finalidad de de-
terminar los intermediarios y estados de transicién asociados a las trayectorias correspondientes
con los estados electronicos que emergen del estado basal y el primer estado excitado de los reac-
tivos y que pueden vincularse a los productos detectados experimentalmente [ZrH—CH,CH 3,
ZrHy—(CHs), y ZrH3—CH=CH,] en condiciones de aislamiento matricial.

Para los atomos de hidrégeno y carbono se utilizaron las bases Def2-TZVP que incluyen
todos los electrones, publicadas por F. Weigend y R. Ahlrichs.[14] Para el 4tomo de zirconio
se empled la base optimizada por los mismos autores en conjunciéon con el pseudopotencial
propuesto por Dolg et al.[15] Todos los célculos se realizaron en un servidor ensamblado para
procesadores multi-core (INTEL XEON E5 2650 de 2.00 GHz, 64 GB de memoria DDR3 y
disco duro interno de 2 TB) utilizando el programa GAMESS (General Atomic and Molecular
Electronic Structure System)[16].

Las etapas de calculo que suministraron la informacién necesaria en la elucidacién del es-
quema propuesto en el presente trabajo para la interaccion Zr 4+ CsHg, fueron:

i) Los resultados informados del estudio experimental previo sobre la reaccién de dtomos de
Zr con etano en condiciones de aislamiento matricial (ver seccién 1.2) se tomaron como
punto de partida para explorar la superficie de energia potencial (PES) de la inter-
accion investigada. Con ello se intenté detectar la trayectoria de minima energia que une
a los reactantes con los tres complejos de adicién oxidante detectados experimentalmente.

i1) En conjunto con la etapa de cdlculo anterior, distintas optimizaciones de geometria
permitieron localizar la barrera energética para cada proceso individual y los puntos
estacionarios sobre la PES.

iii) Todos los puntos estacionarios hallados fueron caracterizados mediante calculos de fre-
cuencia a nivel MCSCF. Asimismo, se efectuaron calculos de punto simple CASSCF-
MRMP2 para las estructuras de todos los puntos criticos localizados, empleando espacios
activos de alrededor de 700 SCFs.

Un célculo de optimizacién de geometria (un punto en la curva de energia potencial correspon-
diente) lleva alrededor de 30 minutos de CPU en el equipo utilizado, mientras que, dependiendo
de los vectores de entrada, un calculo de energia de punto simple se lleva a cabo en aproxima-
damente 3 minutos.
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CAPITULO 5

Resultados y discusion

5.1. Localizacion de puntos estacionarios en el sistema
Zr + CHgCHg

Zr 4+ CH3CHsj El cuadro 5.1 presenta las energias CASSCF-MRMP2 [relativas a los reactivos
en su estado fundamental, Zr(*Fy) y CoHg| de cada uno de los puntos estacionarios y estados
de transicion localizados para estados de multiplicidad de espin triplete y singulete.

Cuadro 5.1: Energias CASSCF-MRMP2® (en kcal mol~!) correspondientes a los intermedia-
ri0s, estados de transicion (TS) y productos relativas a los reactivos en estado fundamental
ZT’(3F2) Y CQH()'.

Especies Triplete Singulete
Zr + CyHg (0) d*s*3F 0 d*s* 1D 16.8
TSo/1 57.0 34.1
ZrH — CHy,CH3 (1) -17.3 [~ -25.0")] -7.0
TS1/2 - 3.7
ZrHy—(CH,), (2) - -37.7 [~ -48.00)]

(@) CASSCF-MRMP2/Def2-TZVP.
() Los valores calculados a nivel 6-311++G(3df,3pd)/SDD-B3LYP por Andrews y colaborado-
res aparecen entre paréntesis.

Los niveles de energia correspondientes a las estructuras de los puntos estacionarios hallados
a lo largo del camino de reacciéon para ambas multiplicidades de espin, se muestran en la figura
5.1. Un modelo de barras y esferas de la geometria molecular asociada a cada punto critico se
muestra también en esta figura.
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Figura 5.1: Perfil de energia a lo largo de la trayectoria de reaccion Zr + CH3CH3 —>
1ZrHy — (CHy), para los estados de espin triplete y singulete. Los dtomos de hidrégeno estdn
representados por esferas blancas, mientras que los dtomos de carbono ¥y zirconio se presentan
como esferas grises y azules, respectivamente.

Los parametros geométricos mas relevantes para cada uno de los puntos estacionarios y
estados de transicién se muestran en la figura 5.2.

El estado fundamental del 4&tomo de Zr es un estado triplete 3F (4d?5s?). Los efectos multi-
configuracionales resultan importantes en la determinacion de la energia atémica correcta con
diferentes estados del metal de transicién. El Zr con la configuracién d?s? puede dar origen a
los estados més bajos *F y !D. Se obtuvo una diferencia de energfa entre 3F y 1D de 16.8 kcal
mol~! que difiere en 4 kcal mol™! del valor experimental de 12.8 kcal mol~*.[17]

El primer intermedio de reacciéon ZrH—CH,C Hs al igual que el atomo de Zr en el estado
fundamental, también muestra multiplicidad triplete en su estado fundamental.

Sin embargo, el producto principal de la reaccion [ZrH,—(C'H,),| exhibe un estado de
bajo espin singulete, en buen acuerdo con las observaciones experimentales y cémputos DFT
KS/B3LYP de Andrews y colaboradores.[12] No se detecté una trayectoria de reaccién singulete
que conecte a las especies ZrHy,—(CHy), y ZrH3;—CH=CH, (esta tltima también detectada
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5.1. LOCALIZACION DE PUNTOS ESTACIONARIOS EN EL SISTEMA ZR + CH3CHj

1TS1/2 12

Figura 5.2: Geometrias de equilibrio de los intermedios, estados de transicion y productos de
la reaccion Zr + CH3CHg con estados de espin triplete y singulete (longitudes de enlace en

A, dngulos de enlace en grados). Las estructuras 1 y 2 en ambos estados de espin presentan
simetria Cy y Cs,, respectivamente.
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a nivel experimental).

La figura 5.1 muestra el perfil de energia a lo largo del camino de reaccién que une a los
reactivos con el primer intermedio de reaccién 31 (intermediario consistente con el detectado
experimentalmente en condiciones de aislamiento matricial). De la misma figura, se desprende
la existencia de una barrera energética considerable de alrededor de 57.0 kcal mol™! para la
formacién del primer intermedio de reaccion a partir de los reactivos en el estado fundamental.
En vista de que esta barrera de energia es relativamente grande, no se esperaria que la reaccién
proceda a través de esta trayectoria.

5.2. Viabilidad de formacion de radicales

Una vez que se asumio que la trayectoria calculada de reaccién que conecta a los reactivos
con el primer intermediario 31 no es energéticamente favorable, se efectué un anélisis acerca
de la viabilidad de formacién de especies radicales en el medio confinado. Especificamente, se
calcul6 la energia electrénica de los fragmentos radicales ZrH- y C H3C Hy- juntos y sin inter-
actuar. Esto se logré partiendo de la estructura de insercion H — Zr — CH,C H3 con un valor
del angulo H — Zr — C' de 180.0°. Con base en esta estructura, se separ6 paulatinamente ZrH-
del fragmento no metalico C H3C Hy- (ver figura 5.3).

104

Figura 5.3: Modelo de barras y esferas que esquematiza la deteccion de la energia electronica de
las especies radicales ZrH- y CH3C Hy-.
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5.2. VIABILIDAD DE FORMACION DE RADICALES

Un céalculo de optimizacion global a una distancia suficientemente grande entre ZrH-y C H3C Ho-
(para asegurar que ambos radicales no interaccionan significativamente), es conveniente para
estimar la energia electrénica de los fragmentos radicales. Sobre la base del célculo de opti-
mizacién global de geometria para las especies ZrH-y C'H3C' Hy- juntas y sin interaccion, se
encuentra que la asintotas de radicales libres aparecen a tan sélo 21.7 kcal mol~! y 21.5 kcal
mol~! por encima de los reactivos en el estado fundamental para estados de espin triplete y
singulete, respectivamente. Es importante resaltar que la energia electréonica de los fragmentos
radicales ZrH-y CH3C Hy- es mucho menor comparativamente que la barrera de energia ha-
llada para la insercién del centro metélico en el enlace C' — H (ver figura 5.4).

;0| DBarrera de Energia Zr + CH3CH; — 3ZrH—-CH,CH,
===

60

50
3 AE = 57.0kecal mol™?!
E 40
-~
f—
T AFE
\i ; rd ral 5 \ \
o 21.7a=a=(T) o |\1(D)| + CHCH, |] (D) o |](D)
— 20 21.5 T (S)
4

a AF

T — — - — - _—— = - J~ —————————————————————————
-10
10 ZJ{H”] b CH;;(?H_'{
[ N(T} =
-20

3ZrH—CHyCH,

-30

Coordenada de Reaccién

Figura 5.4: Barrera energética de insercion del atomo de Zr en el enlace C-H vs asintota de
radicales libres.

Es decir, los radicales se encuentran energéticamente disponibles en relaciéon con los reactivos
para esta interaccién. Por tanto, es factible que los fragmentos radicales pudieran llegar a for-
marse durante la interaccién entre zirconio y etano en condiciones de aislamiento matricial. En
consecuencia, se propone que en una primera etapa (reaccién A ), el datomo de Zr reacciona

con CoHg formando los radicales ZrH- y CH3CHy- (ambos con multiplicidad de espin doble-
t@).’27

27Se plantea que la energia necesaria para que esta primera transformacién tenga lugar es suministrada por
el laser durante la ablaciéon de d4tomos metélicos.
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CAPITULO 5. RESULTADOS Y DISCUSION

Zr(*Fy) + CH3CHs — ZrH - +CH3C Hy- (5.1)

Esta propuesta esté respaldada por el hecho de que el radical C H3C H,- es detectado en el
estudio de la interaccién en condiciones de aislamiento matricial.[12]

Las propiedades principales de las funciones de configuracién de estado que més contribu-
yen en las expansiones variacionales CASSCF de los estados electrénicos triplete y singulete
asociados con los fragmentos radicales se presentan en el cuadro 5.2.

Cuadro 5.2: Coeficientes de expansion lineal y ocupaciones electronicas de orbitales activos para
las configuraciones dominantes V, en las funciones de onda CASSCF correspondientes a los
estados de espin triplete y singulete de radicales ZrH- y C H3C H.

CSF's dominantes en las funciones de onda CASSCF de radicales libres

Estado de espin  Coeficiente Ocupacion de los orbitales activos
Triplete -0.953353 22240+
Singulete 0.704140 222-+-000

De acuerdo con el cuadro 5.2, la CSF dominante en la funcién de onda CASSCEF ligada al esta-
do electrénico de radicales con multiplicidad triplete, tiene a los OMs activos inferiores cuarto
y sexto semiocupados. De igual modo, en la configuracién principal de la funcién de estado
singulete, el cuarto OM activo inferior estd ocupado por un electrén con espin «, mientras que
un electrén con espin [ se sitia en el quinto OM activo méas bajo en energia. Al respecto, las
formas de los OMs?® parcialmente ocupados en las configuraciones predominantes de radicales,
asf como los orbitales atémicos?® (de energfas razonablemente similares y simetrias adecuadas)
que contribuyen de manera significativa en la expansion lineal OM-CLOA del orbital molecular
en cuestion, se presentan en la figura 5.5 y 5.6 para estados triplete y singulete, respectivamen-
te.

Resulta oportuno advertir que para ambos estados de espin, mientras que uno de los OMs
activos semiocupados se encuentra esencialmente deslocalizado en el fragmento metdlico, el otro
se halla deslocalizado primordialmente en el no metdlico, como es de esperar quimicamente.

28La forma de un orbital molecular se define como una superficie de densidad de probabilidad constante que
encierra una gran parte de la probabilidad (digamos un 90 %) de encontrar al electrén. El médulo de la funcién
de onda es constante en la superficie de un OM.

29Cada OA en la expansién lineal OM-CLOA es en realidad una funcién de base (OA aproximado) cuya forma
viene dada por la ecuacién (B.10) (ver apéndice B).

84



5.2. VIABILIDAD DE FORMACION DE RADICALES

Contribucién sustancial al cuarto OM activo semiocupado

Orbital Atémico (OA) Coeficiente del OA en el OM-CLOA

02 -0.401
ez, -0.167

Contribucion sustancial al sexto OM activo semiocupado

Orbital Atémico (OA) Coeficiente del OA en el OM-CLOA

Zrdyz 0.468

Zrd,a -0.423

Lt 0.396

Zrd,y, 0.516
(B)

Figura 5.5: Forma y contribuciones preponderantes de los orbitales moleculares activos sim-
plemente ocupados en la configuracion dominante de la funcion de onda triplete asociada con
el estado electronico de los radicales ZrH- y CHsCHy. Ambos OMs (A) y (B) se encuentran
ocupados por un unico electron con espin «. La superficie azul corresponde a un valor positivo
de la funcion de onda y la superficie roja a uno negativo.
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Contribucion sustancial al cuarto OM activo semiocupado

Orbital Atémico (OA) Coeficiente del OA en el OM-CLOA

62, 0.405
(55, -0.163

Contribucion sustancial al sexto OM activo semiocupado

Orbital Atémico (OA) Coeficiente del OA en el OM-CLOA

Zrd, 0.417

Zrd,» -0.417

Zrd,. 0.262

Zrdy, 0.476
(D)

Figura 5.6: Forma y contribuciones preponderantes de los orbitales moleculares activos sim-
plemente ocupados en la configuracion dominante de la funcion de onda CASSCF singulete
asociada con el estado electronico de los radicales ZrH- y CH3CHy. El OM (C) estd ocupado
por un sdlo electron que tiene espin a. En el OM (D) encontramos un inico electron con espin

B.
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5.3. RECOMBINACION DE RADICALES ZRH-Y CH;CHy-

5.3. Recombinacion de radicales ZrH- y CH3;C Hs-

Como se discutird mas adelante, los calculos llevados a cabo permiten proponer que, en vir-
tud de las condiciones de confinamiento en la matriz, los fragmentos radicales generados en
la reaccion A, se recombinan en una sequnda etapa (reacciéon B), formando asi el primer
producto de adicion oxidante ZrH—CHyC H3. Como se ha senalado previamente en el capitulo
3, existen un total de cuatro formas de recombinacién posibles de los fragmentos radicales, a sa-
ber, (i) la recombinacién de dos fragmentos con espin «, da origen al producto ZrH —-CH,CH 3
que tiene multiplicidad triplete (7°):

ZrH - [t (D)] + CHsCH, - [t (D)) — ZrH — CH,C'H;(T) (5.2)

andlogamente, (i) la recombinacién de dos radicales con espin [ genera la misma especie
ZrH—CHyCHs, en un estado de espin que tiene dos electrones desapareados:

ZrH - [} (D)] + CH3CH, - [\ (D)] — ZrH — CH>CH3(T) (5.3)

Por otro lado, (ii7) cuando logran concertarse las especies ZrH- con espin a y C H3C' Hy- con
espin 3, conducen a la formacién de ZrH—CH,CH 3 con multiplicidad singulete (S). Exacta-
mente el mismo resultado se obtiene para (iv) la unién de ZrH- con espin 8y CH3C Hy- con
espin a:

ZrH - [t (D)] + CH3CHy - [| (D)] — ZrH — CH,CHs(S) (5.4)
ZrH - [| (D)] + CH3CHy - [t (D)] — ZrH — CH,CHj(S) (5.5)

En consecuencia, siempre que dos fragmentos radicales con espin opuesto se recombinen, el canal
de reaccion singulete se activa. Esta idea se ilustra en la figura 5.7, en la cual se presenta un perfil
de energia potencial de los radicales ZrH-y C H3C H,- en funcién de la distancia C'1 — Zr para
estados de espin singulete. Dentro del esquema de reaccion propuesto en el presente trabajo, el
perfil referido puede interpretarse como una curva de recombinacién de radicales. Identificamos
de inmediato, que el minimo local en la curva de recombinacion de radicales coincide con el
estado electrénico vinculado al punto estacionario '1. Apoyados sobre esta linea de argumenta-
cién se concluye, entonces, que la recombinacion de los fragmentos radicales ZrH -y CH3C' Hs-
con espines mutuamente opuestos [ecuaciones (5.4) y (5.5)] permite la activacién del canal de
reaccion singulete.
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10

o

Energia Relativa ( kcal mol™)

&

-7.0
10 Distancia C1-Zr (A) i

Figura 5.7: Curva de energia potencial para la recombinacion de los radicales ZrH- y CH3C Hy-

a través del canal singulete. El minimo local corresponde al estado estacionario 1.
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5.3. RECOMBINACION DE RADICALES ZRH-Y CH;CHy-

Naturalmente que la descripcién de recombinacion de radicales queda completa analizando
lo que sucede en la curva de energia potencial de ZrH- y C'H3C' H,- a lo largo de la distancia
C1 — Zr para estados de espin triplete (figura 5.8). Lo que interesa resaltar de dicho perfil
energético de recombinaciéon es la presencia de un minimo local que concuerda con el estado
electrénico ligado con el punto estacionario 1.

o

[~

n

Energia Relativa ( kcal mol™!)

Distancia C1-Zr (A)

Figura 5.8: Curva de energia potencial para la recombinacion de los radicales para el estado
triplete.

En ese caso, ambos intermedios (31 y 1) se generan dentro de la matriz de reaccién. No
obstante, la especie ZrH — CHyCH3(T) (31) es 10.3 kcal mol™! menor en energfa que su con-
traparte singulete (11) y por ende, se encuentra mds favorecida energéticamente (ver figura
5.1). En efecto, la evidencia experimental disponible indica que uno de los productos principa-
les de la reaccion de atomos de Zr con C'H3C' H3 en condiciones de aislamiento matricial es el
complejo estable 31.
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CAPITULO 5. RESULTADOS Y DISCUSION

5.4. Evolucion del estado electronico asociado con la es-
pecie ZrH — CHy,CH3(S) a través de la trayectoria de
reaccion singulete

Una vez formada la estructura ZrH — CH,CH3(S) (*1), la reaccién puede proseguir sobre
el camino de energfa potencial minima hacia el compuesto ciclico ZrHy—(CHs),(S) (*2) a
través del estado de transicién TSy /2 con energia de 17.3 kcal mol™! (ver figura 5.1). El enlace
C2 — H4 se elonga significativamente de 1.10 A a 2.25 A en TS /2, mientras que la longitud de
enlace Zr — H4 se convierte en 1.84 A. Esto pone en evidencia la ruptura del enlace C2 — H4
y la formacion de una unién quimica Zr — H4. Y mas aun, en TS; /5 la distancia de enlace
C1 — C2 disminuye 0.11 A en comparacién a la de 1, lo que implica una tendencia a la crea-
cién de una doble ligadura C=C. Posteriormente, el H4 continia alejandose del C2 en sentido
antihorario alrededor del atomo de Zr hasta formar la geometria de equilibrio del compuesto
dihidruro metalociclopropano '2 con simetria Cy, (ver figura 5.2). El cdlculo de IRC sobre la
PES de '1 — 12 muestra que el estado de transicién T'S; /2 conecta a los puntos estacionarios
11 y 12 en direcciones de avance y retroceso, respectivamente. El paso 11 — 12 es marcada-
mente exotérmico por 24.9 kcal mol~!.

Por otro lado, se intenté detectar una trayectoria de minima energia sobre la PES de reaccién
que vinculara al par de compuestos ZrHy—(CH3),(S) y ZrH;—CH=CH,(S5).*® La estrate-
gia llevada a cabo para tal propdsito consistiéo en suponer que en una ultima etapa, un tercer
hidrégeno, H2, migra desde el C'1 hasta el dtomo metalico de Zr. La migracién de H2 hacia el
Zr para la formacién de un grupo ZrHs, fue explorada en la PES partiendo de la estructura
ciclica ZrHy—(C'H3),(S) través de tres distintos enfoques:

1. Ataque del atomo de Zr sobre el H2 del C1: Se realizaron calculos de U optimizando
simultdneamente todos los pardmetros geométricos del sistema (dngulos de enlace, angulos
diedros y longitudes de enlace) excepto el dngulo C1 — Zr — H2 (LC1 — Zr — H2), el
cual fue variado de 19.7° [su valor original en ZrHy—(CH3),(S)] a 180.0° en incrementos
sucesivos de 2.5° y/o 5.0° (ver figura 5.9).

2. Rotacion de los atomos H2 y H3 sobre el plano C'1C2Zr, seguida del ataque del Zr
sobre el H2: Se ajustaron los dngulos diedros de H2 y H3 para que estos atomos se
localizaran justo en el plano C'1C2Zr. Evidentemente, el proceso anterior supone un costo
energético inicial. Luego de la rotacién de ambos atomos, se llevaron a efecto calculos de
U optimizando todos los pardmetros estructurales excepto el ZC1 — Zr — H2, el cual
fue variado de 30.6° [su valor inicial después de la rotacién de hidrégenos] a 90.0° en
incrementos sucesivos de 2.5° y/o 5.0° (ver figura 5.10).

3. Rotacién de los atomos H2 y H3 sobre el plano C1C2Zr y posterior apertura del ZC2 —
C1 — Zr: En una primera etapa se variaron los angulos diedros de H2 y H3 para que
ambos dtomos se situaran sobre el plano C'1C2Zr. Enseguida, se realizaron célculos de

30Los trabajos experimentales advierten que el compuesto ZrHz—CH=CH(S) también es detectado en
condiciones de aislamiento matricial. Habria que mencionar también que un cédlculo de punto simple CASSCF-
MRMP2/Def2-TZVP de la geomterfa informada por Andrews para ese mismo compuesto (ver figura 1.3), pone
de manifiesto la estabilidad del complejo trihidruro, situdndolo a -26.0 kcal mol~! por debajo de los reactivos
en su estado fundamental.
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5.4. EVOLUCION DEL ESTADO ELECTRONICO ASOCIADO CON LA ESPECIE
ZRH — CHyCH3(S) A TRAVES DE LA TRAYECTORIA DE REACCION SINGULETE
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Angulo C'1 — Zr — H2 (grados)

Figura 5.9: Curva de energia electronica optimizada U a lo largo de la coordenada de reaccion
LC1 — Zr — H2 para estados de espin singulete. La curva no exhibe un minimo local de U que
corresponda a la especie ZrH3—CH=CH,(S5).

U optimizando simultdneamente todos los parametros geométricos del sistema excepto el
ZC2 — C1 — Zr, el cual fue variado de 292.8° (su valor inicial) a 222.5° en decrementos
sucesivos de 2.5° (ver figura 5.11).
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] 3 5 3

Energia Relativa U (kcal/mol)
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20

Angulo C1-Zr-H2 (grados)

Figura 5.10: Curva de energia potencial U en funcion del pardmentro /C1 — Zr — H2 para
estados de multiplicidad de espin singulete. Al igual que en la figura 5.9, no se detecta un
minimo sobre la curva que corresponda al complejo ZrHz;—CH=CH,(S).
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5.4. EVOLUCION DEL ESTADO ELECTRONICO ASOCIADO CON LA ESPECIE
ZRH — CHyCH3(S) A TRAVES DE LA TRAYECTORIA DE REACCION SINGULETE
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Figura 5.11: Energia electronica (incluyendo la repulsion internuclear) U frente al ZC2—C1—

Zr para estados de espin singulete. Esta trayectoria tampoco conduce al estado electronico
vinculado con ZrHs—CH=CH,(S).
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Asi, a pesar de abordar diferentes aproximaciones, no se logré determinar una trayectoria
de reaccién que conecte al producto principal [ZrHy—(CH,),(S)] con el complejo trihidruro
ZrH;—CH=CH,(S) informado a nivel experimental en condiciones de aislamiento matricial.
Las altas barreras de energia en las figuras 5.9-5.11 indican la enorme dificultad para abstraer
un atomo de H desde el enlace C'— H. De esta forma, debido a la presencia de la doble ligadura
C = C, resultaria muy complicada la formacién de un producto cinéticamente estable originado
a través de una etapa elemental que tenga como reactivo al intermedio ZrH,—(CH3),(S).

5.5. Posible mecanismo de reaccion adicional en estado
triplete a eteno

Si bien, aunque el informe de Andrews[12] no senala que el CyH, sea un producto de la reaccién
de ablacién laser Zr + CyHg en condiciones de aislamiento matricial,3! después de buscar a lo
largo del proceso de avance de reaccién del punto critico 31, se logré hallar una via de reaccién
adicional que conecta el intermedio 31 con los productos Zr + Hy + CH, = CH, (figura 5.12).
Las estructuras del intermedio 32 y de los productos finales se muestran en la figura 5.13.
La primera etapa elemental 31 — 32 no exhibe barrera de activacién y es endotérmica en
aproximadamente 29.2 kcal mol™!. En un subsecuente proceso individual, el dtomo de Zr
puede ser abstraido del eteno y la reaccion de deshidrogenacion de etano a etileno catalizada
por el metal de transicién Zr tiene lugar. Sin embargo, el tltimo paso del mecanismo, requiere
un costo energético de alrededor de 30 kcal mol~!. De ahi que el mecanismo global multietapa
de deshidrogenacion de etano sea poco favorable. Todo esto parece apoyar el hecho de que el
unico compuesto estable con multiplicidad triplete detectado en los experimentos de aislamiento
matricial sea 31, mismo que no puede transformarse con facilidad en eteno, excepto cuando sea
suministrada una elevada energia en el sistema (al menos 60 kcal mol™1).

31La presencia de Cy H, en la matriz de reaccién, légicamente implicaria que la molécula de Ho se desempeiia
como producto adicional de eliminacién.
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5.5. POSIBLE MECANISMO DE REACCION ADICIONAL EN ESTADO TRIPLETE A
ETENO
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Figura 5.12: Perfil de energia a lo largo del camino de reaccion adicional 3ZrH —
CHyCH3z — 3Zr + Hy + CHy = C'H, en estado de espin triplete (AU en kcal mol™").

39 Zr+Hy+CHy, = CH,

Figura 5.13: Geometrias de equilibrio del intermedio 32 y de productos finales de la reaccion
37rH — CHyCHs — 3Zr + Hy + CHy = CH,y en estado de espin triplete.
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CAPITULO 6

Conclusiones

Con base en el objetivo planteado para esta investigacién se enuncian las siguientes conclusiones:

s El estudio CASSCF-MRMP2 efectuado en la presente contribucién de la interacciéon
Zr + CyHg en condiciones de aislamiento matricial, sugiere que la misma obedece un
esquema de dos reacciones: la formacion de las especies radicales ZrH- y CH3CHs- en
una primera etapa, y su posterior recombinacién como resultado de las condiciones de
confinamiento matricial en un proceso subsecuente. Por otra parte, con base en dicho
enfoque, fue posible explicar tanto la distribucién de productos detectada a nivel experi-
mental como la multiplicidad de espin asignada a los mismos, sin considerar cruces entre
estados electronicos de distinta multiplicidad de espin.

» El hecho de que el radical etilo (CH3C H,-) se detecta en los experimentos de ablacién
laser de atomos de Zr con CH3CHjz en condiciones de aislamiento matricial, asi como
la disponibilidad energética de los fragmentos radicales en relacion con los reactivos para
esta interaccion, justifican el esquema secuencial de dos reacciones sucesivas.

= Las trayectorias de reaccién de minima energia encontradas, sugieren que los productos
principales de la interaccién investigada son el hidruro ZrH — C' HoC H 3 con multiplicidad
de espin triplete y el dihidruro metalociclopropano ZrHy—(C'H3), que muestra multipli-
cidad singulete, lo cual es consistente con la evidencia experimental disponible.

s A pesar de la exhaustiva exploracién de la superficie de energia potencial, no se consi-
guié detectar una trayectoria de reaccién vinculada con el estado electréonico singulete
asociado con el complejo trihidruro Zr H3—C H=C'H 5 informado a nivel experimental en
condiciones de aislamiento matricial. No obstante, la estabilidad de Zr H3—CH=CH,(S5)
queda confirmada toda vez que la energia obtenida para esta estructura se encuentra por
debajo de los reactivos en su estado fundamental.
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6.1. PERSPECTIVAS

» El mecanismo global multietapa de la reacciéon de deshidrogenacion de etano a etileno ca-
talizada por el metal de transicion Zr estd marcadamente desfavorecido energéticamente,
en buen acuerdo con la evidencia experimental (CyHy y el producto de eliminaciéon Ho,
no se detectan en la reaccién Zr + CoHg en condiciones criogénicas de confinamiento).

= Los resultados obtenidos del presente estudio tedrico de la interaccién Zr+ Cs Hg afianzan
la validez de la propuesta de Torres et. al.[5,13] de un modelo de dos reacciones secuen-
ciales de radicales. Por lo tanto, se evidencia (una vez més) que dicho esquema representa
una alternativa 1util y aceptable para explicar la distribucion y multiplicidad de espin
de los productos detectados experimentalmente para reacciones de atomos de metales
de transiciéon con pequenas moléculas de origen organico en condiciones de aislamiento
matricial sin considerar cruces entre superficies de energia potencial correspondientes a
estados electronicos de distinta multiplicidad.

6.1. Perspectivas

Un estudio complementario sobre las trayectorias de minima energia que conectan a los reactivos
con las especies radicales ZrH- y CH3C H,- aportaria evidencia tedrica en la confirmacion del
esquema aqui propuesto.
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APENDICE A

Operadores

A.1. Operadores Lineales

En principio, vamos a definir un operador como un conjunto de instrucciones (que se escriben
como un simbolo) que cambia o transforma el vector sobre el que actia. Esta definiciéon puede
escribirse simbdlicamente como

Oa = 8 (A1)

donde O es un operador que va a transformar al vector o que aparece a su derecha en el vector
(. Llamaremos a la entidad sobre la que actia O operando.

En términos matematicos mas precisos, un operador O es una regla por medio de la cual,
los elementos de un espacio vectorial 7 pueden transformarse en elementos de otro espacio
. Yy 7 g . o] o . .
vectorial 7 .32 Este formalismo puede escribirse del siguiente modo

O :{a}— {8} (A.3)

Para ilustrar la nociéon de operador, revisemos un par de ejemplos comunes. Sin ir més le-
jos, consideremos el operador logaritmo; el simbolo ”log”significa cambiar la funcién f(z) por
una nueva funcién g(z) = log[f(x)]. De manera similar, el operador que toma la raiz cuadra-
da de una funcién se representa como NE Esto dltimo es equivalente a la expresion familiar

9(x) =/ f(z).

32Vamos a limitar nuestra atencién a asignaciones restringidas de tipo lineal:

0:{V}—={V} (A.2)

es decir, transformaciones que asignan a un elemento de un espacio vectorial otro elemento del mismo espacio
o de un subespacio del mismo.
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Hay que senalar que los operadores tienen significado sélo para ciertas clases de operandos.
Por ejemplo, el operador derivada respecto a x: d /dx, sélo tiene sentido si se opera sobre fun-

ciones diferenciables. Por otra parte, existen operadores muy sencillos. Por ejemplo, si b es un
nimero real, la relacion

g(x) = bf(x) (A.4)

aclara el funcionamiento de la transformacién de f(x) en g(x) por medio de la multiplicacién
por b. Por lo tanto, la multiplicacién por b es un operador y se denota simplemente con el
simbolo b.

Hay dos operadores elementales de especial importancia, a saber: el operador identidad J,
y el operador nulo (o cero) ¥, definidos de la siguiente forma:

Ja =« (A.5)
Ja =0

Estos operadores son equivalentes a la multiplicacion por los escalares 1 y 0, respectivamente.

Una clase importante de operadores de amplio uso en mecanica cuéntica son los operadores
lineales. Un operador €2 es lineal si para cualquier espacio vectorial, cumple con las dos condi-
ciones siguientes:

Q (Oéi + Oéj) = QOéi + QOéj
Q (caz) = ¢ (Qay)

A.l.1. Algebra de Operadores Lineales

La manipulacion matematica de los operadores lineales constituye el algebra de operadores
lineales.

En primer lugar, definamos la suma de dos operadores lineales €21 y 5 :
Q1+ Q9 =0Q
Si para cada operando «, 21 y €y estan definidos, entonces se tiene la relacién
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(Q 4+ Q) a=Qa (A.10)

También podemos definir el producto de los operadores lineales. La relacion €242« significa
que 25 opera sobre a, mientras que 2; opera sobre (s« (el resultado de la primera operacién).
Explicitamente podemos escribir

QlQQO[ = Ql (QQO[) (A].].)

En un sentido amplio, el orden en el que los operadores aparecen es de gran relevancia. De
manera puntual, imaginemos que ocurre lo siguiente:

Ql (QQOZ) = QQ (QlOé) <A12)

En ese caso, para todos los operandos para los cuales €21 y €25 estdn definidos, decimos que los
operadores €2y y €2y conmutan. En realidad es comun hablar del conmutador de dos operadores
Q1 y Qs como:

[Ql, QQ] - QlQQ - QQQl <A13)

Por tanto, si el conmutador de dos operadores es igual a cero, no importa el orden en el que se
escriban.

En segunda instancia, ahora que hemos definido el producto de dos operadores, podemos
hablar sobre las potencias de un operador. Si definimos

0?2 = Q0 (A.14)
entonces
Q*a = Q0a (A.15)
de manera similar
Q"=Q0Q.---0 (A.16)

donde el producto ha sido repetido n veces.
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A.1.2. Operadores Hermitianos

Un operador hermitiano (o hermitico) se define como un operador lineal que posee la pro-
piedad

/a;Qan dr = /an(Qam)*dT (A.17)

donde «,,, v «, son ambos elementos del espacio vectorial % donde las integrales son inte-
grales definidas que se extienden a todo el espacio. Usando la notacién de bracket (o notacién
de Dirac), escribimos

(| Q) = (| am)” (A.18)

En mecéanica cuantica, los operadores que representan magnitudes fisicas son hermitianos.
En consecuencia, si A es un operador que representa a la propiedad fisica A y ¥ una funcién
de onda que representa a un estado posible del sistema, exigimos que

/ AT dr / W(AD) dr (A.19)
(WA D) = (T |A|T)"

Los valores propios de un operador hermitico son nimeros reales. Dos funciones propias de
un operador hermitico que correspondan a diferentes valores propios son ortogonales, lo que
significa que [ WiW; dr =0 cuando i # j.
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APENDICE B

Conjunto de Funciones de Base

La elaboracién y/o eleccién de conjuntos de base para estudios moleculares es un area de la
quimica cuantica que ha recibido considerable atencion por décadas, y es probable que contintie
siendo de interés en los proximos anos. De hecho, una vez que los procedimientos computacio-
nales para la solucién de las ecuaciones de Hartree-Fock (seccién 2.2.6) quedan sélidamente
establecidos, un paso queda antes de efectuar numerosas aplicaciones de esta teoria. Dicho paso
consiste en elegir un conjunto de base, lo que en la practica no es una tarea trivial, y constituye
una etapa de la cual, la precision y utilidad del célculo dependen fuertemente.

Por supuesto, este problema se resolveria facilmente si existiera un conjunto completo de
funciones de base que fuese la solucién exacta a uno o mas problemas de interés quimico y a
la vez, comodo de usar en términos computacionales. Un conjunto que tenga ambas propie-
dades mencionadas no ha sido encontrado, aunque progresos significativos resultaron de tan
exhaustiva busqueda. En la siguiente discusion, hablaremos sobre una serie de conjuntos de
base que han resultado de utilidad, asi como los criterios que pueden utilizarse para cuantificar
la exactitud de una base seleccionada.

El niimero de conjuntos de base descritos en la literatura asciende a 100, y poseen una
amplia gama de precisién, flexibilidad y facilidad de uso. Quiza, la mayor fuerza impulsora
detrés del desarrollo de un gran nimero de conjuntos de base es que los calculos son fuerte-
mente dependientes de la cantidad de funciones de base utilizadas. Por ejemplo, las integrales
de repulsién electronica tienen la forma

1
(9idh;] . |Prr) (B.1)

y su evaluacién con un conjunto de base {¢;} para N orbitales requiere el célculo del orden de
N* integrales. Por tanto, el equilibrio entre el costo computacional y la precisién deseada de
los resultados debe ser considerado cuidadosamente.
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B.1. Eleccion de Funciones Primitivas

Existen diferentes tipos de funciones utilizadas para construir conjuntos de base ttiles en
métodos CLOA-OM-SCF y otros estudios. Como punto de partida, comenzaremos definien-
do estas funciones. Para distinguir entre los "tipos” de funciones apropiadas para su uso y las
”combinaciones” particulares de ellas, nos referiremos a éstas como primitivas para el primer
grupo, y como contracciones para el segundo. Mas especificamente, las funciones individuales
de un tipo particular se llaman funciones primitivas, y un OM se puede expresar como una
combinacion lineal de primitivas. Alternativamente, un OM puede ser expandido como una
combinacién lineal de funciones de base contraidas, donde algunas (o todas) de las funciones
de base estan construidas como combinaciones lineales de funciones primitivas con coeficientes
fijos. Dentro de este contexto, comenzaremos introduciendo los tipos de funciones primitivas
que estan disponibles.

Histéricamente, las funciones derivadas de la solucién a la ecuacién de Schrodinger para
dtomos hidrogenoides fueron las opciones obvias para su uso como funciones primitivas, ya que
eran soluciones exactas a varios problemas prototipo. Las funciones hidrogenoides se definen
como

n n

201\ 2nr
ran(r0,9) = M) (2 ) e 22 ()i 00) m= 12 (B2)

donde n, [ y m son ntimeros cuanticos, Lffill son los polinomios de Laguerre de orden 21 + 1, n
es un factor de escala, Y}, es un armonico esférico, y N,; es una constante de normalizacion.

A pesar de ser infinita, la base discreta dada por la ecuacién (B.2) no es completa. La
razén de esto es que la descripcion completa del a&tomo de hidrogeno requiere de dos partes, es
decir, es necesaria una descripcién para estados ligados [utilizando el conjunto discreto de la
ecuacion (B.2)] y ademads, una descripcién del continuo correspondiente al dtomo ionizado. Sin
embargo, el uso de una base fija que tiene ambas partes, discreta y continua, ciertamente no es
computacionalmente conveniente, por lo que otros conjuntos de base han sido desarrollados.

Un conjunto alternativo de funciones primitivas similar en forma al conjunto de funciones
hidrogenoides, pero con distinta dependencia exponencial, es el siguiente:

Gt (1,9, 0) = N () 2nr) e L2E2 | (207) Yin (9, ) (B.3)

Este conjunto es discreto, ortogonal y completo, adaptandose mejor como conjunto de base en
problemas atémicos que las funciones hidrogenoides.

La ortogonalidad de una base no es necesariamente un problema computacional serio, siem-
pre y cuando la dependencia lineal se pueda evitar.

Otros conjuntos base de forma exponencial también han sido ideados. Por ejemplo, un con-
junto de funciones primitivas de base compuestos por funciones conocidas como orbitales tipo
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Slater (STO) o funciones de tipo exponencial viene dado por

¢nlm(7ﬂ, 197 (;0) = Nrn_le_gryim(ﬁ7 90) (B4)

Esta base, que utiliza potencias de r en lugar de polinomios de Laguerre, y con frecuencia
contiene la forma real de Y}, (en lugar de la compleja), ha resultado de gran utilidad en la
descripcion de sistemas atémicos y sistemas moleculares pequenos.

Para ilustrar el uso de un conjunto de base STO, asi como para introducir la notaciéon que
sera util mas adelante, consideremos como se construiria una base en un calculo de Hartree-Fock
para la molécula de fluoruro de hidrégeno HF. Esta molécula contiene un total de 10 electrones,
de modo que se requieren al menos 5 orbitales de base (cada uno doblemente ocupado). En la
practica, la opcion habitual es tomar una base atéomica formada por un 1s STO en el nicleo
de hidrégeno, mas un conjunto de cinco STOs sobre el nticleo de flior que consiste en los 1s,
25, 2p,, 2py v 2p. STOs, donde los exponentes orbitales ¢ para cada uno de los orbitales 2p
estan obligados a ser iguales, y la notacién z, y y z se refiere a orbitales 2p formados usando la
forma real de Y},, y colocados en los ejes z, y y z de un sistema coordenado local cuyo origen se
encuentra en el dtomo de Flior. Esto nos da un conjunto de base de 6 funciones en total, y por
lo general es referido como un conjunto de base minima, ya que contiene el nimero minimo de
funciones necesarias para describir 10 electrones (aunque en realidad contiene una funcién més
que el nimero minimo necesario). También se conoce como una base exponencial inica zeta, ya
que sélo un pardametro no lineal (¢) a optimizar, estd presente para cada uno de los tipos de
funciones de base (1s, 2s, 2p).

Si uno desea (o necesita) un conjunto de base més grande, una base ezponencial doble zeta
puede elegirse. Dicha base consta de dos funciones de cada tipo. Para la molécula de HF', una
base doble zeta consistiria de los 1s, 1s° STOs en el nicleo de hidrégeno y de los 2s, 2s’, 2p,,
Qp; 2Dy, Qp;, 2p., 2p; STOs en el nucleo de flior, dando un total de 12 funciones de base. En
adicién, otro tipo de base conocida como base de valencia dividida se emplea con frecuencia. En
este caso, una sola funcién de base se utiliza para describir las capas internas, y dos funciones
son usadas para describir la capa de valencia. Para la molécula de ejemplo HF, una base tal
consistirfa de los 1s, 1s* STOs en el hidrégeno ademds de los 1s, 2s, 25, 2p, Qp; 2py, 2p/y, 2p.,
2p., STOs en el dtomo de fliior.

Sin embargo, a pesar de los grandes esfuerzos, conjuntos de base exponenciales, como los
descritos por las ecuaciones (B.3) y (B.4) no se han utilizado ampliamente en moléculas po-

liatémicas. La razon principal de que su uso se haya restringido principalmente a los atomos
y moléculas diatomicas es que la evaluacion de las integrales de repulsion electrénica de la forma

/ / drydr ¢:;<r1>¢;:<r2>é¢c<r1>¢d<r2> (B.5)

donde ¢4, ¢p, Gc, v Pg son funciones de base STO localizadas en los centros de a, b, ¢ y d,
respectivamente, que surgen en el tratamiento de moléculas poliatémicas, es dificil y consume
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mucho tiempo. Incluso aunque la forma funcional de los STOs tiene varias ventajas, la dificultad
de evaluacion de integrales multicéntricas casi ha eliminado su uso en la investigacién quimica
cuantica contemporanea en sistemas moleculares.

Una alternativa al uso de conjuntos de base exponenciales fue sugerida por Boys en 1950,
que consta de funciones de la forma

Ot = Nxty"z”e_CT2, t,u,v=0,1,2,... (B.6)

Estas funciones se conocen como Gaussianas Cartesianas [u orbitales de tipo gaussiano
(GTO)]. Por ejemplo, cuando en la expresién (B.6) ¢ = 1, u = v = 0, la funcién resultante
se refiere como un orbital tipo gaussiano (GTO)2p,-, debido a la similitud de su dependencia
angular con un STO 2p,.

Este conjunto es completo y discreto, pero tiene desventajas significativas. En particular,
los comportamientos de cuspide cerca del origen y de largo alcance de las gaussianas no son
correctos, incluso para los dtomos de hidrégeno. Ademds, los nodos radiales apropiados (por
ejemplo, los que estdan presentes en una funcién hidrogenoide como la 2s) no estédn presentes
en la mayoria de los casos. Esto requiere el uso de multiples gaussianas con el fin de imitar el
comportamiento correcto en estas regiones. Sin embargo, la caracteristica provechosa que Boys
mostré en 1950 es que todas las integrales que surgen en el célculo de la energia (o cualquier
otra propiedad molecular) pueden evaluarse analiticamente de forma cerrada empleando el con-
junto de GTOs. También ha resultado que algoritmos altamente eficientes para la evaluacion
de integrales se han desarrollado utilizando estas funciones. Por lo tanto, la exactitud en la
evaluacion de integrales y la conveniencia computacional estan asegurados, a pesar de que se
espera utilizar un mayor nimero de funciones de base (en comparacién con los conjuntos de
base exponenciales) a fin de obtener una alta precisién para la energia y demds propiedades
moleculares.

La idea basica para el uso de GTOs (o cualquier tipo de funciones primitivas) consiste en
que una molécula puede ser vista como una coleccién de atomos distorsionados. De manera
que, la mayoria de primitivas son elegidas al exigir que proporcionen una descripcion exacta de
los atomos que conforman la molécula de interés. En la préctica, la mayoria de los conjuntos
de funciones primitivas gaussianas se construyen con base en una optimizacién de la energia de
Hartree-Fock del atomo, o por ajuste de minimos cuadrados a las funciones exponenciales, o
ambos. Afortunadamente, este tipo de funciones de base son 1tiles en estudios de precision mas
altos (estudios de Interaccién de Configuracién, por ejemplo) y por lo tanto tienen una am-
plia aplicabilidad. Dado que estos estudios optimizan los exponentes orbitales  en la ecuacién
(B.6), resultan computacionalmente costosos. Ruedenberg y colegas observaron que la relacién
de exponentes orbitales sucesivos para funciones de la capa de valencia (usualmente denomi-
nadas orbitales de valencia) era aproximadamente constante. Esto ha dado lugar a la idea de
orbitales ecudnimes , que proporciona una buena estimacion para la optimizacion de exponentes
orbitales sin tener que llevar a cabo optimizaciones de parametro no lineal. En particular, los
exponentes orbitales son elegidos como
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G =apf, i=1,2, ..., (B.7)

donde se eligen diferentes valores de o y § para las funciones s, p, d, f, ... Por lo tanto, la
determinacion de exponentes orbitales se simplifica en gran medida. Por ejemplo, todos los
exponentes en una base para el &tomo de Carbono (s, p) se especifican por tnicamente cuatro
parametros (as, fs, ap, Bp), independientemente del nimero de primitivas utilizadas. Otros
métodos similares también se han propuesto, y esta claro que estos enfoques comprenden ma-
neras muy eficaces para construir primitivas GTOs para calculos moleculares y atémicos.

Otra propuesta alterna a los STOs que evita la utilizacién directa de funciones de base GTO
de momento angular superior fue ideada por Whitten. Concretamente, Whitten observéd que
las integrales sobre gaussianas tipo 1s son faciles de evaluar, y que funciones base de orden
superior pueden ser aproximadas utilizando gaussianas tipo 1s que no estan obligadas a estar
situadas en un nticleo. Por ejemplo, una funcién de base tipo gaussiana 2p, en esta formulacién
se escribe como

op. = N (1, — 1) (B-8)

donde ¢7, y ¢7, son GTOs tipo 1s localizados en lados opuestos del nicleo a lo largo del eje
cartesiano z. Estas funciones de base se denominan funciones lébulo. En la practica, sin
embargo, el gran numero de términos necesarios para describir orbitales de mayor momento
angular y la pérdida de precision debido a la diferenciacion en el calculo de las integrales, ha
limitado significativamente su uso.

Antes de abandonar la discusién sobre funciones primitivas, es importante tener en cuenta
que los calculos moleculares de alta precisién requieren del uso de mas que sélo primitivas ocu-
padas en los dtomos (por ejemplo, GTOs sy p en dtomos de la primera fila). Indiscutiblemente,
requerimos una descripcién de la distorsion de los orbitales atémicos que se produce cuando
éstos se colocan en un entorno molecular. Las primitivas generadas bajo dichas consideraciones,
son usualmente referidas como funciones de polarizacion.

Claramente, una manera de idear tales primitivas es utilizar GTOs correspondientes a mo-
mentos angulares orbitales mayores, por ejemplo, GTOs d, f, ... La optimizacién de los expo-
nentes orbitales se realiza normalmente a través de estudios sobre moléculas prototipo, y listas
completas de exponentes de polarizacion para atomos del primer y segundo periodo se han
recopilado por varios autores.

Otra forma de introducir los efectos de polarizacién en conjuntos primitivos de base consiste
en utilizar GTOs de bajo momento angular (por ejemplo GTOs de tipo s), pero localizarlos
fuera de los nicleos (usualmente en el punto medio de los enlaces). Tales funciones son fre-
cuentemente referidas como funciones de enlace, aunque su ubicacion no tiene por qué ser
restringida a regiones espaciales de unién quimica.

Para ilustrar las funciones de enlace, consideremos los GTOs tipo s situados fuera de los
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nicleos que introducen los efectos de polarizacion. Sea un GTO normalizado tipo s ubicado en
algin punto R de un origen arbitrario:

Gr—R) = (i>3/4exp [_<—_R>

mp? p

o (B.9)
- (%) exp {~[(z = X)"+ (y = Y)* + (= = 2)°] /p*}

donde p es el radio orbital. Tales orbitales se conocen como orbitales gaussianos esféricos
flotantes (FSGO) y son sencillamente GTOs tipo s situados lejos de los nicleos. G(r — R) es
esféricamente simétrico con respecto al origen local R, sin embargo, con respecto al origen del
sistema de coordenadas G(r — R) no es esféricamente simétrico (ver figura B.1).

X

Figura B.1: Representacion de un FSGO situado en un punto R en relacion con un origen
arbitrario.

Por otra parte, es importante senalar que, para algunos estados excitados de sistemas atémi-
cos y moleculares, la distribucion de carga es bastante diferente a la del estado fundamental.
Para tales casos, se necesita anadir distintos tipos de funciones de base. Por ejemplo, cuando
la distribucién de carga para algun estado excitado de interés es difusa en comparacion con la
del estado fundamental, serd muy importante incluir tanto funciones de base con exponentes
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orbitales difusos, como funciones polarizadas que tengan grandes radios orbitales.

B.2. Procedimientos de Contraccion

Aunque el uso de funciones de base gaussianas primitivas ha demostrado ser una alternativa
eficaz a los STOs, y éstas pueden ser empleadas para obtener energias precisas y otras propieda-
des relevantes para sistemas pequenos (siempre y cuando un conjunto de base suficientemente
grande se utilice), su implementacién en sistemas de gran tamano no es en general viable. La
razén es simplemente que el nimero de funciones de base se eleva demasiado rapido, al mismo
tiempo que el nimero de integrales de repulsion electronica se vuelve inmanejable. La mani-
pulaciéon de un numero tan grande de integrales, por ejemplo, en la formacién de la matriz
de Fock, es una etapa computacional importante, que conduce a la busqueda de tratamientos
complementarios.

Las dificultades en la aplicacién de las funciones de base GTO a sistemas de extenso ta-
mano ha llevado a la construccién de conjuntos de base mas pequenos que las bases originales
de GTOs. Los conjuntos de base contraidos, como su nombre lo indica, ”contraen” la base
GTO original, y lo hacen mediante la construccién de combinaciones lineales fijas de GTOs que
dan lugar a un grupo mas reducido de funciones de base. La notacién de una base original de
GTO aparece entre paréntesis, mientras que las bases contraidas se dan entre corchetes. Tam-
bién las funciones que no pertenecen a los atomos de hidrégeno se enumeran primero, seguidas
de una raya diagonal y a continuacion, se enumeran las funciones de hidrégeno. Por lo tanto,
una base sin contraer de nueve GTOs tipo s, cinco GTOs tipo p, mas cuatro GTOs tipo s para
cada hidrégeno se puede escribir como (9s5p/4s). Si esa misma base se contrae a tres funciones
de tipo s y dos funciones de tipo p , ademdas de dos funciones de tipo s para cada hidrégeno
utilizando combinaciones lineales fijas de la base (9s5p/4s), la base contraida resultante estaria
representada por [3s2p/2s]. En general, una funcién de base contraida y; puede ser represen-
tada por

J

donde N; es una constante de normalizacion, g; son las GTOs primitivas , y ¢;; son los coefi-
cientes de contraccion.

Cabe senalar que, mientras que la notacién [3s2p/2s] es una precisa representaciéon del
nimero de funciones contraidas que se utilizan, no es totalmente indicativa de la calidad de la
base, ya que el nimero de funciones primitivas utilizadas en la contraccién no estd indicado.
Por ejemplo, la porcién [3s,2p| de la contraccién anterior podria haberse formado a partir de
un conjunto (6s, 3p), en lugar de uno (9s, 5p). Como vemos, la notacién [3s, 2p] no proporciona
informacion alguna sobre el conjunto de primitivas que ha sido usado en la contraccion. Por lo
antes mencionado, en la evaluacién de la calidad de una base establecida, deberan considerarse
tanto el nimero de primitivas como el de funciones contraidas. Tal proceso de contraccién es
claramente de ayuda computacional, ya que un grupo reducido de funciones de base contraidas
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se utilizan en los célculos SCF, en lugar de numerosas primitivas.

Las funciones de base resultantes de la contraccién de GTOs con grandes exponentes or-
bitales, tienen pequetios radios orbitales y estan claramente disenadas para describir capas
interiores, que no se espera que cambien significativamente en el proceso de formacién de la
molécula. Los GTOs con exponentes orbitales pequenos (contraidos o no contraidos), reflejan
la necesidad de mantener mayor flexibilidad para las funciones que se emplean para describir
los electrones en las regiones de unién, donde la distorsion de la densidad electréonica ocurre en
la formacion molecular.

Otra opcién de contraccién de conjuntos de base es la propuesta por Pople y colaboradores,
en la cual, STOs se utilizan para la construccién de conjuntos de base GTO contraidos. La for-
ma especifica elegida para una expansion STO-nG consiste en que cada STO ¢, con exponente
orbital (, se sustituye por un orbital atémico que esta representado por una suma de K GTOs.
En particular,

¢, (¢, 1) = ¢*¢, (1,Cr) (B.11)
donde por ejemplo,
gbls T Zdls kG1s alk) ) <B12)
¢25 T ZdZS k91s a2k7 ) (B13)
y
¢2p (1,r) Zd2p,k92p Qgp, T) (B.14)

en las ecuaciones anteriores gi5 y gop estdn normalizadas, los GTOs atémicos tipo 1s y tipo 2p
con exponentes orbitales «, estan dados por

20\ /4
g1s (o, 1) = (—) exp (—ar?) (B.15)
T
12 5 /
Gop. (1) = ( 8:? ) exp (—ar?) cosd (B.16)
T

con expresiones similares a la ecuacién (B.16) para las componentes 2p, y 2p,. En adicién, cabe
senialar que, el STO 2s esta representado por GTOs tipo 1s en la ecuacién (B.13). No obstante,
cada uno de los exponentes ao; en las expansiones 2s y 2p de las ecuaciones (B.13) y (B.14)
estan obligados a ser iguales para simplificar el calculo.
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Los exponentes orbitales « y coeficientes d por el método de minimos cuadrados.

Uno de los conjuntos de base més populares es el conjunto de base minima STO-3G (es
decir, tipo unica zeta), de Pople y colaboradores. Su utilidad principal es la prediccién de geo-
metrias. Por ejemplo, en los estudios de distintos tipos de moléculas que contienen H, C, N, O
y F; las longitudes de enlace previstas en calculos SCF tienen una desviacion media absoluta
de los datos experimentales de 0.030 A, mientras que la desviacién de los dngulos se encuentra
aproximadamente alrededor de los 4 grados. Por tanto, el desempeno de esta base es razonable
para estudios de geometria.

Los conjuntos de base STO-nG pueden extenderse mediante la construccién de conjuntos de
base de valencia dividida como ha sido descrito anteriormente. En otras palabras, en los célculos
SCF, dos orbitales de base se utilizan para cada orbital atémico de la capa de valencia. Usando
el ejemplo previamente introducido, se espera que la molécula de HF tenga 12 orbitales de base
en una base doble zeta. Pople y colaboradores crearon en la categoria de valencia dividida la
serie de base de valencia desdoblada M-N1G. Para ilustrar dicha serie, considérese la base 4-31G
como ejemplo. En esta base, los orbitales de capa interna son descritos por una contraccion de
cuatro GTOs, mientras que hay dos conjuntos de funciones de base para describir los orbitales de
la capa de valencia. Una base 4-31G para la molécula de HF, contendria los siguientes orbitales:

H: 1s, 1s
F: 1s, 2s, 25/, 2Dz, 2py, 2D, 2p;, 2p;, 2p/Z.

El primer conjunto de orbitales 2s y 2p esta descrito por una contraccién de tres GTOs,
mientras que el segundo conjunto de orbitales 25" y 2p es descrito por un tnico STO. Por lo
tanto, la base 4-31G no es realmente una base de valencia dividida, ya que las capas interiores
continian siendo descritas por una sola funcién de base (una contraccién de cuatro GTOs).
La capa de valencia sin embargo, es de naturaleza doble zeta, ya que dos funciones de base se
utilizan para cada orbital de valencia.

Ejemplos de funciones de base M-NI1G son los conjuntos 3-21G, 4-21G, 5-21G y 6-21G,
donde se incrementa el nimero de GTOs utilizados para la descripcién de las capas internas.
También ha sido desarrollada la serie conformada por los conjuntos 4-31G, 5-31G y 6-31G, en
la cual, un GTO adicional se contempla en la descripcion de los orbitales de capas internas.
En general, las bases M-N1G contienen dos funciones de base para H y He, nueve funciones de
base para los atomos de los elementos Li hasta Ne, etc., pero difieren en el nimero de GTOs
en las contracciones de cada base orbital dependiendo de la relacion entre velocidad y precision
deseada.

En la obtencion de pardmetros optimizados para la serie M-N1G, se llevaron a cabo célculos
atémicos SCF; sin embargo, se obligd a que los valores de los exponentes de los GTOs 2s y
2p fueran iguales por conveniencia computacional, como en el caso de la base minima STO-
nG. Las predicciones geométricas empleando la serie M-N1G son generalmente mejores que
los resultados obtenidos utilizando conjuntos de base STO-nG. Por ejemplo, con la base3-21G
se calculan longitudes de enlace para moléculas que contienen atomos de la primera fila que
tienen desviaciones absolutas de 0.016 A. En general, la adicién de més funciones de base al
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conjunto3-21G bajo la perspectiva de base de valencia dividida, mejora un poco la estimaciéon
de la energia, a expensas de un aumento del tiempo de cémputo.

La adicion de funciones de polarizacién a la base comprende el siguiente paso dado por el
grupo de investigacién de Pople. Algunas de las bases que incluyen funciones de polarizacién
son las siguientes:

» 6-31G*/6-31G(d). Es definida para los a&tomos comprendidos entre H y Zn. Es una base
doble zeta polarizada que anade a la serie 6-31G seis funciones de polarizacién gaussianas
cartesianas tipo d a cada uno de los atomos desde el Li hasta el Ca, y diez funciones de
polarizacién gaussianas cartesianas tipo f para cada uno de los atomos desde el Sc hasta

el Zn.

» 6-31G™/6-31G(d,p) . Anade a la serie 6-31G* una serie de tres funciones de polariza-
cién gaussiana tipo p para cada atomo de hidrogeno y helio.

Otras modificaciones también son posibles, y una amplia variedad de conjuntos extendidos de
base de este tipo se han construido y utilizado. Debido al ahorro de tiempo en la evaluacion de
las integrales multicéntricas con gaussianas, la mayor parte de los calculos ab initio usan bases
de gaussianas contraidas. Las bases gaussianas comunmente usadas actualmente se encuentran
disponibles en la direccién electronica EMSL Gaussian Basis Set Order Form en el Environ-
mental Molecular Sciences Laboratory del Pacific Northwest Laboratory.

La base de valencia dividida Def2-TZVP utilizada en los cédlculos de este trabajo es un
conjunto de base de funciones gaussianas triple zeta con funciones de polarizacion.
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