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Resumen

La version estandar sobre el origen de la estructura cosmoldgica dada por el modelo cos-
molégico inflacionario, en el cual la estructura es resultado de las fluctuaciones cuanticas
ocurridas durante la etapa inflacionaria, es poco satisfactoria. Si nos preguntamos; ;Exac-
tamente cémo el universo transita de una época homogénea e isotrépica (H&I)
a una donde las incertidumbres cuanticas se convierten en fluctuaciones inho-
mogénas? En la versién estdandar las predicciones del modelo inflacionario respecto a este
punto no se encuentran justificadas por ningiin esquema de mecéanica cuantica. Por el con-
trario, al evolucionar unitariamente el estado vacio del campo del inflaton, de acuerdo a las
reglas estandar de la mecanica cuantica en un universo en expansion, el estado permane-
cera homogéneo e isotrépico en cualquier época.

Aligual que en [3], en este trabajo se propone que para entender la transicién de un estado
homogéneo e isotrépico a uno que no lo es, es necesario de algo como un colapso objetivo de
la funcién de onda (esto es un colapso independiente de observadores que pudieran realizar
mediciones sobre el sistema), asociado al estado cudntico homogéneo e isotrépico original,
si es que queremos terminar con una situaciéon inhomogénea y anisotrépica. Esta idea fue
inspirada por trabajos de R. Penrose en los cuales la gravedad cuantica tiene un papel en
el rompimiento de la evolucion unitaria estandar de la mecanica cuantica. En particular, en
este trabajo de tesis implementamos al problema cosmoldgico un modelo de colapso objetivo
de la funcién de onda conocido como: Modelo de localizacién continua y esponténea (CSL)
de Pearle. En este trabajo también se implementa un esquema de colapso objetivo en la
“alternativa a la inflacién” propuesta por S. Hollands y R. Wald [21], la cual al igual que
el modelo cosmoldgico estandar inflacionario carece de un mecanismo que pueda explicar la
transicion de un estado cuantico perfectamente homogéneo e isotréopico a un estado
cuantico que en general no posea tales simetrias.

Finalmente, realizamos un estudio riguroso sobre la emergencia del espacio-tiempo inho-
mogéneo y anisotrépico, calculando tanto la métrica que modela el espacio-tiempo emergente,
como el estado cuantico final auto-consistente con dicha métrica a través de las ecuaciones
semi-clasicas de Einstein.






Abstract

The standard inflationary version of the origin of the cosmic structure as the result of
the quantum fluctuations during the inflationary stage is less than fully satisfactory: How
exactly does the universe transit from a homogeneous and isotropic (H&I) stage
to one where the quantum uncertainties become actual inhomogeneous fluctuac-
tions? In the standard version the predictions of inflationary model in this regard cannot be
fully justified in any known scheme of quantum physics. On the contrary, the unitary evo-
lution of the vacuum state of the inflaton field, according to the standard rules of quantum
mechanics in an expanding universe, will remain homogeneous and isotropic at any given
epoch.

According to (3], in this thesis have been proposed that to understand the transition
from a homogeneous and isotropic state to one that is not, it is necessary of something like
to an objective collapse theory (i.e. a quantum collapse wihtout of observers that may ma-
ke measurements over the system), associated with the original homogeneous and isotropic
quantum state, if we want to finish with an inhomogeneous and anisotropic situation. This
in turn was inspired by ideas of R. Penrose about the roles that quantum gravity might play
in bringing about such breakdown of standard unitary evolution of quantum mechanics. In
particular, in this thesis we implemented in the cosmological problem a model of objective
collapse the wave function, known as continuous spontaneous localization (CSL) model. In
this thesis work also have been implemented a collapse objective scheme on the “an alter-
native to inflation” proposed by S. Hollands and R. Wald [21], where the same manner as in
inflationary standard cosmological model, it lacks of a mechanism that can to explain the
transition of a quantum state perfectly (H&I) to other quantum state that in general
does not have these symmetries.

Finally, in this thesis work we make a robust approach about the transition from a
homogeneous and isotropic space-time to another one lacking such symmetries. Calculating
the metrics that modeling the spaces-times between the transition, and the quantum states
compatible (through of the semiclassical Einstein equations) with each metric.
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Capitulo 1

Introduccion

Recientemente! el telescopio espacial Planck de la Agencia Espacial Europea ha presen-
tado el mapa mas detallado hasta la fecha de la radiacion del fondo césmico de microondas
(CMBR por sus siglas en ingles). Se cree que esta radiacién es la luz més antigua del univer-
so, emitida hace unos 13400 millones de anos, cuando el universo primigenio estaba formado
por una sopa caliente de protones, electrones y fotones. La primera luz surgié cuando la
temperatura descendio lo suficiente como para que los protones y los electrones comenzaron
a juntarse formando atomos de hidrogeno. A medida que el universo se continia expandien-
do, esta radiacion se ha ido desplazando hacia las longitudes de onda de las microondas, el
equivalente a una temperatura de 2.7 grados Kelvin.

Este fondo césmico de microondas posee pequenas fluctuaciones en la temperatura al-

gunas de las cuales son consecuencias de regiones que presentaban una densidad de energia
ligeramente diferente en los primeros instantes de la historia del universo: las semillas de
todas las estructuras, estrellas y galaxias, que vemos hoy en dia. Se cree que estas semillas
de estructura tuvieron un origen cuantico, y posteriormente, fueron amplificadas por la gra-
vedad. Por lo cual, a través del CMBR tenemos datos observacionales indirectos sobre el
comportamiento de la gravedad y la mecanica cuantica, los cuales conviene que sean ana-
lizados por una teoria de gravedad cuantica, debido, entre otras cosas, a que las escalas de
energia en la época en donde se cree que tuvieron origen las semillas de estructura césmica,
coinciden justamente con las escalas de energia donde la gravedad y la mecanica cuantica se
encuentran relacionadas fundamentalmente. Por otro lado, no contamos con una teoria de
gravedad cuantica completamente desarrollada, sin embargo un modelo fenomenoldgico de
este problema podria arrojar pistas para la elaboracion de esta nueva teoria.
El telescopio Planck fue disenado para trazar un mapa de estas fluctuaciones a lo largo de
todo el firmamento, con la mayor resoluciéon y sensibilidad disponibles hasta la fecha. El
analisis de la naturaleza y de la distribucion de estas fluctuaciones de la temperatura sobre
el mapa del fondo césmico nos ayudard a determinar la composicion y la evolucion del uni-
verso desde su nacimiento hasta la actualidad.

'El telescopio Planck lanzado el 14 de mayo de 2009, durante su funcionamiento fue conocido como la
maquina mas fria fuera de la Tierra, con tan sélo una décima de grado por encima del cero absoluto, esta
excelencia tecnoldgica en el manejo de las temperaturas permitié apreciar variaciones de millonésimas de
grado en el mismo. El telescopio aguanté hasta que sus reservas de helio se agotaron en enero de 2012. Durante
ese tiempo el telescopio Planck observo el firmamento captando las minimas variaciones de temperatura de la
radiacion del fondo césmico de microondas y realizando el mapa de como era el universo observable cuando
tenia 380000 anos de antigiiedad. Finalmente en Marzo de 2013, El telescopio Planck revelo sus primeros
resultados.
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Los datos presentados por Planck complementan y mejoran a los obtenidos por otras mi-
siones como; el telescopio Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP), BAO, ACT y
SPT, las cuales también se centraron en medir el CMBR. En relacion a la receta cosmica,
las proporciones relativas de los ingredientes constitutivos del universo, los resultados dados
por el telescopio Planck estan en perfecto acuerdo con los obtenidos de manera tedrica por el
modelo cosmolégico ACDM. Esto nos dice que; hoy en dia un (4.87+0.06) % de la densidad
de energia total del universo corresponde a la materia (bariénica), un (26.5 + 0.6) % a la
materia oscura y un (69.2 £+ 1.0) % a la energfa oscura.

Mientras que sobre el universo en sus etapas iniciales, las observaciones realizadas por WMAP
habian fortalecido la percepcién positiva de los escenarios inflacionarios entre los cosmologos,
sin embargo el nuevo mapa presentado por Planck presenta caracteristicas que desafian a
los modelos cosmoldgicos inflacionarios, favoreciendo a los modelos mas simples basados en
la existencia del inflatén: un campo escalar ¢ con un potencial que cambia lentamente de la
forma ¢".

Sin embargo, la precisiéon de los datos de Planck es tan alta que también han revelado
una serie de caracteristicas inexplicables sobre la distribucién de las fluctuaciones de la
temperatura del CMBR. Resulta que el anterior telescopio espacial WMAP observé ciertas
distribuciones de las fluctuaciones de la temperatura las cuales parecian mostrar que algunas
zonas calientes y frias en el CMBR no estan distribuidas al azar, como se esperaba, sino que
estan alineadas.

Estas agrupaciones de regiones calientes, o frias de fluctuaciones de la temperatura se
les conoce como anomalias del fondo césmico de microondas. Sobresalen dos anomalias, la
primera consiste de un eje que separa una region ligeramente méas calida que otra, llamada
con el curioso nombre coloquial de eje del mal y la segunda, se trata de una mancha fria en
la direccién de la constelacién de Eridanus, llamada punto frio de Eridanus. Muchos exper-
tos pensaban que era un error instrumental de WMAP y que el telescopio espacial Planck
no observaria las anomalias. Sin embargo, estas dos anomalias también se observan en los
nuevos datos. Estas anomalias podrian ser otra indicacién de algo sobre el universo a gran es-
cala que ain no entendemos bien; para lo que sera necesario desarrollar nuevas teorias fisicas.

Recapitulando, creemos que el estudio de la radiacion cdsmica de fondo puede ser pre-
sentado como un laboratorio idoneo en el cual se abre la posibilidad de encontrar y explorar
nueva fisica. En este trabajo de tesis expondremos diferentes modelos los cuales pretenden
explicar el origen de aquellas fluctuaciones en la temperatura del CMBR que se relacionan
con las semillas de estructura céosmica.

1.1. Motivacién general y problema principal

Desde que el modelo del Big Bang fue aceptado como paradigma de la cosmologia en
1965, ha sido expuesto a numerosas y exigentes pruebas observacionales que ha pasado con
éxito. Sin embargo existen todavia una serie de problemas fundamentales sin resolver que
constituyen los retos de la cosmologia actual y que ademas transcienden el contexto pu-
ramente cosmoldgico. Entraremos en mas detalles sobre esto cuando hagamos la discusion
técnica. El primer conjunto de problemas se identificé en los anos 70 y tiene que ver con que,
si vamos hacia atras en el tiempo, para que el universo aparezca como le vemos hoy en dia
tiene que haber empezado con unas condiciones iniciales muy especiales. Estos problemas
son realmente problemas del entendimiento de las condiciones iniciales de las variables que



1.1 Motivacion general y problema principal 3

involucran la evolucién del universo. Segin el modelo de Big Bang dichas variables tuvie-
ron que estar muy finamente ajustadas para permitir que nuestro universo evolucionara a
tal punto de que los seres humanos estemos aqui preguntandonos acerca de esto. El hecho
de que estas condiciones sean tan particulares y finamente ajustadas es lo que representa
un problema. El modelo cosmolégico estandar inflacionario, presume de poder explicar los
problemas de condiciones iniciales del universo. La idea del modelo inflacionario puede des-
cribirse brevemente de la siguiente manera: En el modelo de Big Bang, en cierto modo antes
de que el Big Bang empiece, se le incorpora la idea; que el universo primigenio experimento
una etapa muy breve de expansién acelerada. Entonces, comenzando con condiciones re-
lativamente arbitrarias sobre nuestro universo, la expansion acelerada lo lleva a un estado
perfectamente homogéneo e isotrépico que posee las caracteristicas necesarias para que su
evolucion posterior, la cual continuara siendo guiada por el modelo de Big Bang, conduzca
al estado observado actual del universo. El modelo inflacionario, también presume dar so-
lucién a un problema para el cual no habia sido disenado, se trata que; durante la época
inflacionaria las fluctuaciones cuanticas del vacio asociadas al inflatén se congelan (esto es,
la amplitud de la fluctuacién del inflatén permanece constante) y a partir de este instante
se invita a tratar a las fluctuaciones cuanticas como clésicas. Esta transicién ocurre cuando
la longitud de onda fisica asociada a las fluctuaciones es mayor que el radio de Hubble?. A
las fluctuaciones del vacio, se les asocia con las perturbaciones a la densidad de energia que
sobreviven después de la inflacion y que se identifican con el origen de toda la estructura,
estas son las semillas de estructura césmica, observada en el universo, en particular, son las
responsables de un cierto tipo de anisotropias observadas en el CMBR.

En este trabajo de tesis, al igual que en trabajos anteriores ([3], [6], [17]) se argumenta que
el modelo estandar cosmoldgico inflacionario no provee una explicacién satisfactoria
sobre la transicién de un estado homogéneo e isotropico del universo primitivo
hacia un estado posterior inhomogéneo y anisotrépico, que concuerda con los datos
observacionales. Este problema estd intimamente relacionado con el problema de la medicion
en mecanica cuantica que hasta el momento no tiene una explicacién que sea universalmente
aceptada. El problema cosmolégico en cuestién, puede ser analizado en funcion de las di-
ferentes interpretaciones de la mecdnica cuantica. Este andlisis es llevado a cabo con gran
detalle en ([7], [13], [17]). Sin embargo, en este trabajo presentaremos, muy brevemente, este
andlisis en la interpretacion de Copenhague.

En la interpretacion de Copenhague u Ortodoxa, con el fin de conseguir dicha
transicion, se necesitaria observar o medir el estado cuantico inicial, el cual es homogéneo e
isotrépico, del sistema. Como consecuencia de esta medicién ocurrird lo que se conoce como
el colapso de la funcién de onda de tal forma que el estado cudntico del sistema se colap-
sard a un estado que en general no tendra que ser homogéneo e isotrépico. Entonces, segin
esta interpretacion solo a través de una observacion del estado cuantico inicial se produciria
la transiciéon necesaria para que el estado final posea las semillas de estructura césmica. El
punto es que, no habria manera de medir u observar el estado cudntico inicial puesto que
antes de esto no habria algo que pudiera desempenar el papel de observador o aparato de

2Resulta que, a nivel cosmolégico, debido a la expansién del universo un objeto ubicado a una distancia
suficientemente grande del observador, se puede alejar del observador con una velocidad mayor que la de
la luz, lo que implica que hay algtin tipo de horizonte cosmolégico. Este horizonte conocido como radio de
Hubble, el cual describiremos con detalle méas adelante
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medicién.

Lo anterior indica la ausencia en el modelo estandar cosmoldgico inflacionario de un in-
grediente fundamental 6 por lo menos a nivel conceptual, con el cual podamos entender la
transicién de las fluctuaciones primordiales cuanticas a clésicas.

Por otro lado, en la literatura podemos encontrar diversos trabajos en los cuales se intenta
formular teorias de mecéanica cuantica, llamadas teorias de colapso objetivo, en donde se
pueda predecir la realidad sin hacer uso de mediciones las cuales, en la descripcién cuantica
ortodoxa, son las causantes del colapso de la funcién de onda y con esto evitar el problema
de la medicion de la mecanica cuantica.

Entre las posibles alternativas presentadas se encuentran aquellas en las que la funcién
de onda del sistema, sufre colapsos espontaneos que ocurren a nivel microscépico y que
tienden a suprimir superposiciones de estados macroscopicos. Mientras que entre colapsos,
la evolucién del sistema cudntico sigue siendo descrita por la ecuacién de Schrodinger.

Existe una generalizaciéon inmediata de estos modelos, a un modelo en el cual los colap-
sos espontaneos ocurren todo el tiempo de tal forma que la diferencia temporal entre un
colapso y otro es casi nula, estos modelos pueden ser entendidos como modificaciones
de la ecuacion de Schrodinger, con el propdsito de que la nueva evolucién del estado
cuantico del sistema pueda colapsar de manera dinamica.

En este trabajo de tesis se argumenta que el eslabén faltante para entender la transicién
el estado cuantico inicial homogéneo e isotrépico del Universo, a un estado inhomogéneo
y anisotrépico, presuntamente podria tratarse de algo del tipo de una teoria de colapso
objetivo.

Este trabajo de tesis estard organizado de la siguiente manera:

= En los Capitulos 2 y 3, se presentan las bases tedricas necesarias para el desarrollo
de este trabajo, concluyendo con el planteamiento del problema principal a tratar en
esta tesis.

= En el Capitulos 4, se da un breve resumen de algunos tratamientos anteriores que
confrontar este problema. En particular, los tratamientos que se presentaran son una
descripcion efectiva en el sentido de que no explican la transiciéon de un estado ho-
mogéneo e isotrépico a otro que no lo es, y tampoco estan basados en algin mecanis-
mo fisico conocido, simplemente se propone una parametrizacion general sobre dicha
transicion.

» En el Capitulos 5, se presenta la implementacion al problema cosmolégico de un mo-

delo de colapso objetivo conocido como: modelo de localizaciéon continua y espontanea
(CSL) de Pearle.

» S. Hollands y R. Wald, en el trabajo ([21]), bajo algunas hipétesis relativamente natura-
les y prescindiendo de la etapa inflacionaria, plantean una forma de generar el espectro
de potencias, para el potencial Newtoniano, compatible con el de Harrison-Zel’dovich
(H&Z). En el capitulo Capitulos 6 se argumenta que el modelo de Hollands y Wald,
al igual que en la cosmologia inflacionaria, falla a la hora de explicar la transicion de
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un estado cuantico inicial, perfectamente homogéneo e isotrépico, del universo a un
estado final con semillas de estructura césmica. Consecuentemente en este mismo capi-
tulo implementamos en el modelo de Hollands y Wald un mecanismo capaz de generar
y explicar la transicion deseada.

= En el Capitulos 7, se lleva cabo hasta segundo orden en la expansion el estudio formal
sobre la emergencia del espacio-tiempo inhomogeneo y anisotropico: “configuraciones
semiclasicas auto-consistentes”, presentado en [8].

= Finalmente en el Capitulos 8, presentamos las conclusiones del trabajo expuesto en
esta tesis.

= Apéndices.






Capitulo 2

Marco Cosmolégico

Si nos concentramos en observar la luz mas antigua y lejana que pueda llegar a nosotros
nos encontraremos con que esta luz empata “casi” perfectamente con la radiacién emitida por
un cuerpo negro a 2.725 °K. Notaremos que esta radiacion nos llega de todos lados, y en su
largo camino hacia nosotros los fotones que la conforman han vivido la mayoria de las fases
de la evolucion del universo, tropezando con multitud de objetos y fendémenos astrofisicos,
incluyendo cimulos de galaxias, galaxias individuales, nubes de polvo y gas en nuestra propia
galaxia. La radiacién anteriormente mencionada recibe el nombre de Radiaciéon Césmica de
Fondo (CMBR), y fue predicha por la teoria del Big Bang, siendo esta la causa principal
por la cual el Big Bang logro consolidarse, hasta la actualidad, como la teoria més aceptada
sobre la formacién del universo. Segun el Big Bang el universo se encuentra continuamente
en expansion y ademas era muy caliente en sus etapas iniciales. La teoria del Big Bang nos
dice que la radiacion césmica de fondo fue emitida hace mas de 13 mil millones de anos,
cuando el universo se enfrié, gracias a su expansion, hasta alcanzar una temperatura de
3000 °K. A partir de este momento los fotones, los cuales inicialmente se encontraban aco-
plados a la materia, lograron desacoplarse de ella y con esto los fotones pudieron moverse
libremente. Al enfriarse aun mads el universo la temperatura de la radiacién se fue reducien-
do y en la actualidad, segun el telescopio Planck, es de s6lo 2.725 °K. Ahora si refinamos
nuestro aparatos de medicién encontraremos que realmente la temperatura del CMBR varia
entre 2.7250 °K y 2.7260 °K, encontrando asi fluctuaciones de la temperatura del orden de
1075, Se cree que un cierto tipo de estas fluctuaciones de la temperatura del CMBR, estarian
relacionadas con las semillas de estructura cosmica las cuales darian origen a las estructu-
ras cosmolégicas que conforman nuestro universo hoy dia. El paradigma inflacionario fue
propuesto inicialmente para solventar los problemas de condiciones iniciales del modelo de
Big Bang, aunque también presume de poder explicar los origenes de las inhomogeneidades
primordiales. Cabe senalar que existen otros modelos los cuales también argumentan poder
solucionar los mismos problemas cosmoldgicos, pero el paradigma inflacionario, por su sen-
cillez en comparacion con los otros modelos, goza de mayor aceptacién entre la comunidad
cientifica.

En este trabajo de tesis el tema de investigacion es precisamente el surgimiento de las
inhomogeneidades primordiales y las discusiones giraran en torno a la idea de que en el mo-
delo estandar cosmologico inflacionario, o en modelos alternativos a la inflacion adheridos
a la teoria de Big Bang (pero en los que aun los estados cudnticos evolucionan siguiendo
las reglas dadas por la mecdnica cuantica estandar), es necesario implementar (modificar
la mecénica cudntica estdndar) un mecanismo el cual permita al estado cuédntico inicial del
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universo, transitar de ser perfectamente homogéneo e isotrépico (no tiene inhomogeneida-
des primordiales), a una situacién final inhomogénea y anisotrépica (con inhomogeneidades
primordiales). Finalmente, presentaremos algunos modelos fenomenolégicos que podrian ex-
plicar dicha transicién.

2.1. Elementos de la Cosmologia Estandar

Nuestro conocimiento actual del universo se fundamenta en el Modelo Estandard Cos-
mologico. El corazon del Modelo Estandard Cosmoldgico es la teoria del Big Bang, la “gran
explosion caliente”. El Big Bang, es la teoria con mayor aceptacion sobre el universo tem-
prano, es consistente con 50 anos de mediciones. Por otro lado, realmente la teoria del Big
Bang no describe la emergencia del universo, sino que nos narra cada una de las faces por las
que ha transitado el universo iniciando momentos después de su emergencia. Esta teoria ini-
cia la descripcién del universo argumentando que el universo se encuentra permanentemente
en expansion y que en sus primeras etapas era muy caliente. A temperaturas iniciales tan
altas como las que el Big Bang supone, el universo podia ser entendido como un plasma muy
“caliente”, de particulas con carga eléctrica positiva y negativa. En este plasma, los encuen-
tros entre materia y antimateria producian su aniquilaciéon emitiendo fotones, los que a su
vez creaban mas pares de particulas-antiparticula. Pero estos fotones entonces sélo podian
viajar cortas distancias antes de ser dispersados al interaccionar de alguna manera con los
constituyentes de este plasma. No fue hasta que la temperatura descendié a unos 10° °K,
cuando se cree que el universo tenia unos 3 minutos de edad, que los protones y neutrones
se unieron formando los primeros nicleos atomicos, sin embargo los electrones todavia se
movian libremente. Al bajar ain mas la temperatura a unos 3000 °K, los nicleos atémicos
(positivos) y electrones (negativos) formaron los primeros atomos (Hidrogeno, Helio y algo
de litio. En la proporcion de 75 % de hidrogeno, casi 25 % de helio, y trazas de los otros
elementos), de esta forma el plasma paso a ser una sopa de particulas neutras y con esto, los
fotones pudieron al fin moverse libremente, lo anterior marca la superficie de ultima disper-
sién (LSS por sus siglas en inglés: Last Scattering Surface) y se cree que esto ocurrié cuando
el universo tenia unos 380000 anos. Los fotones que fueron emitidos en LSS se han propagado
durante 13400 millones de anos, y hoy se observan como fotones de baja energia (microon-
das), conformando la radiacién conocida como CMBR (sigla en inglés de Cosmic Microwave
Background Radiation, o radiacién de fondo de microondas). Entonces segun la teorfa del
Big Bang, el universo en sus primeras etapas era opaco hasta que la temperatura descen-
di6 lo suficiente para permitir la propagacion de los fotones libremente consiguiendo asi un
universo transparente. Dicho de otro modo, esto significa que en sus principios el universo
podia ser entendido como cuerpo negro ideal, generando radiacién de cuerpo negro la cual
finalmente se emitio en la superficie de ultima dispersién. Tal radiacién de cuerpo negro fue
finalmente detectada de manera accidental por Penzias y Wilson, para luego ser estudiada
por experimentos como COBE, BOOMERANG, WMAP, PLANCK, BICEP2.

2.1.1. La expansion del universo

Las secciones siguientes correspondientes a este capitulo estaran basadas en las referen-

cias bibliograficas ([37], [38],..).
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El Modelo Estandard Cosmologico, se basa en la teoria de Relatividad General, limitando
el conjunto de soluciones pidiendo que satisfagan el Principio Cosmolégico: Homogeneidad
e Isotropia a gran escala. Segun la Relatividad General, el espacio-tiempo es modelado por
una variedad 4-dimensional en la cual se define una métrica, con signatura Lorentziana
(—,+,+,4). La métrica y la distribucién de materia en el espacio-tiempo se relacionan
mediante las ecuaciones de Einstein;

G = 81G1T,, (2.1)

donde G, es el tensor de Einstein (depende de la métrica) y T},, es el tensor de energia-
momento (depende de la métrica y la materia).

Einstein, propuso el llamado Principio Cosmolégico (PC) para encontrar una familia de
soluciones a sus ecuaciones. Este principio se enuncia como;

La distribucion de materia en el universo es homogénea e isotropica a gran escala.

Dicho de otro modo, el principio cosmolégico dice que, la estructura espacial del universo,
promediada sobre grandes volimenes de espacio, es: homogénea e isotropica, por homogénea
entendemos que; las propiedades fisicas son invariantes ante traslaciones, esto implica que
para un “instante”de tiempo dado, la vision dada desde cada punto del “espacio”debe ser
muy parecida a la dada desde cualquier otro punto. Una formulacién mas precisa de esta
idea es la siguiente (para més detalles consultar apéndice): Un espacio tiempo se dice que
es espacialmente homogéneo, si existe una familia uniparamétrica de hipersuperficies ¥J; es-
pacialoides foliando el espacio-tiempo parametrizadas por el tiempo coordenado ¢, tal que
para cada t y para cualesquiera 2 puntos z,y € ¥, existe una isometria de la métrica del
espacio-tiempo, gq, la cual lleva x a y. Por otra parte, se dice que el espacio-tiempo es
espacialmente isotrépico, si en cada punto existe una congruencia de curvas temporaloides
u observadores con tangentes u® que llenan el espacio-tiempo (para mas detalles consultar
apéndice), satisfaciendo que dado cualquier punto p y dos vectores tangentes unitarios s{ y s§
en p ortogonales a u*, existe una isometria de g,, que deja a p y u® fijos pero que rota a s{ y s5.

El universo puede ser modelado como un fluido perfecto, cuyo componente basico son
las galaxias, con alguna ecuacién de estado que viene dada normalmente como una rela-
cién entre la densidad de energia p y la presién p del fluido. Ahora, si entre el conjunto de
soluciones de las ecuaciones de campo gravitatorio de Einstein, limitamos a aquellas que sa-
tisfacen el Principio Cosmolégico., es decir, demandando homogeneidad e isotropia como
simetrias presentes en las solucién de las ecuaciones de Einstein, suponiendo con esto que,
una buena aproximacién para describir al universo real consiste en asumir que el universo
es espacialmente homogéneo e isotropico, pero que evoluciona con el tiempo. En relatividad
general esto ultimo equivale a suponer que el universo se puede foliar con hipersuperficies
espacialoides tal que cada hipersuperficie 3-dimensional es maximamente simétrica. Con-
secuentemente, asumiremos que nuestro espacio-tiempo es R x X, donde R representa la
direccion de la coordenada temporal y ¥ es una 3-variedad maximamente simétrica. El Prin-
cipio Cosmoldégico, restringe los posibles elementos de linea del universo a gran escala a tres
posibles las cuales serdn descritas por la métrica de Robertson-Walker (RW). La métrica RW
escrita en coordenadas coméviles! (¢,7,0, ¢), tiene la forma;

'Las coordenadas coméviles son aquellas que asignan valores constantes a las coordenadas espaciales de los
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dr?

1—Kr?
siendo c¢ la velocidad de la luz en vacio, pero por simplicidad usaremos unidades en las cuales
c¢ = 1. El tiempo coordenado ¢ es el tiempo coésmico y corresponde justamente al parametro
con el cual la familia uniparamétrica de hipersuperficies ¥; espacialoides (homogéneas e
isotrépicas) folian al espacio-tiempo. El factor de escala a(t) es una funcién adimensional,
definida positiva, del tiempo y se relaciona directamente con la expansion o contraccién
del universo. La constante K estd relacionada con la curvatura del espacio y determina la
topologia de las secciones espaciales. Si K = 0, la parte espacial (t=constante) de la métrica
de RW es plana, esto corresponde al espacio Euclideano ordinario escrito en coordenadas
esféricas, donde la distancia radial estd dada por a(t)r, y el espacio-tiempo es espacialmente
plano. Sin embargo, debido a que a(t) depende de t, el espacio-tiempo posee escalar de
curvatura de Ricci distinta de cero.

Por otro lado, si K > 0, la parte espacial (t=constante) de la métrica de RW es cerrada,
lo cual modela a un universo espacialmente cerrado o esférico. Mientras que si K < 0, la
parte espacial (t=constante) de la métrica de RW es abierta lo cual modela a un universo
espacialmente abierto o hiperbdlico.

Podemos efectuar un cambio de coordenada radial r a través de la relacién r = fx(y),
de tal manera que la constante de curvatura espacial K, solo tome los valores 1, —1 y 0,
correspondiendo a geometrias cerradas, abiertas y planas, respectivamente. Bajo este cambio
de coordenada radial r, es posible expresar la métrica de RW como;

ds® = —2dt® + a(t)Q( + 7r2d6* + r* sin® 9d¢2), (2.2)

ds* = —dt* + a*(t) |[dx* + fr(X) <d¢92 + 72 sin? 9d¢2>] , (2.3)
donde la funcién fx(x) es;

fx(x) = sy, s K=
fkx) = x, st K=
frk(x) = sinhy, si K=-1.

Se define el tiempo conforme 7, como;

n=no+/tt%. (2.4)

Una manera muy comun de presentar la métrica de RW, es usando el tiempo conforme n

en lugar del tiempo césmico t. Entonces, bajo el cambio de variable (2.4) la métrica (2.2)
adquiere la siguiente forma;

2
1—Kr?
Sin embargo, en lo que sigue continuaremos trabajando con la métrica de RW (2.2) escrita
en las coordenadas (¢,r, ¢, 6), hasta que se especifique algiin cambio en el tratamiento.

ds? = az(n)< —dn? + + 72d6? + r? sin? 9d¢2). (2.5)

observadores coméviles, los observadores coméviles son los observadores que perciben al universo homogéneo
e isotrépico (consultar el apéndice para mas detalles).
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La métrica de RW tiene dos escalas de longitudes asociadas; la primera es el radio de cur-
vatura reyp ~ f/(—%), la segunda esta dada por la escala temporal de la expansién conocida

como el tiempo de Hubble ¢ty ~ %, donde H = % es el pardmetro de Hubble (el tiempo de
Hubble en buena medida corresponde a la edad del universo). Por simplicidad, en nuestra
notacion el punto denota derivada total con respecto a la coordenada temporal ¢, esto es;
A(t) = FA().

Por definicién, el tiempo de Hubble multiplicado por la velocidad de la luz en el vacio (tra-

bajamos con unidades tales que ¢ = 1), es igual a la longitud o radio de Hubble,

dp(t) = ——. (2.6)

Ahora, sustituyendo la métrica de RW en las ecuaciones de Einstein, y modelando el conteni-
do de materia en el universo como un fluido perfecto con ecuacion de estado p = wp en donde
p v p representan la densidad de energia y presion del fluido respectivamente, encontramos
las ecuaciones de Friedmann las cuales describen la evolucién del factor de escala.
Calculando el tensor de Einstein G, = Ra — %gabR, a partir de la métrica de RW, se
encuentra que

GY = %(e‘ﬂ + K)

1
G = G?=G%= —E(Zda +a® + K). (2.7)

La materia puede se descrita por el tensor de energia-momento correspondiente a un fluido
perfecto, esto es;

T = (p + p) uu’ + pg, (2.8)

donde u, es la cuadrivelocidad del fluido. La isotropia espacial implica que u® = (1,0,0,0),
entonces,

p 000
w [ 0p oo

T = 00 p 0 (2.9)
000 p

La hipdtesis de homogeneidad espacial implica que p = p(t), p = p(t), por tanto de las

ecuaciones de Einstein G = 87G T, se obtiene;

3
&(@2"‘]{) = 87TGP,
L. :
—ﬁ(Qaa—i—CLQ—l—K) = 87wGp. (2.10)

o=, 2 (2.11)
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a ArG
=3 (p+3p) (2.12)

Las ecuaciones (2.11), (2.12) son las conocidas ecuaciones de Friedmann.
Ahora procederemos con la ecuacién de conservacién de energia en Relatividad General,
V.,T% = 0, obteniendo;

p=—3H(p+p) (2.13)

Por otro lado, despejando p de la ecuacién (2.11);

3 K
= (m —) . 2.14
P 8tG ( + a? ( )
Se define por densidad critica en un tiempo césmico ¢ a la cantidad; p.(t) = 3?:5). Entonces,

usando la definicién de p.(t) en la ecuacién (2.14), se obtiene;

3K

87 Ga2(1) (2.15)

p(t) = pe(t) +

luego de evaluar esta ecuacion en t, se encuentra: p(ty) = p. + en donde p. = p.(to)

3K
8rGa?(to)
es la densidad critica en t;. Ahora, para un tiempo césmico ¢, con base a la ecuacién (2.15)
partiendo de la diferencia entre la densidad p(t) y la densidad critica p.(t), podemos leer la

curvatura espacial K.

p(t) < pe(t), entonces K <0
p(t) = p.(t), entonces K =0
p(t) > p.(t), entonces K >0

Definiremos el pardmetro de densidad €2(t) como;

o) = 24 (2.16)
pe(t)
del cual nuevamente podemos leer la topologia de la parte espacial del universo. Si Q(t) =
1 = p(t) = p(t), implica un universo espacialmente plano, para Q(t) < 1 = p(t) < p.(t)
tenemos un universo espacialmente abierto, y para Q(t) > 1 = p(t) > p.(t) un universo
espacialmente cerrado. En términos del parametro de densidad, la ecuacién de Friedmann
(2.15) puede ser escrita como;

K
Q) =1+ Hea2(1)’ (2.17)
observamos que si K # 0y si 2 < 1, 6 Q > 1 entonces ) permanecerd menor (o0 mayor)
que uno, aun cuando €2(t) evolucione con el tiempo. Sin embargo, si 2 = 1 (esto es, K = 0),
permanecerd constante, i.e., Q(t) = Qp = 1, en donde {2y representa el valor actual del
pardmetro de densidad Qo = Q(to). Las observaciones sugieren que la densidad actual del
universo es muy cercana a la critica p(ty) = p., lo cual implica que Qy ~ 1.

Por otro parte, para resolver las ecuaciones de Friedmann, es necesaria la ecuacion de estado
) )
p(t) = wp(t), los casos mas simples son:
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P = %pr, radiacion
Pm =0, pm # 0, materia 6 polvo
ba = —pPn, energia oscura 6 de constante cosmoldgica

Radiacién: se refiere a materia ultrarelativista (donde la energia de las particulas es mucho
mayor que su masa en reposo, lo cual es siempre cierto para particulas no masivas como los
fotones).

Materia 6 polvo: llamada materia en cosmologia y polvo en Relatividad General. Por ma-
teria nos referimos a materia no relativista (la velocidad de las particulas es V < ¢), para
la cual p < p.

Energia oscura 6 de constante cosmoldgica: en estos modelos tienen A > 0 (en donde
A es la constante cosmoldgica).

La densidad total de materia en el universo, estd dada por la suma de los diferentes
tipos de densidades, los cuales son; densidad de materia? p,,, de radiacién (6 materia ultra-
relativista) p, y de vacio (de constante cosmoldgica 6 de energia oscura) pa,

p(t) = pm(t) + pr(t) + pa(t), (2.18)

y de igual manera para el parametro de densidad tenemos,

Qt) = Quu(t) + Q. (t) + Qu (), (2.19)

donde Q,,(t) = ’;T((tt)), Q.(t) = Z’;Eg y Qa(t) = ‘;‘:((f)) = gz Las cantidades; Q,,(t), Q.(t),
y Qa(t) son funciones del tiempo. En notacién estandar, €2,,, €., y 5 denotan los valores
actuales de estos pardmetros de densidad; escribiremos Q,,,(t), Q,.(t), y Qx(%), si nos queremos
referir a sus valores a otros tiempos. Por lo tanto escribimos el parametro de densidad actual

Qo = Q(tp) como;

Qo = Qp, + Q) + Qp. (2.20)

El modelo cosmolégico de FRW esta completamente definido si se dan los valores actuales de
los parametros cosmologicos, Hy, ., 2., y Qa. El valor actual de la constante de Hubble es
Hy = 100h km s~ Mpc=' donde h es conocida como la constante de Hubble normalizada, la
cual segin las observaciones esta dada por h = 0.71£0.025. Los tltimos resultados del satélite
Planck y el Sloan Digital Sky Survey (Planck Collaboration XVI, 2013) arrojan los valores
Qp = 0.69240.010, Qp = 0.0487 £ 0.0006, Q2prr = 0.265 +0.006, y 2, = (4.94+0.5) x 107°.
Por lo tanto, la evidencia observable apunta a que el universo es espacialmente plano 2y ~ 1,
lo cual significa K = 0.

Universo dominado por radiacién: para un universo espacialmente plano en el cual el
contenido de materia es dominado por radiacion p = p,, p = p, la ecuacién de estado
p = wp podra ser aproximada como; p, = %pr.

Entonces la ec (2.13) implica;

2El contenido material del universo se divide fundamentalmente en materia bariénica ordinaria (B) y
materia oscura (DM Dark Matter) la cual interacciona con la materia bariénica sélo a través de efectos
gravitatorios. Entonces, Q,,(t) = Qp(t) + Qpar(t).
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4a d(p,a*
b= By = 20, L M) g (2.21)
a dt
Sustituyendo en las ecuaciones de Friedmann encontraremos que el factor de escala

evoluciona de la siguiente manera;

a(t) = Cyte. (2.22)

Sera conveniente encontrar la relacion exacta entre p, y el factor de escala. En la ecua-
cién (2.21) se encontré que p, < a4, esto ultimo implica que para dos tiempos césmicos
(por ejemplo ¢ cualquiera y t, presente), se cumple que p,(t)a*(t) = p,(to)a*(to), de
aqui podemos leer la relacién;

a*(to)

a'(t)

Universo dominado por polvo: para un universo espacialmente plano en el cual p < p,
de tal manera que en la ecuacién (2.13), nos podemos olvidar de la presién y poner
p =0 (por lo cual serd valida la aproximacién p = p,, = 0, p ~ p,,). Entonces, (2.13)
tomara la forma;

prlt) = L% (1), (2.23)

3a d(pma®
pm = _3Hpm = __apm = M =0= Pm X CL_3 (224)
a dt
sustituyendo la anterior relacién en las ecuaciones de Friedmann encontramos el factor
de escala,
a(t) = Cyt5 = Con’. (2.25)

De igual forma que para el caso anterior, se encuentra que;

a®(to)

a’(t)

Modelos de de Sitter 6 de universo dominado por constante cosmolégica: paraun
universo espacialmente plano en el cual el contenido de materia es dominado por cons-
tante cosmoldgica ¢ energia oscura, entonces la ecuacion de estado puede ser aproxi-
mada como; p ~ —p. Entonces, por medio de la ecuacién (2.13) se encuentra que la
densidad de energia p no cambia con el tiempo y esta uniformemente distribuida en el
espacio, con un valor dado por;

pm(t) = pm(to) (2.26)

A
PREPAZ GG

(2.27)

Mientras que sustituyendo la anterior relacién en la ecuacién de Friedmann (2.11), se
encuentra que;

& -5 2
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y su solucién exacta sera,

Ac?

a(t) = CreV s (2.29)

Parametros Cosmoloégicos

La distancia propia o distancia fisica entre dos puntos es igual a la longitud de la
geodesia entre ellos cuando el factor de escala esta fijo. Por ejemplo, para realizar el calculo
de la distancia propia entre dos galaxias, resultara conveniente trabajar en el sistema comoévil
(en el sistema comovil las coordenadas de un punto no cambian) en el cual r = 0 coincide
con la ubicacion de una de las galaxias, mientras que la otra se encontrara a una coordenada
comévil r # 0 arbitraria, entonces en estas coordenadas a t fijo la geodésica entre estas
galaxias corresponderd a una geodésica radial. De esta forma se encuentra que la distancia
propia entre ambas galaxias en un instante ¢ vine dada por;

d, a(t)de. (2.30)

p

0 =alt) [ =2

=a S
0 1— Ka?

siendo dj la distancia propia comoévil entre las dos galaxias (esta tltima no cambian en el

tiempo, recordemos que los observadores fundamentales son comdéviles, i,e. sus coordenadas
x" estén fijas).

Denominaremos V,.(t), como la velocidad de recesién de una galaxia con respecto a otra,
esta velocidad se debe a la expansion del universo, y se define como;

i) =dyte) = 9 [ L D a0, (231)

1 da(t)

a0 i la cantidad V,.(t) podra ser escrita de

en donde luego de usar la definicién H(t) =
la siguiente manera;

Vo(t) = H(t)dy(1), (2.32)

que es la expresién de la ley de Hubble, siendo H(t) el pardmetro de Hubble. Lo que
llamamos constante de Hubble es Hy = H (ty) para el instante presente.

Como cualquier posicién en el universo es equivalente, de acuerdo al principio cosmolégico,
este resultado es independiente del origen r = 0. Por ltimo, mencionaremos que las canti-
dades d,(to) y Vi(to) son estimadas de manera indirecta a través de la observaciones, para
luego tomar su cociente y de esta forma extraer el valor de la constante de Hubble Hj.
Recesién superluminica: para galaxias separadas por distancias propias tales que; d,(t) >
ﬁ, esto corresponde a un tiempo fijo ¢, distancias propias mayores al radio de Hubble (2.6),
vemos de la ecuacién (2.32), que la velocidad de recesion para este caso serd tal que V,.(t) > 1,
aparentemente en contradiccién con la teorfa de relatividad especial®, pero esto es solo por
la expansién del universo, porque la galaxia no es capaz de viajar mas rapido que un rayo de
luz que se mueva en sus proximidades. En realidad, la velocidad de una galaxia comparada
con la luz que se mueve en sus inmediaciones es como mucho del orden de unos centenares de
km/s (su velocidad peculiar). Hay que notar que la velocidad de recesion es una velocidad
aparente que se debe a un cambio de la geometria del espacio (y consecuente modificacién de

3se recuerda que en el sistema de unidades con el que estamos trabajando aqui ¢ = 1.
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distancias) y no a un movimiento de los objetos en el espacio. No es que la galaxia observada
surque el espacio alejdndose de nosotros, sino que el espacio mismo se la lleva al estar éste
en expansion.

Ahora compararemos la evoluciéon de la distancia propia entre dos observadores coméviles
d,(t) ecuacién (2.30), con la evolucién del radio de Hubble dg () ecuacién (2.6),

1

b(t)=ald)d,  du(t) = g5

(2.33)
Retomando la definicién de recesion superluminica, en donde se encuentra que el radio
de Hubble corresponde a la distancia propia que debe de haber entre una galaxia y el
observador, para que la velocidad de recesién (2.32) de la galaxia medida por el observador
sea igual a la velocidad de la luz. En el modelo cosmoldgico estandar cuando el contenido
de materia en el universo es dominado por un fluido con ecuaciéon de estado p = wp con
w € (—1,1], se encuentra a través de las ecuaciones de Friedmann que; a o #3738 de modo

que dy(t) = M esto significa que el radio de Hubble crecera linealmente en el tiempo,

mientras que la distancia propia entre la galaxia y el obserbador d,(t) $373 d;, crecera de
manera no lineal. Entonces, para cuando domina radiacién 6 polvo, w € (0,1) en general
se obtiene que % < ﬁ < %, se encuentra que el radio de Hubble crecerd més rapido
que la distancia propia entre los observadores coméviles, de tal forma que si en un tiempo
cosmico inicial ¢;,;, se cumple que; d,(tin;) > dp(tini), la expansion del universo, para el
caso en el que el contenido de materia en el univero es dominado por radiacién o polvo,
producira que a un tiempo cosmico posterior t;5, > tin; ocurra que dp(tigu) = du(tigu), vy @
partir de ahf para todo ty;, posterior d,(tsi,) < du(tsin). Lo anterior indica que cuando el
contenido de materia en el universo es dominado por radiacién o polvo, si inicialmente la
velocidad de recesién de un observador comévil con respecto a otro es superluminica, luego
de un tiempo lo suficientemente largo dejara de serlo. Para el caso en el que el contenido de
materia en el universo es dominado por constante cosmoldgica 6 energia oscura (esto modela
el estado actual de expansién acelerada del universo), entonces calculando dy(t) para a(t)
dado por la ecuacién (2.29), se encuentra;

a(t) = C’le\/gt = dg(t) = \/3/A = constante, (2.34)

encontrando que la distancia propia entre los observadores comoviles crecera en el tiempo
cHésmico de manera exponencial, mientras que el radio de Hubble sera constante. Entonces,
a un tiempo t;,; los observadores coméviles separados por distancias propias menores que el
radio de Hubble, eventualmente debido a la expansion exponencial del universo, en un tiempo
césmico t;4, lo suficientemente largo se presentara la igualdad d,(tigu) = du(tigu), y & partir
de ahi para todo tiempo césmico posterior ¢, > tigy, se tendrd que dy(t fin) > dp(tsin), por lo
cual dichos observadores coméviles se alejaran mutuamente con velocidades superluminicas
y por tanto, sucesos que ocurran ahora mismo a distancias mayores que el radio de Hubble
no seran nunca observables* atin en un futuro arbitrariamente lejano, siempre y cuando el
universo continué expandiéndose aceleradamente (2.34).

Corrimiento al rojo cosmolégico

4para este caso el radio de Hubble actia como un horizonte de eventos
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La evidencia observable mas directa de la expansion del universo proviene del corrimiento
al rojo (redshift), denotado por z, de las lineas espectrales de galaxias distantes, el cual se
define como diferencia relativa entre la longitud de onda de la luz observada \g con respecto
a la emitida A., esto es;

o )\0 _ )\e

=%

Consideremos que se emite luz con longitud de onda A, desde una galaxia ubicada en r, # 0,
en un tiempo t., y nos llega con longitud de onda Ay en un tiempo ty (estamos en ry = 0).
Por definicion, el tiempo que tarda en salir, del emisor, una longitud de onda completa A,
corresponde a dt. = \./c. Mientras que el tiempo que tarda el receptor en recibir una longi-
tud de onda completa Ag, serd dtyg = Ag/c.

Ahora, consideremos que se emiten consecutivamente dos rayos de luz en instantes t. y
t. + dt., los cuales recibiremos en tqy v to + dtg, respectivamente.

z

Por otro lado, para una onda de luz d?s = 0 y como supusimos ¢ = 0, § = 0, d¢ = 0,
y df = 0, de la ecuacion (2.2), se obtiene;
dt dr

a(t) B V1— Kr? (2:35)

y entonces para uno y otro rayo de luz tenemos,

o qt B " dx
/te a(t) /0 V1—Ka?
/t0+5t0£ _ /r do 2.36)
te+Ote a(t) o V1—Kuz? '

Dado que los términos de la derecha de las dos ultimas ecuaciones son iguales, entonces
restando ambas ecuaciones obtenemos;

to+dto to
/ L / L— (2.37)
to+6te a(t) te a(t)

desarrollando el primer miembro de la anterior ecuacion,

to dt to+dto dt te+0te dt to dt
/ —+/ ——/ ——/ — =0 (2.38)
t a(t) to CL(t) te a(t) te a(t)

to+dto te+ote
/ L / Ay (2.39)
o alt) Ji.  a(l)

los intervalos 0ty y d0t. son despreciables frente a la escala temporal de la expansién del
universo, por lo que a(t) puede considerarse constante durante los mismos,

y entonces,

5t0 -~ (5te (5t0 _ a(to)

alto) ~ alte) ot alt,)

El corrimiento al rojo es entonces:

(2.40)
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Z:/\0—/\e:6t0—5te_5t0_1Na(t0)

= ~ — 1. 2.41
Ae Ot ot. a(t.) ( )
la ecuacién (2.41) también puede ser escrita como;
)\0 a,(to)
1=—= 2.42
dHl=T ) (2.42)

de donde se concluye que para un universo en expansién, dado que a(ty) > a(t.) entonces el
corrimiento al rojo z, crece monétonamente.

Lo cual significa que la longitud de onda crece con la escala a(t), mientras que
la frecuencia, momento, y energia de los fotones decrece con la escala a(t).

Por tanto, el redshift de una galaxia corresponde fisicamente a comparar el factor de
escala cuando la luz dejé la galaxia a(t.), con el factor de escala actual a(ty).

Por otro lado, si el corrimiento al rojo no es muy alto z € (0,10), la ecuacién (2.42) in-
dica que a(t.) =~ a(ty), entonces se puede desarrollar por Taylor a(t.) alrededor de t; a
segundo orden:

a(te) = alto) + (te — to) alto) + %(te —to)* lto) + O(3). (2.43)

Definimos entonces Hy como el valor presente del parametro de Hubble o constante de
Hubble, esto es;

Hy= 2.44
0 Cl(to) ) ( )
y el pardmetro de desaceleracion gy como;
i(to)
= . 2.45
= T alto) H? (2.45)

Tanto Hy como ¢y estan relacionadas con la tasa presente de expansion del universo. H,
mide la tasa real de expansion, mientras que gy > 0 si la expansién se frena y go < 0 si se
estd acelerando. Con esto, la ecuacién (2.43) queda:

alte) ~ alto) [+ Hofte — 10) — a3 (1. — t0)"]. (2.46)
Usando la Ec.(2.46) en la Ec.(2.41), y despreciando términos de tercer orden, se obtiene:
2 a0 Ho(ty — o) + H2(to — t.)? [1 + %} . (2.47)
Analogamente:
to — t, ~ L [z —(1+ @)%], (2.48)
Hy 2

Recapitulando: Las ecuaciones (2.46), (2.47), y (2.48) son validas solo para bajos valores
de z, siendo mas precisos, estas ecuaciones son aproximaciones hasta segundo orden en z.
Vemos que a partir de una galaxia con z € (0,10), a través de las anteriores ecuaciones,
(2.46), (2.47), y (2.48), podemos obtener factor de escala cuando la galaxia emitio la luz, y
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la diferencia entre el tiempo de emision y recepcién. Haciendo uso de las ecuaciones; (2.23),
(2.26), y (2.27) junto con la relacién entre los factores de escala a tiempos distintos a(t) y
a(ty) dada por la ecuacién (2.42), podemos escribir las densidades de energia p,(t), pm(t), ¥
pa(t), como funciones del corrimiento al rojo z.

pr(z) = (L+2)'p.(to)

pm(z) = (1+2) pm(to)
pa(z) = gﬂg:const (2.49)

Partiendo de las ecuaciones anteriores, podemos encontrar los parametros de densidad €2,.(t),
(1), v Qa(t) como funcién de z.

Q(2) = ’;8 :(1+z)4'07“/§i°) (%)2:<1+z)4(%) Q,
O(2) = ‘Z((j)) - (1+z)3pmp(f°) (%)2 ~ (1 +z)3<%)29m
(=) = f)A(f)) = SwépAc(t) = (%ﬂ“ (2:50)

Ahora, sustituyendo (2.50) en la definicion Q(z) = Q,(z) + Qn(z) + Qa(2), se encuentra que;

Hg\2 Hy\2 Hy\2
Oz) = (1+ z)4<ﬁ0> O+ (1+ 2)3(F°) O + (FO) O, (2.51)
por otro lado, segin la ecuacién (2.17) se puede escribir;
K K Hd*(ty)

U =1+ = U Ty e

usando una vez més la relacién entre los factores de escala a tiempos distintos a(t) y a(to)
dada por la ecuacion (2.42), la ecuacién anterior tomard la forma;

(2.52)

K ﬂ)g(l P2 =14 (Q - 1) (%)2(1 ety (2.53)

para la segunda igualdad se utilizo la relacion que se obtiene al evaluar la ecuacién (2.52) en
to. Finalmente, igualando (2.51) con (2.53), se encuentra que;

(%)2 (14 2+ (14 2+ Qp + (1 — Q)1+ 2)2, (2.54)

la cual puede ser entendida como la ecuacién de Friedmann en funcién de z.

Por otro parte, asumiendo que en un tiempo t. la galaxia (X'), ubicada en r, # 0, emite
una sefial luminosa la cual es recibida en un tiempo ¢, por la galaxia (), ubicada en ry = 0.
Entonces haciendo uso de la ecuacién (2.42) podemos calcular la distancia propia, en el
tiempo t. en que la senal luminosa fue emitida, entre la galaxia (X) y (J), ecuacién (2.30),
COmo;
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i) = 2C0) | o [t _ il

e alt) Jo VI—EKa® 1+z \/1—Kx2 1+ 2
siendo d, () la distancia propia entre las galaxias en el tiempo t; para el cual la galaxia
receptora recibié la senal luminosa.

(2.55)

Anteriormente se menciono que la distancia propia d,(t) no es directamente observable,
pero en cambio mientras que el corrimiento al rojo z si lo es. A continuacion, presentaremos
una manera de determinar d,(t) a partir del conocimiento de z. Con este propdsito, primero
estudiemos la distancia comévil d,., recorrida por un fotéon desde su emisién al tiempo ¢, en
r = r., hasta su deteccion en un tiempo ¢y en r = 0, esta cantidad corresponde a;

Cdp(te) dp(te) [ dt dr
“alte)  alto) _/t a(t) _/ V1—Kr?

Ahora realizaremos el cambio de variable dado por: x = a( ), para esto a través de la regla de

(2.56)

la cadena para la derivada se obtiene la relacion dt = di dr = ‘2‘1, usando esta tltima relaciéon
para cambiar la primera integral presente en (2.56) sobre ¢, por una integral sobre a, esto es;

a(to) g 1 [zl gt q
dc:/ &« @ (2.57)
(

o) G0 ag Sy dT T

Usando la ecuacién de Friedmann (2.54), junto con la relacion (2.42) esto es 1 + z = ag/a,
H? puede ser escrito como;

(é)Q = (%>4QT‘H§ + (%)39,%]{3 + QA HS + (1 — QO)< ) H? (2.58)

a

entonces, (@)? podrd ser escrito como;

(a)? = <Q 040, = 4 PN 1o QO)Hgag, (2.59)
g
el siguiente paso consiste en sustituir la anterior ecuacién en Cé—f = %%, de esta forma se
encuentra;
d 1/2
d_:; _ (Q “0+Q 2y 2+1—QO> Hy
1/2
- (er_Q L Qa1 — QO) H,, (2.60)
la cual sustituyéndola en la ecuacién (2.57), y recordando que = = % =1 + , se obtiene;
1 /w[a(to)] 1 d:(:
d. = ——
apH [ate VO 2+ Q1+ MWa2+1-Qy @
1 1
= dx (2.61)

aoH, A VO, + Qa + Qpat + 22 — Qa2

usando Q,, = Qg — Qy — Q,., ver ecuacién (2.20), la ecuacién (2.61) podra ser escrita comoy;
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1 [ 1
apHy /Z}H V(I =2)Q + (2 — 2)Qp + 22 — (22 — 2)Q

A la expresion anterior se le conoce como la relacién distancia-redshift. Observamos que
depende de cuatro parametros cosmoldgicos independientes, los cuales son: Hy, g, €2, v Q4.
Finalmente, usando (2.55), (2.56), junto con (2.62), se llega a la expresién deseada la cual
nos permite conocer d,(t) en funcién de z y los pardmetros cosmolégicos Hy, Qo, 2, y Qq,
esta ecuacion es;

d. =

da (2.62)

dp(tO) = a(tﬂ)dca
0(t) — Hy' /1 dz

p\le = .
1+2 = \/(1 — ) + (2t — 2)Qp + 22 — (22 — 2)

(2.63)

Si extrapolamos la validez de la relatividad general hasta el inicio del universo, hipotética-
mente a = 0 6 z = 0o, una senal luminosa emitida a z = oo y que pueda viajar libremente
durante todas las etapas del universo, la distancia comovil recorrida por esta senal luminosa
emitida desde el principio del universo y receptada por nuestros telescopio en la actualidad
es conocida como el horizonte comoévil de particulas, dado que es la maxima distancia
que podriamos recibir informacion alguna. Esta distancia corresponde a;

o dt I 1
hp :/ = / dzx. (2.64)
o alt) acHoJo /(1 —2)Q, + (2% — 2)Qp + 22 — (22 — 2)Q

De la definicién de dj, se concluye que eventos separados por distancias mayores que dj ,
estan causalmente desconectados, pues ninguna senal ha podido llegar de uno al otro desde
el z = oo hasta hoy.

Existe otro tipo de horizonte: el horizonte comodvil de eventos 6 de sucesos, el cual
es definido como la distancia de los objetos mas lejanos al observador que podrian recibir
una senal del observador en un futuro lejano. Este horizonte separa a aquellos objetos que
podemos observar en el futuro de aquellos que, por hallarse fuera del cono de luz futuro
del observador, jamas podran ser observados. Los modelos de universos que tienen como

convergente a la integral,
t
mazx dt
- / A (2.65)
¢

o alt)
en donde t,,,, €l tiempo de expansion futuro que puede ser infinito o finito y t la edad del
universo en el momento de la observacién, tienen un horizonte de eventos.

Por otro lado, otro concepto 1til es el de distancia angular d4(t.), la cual relaciona el
tamano fisico (6 didmetro) D de un objeto extendido, 6 regién, que vemos con un desplaza-
miento al rojo z (se asume que la luz observada fue emitida por el objeto extendido en un
tiempo césmico t. y dicha luz finalmente alcanza al observador contemporaneo en un tiempo
coésmico ty), con el dngulo ¥ que subtiende sobre el cielo. Esta relacion entre da(t.), Dy 9,
viene dada por;

, (2.66)
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donde D representa el didmetro actual del objeto extendido, mientras que ¢ corresponde al
angulo observado. Otra manera de calcular esta distancia, es;

du( (2.67)

/m’

siendo r. la coordenada comévil radial del objeto extendido, mientras que ry representa la
coordenada comovil del observador. Entonces, para un universo con curvatura espacial nula
la anterior ecuacién se reduce a; d4(te) = a(t.)r., donde hemos asumido que la coordenada

alto)

atz) encontrada en (2.42),

comévil rg del observador es rg = 0. Usando la relaciéon 1+ z =
vemos que da(t.) puede ser escrito como;

a(to) "
1+ 2

para este caso (K = 0), segin la ecuacién (2.56), r. correspondera a la distancia comévil d..
recorrida por el fotén desde su emision en (¢, 1) hasta su detecién en (to, 79).

da(te) = (2.68)

2.1.2. Cronologia Térmica del Universo en la Cosmologia Estandar

Al inicio de este capitulo se senalo que segun la teoria del Big Bang la CMBR fue emi-
tida cuando la temperatura del universo descendié a 3000 °K, mientras que en sus etapas
anteriores, por encontrarse a temperaturas mayores, el universo era opaco por lo que no
podemos ver més atras en el tiempo hasta el origen del universo. Sin embargo, el espectro
de cuerpo negro de la radiacion césmica de fondo, indica que los fotones y la materia estu-
vieron en equilibrio térmico en épocas anteriores a la emisién del CMBR (segin la teoria del
Big Bang, el equilibrio térmico se mantenia ya que los fotones y electrones interactuaban
mediante dispersién de Thomson). De esta manera podemos emplear a la termodindmica
de un gas perfecto posiblemente relativista, para estudiar la historia térmica del universo
temprano.

La condicién de equilibrio térmico implica que se pueden usar las estadisticas de Fermi-
Dirac o de Bose-Einstein, mientras que las variables fisicas (p. ejm., presion, densidad, energia
interna, etc.) se obtendran directamente como momentos de la funcién de distribucion, la
cual viene dada por;

1

donde el signo (+) es para fermiones, mientras que el (—) es para bosones. La funcién de
distribucion anterior tiene 2 parametros, la temperatura 7' y el potencial quimico p. Mientras
que F representa a la energia de las particulas relacionada con el momento p'= ymgv a través

(2.69)

de;
= \/|pT* + m§, (2.70)
con mg la masa en reposo de la particula 'y v = /1 — (|7|/¢)?.

Si todas las especies de particulas i tienen una funcién de distribucién del tipo (2.69)
para algin u; v T;, se dice que estdn en equilibrio cinético, y ademas si todas las especies
estan a la misma temperatura entonces el sistema se encuentra en equilibrio térmico; este
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tipo de equilibrio requiere que las interacciones entre los constituyentes del sistema ocurran
de manera frecuente. Si esta condicién se satisface, entonces es posible describir al universo
como evolucionando a través de una secuencia de estados en equilibrio térmico y utilizar
las cantidades termodinamicas como la temperatura 7', presion P, etc., para cada tiempo t.
Si el sistema se encuentra en equilibrio quimico, los potenciales quimicos de las diferentes
especies de particulas estan relacionados de acuerdo a las formulas de reaccion, @ + j <
k+1, p; + pj = px + py, por lo cual, todos los potenciales quimicos pueden expresarse en
términos de potenciales quimicos de cantidades conservadas, como por ejemplo, el potencial
quimico bariénico. La densidad de particulas en el espacio fase es la densidad de estados
multiplicada por la funcién de distribucién # f(|p]), donde g es el nimero de grados de
libertad internos de la particula. Es posible obtener la densidad de particulas n en el espacio
ordinario integrando sobre el espacio de momentos, esto es;

- o | Fa (271)

De manera similar, la densidad de energia p en el espacio de configuraciones viene dada por;

E(|pl)d’p. (2.72)
Para obtener la presion P, en teoria cinética se considera que la presién esta dada por
P =3 v)= <|ﬂ ¢ ), entonces la presién en el espacio de configuraciones, sera;
|ﬁ1 i
2.73

donde hemos usado el hecho de que en nuestro sistema de unidades ¢ = 1. En el limite ultra-
relativista la temperatura es mucho mayor que la masa en reposo de la particula T > my,
entonces podemos aproximar £ = /[p]2 + m? ~ |p]. Adicionalmente, si |u| < T, podemos
aproximar, u ~ 0y my =~ 0, obteniendo que las ecuaciones (2.71), (2.72), y (2.73), podrén
ser escritas de manera aproximada;

 Ar|pl?
n (27%3/ = |i11dp. (2.74)
0 eT
g [ AxlpP?
~ dp. 2.75
g (27T)3/o E (2.75)
g < Arlpl®  p
P~ 3(27)3/ o= (2.76)

Fijando el signo (4) e integrando, obtenemos ny, p; y Py para fermiones ultra relativistas,
esto es;

39
ny = 471'2 (3)T 5 (277)
Tgm?
= 2.
Pf

Py = 55 = 1.0505n,T. (2.79)
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siendo ((x) la funcién zeta de Riemann. Mientras que fijando el signo (—) e integrando,
obtenemos ny, py y Py para bosones ultra relativistas, esto es;

9

= = (3)T°, (2.80)

_ 9 2.81

Po = 30 (2.81)

P = % = 0.9004n, T, (2.82)

en donde hemos usado ((3) = >°7, n~=? = 1.20206. Por otro lado, la energfa promedio por
particula se define como (E) = 2, entonces para los fermiones se encuentra (Ey) = 3.1517,
mientras que para bosones (E,) = 2.701T. Si el potencial quimico es nulo p = 0, esto
quiere decir que el nimero de particulas es igual al de antiparticulas. No obstante, si u # 0
encontramos que para fermiones en el limite ultra relativista 17" > mg el nimero neto de
particulas es;

n—n = —— 47|p —— — —= dp.
273 0 ’_1 (ePITu_‘r_l elp;u_f_l)
2

9T 5 n
~ o (W +ﬁ)’ (283)

mientras que la densidad de energd total es;

- g 3 1 1
p+p = —/ 47 |p —— + — dp.
21 Jo 7 <ep|T”+1 elpTﬂL+1>

Tgm2T* 30 15 u*
120 2T Tmd T4

(2.84)

En el caso del limite no relativista se cumplen las siguientes condiciones; condicién (a)
T < mg implicando que las energias cinéticas tipicas estan muy por debajo de la masa my,
por lo que podemos aproximar a la energia por £ = mg+ %, y condicién (b) T < mo—p la
cual lleva a que el sistema esté diluido, i.e. nimeros de ocupacién < 1. Ambas condiciones,
(a) y (b), permiten hacer la siguiente aproximacion;

e(E—u)/T + 1~ e(E—#)/T (285)

esto corresponde a la estadistica de Maxwell-Boltzmann y para esta estadistica no existe
distincion entre la estadistica de fermiones y bosones. Por lo tanto las cantidades n, p, P,
(E) para este caso vendran dadas por;
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n =
27
3T
po= (m+g)n
P = nT < p,
3T
<E> = m0+7,
T\ 3/2
n—n = de_mO/T<m0 ) sinh <ﬁ> (2.86)
27 T

Comparando los limites ultra-relativista (7" > mg) y no relativista (7" < my), observamos
que la densidad de particulas, la densidad de energia, y la presion de las particulas decae
exponencialmente conforme la temperatura decae por debajo de la masa en reposo de la
particula. Fisicamente, lo que sucede es que las particulas y las antiparticulas se aniquilan
unas a otras. A altas temperaturas dichas aniquilaciones también se llevan a cabo, pero
estan balanceadas por la produccion de pares particula-antiparticula. A temperaturas bajas,
la energia térmica de las particulas no es suficiente para la produccién de pares.

La otra cantidad termodindmica de gran importancia es la entropia S(V,T). La entropia
es introducida como una ecuacién central a la termodinamica mediante el diferencial

dS(V.T) = %[d(p(T)V) + P(T)dV], (2.87)

expandiendo los diferenciales y factorizando V', la anterior ecuacion puede ser escrita como;

dS(V,T) = K{dp(T) + Mdv}. (2.88)

T V

Por otro lado, usando la ecuacién de continuidad (2.13) como;
dp 3da dp p+ Pdad® p+P

-+ —— P)=0= — —=0=d da® = 0. 2.89

+- (p+P) =t = dp+ —5—da (2.89)

Identificando V' con a®(¢) y usando la ultima ecuacién (2.89) sobre la ecuacién (2.88), obte-
nemos la siguiente ecuacion de conservacion para la entropia;

as _
dt

Si definimos a la densidad de entropia s ~ S/V, la ecuacién de conservacién se escribird comoy

0. (2.90)

d

E(ags) =0, (2.91)
Por otro lado, para las especies relativistas la densidad de entropia viene dada por;
p+P
=—. 2.92
s=12 (292)

Ahora, usando (2.77), (2.78) y (2.79) se encuentra s para el caso de fermiones ultra relati-
vistas;
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9,
sp=—=1",
77180
mientras que usando (2.80), (2.81) y (2.82) se encuentra sp para el caso de bosones ultra
relativistas;

(2.93)

(2.94)

El caso no relativista no es importante, ya que la entropia de la radiacién es mucho mayor
que la entropia de las especies no relativistas.

La conservacion de la entropia S implica que tanto para fermiones y bosones tenemos que
ga®T® = const., lo que nos lleva a la siguiente relacién entre el factor de escala a(t) y la
temperatura 7’;

1
a(t) o< =, 2.95
(1) o (295)
la cual implica que el universo se enfria a medida que se expande. Mientras que de acuerdo
con la ecuacion de Friedmann, la expansién del universo estéd gobernada por la densidad de

energia total
p(T) = pi(T), (2.96)

donde el indice 7 corre sobre las diferentes especies de materia que pudieran estar presentes
en el universo.

Los resultados anteriores nos permiten describir la historia térmica del universo, con
base a ello, a continuacion resumiremos las épocas mas importantes en la historia térmica
del universo.

Sopa primordial. La sopa primordial estaba compuesta por todas las diferentes especies
de particulas elementales. La masa de estas especies cubren un amplio rango comprendido
entre moy,p ~ 175 GeV (quark top) hasta el fotén mg, = 0. La densidad de energfa de
las particulas ultra-relativistas, a las cuales llamaremos genéricamente radiacion, es mayor
que las de las especies no-relativistas, por lo que, en el universo primigenio (i.e. dominado
por radicacién) es suficiente tomar en cuenta a la radiacion en el cdlculo de (2.96), asi, la
densidad de energia es;

2T
p(T) = 9:(T), (2.97)
30
en donde hemos definido ¢,(7"), como;
7
9(T) = go(T') + 2 94(T), (2.98)

8

Y 9 = »_; 9ip Suma sobre bosones relativistas y gy = >, ¢; 7, suma sobre fermiones relati-
vistas. Mientras que la presion en esta época vendra dada por; P(T) ~ @.
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Iniciando la descripcion a temperaturas mayores que la masa del quark top,
T > moup ~ 175 GeV, todas las particulas son relativistas, entonces sumando los gra-
dos de libertad internos de las especies a esta época nos da g,(7T) = 106,75 donde hemos
sumando los grados de libertad internos de todos los fermiones (quarks, leptones) y bosones
(gluones, fotones, W, Z,, Higgs) conocidos. Esto ocurre aproximadamente a t &~ 10712 s.
La transicién Electro-débil (EW), cuya discusién queda fuera de este trabajo de tesis,
ocurre cerca de T' =~ 100GeV, t ~ 20 ps, momento en el cual la aniquilaciéon del quark t
comenzaba a suceder. Los bosones de Higgs y los bosones de norma W, Z; se aniquilaron
posteriormente.
A la temperatura T ~ 10GeV, tenemos g, = 86.25 y es alrededor de esta etapa en que los
quarks b y ¢ se aniquilan junto con el meson 7 lo que reduce los grados internos de libertad
gy = 51.25.
A la mitad del proceso de aniquilacién del quark s, sucede una transiciéon importante: La
transicién de fase QCD (también llamada transicién de fase quark-hadron). Esta
transicion tiene lugar a 7" ~ 150MeV, t ~ 20 ps. La temperatura y por consiguiente la
energia de los quarks decayo6 tanto que los quarks perdieron su llamada libertad asintética,
la cual habian tenido a altas energias. Las interacciones entre los quarks y gluones (la fuerza
nuclear fuerte o la fuerza de color) comenzaron a ser considerables.
Los quarks y gluones dejaron de ser libres, por lo que el plasma quark-gluon comenzé a
transformarse en un gas de hadrones. Los quarks y los gluones formaron sistemas ligados de
3 quarks, llamados bariones, y pares quarks-antiquarks, llamados mesones. En esta etapa se
tiene g, = 17.25.
Poco después de la transicion de fase QCD, cuando la temperatura alcanza T = 20MeV,
gx = 10.75, los piones y los muones comienzan a decaer en electrones y positrones.
Cuando la edad del universo era de aproximadamente un segundo y la temperatura 7' ~
1MeV, la materia en el universo consistia casi totalmente de neutrinos, fotones, electrones,
positrones, neutrones, y protones en equilibrio térmico; la temperatura era lo suficientemen-
te baja para que la abundancia de particulas elementales mas pesadas fuera despreciable.
Alrededor de esta época, las interacciones de los neutrinos se volvieron suficientemente débi-
les v se desacoplaron del resto de la materia. Por el resto de la historia del universo, estos
neutrinos solo sufrieron un corrimiento hacia el rojo, lo cual implica que su energia fue deca-
yendo hasta formar un fondo césmico de radiacion similar al CMBR pero compuesto
de neutrinos.
At = 3 s, tenemos que la temperatura T =~ 0.5MeV. En esta etapa los electrones y
positrones comienzan a aniquilarse; la tasa de produccién de pares e”e™ cae por debajo de
la tasa de aniquilacion, y poco tiempo después se aniquilan la mayor parte de los positro-
nes, dejando una poblacién relativamente pequena de electrones residuales. Esencialmente
toda la energia de los pares positron-electron se transfirié a los fotones, calentandolos a una
temperatura ~ 1.4 veces mayor que la temperatura de los neutrinos. Protones, neutrones
y electrones residuales ya no se movian a velocidades relativistas; la densidad de energia
del universo quedé fundamentalmente dominada por los fotones: fue la era de dominio de
radiacion.
Cuando el universo tenia aproximadamente entre 4 s y 3 min de edad, y su temperatura
alcanza aproximadamente los 100keV, se produjo la nucleosintesis primordial. Los pro-
tones y los neutrones se habian enfriado ya lo suficiente como para que pudieran formarse
sistemas ligados con base a ellos, dando lugar a la apariciéon de los elementos més ligeros
de la tabla periédica: 'H, 2D, 3He, *He, 5Li, "Li. Las abundancias relativas de elementos
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ligeros predichas por la teoria se han confirmado brillantemente por la observacién. Esta pre-
diccion es impresionante ya que relaciones de las abundancias respecto a la abundancia de
H cubre varios 6rdenes de magnitud: *He/H =~ 0.08 hasta "Li/H ~ 1071°. Esto constituye
uno de los més firmes apoyos del Modelo Estandar de Cosmologia a la vez que demuestra
su interconexién y perfecta concordancia con el Modelo Estandar de Fisica de Particulas
Elementales.
El universo siguié expandiéndose y perdiendo temperatura. Cuando habian transcurrido
unos 10° afios y la temperatura habia descendido a T ~ 10* °K, la radiacién y la materia
igualaron sus densidades de energfa. Corresponde a un redshift de z ~ 3.3 x 10%.
Hacia aproximadamente los 3 x 10° afios, y el universo se habia enfriado, de tal forma que
que su temperatura era aproximadamente de 4000 °K, A esta temperatura y por debajo
de ella, los electrones y protones libres se combinaron para formar hidrégeno neutro. De-
bido a este proceso, esta etapa se le conoce como recombinacién (aunque en realidad los
protones y electrones no habfan estado combinados antes). Inmediatamente después, cuando
la temperatura descendié a 3000 °K, las interacciones entre materia y radiaciéon decayeron
precipitosamente provocando que los fotones se desacoplaron del plasma primordial,
por tanto, estos fotones pueden propagarse libremente sin interacciéon. Siendo més precisos,
el desacople de los fotones no tiene lugar en un instante determinado, sino que se realiza a
lo largo de un intervalo de tiempo At = 11813 x 10% afios en torno a tgesqe = 37913 x 103afios,
caracterizado por una anchura

Az =195+ 2, (2.99)

alrededor de Zzgesqe = 1089. La region donde tuvo lugar el desacoplamiento se denomina
superficie de dltima dispersién (LSS por sus siglas en inglés), y debido a que el desaco-
plamiento no es un proceso instantaneo, la LSS tiene un determinado grosor Az = 195 + 2.
Aquellos fotones emitidos en LSS son los que daran origen a la Radiacién del Fondo
Césmico de Microondas (CMBR). A partir de aqui, comienza la era de dominio de
materia, y esto ocurre a un redshift z ~ 1100.

La radiacion de fondo césmico de microondas, sustrayendo la correccién del movimiento pro-
pio del sistema solar y nuestra galaxia, es una radiacién de cuerpo negro altamente isotrépica,
excesivamente isotropica pues deberian haber inhomogeneidades que justificaran la siem-
bra del proceso de formacién de las galaxias. El satélite COBE fue el primero en observar
en 1990 unas minudsculas anisotropias en la distribuciéon angular de la temperatura de la
CMBR. Se cree que estas anisotropias representan fluctuaciones intrinsecas de la propia
CMBR debidas a la presencia de diminutas fluctuaciones de densidad en la materia
presente en el cosmos en el tiempo de la Recombinacion. Estas fluctuaciones de densidad son
las que mas tarde colapsaron para formar todas las estructuras del universo. La distribucién
angular de la CMBR tiene muchisima mas informacién fisica pues depende, por ejemplo, de
la densidad baridnica pg, la constante de Hubble Hy y las densidades de materia oscura ppas
y de energia oscura py.

Continuando con la descripcién, cuando habfan transcurrido 10® afios, a un redshift de
z = 20, se produjo la Reionizacidn, el proceso de formaciéon de las primeras estrellas.

En un principio, durante el dominio de la materia, la densidad de energia oscura en el univer-
so pp era mucho menor que la densidad de energia de la materia py. Pero con la expansién,
puesto que p,,, ~ a~3, mientras que p ~ constante, la densidad p,, iba disminuyendo, hasta
que a un redshift z ~ 0.46 las dos densidades se igualaron. En adelante, hasta la actuali-
dad, la evolucién del universo estaria dominada por la energia oscura o contaste cosmoldgica.
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Finalmente hoy, segin los tiltimos resultados del satélite Planck, a ty ~ 13.7 x 10° afios
de edad del universo, la temperatura del universo a descendido a tal punto que la CMBR

nos llega a T" = 2.7255 + 0.0005 °K. Las mediciones realizadas del CMBR manifiestan su
naturaleza planckiana; espectro de cuerpo negro®.

Figura 2.1: Las anisotropias en el Fondo Césmico de Microondas observadas por el satélite
Planck.

En la figura (2.1) se muestran las anisotropfas en el Fondo Césmico de Microondas
observadas por el satélite Planck. Los diferentes colores representan las fluctuaciones en la
temperatura, siendo las méximas diferencias AT /T ~ 107°.

2.1.3. “Problema”de las condiciones iniciales del Big Bang

A pesar de que el modelo cosmoldgico estandard explica la evolucién del universo desde la
primera fraccion de segundo hasta la edad actual de una manera bastante satisfactoria; posee
deficiencias relacionadas con las condiciones iniciales del universo. A continuacién veremos
una resena de los “problemas” que el modelo cosmoldgico estandar no puede explicar sin pedir
que las condiciones iniciales del universo, hayan sido tan tnicas, particulares y precisas, que la
minima variacion de estas condiciones generaria un estado final muy distinto al del universo
actual.

“Problema”de la chatura o planitud

Haciendo uso de la ecuacién de Friedmann (2.17), esta es;

K
Qt) =14 ———— = (Qt) — 1)H?d?(t) = K = constante. 2.100
(1) =1+ gy = ()~ DHA0) (2.100)
Para dos instantes de tiempo césmico, t cualquiera y el presente %y, la anterior ecuacién
implica que;

Q) — 1) H?a*(t) = (Qo — V) Hia®(to) = Q) — 1 = (Qo — 1)%, (2.101)

5La gran precisién con la que la CMBR se ajusta a un cuerpo negro ha sido una de las principales
razones por las que la teoria de Big Bang, se ha establecido, mientras que otras teorias, como la de estado
estacionario, han sido abandonados. Por ejemplo, en la llamada teoria de estado estacionario el universo ha
sido eternamente igual, necesita ser infinito y plano, y tener creacién continua de materia (algo asi como 2
atomos de Hidrégeno por m? cada 10° afios). Sin embargo, en esta descripcién, la CMBR no tiene cabida,;
puesto que esta teoria modela un universo que es y siempre ha sido transparente, por lo que no se explica
un espectro de cuerpo negro.
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ahora usando la relacién (2.42) esto es a(tg) ~ a(t)(1 + z), junto con la ecuacién (2.54); la
ecuacién (2.101) podra ser escrita como,

QQ —1

(14 2)2 + (1+2)Q + (1 — Q) + (14 2) 2
Anteriormente se menciono que en los tltimos resultados del satélite Planck fueron pre-
sentaron los valores 2y = 0.692 + 0.010, Qp = 0.0487 + 0.0006, Q2pyr = 0.265 + 0.006, y
Q, = (49+0.5) x 107°. Lo cual significa que la evidencia observable apunta a que y ~ 1.
Por otro lado, a medida que nos acercamos a las primeras etapas del universo, z — oo, (por
ejemplo; para desacople z ~ 1100, el equilibrio radiacién-materia z ~ 3.3 x 10%, cuando el
universo tenia 1 segundo de edad z =~ 10'%), entonces el limite,

Q) — 1=

(2.102)

lfm (Q(t) — 1) = 0. (2.103)

Z—r 00

Es decir, acercdndonos a la emergencia del universo la densidad total p(t) se acerca cada
vez mas a la critica p(t) — p.(t), ver ecuacion (2.16), consecuentemente el universo es
cada vez mas plano. Este resultado es la base del llamado: “Problema”de la chatura o
planitud (“flatness problem”). Como parece ser el caso, {2y ~ 1 “sin ser exactamente
igual”, entonces cerca de los primeros instantes de la emergencia del universo €2(¢) debié ser
exageradamente cercano a 1, sin igualarlo. Si fuese exactamente igual a 1 hoy, entonces
lo habria sido siempre. ;Cémo es posible que (t) estuviera tan exactamente sintonizado?
Tal cercania se dice que es un ajuste fino (“fine tuning”) de las condiciones iniciales del
universo.

“Problema”del horizonte

Este problema surge como consecuencia de la edad finita del universo, a la cual nos hemos
estado refiriendo como ty. Esta causa que unicamente podamos ver del universo hasta una
distancia tal que su luz ha tenido tiempo de llegar hasta nosotros, ya que para regiones
mas lejanas, la luz tardara un tiempo ¢ > t; en llegarnos, luego todavia no hemos recibido
informacion de dichas regiones, i.e. estan fuera de nuestro cono de luz. Como la luz finalmente
pudo viajar, sin interactuar con la materia, a partir de la superficie de tltima dispersiéon y no
desde el inicio del universo, esta distancia no corresponde a el horizonte comovil de particulas
dj,, definido en (2.64), en su lugar esta distancia viene dada por el horizonte comévil visual
d;, (Ellis y Stoeger 1988), el cual es una definicién similar a la de dj,,, pero esta tiene en
cuenta que la luz se liberé durante el desacople de los fotones con la materia, en un tiempo
10 Nulo tgesae, (a un corrimiento al rojo finito Zgesac)-

to 1 1
ho = / e / (i . (2.104)
taesae Ut)  aoHo 1 (1= 2)Q + (2t — 2) + 22 — (22— 2)Q

desac
Zdesac

Por otro lado, calcularemos el horizonte comévil de particulas (2.64), en el momento de la

ultima dispersion,
tdesac Cit
v o= — 2.105
hp /0 a ( t) ( )
Durante el desacople eventos separados por una distancia comévil mayor que (2.105) estardn
desconectados causalmente.
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Ahora debemos comparar ambos horizontes (2.104) y (2.105). Asf, dado que dj, de la
ecuacién (2.105) nos da la regién del universo que estaba conectada causalmente en la su-
perficien de ultima dispersion, y dj, de la ecuacién (2.104) nos da la regién que observamos
actualmente en el cielo, tendremos que si el dj,, es mayor que el dj, , nuestra prediccion
indicaria que todo lo que observamos actualmente ha estado relacionado causalmente entre
si antes de que su luz fuese emitida durante el desacople, por lo que esperariamos observar
lo que se observa: una gran homogeneidad e isotropia.

En cambio, si d;, < dj,, la prediccion del modelo indicarfa que existen regiones que hoy
observamos en el CMBR, que no han estado conectadas causalmente entre si en el pasado,
por lo que esperariamos observar que distintas regiones del CMBR presentasen propiedades
bien diferenciadas, puesto que no han tenido ninguna relacion causal entre si.

Sin embargo, evaluando ambos horizontes encontramos que;

tdesac dt /’tO dt
— <K —, 2.106
LS (2109

desac

es decir dj , < dj,,. Entonces, jcomo es posible que el CMBR sea casi perfectamente isétropo
en todo el cielo? dicho de otro modo, dejando de lado las pequenas fluctuaciones primor-
diales, ;por qué dos puntos opuestos en el cielo estan a la misma temperatura, si ninguna
informacién podia viajar de uno al otro al momento del desacoplamiento?

“Problema”de las reliquias no deseadas

Adicionalmente a los problemas del horizonte y de la planitud tenemos un problema de
Reliquias no deseadas. Este problema consiste en que si el Big Bang comenz6 a una tem-
peratura muy alta, reliquias prohibidas por la observacion, como los: gravitinos, monopolos
magnéticos, predichas por las teorias més populares de Gran Unificacién, hubiesen sobrevi-
vido hasta el presente, pero estas reliquias son descartados por las observaciones.






Capitulo 3

Cosmologia Estandar Inflacionaria

Planitud, igualdad de la temperatura, y reliquias no deseadas se podrian considerar como

las condiciones iniciales del universo. Por otro lado, La teoria del Big Bang no proporciona
ninguna explicacion de las condiciones iniciales del universo; més bien, describe y explica su
evolucion general, avanzando a partir de ese momento. En la teoria del Big Bang se requiere
una sintonfa muy fina, de dichas condiciones, para hacer una prediccién correcta sobre el
universo actual a gran escala. Para evitar la necesidad de condiciones iniciales tan finamente
sintonizadas, se propuso el llamado modelo inflacionario.
La teoria inflacionaria (Guth 1981; Albrecht y Steinhardt 1982; Linde 1982, 1983) no es un
remplazo para el modelo del Big Bang, sino un agregado al modelo que ocurre en una época
muy temprana sin modificar los logros alcanzados por el mismo. La definicién de inflacién es
simplemente una época previa a la época dominada por radiacién pero posterior a la época
de Planck, durante la cual el factor de escala del universo se acelera;

Inflacién ~ da(t) > 0. (3.1)

Siendo méds precisos, se cree que la inflacién tuvo lugar supuestamente a las escalas de las
Teorfas de Gran Unificacién (GUT por sus siglas en inglés), en un tiempo comprendido entre
tii ~ 107%s (inicio de inflacién) a ¢y &~ 10722 s (final de inflacién).

3.1. Elementos de la cosmologia estandar inflacionaria

3.1.1. El campo inflacionario

Las ecuaciones de Friedmann (2.11), (2.12); las cuales relacionan el factor de escala con
el contenido de materia en el universo. En particular, la ecuacién (2.12) corresponde a,

at) =~ (4 ), 32)

de donde vemos que cuando p + 3p < 0, se consigue la condicién d(t) > 0 que modela un
universo que experimenta una etapa de expansion acelerada.

Entonces, segin la cosmologia estandar para tener un periodo inflacionario es necesario algin
tipo de materia con presién negativa. Bajo determinadas condiciones un campo escalar ¢(t, I)
(que denominaremos inflatén); puede cumplir con este requerimiento.

Podemos describir la dindmica de un campo escalar ¢(¢,Z) acoplado minimamente a la
gravedad a partir de la accion:

33
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Sualdl = [ dov=ot, = [ dov=g( - {0Vt Vi), 33)

donde V'[¢] corresponde al potencial del campo ¢(t, Z). La variacién de la accién de materia
(3.3) con respecto a la métrica nos da el tensor energia-momentun:

_ 2 6(V=9Lw)
T = ==, (3.4)

el cual para la densidad lagrangeana L,, en cuestién, serd;

1
T = 8,00,6 — <§0a¢8b¢g“b + V[qb]) Gy (3.5)
Podemos comparar (2.8) con (3.5), de donde obtendremos;
_ Loy g _ Lo g seis
p= 50+ 530000+ Vgl p= 30"~ 01606 — Vo) (36)

La ecuacién de movimiento para el campo escalar se conoce como la ecuacién de Klein-
Gordon, la cual resulta de la variacién de la accién con respecto al campo escalar ¢(t, T), y
corresponde a;

0,000~ Z-V(6) =0 (3.7)

Separaremos el campo ¢(t,Z) en una parte homogénea e isotrépica ¢o(t), y una parte in-
homogénea y anisotrépica la cual representaremos a través de las perturbacion del campo
d¢(t, x). Mientras que la métrica serd separada en la métrica de fondo go, la cual vendra dada
por la métrica espacialmente homogénea e isotrépica FRW, y las perturbaciones de la métri-
ca 0¢g(t,x), las cuales generaran una ligera desviacién de la métrica FRW. Esta separacion
serd escrita como;

gb(t,l’) = q50<t)+5¢<t,$)7

Considerando tunicamente el orden cero de la perturbacion, entonces cuando el contenido
de materia en el universo es dominado por un campo escalar (3.3), la ecuacién de Friedmann
(2.12) se escribird como;

eEi g _%”GK%) - Vi) 3.9

segin la cual un perfodo inflacionario tendra lugar cuando la condicién V(¢g) > (%)2 se
cumpla.
Por otra parte, la ecuacién (2.11) tomara la forma,;

3H? = &@[%(%)2 + V(¢>O)] - i—f (3.10)
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el término de curvatura a% presente en la anterior ecuacion puede ser despreciado, puesto
que el sistema se mantiene inalterado al incluirlo, dado que durante la etapa inflacionaria
éste se vuelve rapidamente subdominante, de esta forma se llega a la ecuacion;

1 7dgo\2
3H? ~ 87TG[— (ﬂ) + V(¢o)] (3.11)
2\ dt
El resultado de la siguiente combinacién de ecuaciones; ec.(3.9) — % ec.(3.11), corresponde

a la ecuacion;

dH do 2
e iro(2) -
- nG(—t) (3.12)
Por dltimo, la ecuacién de Klein-Gordon (3.7) tomara la forma;
d* g deo OV (¢o)
3H =0 3.13
a T T e, (3.13)

esta ecuacion es similar a la que modela el movimiento de una esfera rodando cuesta abajo
sobre un plano inclinado y bajo la presencia de una friccién proporcional a la velocidad pero
en sentido contrario: §4+vys+ws = 0; siendo s la componente del desplazamiento a lo largo del
plano inclinado, v el coeficiente de friccién, y w, es la componente del peso de la esfera a lo
largo de la direccion del movimiento. Para el caso en el que w, es constante, la dinamica del
sistema hace que s evolucione hasta que las componentes vs y w;g se equilibren, en adelante
la velocidad de la esfera serd constante y conocida como velocidad terminal $,.,, = ws/7.
El sistema (3.11), (3.12), y (3.13), no siempre describe una etapa de expansién acelerada,
una étapa inflacionaria se presentara en el llamado régimen de rodamiento lento (slow-
roll), en el que el potencial V' (¢g) del campo es lo suficientemente plano (constante) y ademés
domina sobre la energia cinética. Como durante slow-roll el potencial domina a la energia

A Inflation
=
g
g —Q
]
t
i)
[=] .
o T
"'-.‘_ _,.»“"
Value 0_1_
reheating end inflaton
the universe inflation field

Figura 3.1: slow-roll.

cinética, entonces podemos despreciar la energia cinética %(%)2 del campo escalar en la

ecuacién de Friedmann (3.11). También se asume que durante slow-roll la cantidad % es
L

tal que en (3.13) rapidamente el término de friccién 3H % se equilibra con el término %j’o)

0
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d%¢o
dt?

por lo tanto durante este régimen ~ 0. Entonces durante slow-roll el sistema (3.11),

(3.12), y (3.13) tiende a;

dn OV (6)

S Do

dt

dH o 2
2 ~
BH? ~ 87G V(d), 47rG< ) ,

~ 0. (3.14)
Se argumenta que durante inflacién con rodadura lenta (slow-roll) V' (¢g) es aproximadamente
plano (constante), entonces de la primera ecuacién en (3.14) concluimos que durante este
periodo H es aproximadamente constante y se denotara como; H; (constante de Hubble
durante inflacién). Consecuentemente, usando el resultado H; ~ const sobre la segunda
ecuacion, se encuentra que % ~ const =~ (. Por ultimo, usando estos resultados vemos que
la tercera ecuacion se satisface trivialmente lo cual exhibe auto-consistencia del tratamiento.
Bajo estas condiciones, integrando % ~ H; =~ const, se encuentra que; a(t) ~ e, donde H;

aproximadamente toma el valor;

H; ~ /837G V()/3, (3.15)

el cual comparando con (2.29), indica que el espacio-tiempo modelado durante slow-roll es
aproximadamente de Sitter, donde 87G V(¢y) actia como una constante cosmolégica
efectiva.

Para expresar las condiciones de slow-roll de manera mas precisa recurriremos a la defi-
nicién de dos parametros®’ que cuantifiquen que tan plano es el potencial (este es el objetivo
de €1) y su curvatura (este es el objetivo de €;). Retomando las ecuaciones (3.9) y (3.11),
siendo més exactos; despejando V' (¢y) de la ecuacién (3.11) y sustituyéndolo en (3.9), se
logra encontrar;

1 d®a 4« dbo\?> 3H? ArG (doo\’
T~ a3 2] - = H?%|1— —— 3.16
a(t) dt? 3 { ( dt ) 47TG:| { H? ( dt ) }’ ( )
lo cual escribiremos como;
1 d%a
T (1 — € H? 1
sy az ~ el (3.17)

HZ \ Tdt
ensenia que un periodo de expansién acelerada tendra lugar cuando ¢ < 1.
Por otro lado, el parametro €5, se definird como;

2
en donde ¢, = ¢ <m> , el cual es un parametro definido positivo. Este parametro nos

e = _%g (3.18)

su interpretacién es directa a través de la ecuacién (3.13), entonces si |ea| < 1 esto signi-

2 . , 12
o0 < 3H% . Usando las relaciones (3.14), los pardmetros €; y € se escribirdn

ficara que
como,

'En la literatura, es mucho mds comtin denotar estos pardmetros como; € y 7, los cuales en nuestra
notacion corresponden a; € = € y €2 = 1. Nuestro cambio de notacién tiene como objetivo evitar confusién
con el tiempo conforme 7, deninido en (2.4).
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_AnGodggN?  H _4nG oV()\? 1 1 9V (¢o)\2
a = F(E) __ﬁ”9H4( Db ) N167TG<V(¢0) Do )
_ 29 _ H L °V(go) L V()

g = ——= —

Hé HH  3H2 0% 87GV(dy) 092

La aproximacién slow-roll es valida cuando las condiciones €; < 1y |ea] < 1 se satisfacen,
lo cual indica que la pendiente y la curvatura del potencial V'(¢,) respectivamente deben ser
suficientemente pequenas durante inflacién.

Aunque aqui inicamente se ha considerado el campo inflacio (por ser el contenido de materia
dominante en el universo durante inflacién con rodamiento lento), sin embargo, una vez que
termina la inflacion con rodamiento lento, el campo cae en el pozo de potencial y empieza
a oscilar alrededor del minimo del potencial. Ahora, aparte del término de friccion 3H d%,
existe un amortiguamiento adicional por el posible acoplamiento del inflatén con otros
campos de materia a los que va cediendo energia excitandolos. Este nuevo término es
representando fenomenolégicamente por F%, en donde I'"! es la rata de decaimiento de ¢y
en otras particulas. Entonces la ecuacién dindamica para ¢, durante este periodo, puede ser

escrita como;

4>y dpo | ddo | 0*V(¢o)
e H3H g AT 20

(¢o — o) =~ 0, (3.19)
g
donde hemos escrito el potencial V(¢g) como un desarrollo en serie de Taylor alrededor del
minimo del potencial o, y truncado la serie a segundo orden en (¢y — o).
Puede seguirse numéricamente la evolucién con cierto detalle? y el resultado final serd que el
universo se recalienta alcanzando, tras un tiempo aproximadamente de I'~!, una temperatura
final de recalentamiento 7,. ~ g, Vapi2 (en unidades Planck) con la que empalma con la
era ordinaria de la radiacion, con la condicién de que el universo no se expanda demasiado
durante el tiempo que le toma al campo ¢y en decaer.
Entonces, durante el decaimiento hacia el minimo se produciria una transferencia de la
energia perdida hacia otros campos acoplados con éste, que crearian procesos de creacién de
pares de particulas. Este proceso de decaimiento del campo escalar en otras particulas es el
conocido como recalentamiento (reheating), y como consecuencia de ello, se obtiene un
universo en donde los otros contenidos de materia empiezan a ser relevantes y el universo
se encuentra a una gran temperatura en equilibrio térmico, proporcionando las condiciones
iniciales esperadas para la teoria estandar del Big Bang.

La Cantidad de Inflacion

Normalmente, la cantidad de inflacién que ocurre es cuantificada con la razén entre el
factor de escala al tiempo en que la inflaciéon termina ¢¢;, con su valor en cierto tiempo ¢,
comprendido entre el tiempo en que la inflacién inicia t; y el tiempo ty;, es decir; t € (£, t5;).
Como sucede que este cociente es muy grande, se toma el logaritmo natural de dicho cociente,
definiendo lo que se conoce como el nimero de e-foldings; N,

2Dicho estudio se sale del tema principal de discusién en esta tesis, sin embargo el lector puede consultar
la bibliograffa [15], [16] en la cual esta discusién se realiza en detalle.
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N(t) =1In (‘ﬁz‘f) - /t v H(r)dr. (3.20)

Por definicién la funcién N (t) decrece en el tiempo volviéndose cero al final de inflacién.
Solucién a los problemas del modelo estandar cosmolégico

Planitud: La respuesta dada por inflacion se basa en que suponiendo que en alguna época
temprana del universo, experimento una etapa de expansién acelerada (como la que
seria producida por Inflacién; rodamiento lento), de manera que durante este tiempo
a(t) ~ eflrt siendo Hy = 0.36 x 10551, Entonces la ecuacién (2.17), durante el periodo
inflacionario podra ser escrita como;

K
Qt) =14+ ——— 3.21
() =1+ e (3.21)
la ec.(3.21) implica que §2(t) se acerca a 1 conforme ¢ aumenta (i.e., del pasado hacia
el presente).

Partiendo de (t), con una curvatura espacial cualquiera K # 0, y suponiendo que al
principio de inflacién (¢;;) diferia de la unidad en un orden de magnitud, por ejemplo
2 < Q(t;;) < 10, entonces,

K]
Qi) — 1| = ——— =~ 0(1), 3.22
92(t) = 1= g0 ~ O (322)
para conseguir que al final de inflacion Q(ty;) difiera de la unidad en una cantidad de
10752,
K] 52
Qty) — 1| = ———— ~= 1077, 3.23

requiere incrementar a(t) por un factor de 10%°, es decir a(ts;) ~ 10%a(t;) y por lo
tanto el nimero de e-foldings, ecuacion (3.20);

N(t;) = In (Zittf)) ) — 261010 ~ 60. (3.24)

Horizontes: Si el universo experimento una época primigenia de expansion acelerada,
entonces, a diferencia de (2.106), ahora se cumplird la desigualdad;

tdesac dt /to dt
BN iy 3.25
/ a® > o ald (3.25)

% desac

La razon, resulta de analizar la integral de lado izquierdo, la cual puede ser expandida

como;
tdesac dt tfi dt tdesac dt
T Y S .
tii a/<t> tiq a(t) tf; a(t)

7
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sobre la primera integral de lado derecho, dado sus limites de integracion, el factor de
escala en su integrando corresponderd a; a(t) ~ a.ett entonces,

tyi
/f dt - 1 o Hit
1 alt) Ha,

anteriormente se encontré que para solucionar planitud se requiere a(ts;) = 10%a(t;;),
por lo cual el primer sumando en (3.27) es ampliamente dominante frente al segundo.
Entonces, podemos aproximar;

tr;
1 1
= - : 3.27
H[a(tii) H[a(tfl) ( )

(5

i dt 1
~ , 3.28

. t .
por lo tanto, debido a que a(t;) — 0 vemos entonces que; ftf % — 00.
7
Entonces, durante la inflacién una pequena porcién, causalmente conectada del uni-
verso puede crecer enormemente, dando como resultado la isotropia de la temperatura

del CMBR que observamos.

Reliquias no deseadas: El problema de reliquias no deseadas se resuelve si la expansién
acelerada del universo diluye rapidamente dichas reliquias, lo cual es factible debido a
que la densidad de energia durante la inflacién, p; ~ constante, decae més lentamente
que la densidad de particulas de las reliquias p,, ~ 1/a®. La solucién dada por la infla-
cién a este problema es posible solo si, después de la inflacion, la densidad de energia
del universo se convierte en materia convencional sin crear reliquias no deseadas. De
hecho, si nos aseguramos que durante el recalentamiento, la temperatura no aumente
demasiado (aproximadamente 10'* GeV) es muy factible que no haya recreacién de
reliquias; de esta manera el recalentamiento sélo produciria particulas observadas.

3.2. El problema de la formacién de estructuras visto
desde la cosmologia inflacionaria

Origen de las anisotropias de la CMBR: Hasta este punto hemos analizado al universo

en términos de un modelo isotrépico y homogéneo, al cual nos referiremos en lo que
resta de esta tesis como el universo no perturbado o de fondo. Claramente el universo
actual es bastante inhomogéneo, manifestando una estructura heterogénea a escalas
menores que 100 Mpc; al estudio del origen de dicha inhomogeneidad se le denomina
origen de estructura.
La estructura se manifiesta en diversas formas, por ejemplo, en la existencia de galaxias
y su distribucion irregular (i.e., las galaxias se organizan en cimulos de galaxias).
Actualmente entendemos que la estructura se formo por la amplificacién gravitacional
de pequenas inhomogeneidades primordiales ¢ semillas de estructura césmica.

Por construccién el espacio-tiempo de RW, espacialmente es perfectamente homogéneo
e isotropo, por ende no es util para modelar las inhomogeneidades primordiales, pero
en su lugar, se piensa que la métrica que describe un universo el cual, espacialmente
a gran escala, es “casi perfectamente” homogéneo e isotrépico, corresponde a una pe-
quena desviacién de la métrica de RW (siendo estas desviaciones la herramienta con
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la que se modelaran las débiles semillas de estructura césmica). Dicho de otro modo,
se cree que la métrica que modela nuestro universo a gran escala, podria ser entendida
como una métrica resultante de perturbar la métrica de RW (en lo que resta traba-
jaremos con la métrica de RW escrita de la forma (2.5), en donde 7 es usada como
coordenada temporal).

De esta forma en el problema cosmolégico correspondiente al origen de estructura,
surge la necesidad de hacer un tratamiento de teoria de perturbaciones en relatividad
general, pero para hacer esta clase de tratamientos en relatividad general es necesario
lidiar con ciertos problemas los cuales mencionaremos a continuacion;

La Norma: Cuando se usa teoria de perturbaciones en relatividad general, se esta traba-

jando con dos variedades, una fisica M (la solucién que intentaremos describir con
perturbaciones), y otra de fondo M que es una variedad ficticia, preparada por no-
sotros para desarrollar el andlisis perturbativo (la solucién exacta que conocemos). Al
espacio-tiempo fisico lo denotaremos de manera general por (M, gu), v al espacio-
tiempo de fondo por (Mg, Vg,). Ademds, denotaremos a los campos tensoriales que
estén sobre M mediante Q y los definidos sobre M, por Qy, si estos campos poseen
igual dimensionalidad, entonces cuando escribamos ecuaciones del tipo;

Q(q) = Qo(q) +Q0(q), (3.29)

en donde ¢ € M mientras que ¢ € My < lo cual implica que Q(q) : T4(M) @ T4(M) ®
TeM)®, .. THM) @ Ty (M) — R mientras que Qo(q),0Q(q) : To(Mo) @ Ty(Mo) ®
T,(Mo)®, . T; (Mo) @ T (M) — R ), estaremos relacionando variables definidas en

dos variedades diferentes, y para lograrlo implicitamente hemos identificado los puntos
en estas dos variedades. Es decir, asumimos que existe un mapeo Y, definido como
dx:q € My — q e M, el cual da una regla que permite identificar los puntos de la
variedad de fondo M con los de la variedad fisica M. El anterior mapeo no es tinico
y se le nombra como grado de libertad de norma, esta libertad siempre existe en
teorfas a las cuales se les imponga el principio de covariancia general (p. €j. la teoria
de relatividad general).

Este grado de libertad no es fisico, no trae informacion relevante al fenémeno estudiado.
Lo anterior constituye un problema que surge cuando se hace teoria de perturbaciones
en relatividad general. Por lo tanto, un enfoque correcto en la teoria perturbativa en
relatividad general debe eliminar estos grados de libertad ficticios. Existen dos opciones
para lidiar con el problema de norma de forma genérica: (a) trabajar con cantida-
des invariantes de norma, 6 (b) escoger una norma. A continuacién describiremos
brevemente el funcionamiento de ambos enfoques.

Iniciaremos con la descripcién escribiendo los tensores g, 7T,

w» ¥ G como los siguien-
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tes desarrollos en potencias del pardmetro ¢ (con ¢ tal que € = 0),

2
g
G = (O)QW + 55(1)9#“ + 55(2)9;“/ +0(3)
2
9
T, = OT,+eW71, + §5<2>TW +0(3)
(0) 1) )
Guw = VG +edGu + 55 G+ O(3) (3.30)

donde © gy son las componentes de la métrica de fondo? la cual en este estudio corres-
ponde a la métrica RW, mientras que ¢ es el parametro que controla la perturbacion,
por lo cual 55(1)g,w corresponde al primer orden de la perturbacién de la métrica,
£5® do orden, £§¢) { i de igual f

570 gu, segundo orden, £0'g,, tercero, y asi sucesivamente (de igual forma para
Ty Gu).

Para el caso en estudio, las perturbaciones métricas pueden ser clasificadas, dependien-
do de sus propiedades de transformacion sobre hipersuperficies espaciales t =constante,
en tres categorias; escalares, vectoriales y tensoriales. Entonces, introduciendo cua-
tro cantidades escalares: A, B, ¢, E, dos vectores S;, F; y un tensor simétrico h;;
(las cuales son funciones de t y %), la métrica RW perturbada hasta primer orden

ds> = Vg, +e6Wg,, en su forma més general, <escribiremos la métrica de fondo

(2.4) como; O g = a®(n)(—dn? +v;;dxida?), los indices latinos 4, j son indices espaciales
los cuales corren de 1 a 3, siendo ' =7, 22 = ¢ y 22 = 0, por lo cual las componentes

no nulas de 7;; son; y11 = 7z, Y2 = r2sin 6, y 33 = r?), puede ser escrita como*;

ds* = a2(77){ — (14 2A4)dn* + 2(V;B — S;)dndz’ + [(1 — 2¢)vy

TV E + 2V + hij| da'da? }. (3.31)

Sin perdida de generalidad, hemos incluido el parametro € en las funciones A, B, i, F,
Si, F; 'y hsj. Por otro lado V; representa derivadas covariantes respecto de la 3-metrica
gy = v;;daida?, mientras que V;; = V,;V;. Los paréntesis en la derivada covariante
de Fj denotan simetrizacion, Vi Fy) = VI + V; F;.

Un problema que surge aqui es que a través de una eleccion inadecuada de las coor-
denadas es posible hacer que la métrica (2.4), adquiera una forma similar a la métrica
(3.31). Para este caso se dice que la métrica escrita en las coordenadas inadecuadas
posee inhomogeneidades coordenadas, las cuales no tienen ninguna relevancia fisica.
Es importante poder distinguir entre inhomogeneidades fisicas (geométricas) e inho-
mogeneidades coordenadas.

Consideremos una transformacién coordenada infinitesimal de la forma;

3 Anteriormente en (3.8), a la métrica de fondo la habfamos denotado como; gg, mientras que al cam-
po escalar homogéneo e isétropo con; ¢g(t). La notacién (3.30) se adapta de mejor forma al tratamiento
pertrubativo.

4consultar apéndice para mas detalles
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r® — 3% =a% 4+ &%, % =% (aM), (3.32)

donde los indices griegos corren de 0 a 3, siendo 2° = 7. La anterior transformacién
induce un cambio en las perturbaciones de una cantidad genérica Q(z*), descrito de la
siguiente forma;

AQ =6Q —6Q = —LQ, (3.33)
donde L¢ es la derivada de Lie en la direccién del cuadrivector &, definido como & =

(€9,€). Por otro lado, sabemos que cualquier vector en tres dimensiones f , puede ser
descompuesto de tal forma que su i-esima componente sea escrita como;

& =& +17Vér, (3.34)

donde la parte longitudinal &, es solucién de la ecuacién V;(v9V ;&) = V- E, mientras
que la parte transversal & satisface que V,;&% = 0, en conclusién las componentes £
del cuadrivector &, serdn; &%, & + 19V &

Entonces, con base a (3.33) la transformacién infinitesimal de coordenadas (3.32) in-
duce un cambio en la perturbacién métrica dg,z,

09ap = 0Jas = 09ap — LeGap, (3.35)

el cual puede reescribirse en términos de las transformaciones de las funciones; A, 1,
B, E, S, Fi, y hij, que definen la métrica perturbada a orden lineal (3.31). Las nuevas
funciones A, ¢, B, E, S;, F;, y h;j, estaran dadas por;

Amvd=a-Yo (@) BoB-Bre g, (3.36)
. ~ a o
Si = 8 =S —yi(&), Fr— Fy = F; —v;&, hyy — hy; = hy;. (3.38)

De la tercera ecuacién en (3.38), concluimos que a orden lineal en las perturbaciones, la
componente tensorial de una perturbaciéon métrica h;; es invariante bajo transfor-
maciones coordenadas infinitesimales (3.32). Del anterior conjunto de ecuaciones
también se encuentra que las componentes 5% solo contribuye a la perturbaciones vec-
toriales de la métrica, mientras que las funciones £° y &, tinicamente contribuyen a las
componentes escalares de la perturbacién de la métrica.

Sobre la opcién (a) cantidades invariantes de norma, notamos que; tomando com-
binaciones de las funciones A, B, E, v, S;, v F; podemos construir cantidades inva-
riantes de norma, esto es, cantidades que se mantengan invariantes en forma bajo
las transformaciones (3.32). En particular podemos construir las funciones escalares

D45, \If(gl y el campo vectorial W(g como;

iy = A+ S[a- (B - B (3.39)
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~ ~ a -~ ~,

Uiy =v ——(B - E), (3.40)

W) = 5, — F (3.41)

de modo que si realizamos sobre las anteriores ecuaciones los cambios de variable
dados por (3.36), (3.37), (3.38), encontraremos que; é(gi) = D), ‘i/(gi) = W ¥y
I/T/'Z-(gi) = Wi(gi), lo cual significa que las funciones definidas en (3.39), (3.40) y (3.41),
son invariantes de norma. Estas funciones fueron introducidas en 1980 por James
Bardeen, ver referencia [25], quien fue el primero en notar el problema de las libertades
de norma en el estudio de las perturbaciones cosmoldgicas.

Nota: Si analizamos una situacién en la cual a través de una eleccion inadecuada de
las coordenadas se logra hacer que la métrica de RW tome una forma similar a (3.31).
Entonces, dado que en las coordenadas usuales de RW, las funciones A, B, ¢, F, S;,
F;, y hi; son idénticamente nulas, implicando que @4y = ¥, W(gz) = hi; = 0. De
igual forma en las coordenadas inadecuadas, por la invarianza de norma, las funciones
<I>gl, \IJW, Wl (g9 Yy hl] tamblen seran idénticamente nulas, a pesar de que en general las
funciones A, B, ¢, E, S;, y, F; sean distintas de cero.

Naturalmente, una combinacién lineal de cantidades invariantes de norma da como
resultado otra cantidad invariante de norma, entonces, en principio podriamos construir
infinitas cantidades invariantes de norma. Otro ejemplo t1til sobre la construccién de
estas cantidades, resulta de considerar la cantidad escalar; QQ(n,Z) definida sobre la
variedad fisica M. Entonces, al igual que en (3.29) la cantidad Q(n,Z) puede ser
separada en una parte de fondo (Q(n) y su perturbacion §VQ(n, %), esto es;

Q(n,7) = “Qn) +sVQ(n,z), (3.42)

donde el parametro € que controla el orden lineal de la perturbacién ha sido incluido en
la cantidad §VQ(n, Z). Se encuentra que en general 6@ no es invariante de norma,
su cambio bajo una transformacién de coordenadas infinitesimal (3.32) esta dado por;

sMQ(n, ) = 5WQ(n, &) — OQ () (n, T), (3.43)

encontramos que solo si (V'@ es independiente de 7, entonces & (M@ es invariante de nor-
ma. Por otro lado, la siguiente combinacién entre §VQ y las perturbaciones escalares
de la métrica;

0VQ) = 0VQ + (B - E') O (3.44)

es una cantidad invariante de norma. Por otro lado, la cantidad vectorial V;(n,Z)
(con i=1,2,3) puede ser separada en una parte de fondo (©Vj(n) y su perturbacién
§WV;(n, ), de la siguiente forma;

Vi(n, %) = OVi(n) + sWVi(n, 7), (3.45)
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el parametro € que controla el orden lineal de la perturbacién ha sido incluido en la
cantidad 6V (n, Z). Por otro lado 6VV;(n, Z) no es una cantidad invariante de norma,
su cambio bajo una transformacién de coordenadas infinitesimal (3.32) esta dado por:
SOVi(n, @) = 6WVi(n, @) — a(n)ds®(n, ). No obstante podemos definir la cantidad
SOV como

SOV = 5OV 4 a(n)dy(B — E') (3.46)

la cual es invariante de norma.

A primer orden en la perturbacion, las perturbaciones escalares, vectoriales y tensoria-
les evolucionan independientemente de tal forma que pueden ser estudiadas de manera
separada. Sin embargo dado que a primer orden las perturbaciones vectoriales y ten-
soriales no producen perturbaciones en la densidad de energia, entonces este tipo de
perturbaciones son despreciables para la formacion de estructuras.

En lo siguiente solo se consideraran perturbaciones escalares dado que hasta primer or-
den en la perturbacion son las tinicas generan perturbaciones en la densidad de energia,
ver ecuacién (5.27) de la referencia [54].

3.2.1. Forma general de las ecuaciones para las perturbaciones
cosmoloégicas

A continuacién derivaremos las ecuaciones que describen la dinamica de las perturba-
ciones cosmoldgicas. Para esto, haremos uso de las ecuaciones de Einstein (2.1),

G,” =8rGT,". (3.47)
Para la métrica de fondo (2.5), con curvatura espacial K = 0, se encuentra que las
Unicas componentes no nulas (O)G#” son;
g, = —E(W) OGI = — Ly 2H' +H?) (3.48)
/A a2 ) (2 a2 i ) .

i . z
en donde H = %-. Entonces las ecuaciones para el fondo, seréan;

Og,” =8rGOT,", (3.49)
en donde OT

" es el tensor de energia-momento para el fondo, el cual debera satisfacer
las siguientes condiciones (7,7 = OT;7 =0, y (OT,J  §;7, como requerimiento para
que (3.49) se satisfaga.

Mientras que segun (3.30) para la métrica perturbada, el tensor de Einstein puede ser
escrito como;

G, =96, +6WG,"+, ... (3.50)

y el tensor de energia-momento puede ser escrito de una manera similar. Entonces
igualando orden con orden, se encuentra que la ecuacion de movimiento para las per-
turbaciones lineales vendra dada por;
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MG, =8rGsMT,", (3.51)

Las componentes no nulas del tensor de Einstein a primer orden en la perturbacion,
escritas en términos de las cantidades W g, @4, B y E, serdn;

2
ERE e [3H‘DEgi) — AWy + 3H* @y — SH(—H' +H*)(B — E’)] ;o (3.52)

2 / / /
606" = - [aiq/(gi) +HOD gy + (M — H2)O(B — E )], (3.53)

) 1 .
5(1)GZJ — ; [&»aﬂ(\lf(gi) — q’(m)) ( A\II (g%) —|— 2 (gl —+ 47‘[\Ifl(gi) +
+ 2HP ) + A Dg) + 2H D i) + AD ()0 + 2(H" +
— HH —H*)(B - E')S! (3.54)

en donde A = V2,

Las cantidades (3.52), (3.53) y (3.54) no son invariantes de norma, sin embargo pode-
mos construir las cantidades invariantes de norma §VG," i), SVG 40y, v SWG; g,
definidas como;

0WG, gy = 5(1)Gn"+((°)Gn")’<B—E’) 0WG gy = WG, + (G (B - E),
WGy = WG+ (G, -G /3)0;(B — E') (3.55)

y de forma andloga para 5(1)TM”(gZ-), se construyen;

STy = BVT -+ (VT — B, 60T = 60T (O1Y(B - )
STy = 60T+ (0T, — OT/3)0,(B - E'). (3.56)

Entonces, usando (3.49) junto con (3.51) se encuentra que;

WG, gy = 8TG VT, " (i), (3.57)
2
a2 <3Hq’<gz> A (giy + 3H2@<gi>) = 87G VT, g, (3.58)
2 ! On
—g[aiqf(gi)wzaicp(gi)] = 8nG VT ., (3.59)

1 .
0 (Wi — Dgiy) + (— AW gy + 200 + AHT, +27—[<I>(gl

A D gy + 2H2D iy + A )5] = 87GsITI ,  (3.60)
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Perturbaciones de la Materia: Restringiéndonos a perturbaciones escalares, la pertur-
bacién del tensor de energia-momento (2.8), correspondiente a un fluido perfecto el
cual puede ser descrito por las funciones; densidad de energia p, presion p, y cuadrive-
locidad del fluido /. A primer orden en la perturbacién, en su forma més general puede
ser escrito en términos de tres funciones escalares denominadas como; perturbacion de
la densidad de energia 6™ p, perturbacién de la presién 6Vp, y la perturbacién de la
tres velocidad del fluido 6™,

5(1)Tnn — _'5(1)’07 oW = —((O)p—i— (0)]?)5(1)%;,
ST = §76Wp. (3.61)

En general p no solo es funcién de p, también puede ser funcion de la entropia S.
Entonces, p = p(p,S), por lo que 6Mp, podrd ser expresado en términos de 6Mp, y
sMS, de la siguiente manera;

Ip Ip
dWp =21 §Wp 4 2| WS = 25 WS 3.62
p ap S p + aS o Cs p+ T Y ( )
donde ¢? = g—z S T = ‘g—g K mientras que §(YS es una cantidad adimensional que lla-

maremos perturbacién de entropia (primer orden de la perturbacién). La perturbacion
de presién sera adiabética, d)S ~ 0, si podemos definir una ecuacién de estado para
la cual la presién solo dependa de la densidad; p = p(p). De una manera aproximada
esto corresponde al caso cuando la dindmica del universo es dominada por un tnico
fluido, como lo es (en el modelo cosmolégico estdandar inflacionario) durante el periodo
inflacionario, 6 durante el dominio de radiacién 6 de materia.

Por otro lado, con base a (3.44) y (3.46) se pueden construir las cantidades invariantes
de norma §(Mpe) s pled) v 6(1)%(91), encontrando;

sWpled = s, 4 ( (O)p)’(B —F), sWpled) = sy 4 ( (O)p)’(B — B,
syl = 6Oy, + a(n)dy(B — E'). (3.63)
Ahora, usando las relaciones anteriores junto con (3.56) y (3.61), se encuentran las

componentes invariantes de norma 5(1)Tu”(gi), para las perturbaciones del fluido per-
fecto;

SOT gy = —6Wpld 0T = —(©p 4 (0)p)5(1)u§9i)7
5(1)Tij(gi) = §;76WpleD), (3.64)

Sobre la opcién (b) escoger una norma, procedimiento conocido en inglés como gau-
ge fixing, esto significa simplemente que se escogera una foliacion particular espacial
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del espacio-tiempo RW. Una elecciéon muy usada es la norma sincrona definida por
las condiciones A,. = B,,. = 0. La norma sincrona es muy popular para los estudios
numéricos y es la norma usada en CMBFAST.

Por otra parte, en la norma longitudinal 6 Newtoniana conforme, las tunicas
perturbaciones escalares distintas de cero son; A;,, v ¥ion, lo cual permite que las coor-
denadas queden completamente definidas. La condicion Ej,, = 0, impuesta sobre la
primera ecuacién en (3.37) fija &, de una manera tnica y con esto junto con la condi-
cién By, = 0, impuesta sobre la segunda ecuacién en (3.36) determina £°. Entonces,
iniciando con el sistema coordenado (7, ), en el cual las funciones A, B, 1/; y E en
general son distintas de cero. A través del cambio de coordenadas infinitesimal dado
por;

Mon =1 — (B = E'), oy = 7' +770;, (3.65)

se llega a la condicién de norma longitudinal, esto es Ay (Mion, Tion) 7 0, Yion(Mion, Tion) 7
07 y Blon(ﬁlonyxlon) - Elon(nlonvxl0n> =0.

Perturbaciones escalares en la norma longitudinal: En la norma longitudinal la métri-
ca (3.31), para el caso de curvatura espacial nula y considerando solo perturbaciones
escalares, toma la forma:

ds® = —a*(n)(1 + 2A)dn* + a*(n)(1 — 2¢)d;;dz"dx?, (3.66)

en donde z° 6 27 con i,j = 1,2, 3 denotan las coordenadas espaciales: 2! = z, 22 = v,
2 = z. Aqui y en adelante omitiremos la etiqueta lon, con la cual nos referfamos al
haber escogido la norma longitudinal.

Por otro lado, partiendo de las ecuaciones (3.39) y (3.40), se encuentra que en la
norma longitudinal las funciones; A(n, Z), ¥ (n, &) respectivamente coinciden con las
variables invariantes de norma; ® 4 (n, Z), W4 (0, L), (esto es A(n,Z) = P (0, ) y
Y(n, %) = Y(4i)(n, Z)). Lo anterior motiva a renombrar las funciones que representan las

perturbaciones escalares en la norma longitudinal, como; A(n, &) = ®(n, ), y ¥(n, &) =
¥ (n, Z).

En adelante utilizaremos la métrica (3.66), escrita en términos de ®(n, ) y ¥(n, )
esto es;

ds® = —a*(n)(1 + 2®)dn* + a*(n)(1 — 20)é;;da’da’. (3.67)

Se encuentra que escogiendo la norma longitudinal, para las perturbaciones de una
cantidad escalar (3.44) se obtiene; 6(1)Q(gi) = M Q. De forma analoga las componentes;
(3.52), (3.53) y (3.54), una vez fijada la norma longitudinal, se reduciran a;

sNG, " = % [37{@’ AU 3%%], (3.68)
2
Wan_ _ 2 |50 .
SVG = [azxp +Hazc1>}, (3.69)
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sWGI = % 0,07 (U — @) 4 (=AU + 20" + 4HTV' +

+ M + AHD + 2H2D + Acb)ag] , (3.70)
mientras que las ecuaciones (3.55) y (3.56), se reducen respectivamente a;

5(1)Guy(gi) - 5(1)Guyv 5(1)Tuy(9i) - 5(1)Tuyv (3.71)
por lo que la ecuacion (3.57), se reescribird como;

oMG," =8nGsVT,", (3.72)

con el objetivo de expandir (3.72), usaremos las componentes 5(1)Gu” presentadas a
través de las ecuaciones (3.68), (3.69), y (3.70), por lo cual se obtiene;

2
a?

(3%111’ YN 3H2<1>> = 87GoVT, ", (3.73)

2 OV + HO®| = 8nG VT, (3.74)
CL2

1 .
= [aiaf(qf — D)+ (—AY 20"+ AHY + 2HD +
FAH'D + 2H2D + A@)df.} = 87G oV, (3.75)

A través de las relaciones mostradas en (3.63), podemos notar que las perturbaciones
s plad) - s pled) 5(1)%(91') coinciden en la norma longitudinal con las perturbaciones
de la densidad de energia 61 p, presién 6Mp, y la 3-velocidad 6w, del fluido respec-
tivamente.

Las ecuaciones (3.61), (3.62), (3.73), v (3.75), pueden combinarse para obtener la ecua-
cién de movimiento para W. Bdsicamente sumando las ecuaciones (3.73), (3.75), y
teniendo en cuenta las definiciones (3.61), (3.62) se obtiene;

U — AV + 3H(1 + AV + 2H + H2 (1 + 3¢,)]¥ = 4nGroVS. (3.76)
Finalizaremos esta seccion introduciendo la variable £, definida como;
2 d 2QH IV + P
— (V) + V= - ——————
swrna Y =3

Calculando la derivada de £ con respecto al tiempo conforme, se obtiene;

€ = + 0. (3.77)

, 2 ” 3wH+1H H W , W
e StEVLL L _ v .
¢ 3(w+1)7—[{\1[ +( 2 H w—|—1+% Vo + (378
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2

Si utilizamos la definiciéon ¢ = %’ junto con la ecuacién de continuidad p/ = —3(p +

P)H, y la ecuacién de estado P = w(p,S)p, es posible relacionar ¢ con w y w’ de la
siguiente manera,

—3uw’
2
., =——-—+uw, 3.79
314+ wH (3.79)
la expresién anterior, junto con las ecuaciones de Friedmann (2.10) escritas en funcién
del tiempo conforme 7, y con curvatura espacial nula K = 0, permite escribir (3.78)
como;

2

= 3w+ 1)H

(xp” +3(1+ AHY + 2H + (1 + 3c§)7—[2]\1f>, (3.80)

la ecuacién (3.80) es vélida para cualquier era cosmoldgica.

Suponiendo que en un rango de tiempo 7, < 1 <K 72 tal que w llegard a cambiar
significativamente de tal forma que ocurriera un cambio de era cosmolégica (esto es w
transita de wy para la era 1, a wo para la era 2), las escalas angulares que se mantienen
mayores que el radio de Hubble durante este rango de tiempo implican que k? <
H?2, v como 0 < ¢, < 1, entonces, durante el mismo periodo de tiempo, también se
cumplird que k?c? < H?. Ahora, trabajando con el término H*¥ — ¢>V?¥ presente
en la ecuacién (3.76), la contribucién del modo k a este término serd (H2 — c2k2)U,,
entonces para las escalas angulares mayores que el radio de Hubble durante el periodo
m <K n <K ny se cumplird que (H? — 2k?)¥;, ~ H?Wy, razén por la cual para estas
escalas (3.76) podra ser aproximada como;

U 4 3(1 + AHY + [2H + H* (1 + 3¢,)|¥ = 4rGrsMS. (3.81)

Ahora durante el dominio de cada una de estas eras se tendra que P ~ P, = w;(p;)pi,
(en donde i etiqueta a la era dominante i = 1,2), por lo cual 6§ ~ 0 durante el
dominio de cada una de estas eras. Entonces, la ecuacién (3.81) tomard la siguiente
forma asintética;

\I;Zra.i + 3(1 + Cg,i)HeTwi\Iﬂera.i + [2Hlera.'i + (1 + 3C§,era.i)%zra.i]q]67’a~i ~ 07

por lo que de (3.80) se obtiene que para esta situacion ¢ ~ 0 esto significa que &
serd una cantidad conservada;

ZH;“L.l‘P/era.l =+ \Ijera.l
3 Wera.1 + 1

N, ~ EHETZ.z‘I"em.z + Wera
era-t 3 Wera.2 + 1

+ Uerao, (3.82)

3.2.2. Anisotropias de la CMBR

Como se ha indicado, las perturbaciones de la densidad en la LSS generaron fluctuacio-
nes en la radiacién emergente. Este tipo de variaciones en la temperatura del CMBR,
de origen primordial, se denomina anisotropias primarias. Ademads, en el trayecto
de los fotones desde LSS hasta el observador, intervinieron diversos procesos fisicos,



50 Cosmologia Estandar Inflacionaria

de caracter gravitatorio o bien dispersivo, que generan otro tipo de fluctuaciones de-
nominadas anisotropias secundarias. En lo siguiente expondremos los principales
mecanismos que generan tanto anisotropias primarias como secundarias.

Anisotropias primarias

1. Las anisotropias primarias, pueden dividirse, en funcién de los mecanismos que
las generen. Para entender esos mecanismos conviene separarlos en dos grupos de
acuerdo a la escala angular de las anisotropias. A escalas angulares menores que
un grado® se observan los efectos producidos por la interaccién de los fotones con
el plasma de electrones y protones al momento en el pasado cuando los fotones
de la CMBR estaban atrapados dentro de ese plasma primordial. En contraste,
las manchas de tamanos angulares superiores a un grado se deben al cambio en la
frecuencia de los fotones inducido por el potencial gravitacional presente cuando
los fotones se liberaron.

El calculo del efecto de las fluctuaciones de densidad sobre la radiacién del CMBR,
requiere la realizacién de una integral a lo largo del grosor® de la LSS. La variacién
relativa de la temperatura observada en la actualidad en la direccién de un vector
unitario n estd dada por la expresion;

AT, .. 16n,

1
) = ——2 — T+ —D (1, T 3.83
T(n) i, nv+3 (s, T1s) ( )

aqui, 7 = (cos ¢sin @, sin psinf, cos ) es el vector unitario a lo largo de la linea
de visién, mientras que ¥j; = —xsn (siendo z;s la distancia comévil d.. recorrida
por el fotén desde su emisién en la LSS hasta su detecciéon por los observadores
contemporédneos) da la posicién del punto de partida del fotén viniendo de la
direccion —n, correspondiendo la posicién del observador con el origen del vector
Z1s. El vector ¢ corresponde a la velocidad peculiar del observador respecto a
LSS. ny es la densidad numérica de fotones y ® es la perturbacién del potencial
gravitatorio. Cada uno de los tres términos del lado derecho de la ecuacién (3.83)
representa un mecanismo independiente de generacién de anisotropias primarias.
Describiremos a continuacién estos mecanismos, guardando el orden dado por los
términos segun aparecen en la ecuacién (3.83).

En esta ecuacion, el primer término es denominado anisotropia intrinseca de-
bida al fluido de fotones, con diferentes temperaturas, en la recombinacién (la
diferencia de temperatura es debido a que regiones de alta densidad presentan

SEs preciso recurrir a una breve explicacién. Segtin la ecuacién (2.66), el radio de Hubble sobre la superficie
de tltima dispersién abarca un dngulo de Vg —g4es = di(t1s)/da(tis). Evaluando (2.6) en ¢ se encuentra;

dy(tis) = = 0.2Mpc,

H(le)
mientras que la distancia angular entre el observador y la superficie de dltima dispersion puede ser calculada
a través de la ecuacién (2.68), sustituyendo z;; = 1100, junto con r. el cual asumiendo que la curvatura
espacial del universo es nula, corresponderd a la distancia comovil d. recorrida por el fotén desde su emisién
en (t;5,71s) hasta su deteccién en (¢g, ro). Entonces 7. = d. = 14000M pe por lo cual; d4(t;5) = 14000M pe/(1+
1110) =~ 13Mpc, asi que 9y _ges ~ 0.2/13 ~ 1°.
byver ecuacién (2.99)
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un exceso de temperatura). Tras la recombinacion los bariones y la radiacién se
desacoplan produciendo que los fotones viajen libremente. De esta manera, las
oscilaciones acusticas que se produjeron dentro de LSS quedan codificadas en esta
radiacion, y son proyectadas en el cielo en forma de una serie de picos acusticos
que son detectables en el espectro de potencias de la CMBR. Padmanabhan (ver
referencia [26]) demuestra que para este tipo de anisotropias, la dependencia de
las fluctuaciones de temperatura con su escala angular 9 y el indice espectral ng,
el cual da informacién sobre la variacion de las perturbaciones con k, esta dada
por;

(AT(A > — 1 5”’7 19(1_715)/27 79 < ﬁHfdes
T " mt 4 Ty > 9~ 0H)2 9 > 9y e

Las observaciones indican que; (ns /= 1) por lo que a través de la relacién anterior
se encuentra que las anisotropias intrinsecas son apreciables en escalas angulares
menores que el angulo subtendido por el horizonte en la LSS 95 _4. ~ 1°.

El segundo término da cuenta del desplazamiento Doppler y se debe al mo-
vimiento relativo entre el emisor y el observador. Las oscilaciones en la densidad
del fluido en la LSS causan variaciones del potencial gravitatorio que a su vez
provocan un movimiento de materia, se genera entonces un campo de velocida-
des. Compresiones y las expansiones corresponden a valores nulos de la velocidad,
mientras que en los puntos intermedios en los que se equilibran el potencial gra-
vitatorio y la presion de radiacién la velocidad alcanza un valor maximo. Este
movimiento del fluido provoca un desplazamiento Doppler que se manfiesta co-
mo una anisotropia en la temperatura. El efecto Doppler tiene una dependencia
direccional n - v, debido a que sélo interviene la componente de la velocidad v
proyectada sobre una linea en direccién 7 (linea de vision)., se trata formalmente
de una anisotropia dipolar. Padmanabhan (ver referencia [26]) demuestra que
para este tipo de anisotropias, la dependencia de las fluctuaciones de temperatura
con 9 y ng, esta dada por;

(AT ) ) . {19(3—ns)/2’ 9 < V5 gos
=—Nn-UX
Dopp

7 939 S

Segin las observaciones ng ~ 1, entonces las fluctuaciones de temperatura que
provoca este efecto aumentan con la escala angular hasta 9y 4.5 ~ 1°, y dismi-
nuyen por encima de ese valor.

Mientras que el ultimo término se debe a la gravedad. Dicho efecto consiste en
el hecho de que los fotones pueden ganar o perder energia en presencia de pozos
de potencial gravitacional en la superficie de ultima dispersién, y por ello aban-
donan la LSS con una diferencia en su potencial gravitatorio ® (s, Z}s) respecto
al observador. En consecuencia sufren un desplazamiento al rojo gravitatorio, que
depende de la magnitud de ® (Sachs & Wolfe, 1967). Padmanabhan (ver refe-
rencia [26]) demuestra que para este tipo de anisotropias, la dependencia de las
fluctuaciones de temperatura con ¢ y ng, estd dada por;

AT A 1 . ’19(57”5)/2, ¥ < ﬁH—des
(T(2)>SW = —§¢>(nzswzs> X {ﬁ(lﬂs)/?7 V> VH_ges
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Segun las observaciones ng =~ 1, por lo cual haciendo uso de la anterior relacién, se
encuentra que el efecto SW es despreciable para escalas angulares pequenas (esto
es escalas angulares menor que un grado), y domina con un valor constante en
escalas angulares mayores que el tamano del horizonte. Las fluctuaciones mayores
que el horizonte de particulas durante el desacople, atin en la actualidad no han
evolucionado significativamente, y por ello las fluctuaciones de temperatura en
esta escala reflejan las fluctuaciones primordiales.

Anisotropias secundarias

. Las anisotropias secundarias son las generadas en el camino recorrido desde el

desacoplamiento de los fotones hasta hoy. Son varios los mecanismos que pueden
dar lugar a las mismas (ver por ej. Refregier 1999):

» Efecto Sachs-Wolfe Integrado corresponde a las anisotropias generadas debi-
do a la evolucién temporal del potencial gravitatorio a lo largo del camino
de los fotones entre la LSS y el observador. Cuando los fotones atraviesan
pozos de potencial variables con el tiempo, los fotones experimentan un des-
plazamiento al azul (ganan energia) cuando entran en un pozo de potencial,
y un desplazamiento al rojo (pierden energia) al abandonarlo. En estructu-
ras estaticas estos dos efectos se cancelan mutuamente, pero en caso de una
variacién temporal, si el potencial decrece se produce una ganancia neta de
energia. Este efecto origina un aumento de la temperatura proporcional a la
integral a lo largo de la linea de visién de la derivada temporal del potencial

o(t,7),

(%(ﬁ))sm =2 / " _aq>(g7,7m)dn (3.84)

la integral recorre la trayectoria del fotén de modo que dr? = dn?, obteniendo
para la trayectoria de un fotén desde su emisién hasta llegar al observador;
r(n) =mo—mn.

Existe un efecto SWI que se produce justo después de la recombinacion, en
estructuras proximas a la LSS, y otro més tardio, originado en estructuras con
bajo desplazamiento al rojo. Este tltimo se manifiesta en escalas angulares
grandes y es significativo sélo en caso de que exista una constante cosmolégica
con una contribucién importante.

Por otro lado, el efecto Rees-Sciama (RS; Rees & Sciama (1968)), es andlogo al
ISW que se presenta en el régimen no lineal, por lo tanto es menos significativo
que los anteriores fendmenos generadores de anisotropias. En el efecto RS
la evolucion del potencial gravitatorio con el tiempo es causada por el
crecimiento no lineal de estructura y del movimiento de halos que
se unen, dando lugar a anisotropias.

Ndesac

» Efecto lente gravitatoria (Cayon et al. 1993): Por tltimo, efectos de lente
gravitatoria generados en estructuras masivas de gran escala podrian afectar
las trayectorias de los fotones del CMBR (Blanchard & Schneider, 1987).
Este mecanismo no podria generar anisotropias de manera independiente,
sino modificar las previamente creadas, de manera que se trata de un efecto
de segundo orden.
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Analisis multipolar de las anisotropias. Puesto que la temperatura de la CMBR es una
funcién definida sobre la superficie de una esfera, entonces es natural usar los armoénicos
esféricos para su representacion Y, (6, ¢),

T0,6) =Y > oumYm(0,0), (3.85)

=0 m=—1

en donde T'(6, ¢) es la distribucién angular de la temperatura de la CMBR en la esfera
celeste, y [ es el llamado multipolo, mientras que oy, son los coeficientes multipolares.
Como el espectro de CMBR es muy cercano al de un cuerpo negro a una temperatura
Tp, las fluctuaciones de la temperatura de la CMBR se expresan de la forma g(@, ®) =

To
T(0,0)—T¢ . s ’ . ;. , .
% el cual también podra ser escrito como una suma en armdénicos esféricos,

E(G, ¢) = Z Z alm%m(& ¢)a (386)

T,
0 1=2 m=—1

En (3.86) no se ha incluido el monopolo (I = 0), el cual simplemente corresponde
al valor de la temperatura promediado sobre todo el cielo, esto da una temperatura
constante (sin fluctuaciones) de Ty = 2.7250 °K, ni el dipolo (I = 1), el cual corresponde
a la variacién de temperaturas entre dos direcciones opuestas, es decir, un hemisferio
ligeramente més caliente que el otro. Esta anisotropia dipolar es de unos AT—OT(fls) R
0,003 °K y es un efecto del movimiento de nuestra galaxia con respecto al CMBR. En
general, el resto de las fluctuaciones angulares (o anisotropias) de la CMBR tienen su
origen en diversos procesos fSicos, anteriormente mencionados, que ocurrieron en la LSS
(que producen las llamadas anisotropias primarias) o entre la LSS y los observadores
contemporaneos (que producen las anisotropias seccundarias).

A fin de describir el campo de fluctuaciones en términos de estructuras a una escala

de tamano dada, se descompone las fluctuaciones de la temperatura ATOT(@S) en modos
de Fourie %(lg) que estdn caracterizados por el vector de onda’ k
0
AT 1 o AT -
— (%) = dPke™ e ——(k 3.87
TO ($l ) (271')3/2/ € T{] ( )7 ( )

donde s = x5, con n = (cos ¢sin b, sin ¢psin b, cosf) un vector unitario normal a la
dos esfera celeste, mientras que x;; corresponde a la distancia comovil d.. recorrida por
el foton desde su emisién en la superficie de tltima dispersion al tiempo t;,, hasta su
deteccién, por los observadores contemporaneos, en un tiempo tq, x;s = fttlg dr/a(T) ~

6000h~" Mpc.

Por otro lado, los arménicos esfericos forman un conjunto completo y ortonormal de
funciones sobre la esfera, por lo que multiplicando de ambos lados de la ec.(3.86) por
Y,k (0, ¢), usando la ortogonalidad de los ¥}, (6, ¢) e integrando, podemos encontrar los
coeficientes multipolares a;,,;

"En realidad, serfa mas apropiado llamar a k el niimero de ondas, pues lo que nos da es 27 veces el niimero
de ondas (o ciclos) completos que caben en la unidad de longitud L. Es decir, k es una frecuencia espeacial,
analoga a la bien conocida frecuencia temporal w, k = 2{((1, b, ¢) siendo a, b, ¢ nimeros enteros
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. AT
i — / 4030, ) (6,9). (3.88)

Ahora, insertando (3.87) en la dltima ecuacién encontramos,

AT . 7o
3 ik-Ts
Aty = @) 3/2 /dQ/d kY, (0, 0)—(k)e™ s, (3.89)

usando el desarrollo de la onda plana en armonicos esféricos

A7 N 2 (7 AT -
= e [ 2 [ 0.0 52 5l i (i 0.0) - ) (3.0

donde 7;(x) son las funciones esféricas de Bessel, j;(z Vo Jir12(), y Ji(z) son las
funciones de Bessel de primera clase. Entonces, hamendo uso de la ortogonalidad de
los arménicos esféricos, la anterior ecuacion tomara la forma,

Al = W@ /d k lm(k)]l(kxls) TO (k) (391)
Modelaremos a %(1’15) como un campo aleatorio®, lo que significa que su valor en

cada punto del CMBR es una variable aleatoria®. Observaciones indican que las an-
isotropias se pueden modelar como un campo aleatorio gaussiano (para mas detalles
consultar referencia [27]), i.e., las variables aleatorias del campo aleatorio tienen una
distribucion de probabilidad gaussiana. Entonces, asumiendo que las fluctuaciones de
temperatura son gaussianas, se deduce que los coeficientes a;,,, son variables aleatorias
e independientes.

El promedio sobre un ensamble (teérico) de universos'® de la cantidad |a;,,|* definida
para cada uno de los elementos del ensamble, serd denotado como; |a;,|? en donde la

8Es una generalizacién de un proceso estocastico (dado un espacio de probabilidad (€2, F,P), un proceso
estocdstico (o proceso aleatorio) en el espacio de estados X es una coleccién de variables aleatorias X-valuadas
indexadas por el conjunto T' (tiempo). Esto es, un proceso estocéstico F es la coleccién {F; : t € T'}.) en el
cual el pardmetro ¢ no es un simple nimero real, sino que puede ser un campo vectorial multidimensional o
inclusive una variedad.

9De manera formal una variable aleatoria se puede definir como sigue: Sea (£, F,P) un espacio de
probabilidad (el triplete del espacio de probabilidad es Q es el espacio de muestra, F es el o-dlgebra de
subconjuntos de  y P la medida en (2, F) ) y (), X) un espacio de medida. Entonces la variable aleatoria
X es la funcién de medida X : ¥ — ). Las preimédgenes de los subconjuntos V(€ X) son eventos (€ F) y
tienen asignada una probabilidad P. Se puede ver que el nombre de variable es incorrecto ya que en realidad
es una funcién.

10Para que la afirmacién anterior tenga sentido es necesario considerar un ensamble de universos, i.e., el
campo §(Z) en cada punto del espacio tendrd un valor diferente para cada uno de los universos miembros del
ensamble, con un (6(Z))? sobre todos los miembros del ensamble. La homogeneidad estadistica del campo
§(Z) significa que (§(Z))? es independiente de la posicién. Obviamente el campo que estamos estudiando es un
miembro de este ensamble i.e., una realizacién del proceso estadistico. Si sélo tenemos acceso a un miembro
(nuestro universo) de este ensamble de universos (suponiendo que el ensamble existe) ;Cémo podemos medir
(6(Z))2 ? La mejor respuesta a este dilema es realizar mediciones en partes muy separadas del espacio, estas
diferentes partes se supone que estdn causalmente desconectadas. En otras palabras, se esta haciendo la
identificacion: promedio sobre el volumen = promedio sobre el ensamble.
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barra superior indica promedio sobre el ensamble. La cantidad |aj,,|? para (I > 1) define
al espectro de potencias angular Cj, como; C; = |ay,|? la cual por la homogeneidad e
isotropia solo es funcién!! de [ y no de m, entonces la siguiente igualdad serd valida,

l
- 1 .
Cl = |alm’2 = m E ]alm|2, para [ > 1, (392)
m=-—1I

y ademds las variables aleatorias independientes a;,,, estan correlacionadas'? de forma
que;

Ci01 Omm! = Qim @i, (3.93)
Por otro lado, calculando el promedio sobre el ensamble del cuadrado de (3.86), se

2
. AT(0 . 1

puede encontrar una relacién entre (%) y los ;. Entonces, segin se indica este

parrafo, partiremos de;

T} (55 v 5 o), oo

=2 m=—1 =2m/==l

del lado derecho de la anterior ecuacion solo los a;,,, varian sobre los diferentes elementos
del ensamble, entonces podemos escribir;

<AT ) Z Z Z Z Yin (0, 9) Y (0, ) im (3.95)

=2 m=-1l1l'=

usando (3.93) sobre la anterior ecuacién, se obtiene;

(ATO) 3 5™ o, ac, (3.96)

=2 m=—1
finalmente usando la identidad an:_l Yin (0, 9)|? = 2L, sobre la anterior ecuacion,
se encuentra;
AT(0,¢) S
_— 204+ 1)C. 3.97
(C55) -m @+ (397

=2

La teoria predice los valores \alTP de los procesos aleatorios responsables de las an-
isotropias del CMBR, pero solo podemos observar una realizacion de estos procesos
aleatorios, el conjunto {a;,} de nuestro CMBR (nuestro universo). Por lo que se de-
fine el espectro angular de potencias observado Cj, como la suma de los valores ayn,
observados;

1De una manera intuitiva ! se refiere al tamafio angular de la anisotropia, mientras que m esté relacionado
con la orientacién.

12La correlacién estadistica determina la relacién o dependencia que existe entre las dos variables que
intervienen en una distribucién bidimensional.
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l
- 1
=57 > Jaml, (3.98)

2
: . AT(9
los cuales se relacionan con el promedio de (T(—O‘m> sobre la esfera celeste;

1 AT (0, ¢)\2 oo
4 ( ;0 )>dQ: dgzzalmlm Zzal”l” ,9),s

=2 m=-1 —o =
o] l 00 14
1 . )
= EZ Z Z Al Ay /ng(e )Y (0, 0)dS,
=2 m=—1l1'=2m'=—1'
00 l 00
1
T In Yo P =—=> (2+1)C (3.99)
=2 m=-—1 —

en donde para calcular la integral de los armdnicos esféricos sobre la superficie de la

esfera, se usé; [ Vi (6,)Y:,/(0,9)dQ = .

En contraste con la ecuacion (3.97) la cual da el promedio sobre el ensamble de realiza-
ciones (ensamble de universos) de la cantidad %ﬁ’qﬁ), en una localizacion arbitraria en
el cielo. Mientras que (3.99) da el promedio sobre nuestra esfera celeste de la cantidad
ATT(Q %) Por construccién, el promedio de C; sobre el ensamble de realizaciones es igual

aC’l,le,

CTl:Cljél—Cl:O (3100)

Pero el cuadrado de la diferencia entre C; y ), promediado sobre el ensamble de
realizaciones, en general es distinto de cero y se conoce como varianza cdsmica,

(Cr—C)2#0 (3.101)
Esta variable es una medida de las limitaciones respecto a la informaciéon que podemos
obtener y confiar. Como tinicamente tenemos a nuestro alcance una copia de el universo,
a saber, nuestro propio universo, al calcular C; solo tenemos para cada [, un ntimero
de 20 + 1 muestras a;,. Para [ = 100, por ejemplo, se tienen 201a;gp,, coeficientes, se
miden entonces 201 coeficientes con el fin de calcular la varianza Cigg, sin embargo para
el cuadrupolo | = 2 solo se tienen 5as ,, coeficientes, y con la mediciones de cada uno
de estos coeficientes se debers calcular C, (esto es para encontrar (5, solo contaremos
con cinco datos), es decir, existe una incertidumbre fundamental sobre lo que podemos

entender de las (7, y que sera mayor a [ pequenas. Por eso el conocimiento de (C; — ()2
sufre de una limitacién intrinseca, la cual se estima a través de;

(Cl ) QCZ/VZ + 2 (3102)

y es conocida como varianza césmica. Esta limitacién vale un 63 % para [ = 2, un 30 %
a | = 10, y baja hasta un 3% para [ = 1000.
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Para finalizar esta parte, generalizaremos (3.94) a través de la funcién de correlacién
angular de dos puntos,

_ AT(ng) AT (M)
T T,

C(a) Ny - Ny = cosa, (3.103)
donde nuevamente la barra superior indica promedio sobre un ensamble (tedrico) de
universos, en este caso (segun el argumento) del producto de dos fluctuaciones en la
temperatura en dos direcciones n;, y no distintas normales a la dos esfera celeste, las
cuales forman entre si un angulo a.. La funcién de correlacion angular entonces se puede
interpretar como la probabilidad de encontrar a un pixel (j) a temperatura 7}, a una
distancia angular « de otro pixel (i) a temperatura 7;. Sustituyendo (3.86) en (3.103) y
usando el teorema de adicion de los los armoénicos esféricos, podemos escribir la funcion
de correlacion angular de dos puntos como;

i(% + 1)CP(cos «v) (3.104)
1=2

Cla) =

5=

donde P, representa el polinomio de Legendre de orden [. De la anterior ecuacién vemos
que el C(«) correspondiente a o« = 0°, para este caso P(1) = 1, entonces C'(«) se reduce

2
a la cantidad <%§’¢)> encontrada en(3.97).

3.2.3. Espetro de Harrison-Zel’dovich H&Z

La grafica del arménico esférico Y,,(0,¢) sobre la superficie de una esfera obedece
cierto patrén, de modo que para el multipolo [, el arménico esférico Y;,,(6, @) genera [
longitudes de onda alrededor de un circulo ecuatorial completo definido sobre la esfera.

Figura 3.2: Grafica de Y},,(0, ¢) sobre la superficie de una esfera.

Entonces el angulo que subtiende una longitud de onda sobre la esfera vendra dado
por;

o 360°
19 = — =
=7 I

(3.105)



58

Cosmologia Estandar Inflacionaria

inmediatamente vemos que el angulo que subtiende media longitud de onda, i.e., la
separacién entre un maximo y un minimo vecinos, serd ¢,.; = 1, /2. De lo anterior se
concluye que la resolucién angular de nuestros detectores de microondas debera por lo
menos coincidir con el angulo 9, si es que deseamos resolver el espectro de potencia
angular hasta este multipolo .

Por ejemplo, COBE tiene una resolucion de 7° lo cual nos permite medir hasta [ =
180/7 = 26, WMAP tiene una resolucion de 0.23° lo que nos permite ver hasta | =
180/0.23 = 783, mientras que el satelite Planck tiene una resolucion de 0° 5" lo que nos
permite ver C) hasta [ = 2160.3

Por otro lado, usando la ecuacién (2.66) para calcular el dngulo subtendido por una
longitud de onda sobre la superficie de tltima dispersion

da(ts) = Afsft) (3.106)

dividiendo de ambos lados de la ecuacién anterior entre a(t;,), encontramos la relacion
entre las cantidades coméviles; d = ;\7;, de donde despejaremos v; y lo sustituiremos
en la ecuacién (3.105), de esta forma se obtiene;

9 = 2¢ =21 (3.107)

Ahora escribiendo la longitud de onda comévil . en funcién del ntimero de onda
comovil'® k, esto es; \, = 27”, y remplazandolo en la anterior ecuacion, se encuentra;

or 2
T (3.108)

9, =
" kde, I

y de esta forma encontramos la relacién entre el multipolo [, y el nimero de onda k,

=, 1
k T (3.109)

Continuaremos la discusion enfocandonos tnicamente en las anisotropias primarias a
escalas angulares grandes ¥ > 1°, hemos mencionado que el mecanismo responsable
de la generacion de estas anisotropias es el efecto Sachs-Wolfe. Entonces, para estas
anisotropias los a;,, (involucrados) que intervienen en el calculo de los promedios sobre
el cielo ajya;j,, se calculan por medio de la relaciéon dada por la ecuacién (3.91) y
del efecto Sachs-Wolfe (tercer sumando de lado derecho de la ecuacién (3.83)) el cual
corresponde a;

AT

1
—— (s> Ts = @ (s, Ts). 3.110
(G e i), = 300, T0) (3.110)

13 También frecuentemente llamado modo k.
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es conveniente escribir el potencial Newtoniano como una transformada de Fourier'*

— 1 ik-z
D (mis, T) = 3/2/d3k6’“ Py (1), (3.111)

(27)

en donde la funcién exponencial puede ser escrita en términos de polinomios de Legen-
dre de la siguiente manera,

et =N (20 + 1)i'Py(k - &) (kx), (3.112)
!

entonces el efecto Sachs-Wolfe escrito en modos de Fourier se obtiene de sustituir en
la ecuacién en (3.110) lo que resulte de sustituir (3.112) en (3.111), obteniendo;

<AToT<ms’f“)>sw - W Zl:(?l + W/dBk%(ms)jz(kxzs)B(/% A). (3.113)

Nuevamente, calculando el promedio del producto de dos fluctuaciones de la tempera-
tura en dos direcciones diferentes n y n’ normales a la esfera celeste,

(20 + 1)@+ 1)il(=0)! [f d*kd*K Bl O (o) u(kiess ) ju (K g Pr(e - ) Py (R - )

Z 9(27r)k3

LU

Asumiendo que la distribucién de probabilidad de ®(7;) es invariante ante rotaciones
y translaciones espaciales, lo anterior implica que;

O (1)@, (is) = Pa (k)0 (k — k), (3.114)

donde Pg (k) depende solo de la magnitud del vector modo E, y es una funcién positiva.
A esta funcién se le denomina espectro de potencias del potencial Newtoniano.
La funcién P (k), se relaciona con el anteriormente mencionado indice escalar es-
pectral ny(k), a través de;

Dado que las hipersuperficies del background son hornogéneas e isétropas, es razonable desarrollar un
anglisis arménico: un campo tensorial (en la hipersuperficie) puede descomponerse en componentes que trans-
forman irreduciblemente bajo rotaciones y traslaciones. En el caso K = 0 la descomposicién en arménicos
corresponde a la descomposicién de Fourier. Para una funcién genérica f(¢,Z) la integral de Fourier es dada
por: f(t, %) = ﬁ [ fz(t)e™7d3k. donde k - & denota el producto interior entre los vectores k (vector de
onda comévil) y & (posicién comévil). En general, se impone la condicién de gaussianidad a la teorfa de
perturbaciones cosmoldgicas, la cual establece que cada modo de Fourier k& evoluciona independientemente,
es decir, los diferentes modos de Fourier no estédn correlacionados entre si. La descomposicién en componentes
irreducibles de una simetria de traslacién corresponde a un andlisis armonico, es deeir, la descomposicion en
funciones propias del laplaciano: V2f(t, Z) = —k2f(t, @), donde k es la magnitud del vector de onda #. Para
K # 0 también se puede desarrollar un andlisis arménico aunque la descomposicién es diferente
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dIn(k3Ps)

ne(k) =1 =—00%

(3.115)

Ahora, usando (3.114) sobre la anterior sumatoria, se encuentra,

SW

20 + 1)(2 + 1)it (—d)!
_ Z< + )(9(;)3)( )

SW

!

[ ErPas ) Pl )P )
_ 20+ 1) + 1)il(_i)l, 2 2( Lo L) Po(k -7
— Z 9(2n)? {/ kE“Peo(k)j; (k ls)dk] {/Pz(k VP (k- n")dQy |,

LU

(3.116)

posteriormente usaremos sobre la anterior relacion la identidad;

4
20+ 1

/ Pk - 2) Py (- 7)dQy, = Sw Py(f - 7))

lo cual permite escribir (3.116), como;

(%(ﬁ)%(ﬁ,DSW - 1817r2 ;(% + 1)Pl(ﬁ ) ﬁl) /OO k27)®(k)jl2(kxzs)dk‘. (3.117)

0

La comparacién de la anterior ecuacién con la ecuacién resultante de igualar (3.103) y
(3.104), conduce a;

2 [ ,
Cisw = o / k*Po (k)7 (ki) dk. (3.118)
0

Por otro lado, si la funcién ny(k) es aproximadamente constante, entonces a través de
la integracion de la ecuacién (3.115) se encuentra que una suposicién adecuada para
la forma de Po (k) es;

Po(k) = Nak™™, (3.119)

siendo N2 una constante real positiva.

Entonces, con la finalidad de calcular C; gy sustituiremos (3.119) en (3.118), también
usaremos la formula estandar para la integral de funciones esféricas de Bessel;

2m 4l (3 — ng)D(1 4 257)
DT 2= 5 T))

/ X" 25 () dx = (3.120)
0

y nos limitaremos a las escalas angulares 1, tales que el mecanismo més importante
de generacién de las anisotropias en el CMBR sea el efecto Sachs-Wolf. Anteriormente
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se encontrd que estas escalas angulares son; ¥,.s > 1°, y dado que ¥,.s = 180°/I, enton-
ces lo mencionado al inicio de este parrafo equivale a limitarnos a los multipolos [ tales
que [ < 180, estos valores del multipolo [ pueden ser mapeados a valores del niimero
de onda k (6 modo k) a través de la ecuacién (3.109), para el cual se necesita calcular
d$ = da(tis)/a(tys) siendo a(t;s) = 0.001, y usaremos una vez mas el resultado encon-
trado anteriormente d4(t;s) &~ 13Mpc, encontrando que d5 ~ 13000 Mpc. Entonces el
conjunto | < 180 es mapeado a;

180

k< ——— ~0.01Mpc! 3.121
13000 M pe pe (3.121)

a dichos modos k los denominaremos de ahora en adelante como los modos de in-
terés fisico a nivel cosmologico.

Luego de realizar las anteriores consideraciones Cj gy tomara la siguiente forma apro-
ximada;

2ms 73T (3 — ns)xlls_”SNq%F(l + "ST_I)

122
OT( (1 + 2 - ) 12

Crsw =~

Segun las observaciones ng &~ 1, entonces se puede considerar ny, = 1 como caso limite
para el cual la anterior ecuacién se reducira a;

Na

i+ 1) = (Il +1)Csw = constante. (3.123)

Crsw =~

Mientras que el espectro de potencias Pe(k), presentado en la ecuacién (3.119), to-
mard la forma;

Ng

Pcp(lf) - ﬁ,

(3.124)

lo cual recibe el nombre de; espectro invariante de escala 6 espectro de Harrison-
Zel’dovich (H&Z).

Sin embargo, siendo més estrictos, los datos observacionales indican que;

(1+1) -

o Crow ~ 1071 (3.125)
lo cual nos permite fijar la amplitud,
NE~187% x 10719 = Ny ~ 13.3 x 107°. (3.126)

Mientras que sobre el indice escalar espectral n,(k), las observaciones actuales indican
que;

ng(kpiw) = 0.9619 = 0.0073, (3.127)
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siendo k,;, una referencia arbitraria conocida como pivote de escala, que suele tomar
valores de k;,, = 0.05 Mpc™!, 6 kpi, = 0.002 Mpce™t.

El resultado (3.127) significa que n; ~ 1, pero no exactamente igual a uno,
lo cual excluye al espectro perfectamente invariante de escala H&Z en mas de
50 de nivel de confianza!!

3.2.4. Perturbacion en la norma longitudinal del sistema Einstein
- campo escalar

Como una aplicacién del sistema de ecuaciones (3.73), (3.74), y (3.75) encontrado en
la seccién 3.2.1, construiremos las ecuaciones de Einstein a orden lineal en la perturbacién
(fijando la norma longitudinal) para el caso en que el contenido de materia en el universo es
dominado por un campo escalar.

Antes de proceder con la aplicacién mencionaremos que las componentes que representan
el primer orden de la perturbacién del tensor de Einstein en la norma longitudinal, presenta-
das a través de las ecuaciones (3.68), (3.69) y (3.70), también pueden ser encontradas a partir
de la métrica (3.67), directamente de calcular el tensor de Einstein hasta orden lineal en ®
y W, vy posteriormente separar los 6rdenes cero y lineal en las perturbaciones de la métrica.
Asi, las componentes no nulas del tensor de Einstein a orden cero en la perturbacién de la
métrica son;

(O)Gn" — _37.[2’ OGI =~

a?

1

a?

5l (2H + H?). (3.128)

/ . . . ./
se recuerda que H = % siendo ' = di. Mientras que el primer orden de la perturbacion del

tensor de Einstein en la norma longitudinal viene representado por las componentes;

sMaG, " = %(3%@' — AU + 3H?®), (3.129)
WG = —%(ai\p’ + HO;®), (3.130)
a
. 2 ) .
WG, = ;(aﬂlﬂ + HO'D), (3.131)

. 1 .
0G| (W = @)+ (=W + 20" + ARV +
a
+ 2HO + AH'D + 2H?D + VD) |. (3.132)

El siguiente paso consiste en calcular el tensor de energia-momento perturbado, hasta el
orden lineal en la perturbacion, fijando la norma longitudinal. Entonces, el tensor de energia
momento para el campo escalar viene dado por la ecuacion (3.5),

1
T, = 0,006 — (50.:00009" + V[9] ) 6,” (3.133)

Ahora luego de separar el campo ¢(n, I), como; ¢(n, T) = ¢o(n) + dp(n, Z) (parte homogénea
e isotrépica y parte lineal en la perturbacion del campo escalar respectivamente), para luego
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sustituirlo en la anterior ecuacion, y posteriormente identificar el orden cero y lineal en
las perturbaciones ¥, ®, y d¢, se encuentra que las componentes no nulas del tensor de
energia-momento para el campo escalar, a orden cero en la perturbacion, son;

OT, = — (6 + Vi), OTI = (s5(6) ~Vien)sd. (3139

Mientras que el orden lineal en las perturbaciones, trabajando en la norma longitudinal, las
componentes del tensor de energia-momento pueden ser escritas como;

1 / / / c
ST, = (30— o) —a00,V), 0T =~ (50), (3.135)

) 1 )
oW = E(gbg&b' — @20 — a*5¢p0, V)67 (3.136)

Vemos que las ecuaciones de Einstein a orden cero en la perturbacién'®

(O)G,777 = 881G (O)Tn", 0@G;7 = 87G OT,7, son respectivamente;

3H? = 8WG<%(¢6)2 + a2V(¢0)), (3.137)

I 4 H = —8WG<%(¢6)2 — V(o). (3.138)

luego de tomar la diferencia entre estas dos ecuaciones, encontramos;

H? — H = 4G (¢))>. (3.139)

Mientras que a orden lineal en la perturbacién, las ecuaciones de Einstein, en la norma
longitudinal, correspondientes a; dMG," = 8xGSWT, ", sWG;" = 8rGSWT" vy sWG,7 =
87GIMT;7 (o lo que es lo mismo (3.73), (3.74), y (3.75) encontradas en la seccién 3.2.1),
seran respectivamente;

VAU — 3H(HD + V') = 4nG(—¢'2® + ¢pd¢ + a*560,V), (3.140)

(U7 + HERV + &) + 2H +H*)P + %v%@ — U)o — %aiaf(@ — )
= 47 G(— 2D + ¢pd¢) — a*5pd, V). (3.142)

La ecuacién (3.142) para i # j, se reduce a 9;0°(® — W) = 0, resolviendo dicha ecuacién
bajo las condiciones de borde apropiadas, lo cual es mas facil de observar haciendo una
transformada de Fourier, se obtiene que ® = W. Mientras que trabajando con (3.140) y
(3.142), encontramos la ecuacién de movimiento para ¥,

15Estas son las mismas ecuaciones encontradas en (3.12), y (3.11) solo que ahora estarén escritas en tiempo
conforme. En particular (3.12) correspondera a (3.139), mientras que (3.11) a (3.137).
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v - 92+ 2(H - ¢—§)x1ﬂ+2(%’— %
0 0

la cual es conocida como la ecuaciéon maestra para la perturbacion de la métrica.

)qf ~0 (3.143)

Por otro lado, usando la ecuacién de movimiento para el campo escalar homogéneo (3.13),
pero escrita en funcién del tiempo conforme, las ecuaciones de Einstein (3.140) y (3.141)
pueden ser escritas respectivamente como;

dp\’ J
V20 — 3H(HT + V) = 472G (4))? [(d)—?) v 2H¢—ﬂ , (3.144)
0 0
HU + V' = 42 G ¢,00, (3.145)
Combinando (3.145) y (3.139), se encuentra que;

Y AL,

2 ¥\ _ 2 (%o o9
(a 7-[> drGa 12 ('H o + \I/) (3.146)

Mientras que las expresiones (3.144), junto con (3.137), (3.138), (3.139) y (3.145), nos con-
ducen a la ecuacién;

/\2 5 /
2w — arc (D) (%ib + \11) . (3.147)
H o
resultard 1til escribir (3.146) y (3.147), en funcién de la variable w definida como'®;
a¥
= 3.148
v ArG ey, ( )
y de una nueva variable v denominada como la variable de Mukhanov-Sasaki;
¢/
v = aln) (5¢ + ﬁo\p) (3.149)
por lo que (3.146) y (3.147), podrén ser escritas, respectivamente como;
v\’ w\’
Vi = (—) L w= 0(—) , 3.150
w=z(~), v 7 ( )

con z =01 = a(n)pyH .

A orden lineal en la perturbacion, las ecuaciones de evolucién para las variables ®(n, Z) =
A(n,Z) y V(n, &) = ¢(n, ¥) definidas en la norma longitudinal, son idénticas a las que se en-
cuentran para las variables @ y W (4, puesto que evaluando las ecuaciones (3.39) y (3.40)
para la norma longitudinal, se encuentra que; ® = @) y ¥ = V(). Por otro lado, de la

ecuacién (3.63) una vez fijada la norma longitudinal, se concluye que; 6u§gi) = du;, mientras
que a partir de la ecuacién (3.44) podemos construir la cantidad d¢ g, como;

0 (gi) = 09 + (B — E')gy (3.151)
la cual en la norma longitudinal se reduce a; §¢(,;) = d¢. Por tltimo, de (3.148) y (3.149),
podemos concluir que las variables w y v también son invariantes de norma.

16En algunos otros trabajos esta variable se denomina u, aqui la denominaremos w para evitar confusién
con la cuadri-velocidad del fluido u = u®0,.



3.2 El problema de la formacién de estructuras visto desde la cosmologia
inflacionaria 65

3.2.5. Origen de las Inhomogeneidades Primordiales segin el mar-
co Inflacionario

El modelo inflacionario propone una mecanismo para el origen de las fluctuaciones pri-
mordiales: Se argumenta que las perturbaciones primordiales del campo ¢ son generadas por
las fluctuaciones cudnticas del campo dentro del radio de Hubble siendo asi un “mecanismo
causal”durante el periodo inflacionario.

Matematicamente se modela estas fluctuaciones cuanticas promoviendo a la perturbacién d¢
a un campo cuantico 6(5. El proceso de cuantizacion parte de la accién del sistema Einstein-
inflaton;

S[¢7 gab] - Sgrav + SMat - /d4$\/—_gR + /d4l’\/—_g< — %va¢Vb¢gab — V[Qb]) (3152)

Como buscamos las ecuaciones de movimiento para las variables que representan el primer
orden en la perturbacion de la métrica y el campo escalar, necesitamos la accion a segundo
orden en las perturbaciones de la métrica (¥, ®) y del campo d¢;

CL2
0Pyt = / |5 ((00')? — 466/ 0¢f + 40%(¢))? — 66,00, + 206/ D, +
1 3
= 5(0h)20% = 3(9)2W? — 606}, — B(¢h)* TP + S(94)2W?) +

4 4
- %5¢2v¢0¢0 — 'V + %qﬂv + 30486 TV, + 3a* UV +

4

- 3%\11%/ d'z. (3.153)
Aplicando las constricciones & = W, (3.144) y (3.145), se puede eliminar dos de las tres
variables @, U y d¢, en la accién a segundo orden en la perturbacion 5(2)8grav+Mat- Ahora
si usamos una vez mas las ecuaciones de la métrica de fondo, al final obtendremos la accién
para un sélo grado de libertad, la llamada variable de Mukhanov-Sasaki v definida en (3.149),
de esta forma 5(2)ngv+ Mat POdra ser escrita como;

038 pavirtar = 039S, = / dnd*z6P L,

1 "
= 3 / dnd*z (u’2 + oV + Z—v2>, (3.154)
z
en donde la variable z es definida como z = 6%6 Por otra parte, usando la definicién del
pardmetro de rodadura lenta ¢; dada por la ecuacién (3.17), esto es; €, = ‘g—f(%)Q =
AnG

74 (¢))?, se encuentra que z(n) o +/€1(n)a(n). Ahora, realizando un desarrollo en series
de Taylor de la funcién €;(n) entorno al tiempo conforme 7, para el cual la escala pivote!”
kpiw = k.« cruza el radio de Hubble esto es; k., = H(7.),

1"Esta escala se introdujo en (3.127)
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d
€ = 61* ﬁlf (N - N*) N €1« + €1x€2x ln (CL )
2%
X €1x — 61*62*(1 + 61*) In <E> X €1x |:1 — 62* <—>:| (3155)
B

s
H ; [1 + €15 — €1 In ( ﬂ se calcula 27“ hasta

primer orden en los parametros €1, y €, encontrando;

Z//_(\/E_la)”N 2<1+3
z  yJaa T2 2

Usando la anterior ecuacién junto con a(n) ~

3
€.+ 162*). (3.156)

La cantidad 6 £, que aparece en la primera ecuacién de (3.154), corresponde al segundo
orden de la perturbacion de la densidad lagrangeana de la teoria, esto es;

"
6L, = (v’2 + V30 + Z—U2>. (3.157)
2

Por otro lado, la variacién de la accién (3.154) con respecto a la variable v, conduce a
la ecuacién de movimiento para v;

Z/l

V' — VP — —v =0, (3.158)
z

la cual tiene la forma de la ecuacién de un oscilador arménico con masa variable m, = 2" /z.

La cuantizacién de la teorfa definida por la accién (3.154) prosigue de manera estandar,
primero calculamos el momento candénico conjugado 7w de la variable v de la teoria, por
definicion © = %5(2)&,, por lo cual evaluando para la densidad lagrangeana (3.157) se
encuentra que el momento conjugado 7 asociado a la variable v es m = v'. Ahora conta-
mos con los elementos necesarios para construir la densidad hamiltoniana definida como;
§AH, = v'm — 6@ L. El paso siguiente en el proceso de cuantizacién es promover a las varia-
bles v y 7 a los campos cudnticos ¢ y 7. Habiendo cuantizado v y 7, la cuantizacién de 6@ H,,
se da de manera automatica; 6 H, — 5(2)ﬁv, esto significa que la densidad hamiltoniana
también a sido promovida a un operador cuantico. El siguiente paso en la cuantizacion de v
y m es imponer que a tiempos iguales los campos cuanticos v y 7 satisfagan las relaciones de
conmutacion candnicas;

[0(n, %), 0(n,9)] = [7(n, @), 7(n, §)] = 0, [0(n, %), 7(n,§)] = i6(Z — g). (3.159)

Por otro lado, en el marco de Heisenberg, las ecuaciones de movimiento son obtenidas de;

o' = i[0,0DH,), 7 =[x, 6@ H,). (3.160)

Como es usual, expandiremos los campos cuanticos en sus respectivos modos de Fourier,

T —+

&
o(n, ) \/_/ o) 3/2 ne*az + vi(n)e " a (3.161)
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27T 3/2

donde el superindice * denota el complejo conjugado de la funciéon modo vi(n), mientras que
d,t y ag son los operadores de creacién y aniquilacion respectivamente, los cuales satisfacen
las relaciones de conmutacion estandar

d3k 2 o
7i(n, x) \/_/ v (n)e*Tag + vt (n)e” ’k'x&j;], (3.162)

la, ar] = [a],al,] =0,  [ax,al] = 6(k — k). (3.163)

Para que las relaciones de conmutacion (3.159) y (3.163) sean consistentes entre si, se requiere
que las funciones modo vy, y vy, satisfagan la relacién de normalizacion;

ve(m)vi () = v (n)vi(n) = i. (3.164)
Por otro lado, sustituyendo (3.161) y (3.162) en (3.160), encontramos que las funciones
complejas vg(n) satisfacen las ecuaciones:

1

{4 (k- %)vk —0, (3.165)

Las soluciones de la ecuacion anterior presentan el siguiente comportamiento asintético; Para
los modos k tales que cuando la longitud de onda propia Az (t) = a(t)A® = a(t)2F, sea mucho
menor que el radio de Hubble dy(t) = 1/H(t) = a(n)/H(n), esto significa: k > H(n), la
funcién vg(n) se aproxima'® a las ondas planas de frecuencia positiva ¢ negativa del espacio-

tiempo de Minkowski, esto es;

it +ikn 3.167
S )Uk(77> xe ( )

Mientras que para el caso de modos k tales que cuando la longitud de onda propia asociada
sea mucho mayor que el radio de Hubble k < H(n), se obtiene'?

i . 3.169
pam vp(n) o 2 ( )

A modo de resumen se puede decir que las soluciones de (3.165), presentan el siguiente com-
portamiento asintotico;

ve(n) o ej;i]:, si k>H,
ve(n) o<z, si k< H.

8Dado que durante inflacién rodadura lenta el desarrollo de €; en series de potencias, presentado en
(3.155), puede ser truncado hasta primer orden en €;., por lo cual z”/z = o /a, y ademds a(n) =~ —1/(Hn)
entonces H = a’/a ~ —1/n, mientras que a”/a ~ 1/n?, asi que a”’/a ~ H? ~ 2"/z. Entonces k > H(n)
implica k2 > 2" /z, por lo cual la ecuacién (3.165) tomara la siguiente forma asintética;

v + kv, =0, (3.166)
y las soluciones particulares de esta ecuacién tienen la forma; vy (1) oc e%7,
9Para este caso, se puede despreciar el término que va como k? en (3.165), encontrando que la ecuacién
de movimiento para v tomard la siguiente forma asintotica;
" 1
Uk 2

~ (3.168)

Vi z

y luego de integrar la anterior ecuacién se encuentra que vg(n) x z.
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Continuando con la cuantizacién, debemos determinar el estado vacio |0), el cual se define
como aquel estado tal que para todo modo k se cumpla que; a|0) = 0. Dicha eleccién para
nuestro caso en estudio, y al igual que en cualquier espacio-tiempo no estacionario, no es
tnica puesto que cualquier solucién particular vg(n) de la ecuacién (3.165) corresponde a
una eleccién del estado vacio |0). Entonces, por el teorema de existencia y unicidad de la
solucion de las ecuaciones diferenciales de segundo orden, lineales y homogéneas, como lo es
la ecuacién (3.165), se concluye que como tltimo paso de la cuantizacién de © se deben de
fijar las constantes de normalizacién de los modos v (n) (esto es para un n; dado, elegir los
valores; vg(n;), ¥ vi(1m:), los cuales ademds de satisfacer la condicién (3.164), corresponderan
las condiciones iniciales de la ecuacién (3.165) y asi se determina una tinica solucién particular
de la ecuacién de movimiento para las funciones modos). La siguiente condicién inicial en
1;, donde n; representa el inicio de inflacion, correspondera a el limite kn; — —oo, entonces

1 ) k.
Jim vyln) = e lim ) = iy e (3.170)

esto es; se comportan como las soluciones de frecuencia positiva estandar en el espacio-tiempo
de Minkowski.

La solucién queremos expresarla en funcion de variables que nos permitan discriminar entre
diferentes modelos inflacionarios, estos son los pardmetros de rodadura lenta?’ e, y €as,
introducidos en (3.155).

Estos pardmetros, se relacionan con la cantidad z”/z a través de la aproximacién (3.156), la
cual también puede ser escrita como;

"

z 1745 1 3 4 2 3 €24
?%$<V _ZL>’ con VZE\/1+561*+§€2*%§+61*+7. (3171)

Expresada de esta manera, podemos escribir la solucién particular de (3.165), que satisface
las constantes de normalizacion, como;

—
or(1) & = T il 1/2)e/2) 0 (o), (3.172)

v corresponde a las funciones de Hankel de primer tipo y de orden v.

El estado de vacio elegido a través de (3.172) constituye nuestra eleccién del vacio de la
teorfa, y es conocido como vacio de Bunch-Davies (B&D). Como vimos, este vacio requiere
que la solucién vy (n) se comporte como el vacio de Minkowski para escalas k mas pequenas
que el radio de Hubble durante inflacion & > H.

Cabe senalar que para el problema en estudio, cualquier seleccién de un estado vacio serd un
estado del campo espacialmente homogéneo e isotrépico, lo cual se puede comprobar aplican-
do directamente los operadores de rotacién o traslacién (asociados con las hipersuperficies
n = constante, del espacio-tiempo de fondo) al estado vacio.

20 ‘ _ 4nG (] \2 _ 29 . y .
Los pardmetros €1 = - (¢0)° v €2 = — 47 qu pueden ser escritos en funcién del tiempo conforme 7,
c o AnG (N2 o, €2 b0
dando como resultado; €1 = 73 (00)y @ =1- H(‘;(,J
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De (3.148), (3.149) y (3.150) notamos que la cuantizaciéon de la variable v, induce la cuanti-
zacion de las perturbaciones del campo escalar d¢ y de la métrica W.

Ahora para establecer contacto con las observaciones, surge la siguiente pregunta; ;Cémo
obtenemos un campo c-nimero de ¥ de un campo cuantico escalar \if, para a través de
(3.111) utilizarlo en (3.114) consiguiendo el espectro de potencias del potencial gravitacional
(o lo que es lo mismo cémo extraemos v de 0)? La respuesta dada por el modelo cosmolégico
estandar inflacionario consiste en calcular la funcién de correlacion de dos puntos e interpre-
tarla como el espectro de potencias del potencial gravitacional. En otras palabras, el anélisis
que sigue estd basado en la identificacion;

(0] (n, £)T (n, 7)|0) = ¥(n, Z)¥(n, §). (3.173)

En el modelo cosmoldgico estandar inflacionario, el anterior paso se justifica diciendo que al

salir del radio de Hubble, las amplitudes de las perturbaciones UZ’“(%) se “congelan”, esto es;

~ constante, para k < H(n), (3.174)

y se argumenta que esto marca su transicién a lo cléasico (ver referencia [41] seccién: III.
QUANTUM-TO-CLASSICAL TRANSITION: THE PRAGMATIC VIEW, y para una discu-
sién mucho mas amplia consultar la referencia [49] seccién: VI. A CONCRETE EXAMPLE).

Completemos aqui los pasos, segiin el modelo cosmolégico estandar inflacionario, para la
obtencién del espectro de potencias cuantico usando para esto la cantidad £ = v/z. Enton-
ces debido a la cuantizacién de v, la cuantizacién de & fue realizada automéaticamente. Ahora,
para la variable ¢ las ecuaciones andlogas a (3.114) y (3.173), seran respectivamente;

G (ms) = Pe(k)o*(k — )
7,

(01&(m, ©)E(n,5)10) = &, D¢, ), (3.175)
por lo cual, en el tratamiento dado por la cosmologia estdndar inflacionaria el espectro de
potencias Pe(k) esta definido mediante el valor de expectacion de £(n, Z)E(n, ¥) en el estado
|0), esto es;

O, 10y = [ omltn R (3176)

en donde r = |# — y]. Tomando en cuenta la definicién del espectro de potencias para un
campo gaussiano, esto es;

€ e = [ Pl (3177)

y valiéndonos de la identificacién dada por la segunda ecuacion (3.175), para lograr comparar
(3.176) con (3.177), encontramos;

Pe(k,n) = 2rlE(n)l” = 2ol (3.175)
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Ahora evaluaremos la anterior ecuacion en el tiempo conforme correspondiente al final de
inflacién y para los modos k de interés fisico encontrados en (3.121). Para estos modos k sus
correspondientes longitudes de onda propia A(n) = a(n)2* comparadas con el radio de Hubble
Ry = a(n)/H(n) son tales que al final de inflacién (usaremos 7, para denotar el tiempo
conforme al final de inflacién) se cumple que A(n,) > Ry (n,). Realizando las sustituciones
para A y Ry sobre la anterior desigualdad, se encuentra que los modos k de interés fisico
satisfacen; k < H(n,) = kn. — —0. Por tal razén para estudiar el comportamiento de

(3.178) usaremos la forma asintética de la funcién H, o (x) para argumentos pequenos |z| < 1,

esto es Hl(,l)(as) ~ =T(v) <_7$) . Entonces, para n & 1, junto con los modos k en cuestién la

cantidad |vg(n)|?, encontrada en la ecuacién (3.172), podrd ser aproximada como;

2 _ Ty 2 —n?(v) (—kn\~%
o) |* = = [HD (k) ~ =22 () (3.179)

entonces el espectro de potencias para &, serd;

Pe(k,n) ~ _"1;2(”) (_577) _2” (;77(;26)2 (3.180)

usando sobre la anterior ecuacién, la aproximacién para v encontrada en (3.171), esto es;

v % + €1. + %, entonces durante inflacién rodadura lenta 0 < ¢, < 1y |es| < 1, por

lo que a orden mas bajo en los parametros: €; y €3, se obtiene v ~ 3/2. Ademds sustitui-

2
% = (%) ver ecuacién (3.17), junto con a(n) ~ —+— (factor de escala durante

remos Him

inflacién rodadura lenta) y usaremos el valor de la constante de Hubble durante inflacion
H; ~ /817G V(¢y)/3, ver ecuacién (3.15). Luego de realizar sobre (3.180) las sustituciones
previamente mencionadas se encuentra que Pe(k,n) se aproxima a la siguiente expresion;
I%(3) 16rGH?  32m°G?V
Pe(k,n) ~ (5) 167GH; _ 320°CV (o) (3.181)
k?’ €1 361]{33
Por otro lado, partiendo de la ecuacién de evolucién para la fluctuacién del campo d¢(n, 7)
obtenida de la accién (3.3), y utilizando la aproximacién de rodadura lenta (slow-roll) para
despreciar términos proporcionales a 8350 6oV 4], se encuentra que durante inflacién d¢(n, 7)
satisface la ecuacion;

§¢" — V25 +2Ho¢ =0, (3.182)
ahora escribiendo d¢(n, Z) como un desarrollo en modos de fourier do(n, T) = Ekdgbk(n)ei’z'f,
la ecuacién anterior en términos de d¢y tendra la siguiente forma;

4

(ad)" + <k2 - %) (ady) = 0. (3.183)

Ahora, dado que durante inflacién rodadura lenta a(n) ~ —1/(H;n), entonces por calculo
directo vemos que durante este régimen %” ~ 2H?, ahora los modos k que en algiin momento
de inflacién son tales que k < H(n), (como lo seria el caso de los modos k de interés fisico
durante el final de inflacién n & n,.), para estos mismos modos k y valores de tiempo conforme

también se cumplird que; k? < %, razon por la que la ecuacién (3.183), para los valores
considerados de k y n, tomard la siguiente forma asintética;
a// <a§¢k),/ a//
adgy)"” — —(adgy) ~ 0 = ~—, 3.184
(a501)" = (adoy) e (3184
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de donde se concluye que a(n)d¢r(n) ~ a(n). Entonces para los modos k tales que en algun
momento del periodo inflacionario satisfacen k < #H(n), se encuentra que la amplitud de
dor(n), en este mismo periodo de tiempo, serd aproximadamente constante. Por otro lado,

para estos valores de k y 7 segun el resultado (3.174) se encuentra ”Z’“(—(n")) ~ const, entonces

combinando los resultados: (&bk(n) ~ const,y 1;"(—(77’7)) ~ const, siempre que k < H(n) durante

inﬂacién), y teniendo en cuenta la definicién de v dada por (3.149) junto con el hecho de

que durante el periodo inflacionario; H%% = %% ~~ const, conclusiéon obtenida de (3.14),
se encuentra que los modos k tales que en algiin momento de inflacién satisfacen k < H(n)

el potencial W (n) también serd aproximadamente constante.

Por otro lado, las variables ({, ¥ = ®), pueden ser relacionadas a través de (3.77). No obstan-
te, dado que cerca del final inflacién rodadura lenta (n ~ 7,) los modos de interés satisfacen
k < H(n), y en el parrafo anterior hemos encontrado que para este caso Vy(n) ~ const.
Entonces, para estos modos k y en el periodo de tiempo en cuestion, la derivada con respecto
al tiempo conforme del potencial Newtoniano sera: W) ~ 0, asi que (3.77) podra ser escrita
de manera aproximada como;

2 Dy
g S
3 (wm f + 1)
Estos modos k que en algin momento de inflaciéon su longitud de onda propia es mucho
mayor que el radio de Hubble vimos que satisfacen la relaciéon k < H(n) la cual, dado que

durante inflacién se tiene que H =~ —% con 1 € (—o00,07), se mantendrd durante el resto del

periodo inflacionario. Sin embargo, cuando se presente el cambio de era cosmolégica (poste-
rior a inflacién la era dominante serd radiacién y después materia), por lo cual un cambio

en el factor de escala (el factor de escala tendré la forma a(n) o NF T con w € (0,1) siendo
w = 1/3 para dominio de radiacién, mientras que w = 0 para dominio de materia) entonces
para las eras posteriores a la inflacionaria se tendra que H = m, con 1 > 0 creciendo
mondtonamente, de tal forma que eventualmente en alguna de estas eras posteriores a la
inflacionaria la desigualdad k¥ < H(n) dejara de sostenerse. Cuando ocurra k = H(n.) se
dird que el modo k, en el tiempo 1 = 7,, cruzo el radio de Hubble y a partir de ahi, segin
la dindmica impuesta por a(n) o nﬁ, las longitudes de onda propia correspondientes a los
modos k de interés fisico serdn menores que el radio de Hubble implicando que k& > H(n).

A pesar de ello, para los modos k tales que en algiin momento de inflacion satisfacen que
k < H(n) vy que ademés llegan a la era de materia con longitudes de onda propia res-
pectivas mayores que el radio de Hubble, implicando que k& < H(7), entonces para estos
modos el comportamiento de &,,,¢ al igual que para la era inflacionaria, ver ecuacién 3.185,
se tendra para la era de dominio de materia, que;

2 q)mat .
mat & ————— + D4, siempre y cuando: k < H(n). 3.186
Emat 3 (wmat + 1) t pre 'y (n) ( )

Ahora podemos hacer uso del resultado encontrado en (3.82), junto con el hecho de que
(Wmat = 0), de esta forma las variables &;,¢ ¥ ®nq pueden ser relacionadas a través de;

2 q)mat
gmf ~ 3(

5 3
M P A oD = Prnar A = 3.187
Wnat + 1) P g ¢ ghing (3-187)
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Finalmente, con ayuda de la anterior ecuacién el espectro de potencias encontrado al final de
inflacién (3.181), inicamente para los modos k que aun en algiin momento de la era dominada
por materia satisfacen k < H(n), puede ser propagado al tiempo en que se presento la
superficie de ultima dispersion (la cual se dio durante el domino de materia), encontrando;

9
Ps,... (s, k) =~ %,Pgmf (0, k), para; k<< H(n), con n € (0, ms)- (3.188)

Entonces sustituyendo P, (7, k) de (3.181) en la anterior ecuacién, se encuentra Pg (K, 1;5)
aproximado, esto es;

967T3G2V(¢0)
| P i R A

esto es: se obtiene un espectro de potencias aproximadamente invariante de escala,
por lo cual el espectro encontrado es casi exactamente compatible con el espectro plano
de Harrison-Zel’dovich.

(3.189)




Capitulo 4

Tratamientos Anteriores: “Hipodtesis
de Colapso Auto-inducido”

La explicacion previa dada para el origen de las perturbaciones cosmolégicas depende de
un paso confuso: no hay una justificacion a priori para la identificacion de las co-
rrelaciones cuanticas de dos puntos con el espectro de potencias clasico, ecuacion
(3.173). Analizando mas detalladamente tropezamos con un problema conceptualmente atin
mas profundo, este problema se trata de que segin el modelo cosmoldgico inflacionario el
universo, como resultado de la dinamica inflacionaria, fue llevado a un estado originalmente
simétrico (homogéneo e isotrépico), junto con con un campo escalar (el inflatén) cuyo estado
vacio también es homogéneo e isotrépico, y finalmente llegamos a una situacion no simétrica
(inhomogéneo y anisotrépico) que concuerda satisfactoriamente con los datos observaciona-
les.

Este comportamiento no encuentra su justificacién en la mecanica cuantica estandar ya
que la dinamica del sistema preserva las simetrias iniciales, y por lo tanto tal comportamien-
to es englobado en el problema de la medicion de la mecanica cuantica.

Estos problemas han sido senalados por algunos miembros de la comunidad cosmolégica ([50],
[51], [52], [53]) v se han planteado algunas soluciones basadas en las diferentes propuestas
para la solucion del problema de la mediciéon en mecanica cuantica. La principal propuesta
(si tomamos como indicador su popularidad en la literatura cientifica) es la basada en Deco-
herencia ([41], [42], [43], [44]), aunque hay que mencionar que existen otras propuestas con
menos adherentes, pero aun significativas como las basadas en Mundos Multiples. Estos
intentos de solucién comparten un mismo problema: intentan justificar el primer cuestiona-
miento (igualar correlaciones de dos puntos cuanticas con espectros de potencias
clasicos) dejando intacto el segundo (la evolucién de mecénica cuidntica es unitaria y
en el caso inflacionario, esta evolucién preserva las simetrias del estado inicial).

Nos referiremos a ambos problemas como el problema de la transicion cuantica a
clasica de las fluctuaciones cuanticas durante la inflacion, y a continuacion sera pre-
sentada una manera de eludirlo.
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4.1. Implementacién de la hipdétesis de colapso auto-
inducido en el modelo cosmoldgico estandar infla-
cionario

Originalmente en el articulo [3], se introdujo la hipétesis del colapso auto-inducido apli-
cada al universo inflacionario, como una forma de solucionar el problema de la transicién
cuantica a clasica de las fluctuaciones cuanticas durante la inflacién, y ha dado lugar a re-
sultados concretos en ([37], [38], [40], [45]). También existen trabajos relacionados con esta
propuesta que discuten aspectos mas especificos del esquema del colapso; ([47], [45], [48]). A
continuacién presentaremos el funcionamiento basico de dicha propuesta.

En este tratamiento a diferencia del tratamiento estandar en el cual se cuantiza la
variable de Mukhanov-Sasaki (3.149), las perturbaciones a primer orden de la materia y
la métrica vendran relacionadas a través de las ecuaciones semiclasicas de Enisten
SVG,, = 87rG<(5(1)Tab>. Lo anterior significa que solo trataremos de manera cuantica a las
perturbaciones de la materia mientras que las perturbaciones de la métrica seran considera-
das como campos clasicos. La otra diferencia entre estos dos tratamientos serd precisamente
que en el tratamiento presentado en [3] se le incorpora a la cosmologia estdndar inflacionaria
la hipotesis de colapso auto-inducidodo, la cual plantea que el estado cuantico inicial del
universo |0)gim, €l cual es H&I, sufre un colapso similar al colapso que experimenta el estado
cudntico de un sistema cuantico cuando sobre este se realiza una medicion |0) s — |O)antsim.-

Continuando con la descripcién, en el articulo [3] se hacen las siguientes suposiciones
sobre el colapso:

(a) Los modos k son independientes y ademds (b) se requiere que el estado inicial del
campo no esté enredado (entangled) respecto a esta descomposicion, i.e., el estado de vacio
|0)sim se puede escribir como el producto directo de estados para los operadores de modo
10)sim = |Oky) @ [0ky) ® |Ogy) @ |Opy), .. @ |0k, ). De esta manera, el colapso actia a nivel del
modo k y debido a las suposiciones tiene sentido hablar de un colapso individual por modo,
por lo que, hipotesis del colapso se debe de leer como hipotesis del colapso por modo;

A orden cero en la perturbacién el tratamiento sigue siendo idéntico al dado por la cos-
mologia estandar inflacionaria, esto significa que las ecuaciones que relacionan el factor de
escala de la métrica de RW con el campo escalar ¢q(n) continuara siendo las ecuaciones de
Friedmann.

Por 1ltimo en este tratamiento se trabaja en la norma longitudinal para realizar todas las
descripciones fisicas, a diferencia del tratamiento estandar en el cual se trabajan con canti-
dades invariantes de norma.

Por otro lado, aun sin pasar al tratamiento de gravedad semi-clasica, las ecuaciones
5(1)Gij = 87TG5(1)T@-, coni,j:1,2,3,7 # j conducen a; ¥ = ®. Mientras que las ecuaciones
sVG,; = 8rGSWT,,;, se reducen a;

U+ HU = 4nG )5, (4.1)
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sustituyendo la anterior ecuacién en el lado izquierdo de la ecuacion (3.140) y notando que

4G (¢))*W = dnGa?(p + P)¥ = (H? — H')¥ encontramos;

V20 + &V = 470G (E:6¢ + ¢40¢'), (4.2)
siendo €, = H? — H' = (a)%e1, y éa = 3H) + a?0,,V. Al utilizar la expresion para 9V
que viene de (3.13), escrita en tiempo conforme, obtenemos é; = Hop, — ¢ = ‘z’o( Pe,. La

aproximacién rodadura lenta (slow-roll) estd dada por ez & 0 lo cual implica €, = 0, entonces
la ecuacién (4.2) durante el régimen inflacionario tendra la forma;

V2 + &V = 47G o’ (4.3)

Por otra parte, la ecuacién de evolucién para la fluctuacion del campo, obtenida de la accién
(3.3) y utilizando la aproximacién slow-roll para el potencial del campo, seré;

§¢" — V260 + 2Ho¢ = 0, (4.4)

en donde por la aproximacion slow-roll hemos despreciado términos proporcionales a 83,0 ¢OV[¢].
Es conveniente trabajar con el campo auxiliar y = ad¢, entonces la ecuacién anterior to-
mara la forma;

"

- <V2 + %)y = 0. (4.5)

El siguiente paso involucra la cuantizacion de las fluctuaciones del campo el cual hemos es-
crito como ¢(n, T) = ¢o(n) +d¢(n, T), siendo ¢o(n) el campo de fondo el cual serd descrito de
una manera cldsica, mientras que sus fluctuaciones d¢(n, ) seran cuantizadas. Después de la
cuantizacién el campo reescalado y = ad¢ y su momento canénico conjugado m = y' — (ya'/a)
son promovidos a operadores cuanticos y = adqg, yrT=a- (5¢2)’ .

En lo que resta trabajaremos en el marco de Heisenberg, en dicha representacion la depen-
dencia temporal estara contenida en los operadores, mientras que los estados seran indepen-
dientes del tiempo.

Con la finalidad de evitar divergencias en el infrarrojo, consideraremos al sistema dentro una
caja de lado L con condiciones de borde periddicas. De esta forma el campo y su momento
seran;

n, 7 L3 ZezkrA ’ n, 7 L3 ZezkxA (46)

en donde los vectores de onda satisfacen; k;L = 2mn; con i = 1,23 y 4x(n) = yr(n)ax +
yk(n) a',,y 7Tk(77) = ge(n)ag + gZ(n)dT_k,. Las funciones yx(n) y gr(n) se relacionan a través
de: gr(n) =y, — yrd'/a, siendo y; soluciones de la ecuacion;

"

L+ <k2 - %)yk = 0. (4.7)

Ahora denominemos por y; () y y, () dos soluciones linealmente independientes de la an-
terior, las cuales vendran dadas respectivamente por;

. 1 i | . [k |
yi, () = T (1 + n_/f) exp(+ikn) = g, (n) = i%\/; exp(Likn). (4.8)
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La eleccién de una funcién especifica yi(n) corresponde a una prescripciéon particular del
vacio fisico |0) definido por ax|0) = 0, una eleccién diferente de yx(n) estd asociada a una
descomposicién diferente de modos de creacién/aniquilacién y por lo tanto a un vacio dife-
rente.

Por otro lado, debido a que el colapso auto-inducido actiia como una especie de “me-
dicién”, pero sin aparatos u observadores que puedan realizar mediciones sobre el sistema,
entonces deberd ser descrito en términos de operadores hermiticos. Segin (4.6) dado que
9(n, ) y m(n, &) son operadores hermiticos, entonces los “operadores de modo” gy y 7% no lo
son, pero se pueden descomponer en partes real e imaginaria las cuales son completamente
hermiticas,

O(n) = Ge(m) +ige(n),  #i(n) = 7 (n) + ixk(n), (4.9)

gl AR
resolviendo para ¢, 7, encontramos los desarrollos;

o) = s (mmal” = simal™). w0 = (amal + gimal™). (@10

SR ol - AR — 1 (a4 - N S
donde a;’ y a; vienen dados respectivamente por; @' = 5 (ay + a—r) y @y, = 7 (ar — ).

Las relaciones de conmutacién no nulas entre los operadores af y al, son;

[af, a5 = LP(Sppr + ), [ah, a1 = L3 (Oppr — Op—i)- (4.11)

Ahora, para cualquier estado |Z) en el espacio de Fock de ¢, definiremos las siguientes
- R,I ~R,I .,

cantidades: d,”" = (a,"" )=, de tal forma que los valores de expectacién de los operadores

campo reescalado y momento conjugado del campo, se escribiran como;

"z = V2Re(yrdy”), (7)== V2Re(gudy"). (4.12)

Para el estado vacio |0) se encuentra que d;"" = 0, de esta forma (5, )g =0, (7"")o = 0.
Mientras que sus incertidumbres en el estado vacio son: (Ag")2 = (1/2)|yk|2L3 (ATPH2 =
(1/2)|gr|>L3. La descripcién o hipdtesis del colapso auto-inducido, nos dice que en un cierto
tiempo 7 la parte del estado |0;) que corresponde a el modo k salta a un nuevo estado
|Z%) que no es homogéneo e isotrépico y en general (Zx|ge"" (n)|Zk), (Zxl7r’ (n)|2x) serdn
diferente de cero.

De esta manera, la explicacién propuesta por el esquema de colapso, para resolver el pro-
blema de la transicién cuantica a clasica de las fluctuaciones cuanticas durante la inflacion,
consiste en: El estado cudntico simétrico, correspondiente al universo temprano, evoluciona
unitariamente hasta que un aspecto intrinseco al sistema, provoca el colapso de la funcién
de onda original, dando lugar a un estado inhomogéneo compatible con las observaciones
actuales. Lo que resta es especificar ciertos detalles sobre el colapso de los modos, para esto
necesitamos especificar el estado post-colapso al cual denotaremos como; |9).

Segiin nuestra notacién serd suficiente con especificar d;”" = (0|a.""|©), lo cual equivale a
especificar: (g2 (n5))e v (7177 (15))e siendo esto 1iltimo a lo que denominaremos esquemas
de colapso cuantico. No existe una manera tnica, ni siquiera un criterio que nos permita
discernir un esquema de colapso, de ahi el caracter de hipodtesis de colapso. Sin embargo
en [3] se estudian dos esquemas de colapso, los llamados esquema colapso independiente y
esquema de colapso Newtoniano, posteriormente en [6] es presentado el esquema de colapso
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a la Wigner. A continuacién describiremos brevemente estos esquemas.

Esquema de colapso independiente. En este esquema de colapso, tanto el valor
de expectacion del campo g),f”’ como el valor de expectacion del momento conjugado 7TRI en
el estado post-colapso |©) estan distribuidos aleatoriamente en los respectivos rangos de las
incertidumbres del estado de vacio |0) y no se encuentran correlacionados estadisticamente.
Esto se puede expresar de la siguiente manera,

|0x) — |Ok) tal que:

(©lg" (m)1O) = a1/ (A" ()3,

(Ol (n7)10) = 2y \/ (A ()3,
en este esquema en genemlm1 » 70,y x 7& 0.

R,I , , : : .
donde 1% son variables aleatorias gaussianas centradas en cero y con dispersion uno. El
1,2
hecho de que el colapso no correlacione los valores de expectacion post-colapso del campo
‘ , R,I R,I
y su momento conjugado se encuentra en que los valores de las variables x\"" y xy" son

independientes.

Esquema de colapso Newtoniano. Este esquema de colapso estd inspirado en que
a primer orden en la norma longitudinal y durante el slow-roll de la época inflacionaria,
existe una ecuacion de constriccion la cual relaciona el potencial Newtoniano con el valor de
expectacion del momento conjugado al campo (7(n)), i.e., unicamente el momento canonico
conjugado del campo inflatonico aparece como fuente de la perturbacion de la métrica. Esto
motiva a proponer un esquema en el que durante el colapso solo el valor de expectacion del
momento candnico conjugado es diferente de cero, mientras que el del campo sigue siendo
nulo.

|0x) — |Ok) tal que:

(8lg:" (n;)1©) = 0,

(Ol (15)10) = w5\ (AT3,

RJI _ . R,I
en este esquema x7, = 0, mientras que en general xy ), # 0.

Esquema de colapso la Wigner. En los dos esquemas de colapso mencionados
- . "R  ~RI .
anteriormente se asume que los valores medios de g, y 7, , en el estado posterior al
colapso adquieran valores aleatorios independientes. El esquema de colapso a la Wigner si
. . “R,I ~R,1I -
toma en cuenta la correlacion entre las variables (y,"",7,"") y este se basa en la funcion de
distribucion de Wigner,

|0x) — |Ok) tal que:

(Olg" (ng)|©) = kaJAkcose
<@|ARI(771§)‘@> = :L'k TkAgsind.

R,I R,I RI

en este eSqQUEMa Ty, = Ty = .y en general 1,0 # 0.
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. . RI ‘ . .
FEs decir, colapsardn a un valor dado por " -la cual es una variable aleatoria gaussiana
normalizada centrada en cero y con una dispersion A, dada por,

dniv L3k
\/1 +5(kng)2 — /T + 10(kng)? + (k)"

La dispersion es elegida basdndose en el hecho de que la distribucion de Wigner del estado
vacio de un oscilador armdnico es una funcion gaussiana bidimensional, entonces, Ay estd
dada por el semi-eje mayor de la elipse definida por la funcion gaussiana bidimensional. Esta
elipse corresponde a la frontera de la region en el espacio de fase donde la funcion de Wig-
ner tiene una magnitud de 1/2. De esta manera, este esquema de colapso toma en cuenta
las correlaciones entre las variables canonicas que estaban presentes en el estado anterior
del colapso (i.e., el estado de vacio y en todos los estados), ya que estd informacion estd
integrada en la funcion de distribucion de Wigner.

Ay

De esta forma dado el esquema de colapso, esto es los datos iniciales (0]7," (175)|©) v
(O]7" (1£)|©), se evalta las ecuaciones (4.12) en 1 = 75, obteniendo;

@lfl(nli))@ = ﬂRe(yk(nﬁ)dg’I), <7AT1§’I<7713)>® = ﬂR@(Qk(ng)dkRJ>a (4.13)

lo cual puede ser entendido como un sistema de dos ecuaciones lineales algebraicas con dos
. , . R,1 , ’ R,1

incognitas d,". Entonces, segin (4.12) una vez encontrados los nimeros d, ", para el esque-
ma de colapso en cuestién, los valores de expectacién (G (n))e v (71 (n))e, calculados en el
estado post-colapso y para todo tiempo conforme 7 tal que n > 7}, quedaran completamente
determinados.

Al inicio de esta seccién es mencionado que en este enfoque se realiza un tratamiento
semi-clasico de las perturbaciones de la gravedad acoplada a las perturbaciones de un cam-
po, en términos de las ecuaciones semi-clasicas Einstein 6V G, = 87G ((5(1 A,ﬂ,) Entonces,
trabajando con las con componentes 6MNGoy = 87G(§WTyy) v 6MGy = 87G (6D T},), de
las ecuaciones semi-clésicas de Einstein en el estado post-colapso |O) del modo k, a primer
orden en la perturbacién descompuestas en modos de Fourier, se obtiene;

0

V() + HVx(n) = dnG—=(Ge(n))e, (4.14)

0

—k*Wk(n) + & T(n) = 4nG—2(7x (1)) (4.15)

~

donde (4.9), implica (x(n))e = (I (n)e + i(Gk(n)e. v (Tx(n)e = (7' (n))e + i(Ti(n))e.

Con base a las dos ecuaciones anteriores es facil ver que antes de que el colapso del modo
k ocurra, esto es para todo n < 7y, los valores de expectacién que aparecen de lado derecho
de estas ecuaciones en lugar de estar calculados en |©j) estarfan calculados en el estado
pre-colapso |0), razén por la cual por tratarse de |0x) (un estado perfectamente H&I) los
valores de expectacién (gx(n))o, (7x(n))o serfan nulos implicando que el potencial Newtoniano
U (n) sea tal que: Ui(n) = 0, y con esto antes del colapso el espacio-tiempo modelado seria
espacialmente perfectamente H&I.
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Ahora denotando por 7; al tiempo conforme en que el periodo inflacionario inicia y
por 7, al tiempo conforme en que el periodo inflacionario termina (mismo en el cual da
inicio al dominio de radiacién). Entonces, considerando la ecuacién (4.15) sujeta al periodo
temporal n € (n5,n,) (en este rango de tiempo por tratarse del periodo inflacionario se
cumplird que €; ~ 0) y limitada a las escalas angulares (los modos k de interés), para las
cuales el mecanismo principal para la generacion de anisotropias es el efecto S&W, los cuales
corresponden a k € (1074, 1072)Mpc~!, lo cual implica que k* >> €, entonces la ecuacién
(4.15) escrita en modos de Fourier tomara la siguiente forma asintdtica:

ArGoy(n)
—W<Wk(n)>@~ (4.16)

Recapitulando, la anterior ecuacién sera valida durante el periodo inflacionario y para
los modos de interés fisico k& € (1074,1072) M pc~'.

W (n) ~

Conexion con las cantidades observacionales

Retomaremos nuevamente la ecuacién (3.86). Entonces, limitandonos tinicamente a las
anisotropias producto del efecto Sachs Wolfe (3.110), vemos que el potencial Newtoniano
sobre la superficie de ultima dispercién: W(ms, Z)5), se relaciona con los coeficientes oy, a
través de;

1 S Ny
o= [0 W0 7)Y 0., (417

siendo Zj; = x5(sin @ sin ¢, sin 6 cos ¢, cos f) con n = (cos ¢sin b, sin ¢ sin #, cosf) un vector
unitario normal a la dos esfera celeste y x;s corresponde a la distancia comovil recorrida
por el fotéon desde su emision en la superficie de ultima dispersién al tiempo 7, hasta su
deteccion por los observadores contemporaneos en un tiempo 7y. Antes de evaluar el valor de
expectacion del potencial Newtoniano primero realizaremos una descomposicion en modos
de Fourier:

— 1 ik-@
U(n,7) =) T Ve(n)e k. (4.18)

-

k

Como se necesita el valor del potencial Newtoniano evaluado sobre la interseccién de nues-
tro pasado causal con la hipersuperficie n = 1, haremos uso del siguiente ansatz para el
potencial Newtoniano, V(n,Z) = > ¢ #T(k‘)llfznf (n)e* % donde hemos introducido el fac-
tor T (k) para representar los efectos de los diversos mecanismos fisicos presentes entre el
recalentamiento (reheating) y desacople, son conocidos como las funciones de transferencia.
Entonces, bajo estas suposiciones se encuentra para a;, tedrico;

1 in ik-Zp
%FﬁJmmewwmww, (4.19)
k

ahora sustituiremos la relacién de constriccién dada por la ecuacién (4.16), la cual solo es
valida durante inflacién y en el estado post-colapso |O) del modo k,

Wy () = - (7x(n), (4.20)
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donde s = 47G¢y. A partir de las dos tltimas ecuaciones y luego de un poco de algebra,
obtenemos para a;,,

oin =537 3 (- i ) A (5 R i (BT (8), (4.21)

siendo j;(z) las funciones esféricas de Bessel de primera clase y donde k: indica la direccién
del vector l;: La cantidad ay,, no es predecible puesto que (7 (7)) depende de las variables
aleatorias 21"’ Por otra parte, el cuadrado de (4.21) y bajo el limite (L — c0), se encuentra
dado por;

1672 AT/ r 7 7
e = I [ i D 0D g4 0y v (50 i )
En lo que resta usaremos por simplicidad 7 (k) = Ty = constante, lo cual significa que

ignoraremos la fisica que da a lugar los picos actsticos. Por tltimo calculamos el valor mas
probable para la anterior cantidad. Esto se hace calculando el promedio sobre un ensamble
imaginario de universos, cabe decir que cada pareja de ntimeros aleatorios (a:? kl s Ty, k) los
cuales especifican el esquema de colapso representa un universo. Ahora, teniendo en cuenta la
ecuacién de constriccién (4.20), junto con la definicién del potencias del potencial Newtoniano
(3.114), se consigue la siguiente igualdad®,

82

Wﬁk(ﬁr)ﬂﬂ/ () = Pul(k)oww, (4.22)

entonces el valor mas probable de la cantidad ay,,0f;,,,, serd escrito como;

B 1672 [ . , . )
2 . . ~ A
= 9 [/k Pg,(k:)]l(kRD)]l/(k‘RD)dk] [/Y}m(k)Yl/m/(k)ko .
(4.23)
Usando la identidad [ Y}m(/%)Y}/m/(/%)ko = 01y Ommy, SE €ncuentra que;
9 o
| |* = %/ k*Py(k)ji (kRp)dk, (4.24)
0

podemos ver que (3.118) es equivalente a (4.24) la tnica diferencia radica en como se calculo
el promedio de ensamble del cuadrado de la norma de los coeficientes a;,,?

Entonces de (4.22) observamos que Py (k) tendré la dependencia en k compatible con el
espectro invariante de escala de H&Z, siempre y cuando;

Lo cual se puede obtener de manera directa con la simple sustitucién de (4.20) en la definicién dada por
la ecuacién (3.114) bajo la consideracién de que las anisotropias son producidas durante inflacién Uy (np) ~
\Ij;cnf (1)

2Esto demuestra que |ay,,|2 no depende de m, como se menciono en la ecuacién 3.92
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(e(n )7L (1)) = constante x k. (4.25)

Lo que resta sera calcular, para un esquema de colapso en particular, la cantidad; (74 (n,)) <7AT,T€, (),
lo cual para un n cualquiera puede ser escrito de la siguiente forma;

(Felm)(FL) = (FRO) +iwfm))(a (n) — iy ()

(4.26)
las contribuciones de (7}(n))? y (#1(n))? son iguales puesto que,
(@f, 6" = L*(0p 5 + 6 _jp) = a8l = 0pp + 67 g (4.27)
N
[aé Gz = L3((5k v 0nip) = xﬂ:cﬂ =0 — O _is (4.28)
lo cual si k = k' nos conduce a;
R,.R _ _
Tl = xExE =1, (4.29)
entonces el resultado (4.26) podra ser escrito como:
(i () (F () = 27 [ ())? = 2(7] ()2, (4.30)
Finalmente, para los esquemas de colapso mencionados anteriormente se encuentra,
hL3k 2 1
” i _
<7Tk(777")><7rk(nr>>independiente = 4a2(77r) {1 + —k sen®(Ay) + Py sen(QAk)} ) (4.31)

KL%k 2 1\ 1
A A = 1+ = Ap)[1——) — —sen(2A 4.32
N L0 i = gy |1+ 500 (1= ) = S senzan)] . (432)
hL%{ 3222 1 {
5 v i
™ I ™ - . =
1 D) T DD 4a®(nr) | /141022 + 92 1+ 527 — /1 + 1022 + 92
A
(\/1+10z,§+9z,§—1+3zk)(cosAk—Sen ’“) +
2k

+sen? A, <\/1 +1022 + 92 — 327 — 7> + 82 cos A sen Ak] },

en donde z = kni, y A = (9, — n§)k. Se encuentra que los tres esquemas de colapso
mencionados son compatibles con el espectro tedrico de H&Z si asumimos que cada modo
k de interés fisico colapsa en un tiempo particular n; el cual es dependiente de k, y es tal
que |ngk| = constante > |n,k|, implicando que |nf| > |n,|, condicionando a que los modos
de interés colapsen al principio de la etapa inflacionaria.






Capitulo 5

Modelo de localizacion continua y
espontanea (CSL) de Pearle como
mecanismo para el surgimiento de las
inhomogeneidades cosmoldégicas
durante inflacion

Segtn la mecanica cuantica estandar la descripcion de la evolucién de un sistema cuantico
obedece un par de procesos los cuales en la nomenclatura de Penrose son;

Proceso U: Cuando no se realiza medicién u observacién alguna, la evolucion del estado
cuantico del sistema vendré gobernada por la ecuacion de Schrodinger.

. d
H|U.t) =71—|VU. ¢t 5.1
0,1y = i 1), (5.1)
en donde H es el Hamiltoniano del sistema.

Proceso R: Ahora dada una observable (A), a la cual en el tratamiento cudntico puede ser
representada como un operador hermitico A, cuyos eigenvalores y eigenestados vienen
representados respectivamente por: {a,,} v {|am)}, en particular el conjunto de eige-
nestados forma una base con la cual podemos representar cualquier estado del espacio
de Hilbert como una combinacién lineal de los elementos de la base, |¥) =" c,la,).
El proceso R, enuncia que si sobre el sistema cudntico se realiza la medicién de la
observable (A), el estado cudntico del sistema se colapsara a uno de las eigenestados

de la observable (A).

Antes de medir (A): |¥) = ch|an>, después de medir (A): |V) = |ap).  (5.2)

n

Lo anterior es conocido como el colapso de la funcion de onda, y sin este la
mecdanica cuantica estandar no podria explicar lo que se observaba en los experimentos.

83
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De esta forma la mecanica cuantica de Schrodinger plantea que antes que un observador
mire o mida algo (no aplica proceso R), el mundo fisico solo existe como una superposicién de
todos sus posibles estados simultaneamente (si aplica proceso U), lo cual conduce a famosas
paradojas como la del Gato de Schrodinger donde el gato puede estar vivo-muerto al
mismo tiempo, y solo a través del proceso R el gato tomara uno de estos dos estados.
El hecho de que en la teoria cuantica de Schrodinger solo emerja la realidad si se realiza
una medicion sobre el sistema, es lo que se conoce como; problema de la medicién en
mecanica cuantica.

Un enfoque para atacar este problema es modificar la ley de evolucién de la teoria de
manera que el proceso R también ocurra de una manera dindmica, pero independiente de que
sobre el sistema se realice medicién u observacion alguna. Esta alternativa da como resultado
lo que se conoce como teorias de colapso objetivo o modelos de colapso. Las teorias de colapso
objetivo o modelos de colapso, explican el colapso de la funcién de onda de una superposicion
de estados en el problema de la medida en la mecanica cuantica suponiendo que se produce
un colapso de la funcién de onda, un colapso real e independiente de observadores (de ahi el
término objetivo) provocado por causas fisicas, al estado observado.

Con base a lo previamente mencionado, la situacion sobre el surgimiento de las inhomo-
geneidades primordiales, la cual se ha venido tratando en los capitulos anteriores, podria
entenderse como una manifestacién, a nivel cosmolégico, del problema de la mediciéon en
mecanica cuantica. Hasta este punto, si aceptamos que las fluctuaciones cuanticas del estado
vacio del inflatén dieron origen a las semillas primordiales de estructura césmica, y que el
estado inicial es vacio de B&D (es un estado perfectamente homogéneo e isotrépico y en
particular no posee inhomogeneidades) el cual puede ser escrito como una superposicién de
estados inhomogeneos, lo que entendemos por universo no seria mas que una superposicion
de estos estados inhomogeneos, siendo nuestra realidad uno de estos estados, pero segun la
teoria cuantica de Schrodinger esta realidad quedaria determinada una vez que algin ente
externo al sistema realizara una observacion o medicién del sistema. Lo cual resulta una
tarea imposible para nosotros ya que no podemos pensar que el universo era perfectamente
homogéneo e isotréopico hasta antes de que los primeros satélites comenzaran a recolectar
datos del CMBR, puesto que las condiciones de nuestra existencia se deben a la evolucién
de dichas inhomogeneidades primordiales. Es por tal razén que el paradigma estandar infla-
cionario no podria explicar el origen de las inhomogeneidades, pero vimos que remplazando
la mecédnica cuantica de Schrodinger por un esquema de colapso objetivo, como los anterior-
mente mencionados, seria posible dar cuenta del surgimiento de dichas inhomogeneidades
primordiales.

La siguiente parte de este trabajo consiste en implementar, para lidiar con el proble-
ma de la mediciéon, una teoria de colapso objetivo en el problema del surgimiento de las
inhomogeneidades primordiales. El modelo a estudiar serd el conocido como el modelo
de localizacién continua y espontdnea (CSL) de Pearle, y el como implementarlo al
problema cosmologico es lo que describiremos en lo que resta de este capitulo.
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5.1. El modelo localizacién continua y esponténea (CSL)
de Pearle

Segin el modelo CSL (consultar referencias [10], [11], [9]) la evolucién de un estado
cuantico viene dada por;

[, 8)y = T Jo WG =204, ) (5.3)

siendo T el operador de orden temporal, w(t) una funcién estocéstica dependiente del tiempo
la cual conduce a que la evolucién dada por CSL no sea determinista para el estado |1, t).,,
el nimero v es un parametro fundamental de la teoria, mientras que A es un operador
hermitico (con valores propios a,, no degenerados). La evolucién (5.3) es tal que [, 1),
tienda asintéticamente a un eigenestado de A, y la rapidez de dicha evolucién ( esto significa
que tan répido |1, t),, tiende a |a,,) eigenestado de A ) vendra controlada por el nimero ~.

Por otro lado, la cantidad e~ Jo dt (G5 () =2vARY o) (5.3) produce que la evoluciéon CSL no sea
unitaria. Entonces, segin (5.3) partiendo de un estado inicial normalizado (1, 0], 0) = 1, la
no unitariedad de la evolucién (5.3) implicard que; ,, (1, t|1), t), # 1.

De esta forma en el modelo CSL, dado un estado inicial |, 0), la evolucién (5.3) nos dard un
estado final |¢,t), para cada funcién w(t) en donde la probabilidad asociada a |1, 1),
estara dada por la regla de probabilidad;

P,Duw(t) = (¢, tl, ), Dw(t), (5.4)
donde Dw(t) ha sido definido como;

dw(0) dw(At)  dw(2At) dw(t) :li[ dw(t;)

Dult) = 21y [ (At) /21y (At) \/27/( At) \/2777/ tFOW.

Notamos que como los estados [¢,t),, no tienen norma uno, de (5.4) concluimos que los
estados con mayor norma seran méas probables.

La motivacion de (5.4) como probabilidad estd justificada por el hecho de que la suma de
todas las probabilidades es uno, esto se ve de [ P,Dw(t) = 1. Para desarrollar esta integral
primero notemos que la evolucién de el estado puede ser expresada como;

[, By = T Jo i w@)=22ARY )
T S AR o) -2y AP [ R )24, g

= Te oA )2 AR Ay (56)

de modo que sustituyendo en (5.4) e integrando sobre todos los w,

w(t ) 2’yA

b -

/D (t At) /OO <’(/J,t—At|€7foAtdt’ [fiHer%fW} fOAtdt’ [1H+[
w P

>dw(At)
2my/(At)
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B B * dw(At) B _Aplo(an 2P B
= /Dw(t At) » —\/Ww,t Atle [V, t — At)
= /Dw(t — At) (), t — At|p,t — At) = ... = (¢, 0}, 0) = 1. (5.7)

Ahora con la finalidad de ver el funcionamiento de CSL, nos concentraremos solo en la parte
de CSL que modifica la evolucién de Schrodinger, es decir en (5.3) asumiremos que H = 0.
Escribiremos |1, 0) como una combinacién lineal de los eigenestados |a,) del operador A,

esto es [1,0) = SN ¢, |a,) entonces, segiin la ecuacién (5.3),

1

W, 8)y = e d7 o WAy, g
N

= D calage R Al (58)
n=1
y la probabilidad,
N 1 t
Py = o, th, )y = Z lea|2e > S dt! [w(t')—2yan] (5.9)

n=1
Como primer caso, consideremos la clase de funciones aleatorias w(t) con el siguiente com-
portamiento asintético;

1 t
lim _t/ dt'w(t') — a, (5.10)
0

entonces a este conjunto particular de funciones las renombraremos w(t) como w,(t), y sin
perdida de generalidad escribiremos,

we(t) = wo(t) + 27a, (5.11)
donde ahora wy(t) es una funcién estocéstica a partir de la cual se define la funcién' (),

mientras que a es una constante real.

1 t
— | dt'wo(t') = €(t 5.12
57 [ () = cto) (5.12)
y esta es tal que limy;_, €(t) — 0 para que la condicién (5.10) sea cumpla.

A continuacién sustituiremos (5.11) en (5.8), obteniendo asi;

N
|¢7 t>w = Z Cn‘an>€_% fot dt'[wo (t')+27v(a—an)]?

n=1
N
— & Jy dt w3 () +4wo (t')y(a—an) +472 (a—an)?]
= E Cp|ayye™ 3 Jo D

n=1

N
— &R dt/wg(t/){ ZCn‘an>e—'yt(afan)[2e(t>+(afan)]}, (5.13)

n=1

Ino confundir con el pardmetro de slow-roll €;
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Para el calculo de P, = (¢, |1, t),, usaremos (5.13) junto con la ortogonalidad de los
eigenestados |a,,)

N
P, = e~ Jo dui(®) { 3 ‘Cn|2e—2wt<a—an>[2e(t>+<a—an>1}, (5.14)
n=1
si a # a, para todo n, la densidad de probabilidad (5.14) en el limite de ¢ — oo es nula.
En este mismo caso, el estado asintético |1, t),, correspondiente a w, dado por (5.13) en
general no es proporcional a un eigenestado del operador A, pero anteriormente en (5.14)
encontramos de que la probabilidad asintética de que se de este estado es nula.

El caso a = a,, genera los siguientes comportamientos asintoticos;

N
[, ), = € FRYEO ) + 3 cplagheen ez @k (5.15)
n#Em

esto implica que el estado asintético para cuando (¢t — oo) serd proporcional a un eigenestado
del operador A,

th'm [V, ) w,,, — e_ﬁfot dt,wg(t/)cmmm), (5.16)
—00

la densidad de probabilidad asintética para este estado sera,
th Py, — |cm|267%f(;f (), (5.17)
— 00

De igual modo que para la realizacion w,,, (t) = wo(t) + 27va., en la que se encontré que
el estado final dado por la evolucién CSL tiene la forma (5.16) con probabilidad (5.17), la
realizacion w} (t) = wj(t) + 27y, con wo(t) # wi(t), en donde wi(t) al igual que wo(t) en
(5.12) satisface que: 2%# fot dt'wi(t') = €*(t), con €*(t) tal que lim; o, €*(t) — 0, y puesto que
la realizacion w}; (t) esta caracterizada por el eigenvalor a,,, siendo este el mismo eigenvalor
involucrado en la realizacién w,,, (), entonces la realizacién w; (t) produce los mismos re-
sultados asintéticos (5.16) y (5.17) producidos por la realizacién w,,, (t). Entonces diremos
que las realizaciones w,, () y wj (t) son equivalentes, y de esta forma podemos definir una
clase de equivalencia [w,,, »(t)] como el conjunto de realizaciones w,,, ,(t), etiquetadas por
p € N, tales que,

{wamp(t) = wop(t) + 27am}p€N, (5.18)

en donde en general wy,(t) # wo,(t) si p # ¢. Si integramos (5.17) sobre el conjunto de
realizaciones (5.18), encontramos que el limite asintético la probabilidad total asociada serd;

lim P, — |cm)? (5.19)
t—o0 m

donde el simbolo tilde significa que se ha promediado sobre el conjunto de las realizaciones

{w(t) : w(t) ~ wa,, (1)}

N

Si ahora promediamos (5.19) sobre el conjunto {w,, (t)},_1,

encontraremos que,;
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N
.5 2 _
tlgglo Py, — E lem|” = 1. (5.20)

m=1

Existen otra clase de realizaciones que corresponden a funciones w(t) para las cuales cuando
t — oo la cantidad Z%t fot dt'w(t') no tiene un limite asintdtico, sin embargo para estas
realizaciones la probabilidad dada por (5.9) serd nula puesto que la integral en el exponente
de (5.9) diverge,

, 1 ! / / 2
tli)r?o%/o dt'[w(t") — 2va,]”* — oo, (5.21)

concluimos que las anteriores realizaciones no contribuyen y de esta forma la barra en (5.20)
indica promediar sobre todas las realizaciones {w(t)}.

Podemos enfatizar que cuando H # 0 la dinamica del Hamiltoniano interfiere con la dinami-
ca CSL de tal forma que en funcion del Hamiltoniano del sistema varios comportamientos
pueden presentarse. En algunos casos el colapso toma lugar de igual forma como cuando
se ignora el Hamiltoniano, sin embargo también existen casos en los que ambas dinamicas
compiten de cierto modo que para un rango de tiempo lo suficientemente grande el estado
cuantico [, t),, asintéticamente no tienda a un eigenestado del operador A.

Para finalizar esta seccién, a través de (5.3) podemos definir la matriz de densidad la cual
describe el ensamble de todas las realizaciones w(t), esto es;

peatt) = [ PP — [ Dt

= /Dw(t)Tefo v {’H+i[w )2 AP }|¢70><¢70|6*ﬁdt’ [—ifIJrﬁ[w(t’)f}yA]z}
— Te i da?] ) (5.22)

donde los subindices L y R significa que los operadores actian a la izquierda o derecha de
la cantidad p(0).

La matriz de densidad satisface una ecuacién de Lindblad?,

jtpcsz() —i[H, pest(t)] — %[A, [A, pesi ()], (5.23)

de donde se sigue que el ensamble del valor de expectacién del operador (O) = TrOp(t)
satisface,

d— — S
—(0) = =il0. ] = J[A[A,0]). (5.24)
El segundo sumando del lado derecho de la ecuacién (5.23) y de la ecuacién (5.24), repre-

senta la modificacién impuesta por CSL a la teoria cuantica estandar. Por otro lado, si sélo

2Para detalles sobre la ecuacién de Lindblad consultar referencias [28], [29] y [30].
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tuviéramos el primer término del lado derecho de las ecuaciones (5.23) y (5.24), la ecuacién
resultante equivaldria a una ecuacién de Liouville-von Neumann?®, correspondiente a la evo-
lucion unitaria del operador de densidad.

Por 1ltimo con la finalidad de visualizar el funcionamiento de la matriz de densidad mo-
dificada por CSL, construyamos esta matriz de densidad a partir de (5.13), esto es;

N

pesi(t) = / Dw()[, 1) (.t = > cuchlan)(a,le ¥ @ am)”
n,m=1
N
lim pea(t) = D lenl*lan) (anl (5.25)
n=1

de donde observamos que los elementos fuera de la diagonal (estos elementos se caracterizan
por tener a,, # a,,) decaen en el limite ¢ — co.

5.2. Incorporando CSL al problema cosmolégico.

Iniciaremos considerando las fluctuaciones clasicas del campo inflacionario, d¢(Z,n), y
escribiremos la accién de materia perturbada hasta segundo orden en las fluctuaciones del
campo escalar escrito en términos del campo auxiliar y(Z,n) = a(n)d¢o(Z, n), (esto es ecuacién
(4.11) de [38]),

1
55\ = 3 / dnd’x (y’2 — (Vy)? + H*y? — 2Hyy’>. (5.26)
La densidad Lagrangiana sera entonces,
1
oL? = 3 (y’2 — (Vy)? + H*y* — 27—[yy’). (5.27)
Por otro lado, el momento canénico 7 conjugado a y es ™ = 8%2(,2) = ¢y’ — Hy. Notemos

que ¢ = (y/a)’ = 7/a, en donde el factor de escala durante el periodo inflacionario tiene
la forma a(n) = (—H%n)”el, entonces la cantidad ‘H = %’ durante inflacién rodadura lenta
1

€1 ~ 0 tomara la forma: H ~ o

Para las variables clédsicas (y, ), los corchetes de Poisson no nulos a tiempos iguales, y
el Hamiltoniano estan dados respectivamente por:

{y@n).7(G@n)} =0F -7, H® = E/d% [WQ(E’, n) — %W(f, my(Z,n) + (Vy(Z, 77))2]-

2
(5.28)
El siguiente paso sera enfocarnos en los modos de Fourier del campo:
@) = s [ Phy)e®™, w(@n) = = [ PRm)e, (5.29)
y J?,T] - (271')3/2 yk; 77 € y T l’,?’] - (27T)3/2 7Tk 77 € ) .

3Para detalles sobre esta ecuacién consultar referencias [31] y [32].
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en términos de las funciones modo y;(n) y 7z(n), las cuales dado que las funciones y(&,7n) y
7m(Z,n) tienen imagenes sobre el conjunto de los nimeros reales y debido a las expresiones
(5.29), entonces las imagenes de las funciones y;(n), 7(n) no perteneceran al conjunto de los
nimeros reales. Los corchetes de Poisson escritos en funcién de las variables yz(n) y mz(n)
tomara la forma;

—

{yz(n), ()} = 6(k = &), (5.30)

1 * ]' * * *
OH® (1) = Q/dgk[ﬂﬂg - E(ngy;; + mpys) + Ky (5.31)

La transicién de la descripcion clésica a la cudntica se efectiia remplazando las variables
clasicas reales a por operadores hermiticos &, y remplazar los corchetes de Poisson por
i~' x (conmutadores). Trabajaremos en el marco equivalente al de Schrodinger, de esta forma
los operadores seran independientes del tiempo y el estado evoluciona de acuerdo al modelo
CSL. Entonces, como §'(¥) = §(F), por lo tanto g)]% = ¢_z. Similarmente, #'(Z) = #(Z), por
lo que 7%]% = 7_j. Dicho de otro modo, como las variables clasicas y; y 77, que describen
a las funciones modo no son reales, entonces los operadores ¢ y 73 no seran hermiticos.
Ahora, con la finalidad de trabajar con operadores hermiticos, realizaremos una descripcion
en términos de campos simétricos y antisimétricos.

Campos simétricos y antisimétricos

Partiendo de la descripcién clésica, separaremos los campos y(Z, 1) y m(Z, 1) en parte simétri-
ca y antisimétrica, esto es;

1

y(T,n) = %[y(f, n) +y(=7,n)] + §[y(ii n) —y(—=%,n)] = ys(@,n) + ya(@,n), (5.32)

donde ys(7,n) v ya(Z,n) respectivamente representan la parte simétrica y antisimétrica de
y(Z,n), procediendo de manera anéloga para 7(Z,n). Ahora, sustituyendo (5.32) en (5.28),
y usando [ ffb [£, Bz fs(Z)ga(Z) =0, la ecuacién (5.28) tomard la forma;

1 2 1 2
SH® () = = / &P [wg ~ Zrgys + (vys)ﬂ 42 / & [wi — Syt (VyA)2] (5.33)
2 i 2 n
ie,0H® =§sHY + 5HY.

Los corchetes de Poisson a tiempos iguales de los campos simétricos y antisimétricos se
obtienen de sustituir en (5.28):

{s(@ ), m5(@, )} = 510 — @) + 8 + D, (i), ma(d )} = 506 - ) - 6 + )

mientras que los demas corchetes de Poisson;

{yS(‘f7 T])JTA(Q_; T])} = {yA(fJ U)aﬂs(@ 7])} =0. (534>
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Modos, caso simétrico

Ahora consideraremos los modos de Fourier del campo,

— 1 ik-7 5 1 iRz
ys(%ﬁ) = (27T)3/2/d3k6k yl_@s(n)a 7T5(l’,7]) = (27T)3/2/d3k6k ﬂ-E,S(n)' (535)

Entonces, puesto que ys(Z,n), ms(Z,n) son simétricos, se cumplird que: y_,;’s(n) = yg’s(n),
T_is(n) = 7} (n). Mientras que debido a que ys(Z, n), ms(Z, 1) son reales entonces y= (1) =

Y z.s(n), W%ys(?]) = 7_f g(n). Combinando ambos resultados, encontramos y%s(n) = yz.s(n),

7TES<T]> = ;. (n): se concluye que las variables cldsicas y; 4(7) v 7 4(7) el conjunto de sus
imagenes también esta definido sobre el conjunto de los ntimeros reales. Por otro lado, los
corchetes de Poisson no nulos para los modos de Fourier de los campos simétricos y; ¢(7) y

Tz (1) se conseguird usando (5.34), esto es;

* 1 —ik-Z ik'-q = =
Wi s} = Lo )} = o [ @' [ e o (), ()
1 .

= 5[5(/5’ — K +o(k + k). (5.36)

Ahora deseamos escribir el Hamiltoniano en modos de Fourier, entonces evaluando (5.35) en
la parte simétrica del Hamiltoniano escrita en (5.33), el primer término ser4,

1 . 1
3 [ dam@n = / s &, )7 (7 1)
R3
_ 2 dgkleik'feiik/'fﬂgs(7])7712/,5(77)

= ;/ &k’ ((n ) /d3k7r~ (). (5.37)

En el ultimo paso, la integral sobre todos los vectores k tales que ke R3, esto es k= (k,0,0)
definidas como k € [0,00), 8 € (0,7), ¢ € (0,27), es convertida en la integral sobre el semi-
plano positivo + definido por los vectores k = (k, 6, ¢) tales que k € [0,00), 6 € (0,7/2),
¢ € (0,27), debido a que el integrando es simétrico sobre la regién de integracién. Se realizan
pasos idénticos con los demas términos del Hamiltoniano, el cual finalmente tomara la forma;

i = [ dk[x ) -

Finalmente, limitdndonos al semi-plano positivo k € [0,00), 8 € (0,7/2), ¢ € (0,27), el
término 0 (lg + K ) en los corchetes de Poisson, no contribuye en el calculo de las ecuaciones
de movimiento, entonces los corchetes de Poisson seran solo el primer término en (5.36). Sin
embargo, existe un factor de 1/2 en los corchetes de Poisson, lo cual causa que los corchetes de
Poisson no sean los candnicos. Para conseguir los canénicos realizaremos el siguiente cambio
de variables

2

EWE,S(U)?JE,S< n) + k2 ((n)]- (5.38)

XE,S(W) = \/595,5(77)7 PE,S(U) = \/5”12,5(77)- (5.39)
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En términos de estas variables los corchetes de Poison no nulos a tiempos iguales y el Ha-
miltoniano seran;

[Xe (), Pesn)} = 6(F — ),
1
SHP = 5 [ dK[P2 () = 2 P g X o)+ 122 ()]
_l’_
(5.40)

Modos, caso antisimétrico

Procederemos de manera analoga al planteamiento realizado en el caso simétrico. Iniciaremos
con,

q 1 iRz - 1 iFz;
yA(;];777) = (271')3/2 /dBke k ZyE,A(U), 7TA<SL',?7> = (27]')3/2 /d3k€ k ZWE,A(”)' (541)

Por otro lado, puesto que las variables y4(Z, 1), m4(Z, n) son antisimétricas, se obtiene y_ i 4(m)
—Ypa(n), m_g 4(n) = =7 4(n). Dado que ya(Z,n), 7a(Z, n) son reales, implica que yz’A(n) =
—y_z4(n), 7T;;A(17) = —7_j 4(n). Entonces, yl’g’A(n) =Yz, 7T;;A(17) = 77 4(n): los i-factores
en la definicién de yz ,(n), 7z (1) fueron puestos para hacer estas variables reales y entonces
los correspondientes 7operado7res en la descripcién clasica sean hermiticos. Entonces, aunque
mz(n) no es real, hemos logrado escribirlo como la suma de términos reales

me(n) = w5 (n) + g 4 (1) (5.42)

Los corchetes de Poisson no nulos a tiempos iguales, se obtienes usando (5.34):

U)o A) = a0 )] = s [ s [ e B Ay ()
= L~ F) — 6+ R (5.43)

Los argumentos restantes son identicos a los utilizados en el caso simétrico, la tinica diferen-
cia es que el signo de d(k + k') es positivo para el caso simétrico, ver (5.36), pero negativo
para el caso antisimétrico, ecuacion (5.43). Sin embargo, cuando nos limitamos al semi-plano

positivo, (5(E + E’) no juega ningun papel.

En términos de las variables antisimétricas, los corchetes de Poison no nulos a tiempos
iguales y el Hamiltoniano seran,

{Xp4(n), Py o ()} = 0(k — &),
@ _1
SHY = 2 /+ dk[PﬁA(n)—

(5.44)

Cuantizacién



5.2 Incorporando CSL al problema cosmolégico. 93

Por 1ltimo, procederemos a realizar la cuantizacion de la teoria. Entonces, las descripciones
cuanticas de las ecuaciones (5.40) y (5.44), seran respectivamente;

N . L . 1 A A
[XE’S’ PE’:S] = 10(k — k'), 5H§) "2 [r dk [PIZQ,S o [P Xk st Xk sP ] + kzX;%,S} )

~ ~

1
n
~ 1 R 1

Xz Pl = i0(k = K), JHY = §/dk[P§’A__
+ n

[P aXga T Xpabpal + k?QX,%A]-
(5.45)

Nuevamente, enfatizaremos que, mientras las variables clasicas son funciones del tiempo con-
forme 7, trabajaremos en un marco en el cual los operadores son independientes del tiempo
conforme 7 (con la excepcién del Hamiltoniano el cual depende de ) mientras que los esta-
dos si dependen del tiempo conforme y evolucionan de acuerdo a el modelo CSL.

De esta manera, el campo llega a ser una simple colecciéon de osciladores armoénicos con
masa variable, en la cual cada modo evoluciona de manera independiente. Si definimos,

X-*E \/ﬂfG Ly f’~ = m# o(1), (5.46)

con los indice o = S, A suprimidos, el Hamiltoniano y las relaciones de conmutacion no nulas
a tiempos iguales entre los operadores X py ka para el modo k serén respectivamente:
~ 1 ~

= [Pg — (X XePy) + k2X,§], vy [Xe P =i (5.47)

5.2.1. Teoria cuantica estandar vs modelo CSL

Enfatizaremos que en nuestro tratamiento el Hamiltoniano H, 1o es la tnico causante de
la dindmica, también debe de incluirse la modificacién de la teoria cuantica estandar indu-
cida por CSL. No obstante, resultara interesante, con el objeto de comparar los resultados
obtenidos por CSL con los que se obtendrian al apagar la dinamica producida por CSL, cal-
cular los valores de expectacién debidos a una dinamica dada tnicamente por la evolucion
de Schrodinger caracterizada por Hy.

Segtn la teoria cuantica estandar, el valor de expectacion de cualquier operador A, esto es
(1, t\fllw, t), satisface la siguiente ecuacién dada por las relaciones de Ehrenfest;

d - AN
d—n<¢,n|f4l¢ﬂ7) = =i, n|[A, Hy]|, ). (5.48)

Por otro lado, escoger el vacio de Bunch Davies como estado inicial, es equivalente a escoger
al estado inicial como el estado base del oscilador arménico sobre la hipersuperficie n; =
—T (tiempo conforme correspondiente al inicio de inflacién) con Hamiltoniano dado por la
ecuacién (5.47) congelado a tiempo 1; = —7 . Entonces la funcién de onda a tiempo inicial,
puede ser escrita en la representacion de momentos o bien en la de coordenadas, como;

(prltp, =T) = #e/’“ (il =T) = (w/k)" /e meb /2, (5.49)

Escribiendo (A) = (¢, 5| Al, 1), las ecuaciones (5.48) conducen a;
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d - R (Xp) d - 0o (Py)
—(X = (P — — (P = —k“(X -— 5.50
dn< k) (Pr) m dn< ) (Xg) + p (5.50)

las cuales tomando su derivada y combinandolas pueden ser desacopladas, obteniendo;

& s 27,0, & - 2z
Gal% = =[RS, gath) = kR, (5.51)
cuya solucién sera;
; —iCy i1 iCy i
%9 = Gy 1] Gl 1, 52
(Xk) ¢ +kn+ke " (5.52)
(By) = Cye*n 4 Chen, (5.53)

(Llama la atencién que la solucién para (Pk) es la solucion usual para un oscilador arméni-
co, aunque el Hamiltoniano no es el usual para un oscilador arménico.) Por otra parte, la
condicién inicial (5.49), implica que (X;) y (P,) son nulos en 7; = —7T, entonces de (5.52),
(5.53) la solucién particular que satisface estas condiciones es tal que C; = Cy = 0, por lo
tanto para todo 7 se cumplird que,

(Xx) = (Py) =0. (5.54)
Las ecuaciones para las cantidades Q) = (Xt,f% R= <F3,f), S = ([)?;;EC + P/kX\kD, son
d 20 d 2R d
—Q=5S-—", —R=-kKS+=—, —S=2[R-FKQ) 5.55
dn noodn nodn | | (55

Dado que el algebra de los conmutadores es idéntica a la de los corchetes de Poisson, y
para las variables clasicas el producto de dos soluciones es la solucion para el producto, lo
mismo sera verdadero para la solucién de las ecuaciones (5.55). Ellas son el producto de las
soluciones de las ecuaciones (5.53):

Ct siny i12 Co oy 12, Cs 1
re 1+ k'_n} e i k_n] + 5 1+ (km)Q}, (5.564)
= 01€2ikn + 026_2ikn + ég, (556b)
_ = 2ikn 4 1 —2ikn l ~ 2
S = ~2iCipe 1+ kn} +2iCyre E kn} + Gy (5.56¢)

Usando (5.49) encontramos que las condiciones iniciales seran:
Q(-=T)=1/2k, R(-T)=k/2, S(-=T)=0. (5.57)

para los modos k de interés fisico |kn;| = kT > 1, obteniendo C; = —Cy =0, C3 =k/2 y
entonces;
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Sobre la relacion entre las perturbaciones de la métrica ¥(n, z) y las de la materia d¢(n, 7),
al igual que en capitulo anterior asumiremos que estés perturbaciones se encuentran relacio-
nadas a través de las ecuaciones semi-clasicas de Einstein a primer orden en la perturbacién.
Entonces, para un estado cudntico |=Z) las perturbaciones a primer orden de la gravedad y la
materia, se relacionan a través de;

MGy = 87G (Z|0W T |Z). (5.59)

Anteriormente vimos que durante inflacion rodadura lenta la ecuaciéon anterior conduce a
(4.20),

A ArGoy(n) .
k() = 4xGihn) 0n)) = T (5.60)
siendo (7z(n)) = (¥,n|7zl,n). Entonces, cuando la inflacién inicia en 7; = —7, hemos
asumido que el estado es descrito por el vacio de Bunch-Davies |1, 7;) = |0,—T), enton-

ces (0, =T |7z|0,=T) = 0, lo cual implica que el espacio-tiempo es homogéneo e isotrépico
Uz(n) = 0. Mientras que esta simetria puede permanecer en el caso de que los estados evolu-
cionen a través de la evolucién de Schrodinger, la modificacion a la evolucién impuesta
por CSL producira que (73(n)) # 0. Hemos visto que en el modelo CSL, depende de una
funcién clésica estocdastica del tiempo w(t) (aplicado al problema cosmoldgico, usaremos una
wg(t) para la evolucién de cada modo k). Entonces, cada conjunto {wy(t)} dard un posible
universo genéricamente inhomogeneo y anisétropico.

Incorporacion del modelo CSL

Aplicaremos el modelo CSL al sistema cudntico comprendido por una coleccién de os-
ciladores arménicos independientes (5.47). El estado cudntico de este sistema, a un tiempo
conforme 7, podrd ser escrito como: |Z,m)cst = |k1, Mwy, @ K2, Mwn, @1kzs 1wy, @ [kny My,

y como los modos k son independientes asumiremos que el estado correspondiente al modo
k evolucionard de manera desacoplada con respecto a los deméas modos £/, y su evolucién
vendra dada por (5.3), esto es;

|k777>1t)k = Te o dn'{iHi+ = [wy.(n')— 2“/Ak}2}‘ok,m>_ (5.61)

La regla para la evolucion anterior quedara determinada una vez que elijamos el operador de
colapso Ay, del modelo. Cabe decir que por cada eleccién que realicemos para A}, tendremos
un modelo CSL distinto. En esta tesis se estudian dos modelos CSL los cuales corresponden
a los casos Aj, = P~ para el modelo (1), y A = X para el modelo (2).

En este tratamiento de igual forma que en el tratarmento desarrollado en el capitulo anterior,
asumiremos que las inhomogeneidades primordiales fueron producidas durante inflacién, por
tal razén al igual que en (4.25) concluiremos que el espectro de H&Z serd recuperado si se
cumple que:

(Fe(n )7 (1)) = constante x k. (5.62)

Por otro lado, dado que la descomposicién realizada en (5.42) del operador 7y en parte
simétrica 7?1;7 ¢ y antisimétrica fr,;’ 4> es completamente equivalente a la descomposicién reali-
zada en el capitulo anterior para m; (obtenido después de cuantizar, promoviendo las variables
clésicas my, 7 v 7l a operadores, entonces la relacién (4.9) también serd satisfecha por los
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operadores 7y, A, y #1) en parte real 77 e imaginaria 71, por lo cual siguiendo pasos analo-
gos a los desarrollados entre (4.26)-(4.30), y teniendo en cuenta las redefiniciones (5.39) y
(5.46), se encuentra,;

V2dae = (Py(1))?6(k — K'), (5.63)

concluimos que lo que se requiere calcular es el promedio sobre ensamble de realizaciones de
la cantidad (Ii( ))? y denotado por: <Pﬂ(77))

Por otro lado, de manera andloga a como se mostré en la seccion 5.2.1 para el caso en
que la evolucién viene dada por la teoria cudntica estandar, usando la ecuacién (5.24) pode-
mos obtener un conjunto de ecuaciones diferenciales acoplados para el promedio de ensamble
del valor de expectacion de cualquier serie de operadores. Sin embargo, como la cantidad

(]5,;(77»2 no corresponde a el promedio de ensamble del valor de expectacién de un opera-
dor, entonces esta cantidad no podra ser obtenida de esta manera. No obstante, la cantidad

(P:(n))? puede ser expandida como;

(Pp(n)? = /PDw( ) << n’jy /D J'jf >> , (5.64)

el problema serd que la integral en (5.64) no es facil de de calcular directamente. Atin asi para

este problema existe una relacion la cual nos permite escribir <15,;(77))2 en funcion de (Pg(n)%
permitiéndonos de esta forma calcular (5.64) de manera indirecta.

Como el estado inicial es tal que la funcién de onda en la representacién de momentos,
6 de coordenadas, es una gaussiana y el operador Hamiltoniano es cuadratico en X P Pk7 un
ansatz para la funcién de onda, a un tiempo conforme 7, en la representacién de momentos
puede ser escrito como;

(pr|k, ) = e~ AMPEABIPL+C) (5.65)

bajo las siguiente condicién inicial sobre las funciones que determinan a (5.65); A(—=7) =
1/2k, B(=T) = C(=T) = 0 (escribiendo la ecuacién de evolucién CSL, para este ansatz,
eventualmente encontramos que A(7n) es independiente de w(n), B(n) depende linealmente
w(n) and C(n) es cuadratico en w(n)).

Por otro lado, calculando el valor de expectacion del operador momento,

w<k777|p;;|k’>77>w = /dpkpke‘(A+A*)pﬁ+(B+B*)pk+(C+C*)

_ L (BB @y cvon, (5.66)

A1 A) (A+4A)°

Mientras que el cuadrado de la norma del estado |k, 7),,,
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* * 1 (B+B* ) «
w<k,7]|k, T]>w — /dpke A+A )pk+(B+B )pk+(C+C ) e 4ATAN €(C+C ) (567)
(A+ A¥)

Entonces, usando (5.66) y (5.67) para evaluar la ecuacién (5.64), se encuentra,;

(B+B*)2

(B+B7) | 22 icven), (5.68)

2(A+ A*)

AE 2—/Dw
A+A*)

Por otra parte, ( Ag(n)) puede ser escrito como;

—

EEN)

—~
3

S~—

~
I

/Dw<w,nlp§|¢,n>

- / b / dpypre”(AHAIPEHB+B )P +(C+C)

= /Dw ! 1 + [ (B + B7) ]2 El?:lrfA 7 o(C+C™)
a VAT A |24+ A7) T [2(4+ A7)

1 1 (B+B
= —— | Du——— ¢ 4(A+A*)e(c+c)
2(A+ A7) / (A+ A7)
1 (B+ B*) 72 BB o ony
L(ATA")
+ /Dw D) [Q(A—i—A*)} ediA@Tan ¢ ) (5.69)

segin (5.67) la primera integral de lado derecho corresponde a: [ Dw,(k,n|k, 1), la cual
en (5.7) se demostrd que es igual a la unidad, mientras que segin (5.68) la segunda integral

corresponde a: (}3,;(77))2 De esta forma se llega a la identidad: <p]§(n)> = m + <p,;(n))2,

la cual nos permitira calcular la cantidad de interés (PA’E(U)V, ecuacion (5.63), de manera
indirecta, esto es eludiendo la integral (5.64) a través de;

(e = (B2 = 5o (5.10)

Alternativamente, si trabajamos en la representacién de coordenadas, entonces un ansatz
) )
para la funciéon de onda en esta representacion, serd;

(z|k,m) = e~ AMTEHBOITAC0), (5.71)

en donde las funciones A(n), B(n) y C(1), estaran relacionadas con las funciones A(n), B(n)
y C(n), que Caracterlzan el ansatz en la representacion de momentos (5.65). En particular se
cumplird que A(n) = m y entonces en funcién de A la ecuacién (5.70) podra ser escrita
COmo;

: : AP

(Pl? = (B}~ s (5.72)
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5.2.2. Modelo CSL con fl,; = ]5,;

Uso de la ecuacién de Schrodinger modificada: Para este modelo la ecuacion de Schrodin-
ger modificada por CSL corresponde a la derivada temporal de la ecuacién (5.3) y
habiendo elegido Ay, = ]5,; En la representacion de momentos y para el Hamiltoniano
en cuestion (5.47) esta ecuacién concierne a;

atlihe = —3[k = (e + ) = ] o).
- [Ferm — w52l (57

realizando un anadlisis dimensional de la anterior ecuacion se encuentra que 7 es un
nimero adimensional. Por otro lado, sustituyendo el ansatz (5.65) en la anterior ecua-
cion, se encuentra que esta puede ser escrita como una combinacién lineal de potencias
de py (en realidad solo tres potencias de py, las cuales son p?, pi. vy p?), agrupando las
potencias de p;, entonces por independencia lineal los coeficientes de p%, pi, y p3 serdn
idénticamente nulos, encontrando asi un conjunto de tres ecuaciones diferenciales, en
general acoplado, para las funciones A(n), B(n) y C(n). La ecuacién para A(n) es;

d

—A

dn
la cual es una ecuacion de Ricatti, y puede ser resuelta a través del cambio de variable

A = 7'/(2ik*Z), de tal forma que la ecuacién (5.74) en funcién de la variable Z
adoptara la forma;

i >
= (5+) A= 2ikA (5.74)

nz”_szQ( +7)nz 27! (5.75)

definiendo o« = k+/1 — 2i7y, entonces dos soluciones linealmente independientes de la
ecuacion (5.75) son;

1 1
71 = —cosan, y, Ly = —sinan. (5.76)
n n

De esta forma, la solucién para A(n) serd;

(n) = 1 | —cosan — ansinan + C(an cos an — sin an)
"= 2ik2n cosan + C'sinan

(5.77)
donde la constante C' se determina a través de la condicién inicial A(=7) = 1/2k;

(1 —ikT)cosaT + aT sinaT
(1 —ikT)sinaT — T cosaT’

entonces, luego de sustituir C' en la ecuacién (5.77), llegamos a;

O —

(5.78)
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Aln) = i Lo (1—ikT)cosa(n+T)+aTsinan+T)| _ i L@
W= ok T 2ik2 | (1= ikT)sina(n+ T) — aT cosa(n+ T) | 2k 2k
(5.79)

en donde en el ultimo paso se utilizaron las aproximaciones inducidas por los valores
numéricos de los modos k de interés (3.121) junto con los de los demds parametros en
los cuales nos interesa evaluar la anterior cantidad, k7 > 1, |n| < T, a = k—ivk para
v < 1, pero aun vkT > 1 (serd justificado en la subseccién estimaciones) entonces
cosa(n +T) =~ isina(n + T). De esta forma se obtiene el resultado para A(n) el
cual puede ser evaluado en n = 1, = —7 (siendo 7, tiempo conforme para el final de
inflacién), para finalmente calcular la cantidad;

1 2 k k
_ . (5.80)

AA+ A ator VI2 VT2 5 [ 11492

Uso de la ecuacién de Ehrenfest modificada: Para este modelo la ecuacion (5.24) to-
mard la forma;

d —— R — Y B T A
—(O0)ea = =i ([0, E]>csl -5 <[PE [PE O) est- (5.81)
dn 2

Ahora, calculando cada una de las ecuaciones (5.81), para el conjunto Q@ = <X§>,

R = <p]§>, S = <X EPE + ﬁEX i), obtenemos un sistema de ecuaciones paralelo al sis-
tema expuesto en (5.55), pero ahora el sistema exhibird la modificacién a la dindmica
impuesta por CSL,

: 2 . 2R .
Q:S—7Q+7, R:—k:2S+TR, S = 2[R - k*Q]. (5.82)

El sistema de ecuaciones sigue siendo lineal, pero ahora no es homogéneo, entonces la
solucion general del sistema serd la suma de la solucién general del sistema homogéneo
(5.56), més una solucién particular del sistema inhomogéneo, la cual podria ser;

Q=n/2, R=mk*/2, S =~/2. (5.83)

Por lo tanto, la solucién general para R(n), serd una modificacién de la solucién mos-
trada en la ecuacion (5.56b), esta es;

) ) k2
R = C1e%*n 4 Che~2hn 4 0y + 1 5 1, (5.84)

Las constantes de integracion seran determinadas por las condiciones iniciales impues-
tas en 7; = —T, las cuales son Q(n;) = 1/2k, R(n;) = k/2, S(n;) = 0. Asumiendo
kT > 1 (esta condicién la satisfacen los modos de interés fisico), sobre las modifica-
ciones impuestas por CSL a las ecuaciones (5.56), obtenemos un sistema algebraico de
ecuaciones que nos permite encontrar las constantes de integracion,
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k k2T
5 = 01 + CQ + Cg — 7 B
I G G G AT
2k k2 k2 k22
Cy Cy v
= —2i— +2i— + —. .
0 i + 2 ? t5 (5.85)
cuya solucién es;
iy _k ART
C, = = Cy, C5= 5 + 7 (5.86)

Sustituyendo las constantes (5.86) en (5.84), fijando n = —7 y asumiendo k7 < 1,
kT > 1 se obtiene;

BTk
e —+ 5 (5.87)

En la anterior ecuacién cuando vk7 > 1 se obtiene que el primer término de su lado
derecho es el término dominante, pero incluimos el segundo para recuperar el resultado
correcto cuando deseemos apagar la dindmica CSL (esto corresponde al caso v = 0).
Finalmente, usando los resultados encontrados en (5.80) y (5.87), sobre la ecuacion
(5.70), se encuentra la cantidad de interés;

R

= kT k k
V24/1+ /14472

Naturalmente, si hacemos 7 = 0 (apagar CSL), se recupera el resultado dado por la

(5.88)

teorfa cudntica estdndar (P;)2 = 0 ya que en este caso el estado |Z) continuard siendo
H&T, y para este estado se tiene que (Z|P;|Z) = <O|]5,;|0> =0.

Por otro lado, de (5.88) vemos que el espectro encontrado no es semejante al de H&Z,
ni siquiera se trata de una ligera desviacion del espectro H&Z. Esto es debido a que el
término dominante no es lineal en k. Sin embargo, notamos que para lograr un espectro
cercano al H&Z, modulo correcciones, serd necesario asumir que;

v =7/k, (5.89)

implicando que el primer término en (5.88) sea lineal en k y que ademéds continué siendo
el término dominante.

Este cambio, remplaza el pardametro adimensional v por un pardmetro 4 con unidades
de tiempo~!. Para este caso la cantidad de interés, ser;

— STk k
By =BTk .
202 1+ TG

Recapitulando: La cantidad dada por (5.90) es el promedio sobre el ensamble de rea-
lizaciones. Sin embargo, como una medida de estimar la desviacién tipica entre una

(5.90)
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realizacion y el valor promedio sobre el ensamble de realizaciones, para ¥ < 1 pero
aun 77 > 1, la dispersion respecto al valor promedio puede calculada a través de;

P — (P2 1
M ~— << 1, (5.91)
(P2) T
i
esto nos dice para el caso en cuestion, que los universos que conforman el ensamble
tedrico no se desvian mucho del valor promedio sobre el ensamble.

5.2.3.  Modelo CSL con A;: = X;

A continuacién se procedera de manera analoga a la subseccién 5.2.2 en la cual se imple-
mento al problema cosmoldgico el modelo CSL el con Ay = Pﬂ

Uso de la ecuacion de Schrodinger modificada: Entonces, para este modelo la ecua-
ciéon de Schrodinger modificada por CSL correspondera a la derivada temporal de la
ecuacién (5.3) y habiendo elegido Ay =X i- Ahora, a diferencia de la subseccién 5.2.2
por simplicidad conviene trabajar en la representacién de coordenadas, entonces en la
representacion de coordenadas y para el Hamiltoniano en cuestién (5.47) la ecuacion
de Schrodinger modificada por CSL tendra la forma;

9 —ir 0 i, 9 o )
8_?7<117k|k7>77>w = 7[_(9_%,%_‘_5( 8_m+6_kxk) + k :Uk] (xrlk,M)w
1
- [@wQ(ﬁ) — w(n)ax + vy | (welk, ), (5.92)

realizando un andlisis dimensional de la anterior ecuaciéon encontramos que ahora
deberd tener unidades de tiempo~2. El siguiente pasos consistird en usar el ansatz
(5.71) de la funcién de onda en la representacién de coordenadas,

(zp|k, 1) = e~ AMTEFBOTAC0), (5.93)

Es importante senalar que la relacion fl(n) = @ solo vale para el cambio de re-

presentacion y bajo el mismo modelo de colapso. Aqui estamos violando la segunda
condicién, pues en el caso desarrollado en la subseccion anterior se calculo la funcion
A(n) habiendo elegido al operador fl,; = P, mientras que ahora calcularemos A(n)
eligiendo fl,; =X i (esto es otro modelo CSL diferente al implementado previamente),
es por eso que en realidad la funcién A(n) que se encontré en (5.79) y la funcién A(n)
la cual calcularemos a continuacion, realmente no se encuentran relacionadas a través
de A = ﬁ

Sustituyendo el ansatz (5.93) en la ecuacién (5.92), luego de separar las potencias de
T, llegamos a un sistema de tres ecuaciones diferenciales para las funciones A(n), B(n)
y C(n ). En particular la ecuacién para A( ), sera;

d -~ ik 9 -
—A=(— + 24— 2iA2% .94
0 (5 +7)+ A2 (5.94)
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la cual es una ecuacion de Ricatti y puede ser transformada a una ecuacion diferencial
de segundo orden y lineal, a través del cambio de variable A = Z'/[2iZ]. Sustituyendo
el cambio de variable sobre (5.94) se consigue;

nZ" = —B*nZ +27'. (5.95)

En donde defini6 5 = /k? — 2iry. Dos soluciones linealmente independientes de (5.95)

son;

Zy = LT i), (5.96)

por lo tanto la solucién general de la ecuacién (5.95) serd Z = c,e™1[1—ifn]+coe =M1+
i4n], lo cual nos conduce a;

~ B 5277 e2iﬁn+c
2 [ el —ifn) + (1+ipn)C |

(5.97)

en donde €' = 2, y esta constante es determinada por la condicién inicial A(-T) =
k/2:

_e,QiBT 527— - ]’CBT + ik

¢= BT + kBT + ik’

(5.98)

Sustituyendo C' en la ecuacién(5.97) se llega a la siguiente expresion,

A - 2 28T+ 32T 4 kBT + ik] — [B2T — kBT + ik]

WT o | @BT BT + kBT + ik)(1 — iBn) — |B2T — kBT + ik](1 + iB1)]
B
~ ST a (5.99)

donde en el dltimo paso se utilizé kT > 1, y exp{2(—ImB3)T} > 1.
Usando A =1/ 4A, se encuentra,

L AP (£/2) 14 4(y/k?)?
2(A+ A*)  Re(A) E(v/k?) +2(v/k?)2F~1(y/k?) — 2(7//€2)(k77)‘(15' 00

donde F(z) = \/LEV 1+ V1 + 422

Uso de la ecuacién de Ehrenfest modificada: Para el caso en estudio la ecuacién (5.24)
se convierte en,

d % = ST —
% <O>csl =1 <[07HE]>csl - 5 <[X12a [XE7 O]>csl' (5'101)
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Las ecuaciones (5.101) para Q = <X§>, R = <P]§>, S = (X;P; + P;X;) corresponden
a;

Q = S_TQ —k25+%+% S = 2[R - K*Q). (5.102)

La solucién general de este sistema, es la suma de la solucién general del sistema
homogéneo (5.56), mas una solucién particular del sistema inhomogéneo (5.102), la
cual podria ser;

=n/2k*, R="n/2, S = 3v/2k>. (5.103)
Entonces, para el caso en cuestién la ecuacién para R(n) que remplaza a la ecuacién
(5.56b) es
2ikn 2ikn m
R = Cie”™" + Cye +C+2 (5.104)
donde las constantes son determinadas por la condicién inicial en n = =7, las cuales

son @ = 1/2k, R =k/2, S = 0. Entonces, dado que para los modos k de interés fisico
kT > 1, y evaluando las modificaciones de (5.56) en n = —7, obtenemos el sistema
de ecuaciones algebraicas,

k T
5 = CitCtCy- 72
L G G G T
2k k2 kK2 kT 2k2
C Cs
0 = —2i%492i=243 71 5.105
i + 2i Z + TR ( )
y su solucién sera;
3y k 77'
_ FLoO 1
Ch < —Cy, C5= 2 5 (5.106)
Sustituyendo los valores de las constantes dados por (5.106) en la ecuacién (5.104),
posteriormente evaluando al final de inflacién n = —7, y dado que para los modos k
de interés fisico se cumple que: k7 << 1, vT >> k se consigue:
¥T  k
R=—+— 5.107
> T (5.107)

Finalmente sustituyendo los resultados mostrados en las ecuaciones (5.100) y (5.107)
en la ecuacién (5.72), se obtiene;

e = ATk L1+ 400/K)?)
2 F@) + 23 F (&) — 2@ k)

(5.108)
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una vez mas, como caso limite podemos ver que si apagamos CSL, la ecuacién anterior
se reduce a; (P;)? = 0.

Sin embargo, aun activando CSL el espectro conseguido en (5.108) no es semejante al
espectro plano de H&Z, ni siquiera una ligera desviacién de el, puesto que el primer
término de lado derecho es el término dominante y este término no es lineal en k. Pero,
se encuentra que para recuperar un espectro cercano, modulo correcciones, al de H&Z,
serd necesario pedir que el parametro v posea el siguiente comportamiento,

v = k. (5.109)
Entonces, dado que v tiene unidades de tiempo~2, entonces el parametro 7, al igual
que 7 introducido en (5.89), tendrd unidades de tiempo~!. Para este caso, la cantidad
de interés sera;

ey

P =513 )+ 20021

ey
ey

) = 2(3) (k)=

Encontramos que bajo la anterior suposicién, el término dominante en (5.110) tiene la
dependencia correcta en k, necesaria para reproducir el espectro invariante de escala de
H&Z, junto con correcciones que hacen que el espectro encontrado no sea exactamente

- KT Kk 1+ 4(3)?
(1 T ) (5.110)

el de H&Z.
Por 1ltimo, calculando la cantidad W se consigue;
i
P — (P k
<[ k < A<2>k:>]> ~ ’?2;_ << 1, (5.111)
k

lo cual indica que los universos que conforman el ensamble teérico no se desvian mucho
del valor promedio sobre el ensamble.

5.2.4. Estimaciones

CSL plantea la existencia de un nuevo parametro fundamental, el cual puede ser inter-
pretado como la velocidad con la cual se reduce el estado. Hemos encontrado que dicho
parametro en el contexto cosmoldgico se manifestaria como 7. Por otro lado la cosmologia
estandar inflacionaria, con el objetivo de solucionar los problemas de condiciones iniciales
del teoria del Big Bang, estima los valores del tiempo conforme al principio y al final de
inflacién, estos valores los hemos estado denotando por; 1, = =T y 1, = —7, como también
estima los valores de el potencial V[¢o] v el pardmetro €; durante inflacién rodadura lenta.

Cerraremos este capitulo estimando el valor de 4 que daria resultados numéricos compatibles
a los determinados de manera observacional. La cantidad clave para realizar esta estimacion
serd precisamente las fluctuaciones en la temperatura de la CMBR: % = %\If ~ 1075,
Por simplicidad consideraremos el término dominante en (5.90), 6 (5.110);
= YET
(D)2 77 (5.112)
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haciendo uso de las relaciones (5.63), (4.22), se encuentra para Py (k),

ArGop\27T
k %( 0) o 5.113
Pq’( ) a(nr> 9k3 ( )
'\ 2.

identificando con (3.119) logramos encontrar que N3 ~ (%) 721 Factorizando H? de
(3.139), encontramos;

1— /—4 G(¢6)2 5.114

TP R TR (5.114)

ahora, usando la definicion de el pardmetro ¢, = 1 — H'/H? y de H? que se obtuvo de la
ecuacién (3.137), se encuentra que;

G N s
(¢6)% + a?V[do])  (a®V]go])’
donde en el 1dltimo paso hemos usado la condicién de que durante inflacion el potencial del
campo es mucho mayor que la parte cinética del campo, entonces bajo este requerimiento
podemos escribir de manera aproximada; (¢f)? ~ €;a*V/3.

(5.115)

€1 =

ArGeh(nr) ) 2

Usando el anterior resultado junto con G = M ]ZZQ, podemos escribir la cantidad ( )

que aparece en (5.113), como;

<47Tf(¢:76()77r)>2 - (47TG>2€1V ~ € v

3 M3,
De esta forma la ecuacién (5.113), podra ser escrita como; Py (k) ~

(5.116)

VAT
CLNE, 243
nuestro modelo hace la siguiente prediccion tedrica para N2 definido en la ecuacién (3.119),
esto es; Ni = elM%%—. Por otro lado, en (3.126) vimos que N3 ~ 107%, mientras que la

Pl
cosmologia estdndar inflacionaria sugiere que e ~ 1072, con V'/* dado por la escala GUT

como; ~ 10¥ GeV~ 107*Mp;, lo cual indica que,

Entonces

AT es del orden 10" >> 1, (5.117)

con lo anterior, queda justificada la aproximacion vk7T = 4T > 1, usada en la seccién
(5.2.2), como también quedard justificada la aproximaciéon v7 = kT > k usada en la
seccién (5.2.3). Finalmente, dado que segin el modelo cosmologico estandar inflacionario T
es del orden de 10'2Mpc = 10?05, esto implica que;

7~ 10"2Mpc ' ~ 1071071, (5.118)

Curiosamente, esta cantidad es del mismo orden de magnitud del valor 7 =~
107%s7! sugerido por GRW en su teoria de instantaneous collapses on position, y adoc-
tado por CSL theory of continuous dynamical collapse on mass-density.

De esta forma para los modos de interés fisico, se tiene que; 7/k se encuentra en el rango 102
a 1. Lo anterior nos permite estimar la magnitud del término que desvia nuestra prediccién
del espectro H&Z.

Para el modelo CSL con A,; = p,—f-, desarrollado en [5.2.2], se encontrd;
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(=)
14+ —[1- , (5.119)
77( 1+ I+ AG/R?

mientras que para el modelo CSL con AE =X i, desarrollado [5.2.3], se encontro;

= Vk 1 1+ 4(3)?
Py =T Lo i S , (5.120)
2 | AT\ T Q) 2GR - 2 (k)
Los segundos sumandos de las ecuaciones (5.119) y (5.120) corresponden a las correccio-
nes del espectro plano de H&Z encontradas respectivamente para cada modelo CSL. Ahora,

usando los valores de k, T y (5.118) para evaluar las dos ecuaciones anteriores, se encuentra
que estas correcciones son mucho menor que la unidad.

Los modelos presentados en las subsecciones [5.2.2] y [5.2.3], predicen un espectro de
potencias el cual puede ser entendido como el espectro de H&Z modulo correcciones, por
lo tanto el indice espectral ng no sera exactamente igual a la unidad. En realidad el n,
predicho aqui es una funcién de k y esto lo vemos facilmente haciendo uso de la definicién
de ng, y la aproximacién (4.22) para Py(k). Se encuentra para el k,;, = 0.002Mpc™!, que
ambos modelos predicen un indice espectral de,

dIn(k3P
na(k) =1 = d(lnk;w

el cual se encuentra fuera de las cotas observacionales.
Seria interesante relajar, en lo posible, algunas de las tantas aproximaciones realizadas aqui y

explorar si el resultado corregido de (5.121) pueda encajar dentro de las cotas® ng(kyi,) =
0.9619 £ 0.0073 determinadas observacionalmente.

= ny(kpin) = 0.9999. (5.121)

4ver ecuacién (3.127).



Capitulo 6

Implementacion de la hipotesis de
colapso auto-inducido en el modelo
“una alternativa a la inflacion”de

Hollands y Wald

Reanudando la discusion presentada en el capitulo 3, habitualmente la Inflaciéon césmica
es considerada como una parte fundamental en el entendimiento de la evolucién cosmologi-
ca. Los modelos inflacionarios generalmente reciben el crédito de explicar la planitud y la
homogeneidad & isétropia de nuestro universo, asi como bien de dar cuenta sobre el origen
de las semillas de estructura césmica. Segin la cosmologia estandar inflacionaria, toda las
estructuras en nuestro universo emergen de una situaciéon completamente uniforme descrita
por la métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW), con una expansién casi exponencial
gobernada por el potencial de un campo escalar, y argumentando el surgimiento de las semi-
llas de estructura césmica como una consecuencia de las fluctuaciones cuanticas del campo
caracterizadas por el vacio de B&D.

Hemos visto que en los modelos inflacionarios se asume que los modos k, relevantes pa-
ra las perturbaciones cosmoldgicas, nacen es su estado base (estado base de un oscilador
armoénico) en el tiempo en que su longitud de onda propia es mucho menor que el radio de
Hubble. Lo cual significa que el estado cuantico del campo, que caracteriza las semillas de
estructura, es determinado por el vacio instantaneo correspondiente al universo estatico que
puede ser obtenido congelando la evolucién cosmoldgica en una época muy temprana (un
estudio preciso de la construccién de tal estado, para un espacio tiempo arbitrario, puede
encontrarse en [2]).

En el marco de Heisenberg, el estado del campo no evoluciona en el tiempo, entonces las
evolucion de los operadores se codificada en la evolucion de los modos. De tales conside-
raciones seguidas de un paso sin justificacién (3.173), vimos que se obtiene un espectro
de potencias (3.189) el cual es compatible con el predicho por Harrison Zeldovich (H&Z),
y despues de incorporar los efectos de la fisica de plasma los cuales toman lugar antes de
desacople, uno obtiene predicciones que ajustan muy bien con los datos del CMBR, aunque
en este tratamiento no es posible explicar como las fluctuaciones cuanticas del campo
inflacionario transitan a fluctuaciones clasicas.

En un trabajo reciente [21], Hollands y Wald proponen un modelo alternativo al inflacio-
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nario, involucrando un simple fluido hidrodinamico, y utilizando algunas hipdtesis mas o
menos naturales que lleva a reproducir, al igual que en el tratamiento estandar, el espectro
invariante de escala de H&Z. De esta forma no es necesario asumir que el universo sostuvo
una etapa temprana de expansion acelerada y con esto se evita postular una nueva escala
fundamental asociada al campo inflacionario.

La hipdtesis mencionada previamente, se refiere al tiempo de nacimiento y el estado inicial
de los modos k relevantes. Hollands y Wald argumentan que la solucién al problema de pla-
nitud y homogeneidad, dada por la cosmologia estandar inflacionaria, no es satisfactoria y
que soélo se podra dar solucion a estos problemas a través de una comprension mucho mas
profunda de las condiciones que determinan el estado inicial del universo.

El modelo de Hollands y Wald, asume que la fisica semi-clasica es aplicable a fenémenos
sobre escalas espaciales mayores que alguna longitud fundamental [y, la cual presumi-
blemente es del orden de la longitud de Planck [,, o de la escala de gran unificacién. En
particular ellos proponen que en el momento en que los modos relevantes nacen, su longitud
de onda propia, o fisica, es igual a la longitud fundamental ;. Consecuentemente, los modos
emergen de manera continua a lo largo de la evolucién césmica y asumiendo que el estado
cuantico inicial del modo k emergente, corresponde el estado base de un oscilador armoénico
(tal estado es homogéneo e isotrépico). Posteriormente, luego de seguir pasos anélogos a los
que se realiza en el tratamiento estandar, ellos obtienen una prediccion para el espectro de
potencias compatible con las observaciones, pero en este tratamiento también quedaria sin
justificar como el estado cudntico inicial (homogéneo e isotrépico) del modo k transita a un
estado cudntico (inhomogéneo y anisotrépico) consistente con el universo actual.

6.0.5. Sistema fluido acoplado a la gravedad

El trabajo original [21] inicia la descripcién asumiendo que para escalas espaciales mayores
o cercanas a [y el universo temprano es dominado por un fluido con presiéon p y densidad de
energia p, variables que se relacionan a través de la ecuacion de estado p = wp, donde w es una
constante tal que w € (0, 1). También se asume que el fondo es descrito por la métrica plana
de FRW, y sus perturbaciones estaran relacionadas con las semilas de estructura cosmica.
Entonces, fijando la norma longitudinal y considerando tinicamente perturbaciones escalares,
la métrica perturbada puede ser escrita como;

ds® = —a(n)*(1+ 29)dn* + a(n)*(1 — 2¥)d;d’da’, (6.1)

donde ¥ = WU (n, T) caracteriza las desviaciones de la homogeneidad e isotropia en el espacio-
tiempo.

La distribucién de materia-energia del fondo esta completamente descrita por el valor de w
a través de la ecuacién de estado. Por otro lado, solucionando las ecuaciones de Friedmann
junto con la ecuacion de conservacién del tensor de energia-momento se encuentra el factor de
escala durante el dominio del fluido considerado, esto es; a(n) = Cnﬁ, (donde la constante
C puede ser fijada asumiendo que el valor del factor de escala hoy es uno, a(n.y) = 1) y la
densidad del fluido es p ox a=3@+1),

El siguiente paso en el analisis de este modelo consiste en la cuantizacién de las perturbaciones
del fluido minimamente acoplado a la gravedad.

Nos basaremos en el tratamiento del problema desarrollado en la referencia [21] el cual usa
en el tratamiento general formulado en los capitulos 10 y 11 de la referencia [20].
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En ese trabajo la variable a cuantizar es v y fue definida en la ecuacién (10.43a,b) de la
referencia [20], la cual se encuentra relacionada con las perturbaciones a primer orden de la
materia hidrodinamica, y puede ser representada como una combinacién lineal del potencial
de velocidad del fluido ¢, (7, &) y el potencial métrico ¥(n, Z),

1
v = w—22V), 6.2
7 lp(so ) (6.2)
donde H = % es el ya conocido parametro de Hubble conforme, mientras que z = —‘;{\f,

con B=H?—-H vy cs = /w es la velocidad del sonido en el fluido.

La accién a segundo orden en la perturbacién de la materia hidrodindmica, ecuacién (10.62)
de [20], se escribe como,

1 "
628 = 5 / dn d*z [U’Q — A(Vv)? + %U2:| : (6.3)

donde la prima denota derivada parcial con respecto al tiempo conforme 7. Por otro lado, la
densidad Lagrangiana correspondiente a la anterior accién sera;

1 2"
6L == |:U/2 — (Vo) + —712] : (6.4)
2 z
consecuentemente, el momento canonico a v serd m = 962L/Ov' = v/, y de esta forma el

Hamiltoniano podra ser escrito como,

"
PH) =5 [ ax[r 4 (v - T, (6.5)
2 z
Como es usual, el proceso de cuantizacién del campo v y su momento conjugado 7 consiste
en promover las anteriores variables clasicas a operadores cuanticos, v y 7 respectivamente,
actuando sobre el espacio de Hilbert, pidiendo que estos operadores satisfagan las relaciones
de conmutacion,

>

[0(n,%), 7 (n,x)] =i 6(x — )
[7(n,x), 7(n,x)] = 0 = [0(n,x), 0(n, X)] (6.6)

En el marco de Heisenberg, las ecuaciones de movimiento son obtenidas de,

W' = [0, H], i’ = [, H] (6.7)

Las cuales forman un sistema acoplado de ecuaciones diferenciales, que desacoplado para v
da;

"

o+ (c§v2 - Z—)@ —0. (6.8)
z

Siguiendo el procedimiento estandar, el cual consiste en escribir la soluciéon general de es-
ta ecuacion, descomponiendo © en términos de operadores de creacion y aniquilacion in-
dependientes del tiempo. Por razones practicas, trabajaremos con condiciones de frontera
periddicas sobre una caja de lado L, donde k; L = 27n; para i = 1,2, 3. Entonces, escribimos
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~

~ 1 ik-x
b(n,x) = Noli kgovk(ﬁ) e (6.9)

con Oy (n) = ax vp(n) + al, vi(n), y los modos normales vy, (7)) satisfacen;

"

o+ <k2 2_ %)w — 0. (6.10)

La normalizacién de los modos vg(n) es escogida de tal manera que,

vk(n) vy (n) — vi(n) vi(n) = 24, (6.11)

las cuales conducen a las relaciones de conmutacion estandar para los operadores de creacion
y aniquilacién

[ire, o] = Grac
[, tne] = 0 = [af, al, ] (6.12)

y el espacio de Fock puede ser construido de la manera estandar, iniciando con el estado
de vacio, i.e., el estado definido por la condicién ax|0) = 0 para todo k. La eleccién de las
funciones vi(n) corresponderd a la selecciéon de un estado de vacio para el campo cudntico
en un fondo curvo.

Siguiendo la propuesta en [21], se escoge como estado inicial el vacio correspondiente a las
funciones modo v (n) las cuales son especificadas por la ecuacién de evolucién y la condicién
inicial en el tiempo conforme n(()k) (correspondiente a el llamado “tiempo de nacimiento del
modo” k). La idea es encontrar la solucién de (6.10) que satisfaga las condiciones iniciales;

1 e n® , Cike.n®
Uk(ﬁ(gk)):?e kestg ™y vk(n(()k))f —i/kcge ke (6.13)

Lo que significa que los modos son fijados en el estado de vacio instantaneo correspondiente
al especifico “tlempo de nacimiento del modo”.

Usando 27” = % y definiendo A = ;UT?TJQ), la ecuacién (6.10) puede ser reescrita como,
A
of + (K = 55 Ju =0 (6.14)
n

que tiene como solucién general:

vk(n) = v/ [Cdn(kcsn) + CoY (kesn) (6.15)

donde J,, y Y, son funciones de Bessel de primera y segunda clase respectivamente y n =
1\/ 1+4A Por otra parte, las constantes C; y C5 son obtenidas de la condicién inicial en el

tiempo 770 ) de acuerdo a (6.13). Evaluando estas constantes, encontramos;
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C, = —— [(Qn + 1424 k) Yo(ekns?) +

44/ csk n(()k)
(&

; )
- 92 Cs knék)YnJrl (Cs kn(()k))] efzcskﬁo

Cy = —L[(2n+1+2z’cskn§k))Jn(Csk77c()k)) +

[ o ®
4 CSkTIO
(k)

= 2kl T (coknlf?) [ et (6.16)

Con el objetivo de hacer una conexién con las observaciones, debemos relacionar la variable
cuantica v (que caracteriza la perturbacién del sistema gravedad-fluido en términos del campo
v) con el potencial gravitacional promovido a operador 0 (sabemos que a primer orden en
la perturbacion ¥ = &, y segin (3.110), ¥ estd relacionado con las anisotropias de la
temperatura a través del efecto Sachs-Wolfe). Vincular ¢ con ¥ se logra usando la versién
cuantica de la ecuacién (12.8) de [20], esto es;

. 30,6 ()
VAU = —\/;ﬁ (;) (6.17)

La hipdtesis final concerniente al “nacimiento de los modos” (como se describié anteriormen-
te), el modo k nace cuando el factor de escala es tal que;

a(niy = k L. (6.18)

Entonces, al igual que en el tratamiento estandar, Hollands y Wald consideran que el espectro
de potencias es caracterizado por la funcién de correlacion de dos puntos del campo © en
el estado de “vacio” |0) asociado con la anterior especificacién de las funciones modo, esto
significa que también se asume una identificacién andloga a (3.173). Finalmente, para los
modos con longitud de onda (propia o fisica) mayor que el radio de Hubble en el tiempo de
desacople se encuentra un espectro de potencia libre de escala compatible con el de H&Z,
correspondiente a;

12 302 (6w + 5) 1
2 403w +5)? k3
Recapitulando: En el trabajo [21] se logra encontrar una expresion para el espectro de po-

tencias del potencial Newtoniano, gracias a la misma identificacién usada en el modelo cos-
molégico estandar inflacionario (3.173), esta es;

Py (k) (6.19)

(01 (n, Z)F (1, 37)|0) = T(n, )T (n,7), (6.20)

la cual hemos argumentado en capitulos anteriores que no se encuentra bien fundamentada
(i.e., en (6.20) de lado izquierdo corresponde a un promedio cudntico mientras que de lado
derecho a un promedio cldsico tomado sobre un ensamble tedrico de universos).

El resultado (6.19) solo es valido para modos k con longitud de onda (propia) mayor que
el radio de Hubble en el tiempo de desacople, modos k encontrados en (3.121) que a su
vez corresponden a los modos de interés fisico. Dicho resultado presenta la dependencia en
k acertada para recuperar el espectro invariante de escala H&Z. Mientras que la amplitud
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correcta puede ser conseguida ajustando el valor de Iy, de tal forma que ly, (I,/lp ~ 107°).
Sin embargo, como fue mencionado en la introduccién, es relativamente facil ver que el es-
tado |0) es perfectamente homogéneo e isotrdpico (i.e., es aniquilado por los generadores
cudnticos de rotaciones y translaciones). Al igual que en el tratamiento esténdar, como la
evolucion del estado cuantico dada por la teoria cuantica estandar preserva tales simetrias
(H&T), el estado del sistema permanecerd siendo homogéneo e isotrépico para todo tiempo.
Nosotros argumentamos que el modelo de Hollands y Wald comparte la misma deficiencia del
modelo cosmoldgica estandar inflacionario, al no poder dar razén de como partiendo de un
estado perfectamente homogéneo e isotropico, y una dindmica que preserva estas simetrias,
surgieron las semillas de estructura césmica en el universo.

En la siguiente seccién, estudiaremos la incorporacion de la hipotesis de colapso auto-inducido
en el modelo de Hollands y Wald. Esta modificacién al modelo podria hacer frente a la difi-
cultad conceptual anteriormente mencionada.

6.1. Incorporando el esquema de colapso

Previamente, mostramos que en el tratamiento de Hollands y Wald se cuantiza la variable
v presentada en (6.2), por tal razén tanto la perturbaciéon ¥ de la métrica, como el potencial
de velocidad del fluido ¢, (materia) son tratados de manera cudntica.

Nos enfocaremos en la perturbacién escalar de la métrica ¥ ya que es el principal enlace
con las observaciones representando las anisotropias del CMBR. Entonces, necesitamos en-
contrar una expresion que represente las perturbaciones de la métrica W relevantes para el
problema cosmoldégico.

Asumiremos que los estados cuanticos relevantes seran estados cuanticos altamente cohe-
rentes para los cuales se cumple la siguiente relacion; ¥X(z) = (x| (z)|x) = (¥(z))y, siendo
|x) el correspondiente estado del campo cuantico.

En este tratamiento se trabajara en el marco de Heisenberg, y ademas consideraremos
que la historia del sistema cudntico vendra descrita por tnicamente dos estados: un estado
pre-colapso [0) =,..[0z ) @ [0z ) @ [0z ) ® [0_j ) ®|0_ ), .. el cual corresponde al estado de
vacio (H&I), y un estado post-colapso |Z) =, ..|Z; ) @[S ) @ |2 ) @ [E_; ) @ [E_f,), .. del
campo 0(x), caracterizando conjuntamente las perturbaciones de la métrica y las del fluido.
Una vez cuantizada la teoria, tomando lado a lado de la ecuacién (6.17) el valor de expecta-
cién en el estado |x), se encuentra una ecuacién analoga a (6.17) en la que se ha cambiado
W(n, Z) por (x|W(n, Z)|x) y 9(n, €) por (x|6(n, Z)|x). Realizando sobre la ecuacién en cuestién
un desarrollo en modos de Fourier y tomando |y) como el estado vacio |0), se encuentra,

(0[ic(n)|0) = \/géf[g%(@w“i"”m) . (6.21)

Por otro lado, dado que (0]0k(7;)|0) = 0, y restringiéndonos a la evolucién unitaria dada por
la mecdnica cudntica estandar se consigue que (0|0 (n)|0) = 0 para todo tiempo, implicando
a través de (6.21) que; (0]Uy(n)|0) = 0. Esto exhibe el problema aludido anteriormente,
que las simetrias del estado inicial no son compatibles con las perturbaciones de la métrica.
Para lidiar con este problema, al igual como se procedio en el capitulo 4, introduciremos la
hipétesis de colapso auto-inducido.
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Cuando el modo k nace en el tiempo nék), el estado |0, k) es perfectamente homogéneoo e

isotropico. Posteriormente ocurre un colapso en algin tiempo 7y, lo cual genera una transicién
|0) — |Z) a un nuevo estado |Z) el cual no tiene las simetrias del estado inicial, entonces en
general (Z|0x(n)|Z) # 0 para todo n > 7§, y de esta manera el proceso de colapso permite
explicar el surgimiento de las semillas de estructura césmica.

En esta trabajo, se considerara un simple caso en el cual solo ocurre un colapso por mo-
do k. Especificamente se asumird que en un tiempo 7y, el modo k experimenta un colapso
|0x) — |Zk). Se supondré que este colapso tiene lugar de acuerdo a ciertas reglas especificas
las cuales han sido descritas con detalle en capitulos anteriores y como bien vimos estas reglas
dependen en particular del esquema de colapso considerado. El punto importante aqui es que;
después del colapso del modo k en general el universo ya no serd mas homogéneo e isotropico.

Asi, la ecuacion para la perturbacion W, durante n > 75, (en el espacio de Fourier) sera,

V) = (U= = EW(n)|E)
3,81 (((n)z)
_\/;Hcgﬁ( ;7 ) (6.22)

Este es el momento donde debemos establecer contacto con las observaciones, para esto reto-
maremos el analisis realizado en la seccién 3.2.3, y exactamente nos enfocaremos en calcular
la cantidad senalada en la ecuacién (3.114) la cual contiene la informacién con respecto a la
predicion teodrica del espectro primordial.

Entonces, deseamos calcular para los modos relevantes a nivel cosmolégico, la cantidad

U= (n)PEr(n), donde la barra indica promedio sobre un ensamble teérico de universos. De
esta forma, el espectro de potencias para el potencial Newtoniano vendra dado por;

Py (k) = W (n) Vg (n). (6.23)
Nuestro objetivo sera considerar las modificaciones generadas al incorporar la hipdtesis de
colapso auto-inducido en el modelo de Hollands y Wald, y con esto exploraremos bajo que
condiciones o circunstancias, se puede obtener una prediccién del espectro de potencias
cercano al “espectro invariante de escala” pero con correcciones que presumiblemente nos
indiquen que ng no es exactamente igual la unidad para el caso de los modos k relevantes,
ver (3.121), que como recordamos son aquellos que tienen longitud de onda (propia) mayor
que el radio de Hubble en el tiempo de desacople.

6.1.1. Analisis de la implementacién

Iniciaremos, en analogia con los dos capitulos anteriores, descomponiendo los operadores
k() v T(n) en su parte real e imaginaria,

k() = On(n) +idy(n)
() = m(n) +im(n)

con ' (m) = L5 (@ onn) + @) v w ) = G (@ mn) + @ taim)), donde

ay = \%(dk +ay)ya, = 7%(&1( — a_x), donde la relacién clasica w(n) = v'(n) implica
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.y . R,I ~R,I
m(n) = vi(n). La descomposicién realizada es tal que v, (n) y 7. (n) son operadores
Hermiticos, pero las relaciones de conmutacién, no nulas y a tiempos iguales, entre estos
operadores no seran las relaciones de conmutacion estandar, estas son;

[&EadE/T] = (Okx + 0k-x)
[&i,&ﬂ] = (Okx — Ok —x)

De igual forma como fue implementado en el capitulo 4 se asume, en analogia con la mecéni-

ca cuantica estandar, que el colapso es andlogo a una mediciéon imprecisa de los operadores
(. RJI R,

Hermiticos ¢, and 7.

La propuesta de esquema de colapso, establece que en un cierto tieinpo N que en general

depende del modo k, el estado base |0x) correspondiente al modo & sufre un cambio ins-

tantdneo (o colapso) de tal forma que el valor de expectacién de los operadores de campo y

momento conjugado en el estado post-colapso |=) seran;

R = 2 (A )
R,I
= %\vmﬁ)lzs(k) (6.24)
F )= = 0, (6.25)

donde ((A'(75))?)o es la incertidumbre cudntica del operador ¢, en el estado de vacio
|0), v ademds los nimeros xk’l son una coleccion de cantidades aleatorias independientes y
a través de (6.22) serdn parte de WZ(n). Si la distribucién de los nimeros z" es tal que el
valor medio coincide con el més probable, entonces se conseguird que: |, |3, =~ |aum 2.
Teniendo esto en mente, de igual forma como se asumié inicialmente en el contexto inflacio-
nario, supondremos que los xE’I son un conjunto de nimeros aleatorios independientes de
una distribucion gaussiana centrada en cero y con ancho igual a uno. Entonces, de manera
andloga a como se encontré (4.27) y (4.28), acd también se obtiene;

1’5135, = 5k,k’+6k,—k’ (626)
ZL‘L%{{/ = 5k,k’_5k,—k’- (627)

Al igual que en el capitulo 4 podemos enfatizar que nuestro universo corresponde a una
realizacion de estas variables aleatorias.

Por otro lado, segiin (6.22) para evaluar W3 (n), necesitamos conocer la cantidad (0,"'(1))=
para todo n > 7, con esta finalidad haremos uso de las siguientes relaciones de Ehrenfest,

L = (s 625)
4 or — 2,2 AY I
d_n<”k M)z = —<Cs’f —;) (0" ()= (6.29)
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Derivando (6.28) con respecto a 1y usando (6.29) para desacoplar el sistema, se encuentra;

d? ~R,I 21.2 A ~R,I
g )z = = (2 = 5 ) (i o) (6.30)
la cual tiene como solucion general;
(0 ()= = "™ f(n) + g " h(n), (6.31)
en donde hemos definido;
f) = /nJnleskn) (6.32)
h(n) = /nYa(eskn), (6.33)

por otra parte, debido a la relacion clasica m = v’, entonces a nivel cudntico se satisface;
R d .
(M ()= = d—ﬁ@ff’l(n))a = oy f'(n) + ay W (). (6.34)
Evaluando (6.31) y (6.34) en nf, y haciendo uso del esquema de colapso (6.24)-(6.25), las

RI_ 'R]I . : oy p .
constantes a;” y a,” (las cuales segiin s definido en la ecuacion (6.24), estan relacionadas
con 7%, it v z1) podran ser escritas como;

k
R,I WS(k)h’(n§ ))

ot = ST (6.35)
(1 (8)
o = _—”S(’C”; ) (6.36)

y de esta forma, sustituyendo lo anterior en (6.31) se encuentra;

(@ )= = T2 [ ) £n) — F ()R] (67)

Nos restringiremos al caso para el cual el tiempo de nacimiento n((]k), el tiempo de colapso

ng para cada modo k relevante y el tiempo de evaluacion 7 (el cual estrictamente hablando
deberd ser el tiempo de desacople), satisfacen n((]k) < n; < n. Ademds, debemos usar el
hecho que los modos k de interés o relevantes para las observaciones satisfacen kn < 1,
correspondiendo a modos con longitud de onda (propia) mayor que el radio de Hubble en
el tiempo de desacople. De esta forma, se justifica que podamos hacer uso de las formas
asistoticas para pequeflos argumentos de las funciones de Bessel sobre las funciones h/(7j),

f' (i), f() y hin).

De esta forma el resultado (6.37) puede ser aproximado por;

Vkes(n+3) kesnp\n=3
- ﬁr(nil) <k >) h(n)]'

Nota: Hemos llevado a cabo un analisis numérico en el cual se evalian, por separado, las
cantidades exactas (6.37) y aproximadas (6.38), para luego compararlas y se encuentra que

(6.38)
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el resultado es practicamente indistinguible en los rangos de validez de las aproximaciones.

Podemos ver que para los modos de interés fisico se puede aproximar |vi(n)| de (6.15) por
la expresion;

(o (17)] = 4n\ics_k [(2n - 1)(#)”+§ + (14 2n) ("i))"_l} . (6.39)

Ahora, la hipétesis de Hollands y Wald, es decir; el factor de escala a(n) evaluado en el

tiempo 77(() ). en que el modo k nace, toma el siguiente valor: a(no ) = C( )3w2+1 ~ kly,

usando esta relacién y teniendo en cuenta que para w € (0,1) se cumple que e +1 =n+ %,
entonces la ecuacién (6.39) puede ser escrita como;
a’(/r/) kl[) 2n+l
o) = — [ (2n = 1) + 20+ 1) (%) "7, (6.40)
4nloc§/2k3/2 a(n)

donde vemos, como caso limite, que si n = 77(() ) entonces (6.40) se reduce a; |vk(770 )| =

Otro caso limite se consigue para el w correspondiente a radiacién, esto es w = (o en

términos de n, n = 3). Para este caso (6.40) se reduce a; |vg(n)| =

W=

Ahora, con ayuda de (6.24), evaluamos la 1ncert1dumbre cudntica de UE !

|0). La expresién aproximada para (A9 ())2)o, evaluado en n¢ serd;

(ng) para el estado

2(nC
SR (K)V) 2 ~ a*(ng) .
(ARG = gopes|@e=1)

- () F): o

de la anterior expresién junto con (6.24), se obtiene;

a(n;) lo
~ ————12n -1+ (142
5 An/2¢,lok3/? [ n-1+{1+2n) (a(n,ﬁ))

4n
*] B! (6.42)

_\/—Vg?r nh‘gy* ' la expresién (6.22) puede ser

s = | S (<n<”>>) (6.43)

Sustituyendo (6.42) en (6.38), para luego sustituir dicho resultado en (6.43) y por ultimo

2
Por otra parte, dado que z = £ n3+1, con £ =
escrita como;

calcular el promedio: WE(n)W¥Er(n). Ahora, usando el hecho de que las variables aleatorias
z! satisfacen (6.26), (6.27), finalmente encontramos la cantidad de interés,

VRV () = 2 (V8T (n)= (TR ()=

312 5%a*(n.) kly Nzt
~ D Z|2n—1+(1+2 0 )
256 e B e |2 T L n)<a(nk)> ]

2

0 Sww,  (6.44)

61+k:2
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donde las funciones 6;(n) y d2(n) se definen como;

5= (G
= |n— —
! 2 n+ 1 on 1 \ e
Ly 2" mpyns
(v 3) 2 () o5

Usando a(ng) = C(ng)™*2 se logra hacer que el lado derecho de (6.44) adquiera la siguiente
forma;

02

= 3 Clpﬁn
Wi (n) = Ouae o003 { (n + 1)n?/c;HIog [2n 1
kly \ =%
+ (1+2n n—1
1+ 2m) (o) ] [
2
An(2n? + 3n + 1) (ng) "
. raitiel . (6.46)

_4n
Notamos que cuando [2n — 1] > (1 + 2n)< klo )2n+1 v 20 —1] > 4n(2nc224;€;;,z;132(nk)2 a

(5)
parte dominante de (6.46) es compatible con la prediccién del espectro invariante de escala

de H&Z, es decir se obtiene; WE(np)VE*(np) o< 75,
salvo correcciones, del tiempo de colapso 7;, del modo k.

Sin embargo, es claro que este no es el caso n = 1 /2 correspondiente a radiacién w = 1/3,
(recordemos que para 0 < w < 1 se cumple que 3=~ +1 =n+1 5, implicando 0 < n < )
Ahora, consideraremos las correcciones que modifican el espectro invariante de escala de
H&Z. Para esto nos enfocaremos en las dos desigualdades mencionadas previamente.

Para n € (0,2/3), se cumple que |2n — 1| < (14 2n), entonces para satisfacer la desigualdad:

4n

y este valor resulta ser independiente,

2n — 1] > (1 + 2n)<a}(€f7%)>m serd necesario que: (Jé%) i < 1, ahora conociendo el
k k

dominio de w y su relacion con n, resulta facil concluir que el exponente de la cantidad

del lado derecho de esta desigualdad, comprende los valores: 0 < 2;111 < % Por otro la-

do, como los modos colapsan después de que nacen la siguiente desigualdad serd correcta
4n

kly = a(n(()k)) < a(ng). Entonces <a'g7l7%)> " &« 1 se verificara siempre y cuando el colapso
k

ocurra lo suficientemente después del nacimiento del modo, de forma que los dos factores de
escala a(n((]k)) y a(ng) difieran en por lo menos dos ordenes de magnitud y que el pardmetro

n, que caracteriza el fluido, no sea tan cercano a cero.
4n

En resumen, podemos concluir que la desigualdad: [2n—1| > (1+2n) ( ’(“717 )>ﬁ serd valida
k

siempre que 0 < n < 2 y el colapso ocurra de modo que a(n(() )) y a(ng) difieran en por lo

menos dos ordenes de magnitud.

2 c\2n
Ahora nos enfocaremos en la desigualdad: |2n — 1| > 4n(2n82227;;122(77’“) . En el denominador

del lado derecho de esta desigualdad se encuentra la cantidad c,, definida como ¢, = y/w,
por lo tanto ¢, va a cero cuando w va a cero, o equivalentemente cuando n se acerca a %

Por otra parte, el término (n{/n)?" es pequeno (significa que es mayor que cero y menor a
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uno) simplemente porque estamos interesados en la cantidad (6.46) evaluada en un tiempo 7
posterior al tiempo de colapso nj para cada modo relevante, seguido de que para el dominio
de w se tiene que n > 0. Entonces, que tan pequeno sea este cociente dependera de que
tan separados estén el tiempo de colapso n; y el de evaluacion 7. Ademds, este término es
modulado por el factor 4n(2n? + 3n + 1) el cual, dado que 0 < w < 1, se encuentra en el
rango (0, 60). Entonces, la segunda desigualdad sera satisfecha si; 0 < ¢s < 1 (esto significa
que 0 < n K %), junto con la condicién de que el colapso no ocurra en un tiempo cercano al
de evaluacion.

De esta forma, para el caso de fluidos tales que 0 < n < %, junto con |2n — 1| > 0, (0 en
términos de w, 0 K w K 1, y |3w — 1] > 0) y que el colapso ocurra lo suficientemente tem-
prano, se encuentra que la expresién (6.46) para el espectro de potencias es bien aproximada
por:

l

_ _ 3 Clyfn(2n — 1)
Py (k) = VE(np)VE (np) = 20483 { (n jﬂf)??(l;z/c_s%)log {1 i

(142n) / klp \ =it
(2n —1) <a(m§)>

4n(2n® + 3n + 1)(n5)** 1) °
2n2n+2(2n — 1)k2

, (6.47)

=nD

para la cual el término dominante corresponde al espectro invariante de escala de H&Z, y
los demads términos nos dan las correcciones a este espectro. Facilmente podemos ver que el
término dominante en (6.47) no depende del tiempo de colapso de los modos relevantes. En
(6.47) tnicamente las correcciones al espectro invariante de escala dependen del tiempo de
colapso n;.

Esto es muy similar a lo ocurrido en el tratamiento dado en la cosmologia estandar infla-
cionaria con hipdtesis de colapso. Por ejemplo para el caso dado por el esquemas de colapso
independiente consideremos el resultado para la cantidad de interés presentado en la ecuacion
(4.31), esto es;

hL3k
N ~f _
<7Tk(77)><7rk(n)>mdependiente - 4a2(n)

se definio: Ay = kn — knjy,, en donde 7 corresponde al tiempo de evaluacion el cual para este
tratamiento coincide con el tiempo conforme que indica el final de inflacién, mientras que n;
es el tiempo en el que el modo k colapsa. Como se discutio en el capitulo 4, inicamente si la

2 1
1+ = sen®(Ay) + — sen(24y,) (6.48)

cantidad (7, (1)) (7}(n)) es lineal en k (para los modos k de interés fisico, estos son (3.121),
y evaluada al final de inflacién) el espectro invariante de escala de H&Z es recuperado.
Ahora, consideraremos solo los modos k de interés y tendremos en cuenta que para el final
de inflacién kn = 0, entonces, siempre que 0 < |kn;| < 1 (esto pasa si los modos k de interés
fisico, se colapsan mas o menos cerca del final de inflacién, pero no tan cerca como para que
se cumpla kn &~ knf) esto implica que A, — —knf, entonces sustituyendo esto en (6.48), y
usando el desarrollo en series de potencias para la funcion seno, se llega a;

DN LD e = s 1+ [P +063)] . (6.49
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por lo tanto, siempre y cuando para los modos relevantes se cumpla que kn; < 1, el término
dominante, de la ecuacién anterior, conducira al espectro invariante de escala de H&Z.
Vemos que para este caso la cantidad de interés (6.49) presenta el mismo comportamiento
que el obtenido para la cantidad de interés en una de las situacion consideradas de los resul-
tados de este capitulo, nos referimos al resultado presentado en (6.47), puesto que al igual
que en (6.47) la parte dominante de (6.49) es independiente del valor del tiempo de colapso
n;. del modo k.

Para finalizar este capitulo consideraremos el caso con mayor interés fisico. Este es el caso
en el cual el fluido dominante es tipo radiacion y para esto w = % En la propuesta original,
citada [21], se encuentra que para el caso de pura radiacién no es posible recuperar el espectro
invariante de escala. Naturalmente, se pondria pensar que al incluir la hipétesis de colapso
auto-inducido, y con ella un nuevo parametro 7, se podria modificar esta conclusion. Esta
posibilidad puede ser explorada fijando w = 1/3, o lo que es lo mismo (n = 1/2), en la
ecuacion (6.46), habiendo realizado esto encontramos;
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w=1/3 ~
P e

n="D

(6.50)

el cual claramente difiere de la dependencia correcta en k, esto es Py(k) ~ k%, que define
al espectro compatible con el espectro plano invariante de escala de H&Z. Ademas, para
este caso también se encuentra que el resultado para el espectro de potencias, no es funcion
del tiempo de colapso, eliminando con esto la posibilidad de ajustar la dependencias de 7
con k, motivados en recuperar el espectro invariante de escala. Otro dato notable, es que
el resultado anterior tampoco depende del parametro [y el cual caracteriza el “tiempo de
nacimiento” de los modos relevantes.

6.1.2. Estimaciones

Recapitulando, segiin el modelo de Hollands y Wald, el modo k emerge en un tiempo n(()k)

en el cual su longitud de onda propia (o fisica) es igual a una longitud fundamental denotada
por [y la cual presumiblemente es del orden de la longitud de Planck I, ~ 10~°"Mpc.
Ahora, con el objetivo de estimar el valor de [y, razonaremos de manera paralela a la rea-
lizada en la subseccion 5.2.4. Debemos concentrarnos en el caso particular para el cual la
parte dominante de (6.47) posee la dependencia en k compatible con el espectro invariante
de escala de H&Z. Enfocados en este caso, el modelo de Hollands y Wald con hipdtesis de
colapsos auto-inducido predice la siguiente forma para Ny;

N2 8 {(Clpﬁn(Qn—1)2 }2 (6.51)

Y2048 | (n 4 D)n2y /e Hlgé

Enfatizaremos que lo anterior es valido bajo las siguientes consideraciones; 0 < n < %
junto con |2n — 1| > 0, y que el colapso ocurra lo suficientemente temprano. Mientras que
las demas cantldades que aparecen en (6.51) fueron definidas comoj;

—\/3w+ 3w+1 3w+1 _ _ w+1) _ 33w —
6— 77h0y 7C nhoy ’ \/_H 3w+1 ’B 7 = o =

(Bw+1)2 2(3w+1)’
3w 1
(ap/C)™2 - .1, ~ 107" Mpc, ap = 1073,
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Para proceder necesitaremos estimar el valor de mn, y para esto haremos uso del valor

H(n)

a("]) N="hoy

de la constante de Hubble H,. Calcularemos Hy = a través de a(n) = C17%+1 se

encuentra que;
B 2
ey = (35 + 1) Hy”

Segun las observaciones Hy = 67.3 Km/(s Mpc), que en unidades de longitud es equivalente
a; Hy="7.3x107%/m = 2.2 x 107*/Mpc, (1 Mpc = 3.085 x 10?2 m), asi que encontramos,

(6.52)

9.09 x 10°
3w+1

Sustituyendo los datos anteriores en (6.51) y recordando que las observaciones indican que
N2 ~ 1872 x 10719, se encuentra que;

P VBB -1 w41
077 1.6272 (w — 1)4 (5 + 3w)?

Evaluando para los valores de w tales que la cantidad de interés Py se reduce a (6.47),
estos son 0 < w < 1y [3w — 1| > 0, obtenemos ly(w) € (10757,107°2) Mpc, mostrando
consistencia con el planteamiento, puesto que se encuentra que [y en funcién del fluido w
puede ser igual o cercano por la derecha al orden de magnitud de la longitud de Planck
l, =~ 10~°"Mpc.

Finalizaremos esta seccién calculando! n(k,;,) para este modelo. A partir del espectro de
potencias definido a través de (6.47), se encuentra que ng(kp, ), definido como;

Nhoy = Mpec. (6.53)

x 1071% Mpc?. (6.54)

dIn(k3Py)

ns(kpiv) = 1 dlnk

(6.55)
=Rpiv
en funcién del w que caracteriza al fluido y de las variables Iy = lo/Mpc, 7t = n5/Mpc y
Np = np/Mpec, presenta el comportamiento ilustrado el cuadro (6.1).

En la primera columna (de lado izquierdo) se enumeran algunos valores de w comprendidos
en el intervalo (0, 1). Por otro lado, a través de la ecuacién (6.54) para cada w se determina
el valor de [y (listados en la segunda columna) requerido por el modelo para conseguir la
amplitud observada de las fluctuaciones de la temperatura %T ~ 107°. La siguiente columna
es para los 7y los cuales son elegidos para que el ny(ky;,) tedrico quede dentro del rango de

validez del ng(kyiy), ecuacién 3.127, determinado por las observaciones. En la cuarta colum-
na, a través de np = (ap/C)™2" junto con ap = a(np) = 1073, se determinan y listan los

tiempos conformes de desacople n7p correspondientes a cada w. Posteriormente, calculando de
. . (kpiv) 3w+l
el tiempo conforme en que el modo k,;, nace; 7, = (kpivlo/C) 2, junto con las columnas
para gy N, podemos visualizar que tan temprano o tarde ocurre el colapso del modo
k. En la quinta columna se presentan los resultados para ns(k,;,) obtenidos para distintos
valores de w, mientras que en las dos ultimas columnas se presentan las evaluaciones de
Py (kpin) ¥ Pu(kpiv), ecuaciones (6.47) y (6.46) respectivamente, lo cual nos permite apreciar
que tan buena es la aproximacién (6.47) con respecto al resultado analitico “casi exacto”

Lyer ecuacién (3.127).
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w lo ajuste 7 o ns(kpiv) | Py (Kpiv) Py (kpiv)
0.01 1.516 x 107 1.9909 251.60 2.2652 2.2652
0.1 1.683 x 107°° 0.1014 78.45 2.2646 2.2646
0.15 1.282 x 107> 0.0094 41.89 2.2603 2.2603
0.2 8.178 x 109 0.0006 22.61 2.2648 2.2648
0.25 3.820 x 1076 0.00002 12.31 2.2649 2.2649
0.3 7.299 x 107°7 | 3.1 x 1077 6.75 2.2648 2.2648
0.33 8.129 x 107 | 2.8 x 1077 | 4.72 2.2652 2.2652
0.333 8218 x 1071 [ 2.1 x 10719 | 4.56 2.2646 2.2646
8.228 x 107 [ 2.0 x 10715 | 4.54 2.2653 2.2653

indiferente indiferente | 4.54 —1 0| 1x107%

0.35 2.185 x 107°7 | 1.3 x 107 | 3.73 1 2.2206 2.2206
0.5 3.96 x 107 | 8.5 x107% | 0.64 0.999 2.2206 2.2206
0.7 5.64 x 107°* | 6.5 x 107 | 0.06 0.999 2.2206 2.2206
0.99 indiferente | indiferente | 0.002 | |ng| > 0.96 | [10'%,10"7] | [10'% 10']

Cuadro 6.1: Indice espectral ng evaluado en el k. Este valor es funcién de w, lo, n,ﬁpw, ND-

Py(k) = Vg (np)¥E* (np) para todo w € (0,1) obtenido en (6.46).

Analisis de los resultados, los datos en color negro son aceptables puesto que respaldan
la auto-consistencia de las suposiciones e hipotesis del tratamiento, los datos de color verde
corresponden a los de mayor relevancia fisica o bien los que se encuentran mejor respaldados
por las observaciones, los de color azul presentan cierta inconsistencia con algunas de las su-
posiciones del tratamiento, mientras que los datos en color rojo son resultados incompatibles
con las observaciones. Como una manera de enfatizar lo anteriormente mencionado, en la
segunda columna, por ejemplo para w = 0.33 el valor de [y correspondiente es mucho menor
el de la longitud de Planck, lo cual va en contra de la hipdtesis inicial la cual establece que la
longitud [y es presumiblemente del orden, o mayor, al de la longitud /,. En la quinta colum-
na también tenemos algunos resultados en azul, por ejemplo para w = 0.7 se encuentra que
ns(kpiv) €s una desviacion leve de lo que corresponderia al espectro plano invariante de escala,
pero no lo suficiente como para ingresar al rango de validez compatible con las observaciones.
Sin embargo, en esta misma columna también aparecen algunos resultado en verde, como lo
es para el caso w = 0.3, en este caso se encuentra un [, consistente con las suposiciones e
hipétesis del tratamiento, también se observa que (6.47) es una buena aproximacién, y como
un perfecto complemento, para este caso se consigue un ng(k,;,) dentro del rango observacio-
nal. Por otro lado, a lo que podria considerarse como el caso de mayor relevancia fisica, esto
es w = 1/3 correspondiente a radiacién, resulta que no hay manera de ajustar ly, y My de
modo que el valor ng(ky:,) quede dentro del resultado observacional, puesto que el comporta-
miento encontrado ni siquiera es una leve desviacién de el correspondiente al espectro plano
invariante de escala. Algo similar ocurre para el caso w = 0.99. Para ambos casos, w = 1/3, y
w = 0.99 el espectro de potencias vendra dado por (6.46) puesto que para estos valores de w
la cantidad encontrada en (6.47) no es una buena aproximacion para el espectro de potencias.
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Para lo anterior s6lo nos enfocamos en colapso del modo k,;,, para el cual Epw es un vector
de ondas fiducial o pivote en torno al que se desarrolla el indice espectral, de igual manera
debemos especificar el tiempo de colapso de los demas modos k de interés fisico. Podriamos
asumir que para un fluido w en especifico todos los modos se colapsan al mismo tiempo.
Por ejemplo para w = 0.3 se podria plantear que todos lo modos se colapsan al mismo
tiempo conforme dado por; 3.1 x 1077 Mpc (ver tabla 1). Naturalmente, por construccién
se obtendria para este caso, que ns(kp,) = 0.960, que serfa precisamente compatible con
las observaciones, pero para otro modo k igual relevante para las observaciones, como lo es
k. = 0.0008/Mpc, se encuentra que ng(k,) = 0.767, lo cual se aleja demasiado de lo que
corresponderia al espectro plano invariante de escala.

Por otro lado, la siguiente regla sobre el colapso de los modos k, basada en asumir que el
modo £ se colapsa cuando su longitud propia es igual a la longitud caracteristica ., la cual
por consistencia del modelo, deberda ser mayor l;. Esta regla implica que para el tiempo
conforme 7§ en el cual el modo k se colapsa, se tiene que; A = a(nf)Acom = a(n,‘;)%” =,
inplicando que cuando el modo k se colapsa el factor de escala toma el valor a(ng) ~ kl..
Consecuentemente, incorporando esta suposicién en nuestro tratamiento, el resultado (6.47),
se convertira en;

3 Cl,Bn(2n — 1)?
> ~ P 1
Pu(k) 20483 { (n + 1)n2,/csHloé N
(1 + 2n) lo %
G (z)
4n(2n* + 3n + 1)l<:_%+1 (l_c> a1
2n?rt2(2n — 1)

C

(6.56)

n=nD

Calculando ng, para diferentes fluidos w y ajustando [. apropiadamente, se encuentra que
ns(kpiv), presenta un comportamiento, semejante al encontrado en la tabla anterior, el cual
serd presentado el cuadro 6.2;
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w lo mejor ajuste [, s (kpiv) P (kpiv) Py (kpiv)
0.01 1.516 x 107> Mpc | 1.0 x 10~ Mpc 2.4026 2.4026
0.1 1.683 x 107°° Mpc | 4 x 107° Mpc 2.3510 2.3510
0.15 1.282 x 1072 Mpc | 1.1 x 107° Mpc 2.3389 2.3389
0.2 8.178 x 107°° Mpc | 2.3 x 10~% Mpc 2.3342 2.3342
0.25 3.820 x 107°° Mpc | 3 x 10~ Mpc 2.3207 2.3207
0.3 7.299 x 107°" Mpc | 2 x 1078 Mpc 2.3166 2.3166
0.33 8.129 x 10~°Y Mpc | 5.5 x 107° Mpc 2.3123 2.3123
0.333 8.218 x 1075 Mpc | 4.7 x 10~ Mpc 2.3109 2.3109
8.228 x 10~ Mpc | 4.6 x 10~17 Mpc 2.3105 2.3105

indiferente indiferente —1 0]1.14 x 107

0.35 2.185 x 107°" Mpc | 1 x 107" Mpc 1 2.2206 2.2206
0.5 3.96 x 10~°° Mpc 1 x 10723 Mpc 1 2.2206 2.2206
0.7 5.64 x 10> Mpc 1 x 1074° Mpc 0.999 2.2206 2.2206
0.99 indiferente indiferente Ing| > 0.96 | [10',10"7] (1015, 1017]

Cuadro 6.2: El modo k colapsa cuando a(n;) ~ kl.. A diferencia con respecto al esquema
anterior, en el que para un fluido w todos lo modos colapsan al mismo tiempo, ahora to-
mando nuevamente como ejemplo el fluido con w = 0.3, para el modo k, = 0.0008Mpc~!, se
encuentra que ng(k,) = 0.907, lo cual es més cercano al espectro plano invariante de escala
que el nimero correspondiente arrojado por el esquema 1. Una comparacion més clara, para
el caso w = 0.3, calculando n4(k) para los modos de interés fisico k € (107, 107?)Mpc 1,
entre el esquema en que todos los modos colapsan al mismo tiempo (esquema 1) y el esquema
en que los modos se colapsan cuando su longitud propia es igual la longitud . (esquema 2),
serd presentada en la siguiente cuadro.

k ns(k) segun esquema 1 | ny(k) segin esquema 2
0.0001 Mpc—1! —2.1929 0.4888
0.0008 Mpc! 0.7671 0.9077
0.001 Mpc~! 0.8477 0.9246
0.002 Mpc T
0.02 Mpc—! 0.9996 0.9954
0.01 Mpc—! 0.9984 0.9912

Cuadro 6.3: Comparacion entre esquema 1 y esquema 2. Aqui a través de un anéalisis modo
a modo se muestra que el valor obtenido para ns(k) en el el esquema 2 se acerca mucho
mas a 0.96 que el obtenido por el esquema 1. Lo cual podria representar un criterio que nos
permite calificar de mas adecuado al esquema 2 con respecto al esquema 1, vale recordar que
la tinica diferencia entre estos dos esquemas es la regla sobre el tiempo en el cual se colapsan
los modos.






Capitulo 7

Estudio formal de la emergencia del
espacio-tiempo inhomogéneo y
anisotropico: Configuraciones
semiclasicas auto-consistentes (SSC)

7.1. Configuraciones semiclasicas auto-consistentes cons-
truidas hasta segundo orden en la perturbacién

Consideraremos que el universo a gran escala puede ser modelado por lo que denomina-
remos configuracién semicldsica auto-consistente (SSC), la cual definiremos como: un
espacio-tiempo (M, G) caracterizado por la variedad M y la métrica G, junto con una teoria
cuantica de campos (gg, 7, H), convenientemente escrita en la representacion de Heisenberg,
construida sobre el espacio-tiempo y dotada de un estado particular |£), perteneciente al
espacio de Hilbert H, para el cual las ecuaciones semi-clasicas de Einstein se satisfacen.

En otras palabras, diremos que el conjunto {G(x), o(x), 7 (x),|¢) € H} representa una SSC

si y sélo si ¢(x), m(x) y H corresponden a una teoria cudntica de campo construida sobre el
espacio-tiempo con métrica G(x), mientras que el estado |£) € H es tal que;

Gy = 87G [T, [G(x), o), 7 ()]|€). (7.1)

Una vez mas, al igual que en las secciones pasadas estaremos trabajando con teoria de
perturbaciones cosmologicas por lo cual asumiremos que la métrica de fondo G puede ser
entendida como una desviacién del espacio tiempo de FRW, caracterizada por perturbaciones
escalares, vectoriales y tensoriales. Vimos que a primer orden en la perturbacion y a lo que
se refiere el problema de los origenes cuanticos de las inhomogeneidades primordiales, solo
las perturbaciones escalares ®(x), ¥(x) son relevantes para el problema cosmolégico, ahora
como estaremos interesados en ordenes mas altos en la perturbacion, mostraremos que hasta
segundo orden en la perturbacion solo se podra construir una SSC si y solo si también se
incluyen las perturbaciones tensoriales h;;(x) de la métrica, entonces podemos escribir la
métrica trabajando en la norma longitudinal generalizada (ver referencias [34], [35], [36]),
como;

125
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G = gwdrtdz”
_ az(n){ - (1 + 2<I>(.7:)>d772 + (1 - Q\If(m)>5ijdxid$j + hij(@)da'ds? }
(7.2)
en donde los potenciales métricos ®(x), V(x), y hij(x) serdn escritos como desarrollos en

series de potencias del pardmetro ¢ el cual serd usado para controlar el orden de la pertur-
bacion.

82

d(x) = O(x) 4 W (x)+ E@@)(m) +0(e?), (7.3)
U(x) = UO>z)+e0W(x) + %2\11(2)(1:) + O(£%), (7.4)
hij(x) = By () +eh) (z) + %2h§§> (@) + O(%). (7.5)

Trabajando hasta orden cero en la perturbacién (a orden cero en ¢) la métrica (7.2) debe
reducirse a la métrica de FRW, esto implica que ®©(z) = U0 (z) = hg?)(:c) = 0, y dado
que a primer orden solo son relevantes las perturbaciones escalares, entonces; ®) () # 0,
V() £ 0y by (2) = 0.

Por otra parte, variando la accién de materia con respecto al campo escalar ¢(x) se encuentra
la ecuacién de movimiento para el campo escalar y es conocida como la ecuacién de Klein-
Gordon, esta ecuacion es;

4V, —m?h =0, (7.6)

donde V,, corresponde a la derivada covariante con respecto a la métrica (7.2).
En este mismo orden de ideas, partiendo de dos soluciones ¢1(x) y ¢o(x) de la anterior
ecuacion, se define el producto simpléctico entre ellas, como;

(61, 62) simpt = —i / (6,0,65 — 30,6145, (7.7)

siendo ¥ una hipersuperficie de Cauchy, dX* = ntdY con dX = \/Gsd®z el elemento de
volumen sobre Y, mientras que n* es un vector temporal unitario y normal a 3. En términos
del momento conjugado 7 asociado al campo escalar ¢, esto es; ™ = \/g_gn“ﬁmﬁ el producto
simpléctico puede ser escrito como;

((¢1,7T1)7 (¢2,W2))simpz = —i/z[ﬁbﬂ; - ¢§7T1]d3x- (7-8)

Una propiedad crucial de este producto, es que no depende de X2, lo cual se puede demostrar
como sigue a continuacién:

Tomemos la diferencia entre dos productos (7.8) calculados en dos hipersuperficies de Cauchy
diferentes denotadas por 1 y 5. Denominando por V' el tetra-volumen limitado por las hi-
persuperficies Y1 y s, mientras que 0V la frontera de V', entonces la diferencia entre los
dos productos simplécticos podra ser desarrollada como;
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(¢17 ¢2)simpl21 - (¢17 ¢2)5impl£‘2 - _Z/ [¢18u¢; - anuqbl]dzu

31

i / (618,05 — G30,01)d5F = —i ]4 (618,65 — 630,01 d5

ov

S /V VP (10,65) — T (50,00)]dV. (7.9)

en donde para obtener la ultima integral se uso la versién tetra-dimensional de la ley de
Gauss. Por otro lado para cualquier campo escalar f(n,Z), se cumple que V*f(n, &) =
0" f(n, &), entonces, por aplicacién directa se encuentra la siguiente identidad;

VH(¢10,05) = (0"¢1)0ud5 + d1 V'V 45 (7.10)

aplicando la anterior identidad sobre el argumento de la integral (7.9), se encuentra que esta
adquiere la forma;

(¢1a ¢2)simpl21 - (¢17 ¢2)simpl22 = —1 /V[¢1VMVM¢§ - gb;vuvugbl]d‘/’ (711)

por iltimo usando (7.6) sobre la anterior ecuacién, se obtiene;

(1, D2)simpizy — (D1, 2)simpizs = —1 /V[m2¢1¢§ — m*Pyd]dV =0
= (G1, B2) simpissy = (D1, P2) simpis, - (7.12)

Referente a la cuantizacién, a nivel cuantico el campo escalar ¢ y su momento conjuga-
do 7 son promovidos a operadores cuanticos qg y 7 actuando sobre los elementos del espacio
de Hilbert H, y como parte de la cuantizaciéon se impone que (;3 junto con 7, a tiempos iguales
satisfagan las relaciones de conmutacion estandar,

[0(n, T), o(n, )] = [®(n, ), 7(n,§)] = 0, [¢(n, T),7(n,7)] = i6(Z — 4) (7.13)
Ahora descomponemos a los operadores ngS y 7 en términos de los operadores de creacién
y aniquilacién independientes del tiempo, y por simplicidad denotaremos (7, ) como x, se
encuentra;

olx) = Z[Ug(fv)d;;'JrU,’S(w)&,Tg]? (7.14)
7(x) = Z[q,;(:c)d,;qL qé(m)&g], siendo ¢z(x) = \/Q_gn“f)uu,;(m). (7.15)

Las sumas son sobre los vectores lg, con componentes en coordenadas cartesianas k, =
27j,/ L, siendo j, = 0,£1,£2, 43, .. € Z mientras que n = x,¥, z. Lo anterior, al igual que
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en capitulos pasados, significa que cuantizaremos sobre un cubo de longitud L. Por otro lado,
las funciones uz(n, ) deberan formar un conjunto completo de funciones modo ortonormales
con respecto al producto simpléctico,

(g“”V“VU — mZ)u,;(n, 7) =0, (7.16)

(uE7 uEl)simpl = 51;’ g (7.17)

con 0z i, definido como oy 7, = 0 si k # k', mientras que Opp = 1si k=K.

Las formulas! (7.14) y (7.15) no hacen referencia a operadores ¢, # definidos en cada
punto & = (1, ) del espacio-tiempo. En general las contribuciones de los modos ||k|| no

disminuyen con HkH lo suficientemente rdpido como para que las sumas involucradas en
(7.14) y (7.15) converjan. Sin embargo estas contribuciones se encuentran variando muy
rapidamente en el espacio-tiempo, entonces si de una manera apropiada promediamos los
lados derechos de las ecuaciones (7.14) y (7.15) sobre una regién del espacio-tiempo la sumas
convergeran. Dicho de una manera mas precisa, las ecuaciones (7.14) y (7.15) definen a by
7 como operadores evaluados sobre una distribucién, i.e., para cualquier funciéon de prueba
f(x), suave y de soporte compacto, la cantidad;

- / f(n, D)d(n, D) (7.20)

estd bien definida por la ecuacién (7.14) si la integral se realiza antes de la sumatoria.
Usando (7.16) y (7.17), las relaciones de conmutacién (7.13) se trasladan a;

lag, ap] = [af,al) =0, [ag,ak] = o . (7.21)

(7.18)

entonces, definiendo para todo 3-vector k tal que ke +, en donde la regién +, esto es el semi-plano positivo
usado anteriormente en (5.37), ha sido definida como + = {¢'= (q7 0,¢9)/q €10,00),0 € [0,7/2),¢ € [0 2m)}.
Por otro lado, definiendo los operadores (bk( xz)y ¢ (), como; ¢k( x) = up(x)ay +u (z )aT P qb (x) =

u_g(x)a_j+ uE( )aE, la ecuacién (7.18) podrd ser escrita como;
o(x) = [op(@) + oL(a)). (7.19)
ke+

Procediendo de manera andloga para (), se encuentra;

>
)
Il
1
)

fp(x) +7 ;%(7], 7)], en donde se ha definido 7z(x) = gz (x)az + qiE(:c)éiE,

A t

junto con 7.(x) =q_gp(x)a_j + q%(m)&]z, para todo vector k tal que k € +.

> —+
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Entonces, al igual que en los problemas desarrollados en secciones pasadas el sistema cudntico
en estudio puede ser entendido como un conjunto de osciladores arménicos con frecuencia
dependiente del tiempo 7. Entonces el estado base del modo k lo denotaremos por |0z) y

correspondera al estado base del oscilador armonico correspondiente al modo k. Mientras que
el estado vacio del sistema conformado por el conjunto de todos los modos k lo denotaremos
pofT;

0) = 0 ) ®-l0_y) @105 @ 10_y) ®10_s,) @ [00)
(7.22)

y se definird como el estado tal que para todo modo k se cumpla que agl0) = 0.

Cualquier conjunto completo de soluciones u,, de (7.16) y (7.17), determinard una elec-
cién del estado vacio |0). Mientras que el espacio de Hilbbert H puede ser construido a la
Fock a través de una aplicacion sucesiva del operador de creacion d]% sobre el estado vacio

|0). Ahora procederemos a escribir la ecuacién (7.16) como una serie de potencia de €, y este
problema se enfocara en trabajar hasta segundo orden en . Entonces, segin (7.16);

9"V, Vyug(x) — mPug(z) =0, (7.23)

en donde para expandir el lado izquierdo de la anterior ecuacién usaremos la identidad;

9,V Al@) = Faxu(rgﬂv Al@)), (7.24)

siendo g = det{g,,} el cual para la métrica (7.2), corresponde a;

g = —a(1+ 2@){[1 — 20 + hyy ([1 — 20 + hy|[1 — 20 + b,
- hyyhzz> — hay (h [1— 20+ h.,] — hthyz) + R (hyxhzy

~ hL[1-20 hny } (7.25)

Ahora por simplicidad, y sin perdida de generalidad, consideraremos que las perturbaciones
tensoriales describen una onda gravitacional con modos longitudinal Ay (x) y transversal
hr(x) que se propaga a lo largo del eje z. Esto implica que el vector de onda El asociado
las perturbaciones tensoriales satisface la condicion;

k
S (7.26)
[[B ]
mientras que las componentes no nulas h;; son: hyy = hyy = by, hyy = hyy = —%hzz = hp,

por lo cual las componentes g, de (7.2) presentadas como un arreglo matricial, tomaran la
siguiente forma;

—(1+429) 0 0 0

9 0 (1—-2¥+hy) hr 0

{90} =a(n) 0 hy (1—20+h) 0
0 0 0 (1 -2V —2hp)
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Por otra parte, las componentes de la métrica inversa,

1
— 1758 0 0 0
0 s kR
{9} =a"(n) e
0 7(172\11+ThL)2+h2T 7(172\I/+hL)2L+h§ﬂ 0 )
0 0 0 1-2V—2hy,

Notamos que las componentes g"” no son lineales en las perturbaciones ®, ¥, hy y hy, ahora
como estamos interesados en trabajar hasta segundo orden en la perturbacién, y dado que
segiin (7.3) el orden més bajo para el cual los coeficientes ®™, W™ no son nulos es n = 1,
mientras que para h(Ln) y hg? ) es n = 2. Lo anterior implica que trabajando hasta segundo
orden en la perturbacién, sélo por simplicidad, podemos eliminar de nuestras ecuaciones
términos de la forma; Why, Why, ®hyp, Ohy, VU2 U2 OW2 dD2 hphp, y hL, h 7,
adelante.

Notacién: utilizaremos [ A(x) para referirnos a que solo estaremos interesados en trabajar
con el desarrollo en serie de potencias de € de la funcién A(x) y truncar dicha serie a orden
n en . Mientras que por ™ A(z) nos estamos refiriendo a el orden n-esimo de la expansién.
De manera que ¢** hasta segundo orden en € lo denotaremos por Pl¢#, v vendrs dado por;

o 1+12q> (1) 0 0
0 =g~ —h 0
[2] v } -2 1—2U+hp, T
9" =a")
{ 0 ~hr e O
0 0 0 1—20—2hy,
mientras que (7.25) se reducird a;
Py = —a®(1+20)(1 — 20 + hy)*(1 — 20 — 2hy)
= —a®(1+29)(1 —2V)>. (7.27)

Ahora nos enfocaremos en la ecuacién (7.23), esta es;

Traon (VI gte)) <) <0, =

para expandirla hasta el orden en el cual estamos interesados se requiere que calculemos las
cantidades /—2lg Plgm /—Clg Blgzv v/ 2lg Plgl (con [ : x,y,z). El resultado es;

1 -2V + hy)(1 —2¥ — 2hp)Y/?
[, 2m — 2 ( L L R gy — _g2p
g g a (1 +2®)1/2 J g g a nr
_[2]g [2195035 _ _[Q]g [Q]ny _ a2(1 + 2(1))1/2(1 oy — QhL>1/2
2 1/2
Ty = O (1+29)1/2(1 — 20 + hL)7 (7.29)

(1= 20 — 2R, )2

expandiendo (7.28), tendremos entonces;

{3 (V_ 9""—%( 2)) + o (Va7 5@ >)+§y(¢—_ggw%ug<m>)
} V=g m” ug(x) = 0. (7.30)

+ @(V—_gg”@“k @)
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Habiendo elegido la direccion del vector de onda El como paralela al eje z, para la teoria
cudntica de campos {qg, 7, H,|¢) € H} construida sobre el espacio tiempo (7.2), y bajo algunos
requerimientos entre los cuales que los potenciales métricos sélo dependan de las coordenadas
(n, ), esto es P d(n, 2), BW(n, 2), Bhp(n, 2) v Blhr(n, 2), més adelante se lograra encontrar
una solucion de las ecuaciones (7.1). En este caso la ecuacién (7.30) tomara la forma;

1
{ 9" () + —_g@n(\/—gg”")u’]z(:c) + 2g$y0§yu,;(ac) + ¢"Ojuz(x) + g7 0% up () +

=
1 2z 2
= 0(Var )] | = () =0 (7.31)

Las derivadas 0, (v/—2gPg™), y 0,(y/—2g Bg#), dan:

+

1 —2W)3/2 (1 —2W)/2 (1 —2W)3/2
O (/=g Blgm — _9 i 342 NG 2 P’
n( g “g"™) aa (1+2q))1/2+ a (1+2<I>)1/2 +a (1+2q))3/2
1 —2W)l/2 (1+29)1/2
_ 2] 2] ,,z2 _ 2( 2 2
0 ( 9797) T 29) 0. —a TEETILE 2@)1/282\11 +2a20.hy,. (7.32)

Sustituyendo lo anterior en (7.31) y descartando términos de mayor contribucién al segundo
orden en ¢, se encuentra que la ecuacién diferencial que han de satisfacer las funciones modo
uj; es;

/
(1420 — 40 — 80U +40%) {uf + 27w | — (1440 — 20 + 407 — 8OV — hy) V7

+3hd2u; — {(1+2® — 20)9,® — (1 +4®)9,V + 20,hy }D,up — {3(1 — 20 + 20) ¥/
+(1 — 49) D" Yl + 200 ug + a?m® (1 + 4 — 4V + 4D + 40° — 160T )uy; = 0.
(7.33)

Ahora trabajaremos con la condicién de ortonormalizacién inducida por el producto simplécti-
co (7.17), esta es;

(UE7 uEl)simpl = 5];’7];’/- (734)
Entonces, usando la definicién de producto simpléctico (7.7),
(ug, Ug) simpt = —1 / [upOuuf, — uf, Ouugndy, (7.35)
s
donde la hipersuperficie de Cauchy ¥ serd definida como; ¥ = {& € M / n =n.}. Mientras

que la métrica inducida sobre X serd;

Gy = Wgyda'dy’
= aZ(n){ (1 - 2\I'(w))5ijdxid$j + hij(a:)dxidxj}, (7.36)

por lo cual el elemento de volumen d = | /g(g)d?’x, siendo gy = det{ ) gi;j }, y consideran-

do tinicamente contribuciones hasta segundo orden en ¢, por lo que |/Plgis) = a*(1— 2W)3/2,
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entonces dY] serd escrito como 2dY = a®(1 — 20)3/2d%x.

Sobre el vector n unitario y normal a la hipersuperficie ¥, lo escribiremos como n = n#9,,
el cual a su vez puede ser expresado como una combinacion lineal de una parte bﬁ paralela

a ¥ y una perpendicular b, esto es n = b, (x)0, + bﬁ(:c)ai, pero por el requisito de que n
es normal a ¥ se concluye que blil(:lz) = 0, entonces n = b, (x)0,. Por otro lado, dado que n

es un vector unitario y temporal, significa que; G(n,n) = —1, de donde se obtiene;
1 1
b, = =>n= 8,], (737)
a(n)y/1+ 2®(x) a(n)y/1+29(x)

de manera que la condicién de ortonormalizacion de las funciones modo es:

[ﬂ(ué,u]g)simpl = —ia2(n)/2(ulganul§, —u%,@nu,;')(

= b (7.38)

Expandiendo hasta segundo orden en ¢ el lado derecho de la primera igualdad presente en
la anterior ecuacién, se encuentra;

3 3 '
/ (ugdyuz, — iz Oyug) (1= 3% — @+ S0 + 300 + Z0%)d's = ———dgp.  (7.39)
by a (nc)

Nota: vale mencionar que el lado derecho de la anterior ecuacion es un término definido
tnicamente a orden cero en e, por lo cual las contribucién de la integral (lado izquierdo) a
ordenes superiores a €° sera nula.

Sobre la cantidad Tuy[g(w),qg(:c),ﬁ(m)] y el estado |€) € H, para los cuales se satisface
la ecuacién (7.1), dada por;

G,"6(x)] = 8xG{E|T," [G(). b(a), #(w)][€). (7.40)

entonces, como a nivel clasico se trata de un campo escalar ¢ minimamente acoplado a la
gravedad el tensor de energia-momento 7}, viene dado por (3.5), ahora una vez promovidos el
campo clasico ¢ y su momento conjugado 7 a operadores de manera directa 7,,” es promovido
a TH” el cual puede ser expresado como;

~

. S | . . 1 ..
T, = g 0,¢ 0nt — (ﬁgab&@ Oy + V[gb})gu”, y usaremos: V[¢] = §m2¢2.

La estructura que desglosaremos en lo que resta de este capitulo estarda basada en el si-
guiente organigrama:
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) : o ()
[M .G J hipersuperlicie de Cauchy £, ={zeM / n=n,}

(1) Def: {GD)(x), $D (), 7D (), |gD) € HO} =P SSC-|
e

con Ig(f)(m] = —a’(n)dif + (1.2(?,*}651'(17;!:!-(1.]:"- I

qﬁ(“[m) — Z[“U}, ®)a t” +t\!!-[ _mgﬁ]
(2)
7N x) = Z[q(” (” {_”'(:t:)ri:;“]. siendo q%”[m) =3 \/g—.’;‘_;n"a,lu%“{m}
~ [u::”.ut:”}m"ﬂ = —i / [u,(_”d,.u‘“' - r.rtn'(),‘r:[“]ﬂ“rl‘_‘”1 =0
(3)
~ (g"‘"’V V., —m’ )u (n.¥) =0

~ GGV ()] =8aG(ED|T, IGW (). §7 (). #D()]|€ M)

4) — v ) , o 1 .
( ) 1,7 16D (), o (), # ()] = gherg, o 30(’9(”_(%9(”05&&“ &@l”-FVicb‘“i)gL”".
v usaremos: V'] = énlzq)”u
(5) Estado cuantico :|€'") = 4<|”f_”~. Yo .0y e {[1 +&51ag!M [.5‘” Gy ]|“( }>} ® [0, |“:FJ|}>"
= F(&s"a™)omy
siendo F(X) ox &
= {.r € M / n _r}‘} N S hipersuperficie de Canchy &
xreM n=mn (Ify _(IIy
(m.¢")
1) ,.h“a f“’l (11}
(1) Def: {¢"(),¢" @), 7" @), |¢") e H} = SSC-II
- S = ey e [ 2d0(x) dn? + (1 — 2% () 4, d.r da? h,--(:{:}fb:'drj
g ! (i i
i -7 (@) = —£2apn) + [(ePu(n) + EFn (e et 4 o] + OP),
' ]
:"'1 U(x) = £ a(z)l'} + [(ePy(n) Ezptz}(’i‘)f‘“""'f.lfimf +ec.d + Ofe?).
"N hi(E) = E2hP(n) +(2HP (e + co) + O(D).
SUD(p) = Z[u%’”(mm:—.{”ﬂ- ””’r.r) um]
(2) K
7D () — {;15[3)3(111 q:us. )i unt]_ R qg”[mj \/gun ) 'u.:_:“}(:c_)

(SF“”V;:V., s m!)-u}_u'in. F) =0
3)

e 11 e (£}, (”l- Ufr- l”'! it 2 3 -
{u}? ! L .[P } M-mpf =4 /[“ () - 0 u ]”ﬂ 15 6_‘_‘

e A .»[g[u:{m)] == H?TG(EUHWL" [gf”‘{m;_ (;')un[m)_ n-””{:rr}“&””}

(4)

’ ; o . 1 ) ) ,
T2 1697 (2), U1 (2), #70 (x)] = g ud ) cj“¢lfil_(§g[f”-lbaa¢lff} 6b¢u”+‘/[¢“”])9':1”} i

- 1 - .
v usaremos: V[pt] = 511121:’)(””

. = & = (87 (41 tn‘a‘!i = (11 lh‘}T (41} (h‘lf lh‘l (J!H‘
(5) : Estado cuantico | V") = F(E ot —pi) (€5, DF (€L ale) - FEhp al ) x
ol AT i 1y -1 1 i 1 1 f 1
‘FI&I-J.‘.: A __r'r)}-‘ t ) _( it J_-[&l bl nt)}-[&{ )i l”. IH ‘}-{&}: ,”’;F. H) 5
}‘lﬁt"” l””) 5“” ““t K ‘l”L”}}‘ siendo F(X) x et

27 2k pRoghy :-ﬁﬂ:«.(‘:

(F1)

V={xeM [/ n=mn} = hipersuperficie de Cauchy £,
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Separadamente realizaremos la construccion de las SSC-I1 y SSC-II. Para la SSC-I el espa-
ci6-tiempo, es espacialmente plano y perfectamente H&I, con métrica; GU) = a?(n){—dn? +
d;;dz'dz?}, mientras que para la SSC-I1 el espacio-tiempo, espacialmente es casi perfectamen-
te H&I, con métrica; GU) = a2(77){— (1+2<I>(w)>dn2+ (I—Q\P(w))6ijdmidxj+hij(a:)dxidxj}.
Los potenciales métricos seran escritos como desarrollos en series de potencias en €. De esta
forma el problema podra ser realizado orden a orden en €. Sin embargo en este trabajo se
realizard la construccién de la SSC-II hasta segundo orden en &.

» Paso (1): Definicién formal de la SSC.

= Paso (2): Se escriben los operadores de campo: ¢() y momento conjugado al campo:
7i(x), como combinaciones lineales de los productos ug(n)a; y u%(n)&%.

= Paso (3): Se determinan las funciones uy(n). Esto se consigue solucionando las ecua-
ciones dinamicas;

9"V, Vyup(x) — mPug(x) =0, (7.41)

cuyas condiciones iniciales ug(no, ¥) y (1o, ¥) deberdn satisfacer la condicién de nor-
malizaciéon impuesta por el producto simpléctico;

(W, Ug) simpt = —z'/ [u,—f»@uu% — ul’g,aqu]n“dE (7.42)
n=no S

» Paso (4): Se especifica la relacién entre la métrica G y el estado cudntico |€) establecida
por las ecuaciones semi-clasicas de Einstein;

G,"[G(®)] = 87G(E|T, [G(x), 6(x), 7 (@)]]E). (7.43)

» Por iltimo en el paso (5) se construye el estado cudntico |£) consistente con las
simetrias de la métrica G(x),

&) = ( TT exeladh)om). (7.44)

EZG]R3

El estado cudntico [£) debera ser tal que las ecuaciones dindmicas y de restriccion
para las funciones métricas, derivadas de las ecuaciones semi-clasicas (7.43), formen un
sistema de ecuaciones compatibles. Para esto sera necesario que el estado cudntico |€)
y la métrica G(x) tengan los mismos modos k excitados.

El siguiente organigrama tiene como objeto ilustrar los pasos a seguir para modelar
la fenomenologia de la transicion de una SSC-I (espacialmente H&I) a una SSC-II
(espacialmente casi H&I).
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. . (1)
hipersuperhicie de Cauchy S, ={x e M [/ n=1,}

(1) Colapso auto-inducido: ¢ — ¢S )

€)= F(& ag")Io®) = kgl = 108 ye K e 1K) @ Ky @ K @ 1K) @ 16")

—2k0

:ﬂ|(‘“)c~) |<‘”>t~a gD ® K- c:|u‘”)

b @(I“ |Cm>_}-(cm ':.”” |””’:|)

d)é”(m) = <£(I)](J;(f)($]|f(f)): Eé”-v},”(q_]/L”g +ee = q)g(),(q} : En el estado pre-colapso
(2)

o) (@) = (¢l (®)I¢hla) : En el estado post-colapso

_ 99}:;}"“?) + {[rbl“_ [n-;eifn-i " {pén“ﬂ{n)ezsfn-f_‘_
-} (p [r})cs"“‘ ] 4- cr} ’ Por H&I' f:”"[ ;)_o (ID
I : Por colapso A-I: 62:5 @) = \/(“"“l —\n*"_”[u. 1 (LR
con: |[kl| = 1 x,p =2+l =ema gm0,
(ENNT G (@), ¢ (), #(@)NIED) # (Culal Tu¥1GY (), 6 (), 7 ()¢l )

(3) Entonces, dado que: GG (x)] =8xGEWD T, (G (2). T (). # D (@))€

Se concluye que: G,*[GY] # 8aG ((nta| T, GV (). 0 (), 7D ()| (ot
| {G (), oV (2). 7D (2). ¢ ;20) € H"'} no representa una SSC-I I

(1)

(4) Dado que: |(_;i;a) e qg”? y |£€ ) e 1"’ tienen los mismos modos % excitados |:> I::>

Y

U)

v«m|Tﬂ o gul[lj (-‘Jl”{-l":' ?rth[m}“':’iﬂ:““'{_m_ =, (&””|7}.“IG””{:::}_.(;‘J‘”‘[:lf}'. ,—Ttu1{m”|£un)|"_w
b Egualdad denonimada como condicién de empalme C.Ej

n ) . ) .
{eM / np=n} e SSC| D hipersuperficie de Canchy 2

Y.={zxe J\-“;”; n=rn.} SSC-I

Por el colapso A-l

-

I #“ f 5
o 5 () =B L0 (n) #£ 0
(5) Imponiendo: B (7e: T) = U (n.F) =0 y usando la CE > : |
F !
condt@d & (:i () =" \LZJCDC(‘;}(Hc) #F 07
S50 v
[2](1;( E)# 0 v 111[2](.% T)#0 ot s
I - T ir (I
30 (ne) = 220/ (EDIASD (m)]21E™) ®¢ 1) (1) = Toh [ EDN[AGY (n)21E™)
I [ 1 [1], (11} Ir 21 (.Hl
t”w(— }(r,ac} :A[ ! i (e D bu] < (2}(,.)(_.) (n.) = B [IES.‘I-‘EZ] Doy, P,
(an U= (I1)=
sistema 2X2, solucion para:{ | - v &) .- sistema 2X2, solucién para: C::lo €;2]_)_;T

(6) Ecuacion maestra para W, (z) :

; @ () Hin) Dot (n)
nI!‘("‘”[:r:)—vz\JJ“,{ur)l’.3(?{””{:,:) —7['-?“_{"_)‘]!;”[;“:}.E(H(tlji(r’)_f.isu 2 Wy (@) =0

\Ilr¢p,£ (1) (Illméh‘}l“”

( Ecuacion maestra para W ylx) -

(n) . H(n) O () (1), (1)
= ) !]"(2)(;1?) +2 ('H”:”}[u) ﬁ;‘_’”{m V() = Emm[‘ﬂu,. Cbg_m]

“” -l'rf f”

" i3 . 2 (n
Wiy () T2 oy (a0 )4 (H (n)— f'“({;’””

(1)

Eg:{‘EEM /q:’}l:}-‘
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= Paso (1): El estado [¢?) € HD (con tnicamente el modo k = 0 excitado) experimenta
un colapso auto-inducido de modo que el estado post-colapso |Cgum> e HD en

general tienen mas modos k excitados.

= Paso (2): Se calculan los valores de expectacién del operador campo ¢ (z), tanto en
el estado pre-colapso |£)) como en el post-colapso |¢ ;26)3

¢ (@) = (€DPD(@)|eD) = 0" (1) /L3 + c.c, (no depende de 7)
(1) _ 0\ _ () (1) ik , =
00 (@) = (Gl 0 (@)t = 05, 0(n) + Zaﬁ(g,;(n)@ , (depende de )
k40
manifestando que el colapso induce un rompimiento de la homogeneidad e isotropia
H&I del estado cudntico inicial [£()).

= Paso (3): Se muestra que debido a que los estados cudnticos |¢1)) y |¢ éi)u) no compar-
ten las mismas simetrias, entonces el conjunto {G0(x), o (x), 7D (), \Céi)m> c HD}
no es una SSC-I.

» Paso (4): para el caso en que los estados cudnticos |C£(I£)m> € HD y [¢UDy ¢ HUD)

compartan los mismos modos k excitados (y por ende las mismas simetrias), se im-
pondra la condicién de empalme, en la hipersuperficie de colapso ¥, entre la SSC-1 y
la SSC-II,

~

(Gutal 116 (@), 0 (@), 70 (@)] | Gt o= = (€T, 160 (@), 0 (@), 740 (@)][€11) 1=

» Paso (5): Imponiendo que las contribuciones hasta segundo orden en ¢ a los potencia-
les Newtonianos son nulas sobre la hipersuperficie de colapso ¥, esto es; W (1)(7., @) =
1) (1e, T) = ¥(2) (e, ©) = P2)(ne, ©) = 0, ademds teniendo en cuenta la condicién de
normalizaciéon impuesta por el producto simpléctico, la condiciéon de empalme y las
restricciones impuestas por las ecuaciones semi-clasicas de Einstein, es posible deter-
minar de manera auto-consistente las condiciones iniciales de las variables involucradas

en este problema junto con los niimeros & HO, S(H) £(Uik , & H)ﬂk , f(llik , ete,.. los

cuales hasta segundo orden en & determinan el estado cudntico |¢UD) € H(I D,

» Paso (6): Para finalizar, dado que contamos con el método para obtener los valores ini-
ciales (en 7,) para las variables involucradas en el problema, faltaria dar las ecuaciones
que gobiernan la dindmica de la contribuciones, hasta segundo orden en ¢, de los po-
tenciales métricos. Estas ecuaciones seran obtenidas de trabajar hasta segundo orden
en ¢ con las componentes G;H[GY)] = 8xG (€D |T}HGD (), oD (x), 7D (2)]|€D) v se
trabajara con las restricciones G,"[GD] = 8xG (¢D|T, "G (x), oD (x), 7D (x)]|€D)
para escribir los valores de expectacién del campo y su momento conjugado en térmi-
nos de los potenciales métricos. Estas restricciones seran sustituidas en las ecuaciones
de movimiento de los potenciales métricos y de esta forma se lograra escribir las ecua-
ciones dinamicas como ecuaciones diferenciales de segundo orden en donde las tnicas
incégnitas serdan los potenciales métricos. La solucién de estas ecuaciones determinara la
métrica GUD (escrita hasta segundo orden en ).
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7.1.1. Construccion de una SSC-I en un espacio-tiempo espacial-
mente plano, homogéneo e isotrépico de FRW

Iniciaremos con la construccién asumiendo que un tiempo correspondiente a unos pocos
e-folding después del inicio de inflacién rodadura lenta (slow roll) el universo puede ser
modelado por una SSC homogénea e isotrépica la cual denominaremos SSC-I.

Para esta situacion todos los potenciales métricos seran idénticamente nulos,

U(x) = ®(x) = hij(x) = 0. (7.45)

La desviacion entre el periodo de expansion acelerada, conocido como inflacion rodadura
lenta, y la expansién de Sitter se encuentra parametrizada a través del parametro de rodadura
lenta ) =1 — H/(I)/H2(I). Para tal periodo se tiene que 0 < /) <« 1. Por razones practicas
y para todos las situaciones que analizaremos en este capitulo, el factor de escala sera escrito

14D
como; aD(n) = (— ﬁ) por lo cual a primer orden en el pardmetro de rodadura lenta
o' M

se encuentra que; H = —(1+¢))/n. Vale recordar que durante inflacién con rodadura lenta
el tiempo conforme 7 toma valores —oo < n < 0.

Necesitamos encontrar un conjunto completo de modos normales ug) (x), del campo escalar,
para la configuracion homogénea e isotropica. Dada las simetrias del espacio-tiempo de fondo
se propone el siguiente ansatz:

P (z) = v(f)(n)eid'f/[ﬁﬂ, (7.46)
sustituyendo (7.45) y el ansatz anterior en (7.33), se encuentra,
"I (1 I
UE( ) 4 27{(1)%( ) + (k* + a2(1)m2)vl(;) =0, (7.47)

mientras que sustituyendo en (7.39),

(Dg , (Dx _ (Deg (D) € * 3 _ b
<UE Oyvg ™ — Up” Oy )/ETOZ v = az(nc)(sﬁﬁ’ (7.48)
N="c
ei(F—E)-& .3 .
dado que fz AT = 5,;’,—5,, entonces;
(g (D _ (Dxg (1) __
<UE Oyvy v Oy ) ’nnc = () (7.49)

Para los modos k # 0 la solucién general de la ecuacién (7.47) hasta primer orden en el
parametro de rodadura lenta viene dada por;

(D
v (n) m 0?2 e B (< kn) + e HP (< k) }, (7.50)

siendo ¢; y ¢o constantes de integracion, mientras que H, m y H, @ son las funciones de Hankel
de primera y segunda clase respectivamente, con v = 3/2 + 1) —m?/ (3H§ (I)).

Al fijar ¢; y ¢o también se fija el vacio de la teoria, entonces al igual como vimos en capitulos
pasados por cada eleccion de ¢; y ¢y tendremos una eleccion de vacio distinta. Siguiendo la
literatura estandar se elige el vacio de Bunch-Davis, el cual a orden mas bajo en el parametro
de rodadura lenta €), esto implica v = 3/2, la funcién modo toma la forma asintética;



Estudio formal de la emergencia del espacio-tiempo inhomogéneo y

138 anisotrépico: Configuraciones semiclasicas auto-consistentes (SSC)
I 1 I AP ~
v]% )(77) A %< - Hé )7)) (1 — k_ﬁ)e M para k # 0. (7.51)

Mientras que para k = 0 la solucién general de la ecuacién (7.47) viene dada por;

(I)(

D _y ey
vy () = csn®** Doy oyl (7.52)

)

La eleccién de solucion particular v’ es arbitraria, siempre que tenga norma simpléctica
positiva. Por conveniencia se toma;

! 1 i N3 o\ /EH)
) = [ (L= g (= #0) ] (- H7) , (7.53)
0

la cual ha sido normalizada usando la condicién (7.49).

Necesitamos determinar el estado |¢1)) € H)| {con el cual se calcula el lado derecho de
la ecuacion (7.40)}, tal que para la métrica G (x), {con la que se calcula el lado izquier-
do de la ecuacién (7.40)}, tienda asintéticamente a una métrica que describe un modelo
de Sitter con el que se modela un universo homogéneo e isotrépico en expansion acelerada
(inflacién con rodadura lenta) y ademds que las ecuaciones semi-clasicas de Einstein (7.40)
se satisfagan.

Por las simetrias sefialadas (homogeneidad e isotropia) el estado |¢()) deberd ser tal que
los valores de expectacién de los operadores qg(l )y 7D s6lo dependa de la coordenada tem-
poral 7, y no de las coordenadas espaciales (x,y,z ) por lo tanto de (7.46) Junto con (7.14) y

(7.15) se concluye que el tinico modo k que contrlbuye de esta manera es k = 0. Entonces el
estado en cuestion sélo podra tener el modo k=0 excitado, mientras que lo modos restantes
k # 0 deberdn encontrarse en sus correspondientes estados base ]Og)). Cabe decir que el

estado vacio correspondiente al sistema conformado por todos los modos k incluido el modo
k =0 en la SSC-I, segun (7.22) serd escrito como;

Oy — oD 0 o) 0 0
00y = oy @0 Y @10") ) @ .0 ) @ (0") ) @ [of”)
() (1) (1) ()
®l0p)) ®032).. @ 108 @ [05)).. @ 0)) @ . (7.54)

Entonces, el estado [¢7)) puede ser expresado como;

€Dy = Feai )o@y, (7.55)

donde F (X ) representa en principio una funcién genérica de los operadores X. Para este
problema se usard la funcién F(X) asociada con los estados coherentes: F(X) o e*.

Ahora calcularemos: &(()I)]{’ 0y = &(()I)}_ ( (()[)&((][)TNO(I )}, y para esto primero expandiremos el
lado derecho de (7.55). Entonces, usando (7.54) sobre la anterior ecuacién se encuentra;
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(Dt

. (), . 1 .
€7y = Feag"jow) = e o) = 14+ + el ag") | 10)

2
1
0~ (Dt D~ (Dt I I I I I
= |1+ " + 56 a ) ] [..|0<_%1> 20" ) @ jof”) @ |0f)).. @ |0§;1)>..}
(7.56)
teniendo en cuenta que el operador dém solo actia sobre ]0(()1)), entonces de lo anterior se
obtiene:

I I n.nt Lo .m.a I I I
€Dy = )@ )@ { [1 +&" a0 + (6 ag )P+ ] [ ))} @ 0L)). @ [0%)..
(7.57)
usando &(I)T|n(1)) =/ng+1 |n([) +1([)) bre la anteri i6 tra;
o g Vno + Lo|ng o), sobre la anterior ecuacién, se encuentra;
oy D (1) Dy 4 DDy L D20
€)= L0")e, 100 )@ {|oo )+ 67187 + s (65" 2124")
L 350 () ()
+ @V p @ 107) @ 10). (7.58)
entonces la cantidad d(()l)|§ (Y se calcula como;
(T I (T I 0, Lo I
ag €0y = o) ®aé>{roé D& I + "))
L (134D (D) (D
Ahora, usando d(()l)]n(()[)> = ./no\n(()l) - 1(()1)), sobre la anterior ecuacion, se obtiene;
(T I I )61 I I
ag €0) = 0" )@, o)) @ | &7106") + (&) 1)
L )\310D) (I )
+ E(ﬁo )’120 )+, | @ 1027, @10;7).
= sé”{,.\o“,%l>®,.\o”,§0>® 0§”) + &)
L c(y2190) (1) )
+ E<§O ) ‘20 >+’ . ® |OE0 >, . ® ’0];1 >.. (7.60)

podemos ver que la cantidad entre corchetes angulares es exactamente igual al lado derecho
de (7.58), por lo tanto la anterior ecuacién puede ser escrita de manera resumida como;
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(1 I I (1
iy €)= &"1€0) = &7 = (€1 €. (7.61)

Finalmente, haciendo uso de la anterior ecuacién junto con (7.14) y (7.46), podemos calcular
el valor de expectacién del campo ¢)(z), encontrando;

o (@) = (DD @) = & ol )/ L + e
lo cual puede ser escrito como:
— ¢§f3(n) + Z ¢g%(n)e“§'f , en donde se ha definido,
k+#£0
gb(l)( ) = (()I)v(()l) (n)/L*? + c.c, mientras que Yk # 0 se cumple gbéﬂ%(n) =0. (7.62)

Para el estado |[¢)) en el cual el tinico modo k excitado es el modo k = 0, las ecuaciones
semi-clésicas de Einstein no nulas corresponden a las componentes nn, ¢ = j, las cuales se
simplifican a;

37_[2([) _ 47TG<(¢ 2([) o+ (12(1)77,L2(¢2(I))€’0>7 (763)
H2D LoD = —47TG((¢/2(I))£,0 —~ a2<[>m2(¢2(”)a0>- (7.64)

Adui (62D)eg = (€D](0,60)210), ¥ ($*D)eg = (€D|(@D)2/D), son funciones de 7.
Las ecuaciones (7.63) y (7.64), son andlogas (pero no exactamente iguales) a las ecuaciones
(3.137) y (3.138), obtenidas en el contexto de teoria clasica de campos. La razon es que a
pesar de que las relaciones de Ehrenfest nos proporcionan las ecuaciones de movimiento para
los valores de expectacién del campo inflaton, en general las relaciones;

' (I I
(6o = (0 y (6*M)eo = (6(0)", (7.65)
las cuales se satlsfacen a nivel clasico, pero a nivel cudntico en general no lo hacen puesto
que (€U ]a ]§ )y = ) no necesariamente implica que (e1 )|a |§ )y = 2(1 . Sin embargo,

para el estado |£( ) deﬁmdo en (7.55) 6 (7.56) el cual se trata de un estado coherente,

fuertemente localizado alrededor de la configuracién clésica gzﬁélo, Wélg, y con unicamente el

modo k = 0 excitado (i.e. dél)\f(])> = §é])|§(1)>, siendo fél) € C), las relaciones clésicas (7.65)
se satisfacen. Para este caso las ecuaciones (7.64) se reducen a las ecuaciones de Friedmann
del tratamiento estandar. Entonces, usando (7.64), vemos que durante inflacién rodadura
lenta la ecuacién ) = 1 — H () /4D puede ser escrita como;

DD = 471G (6%, (7.66)

despejando H*!) de la anterior ecuacién, para luego sustituirlo en la ecuacién (7.63), se
encuentra;

(3 — D) (g2 = eDa®Dm? ()2, (7.67)

y dado que durante inflacién rodadura lenta 0 < ¢ < 1, entonces la anterior ecuacion
tomard la siguiente forma aproximada;
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3(0¢0)" ~ D Dm? (o), (7.68)
1+ed
ahora sustituiremos a!/) = ( — H(lf) ) N — (I) en la anterior ecuacién, donde se usa el
o N

factor de escala a orden mas bajo en /) puesto que el lado derecho de (7.68) ya es de primer
orden en €!). Luego de hacer lo anterior, se encuentra;

' eDm ¢() e m 1
(1)y2 _ Jeo el m b
3(¢e0) NHM 2(¢ 0)? = o0 =V iy (7.69)

su primera integral con respecto al tiempo conforme indica que;

D _m

o) oc | " T A (7.70)

Por otro lado, asumiendo que el pardmetro 5(()1) € R, y usando (7.53) sobre la ecuacion (7.62),
se obtiene;

; 2¢0 [ 5 \m2/BHD)
¢§3(77) - L3O/2 gD ( — Hj )77> : (7.71)
0

Ahora pidiendo compatibilidad entre las ecuaciones (7.70) y (7.71), recordando que durante
inflaciéon —oo < 1 < 0 por lo que —n = ||, se encuentra;

(I _ m?

320

(7.72)

Por tltimo, para calcular la constante de proporcionalidad faltante en (7.70) procederemos
de la siguiente manera. Despejaremos €!) de la ecuacién (7.66) y lo sustituiremos en (7.68),

¢I(I) 2 3 ¢/(I) 2 4rGm?
I _ &0y 2 [ 780
= anG (H(I)) T a2m? (¢gg ) AREI ( ) ( ) ’ (7.73)

1+4ed)
: I (1)
entonces se obtiene gbéo) = ,/%H . Ahora usaremos a!) = ( ¢ I) ) para calcular

G m
D
HO = %, obteniendo a'(!) = ﬁ . (— %) , por lo cual HO = (—Hél)n)e(l) -Hé[),
@ Hy''n Hy'n
entonces gbgg podra ser escrito como:
I 3 H(I) 0\
b0\ g (CH (7.74)

nuevamente por compatibilidad entre las ecuaciones (7.71) y (7.74), llegamos a;

2¢{h) R (775)
L3/2 47TG m  \ 4rGe® '

de donde se encuentra que;
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I I
€0 o | LHS [ H (7.76)
0 167Ged) 212’ '

siendo t, = vV87G el tiempo de Planck.

De esta forma habiendo encontrado 50 , entonces sustituyéndolo en (7.55) 6 (7.58), el estado
1D quedard completamente determinado.

7.1.2. Construccion de una SSC-II en un espacio-tiempo “leve-
mente inhomogéneo” (“casi FRW”)

Ahora realizaremos la construccion de una SSC-I1, correspondiente a un espacio-tiempo
de FRW perturbado en donde, a diferencia del trabajo presentado en [8] el cual es realizado
a orden lineal en la perturbacién, truncaremos los desarrollos en series de potencias de las
perturbaciones hasta segundo orden en ¢, orden hasta el cual asumiremos que es relevante
la exmtamon de los potenciales métricos caracterizados por los modos k= 0, j:ko, j:QkO,
k. Entonces, dado que ahora contribuyen los modos no nulos k:o y ki en general no propor-
cionales, exploraremos dos situaciones particulares; situacién (1), la cual correspondera al
caso en que los vectores k:o y k‘l son paralelos. Para esta situacién estos vectores estaran
relamonados mediante kl = ako siendo @ una constante que pertenece al conjunto de los
nimeros? Z. Mientras que la situacién (2), correspondera al caso en el que estos vectores
son ortogonales, entonces ko k1= 0. Ahora, dado que inicialmente hemos fijado k1 como un
vector paralelo al eje z, entonces para la situacién (2), sin perdida de generalidad asumi-
remos que el vector Eo tiene direccion paralela al eje x. Sin embargo para ambas situaciones
asumiremos que los potenciales métricos escritos como desarrollos en series de potencias de
¢ tienen la forma;

@) = —ag () + [(Payn) +Fo(ne™ e +ed + O, (1.77)
U(x) = 52a(2)(77) [(eP(l)(n) + e P(z)( Je ’ko'f)eiko'f—i-c.c] + 0(53), (7.78)
hi(e) = 20D () + (EHD ()e™ 7 + c.e) + O, (7.79)

En general asumiremos que las funciones a)(n), 2

ij
funciones P9y(n), Fi2)(n), HY ( ):R—C.

ij
De (7.79) vemos que el modo k1 inicia su intervencién a partir del orden €2, razén por la
cual las diferencias entre situacién (1) y situacién (2) se presentarén a partir del segundo
orden en ¢ en adelante.

(n), Pay(n) : R — R, mientras que las

2Dado que las componentes de los modos k en coordenadas cartesianas tienen la forma kn = 27jn/L,
siendo j, = 0,£1,£2,43,... € Z con n = x,y, . Como consecuencia, si los modos Eo y El se relacionan
mediante ki = ak;o entonces para que ky, (componentes cartesianas de ko) definidas como: k., = 27j,,/L,
siendo j,, = 0,£1,£2,43,... y ng = x,y, 2., a través de k,, = ak,, implique k,, (componentes cartesianas
de El) tengan la forma k,,, = 271'jn1 /L,siendo j,, =0,+1,+2, 43, ... y ny = x,y, 2., serd necesario y suficiente
con que « € Z.
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Ahora, como primer paso en la construccién de la SSC-II realizaremos la teoria cuantica de
campos sobre la nueva configuracién de espacio-tiempo con la métrica (7.2), caracterizada
por los potenciales métricos dados por (7.77), (7.78) y (7.79).

Con base a (7.77), (7.78) y (7.79) se propone el siguiente ansatz para las funciones modo;

u](g[[)(w) L% _ 5(0)1)1%11)(7]) ki +52EU§ )(777]{) f_i_ 85(1) (f[)i(n)ei(lzi’;o)'f
+e20@pUD* (i)l (FE2H0) & +522ij5 WD (, Bl 0T L 0(e2). (7.80)

Por simplicidad renombraremos 91(;] = %,;;0Pw (7], lg), y Bén)i = Eij5(2)ﬂfi(jmi(n, E), por

lo cual u( )(n, Z) podré ser escrito como;

I 1 1) ik-z 1N+ E;
ul(; )(:B)L3/2 _ (5(0)0’(; )(77) 29£ )) B o5y ( () i(k+ko)-Z

(H)i(n)e i(k+2k0)-& 2/3 (ID)E giktk)-Z O(£%). (7.81)

25(2)
+ €% v
Ahora introduciendo (7.77), (7.78), (7.79), (7.81) en (7.33), y trabajando orden a orden en el
parametro €, se encuentra que a orden cero en ¢ la ecuacion de movimiento para las funciones

modo § (O)UI%H) sera;

5(0) D) 4 g (11) 5(0) + (k24 a?(ll)mZ)g(O)U’%ff) =0, (7.82)

donde por tratarse de un orden en el cual las perturbaciones no contribuyen, la anterior
ecuacion tiene una forma andloga a la ecuacién (7.47).

Mientras que realizando las mismas sustituciones en (7.39), se obtiene la condicién de nor-
malizacién para las funciones 6% v (D , de donde luego de seguir pasos andlogos a (7.48) y
(7.49) se obtiene;

(5( 6(0 H)* _ 50, H) .50 (H)*)
YE

1
= ——. 7.83
N="ec GQ([) (n«:) ( )
Una solucién particular de la ecuacién (7.82) normalizada con base a (7.83), para modos

tales que k # 0 es;

1 Z‘ ,
(0) (II) ~ —  — H (II) _ —ikn
1) UE (77) ok ( 0 77) (1 k77>6 , Ppara k 7£ O, (784)

mientras que para modos k£ = 0 es;

2(11))

1 ; 3 m?/(3H, 5
5(0)1)(()[[) = —= [1 — 3( — H(gH)n> } ( - Héﬂ)n> ° ' para k=0, (7.85)

Ahora estudiaremos las contribuciones dadas por el primer orden en la perturbacion,
esto significa a primer orden en .
Sustituyendo los ansatz (7.77), (7.78), (7.79), (7.81) en (7.33), entonces, como resultado de

agrupar y separar el primer orden en ¢ de la ecuacién (7.33), se obtiene;
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(5(1) ;(II + 2?_[(][ 5 k(ff)i>€i(ﬁiﬁo)-£ . (5(0) "(I1) + 27_[ (IT) 5 k(II ) <2P(1)eiE0-f
+c. c) ik-& + ||k: + k; I& SV UDE ilktko)-7 + (2P(1)€Zk°'x + C-C> ||k30||25(0)UI(;H)@“Z‘E

—4 (2P(ll)61k°'x + c.c) 5(0)%(]])6”“'5 + 61277125(1)UI%H)iei(’gig‘))'”E =0, (7.86)
la anterior ecuacién corresponde a una combinacion lineal de la forma;

Co(n, K, ko) FHRIT 4 ¢ (. E, ) F—Ro)F — . (7.87)

Ahora dado que las funciones gilk+ko)-7 y ei(F=k0) 5o linealmente independientes implica que

Co(n,k, ko) = C_(n, k, ko) = 0. De esta forma se encuentran las ecuaciones de movimiento

para sWy DT
5(1)UZ(11)++2H(11)5(1)U:(11)+ 4 {a2m2+ |’E+E0H2}5 o +2Hk0|| P(1)5 ;(2
200010 1 25O ) Py — 4P 5O = 0, (7.88)
mientras que la ecuacién de movimiento para 5(1)1)’%[[)7 sera;
5(1)vk(n + 27—[(11)5(1) 4 {a2m2 + ||E - E0||2}5(1)U,(;H)_ + 2||g0||2p(*1)5(0)véll)
—2(60u D 4 2D 5O k(H)>P(1) —4F;500 " = 0. (7.89)

I+

e - .. : — .
Vemos que en general 6(!) v y 6(1)1)’(; )~ satisfacen ecuaciones de movimiento diferentes.

Sin embargo dado que P1)(n) € R entonces Fy(n) € R, por lo cual tinicamente para el

modo k = 0 las ecuaciones de movimiento anteriores se reducen a;

§W g T 4 ogg(ID 5 TN+ {a m? + | kol|? } od™ 2| ko2 Py 6@

—2(00ug "0 4 21D O D) Py — 4P 5O =0, (7.90)
5(1)UO(H + 27_[([1)5(1) 4 {a2m2 + ||EO||2}5(1)U(()II)— + 2||E0||2P(1)5(0)U(()H)
2 (5@)@{)’ un 4 27{(11)5(0)@;“”) Py — 4P, 500 = 0. (7.91)

Encontrando que en particular para el modo k = 0, se tiene que 5(1)v((311)+ y 5(1)21(()11)_

satisfacen la misma ecuacion de movimiento.
Por otro lado, trabajando con (7.39) hasta primer orden en ¢ se obtiene la condicién de

. . I+
normalizacion de las funciones 5(1)1)](; ) ,
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/d?’m{é(o)vg” . (5(1)U;;(/H):I:yei{l;f(]z/j:lzo)}-f+5(1 (In)=+ (6(0 H))* i(Ftkho—k'})-@ n
b

_5(0)01'2(11) ) (5(1)0(}1) )*ei{ﬁf(ﬁliﬁo)}.i _ 5(1)%(11& ) (5(0) (H))* i{Rho—F'}-3 |

; } —0. (7.92)

k/

—4(8OD . 5Oy {0 5O (D 50 UD%) (P ethd 4 ¢ )i E-F)

Ahora usaremos una vez mas el resultado para los vectores A y B de la forma V = V,é, +
Vyey + Ve, con V, = 2”"“ , CON U X, Y, 2 Y Ny € 7

015 (7.93)

2| -
%
I
m@~
@
&
8
|
s
O\Jh
O\h
N
h
%
8
m@A
@
=
8l
|

X

Haciendo uso de este resultado se encuentra de las integrales que aparecen en (7.92) las
unicas no triviales se presentan para cuando k — k' = *kq, lo cual nos da dos casos.

Caso 1: k' =k + EO.

Evaluando &' = k + ko sobre la ecuacién (7.92) se encuentra;

/d%{é(mvé I) (5(1) "IN+ )* —z(koztko)m+5 (H) (5( )U:(I{))*ez(iko Fo)-@
by

E+E k+ko
_(0) /( (1), UDE —i(kotko)Z _ 5(1) ’(H)i, 0y, (IT) \x _i(£ko—ko)-Z
6 (6 v Eo) g 'rosko 6 v (0 UE+E) gh=ro—fo
17 "(IT)* "II z *
—4(5 Ot >-5<°>UE<+E> — 5Oy D 5O )(P(l)e (Fo—Fo)@ 1. pr o~ilhotho)@ )} = 0. (7.94)

Ahora luego de calcular las integrales correspondientes, se obtiene;

{5<0>v£“) e e L (AR M R A A M

k F+Fo k+Fo
0% (00U, ) — 450,80 50010 _ 500,/ 1D 500,01 _
-5 (6O )= 4§D 50D - gD 5O L o,
n="c
(7.95)
Vemos que una simple eleccién de (5(1)0;2(11)7(776))*, (6(1)11](;[[)7(776))*,(5(1)1);2(11) (ne), y 00D (),
la cual satisface la anterior ecuacién sera;
11 . (11 11 11
(6O () = sVu (o) = 0, 6l () = 46O () Py (),
(6 v (o))" = 480" (o) Py (me). (7.96)

Caso 2: K = E—Eo
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Evaluando k' = k — ko sobre la ecuacién (7.92) se encuentra;

P

k:fko k*k’O
(ID+\x —i(—k .z "IN+ II) \x i(+ko+ko)Z
_5(0) : (5(1) i )e (—ko=+ko) _5(1)%( ) ,(5( )Ul% %O) pi(Eko+ko)
II IT)* "(II) s ik —Eo)-&
—4(5(0)1}]% ). 50 )UE(—E)O — 00 )UE( - 50! —ko)(P( He' ikotko) & Phye (Fo—Fo) )} =0. (7.97)

luego de calcular las integrales correspondientes, se obtiene;

{5@)@&”).<5<1>Ul<f{>+)*+5<1>v£”> (0O Dy — 5Oy D (5

k k—ko k ko k k—ko
_ Wy UD= (50, UD Ne g (50),UD) | 5(0),"UDx_ 5(0), "(UT) | 5(0),,(T1)*) p —
6 v (0 UE—EO) 4(5 ve 0 Ve 00 UE—EO>P(1)} = 0.
n="c
(7.98)

Una simple eleccién de (5(1)21;;(II)+(776))*, (5(1)21](;1[”(770))*, 5(1)1);2(11)_(770), y 5(1)11,(;[1)_(%), que
satisface la anterior ecuacion, es;

(6M ””( ne))* = o0Wu () =0, 6DuYD () = 460 () PGy (),
(6D ()" = 460D (o) Py (ne). (7.99)

Agrupando (7.96) junto con (7.99) y teniendo en cuenta que Py € R, entonces podemos
escribir de manera resumida;

sy =0, §DuIDE () = 450 () Py (e (7.100)

Anteriormente se encontré en (7.90) y (7.91) que la ecuacién de movimiento para la va-
riable 5(1)v[()11)+(77) es identica a la de la variable 6(1)11 - (n), mientras que (7.100) repre-

senta una condicién inicial, compatible con la COIldlClOH de normalizacién (7.92), tal que;
sDu{ " () = 600" (), y 6Du " () = 6D ™7 (). Entonces, por el teorema de
existencia y unicidad se concluye que la solucién del sistema (7.90) y (7.91), que satisface
las condiciones (7.100), es tal que; dWv{™ T () = sOD~(p).

No obstante, para las funciones 1)1)](; g8 restantes, una vez dado P()(n) se sustituye en

D

(7.88) y (7.89), construyendo asi las ecuaciones de movimiento para & MyUDE Nas condi-

ciones iniciales de estas ecuaciones se conseguiran evaluando P1)(n) en 7. para luego ser
sustituido en (7.100).

Ahora estudiaremos el segundo orden en la perturbacion, esto significa trabajar con
el segundo orden en €. Entonces, el orden £? de la ecuacién (7.33), corresponde a;
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<(5( ) k(H Loy IDs®) ) i(F2ko)-7 ( 5~(H oD 5#11 > i(ReR)@ (eg(ll)i
+2’H(H)9EH )euz.x _ (5(1) k(H LoD 5, H)i) <2P(1)€Zko.m N c.c) AT {[(F(z)
—2Pg))e o7 4 c.c] — 4(Pye®™ T + c.c) - 3ag }(5( Jy D 4 9D 50, ”>>

1 £ 2R |[PoPu I E R |1t Ry |2 BT 2 [ £ o P (Pye™
+C.C)5(1)U£ Z(kiko + ||k’||29 (D Zk v + {[(QF( 2) — P( )) ZZkO z + c. C] 4(P(1)61E0'f + 0.0)2

—361( —O5h ( Zklx—kcc)}“k“ 5 II E [ H(2 ik1-T
+.0)||[E:| 5 ,i”) 2~ { (o). [i(Foy — Poy)e Moucc] A(FKy). (Paye™
Fec)(Pe™ 4 )+ (R).GHP R 1 c.0) Ji(R) 000D — 4Pl o7

"IDE Gi(k+ko)-Z iho.2 i
5(1)2}]; ) e (k‘:l:k()) — {CLI(Z) + 05[(3]3(/2) + F(/Q))GQ k:o ‘I‘ C.C] — 4(P(1)€ ko
(Pl e +C_C)}5(o>vg<n>eaz.f_ (R). (R, { h® 4 (B eifr® +c.c)}5<0)v1§”)e“3-f
+a2(n)m2{5(2)vl(€11) i(k+2Ko)-7 +9(H) ik-@ Jr5(H i(ktky )7 }+ 2(11),, {2[(F(2) — Pa)e p2iko @

+e.c] — 8<p(1)ez‘120.f tec)? - 4a(2)}5(0)vEH FE _ g

la cual puede ser escrita como una combinacion lineal de la forma;

CQ+ (TL ];7 EO, 2_’0)61(k+2k0) T+ Cl+(7], ];;, El)eZ(EJFEl) z + CO(n; ];7 _;0>€'Ll;f
4 Co (1, o, 2h0) e F—2T () F )l FROE — (7.101)

Nota: Previamente mencionamos que la ecuacién (7.33), consecuencia de (7.31), fue cons-
truida asumiendo que los potenciales métricos 2@, P, Bh; v Plh, sélo dependen de las
coordenadas (7, z), de modo que segun (7.77), (7.78) y (7.79) vemos que esto equivale a
la situacién en la que k||ko||2, a la cual hemos denominado como situacién (1). Por el
mismo motivo, las ecuaciones (7.33) no son utiles para el estudio de la situacién (2) en
donde los potenciales métricos poseen la siguiente dependencia; P®, P, sélo es funcién de
(n, ) mientras que 2 Ay y Phy tinicamente dependen de (), ).

Entonces, concentrados exclusivamente en la situacién (1), caso en el que ki = sko don-
de s € Z, con la finalidad de poder identificar las funciones linealmente independientes que
dependen de las coordenadas espaciales, en (7.101) separaremos la situacién (1) en dos sub-
casos. Cuando nos estemos refiriendo a la situacién (1) subcaso (A) se estard asumiendo
que el nimero s es tal que s € Z — {—2, 2}, mientras que cuando nos estemos refiriendo a la
situacién (1) subcaso (B) se estard asumiendo que s = —2 6 2. Entonces para situacién
(1) subcaso (A) por independencia lineal de las funciones {e*%, ei(F+2h) @ ci(kk)-#1 (e
(7.101) obtenemos:
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Ecuacién Co, (7, k, ko, 21_50) =0

De Coy (1, k. ko, 2/20) = 0, se encuentra que la ecuaciéon de movimiento para 5(2)1)]%]]”, es;

5@y ]:(H 1oy UN§® k(H)+ 1 <|!E+2Eo||2—I—az(ll)mQ)d(Q)v]%HH

—2Py (5“)@;(”” + 2H<”>5<1>v;§””) + {F@) — 2Py — 4P(1)}(5( by 0

+2H DO 2[R+ Rol P Payd Vel + { (2F) — Py)

—4P? }||k:|| 5@ {F@) — Py —4P2 }(k R3O0 _4p(f1)5<1>vg<n>+

=0 (7 102)
Ecuacién Cy_ (7, k, ko, 2%0) =0

De Cy_(n, E, EO, ZEO) = 0, se encuentra que la ecuacién de movimiento para (5(2)"0]%”)7, es;

@y D™ 4 oD@, 1D 4 <||k 2ko|* + a*m )5( -

—2F (5(1 S )*{F(3>—2P(2>—4P(1)}(5(0 o

+2HIDSOu D) 1 9] — Fol[2Pyd Vvl + { 2, - Py)

—4P(*f‘)}uku 50D 4 {F;;) e —4P(*f)}(/20 )OI — 4Pl 50y

—{05(3P() + F3)) — 4P, Py poOul™ + a2<”>m2{2(F(g) — Py — 8P(*2) }5< oD
=0 (7.103)

Nota: a pesar de que las ecuaciones dindmicas para las variables o (Q)UI%HH y 5(2)11]%.11)7 ecua-

ciones (7.102) y (7.103) respectivamente, no guardan ninguna relacién entre ellas, aqui al

igual que en (7.90) y (7.91) vemos que las variables (5(2)11(()11)Jr y (5(2)1)(()11)7 satisfacen la misma
ecuacion dinamica.

Ecuacién Cy, (7, k ki) =0

- o ., o 1N+
De Cy4(n, k, k1) = 0, se encuentra que la ecuacién de movimiento para B]% ) , €S;

5;(II)+ I 27—[(11)@%(]]” X <W;+ E1H2 i aQ(H)m2)ﬁI%H)+

(R B = 05IF? = L8RP ) HE = (1] - 1) 157 |50 = 0
(7.104)

Ecuacién Ci_(n, k, ki) =
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- ., o 10—
De Ci_(n, k, k1) = 0, se encuentra que la ecuacién de movimiento para ﬁ]% ) , €s;

5k(n LoD 5 D= 4 (HE_ E1||2 +a2(”)m2>5,§”)‘ n
[ (B B = 051N = LBIR)-NR ) HE" = IRl - 1), | HE |60l = 0.

(7.105)
Por otra parte, en relacién a la situacién (1) subcaso (B), el conjunto {eiF®, ¢i(k£2k0)@ gilkk)-#y
no corresponde a un conjunto de funciones linealmente independientes. En su lugar, por
ejemplo para la situacién (1) subcaso (B) con ki = 2k el conjunto {eiF®, ¢i(k+2k0)-2
cilk+h)Z pi(k—2k0)-7 e"(’;_’;l)'f}, serd un conjunto de funciones linealmente independientes.
Entonces, ahora los coeficientes Coi (7, k, EO,QEO) y Ci+(n, k, El) se combinan de tal forma
que las ecuaciones (7.102), (7.103), (7.104) y (7.105) no tienen porque satisfacerse, pero es
su lugar se satisfacen las siguientes ecuaciones;

Car (0, , Ko, 2ko) + Cra(n, i, k1) = 0, (7.106)
CQ—(U» k? 072 0) —|—Cl_(7’],k’,k’1) = 07 (7107)

las cuales respectlvamente corresponderan a las ecuaciones de movimiento de las nuevas
FUD+ ~(IT)— .
variables §(?) v ) y 6(2)1)]% )~ definidas como;

5(2)61(211)+ _ §@,UD+ +B}%H)+

Y%
2)-IN— _ ¢2), (I)- (n)—
0o =0Tu T B
(7.108)
Entonces, la ecuacion Coy (7, E, lgo, 2120) + Ci4(n, IZ, ZEO) = 0, correspondera a;
5§45 ;(H 4o (IN§®) E(H)+ n (HE+2EO||2 +a2(”>m2)5<2)6]%”)+
—2P, (5“)@;(”)* + 2HIDSD ) 4 [ Flg) — 2P — 4PR) (6000
+AHIDSO D) 2 + o[ Pyd Dol 0* + { (2F ) — Poy)
—4P? }||k|| 5D 4 {F( 5 — Pay — 4P2 }(ko )50y 4P('1)5<1>vl<”>+
_{05<3P(/2) +F(/2)> N 4P( }5(0) (IT) +a (If)m {2(F(2) _ . 8P }(5 II)
¢ 7 ¢ (2 (I1)
+Kkyk—0mWP—LMK)H) —4K>ku>uﬂ>p@ =0,
(7.109)

Mientras que la ecuacién Cy_ (7, E, Eo, 21_50) +Ci_(n, l;, QEO) = 0, corresponde a;
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5(2)@;(”)— + 27_[(11)5(2)@}11)— i (WZ |2+ a2(H)m2> 5(2)771(;[)_

"(IT)— (1) (H)f * (0), " (II)
2Py (60 UE + 2050617 4 LRy — 2P, — 4P H O

+2HD5Ou D) 4 9| — Fol 2Py d ol + { (2 - Py)

—4P(*12)}WZ\|250 ol 4 { By = Py — 4PE3 f (o - B0 — ap{p6Mur !

—{0.5(313(’;) + Fip) — 4P5 P }5<0>ng” + az(”)m2{2(F&> — P&) — 8P<*2> }5( i

| (Foe R = 05|1FI = L[R2 ) HE* = 1Rl - ), 1" |60 = 0.
(7.110)

Ecuacién Cy(n, k, EO) =0

Segtin la ecuacién (7.101) el coeficiente Co(n, k, ko) de % dado que % no depende de k1,
entonces a diferencia de las ecuaciones mencionadas anterlormente la ecuacién Co(n, k, k:o) =0
consecuencia de (7.101), deberd satisfacerse sin importar si el nimero s € N pertenece o no
al conjunto {—2,2}. Esta ecuacién corresponde a;

0;(11) I 27{(11)91(11) I (H];HQ 4 az(n)m2> 9’(;1 (5(1) ID= 4 990D 5(1) E(U)*)p(l)
—2<5< o UDF 4 oD +)P(*1) — 8|Py? (5 "D 4 93U §(0) ”)> +

+2|IF — Fol [FPays Vol + 2||/<; + Fol 2P, sVl - {<8|P(1)|2 + AP +
F3IR)-APRE + 20| )l - 1) |- B + a2 T0m? (da + 161 Py | 2) JoO0 +
—4P/, 8o DT — 4P Wy DT = 0 (7.111)

S

El siguiente paso consiste en expandir hasta segundo orden en ¢ la condicién de normalizacién

(7.39), para posteriormente separar y trabajar con el segundo orden en la perturbacién (a

diferencia de (7 31) para encontrar (7.39) no fue necesario tener en cuenta la orientacién de

los vectores k:o y ki es por eso que hasta orden &2 el resultado (7.39) puede ser utilizado

tanto como para la situacién (1) como para la 51tuac10n (2)) Realizado esto se obtiene
oI

LUDE gD
la condicién de normalizacién de las funciones §?) , ﬁ( E , esto es;
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/ {5(0)”1(211) [Q;II)*ei(E_E').f + (5(2)%(/11&>*ei(12_(12/j:2120))-f + (ﬁ:(lf)i)*ei(E—(E’:tEl))-f} +
b

Jr(Ql(;ur) IR +5(2)Ul(211)i€i(15‘i21204?)x B(H i(kAky — z)(é(o H)) X

B '9:(11)61'(12 F)@ | 52 E D+ ikE2k0—k')-3 5,;,11 ) iRk —F) }(5(0) ) n

_( ;;11)[9(11 )x_i(R—R')- 4 (6@ ](;I) )*ez(k—(k’i%o))-f+ (5;(;]#)* i(k— (k’ikl)).ﬂ

1§ _ ]%U)i((;(l) vl ) _ s )U;Z(H) (5(1)1}51)5*} iRtk —(F' iko))-g‘c’_'_

X [5(0) ](gl )(5(1)Uk(11 ) 5(0) (5(1)1)](2{1)1)*] ( — 4Py (ko d | C'C> pi(E—(F o)) &

+ -5(1)1},(;[&(5(0)1}%, )t — 5(1)% (5(0)1}](;[))*] ( 4P, )ezko “+ec. c) (k=K' £ko)-&

1[50 )U’%H)((;( )UI’;(/H))* _ 5(0)01’;(11)(5(0)091)>*] <6[P(1)6iE0~f + e — 2a0) +

—0.5[(3P) + F(Q))e%’;‘)'f + c.c])ei(lg B }dgzr; = 0. (7.112)

Las integrales involucradas en la anterior ecuacion tomaran valores no triviales tinicamente
para los siguientes casos, k' =k, k' = k +2ky, y k' =k + k1.

Caso 1: k' = k.

Para este caso la integral (7.112) da como resultado;

(0),,d1) o’ "(IT)\* "(ID) ¢ £(0), (TN« (5(0), "(T1)\ (T T)*
{5 v 9/’5 +9 D50 v ) = 0 (6o )T = (6 e )0 +

+M D (W Iy — 50y IDF (g1 IDFyx 5<1>v£”>—(5<1>v;§”>‘>* +

_5(1)0;;11)7(5(1)01%11)*)* _ 4((5(0)1)]%,11)(5( )y, I+ )* 5(0) ((5(1)1)]%11”)*)31)

_4(5(0)1]%11)(5(1)0;;(11)—)* . (5(0)21;2(11)((5(1)UI(;II)_)*>P(*1) . 4(5(1)11%1[)*(5(0)11%(11))* +

_5(1)?};;(11)-&-(5(0)%(;[1))*)P(*l) _ 4(5(1)1}’(211)—(5(0)2};;(11))* _ 5(1)0;;(11)_(5(0)?)]%[[))*)P(l)

=0.

N="c

k

+<5(0 (1) (50010 _ 50 ff>(5<0>v£”>)*) (12|P(1)|2—2a(2)>}

13)

(
Usando (7.100) sobre la ecuacién anterior, podemos ver que una condicién inicial GI%H) (M)

y 9;;(11) (n.) compatible con la condicién (7.113) es;

0 ) = 4800 (1) Py () + 4600 () Py () +
(1

+ 600 (n) 20 () — 12/ Py (ne) ),

0" (n) = 0. (7.114)
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Caso 2: k' =k + 2%0, con k, + j:2l;0

Para este caso la integral (7.112) da como resultado;

k k+2ko k+2ko k+2ko

{5(0)1}(}1)((5(2)1):([[):)* + 5(2)v£11)+(5(0)v ( ) + 60 (H) (5(1)1):(][):)* +

), /(D 5(2) @), /(D4 (50, (I \e (1), "D+ 5(1), (D)= s
R S M S G S MR BT O

4| 5©,TD (51, 4D 0),,"(I1)  s(1), (IT) o (1), D+ 5(0),"TD)
4[5 oD (WD) — 5O (5 Mk)}P(l) 4[5 (5 oD )+
D (o), (1) ©),,(ID) (£0),/(ID) & _ £(0) '<H> D

v (o ”:;+2120>]P <1>+[5 vp (0700, = 00 VE 2R H
—0.5(3P(2) + F(g))} } = 0.

N="ec

(7.115)

Usando (7.100) sobre la ecuacién anterior, podemos ver que una condicidn inicial ¢ (Z)UI%HH(UC),
(5(2)1)]%”)_(770))*, 6(2)1);;”[”(7)0), y ((5(2)1);;“[)_(770))* compatible con la condicién (7.115) es;

oo ) = 0P ()" =0
0O (o) = 46Wu D () Py () + 600 (00)[0.5(3 Py (ne) + Fiay(ne)) — 6P2) ()],
(6D () = 4@ () Py (1) + 00 (0e) [1.5 Py (ne) + 0.5F ) (ne) — 6P3) (nc)]

(7.116)
Caso 3: k' =k — 2]50, con El =+ i2E0

Nuevamente fuera de los subcasos particulares ko =+ j:2]go, y bajo el requerimiento K=
k — 2ko, se encuentra que la integral (7.112) da como resultado;

{5(0)UI%11)(5(2)U;£;)E+)*+5(2)U](;H)—(5(0)U]’2(1) ) +5 (U (6(1)vgfé)£)*+

K
I N\« (1), ID= /1), I+ \x
212) oM (6 )+

50,/ UD (52, ID+\x _ 52),"ID=(50), (I
O 0 g g, )T = 0 (0 F=2ko
S S R N T P MR
1), /(I1)- (D) x| p 0)) (D) (5(0),," (D) 0 H) -
0 (0o ) ]Pu) + [5() T S GRSk H6P<1)

N="nc

(7.117)

Usando (7.100) sobre la ecuacién anterior, podemos ver que una condicién inicial (5(2)vl%11)+('r]0))*,
5(2)1)](;[”_(770), (5(2)1)]';(1[”(77 N,y 0 U) (n.) compatible con la condicién (7.117) es
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(2),, UD+ 52, 0D _
(0 v (me))* = ¢ U (ne) =0
(

(@D () = 4@V (1)) Py (ne) + 60 (o) [L5 PG (ne) + 0.5F7) () — 6P ()]
0PI (o) = 46Wu D (o) Py (me) + 8O0 (o) [1.5 PGy (ne) + 0.5F ) (1) — 6P ()]
(7.118)

Caso 4: k' = k + /;1, con /21 #+ j:2/;0

Nuevamente fuera de los subcasos particulares /;1 # j:2/;0, y bajo el requerimiento K = k+ El,
luego de integrar (7.112) obtenemos:

(0),,(I1) ¢ o' (IT) UD+ (50, UD e 500),, T (gUD=yx g (IN)+(5(0) (IT) yx
{000 (ED 7y + BT 0Ol = s Dy — B O L =0
N="c
(7.119)
La siguiente condicién inicial en 7, satisface la condicién (7.119),
I - . (1T (11— «
50 e = (55" ) € Ry B () = —(8"0 () € R, (7.120)
5O ()
(In- _ pun+ o k1 ¢l J(In—
B (ne) = =B (nC)_—&O)v’(”)*(nC)ﬁo (1), (7.121)
5(0)1/5”)(77 )
(1)~ _ gD+ k1 < pUn— 7.122
para p € Z", se tiene que;
(0),,(11) (0), D)
B () = e g gy 2 ok ) gan-
P N 5(0), (D* (n,) ®~Vk 7 ks ‘ (5(0)1}(11)*4( ) =Dk
(P Dk (p—1)k1
5(0), D= 500,/ I
B () = et g gy o s O e
—pk1 ¢ 50y "(I1) B (77) —(p—1)k —pk1 e (5(0)1}([[) _‘( ) (p— 1)k1 ¢
RPN ~(p—1ky '
para q € Z, se tiene que;
(ID+ _plIDn- s QUD+ N _ g UD- «
ﬁql_c} (ne) = (5q,;1 (1e)", ﬁq,gl (1) (ﬁqgl (1))
(7.123)

Mientras que para los modos k restantes,

By ) = i () = =8O V), B ) = a8 (o) = iV (e,
con k #0,y k #+ plgl, siendo p € Z. (7.124)
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. - “ )+ '(IN)+ :
Podemos mencionar otras condiciones iniciales para B]% ) (M), 5,;( ) (n.) que satisfacen

la condicién de normalizacién (7.119) y por lo tanto cualquiera de estas podria remplazar

las condiciones (7.120), (7.121), (7.122), (7.123) y (7.124). Por ejemplo, una condicién para
(IN)+ "I+

By (ne) y B

la condicién de normalizacién (7.119), corresponde a;

(n.), distinta a la anterior, definida para cualquier modo k y que satisfacen

B ) = =0 ) = 6O D), B () = = () = 6O ().
(7.125)

Otro ejemplo de condiciones iniciales para ﬁ]%]])i(nc) y B]%(H)i(nc) que satisfacen la condicion
de normalizacién (7.119), distinto a los dos anteriores, corresponde a;

BY (o) = B () = 00 (), BT (ne) = BT (ne) = 160 (o).
(7.126)

Sin embargo, por razones de auto-consistencia de la configuracién en estudio (las cuales
veremos mas adelante), elegiremos (7.120), (7.121), (7.122) junto con (7.123), y (7.124).

Por 1ultimo examinaremos el siguiente caso.
Caso 5: k' = k — El, con El -+ iQEO

Fuera de los subcasos particulares ko #+ :I:ZEO, y bajo el requerimiento K=k — El, luego de
integrar (7.112) obtenemos:

(OG0 4 B0 (O ) — 50D (B — B (500N )

F—ky 2 -k i ik =0,

N="c

(7.127)

vemos que (7.120), (7.121), (7.122) junto con (7.123) y (7.124), también satisfacen (7.127).

Recapitulando, las ecuaciones anteriores, desde (7.112) hasta (7.127), son validas para la
situacién (1) subcaso (A).

Por otro lado, a lo que corresponde la situacién (1) subcaso (B), definida por los subcasos;
lgl = 2]50 0 /21 —2];0, los cuales son completamente andlogos de tal forma que sera suficiente
con que presentemos como se procede con uno de estos. Entonces, inclinandonos por el
subcaso: kl = 2k0, por lo que debemos aphcar las redefiniciones (7.108), entonces luego de
calcular la integral (7.112) para K=k + 2k, se encuentra;
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11 (I = ~(IT)+ I0)+ "(IT)—
{&mw,kﬁmv(l) + 825 (00T ) 4 s (5 )

_5(0)1};2(11)(5(2%(11): )* . 5(2)17/(HH(5(0)U(H) )* . 5(1)1};2(11”(6(1)1](11)7 )*

k+2kq k k+2ko k+2ko
. 0),,II) ¢(1) (II (0) (1),,IH)— . (1),,dD+ (0) H)
4[5 ve (0 k-+2ko ) -0 (5 Yk 1ok, ) }P(l) 4[5 (9 Yk 12k, )"+
"I+ II (I1) (I1 II *
w%>wwﬁ%ﬁawﬂwm(wag W)”W”%N}W%

~05(3P) + Flz)| } ~ 0.

nN=nc

(7.128)

Usando (7.100) sobre la ecuacién anterior, podemos ver que una condicién inicial (5(2)171(;HH(7]C),

(5(2)17]%[”_(170))*, 5(2)6;;(HH(770), y (5(2)17;;(11)_(%))* compatible con la condicién de normaliza-
cién (7.128) es

= 400U () Py () + 60D (1) [0.5(3 Py (ne) + Fiay(ne)) — 6P ()],
(5(2)17,%”)_(%))* = 40DV (0.)) Py (ne) + 60 (1) (15 Pay (ne) + 0.5F(ay (ne) — 625 ().
(7.129)

Mientras que para K=k — 2]20 en el subcaso: El = QIZO, aplicando las redefiniciones
(7.108) sobre (7.112) se encuentra;

11 ~(IT * ~(IT)— "Ir 1I)— 11 *
{MWJ.R&”U(ZU + 6D (5O )+ 6D (Mo ) +

_(0), /D () ~TDH+ e c(2)~ D= c(0), (I \x (1), "(ID)= /1), (I)+ \x
X ) Ty — 6% ((5 v 2130) I (O 212) +
)+

0), (I [ s(1), /(ID+ (0) (1),,(ID+ £ g | Wy ID=(50),, (D
4@ oD (6 WDy — 5O (5 k%)}an 4@ (0O )+
LMy ID=(50,dD x| ps (0), D) (50, (D) (0),, H) (0),, (I
505 %4})p%,%p (@O ) — (8 k%)}@P
nN="Nc
(7.130)

Usando (7.100) sobre la ecuacién anterior, podemos ver que una condicién inicial (5(2)17]%.11)+(7]C))*,

) (2)17](211)7(770), (5(2)6;;”1”(770))*, N 5(2)6;2(11)7(776) compatible con la condicién de normalizacién
(7.130) es
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(5(2)@;;(11)+(770))* _ 5(2)@;2(11)*( ) =0
(P (o)™ = 4o (1)) Py (ne) + 8O0 () 15 Py (1) + 0.5F ) (n.) — 6P (ne)]
0PI () = 400 () Py (ne) + 8O0 () 1.5y (ne) + 0.5F ) (ne) — 6P ()
(7.131)

A modo de resumen: para la situacién (1) con la excepcién de los subcasos k; # +2ko,

una condicién inicial en n = 7, para las variables 5(2)v£11)i, Bgl), y le), las cuales
N 77 i i k

corresponden al segundo orden en la perturbacién de las funciones modo (7.81), compatible
con la condicién de normalizacién (7.112), consiste en el sistema dado por; (7.114),
(7.116), (7.118), (7.120), (7.121), (7.122) junto con (7.123), y (7.124), esto es;

II II % 11—
00 (ne) = 40D () PGy (ne) + 400D (o) Py ()

T
+ 5(0)1),(; )(nc)[Qa(z) (1e) — 12|P(1)(77c)|2]>

0" = 0.

k
(7.132)
0@uI T (o) = 46D () Py () + 60 (1) [1.5Pray (ne) + 0.5Flay (1) — 6P ()],
5(2)1),(3][)_(%) = 45(1)“,(;])_(77c)P(*1)(77c) + 5(0)71,(;[) (nc)[1-5P(*2) (me) + 0-5F(§)(Uc) - 6P(*12) (1e)];
§@u M=) = 0.

(7.133)
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B ) =~ ) €R B ) = (8" (n)" € R, (7.134)
5(0)0(11) (n.)
(ID)— __ pUD+ - ¢ "(IT)—
B () = =B (nc)_—(S(O)v[f}”*(nc)B" (7)), (7.135)
0O v M (i)
(10— __Qun+ _ k1 ¢/ A(ID)-
B () = =B () 5(0)?)6[[)*(77&&0 (1), (7.136)

para p € ZT, se tiene que;

(0)y (H) (0) ’(H)
B0y = ——om ) gan- gm0 7 1)
pk1 ¢ (0) (H) - (p—Dk1 ~ 177 pkay N (0) (p—1)ky 177

6O () 5<°> S )
(11) _ —pkl (1)~ (1)~ —pkl ¢/ Lun-
Bl ) =~ ( )5_@_1),;1(%), Bl () = <5 o )5(p i ),

—(p Dk, € —(p Dk 1€
para q € 7, se tiene que;
I+ __plIn- . S/(ID+ "(I1)— -
B () = (84D ()", BT () = (840" ()"
(7.137)

Mientras que para los modos k restantes,

B (o) = iB (o) = =6 ), B ) = i8I (ne) = i6@v D (o),
con k 0,y k #+ pkl, siendo p € Z.
(7.138)

Por otra parte, para la situacién (1) subcaso (B) con k; = 2k, una condicién inicial en

, SUDE gD . s C
n = 1, para las variables §(?) vy 0 , compatible con la condicién de normalizacién
(7.112), consiste en el sistema (7. 114) (7.129), (7.131), esto es;

0 () = 460U () Py () + 46V0D () Py (ne) +
+ 8O0 () 2ag) (n) = 121 Py ()],
9~(H)(770) = 0
(7.139)

05U () = 46DuE (o) Py (ne) + 60 (o) [1.5 Py (ne) + 0.5F ) (ne) — 6P3) (ne)).
~(I1)— IN— * II *
0TI () = 46DuE (o) Py (ne) + 60 (o) [1.5P) (ne) + 0.5F ) (ne) — 6P (ne)).
0@5 M, = 0.
(7.140)
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Nota: se ha venido mencionando que los subcasos by = —2]20 y - 2120 son analogos,
la unica diferencia sera que para el subcaso k1 = —2ky en lugar de (5(2)17’%HH y 5(2)6](;1)7

definidos en (7.108) para El = 2]50, ahora seran definidos como;

(2)~UI)+ H)+ II)—

k IZ
(2) ~(IT) LU (ID+
oo = 5 v+ B (7.141)

Para la situacién (2), identificada por ki L ko, tal configuracién resultars ser inconsis-
tente y la razén serd presentada més adelante. Sin embargo para la situacién (2) también
se puede construir las ecuaciones correspondientes a las que se han derivado hasta aqui para
la situacién (1) pero eludiremos escribirlas.

Determinacién del estado |¢/1)) ¢ HY)

Para finalizar con la construccion de la SSC-II, encontraremos el estado [¢UD) € HUD tal
que;

G, 6" ()] = 8nG (T, G (), 611 (), #1 (2)][€"1), (7.142)
en donde la métrica GV (x) esta dada por (7.2), y es caracterizada por los potenciales
métricos U (), WU () y hgl)(a:) los cuales hemos escrito en (7.77), (7.78) y (7.79) como

desarrollos en series de potencias de €. Dicho de otro modo queremos encontrar el estado
1Dy € HUD tal que,

090G G (@) = snG 80T, [ PG (), PI6UD (@), Pl (a)]|c"D),
0WG, (WG (@) = saG U6V, [ NGUD (@), WoUD (), WrtD ())|g"D),

090G, PG (@) = saG DT, [ BgUD (@), PIgUD (@), PIRUD ())|c"D),

3G, G (@)] = BrGUEID|T, ] PG @), M), HRUD@)),
(7.143)

Lo anterior significa que separaremos y resolveremos el problema en sus diferentes ordenes de
e. Segun los ansatz (7.77), (7.78) y (7.79) a orden cero en ¢ inicamente contribuye el modo
k= 0, a primer orden en ¢ contribuyen los modos k=0 y :|:/20, mientras que a segundo orden
en € contribuyen k= 0, j:l;(), i2l§o, y ﬁ:lgl. Ahora, incluso si para los siguientes ordenes en
€ no aparecen contribuciones de nuevos modos En tales que En #0, pIZO, qEI, (plgo + qu), con
P, q € Z por la no linealidad de los siguientes ordenes en la perturbacién (a medida que estu-
diemos mayores ordenes en € apareceran cada vez mas productos, entre las perturbaciones,
del tipo: escalaresx escalares, escalares X tensoriales y tensoriales x tensoriales) notaremos que
irdn apareciendo contribuciones de nuevos modos k los cuales pueden ser entendidos como
combinaciones lineales de los modos :I:k;o y :I:k:l, p- €j. a tercer orden en ¢, se hara apreciable
las contribucion de los modos i3k0, (ko + k;l) mientras que a cuarto orden en € se apre-
ciara las contribuciones de los modos i—4Eo, ﬂ:(2E0 + El), y i2E1, a quinto se tendra ﬂ:SEO,
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+(ko + 2ky), a sexto £6ky, +(4k % k1), y +3k1, y asi sucesivamente.

Por tal razon trabajando hasta el n—esimo orden en ¢, puede suponerse que la forma general
del estado |£€UD) es tal que sélo los modos k =0, pko, gk, (pk:o + qk:l) con p,q € Z, se
encuentran excitados, mientras que los demas modos k se encuentran en sus correspondien-
tes estados base. Los modos k = pEo + qu serdn mds interesantes cuando ky L EO (para la
situacién (2)), de lo contrario (esto es para la situacién (1) = k; = sko, siendo s € Z)
solo seran modos que pueden ser entendidos como proporcionales al modo lgo. Lo anterior
motiva a proponer el siguiente ansatz para la forma del estado |¢01));

(I1)\ _ <H> (11 (11) (11) (11) 1)
€ny = o0 ) 0"y @ oDy @ g Ly @l Y@ el )
)

(Ir1 II 11 11 11
®|s~> ol l)elih el ol o)) oK
1) 1) 11 1)
~@lei el @) ) @10p0). @100 @ 100)), . (7.144)

Asumiendo que dicho estado |§ (H)> es altamente coherente, entonces este podra ser escrito
como;

any _ . (I1) ~(I1)T (H) A(U) (D (It (I1) ~(ID)t
E9Y) = ]:(éjm,;l oo Yk p,go) (5 2k1)]:(57131a431 ) -7'*(572,;0@72,;0) X

]__(é(flga(fz )F (f(” H)T>f(§’%0 )a/(zf) )]_—(gék )a;];) ) - ,]:(égz)dgm) X
f(é(ll)a(II)T) ) ']_-<€(H) a(H)T ) . .’0(11 >

2k 2k pkotqgky pkotqki ’
siendo F(X) o e*. (7.145)
De esta forma el estado ]5 (r )) quedara determinado una vez que se especifiquen los niimeros
{ (rD , 5 (D , f H), § (D } . Por otro lado, de igual manera como se encontré (7.61) par-
k pko:l:qkl p,g€Z
tiendo de (7.56), usando (7.145) se encuentra que los nimeros {g((f”, 5({1) g({” ¢ }
photaki )y 4cz
. II A (IT 1 (I1 1 (I1
satisfacen: &' = (¢UD]ag"¢UD), €D = (€UD[alD1e0D), ) = (€N1al D), y
(1) _ (en) U0 (IT)
éiolif'oiqlzl <£ |aplzoiq51 |£ >

Ademas de eso, dado que segin los ansatz (7. 77) (7.78), (7.79) y (7 81), seguido de que
a orden cero en la perturbacion el iinico modo k que contribuye es k= 0, entonces a este
orden no intervienen las desviaciones del espacio-tiempo espacialmente “casi” perfectamente
homogéneo e isétropo, razén por la cual a orden cero en ¢ el problema es completamente
equivalente a la construccion de la SSC-I. Entonces, realizando pasos equivalentes a los
realizados para encontrar (7.76) se puede obtener el resultado para () (&gm), esto es;

an. L3H(()H) - L3H(SH)
167GelD) 2€(H)t12) ’

(7.146)

mientras que (0)¢gé )(n), ser4 andlogo a gzﬁgg(n) encontrado en (7.71), pero con la etiqueta (/1)

en lugar de D, esto es;
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(U) (II) 1 2/(3H2(11))
(0) (1) _ 2 (& ) o
Se0 (M) = —7373 10D Hy . (7.147)
Ahora, para determinar hasta segundo orden en ¢ el resto de niimeros { 5221)7 gpgiqk (
1

(1)
pko+qks
con la construccion del estado |€T1)) a ordenes superiores en ¢.
Entonces, calculando (€YD |pUD (x2)|¢UD) | se encuentra que a ordenes superiores £ (siendo

n € N — {0}) se manifiesta la desviacién del espacio-tiempo espacialmente homogéneo e
isotrépico, obteniendo que; qﬁéH) () = (€ID|UD (2)|€UD) | esto es valor de expectacién de
(7.14) en el estado |€UD), puede ser escrito comoy;

nuevo numero si k; no es proporcional a ky), siendo p,q € Z — {O}, continuaremos

o (11
of V(@) = (€7 \Z [ug(@)ag + up(@)at][€97), dado quer & = (€1DjafV]g(n),
11 1) I (11
& = i ;,m €0, ) = (€Ml €n),
5({1) L= <§(H)|a({1) . 1€9DY v puesto que el resto de modos k

pkotqk: pkotqk:

tales que k £ 0, pEo, q/%, p/go + qu, con p,q € Z, se encuentran

en sus respectivos estados base, obtenemos;

o (@) = :uo(m)&gm + C‘C] + [ulzo(m)ﬁgl) + c.c] + [uQ,;O(w)g({” +c.c}+,
g, @) + e.c] + [y, (@D + 0] + [y, (@)L + ] ..
: u_g, (@) +CC} + [U_ggo( )€+ }Jr [U_gko( ) +e ]+
i @)+ ce] + [uyg @)€U) +ce] + [u_yp (@)™ +c ]+

[ (1) (I1)
_u:I:QEO:I:El <m>§i2E0iE1 t C'Ci| T |:up120:|:qk1( )gpko:l:qlﬂ Tt Ci| t (7148>

+ + 4+ o+

sustituyendo en la anterior ecuacién ug(x) de (7.81) y agrupando las funciones coeficintes

de e*% se encuentra;

(1) _ (1) (11 iko-& (I1) 2iko-Z (IT) zk -z
o/ (@) = ol )+ { |2 me™ 7+ oD (e, ..+ oD ()™

(I11) i(pkotqky)-@ ] }
+¢>£7pgoiqgl(n)e yeee| +oCCpy (7.149)

en donde las funciones auxiliares ¢g01 ) (n), ¢é€2 (n), ¢212[%0 (n), .. (b& e (n),.. qﬁ(H (n), qﬁéIQI%l (n),...

(IT) (1) . s :
qbg o (n),-- qbg N (n),.. para la situacién (1) subcaso (A) de igualmente valido para la

situacién (2) vendrdn dadas respectivamente por;
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L3/2<Z>(H)(77) _ [(5(0)0(()11) +€29(()11)> (un < (H 5 D 50 113+§( 12[)>+ } Lee
L3260 () = 5(0)1}(}1)5(11 150 5(11) L. [5(1) ( ) 0D 1 (WD) 5611)*]+
&,ko ko ko T
3/2 (1) _ 50, UTD) () (0) (D)= (H 1) ,UD+ D (1), (D)= s (D)%
L2600 (n) = 6O DD 4 50Dt [5 N N Gl N S
S I (5<2> &)+, .
3/2 ,(IT) (H) 5(0), (D)
226", (n) IR O
1 I1) (11 )% (1T D)+ (11 IT)—\x o (ID)%
DRI () = SO | 50Dl DNl (g0t
3/2 (1) (U (I1) 50y (I1)* (IT)*
L qb{,nk;l (n) nk1 fnk + nk:1S nkl_l—
3/2 4 (I1) _  s(0),,I) (1 (0),,(ID)* (ID)x
L ¢§ 2k0:|:k1 (n) - 5 U?EoiE1£2E0iE1 + 5 U—(leoigl)g—(QEo:tEl)+7
132500 ), (D (D) (0, (1D (1)
eptorats = O Vi Sttt T OV ooy S (phoraf) T
(7.150)
Mientras que para la situacién (1) subcaso (B)
1 1) (ID) (I1) (I 1
L3/2<b( )(77) [(5(0)1)( 29 )50 ( ]% 5 ) 4 5y 0+5(7E0))+’"l +c.c
L200) = 6O 46000 IDe 4 e [500y D (50, e
3/2 41 — §50,,dDn (0) ) (1) ¢ (11) (1), U+ UD) (1), (D)= yx (I T)*
L2600 () = SO 4 500Nl c[s0ulIIelID 4 (500Dl
[ H 6OH (5( )6(()11)7)* (()H) P_’
3/2 4 (IT) — §50),UD D (0),,, (D) (IT)*
L ¢§,nE0(n) 0 nko 5nk:o +5 U—ngof—n§0+’

P

g e

g oo

(7.151)

Como requerimiento para que efectivamente a orden cero en e umcamente contribuya el mo-
do k = 0, a primer orden en ¢ solo contribuyan los modos k=0 y k:o, y que a segundo orden
en ¢ sOlo contribuya k= 0, kzg, 2k0, y kl, {cuando ki = sk con s € Z, esto es situacién (1)}
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I)

para n,a,b € N impondremos que; f u ) = 85 u + 635(11) PR mientras que § =

(1),+ko i2k
g2 et (1) _ neUD) n+2 (U)
si k:l 7& sko con s E Z situacién (2), 1mpondremos que; gikl - 52§(H 45(11)1_% +
1
(” _ omtigUD) m+3
y en general para m € N — {0}, £, . = 5( amin TE E(m+3 o T Para la

situacién (2) en que los modos {k:o, kl} no son proporcionales, entonces dado que ko, k
y ako £ bk; no son vectores colineales, los modos (ako £ bk1) serdn mucho maés interesantes
para la situacién (2) que para la situacién (1) e impondremos para a € Ny b e N— {0}

— a+5+15(11) + a+b+3§ +

que 5(&/20:&1;];1) (&+B+1),(aniEE1) (a+b+3) (akoiEE1)

Desarrollo a primer orden en ¢

Las ecuaciones:
5(1)Gln[[1]g(11)(w)] — 87rG( (I1) ‘5 Tn[[l g(H (a:), [1]q3(H)(a:), [1]7%(11)(58)”5(11)%
dVG, MGUD ()] = 8aG (D |sIT, [ GUD (), MGUD (), W7D ()] |1y,

conl=ux,y,z. (7.152)

Se reducen a la versién semi-cldsica de la ecuacién (32) de la referencia [55], donde se de-
bera intercambiar d(Mp(x) (se refiere al primer orden en la perturbacién del campo escalar

©) por (1)¢éﬂ) () (se refiere a la contribucién al primer orden en ¢ del valor de expectacion

del campo ¢ en el estado 1€UDY), esta ecuacién es;

200, + 2HO Dy = 871G 9,16 () - 9,V o{) (). (7.153)

Usando (7.149) para calcular el lado derecho de la ecuacion anterior, y teniendo presente
el hecho de que hasta primer orden en la perturbacién, las situaciones (1) y (2) son
completamente equivalentes, dlﬁrlendo a segundo orden en ¢, orden a partir del cual surgen
las contribuciones del modo k;l, siendo su orientaciéon con respecto al modo kg la causa de las
diferencias entre las situaciones (1) y (2), (recordemos que definimos el caso kg || £, como
la situacién (1), mientras que el caso ky L k; como situacién (2)). Entonces de manera
general asumiremos que el vector lgo tiene direccion unitaria u la cual es 6 paralela al eje x,
6 al z

1) (I1) II) iko-T II) iko T (11 k1@
0,60 (@) = Wl )+ { (Mo e + Mg lLD (e 4 Mo E0 e 4 c.c,
ool @) = b oMl (@), con u=w,y,

1) . 11 iko-Z 11 iko-Z II ik -#
[1]¢( (w> = 1 |:<k0)u[1}¢éfg’3 (77)6 ko + 2(]{;0)“[1}(?2,2%0 (7])62 ko + (k1>u[1]¢27’;1) (77)6 k1 i| + c.c,

mientras que usando (7.77), (7.78) y (7.79) para expandir el lado izquierdo, finalmente se
encuentra que la ecuacién (7.153), puede ser escrita como;
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[i(Poy +HID Py )7 4 ] = anG Op(0 () [i Vg7 1 e (7.155)

Usando la independencia lineal de las funciones e®*0% y e=%o% gobre la anterior ecuacién
encontramos el conjunto de ecuaciones;

Py + HID Py = 4nG g0 () Dol

Py + H(H)P(l) = 4nG 9255,0 (77> « )ébé,gz 5

(7.156)
dado que ©¢ (H)( ), Py € R de la anterior ecuacién se concluye que (1)¢’;IEI) e R.
3RO
Consideremos ahora las componentes jl de las ecuaciones semiclasicas de Eins-
tein:

5(1)Gjl[[1]g(11)(w)] — 87T0<£(11)’5(1)@1[[119(11)(58), [HQQ(H)( ) (1]~ (H)< )”5(11)% con j # L.

se reducen a la versién semi-cldsica de la ecuacién (34) de la referencia [55], esto es;

;0 (U (1) — 1)) = 0, (7.157)

Ahora, puesto que los potenciales métricos: \If(l) y ®(1) inicamente dependen de (7, u), siendo
u la coordenada espacial z para el caso de la situacién (1), mientras que para la situacién
(2) la variable u corresponderd a la coordenada espacial z. Se concluye que la anterior ecua-
cién se satisface de manera trivial ya que puede ser entendida como una derivada parcial
(en las coordenadas espaciales) mixta de las contribuciones a primer orden de los potenciales
métricos. Entonces, independientemente las derivadas parciales (en las coordenadas espacia-
les) mixtas: 0;0,¥ 1) y 0;0,P(1) seran idénticamente nulas; 9,0,V 1y = 0,0,P (1) = 0, para j # [
con j,l =ux,y, z.

Consideremos las componentes 71 de las ecuaciones semiclasicas de Einstein

000G, "M (@)] = 8nG{"P 16T, MG (), WD (), WD (2)]|€1D),  (7.158)

nos lleva a la versién semi-clésica de la ecuacién (30) de la referencia [55];

2V () — GHIDW,, :87TG{ (0)¢’£(é1)(77){(1)¢£g zk0x+cc:| n

+a20m? Qg0 ()@ + @ Dm? OglD ) ( VelDe™ 1 cc) ), (7.159)

usando (7.77), (7.78) y (7.79) para expandir el lado izquierdo,

—||kol|? <P1 etkod | c.c) — 3HUD (P(’ )ei’;o'f + c.c) = 87TG{ (O)¢;€é1) [ (1)¢§g)e“€°'f + c.c] +

+a*Dm §Z550H (P(1) Zk”—l—cc) + 22 0)¢(H)< ¢£I,f) zk”—i—c.c)}.

(7.160)
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Agrupando los coeficientes de las funciones: {e®0'¥ ¢~} v teniendo en cuenta que las

funciones et son linealmente independientes, entonces se obtiene respectivamente que

los coeficientes de 0¥ y e~%0¥ implican que;

"II "II (I1
BHUD P, + [[Roll2Py = =47G | @90 Dl 4 aiDm2 (0620 R,
(0) ¢ (I1) 1)¢(H)>]
570 5750 ’
E "¢ sk ! II ! II * 2 II *
3H(II)P(/1) + ||k’0||2P(1) = —47TG[ (O)Cbg(p ) (1)¢§(J¥0) + CLQ(H)mQ( (O)QSgEO )P(l)
(0)¢(II) (1)¢(II)*>:|
£0 &.ko ’
(7.161)

donde podemos ver que en realidad estds ecuaciones son mutuamente una el complejo con-
jugado de la otra, por lo tanto corresponden a la misma ecuacion.

La ecuacién dinamica para la funcién Py)(n)

Consideremos las componentes [/ de las ecuaciones semiclasicas de Einstein,

sVG MG (@)] = 8nG(e!DSOT MG (), MU0 (), Wil D (2)]|€"D),  (7.162)

A pesar de que las simetrfas del problema son tales que los potenciales métricos ® ) y ¥y
sélo son funciones de (n,u), siendo u la coordenada espacial z para el caso dado por la
situacién (1), mientras que v = x para la situacién (2), las componentes zz, yy, zz de la
ecuacién (7.162) son idénticas y se reducen a la versiéon semi-clésica de la ecuacion (34) de
la referencia [55], esto es;

//(II)

a
20/, + 2<2W - 7—[2>( 1) + By) + 2H 2T, + )

= 87TG[ - (O)Cbgémq) 1t (O)ng(p )< (1)¢ {I ¢ho¥ 4 c.c> +
'2(11) 210),, 2(11) H) (1) iko-&
(7.163)

luego de sustituir (7.77), (7.78) y (7.79) en la anterior ecuacién, y expandiendo hasta primer
orden en € se encuentra;

(1)

a 2 iko-&
Py + 3HPYy +2(25 5 = HE ) Py [+ cc

— "2(11) iko-& "an () U ike-z
_47rG{ ¢ (P e +cc> ¢ ( gbg’%e 0 +c.c)—|—
_( (0) ¢Z<§H) L 2Un 2 (0)¢§fgf>) ( Pyye™® 4 c.c) +

a®™m ¢§I({ < 1)9252],;3 etfod c.c)} . (7.164)
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Usando la independencia lineal de las funciones e?*0 y e~%0% ge obtienen las siguientes
ecuaciones las cuales son mutuamente una el complejo conjugado de la otra;

Coeficiente de e

Agrupando los coeficientes de e?*0¥ de la ecuacién anterior, se encuentra;

//(II)
1 / a 2 - 2(11 (I1) (1) /(D)
P1)+3%P(1)+2(2W—H >P(1) = 47TG|: Qb ¢§ ¢§,E0 +
( ¢/2(H 2(11),,2 (0) gbzg”) P(1) 4

_9(ID) (I1) (1)
a m? ¢50 gbg k0:|

(7.165)

.., (11) ’ (11)
Usando la definicién HUD = &, podemos ver que 2H (D 4 320D = 2%y —H?2, con esto
la anterior ecuacién podra ser escrita como;

Py + 3HP}y + 221 "D + 12U Py = 47TG{ =20 APy + O lH Mgl 4

&,ko
II 1) II
+< (O)Qbé,o)P( _ (1)¢2k0> 2(11) 2 (0)¢§70):|
(7.166)

Coeficiente de e o

Procediendo de manera andloga al caso anterior, trabajando con el coeficiente de e~#0% se
encuentra;

&,ko

(vt s ],
(7.167)

P(S +37'[P(lik) + 2(21'UD +H2(H))P(*l) _ 47rg[ _ 2(0)¢28H)P(*1) + (o)d)’g(’éf) W)y UDx

la cual es el complejo conjugado de la ecuacién (7.166).

Nota: A pesar de que la pareja ecuaciones que conforman el sistema (7.156) son ecuaciones
mutuamente una el complejo conjugado de la otra, al igual que las parejas: la que conforma
el sistema (7.161) y la pareja (7.166)-(7.167), sus soluciones son funciones con imagenes sobre
el conjunto de los reales puesto que FP1y(n), (O)gzﬁgé) (n), y “%bggj (n) son funciones definidas
sobre los reales.

Sobre el requerimiento mgb( (n) eR

¢,ko
Durante el desarrollo de este problema hemos construido a (O)ngol) (n) como una funcién
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con imagen real, ver la primera ecuacién del sistema (7.150), mientras que la condicién

) qzﬁé]é)(n) € R surge como un requerimiento para que cada pareja de ecuaciones que confor-
3RO

man los sitemas; el par (7.156), el par (7.161) y el sistema (7.166)-(7.167), sean consistentes.

- 7 .
Ahora debemos corroborar que nuestra construcciéon de (1)(;52 E)(n) , ver segunda ecuacion en
sRO

(7.150), admite que esta funcién sea real. Entonces, trabajando con la definicién de m(bg);
3RO

_ SO DD s(0), (DD WD+ | (50),UD=)e gD
= 6Ol 6O e |sWoy e + (8 ) €00 |

(7.168)

L3/2 (1)¢(I£)
&.ko

se observa que en principio esta variable tiene imagen compleja. Sin embargo, el segun-
do sumando en (7.168) puede ser analizado de la siguiente forma. Anteriormente se en-
contré en (7.90) y (7.91) que las ecuaciones de movimiento para las cantidades 5(1)21(()HH(7])
y (5(1)11(()11)7(77) son idénticas, mientras que en (7.100) se presento una condicién inicial en
n = 7, para 5(1)22]% T(n), 6Wy II)+(77), 5(1)71](;[)_(77) y 5(1)1);;(11)_(77), compatible con la con-
tribucion al primer orden en 5 de la condiciéon de normalizacion inducida por el producto
simpléctico. Usando (7.100) para el modo k = 0 se encuentra; §Vv{"™ " (n,) = WD~ (n,) =
45(0)21(()11) (ne) Py (ne), junto con 6 H)+(nc) = 5(1)21;)(11)_(776) = 0, como consecuencia la
solucién { 6Mv{™T (), 6O D7 (1) } del sistema (7.90) y (7.91) que satisface las ante-
riores condiciones iniciales, por el el teorema de existencia y unicidad, se encuentra que
5(1)véll)+(n) = 5(1)12(()[[)_(77). Entonces el segundo sumando en (7.168) puede ser escrito co-
mo;

S0 o + (0o Ty = d Mg e + (Mg o)t
= 2Re[dWo{V ] :2Re[(5(1)vém_)*§6‘] € R, (7.169)

1)

Mientras que sobre el primer sumando, la funcién §(© v,(; presentada en (7.84) es
0

1

(5(0)11’%,11) (n) ~ %( - Hémn> (1 - ki)e’“m, para k #0, (7.170)
n

podemos ver que la anterior funcién ante el cambio k — —k, corresponde a;

1 /)
(0),,I) ~ (I1) —ikn II) (0) (I{)
0 Cl (n) \/ 2k< Hy 77) (1 — _k’??)e = 60 vy (n)=9¢ v (n), (7.171)

esto es; como 6() kH) (n) sélo depende del modulo del vector k, entonces es invariante ante
el cambio de k por —k. Ahora imponiendo que: 5(11 f((ll)l ) PREC obtiene que el primer
’ 0
sumando en (7.168) también es real,
(0),,,(I1) (1) (0),,(IDx (1D« 5(0), (IT) +(IT) (0),,(IT) (1)
d ko 5(1),#0 +0 Uk 5(1),—/’;0 =0 %o 5(1)7’;0 +00 ko 5(1) Eo)
— (0),,,(IT) (IT) pUD* D=
= 2Reld vE 5(1)7];.] 2Re[6© v f( b ] eR.

(7.172)
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Finalmente juntando los resultados (7.169) y (7.172) podemos ver que (1)¢élé) (n) presenta-
0

da en (7.168) puede ser entendida como la suma de cantidades definidas sobre los ntimeros
reales, por lo tanto (l)gzﬁgé) (n) € R.
sRO

En resumen el sistema de ecuaciones que gobierna la evolucién de la variable Py vie-
ne dado por (7.156), (7.161) y (7.166), esto es;

Ply +HID Py = 4nG O () Do, (7.173)

7 (11 (11 2(11
BHUDPY) + Kol = —47G | @9 Dg D 1 a2iDm2 (06D Ry, +

+ O ¢éf}2)} 7 (7.174)

Pl + 3HP + 202H 1D + 72D P = 47TG[ — 202 Pay + V" Vg L+

11 11 11
(OGP~ WD)y <o>¢§70>]_ (7.175)

(1)
571:”:0
y sus primeras derivadas con respecto al tiempo conforme. Mientras que (7.175) es la ecuacién
dindmica para la cantidad P(). Las restricciones (7.173), (7.174) pueden ser usadas para

Las ecuaciones (7.173) y (7.174) son restricciones de la teorfa para las cantidades Py, V¢

escribir (1)¢g]2 y (1)¢;(IE? como funcién de Py y P(’l), las cuales luego serdan sustituidas

en la ecuacién (7.175), y de esta forma la ecuacién dinamica para ;) puede ser escrita en
forma de ecuacién homogénea;

(1)
2(11),, 2 (0)%70 / - 1 2(I7) (0) /2(11)
Py + |Ilkol| + 41D 4+ 20200 4+ 87G O 7§

Pl +2[ 30D +

(1) (I1)
(0)¢£70

202U1) ;72 (0)¢gé)

(0) ¢’£(é1)

HID| Py =0, (7.176)

El sistema de ecuaciones anteriores es valido para n > .. Sin embargo partiendo de (7.173)
y (7.174) evaluadas en 1 = 7,, obtenemos un sistema de dos ecuaciones algebraicas lineales
con dos incégnitas P1)(n.) y F(;(7e), la solucién de tal sistema nos da P(ne) y P (1) en

funcién de los datos iniciales (l)gég]? (ne) v (1)¢;(£.I) (ne), esto es;
s R0 sR0

11 11
Puy(n.) = P(l)((l)gbé’E;(nc)a(l) 925;’,;0)(%)) (7.177)
Ply(ne) = Ply(Vels o).V o5 (me)). (7.178)

Las condiciones (7.177) y (7.178) determinan una unica solucién particular de la ecuacién

(7.176). Ahora, referente a los nimeros f((ll)l )ﬂ; , los cuales a orden lineal en £ determinan el
) 0
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estado |£€U7)), pueden ser fijados a través del siguiente algoritmo;

Paso (1): Conociendo los datos iniciales m(bé[]? (ne) v (1)¢;(£.I) (n.), entonces a través de
»iv0 si0

(7.177) y (7.178) se generan los datos iniciales P1)(n.) y F;)(n.) para la ecuacién (7.176).

De esta forma determinamos una tnica funciéon Puy(n).

Paso (2): Calculando P1)(7.) (a partir de la soluciéon Pj)(n) encontrada en el Paso (1) )

Dyt ()
k C

el sistema (7.100) permite determinar: 6¢ y 5(1)U;_€.(Il)i(776), esto es;

s E ) =0, §DuIDE () = 4500 () Py (e (7.179)

Las cuales nos dan las condiciones iniciales necesarias y suficientes para encontrar las solu-
ciones tinicas; 6(Mv HH( ) de (7.88), y o) (H (n) de (7.89).

Paso (3): Finalmente con (5(1)1)](;[&(77) calculamos (1)¢g]§)(n), ecuacion (7.168) y su pri-
sRO

mera derivada temporal mgbl(n)( ), con las cuales evaluando (1)gz5g,? (n)y (1)¢;(£I) (n) en 7,
obtenemos un sistema de dos ecuaciones algebraicas lineales con dos incognitas: 5
(IT)x
é-(1)»7120

o i ¥
. Este sistema es;

3/2 (1) () _ (0, (D) (II) ), (ID)* ~(11)* 1), (ID+ (1)
L ¢5,120(770) = 0 vy 5(1)7’-504—5 Vg 5(1)77];0-1-6(5 vy &

+<5() - ) 5(0)0} (7.180)
N="ec
3/2 (1) 4/(I1) _ 5(0),/UIT) £(IT) (0), " (IT)* £ (IT)x (1), /(ID)+ £(IT)
L ¢§7EO (UC) - 5 U]ZO 5(1)7’20 + (5 U*Eo 5(1)77 |:(S 5(0)0
+(5<1)v0(”)‘)*£((£ﬁ)*] (7.181)
N="c

Solucionando el anterior sistema encontramos f en funcién de los datos iniciales mgbélé) (M),
sRO

(a ) iko
) qb&g)) (n.) y de cantidades que fueron determinadas a orden cero en ¢.

Desarrollo a segundo orden en ¢

Ahora continuaremos con la descripcién a segundo orden en la perturbacion.

Las ecuaciones 6@ G, {21GUD (x)] = 8xG(eUD|sOT, {RIGUD (), BoUD (), PI7UD (g£)]|1D)
y 5(2)Gz”[[2]g(”)(w)] = 8rG(UN|sIT; "[PIGUD (), PIGUD (@), P (2)]|€UD), con | =
x,y,z se reducen a la versiéon semi-cldsica de la ecuacién (6.49) de la referencia [54], es-
to es;
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20,y (1, F) + 2HO Do) (1, 7) — 871G Vo™ () 8, P!V (), 7)
= —8T (1, D)9}y (1, T) + SHIDT (77,:)3')31‘1’0)(77,%)
— AW, (0, DRy (1, 7) + 167G VoD (1, 7) 8, Vo' (n, 7) (7.182)

usando (bém(n, %) dado por (7.149) para expandir hasta segundo orden en ¢ la parte corres-
pondiente a la materia, obtenemos;

20,W(y) + 2HOD(2) + 8V (1) O Wy — 8HTDW ()0 1) + 4 (¥
= 87TG{ (0)¢/(H) [ ( (2)¢(H T L ok, 925;22 ¥k x) + c. c] +
2 VgD 4 c.c] [@ko WD 1 c.c] . (7.183)

donde kg, k1; son respectivamente las componentes [-esima de los vectores /20 y /;1. Usando
(7.77), (7.78) y (7.79) para expandir hasta segundo orden en ¢ el lado izquierdo de la anterior
ecuacion, se encuentra que;

[4ik0l <P(,2) + H(H)Fz )62“20'5 + c.c} + 4<P(1)e“g°'f + c.c) (z'k;OIP(’l)eiEO'f + c.c) +

—4HID (P )emo T+ c) (ikolpu)eigo'f + c.c) + 2<P(’ )e“;‘)'f + c.c> <z'k?ozP(1)6iE°'f + c.c)
nrnf'. II) ik, .z H iko-@

- O o LR b ) ]

+2[ (1)(;5;([];?6%5 + c.c] [ikoz (1)¢élézei’;°'f + c.c} }7

(7.184)

sobre la anterior ecuacién luego de agrupar coeficientes de %

la forma;

se encuentra que esta tiene

072];‘06721.%‘5 + C,]‘c’leiik‘l.f + CO + C ]<; 62zk0 T + C 6 ik T _ 07 (7185)

donde en general C'y,z , C.z v Co son funciones de 7, ko y k.

Este es el punto donde realmente los resultados de situacién (1) y (2) se bifurcan. Pa-
ra la situacién (1), se tiene que ki = sky con s € Z — {O} Por otro lado, segun (7.26)
la direccién del vector k; es paralela al eje z, entonces ki = sk implica que ko también
serd paralelo al eje z, razon por la cual la inica componente no nula kg y ky; se obtienen
cuando [ = z. Lo anterior implica que la tnica ecuacién (7.184) no trivial se consigue para
| = z. Sustituyendo k; = sko en (7.185), se obtiene;

Oy, 0% 4 O e 0T L Oy 4 Oy 2007 4 O 0 = (7.186)

Esta ecuacién, en funcién del entero s puede ser restringida a la anteriormente mencionada
situacién (1) subcaso (A) en la cual s # £+2, 0 a la situacién (1) subcaso (B) en la
cual s = —2 6 2.
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Antes de enfocarnos en uno de estos subcasos, cabe mencionar que también estaremos con-
siderando la situacién (2) en la que El 1 /;g. Con base en lo anterior se puede concluir que
la situacién (1) subcaso (A) caligraficamente comparte cierta similitud con la situacién
(2), dicha similitud se trata de que para ambas situaciones la ecuacién (7.185) implica que
Coop, = Cig, = Co = 0. Tal similitud en algunas ocasiones permitird extraer los resultados
para la situacién (2) partiendo de los resultados encontrados para la situacién (1) sub-
caso (A). Entonces, basados en lo anterior se procedera de la siguiente manera: el andlisis
iniciard enfocado en la situacién (1) subcaso (A) y terminard realizando las modificacio-
nes requeridas para mapear los resultados encontrados a los resultados de la situacién (2).
Fuera de esto se realizard el anélisis de la situacién (1) subcaso (B).

Situacién (1) subcaso (A)

Entonces, dado que la situacién (1) subcaso (A) se caracteriza por k; = sko con s # +2,
entonces las funciones {eﬂi%'f,eﬂ’zl‘f, 1} son linealmente independientes, por lo tanto la
ecuacién (7.185) implica que Coop, = Ci, = Co = 0. Por otra parte dado que para la
situacién (2) se tiene que El L EO entonces se cumplirda que El #* slgo razon por la que en
ella también se obtiene que las funciones {eﬂi’;@'f ) etik1 , 1} son linealmente independientes
y entonces como un requerimiento necesario y suficiente para que se satisfaga la ecuacion
(7.185) debera ocurrir que Coor, = Cig, = Co = 0. Por ultimo para completar el mapeo de
los resultados de la situacién (1) subcaso (A) a los de la situacién (2) se debera tener
en cuenta que para la situacién (1) se tiene que ko = (0,0, ko.) v k1 = (0,0, ky.), mientras

que para la situacién (2) se tiene que ko = (koz,0,0) y ky = (0,0, k1,).

Entonces, para la situacién (1) k; = sko, subcaso (A) s # +2, por independencia lineal

de las funciones {eﬂ"’zo'f, etik1d 1}, aplicada sobre la ecuacién (7.186) se concluye que el

coeficiente CQEO de e%*0% define la ecuacion: 02,;0 = 0, la cual corresponde a;

(Pl + MOV, )/%’ <@+ 2Py Plyky - @ — 2H T P(l)ko i+ Py Poyko - a

{JZ a0 @l - gzﬁgi?(l)gbg’;} (7.187)

dicha ecuacion cuando kg - @ # 0 (para esta situacion esto se consigue cuando u = z) puede
ser simplificada a su expresion no trivial dada por;

3
+HID Foy + 5P Py —HUDPE,

= 27TG{ O @D 4+ Mgl WDy (7.188)

Procediendo de manera analoga como se hizo para la deduccion de la ecuacion anterior,
trabajando con el coeficiente C'_,z de e~ 2% de la ecuacién (7.186) se obtiene;
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3
) + HUDFG) + S PGy Py — HID PGS
_ 0) JUD ) IDx | 1)/ TDx (1) (II)*
QWG{ ody) Dol 4 Wb mglihe, (7.189)

vemos que las ecuaciones (7.188) y (7.189) estan relacionadas por medio de conjugacién
compleja.
Por 1ltimo trabajando con el coeficiente Cf; de e’ % se obtiene la ecuacién:

0= 47TG{¢/2§1 i Opl) @D —anc il - Qg @l (7.190)

SRl

y cuando El -1 qb£ H)( ) # 0 (para la situacién en estudio esta condicion se consigue cuando

u = z) la ecuacién anterior implica que (Q)gbé]]? (n) = (Q)QSéIé)*(n) = 0.
1 sR1

)

Bajo este requerimiento el segundo orden en ¢ de la quinta ecuacién (7.150), junto con
la solucién no trivial de (7.190) lleva a la siguiente restriccién;

L3/? (2) (1) _ <(0), (ID) (I1) (2) (£UID)*
L2 g = 50040 () (D) 4 50,0 () @) (1D

2 £7k1 El 7k1
I I IN—, \\x(IT)x
+ 2[4 ”(n)g(&))}) + (85" () €y | = 0. (7.191)
: . . (IT) aIn _ s si2-(I1)
Ahora, dado que para esta situacién hemos impuesto que £i fi i 5 ) k +e g Y
S S s 0
+, ..., y como para el subcaso en estudio s € N — {0, 2} esto implica que las contrlbucnon

al segundo orden en ¢ producida por los dos primeros sumandos del lado derecho de (7.191)
es nula. Por lo tanto, para esta situacién a lo que corresponde al segundo orden en la per-
turbacién de (7.191) debemos prescindir de sus dos primeros sumandos (términos del lado
derecho de la parte superior). Luego de esto se obtiene;

LS/ 2 0 1 1 II)— ; %o (ID)%
Dol = 6 G+ (8 ) €y

= 0. (7.192)

Por otra parte, en (7.146) se encontr6 que 5((5)] 3) corresponde a un numero real distinto de
cero, entonces para que (7.192) se satisfaga se requiere que;

I 10— «
B () = = (55" ()", v (7.193)
Las condiciones iniciales (7.134), (7.135), (7.136) junto con (7.137) y (7.138) son compatibles
con la a anterior restriccion, esta es la razon por la cual anteriormente se eligié ﬁlgn)i(nc)

B0% (n.) dadas por (7.120), (7.121), (7.122), (7.123), y (7.124), en lugar de (7.125) 6 (7.126).

Ahora, nos enfocaremos en el mismo sistema de ecuaciones dado por (7.185) pero anali-
zado desde la situacién (2).
Para la situacién (2) se cumple que k; # +sko, entonces la independencia lineal de las fun-

ciones {eF2Fo ¥ exik1-T 11 aplicada sobre (7.185) nos conduce a las mismas ecuaciones (7.188),
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(7.189) y (7.190) encontradas para la situacién (1) subcaso (A). La diferencia serd que
las ecuaciones no triviales (7.188), (7.189), junto con la solucién no trivial de (7.190) se
conseguirdn para u = z (en lugar de u = z como se consigui6 para situacién (1) subcaso
(A)).

Por otro lado, en esta situacion el segundo orden en & de la quinta ecuacién (7.150), junto
con la solucién no trivial de (7.190) aporta la siguiente restriccién;

11 11 11 IT)* IT)*
=5 Poggn) = 0P () + 00" () D)

II II 11— % ~(I1)*
+ [ el + B myeny | =o. (7.194)

En otro orden de ideas, dado que para la situacién en estudio hemos impuesto que {gj})’; =
1

w+1 (II) w+3 i . . . .2
f (1) £ (w+3)iwk +, ... con w € N— {0}, entonces a diferencia de la situacién

(1) subcaso (A), todos los sumandos que intervienen en (7.194) contribuyen significativa-
mente al segundo orden en .

Ahora, tomando la derivada de (7.194) con respecto al tiempo conforme, se encuentré;

L3/? (2) J/(II)

o () (1) (II) (0) "(IT)x (IT)*
5 e M) =0 (M€ 7+ 0 5 " (M€, T

k
+ e[ <n>5§0)}0+<ﬁ§”*<n>> 5((0))0 —0,  (7.195)

posteriormente para determinar los nimeros 5 procederemos de la siguiente manera.

ik
Calcularemos 5 2) ik a través del sistema de ecuaciones algebraico formado por la ecuaciones

(7.194) y (7.195) evaluadas en n = 7,, esto es;

L3/2

(2) (1) _ 500 ( ) ( H)* (H)*
(In+ 1) In— IT)x*
+e [ﬁo N0 )fé (B ()" f(( ),’0} —0,  (7.19)
B2 05t = onl ><n >s< 0O gy
2 £k M€ ¢/5(2)k1 —k1 €/5(2),~k1

)

e[ BI et + (B )y elly] =0 (raom)

., (I1) .
cuya solucién para & ()47, SCTd
’ 1

"(IT)x* IT)+ II IT)% II I+ (11 s -(L1)*
00 (G0 5" sémiﬁ ) >}+6<0> [ﬁo 5()) + (@]
5([[) *62 k1
(2)»121 N ) * (0 ’
50y 50 7k1 — 50y D kl _—
11 17 11 IT)* I+ (11 IT)—\ 4 ~(I1)*
e _ 270 JES 5(()’0+(5( e + 5(0) 0L e + (5 €loy
L =&
(2),—k1 0),UD 50y, ID* _ 5(0) :(II) (0)ID*
) vkl s ey o v ) v e
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Eligiendo B]%H)i(nc) y Bé(lf)i(nc) dadas® por (7.125), se encuentra para ﬁémi(nc) y B(/)(H)i(nc);

B ne) = =55 1) = 60w (), B0 () = =B (ne) = 6O (),
(7.199)

por lo cual B(H f((é)lz)jL(BOH ) fl{)* = 2iZm{o O)UOH) ()€ (110} mientras que 50 f((l)?)""

(BO - ) 50)2) = 2Zm{6© UO (nc)g((f)l) entonces los resultados (7.198) pueden ser sim-

plificados de tal forma que los 5 (r quedaran expresados en funcién de cantidades deter-

:I:k
minadas a orden cero en ¢, esto es

5(11)4 — 9e )7 —k1
11 () T D) ’
(2),k1 5(0) 1%‘ )(nc)5(0)vfl;) (Uc) _5(0)1]1_5(1 )(Uc)5(0) Egl) (1)
I Ir I (Ir
€Dy g ~ZIm {5 v, " (ne) €y 30O () + Tm{ 50w ><nc>§(0)0}5<o>v< ()
- ) = 2ie .
(2),—k (I1) 0 (U) 0),, (1) 0)
' (5( ) ]‘5 (77 )5( )U (776) (5( )Ul_ﬁ (776)5( U_El (776)
(7.200)
La restriccién (Q)Qbélé)(nc) = 0, tanto para la situacién (1) subcaso (A) ver ecuacién
SRl

(7.192), como para la situacién (2) ver ecuacién (7.194), deberd sostenerse para todo tiempo
conforme 7 > .. Para ambos casos, (a pesar de que las contribuciones al segundo orden en

de los niimeros (61(;1)) es nula para el caso de la situacién (1) subcaso (A), ver deduccién
de (7.192) ), esto pulede corroborarse haciendo uso de las ecuaciones de movimiento para las
cantidades B(()I])+(7]) y B(()H)_(n), las cuales respectivamente vienen dadas por (7.104) y (7.105)
evaluadas en k = 0,

" 2 G (R @) <o, (200

B 2D (IR + a2 0m? ) 50 =0 (7.202)

junto con las ecuaciones para ¢ (o)U]%H) y o (O)U(I]?, las cuales por tratarse de las contribuciones
1 —R1

al orden cero en ¢ de las funciones modo, seréan equivalentes a las ecuaciones (7.47), pero con
las etiquetas correspondientes a la SSC-II,

50 1D 4 234 (ID5O {11 4 (Hk 12 + a2 >5<0> on — g, (7.203)

60" U1 4 ggq 1050y U0 (||E1||2+a2<”>m )5<0> un _ (7.204)

1

3A pesar de que en la seccién anterior (en la cual se construyo la teoria cudntica de campos sobre la
métrica escrita hasta segundo orden en ¢) tnicamente nos enfocamos en la situacién (1), las condicién de
normalizacién dada por el producto simpléctico, ver ecuacién (7.35), en (7.39) encontramos que hasta segundo
orden en € no surgen dependencias con las perturbaciones tensoriales y dado que en estas perturbaciones
es donde interviene el modo Eh entonces las formulas para las contribuciones al segundo orden en ¢ de la
condicién de normalizacién encontradas para la situacién (1) subcaso (A) serdn completamente andlogas
para la situacién (2), por esa razén los resultados derivados de (7.112) para la situacién (1) subcaso
(A) también serdan validos para la situacién (2).
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Nuevamente trabajando con (2)¢é k)(n) lo cual representa el segundo orden en € de la quinta
31

ecuacion (7.150), del cual despejamos 50 * para luego sustituirlo en (7.201) se encuentra

la ecuacién?;

L3/2 ” / -
[ @60 )+ 20 @60+ (1 + 0m) D20 )

282 gykl f,k’l
R C
§(H)—»

+ (2)2,k1 [5(0)1}:'(11) + 27{(11)5(0)01(11) + <WZ1||2 + a2(11)m2>(5(0)vgjj)}

9 k1 k1 7

(II)*_)
+_(2)72—1€1 |:5( ) ( + 27_[ (II) 6(0) II)* <||El||2 + a2(11)m2>5(0)’0(lg.1)*:|} —o.
6 —

(7.206)

Ahora, sustituyendo (7.202), (7.203) y (7.204) sobre la anterior ecuacién, se encuentra;

"rr "I o 1
(2)%(]21 )(77) + oy (2)9255{%1)(77) + <Wﬁ\|2 4 a2(11)m2> (2)¢§,E1) (n) =0, (7.207)

cuya solucién® para todo tiempo conforme 7, que satisface las condiciones iniciales (2)¢éll? (ne) =
sl
(2)¢€(IEI)(775) = 0, impuestas por la restriccién (7.190) es: (2)¢élé)(77) = 0.
Rl sl

Concluimos que tanto como para la situacién (1) como para la situacién (2) el modo k;
que caracteriza las perturbaciones tensoriales, cuando El # 0, j:EO, j:QEO no intervendrd en
(7.148) escrito hasta segundo orden en ¢, razon por lo cual (7.149) hasta segundo orden en
€ podra ser escrito como;

2]¢(II)( ) = <§(II)|[2]($(II)(1:)|§(II)>
_ [Q]Cbgg])( )+ {( 2]¢5112( e iko® | 2]¢5121k0( e 2iko- x) +CC} (7.210)

Ecuacién Cy =0

4valida para la situacién (2) mientras que para la situacién (1) subcaso (A) serd

22 &,k

(Ir
_5(0) 0

L3/2 // g
[@6754D () +2HTD @ UD () 4 (IFa]? + @ Dm?) gD )]
)VHI+%me (WW+WMWWWWZQ (7:205)

°De manera andloga para las ecuaciones de movimiento de (Q)gbélé )(n), Q)gbélék (n), se encuentra;

(2)¢;(OH) 4+ oD (2) ¢( )+a2(11 2(2)¢(11) 2 )]__(0)7 (7.208)

@00 2D O U0 4 (4ol + > m?) Do) = BFy

o . (7.209)
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Posteriormente, trabajando con la ecuacién (7.185) para Cy = 0, se encuentra,

Z'EO.@{—4P(1)P()+4P( VPl + AHID Py Py — 4RI Py Py

(I1) ( 1)¢(H)* (1)¢(U 1)¢(H) )} 0

/ * *
~2P) Py + 2P\ Py + 47G ( ol ek Peko
(7.211)
con ko2 para la situacién (1) subcaso (A), y kol para la situacién (2). Podemos

ver que en la relacién anterior sélo aparecen las cantidades; P1)(n), I;,(n), (1)gbgé)*(n), y
sR0

(l)qb;(‘g)*(n) las cuales fueron determinadas a primer orden en e. Sin embargo, dado que
sRO

1)« '(IT)* . -
Pay(n), Ppyy(n), (1)¢é7,—§-3 (1), (l)ﬁb;,go) (n) € R, se encuentra que (7.211) se satisface trivial-
mente.

Situacién (1) subcaso (B); ki = 2k, (completamente ansloga a k; = —2k)

Retomaremos la ecuacién (7.185), pero ahora consideraremos el caso /51 = 2];0, en el cual los
coeficientes C . , v Cp en (7.185), no tendran por que ser identicamente nulos. Dado que
se cumplen las siguientes igualdades e?#0? = 17y e=2k0T — ¢
Sin embargo, ahora resultard conveniente escribir la expansién (7.185) de la siguiente forma;

ik1-@ —ik1-T

(Cyz + C ) ¥ 007 4 Gy 4 (Co, + O )20 = 0, (7.212)

Observamos que la ecuacion correspondiente a Cy = 0, continuara siendo (7 211), y aqui tam-

bién se satisface de manera trivial ya que F), P’ (1)¢ (D y (D qﬁ( para los subcasos

&, ko
ki = +2ky también, al igual que para la situacién (1) subcaso (A)7 Corresponden a fun-
ciones con imagenes definidas sobre el conjunto de los niimeros reales.

Las otras dos ecuaciones seran mutuamente una el complejo conjugado de la otra puesto que
(Cyp, + Cp) = (C_yp, + C_f))7, entonces de Oy + Cp; = 0, se encuentra;

3
P/2 + HW F(2)+ 2P(1)P HHPU

= 27G{ Og ) gl 4 gD gD, (7.213)

En resumen para la {situacién (1) subcaso (A) andlogamente para la situacién (2)} y
la {situacién (1) subcaso (B)} las ecuaciones (7.188) y (7.213) respectivamente corres-

ponden a restricciones de la teorfa impuestas sobre las funciones P(n), P(lg) (n), (2)¢212[% (n)
34RO

y (Z)gb;(;g (n). Hemos encontrado que la ecuacién (7.185), resultado de expandir (7.183), no
34RO
/

conduce a restricciones sobre a(2)(n), a(y (n), (Z)gbgol) (n)y (2)¢’§Eé1) (1), no obstante una restric-
cién de este estilo, valida tanto para la situacién (1) como para la situacién (2), vendré de
trabajar directamente con la parte escalar (P.E) de (7.182), dicho de otro modo: vendrd de
trabajar con la version semi-clasica de (6.51) de la referencia [54]. Podemos ver que la parte
escalar del lado izquierdo de (7.182) es nula, esto se observa de:
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P.B{ = 830 (1, $)0(s)(n. 7) + SHDW 1 (1, 8)0, ¥ 1) (n, )
AW (0, DAY 1) (0, 7) + 167G V6 (1, 7) 0 Vo (,7)}
= P.E{ -8 [P(l)(n)e““"gC + c.c} [ikOIP(’l)(n)eikO'i + c.c]

+8H D) [P(l)(n)eiﬁo'f + c.c] [ikolP(l)(n)eiEO'f + c.c}

—4 [P('l)(n)eigo'f + c.c] [ik:OZP(l) (n)e“;“'f + c.c}

+167rG[ “%;ﬁg)(n)eiﬁo'f + c.c] [ik‘oz (1)¢gé(2(77)ei’;°'f + c.c} }, (7.214)
lo cual es igual a cero puesto que: Pr)(n), P(/1)<77)7 (1)9252[,? (n)y mgbélg) (n) € R. Consecuente-
sR0 sRO

mente el lado derecho de (7.182) implica que;

P.E{Q@l\lf’@)(n,f) + 21O D2 (n, T) — 871G Q" (1)) 9, <2>¢§”>(77,f)} —0 (7.215)
una solucién no trivial de tomar la operacion inversa de 0; a la anterior ecuacion, sera,
P.E{Wio)(n, 7) + HOz (1,7) — 4xG VoD () @6V (n, 2} = 0 (7.216)
la cual usando (7.77) y (7.78) para expandir hasta segundo orden en ¢ se encuentra,;
oy (1) — Hago (1) = 206 O 600 () @603, (7.217)

de esta forma se encuentra una ecuacién de restriccién para a(2)(n), @ (n) ¥ (2)¢gol) (n),
valida tanto para la situacién (1) como para la situacién (2).

Las demas restricciones de la teoria vienen de la contribucion a segundo or-
den en ¢ de la componente 7 de las ecuaciones semi-clasicas de Einstein;
Por ejemplo, de la ecuacion;

600G, "G ()] = 87G ("D 6OT, "G (), o' (), 71D (@)]]€UD),

la cual de manera general sin restringir el problema a la situacién (1) 6 situacién (2), se
reduce a la versién semi-cldsica de (6.53) de la referencia [54];

—3HUDW ], + VP (g — HUDD g — 2HX Do) + 20 o+ 3c1>’g) +3(VD))? +
+109 (1) VP (1) + 4(H'ID 4 27—[(11)2)@)%1) = 47TG{ (0)925/5%1) [ (2)(25;(7([)1) + ( @ )925 (I1) 2ko & | c.c)]

€,2ko
2 .
+< t )Gﬁg(? o 4 c.c) + a*Um? [ (0)¢gol) (2)¢§{5 ©g H)< (b;;; e?hoT 4 c.c) +
_— 2 o = 2
—i—( (1)¢(I£)6Zk°'z + c.c) } + (iko (1)¢(If)61k°m + c.c) }
5»]40 §7k0

(7.218)
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Usando (7.77) y (7.78) para expandir hasta segundo orden en ¢ el lado izquierdo de la anterior
ecuacion, se encuentra;

—6H D [a'@) + (P(’z)ez“zo'f + c.c)} — 8(“];:0“]3(2)62”;0@ + c.c) — 2(7—[,(11) +

—1—27—[2([[)) [— a@) + (F(g)eZiEO'f + c.c)] + 2(]3(1)6#30-5 + c.c> (P('{)e“;‘)'f + c.c)
= 2 - s 2 N R 2

+3 (P('l)e’ko'x + c.c) + 3<ik0P(1)eZk°'x + c.c) — 10| ko||? (P(l)e’ko'w + c.c> +

’ oI 2 ’ ’ o
4(7—[ (D 4 2?—[2(11)) <P(1)elk°'x + c.c) = 47TG{ (0)%%1) [ (2)(?5%1) + ( @) (D) 2o | c.c)]

€,2ko
2 -
(1) ' (1) m & 2(I1) 2| (0) ,T) (2) ,(IT) L © (I1) (I1) 2@
+< ¢§k0 0 +c.c> +a"m [ deo Doy + Vogg < ¢§,2/’50€ 0 +c.c> I
2 2 — o, 2
+< WD ik c.C) } + <ik0 MU D giko s 4 c.C> }a
& ko £,ko
(7.219)

luego de agrupar coeficientes de las funciones {e*?*0% 1} se encuentra que la anterior ecua-
cion tiene la forma;

C ¢ 7 4 Cy + Cyp ¥R 7 = 0. (7.220)

Nuevamente haciendo uso de la independencia lineal de las funciones {e*2?*0% 1} se concluye
que C o =Co = 0.

Nota: Hasta el momento se ha trabajado de manera general con la ecuacién semi-clasi-
ca 602G, 1 = 8rG(EUD ST, 1¢UD) sin restringirla a situacién (1) 6 situacién (2), sin
embargo las ecuaciones derivadas no dependen del vector /{;1, solo dependen de la norma
del vector kg esto ocasiona que las ecuaciones que se obtengan de (7.220) seran indiferentes
ante las orientaciones: kg I k6 ko L 151, razén por la cual los resultados generados por esta
ecuacion seran validos tanto como para la situacién (1) como para la situacién (2).

Ecuaciéon C.,; =0
2ko

—6H " Plyy — 8| ko|[* Pay — 2 (’H’(H) + 2H2(II)> Fioy + 2Py Py + 3(Py)*
—13||k:o||2P<21) +A(H D 4 222D ) P — 4nG{ OplD Do) 4
'\ ? 11 11 1) (11
() 7o - ()] R ()}
(7.221)
Por otro lado, procediendo de manera andloga se encuentra que la ecuacion €',z = 0

corresponde al complejo conjugado de la ecuacién anterior.

Ecuacion Cy =0
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_67-[(11)a'(2) + 2(7{/(11) + 27.[2(11))&(2) + Z(P(l)P(”fS + P(*1)P(/1)) + 6|P('1)|2
—14||120|]2|P1 2+ 8(7—['(”) + 2H2(11)> 1Py = 47TG{ (0)¢’£(él) (2)¢’5(éf) n

2| Mg S0P+ D 2(%2{5 DD 42| |)+zy|kuy ”0>|2}.(7.222>

Se encuentra que la ecuacion C,r = 0 corresponde a una restriccion a las funciones Fyg) (n),

D6,

cién a las funciones a9 (n), (2)¢go1 ) (n) y sus derivadas temporales.

(n) y sus derivadas temporales. Mientras que la ecuaciéon Cy = 0 aporta una restric-

Las ecuaciones dinamicas para las contribuciones al segundo orden en ¢ de los potenciales
métricos provienen de las ecuaciones 8@ G, 1[G ()] = 87G (€D |6WT; 1[G (), pUD (), #UD ()] |€UD)Y,
conl,j: x,y, z. Estas pueden ser entendidas como la version semi-clésica de la ecuacién (6.55)

de la referencia [54], lo cual escribiremos como:

010;(V(9) — D(g)) + { — VW g + 2W(y + AHIDW ) + 21D D) + (21 UD + 4HID?) Dy

+v2<1>(2)}5lj + -(ag + 2H00, = T2) D hy; + 40D (1) (0,01)) + 81201y — 2] OF) +
SHIDD 1)@y — 20080, + 3(VO)? + 20 VA1) + 4(H U + 2HI2)(@(1))? fo

_ 87rG{ (O)Qb/g(,é[) [ (Q)QS;%I) " ((2)¢§(2k) 2R T Cﬂ n ((1)¢§(k) ihoE c>2 n

- o, 2
_<Z'/§0 (1)¢(1{)ezko-x +c.c) i a2(H)m [ 0)¢élé ¢ (I1) + (O)Qb(lé ( 2)¢2121; Mox te c>

+< Wl Rt e c) } }&] - 167TG<Zk'0l o e T 4, c) <z'lcoj o e L c)
(7.223)

Para examinar estas ecuaciones consideraremos varios casos. Iniciaremos con las componen-
tes [ tales que [ # j. Dada la simetria del problema la tinica componente [ # j de (7.223) no
trivial corresponde a; 3G, V|G (z)] = 87TG(§(H |5 )T, v[GUD (x2), ¢UD (), 71D (a£)]| €D
la cual al igual que; 6¥G,, *[G(x)] = 8xG(ETD|6WT, *[G(x), pUD (x), 7D (2)]|€UD) se re-
duce a;

2

0
Dl (0, 2) + 2HID Ol (0, 2) = 5 Oy (1, 2). (7.224)

Recordando las consideraciones realizadas al principio de este problema para las perturba-
ciones tensoriales, esto es: Ph,,(n,2) = @Phy,(n,2) = @hy(n, 2), (modo transversal de la
onda gravitacional), y usando (7.79) para expandir hasta segundo orden en ¢ la anterior
ecuacion, se encuentra;

(P50 + 25 @)+ (P30 + 20D )

2 7o
_ 9 — (Q)HT(n)eikl'gc—i—c.c), (7.225)
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la cual haciendo uso de la independencia lineal de las funciones {e*#*1% 1}, encontramos que
las funciones ?hy(n), ?) Hp(n) satisfacen las ecuaciones dindmicas;

@nl. (1) 4+ 2HUD <2>h’( ) =0, (7.226)
@ HI(n) + 21D O HL () = —(ky - 2)2 @ Hyp(n). (7.227)

El par de ecuaciones anteriores corresponde a las ecuaciones dinamicas para las funciones
@Dhr(n) y @ Hp(n) las cuales a través de la ecuacién (7.79) contribuyen al segundo orden
en ¢ del modo transversal de las perturbaciones tensoriales. Cabe mencionar que el anterior
par de ecuaciones es valido tanto para la situacién (1) como para la situacién (2).

Sin embargo el resto de ecuaciones (7.223) dependera de que situacién estemos estudiando,
por tal razén nos enfocaremos por separado en cada una de estas situaciones.

Entonces, enfocados en la situacién (1) esto es ko || k1 || 2, la ecuacién (7.223) para | =
7 = z, al igual que para [ = j = y, teniendo en cuenta que para esta situacion se tiene

que: @(1)(77,2)7 \Ij(l) (7]’ Z)u ¢(2)(naz)7 \II(Q) (nu Z)? (Q)hz$<n7z) = (2)hyy(77= Z) - _%(Q)hzzo%z) =
@ hp(n, z) (representando hy, el modo longitudinal de la onda gravitacional), se reduce a;

—V2W ) + 20y + AHIDW) + 2HID DY) + (21 D + 4HTD2) D5 + V2D ()

1 , -
+—(a§ + 21Dy, — V) Ppy — 2{@& + 81D ) D) — 201y Py + 3(VE))* +
20y V2D + A(H D + 27—[(”)2)@(1))2}

_87TG{ d) {an [mqﬁ ( (2)q§ I 2”“”4—00)} ( mqﬁ {an Zk°x+cc>2+

£,2k &.ko
7 1) iko-@ 2 (11) (11) 1) ik
—(zko (l)gbéﬁze Fo —|—c.c> —aQ(H)m2[ © ng 2)gz§ © 9255,0 ( mqbémio 2o +cc>
. 2
+< WD) ik +c.c> }} (7.228)
sRO

Por otra parte, trabajando con la ecuacién (7.228) junto con la componente | = j = z del
sistema de ecuaciones (7.223), se encuentra;

32 (11) 2 (2) - 9 0
S0+ 210, = V) Ohy = (W) — q>())+4<8zq>1) +800) 5500
2
—167TG<i/€0Z <1>¢ggze“w+c.c> . (7.229)

Ahora sustituyendo (7.229) en (7.228), se obtiene;
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—gaf(%) — Dy)) + 20y + 2HID (W, + Bly)) + (2H U1 + 4RI Do) — % (%%))2 +
—éd> 88;@(1 — 16H D1y @) + 40y By — 2(D(y))? — 8(H I + 2HUD?) (D))

_ 87TG{ 0)¢£€61)[(2)¢’£€61) +< (2)%2 21k0z+cc>} +< (1)¢;(7££)eil§o-f+clc>2+

—(iEo ) </>2§§§ R +C.C>2 L 2D 2 [ ©O) gD @gdh o © ¢§IOI)< @) (bgk o2ikod | (. C)

+< <1>¢g]§3€u;0.5 +c‘c>2}} n 16§G (Zkoz e iFo & +c‘c>2' (7.230)

Usando (7.77) y (7.78) para expandir hasta segundo orden en ¢ el lado izquierdo de la anterior
ecuacion, llegamos a;

2 —
3 [ - 8||k0||2<P(2) - F(Q)) ko T C} +dagy + 4<P(") 2ko ¥ 4 ¢, c) +
+4H<”){a;2) + [<2P(’2) + F(’Q))e?"EO'f + c.c] } + 4(%'(” ) ot >2> (F(Q)e%’%'f + C.c)

- 4 iFo-& 7 iko-&
5 (zk; Paye®? 4 c. C> +3 (P( netoT + C-C) <||ko||2p(1 M T 4 C-C)
—16HYD (P )e’ko Ttee > < ko | ¢, c) + 4<P( )e’ko T+ c> <P('£)ei’;°'f + C.C> +
s 2 iko -2 2
_2(P(/1)elk0.x + C.C) (7_[ (I1) + 2H II)Z) (P(l)ezko-m + C.C)

/ / ! 7 o 2
:87TG{ (0)¢§€é1)[(2)¢§€é1)+< (2)¢(U 21k0x+60>} +< (1)¢({1)62k0'x+c.c> +

€,2k0
- 1) ik 2 (11 1 1) 2iky.7
- (zko (1)(252,1226 Fof 4 c.c) —a*m [ <Z5g o) Pl + ©plD ( (2)¢é e Rl 4 ¢ c>
- 2 167G 2
+< (1)¢211§361k‘0.x _|_ C.C) :| } + ;T ( HkOH II) Zko T + C.C) : (7231)

la cual puede ser escrita como;

C oy 27 4 Co + Cop 7 = 0. (7.232)

Dado que la anterior ecuaciéon no depen del modo El = :tSEO, entonces los resultados que se
deriven de ella serdn validos tanto para la situacién (1) subcaso (A) (en la cual s # +2)
como para la situacién (1) subcaso (B) (en la cual s =2 6 —2).

Ecuacion C.» =0
2k

R T |!kol| ( ~ Fa )+4H ) (2p ) ( i) +2H<H>2>F2)

:8”0{ 90" %Jii ( ¢(”) HkH( )
a2, [(0 (/5(]] (2)¢212Ik ( (1)9252[;?)2]}‘ (7.233)
Fa
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Por otra parte, la ecuacion que se obtiene de C_,z = 0 corresponde al complejo conjugado
de la ecuacion (7.233).

Ecuacién Cy =0

dally + 4HDaly, - ?||12;’0||2|P(1)|2 —16HUD (P(l)P(’;) + P(*l)P(’l)> + 4<P(1)P(”;; + P )P(1)> +
—4|Ply* = 16(H' T 4+ 21D | Py |?
 5nG{ D) P+ 2 VG0 = 2P VLA — | Ol Doy +

+2| Mgl ” (7.234)

la cual con ayuda de (7.217) y (7.222) podra ser escrita como;

II "II I &0 II
2a(y) + 8H! )a’@) — 2(7—[ I 4 o™ )>a(2) + 060D <a'(2) —H! )a(2))
0

l* * 2 = !
= 8H!D (P(l)Pu) + P(l)P('n) + 16<—W€0H2 +HUID 4 ”H(H)Z) | Poyl® + 8| Py |

2 4
—167rG<§||k0||2—|—a2H )|<1>¢ (7.235)

§k0|'

Por tltimo la ecuacién dindmica para las funciones P hy(n), @ Hp(n) vendrén de sustituir
(7.79) en la ecuacién (7.229) y expandir hasta segundo orden en ¢,

3( @l n) + 21D Oni () + 3| (D HL) + 21D O () )™ 4 c.c]

0? o
=3( 55 PHLme™T + ec) = =8|kl 2| (Po) — Fio)e?™ 7 +ccc|
iko- & 2
+4HI{30|| (ZP(l)ezkoz+cc> —8||k0|| <P ezkom+cc>
(11) ko 2
—167G(zkoz ¢€k 0 +c.c> , (7.236)

la cual tiene la forma;

C i

_ 16_“2”[7 + C_QEOG_%EO':E +Co + CQEOGQiEO'f + CEI eigl':E =0. (7.237)
Dado que la anterior ecuacién, a diferencia de (7.232), si depende del modo k1 = %sko, por
tal razon los resultados que deriven de ella dependeran del subcaso (A) (s # £2), 6 del

subcaso (B) (s =2 6 s = —2), que se este analizando.

Para la situacién (1) &, || ko, subcaso (A) k; # +2ky, las funciones { 1, e2ko@ ¢iki@
} forman un conjunto de funciones linealmente independientes razén por la cual de (7.237)
se concluye que C.z =C .y = Co=0.
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Ecuacién C; =0

16, -
Dl () + 2D Ot () = =Kol (1P - 476G | VD)), (7.238)

la anterior ecuacién gobierna la dindmica de @k, (n).

Ecuaciéon C; =C*-. =0
kl —k1

OVHE () + 21D OH () + ||B2|* P HL () = 0, (7.239)

la anterior ecuaciéon gobierna la dindmica de ) Hy ().

., o * _
Ecuacion C,p =C7 ;. =0

3 II

la anterior no es una ecuaciéon de movimiento, es una nueva restriccién sobre Pa)(n) v Fa)(n),
la cual permite escribir una de estas funciones auxiliares en términos de la otra.

Para la situacién (1) k, ||k, subcaso (B) k; = 2k, completamente analogo a k, = —2kj,

QiEo-f

las funciones { 1, e = etkr@ e2ko¥ — ¢ih1T L sergn linealmente independientes.

Para este subcaso (7.236) tomara la forma;

(C_gz, +C_pi)e 2R0% 1 Cy 4 (Cyp, + Ci )X ™07 = 0. (7.241)

Usando, sobre la anterior ecuacién, el hecho de que las funciones { 1, e?#0% = ¢ih1-@ g2iko-& —
e % 1 forman un conjunto de funciones linealmente independientes, obtenemos las siguientes
ecuaciones: Ecuacion Cy = 0, estd ecuacién continuard siendo (7.238).

Ecuacién C,; +Cj;; = (C_y; +C_ ;)" =0

— 8 —
O () + 2D @ H () + 4l kol [ Hi () = =3 [ko|*(P) = Fia))

—4[|Fol [P, + 4rGl1Kol* (VolE)?, (7.242)

obteniendo la ecuacién dindmica para la funcion ) Hy(n), la cual es una ecuacién inho-
mogénea a diferencia de la ecuacién homogénea encontrada en (7.239) para el subcaso (A).

Por tltimo, para la situacién (2), esto es: kg L k1 (por simplicidad ko || &, y k1 || 2). Tenien-

do en cuenta que trabajando hasta segundo orden en € se tiene que P h,, (9, 2) = Ph,,(n,2) =
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—% @h,.(n,z) = Phr(n, z), mientras que P}, Wy solo dependen del tiempo conforme y de
la coordenada espacial x, esto es; Py = Pp(n, ), Wi = Wig(n, v), entonces la ecuacién
(7.223) para | = j = z, se reduce a;

AW — Dpa)) + { = V2W(g) + 200y + AHID W) + 2HID Dl + (2H 1D 4 4HID2)
1 ,
+v2<1>(2)} + —(82 + 210, — V) B hp + 4(0,21)) (0.P(1)) + 8P (1)02 Py — 2{<1>(21) +
SHID D) @y — 200 () + 3(V(w)* + 2¢’<1)V2‘I><1> + 4(71'(”) + 2H D) (@)}

1
O N T T

2
-7 (1) iky-z II (I1) (I1) (1) (II) 2iky-z
7(““0 (l)¢a,xsoe T tec) - a )mz[ Dols” Dole + Vol (Dol T+ cc)

2
)zk()a:_l_cc> +

1 2
—1—5( a )qbéllf) eko¥ 4 ¢ c) } } + 167rG<z/<:0x gbgllf) efod | ¢ c) , (7.243)

mientras que la ecuacién (7.223) para [ = j = y, se reduce a;

{ V2W (o) + 20y, + AHIDW ], + 2HID@,) + (2H D 4+ 4n1 D20,
+V2<I>(2)} + —(35 + 21109, — V) Phy, — 2{@8) *
SHUDD ),y — 201 @) + 3(VO()? + 201 V() + 4(H D + 2102 (@1))? |

_ 0) /D) [ (2) /() (2) /U1 2iko-F Lrqy ran gz )2
_87TG{ Peo [ Peo +< qﬁg% o —|—cc)}+2< ¢§ﬁoe T 4] +

2
)zk’z 2(I1), 2| (0) L) (2) ,(1I) 0) ((II) [ (2) ,(II) 2iky-&
__<Zk ¢gk o +CC> _ X )m[”%o QgD 4 © g ( <>¢£2ke o +C‘C>
1

—l—Q( ( )¢éllf) ko c.c) 2} } (7.244)

Tomando la diferencia entre las ecuaciones (7.243) y (7.244), se encuentra,

- 2
D2(W(a) — Bo) + 40,8 (1)) (0D (1) + 8B (1) 02D (1) = 167rG(ik0x WgtD) etk —|—c.c> .
(7.245)

Luego de sustituir (7.77) y (7.78) en la anterior ecuacién y expandir hasta segundo orden en
€ se obtiene;

o s 2 o 2
—8 [(P@) — Fg))e*™? + c.c} + 4<z’P(1)eZk°'x + c.c> — 8<P(1)e”“°'$ + c.c)

(D) ik 2
= 167TG<Z]€033 ¢5k 0 —i—c.c) , (7.246)

la cual tiene la forma; ciQEOe_Q““O'x +cy+ C2EO€2m°'x =0.

Se encuentra que la ecuacién ¢y = 0 tiene la forma: 8| Py (n)[* 4+ 327G||kos||? | (1)gbg]2|2 =0,
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lo cual implica que: Py(n) = m(ﬁ“}?(n) = 0 para todo 7, representando una inconsistencia
que elimina por completo el tratzirr()liento a primer orden en la perturbacion.

Con lo anterior se demuestra que la situacién (2), la cual se define por la condicién ko L ki,
es inconsistente para la construcciéon de una SSC-II.

Determinacién de las cantidades 5(1 ) para la situacién (1) subcaso (A)

£2k0

Primero limitdndonos a la situacién (1) subcaso (A) resumiremos las ecuaciones de res-

L o . , (I1)
triccién y de movimiento que involucran los nimeros & (2) 2%
O

contradas en (7.188) = (7.189), (7.221), (7.233) y (7.240) las cuales corresponden a;

. Estas ecuaciones fueron en-

3
(In g (I1) _ (I1) (2) (T) (1) D) (I1)
+H +2P()P(1) HUV PG, ZWG{ ¢ ¢gzko+ ¢§ko (bfﬁo}’
(7.247)

—GHUD Py — 8| ol |2Prsy — 2(H D + 21200 ) Fy + 2P0y Py + 3(Py)°

LB ER, + (KO + 23200) Py = 4G 050 D500 4

2
(11 2(IT), 2| (0) (1) (2) ((IT) (1) (1) o H)
< €Z§Uﬁ)) ta m [ (/5570 ¢€72E0+( (25&130) ] ||k H < £ko> }’

(7.248)
4P(’;)+—||ko|| (Poy = F) +4HUD (2Pl + Fy ) +4(H1 +27—L(”)2>F(2)
+6||ko| 2Py — 16K Py Py + 4Py Py —2(P(’)) — 8(H' ) 4 2112 P3,

- SWG{ 06 @i+ (Vo) + I VoR)
2
st oy 2t (02} 20
Pa) = Fia) = —g 3y + 276 ( 0 ¢§I,Q) . (7.250)

Las dos primeras ecuaciones junto con la tltima son restricciones de la teoria, en particular la
ultima ecuacion puede ser usada para escribir Fo) en funcion de Fy), P(Zl) a )gbé D Mientras

que las dos primeras restricciones pueden ser usadas para escribir (2)¢212]]% (2)¢( ) como
34RO

funciones de Py), P(’z) y de cantidades que fueron determinadas a orden cero y prlmero en €.

Sustituyendo Fy), (2)9252121% y (2)925/5(;;) sobre la ecuacién de movimiento para Py se logra hacer
34RO 34RO

que la ecuacion dindmica para Py), esto es (7.249), inicamente dependa de Py, P(Q) P( 5 ¥
de cantidades que se determinadas a orden cero y primero en €. Para realizar el procedimiento
mencionado conviene escribir la ecuacién (7.247), como:

o+ HD Poy+Qy = 206G Vol Dol | (7.251)
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donde Q%l) = 3Py Py + IHUIDPZ — 2rGH D) ((1)(15(]]) 27TG(1)¢;(IE? “%zﬁélg, mientras

que la ecuacién (7.248) serd escrlta como:

—6HUD Pl — 8|[ko 2P 2(%’““ + 2%2“”)13(2) +9%

(11 1) (I1) 11
{ 5 ) 6(2]6 (II E 0 2,2%0 }’

' (11 -
donde 8% = (/10 + 2210 ) [476( @ ¢€k>) —3%}+2P(1)P(")+3(P('1)) —13|]k0]|2P(21)+

;R0
/ "(IT) (IT) (11
4(7.[ (an 4 2H2(II)>P(21) — 47rg{ < (1)¢5,120 ) + az(H)m2< (1)¢5,E0> W“ H ( ,gk ) }
Entonces, solucionando (7.251) y (7.252) para (2)¢2121%0 y (Z)qb;gg), se encuentra;

P’Q) 4+ D Py + Q?l)

Dol = 7.253
(II)
2)¢g i, = loPe+aoPe + W, (7.254)
donde 1 . 674 (11 2q2UD) 2(0)¢(Ié) 8l ) 2/H o
onde t) = 4ﬂg(o>¢7(n) + —(0)¢/(11) y 40) = W H 0|| -+

(1) 2(11),,2 (0) 4(I1)
47_[2(]1) n 2021 2<0)¢£ HIT) w2 o— 1 (q 20211 m2 ( >¢ Q<1)
0 gD YW 4ﬂc<o>¢,’<H> - (o>¢,'<H>

sustituyendo (7. 253) (7.254) en (7.249) se encuentra;

) . Por ultimo

21D 2 (0)¢(H)

P(’;) 4+ [3gun — 27TG(0)¢’£(761)Z(0) + P(’2) + | ID ooy D2

II
¢( )

a2dD) 2 (0) fb([ D)y (11)

—20G V¢ g0 + Py = 216G Ol W2,

¢(11)
(I7)
a?!m? (0)¢5,0 Q) — 7y
'(IT) b
(0)(;5570
(7.255)
donde Z(;y ha sido definido como;
72 _ 1 E 2P2 H(H)P P PP 1 P )2 1 H’(H) 27_[(11)2 P2
m = —llkllPPa) - Py + PayPlyy = 5(Py)? = 5 (H + )7
2
1) (I1 1
_27TG{< ¢£(k ) Ll < Ek)) GQ(H)mQ( (1)¢é,l€j)
+2H D WD W 4D } (7.256)

Nota: De todas las cantidades que se determinan a segundo orden en ¢, en (7.255) sélo in-
tervienen ) junto con su primera y segunda derivada, las demas cantidades que conforman
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esta ecuacion son cantidades que se determinaron a orden cero y primero en €.

Evaluando (7.253) y (7.254) en n = 7. y solucionando para F2)(n.) y F5)(n.) se encuen-
tra;

o) (1)[27G V05" P60 (ne) = Qty(ne)] = Po 5 (m) + W (ne)

Poy(ne) = o) (1) HID (ne) — q(o0) (1c) |
(7.257)
g = PSR ) = W (10] = a0 (127G V05" P (00 — Q)
(2) Loy () HUD (1) — g0y (ne)

(7.258)

Entonces dado los datos iniciales (2)¢él21% (M), v (2)q5;(£g (1), se calcula Poy(ne) y Fy)(ne) a
»4R0 3410

través de las ecuaciones (7.257) y (7.258), con las cuales se determinard una solucién tnica

P(g)(?]) de (7255)

Posteriormente evaluando (7.116) en 7, se encuentra;

g ) = (0D () =0

k k
0D () = 46DuE I (o) Py (ne) + 6@0 " (00)[0.5(3 Py () + Fay (1)
—6P(21)(770)],
(6Po!" () = 4D ()" Py (1) + 60l (o) [1.5 Py (ne) + 0.5F ) (ne)
—6P(21)(77c)]

(7.259)
donde se deberd sustituir Fo)(n.) de (7.257), junto con Fy (n.) de (7.258), y para Fs)(n.)

se usard (7.250) evaluada en 7. De esta forma se obtiene §®?v H)i( )Y 5@y H)i(nc) como

(@) 4{1) 2) 4 (D)
funcién de los datos iniciales ¢§,2l¥o )y “o 27 (7).

Lo que faltarfa por hacer es trabajar con la tercera ecuacién (7.150) y su derivada con
respecto al tiempo conforme,

3/2 (2) () — 50, (IT) 0)y (1)« 2| 5(2),, D)+ (1)
L ¢§2k’0() =0 6() +0 5(2) of, T € [5 % &0)0

(Ir1 I1)*
—|—(5(2)v0 - )ggo)}o], (7.260)
2 @G () = GO 500 2 [5@), /(I + ((IT)
L qbg%( n) = 0 v, § .- +5 Voo, 5(2)’_2]20-1-8 [5 Vo 5(0)70
(11 IT)%
(6(2) - )’ é“éo),)o}, (7.261)

evaluando las dos tultimas ecuaciones en n = 7., y sustituyendo los datos iniciales (2)4152 2’1 (M)

y (2)¢;(;g)(nc), junto con los resultados encontrados en (7.259) para §(?) (H (ne), 5(2)11011 (M),
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5 )UO(I[)+( e), v 63 : H _( ) llegamos a un sistema de dos ecuaciones lineales algebraicas
I I ) ur .
con dos incognitas 5 y & % *, dado por;

LREGIR ) = 0O ><n oz, + 500 <nc>5<”>% +

§,2ko (2),2k (2),—2ko
+ e [ RMUBIH (H’ +(5<2 (nc))*iéé)f})*}, (7.262)
L3/2(2)¢£(;Q( ) = 50 U?Eo (nc)ggéi)QE0+5( )U(H)*( )ﬁ’(H)* .
+ 220D ey + (02" )(nc)ﬁ((éﬁ)*}, (7.263)

(11 II)* ., .
) £ ( como funcion de los datos iniciales

de donde podemos despejar las incégnitas 5 ol

2) (H 2) ' )

() (II ) (H) (H) (Uns U ()00 @ (1)

Por ltimo, en relacién a los nimeros § §(H) P siendo k;, = sko con s € Z — {-2,0,2},
1

(I1) (11) o5 S+2 (II ,
= - ... entonces para s 2 los nimeros
f':i:sk: g(s +sko Te f (s+2) isko+’ p = u

R, Se determinaran a ordenes superiores al segundo orden en £, mientras que para

dado que f
¢ (1) 5 H)

().F1
5<2 estos numeros ya habrian sido determinados a primer orden en ¢.

Determinacién de las cantidades 5(1 para la situacién (1) subcaso (B)

42K

. (In  ~(I1) (H) Eo— ok
El conjunto {5(2)’,;1,5(2)7_];1 5(2) oy § }, para el subcaso k1 = 2ky (completamente
analogo al subcaso k; = —2/<;0) se reduce al conjunto {f(n% &€ }, sus elementos

se determinan en funcién de los datos iniciales (2)¢2121% me) 'y (b&(; (n.) de la manera
y4IR0

que expondremos a continuacién.

Al igual que para la situacién (1) subcaso (A) se encuentra que hasta segundo orden
(I1)

(2),+2ko
F9). No obstante, ahora existe una diferencia algebraica entre estas dos situaciones, se trata

de que para la situacién (1) subcaso (B) hasta segundo orden en ¢ no hay una relacién
lineal entre las funciones Py y F(9) del tipo (7.250). Sin embargo, estudiaremos los casos
para los cuales bajo cierta COIlSldel"aCIOIleS a ordenes superiores al segundo orden en ¢
existe una relacién entre las funciones Po) y F(2) de la forma;

en € los nimeros & Unicamente intervienen en las ecuaciones para las variables Fo), y

Fioy(n) = A(n) P2y (n) + B(n) (7.264)

con A(n) y B(n) funciones conocidas® y determinadas a ordenes inferiores al segundo orden
en €.

6p. ej. podria ocurrir que a tercer orden en € bajo ciertas consideraciones exista una restriccién de la
forma:
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Por otro lado, para la situacién (1) subcaso (B) con ki = 2ko, las ecuaciones en las

que intervienen directamente los niimeros fi‘;l% fueron encontradas en (7.213), (7.221) y
0

(7.233), las cuales corresponden a;

)+ HID Fgy 4 Py Ply ~ MR = omGf Ol @,
o o)
—GHUD Py — 8l ol |2Proy — 2(H0 + 212D ) Ry + 2P0y Py + 3(Py))°
—13||k:0||2P(21) FA(HID 4 220 PR = 4nG{ Vg @10
H(OGU0Y 4 @t O6l) @9 1 (OID) ]~ [IP( V)
(7.268)

[a(n) Py + b(n) Py Fiz) + [a(n) Py + b(n) P, (1)) P2) + c(n) (1)P(1) +d(n) P 1)(P(1)) +e(n) P, 3) + f(n )(P(/1))3
_ K(g)([1]¢£{g>7 gD WUD 15U WD (50D gD gD

ek Teke’ Tez2ky  Te2ky ek ek
(7.265)
definiendo A(7n) y B(n) comos;
Al = - a(n)Pay + b(n) (1)
a(n) Py + b(n) P/ (1)
1 !’
_ [1] (I1) [1] (IT) (II [1] II) [1] [1] (II) [1] (IT)
BO) = om0 o, { K (Molly), Mal§h, MelD g UD tglh g 1D gl g 1D
_C(W)P(21)P(/1) - d(’?)P(l)(P(/1))2 - e(n)P(Sn - f(ﬂ)(P(/n)S},
(7.266)

la ecuacién (7.265) tomard la forma (7.264).

Para la situacién (1) subcaso (A) a orden &3 se deberdn evitar configuraciones que generen ecua-
ciones del tipo (7.265), en caso de que a este orden no haya configuracién alguna que evite este tipo
de ecuaciones se deberd asegurar que estas ecuaciones se satisfagan trivialmente usando unicamente
los resultados encontrados a ordenes inferiores, de lo contrario esto indicaria una inconsistencia en el
tratamiento. Ahora debido a que bajo la situacién (1) subcaso (B) por lo menos se podria tratar una de
estas ecuaciones, este hecho pone en manifiesto que para el problema cosmoldgico en cuestion la situacion
(1) el subcaso (B) es mas adecuada que el subcaso (A).
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16, - ,
4Py + 2k | (Pay = Fiay ) + 4HUD (2Pl + Fly) ) +4(H U0 + 21102) Ry,
+6]] ol P<21> — 16K D Py Py + 4P0) Pl — 2(Py))* — 8(H U0 + 202 P

/ ’ k 2
e s R )

II II II 2
—aQ(H)mz[ OpUD ( ¢222 +< (1) )) H (7.269)

g’ko

Usando (7.264) las ecuaciones (7.267) y (7.268) respectivamente pueden ser escritas como;

oy + HID AP + QFy = 20G Vg (D C ¢g;, (7.270)

—GHUD Py — 8| ol |2 Proy — 2(HD + 2H2D ) APy + S,
— (0) ,'(IT) (2) ' (I1) 2I1),,2 (0) (1) (2) 4(11)
_47TG{ 925570 ng 2% +a d);o ¢§,2Eo}’
(7.271)
siendo Q) = $Py)Ply + HUDB — HUDPZ) — 27G O ¢(H) () gD

PR o, mientras que SQ =

2 (W UD-y2H2D >B+2P P+ 13|01 P, 1)+4(’H D220 P2 47TG{< )10
2 —

aQ(mm2< (1)¢211§0)> —||ko||2< ¢£Il§3> } Entonces, solucionando (7.270) y (7.271) para (2 )QSSQQ

y (2)¢/(I?, se encuentra;
0

P’Q) + H(H)AP(Q) + Q?m

@) = 7.272
¢§72k0 27 G (0) ¢’§(é I) ! ( )
/ II - ~
(2)%(,2;;‘1 = loPb +doPe + W, (7.273)
) (n 2q2(I1) 72 (0) ¢(Ié) B 9 (n
siendo l(o) m <6H W) , Q(O) = m <8| |k50| | + 27‘[ A +
o(I1 2q2U1) 12 (0)¢<H)H 114 5 5 2a2(11)m2 (0)¢(11)Q(1>
47‘[ ( )A + 0>¢/(11) > W(l) 47TG(0)¢ (11) (S (0)¢/<H) )

Por tltimo sustituyendo (7.272) y (7.273) en (7.269) se encuentra;

a2 2 (0)¢gé)

(0) ¢’£(éf)

Pl + [ @+ AHID — 270G O D) + Py,

4 - , /
+ §||k‘o||2(1 —A) +HID A 4 (H (n 27—[(“”)2).4 _ 27TG(0)¢5%1)§(0)

¢ H)fH H
¢(H)

2D 2 (0)¢215)Q%1)

(O)gﬁ;(él)

Py = 21G O SDW?, —
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en donde 2%1) ha sido definido como;

- 4 1 /
) = WfoH2<—§B+ S >+HH)B' AHD Py Py + Py Py — §(P(/1>)2+<H(H)
(I1)2 2 o (1) ' (11) 72 ) (D)
+2H12) (~2P) + B) — 27 G{ ( qsg’go) [ ol ¢§k0>
1\ ?
a2([1)m2< (1)¢2,E0)> } (7.275)

Nota: Al igual que en (7.255), de todas las cantidades que se determinan a segundo or-
den en €, en (7.274) solo intervienen Py junto con su primera y segunda derivada, las demds
cantidades que conforman esta ecuacion son cantidades que se determinaron a orden cero y
lineal en €.

Evaluando (7.272) y (7.273) en n = 7. y solucionando para Fz)(1.) y Py (1) se encuen-
tra;

o) (1) 227G D" @O0 (ne) — QR ()] = P 3 (ne) + W (ne)
l(O)(UC)%( )(nc)’A(nc) - (.7(0) (770) ’

Proy(ne) =

(7.276)

Loy (ne) HID (ne) A(ne) — G0y ()

Entonces dado los datos iniciales (2)¢é 2]1 (n.) v Po g(%) (n.), se calculan las condiciones
iniciales P2)(n:) ¥ Py (1) a través de las ecuaciones (7.276) y (7.277), con las cuales se
determinard una solucién tnica de (7.274).

Posteriormente evaluando (7.116) en 7, se encuentra;

§Ou I () = (Pu () =0,
000U () = 46DuE (o) Py (ne) + 6O0 (00)[0.5(3 Pay () + Fray ()

k k
—6P(21)<77c)]7
(BP0 () = 460D ()" Py (1) + 60 (o) [1.5 Py (ne) + 0.5F ) (1)
6P(21)(770)]7

(7.278)

donde sustituyendo Fz)(1.) de (7.276), Py (n.) de (7.277), y para F(s)(n.) se usaré (7.264)

Dol () v 6P

(2)¢2121k () y (2)¢;(é% (n.). Ahora trabajaremos con la tercera ecuacién (7.150) y su derivada

evaluada en 7, se obtiene 4 n.) en funcién de los datos iniciales

con respecto al tiempo conforme,

HID (0e) A(ne) (D6 57 (1) = W ()] = oy (027G V5" @) (ne) — Q2 ()

(7.277)
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17 17 (I ~(IT)x 17 17 IT)—~\x (I1)*
132 @gl) () = §OGDElN L 16Ol g2 5@+ (0@,
(7.279)

3/2 (2) /(1) _ 50 ’(H) (1) o UD* D 2| 5(2), (ID)+ (1) @)y ’(H (1)«
L ¢g 2k0( n =9 5 2),2kg + 6 Y 9k, é(2),_2;;0 +e [5 Yo 5(0)0 + (6 ) f(o }
(7.280)

evaluando las dos tultimas ecuaciones en n = 7, y sustituyendo los datos iniciales (2)¢é 2’1 (Me)
y (2)¢;(2 k) (1), junto con los resultados encontrados en (7.278) para 6 (H)Jr(nc), 5(2)0011) (M),

4] (2)U0(11)+( e) y 63 (H (n.), finalmente se encuentra un sistema de dos ecuaciones lineales

algebraicas con dos 1ncogn1tas £ (2)1 )2 Y 5((2[)[ )—*2130’ dado por;
3/2(2) 4(I1) _ <(0),,D) (1 (0), I (I1)*
L ¢£ 2k’ ( ) - 5 UzEO (770)6( ) + 5 (T,C)g( ) 2EO +
+ & [5<2>vé”>+<nc>sé”> + <5<2 W mEy] sy
3/2(2) /(1) _ s(0), (1) (1) (0) (H (H
L ¢E Zk‘ ( ) - 5 UQEO (770)5(2)72’;,’0 + 6 U ( )5 2]90 +
"(I1 II (I1 (II)%
+ & [5%0( >+<nc)5(<0)})+(5<2> - )(C)g(o)}o}, (7.282)
II)*

de donde podemos despejar § (2) 2k y 5 como funcion de los datos iniciales (z)gzﬁég% (M)
s<R0

—2ko’
(2) ' )

(IT) (IT) (2) 1) (2) "(IT) (ID)= D)= (2) 1) (2) 4/ (1)
g( )Qko g 2k‘ ( ¢£’2E0 (n6>7 ¢£72E0 (T]C))7 5(2),72]20 - 6(2)772];0( (bg 2k0< ) ¢£ 2]60 (776))

0

7.1.3. El empalme en la hipersuperficie de colapso

Suponiendo que en cierta hipersuperficie de Cauchy n = 7. el estado [¢()) € HY)| para
el cual el tnico modo k excitado es el modo k = 0, con todos los demés modos k # 0 en
sus correspondientes estados base (estados base de un oscilador arménico), experimenta un
colapso auto-inducido de tal forma que en general el estado post-colapso podria tener los
modos k # 0 al igual que los modos k = 0 excitados.

Para lo que sigue definiremos el estado |C;2a> € HY como el estado post-colapso al es-

tado [£)) € HY). Desde capitulos previos (capitulos 4 y 6) la transicién de [£()) a |C§2a)
la hemos venido denotando como;

1€D) = ¢S (7.283)

~

cabe sefialar que en general el conjunto {GY)(x), o) (x), 7D (), |§gum> € HD}, a diferencia
del Conjunto {GD(x), oD (), 7D (), ]¢D) € HDY}, no representa una SSC-I. Dado que el

estado |C p tiene més modos excitados que |¢()) en general se cumple que;

’LLZCL>
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(€N, 60 (@), (@), 7D (@)]|ED) # (el 7167 (@), 61 (), 70 (@)][¢Sha)
y puesto que: G,*[G1)] = 872G (€D|T,7[GD (), oD (), 7D ()]|¢D) se concluye;

v I 2% n ~ I
G [GW) # 87G (Gl T, 16 (), (@), 71 (@)] |G- (7.284)
Sin embargo, para el caso en que el estado post-colapso [C éﬁa> c H) | al igual que el estado
1€y € HID | s6lo tenga los modos {0, nlgo}nez excitados, entonces en la hipersuperficie de

colapso n = 7, relacionaremos |C;i)m> con |£UD) a través de;

(DT, 16D (@), 6D (@), 7D (@)]| ¢ e

("NT,16"0 (), o0 (), 710 (@)]|€M) =

(7.285)
a la cual denominaremos condiciéon de juntura o de empalme.
Por otro lado, con base a lo mencionado sobre el estado post-colapso escribiremos,
() _ () () (€] (1) (€3] () €]
€0 = 0 )@y oD )@ ¢ @ Dy 21D ) @ I¢h)
(1) () ) (1) ()
2l @1¢D) @ ¢ © [¢D).. @ o).
. I AT 1
siendo [¢t) = F(¢Pal"hol"),
(7.286)

con todos los demds modos & distintos de nEo y n/gl con n € 7Z, en sus correspondientes
estados base.

Nota : Dado que hemos mostrado que las configuraciones en estudio, con tinicamente los
modos excitados k € {0, pEO, qu, (pEo + qu)}p7qu, s6lo son consistentes cuando k; = sko
con s € Z. Entonces, en (7.286) hemos caido en una redundancia al escribir los modos
nky. Sin embargo lo seguiremos escribiendo debido a que k1 caracteriza las perturbaciones
tensoriales (7.79) las cuales se manifiestan, o contribuyen, a partir del segundo orden en e.
Ademads, porque en general k= 3120 es un modo distinto a los modos {0, j:lgo, j:QEO} que
hasta segundo orden en ¢ caracterizan las perturbaciones escalares.

Por otro lado, al igual” como se encontré (7.149) se calcula <Cg(2a|q§(1)(sc)\§£52a>, para lo
cual se encuentra;

"El procedimiento es andlogo pero en lugar de usar ul(zn)(w) dado por (7.81) se usard ug)(w) dado por

k
(7.46).
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00 (@) = (Guald? (@) Cur)
= o + { |60 e + 0 et

() ik %
+ qug kl( n)er 4 } —|—c.c},

Q
o

(7.287)
en donde las funciones auxiliares ¢EI)O(17), oD (n) oD (n),... corresponden a;
9 Cg-ko Cg-mko
LPedym) = v + e
3/2 (1) _ () ()= ()%
L ngq ko(??) = Y (U)C,;O RS (U)C_,;O
3/2 _ D () ()= (1)*
L % szW = o,z (MG, + 0,0 (M
3/2 ,(I) _ 0 (I )
L0, 5 () o e+ _nk( me
3/2 (1) _ D (1) (D) ~(1)*
L ¢<g k1<77) = Y (n) i +U7,;1<7,;1 (n)
3/2 _ I (I) (Dx ()=
Lo 2,ﬂ(n) = ,; (n)C% + v r Cor (M)
I I I )«
L0 ) = o2 + ol et
(7.288)

Ahora, al igual que para los niimeros {5 }nez, asumiremos que los nimeros {C }neZ pue-

n+2
(n), nko e C(n—‘,—2 .nko

"+4C (nt4) nko—i— . (por lo cual Co = C((o),o + €2C((2[)70 + 54(’8)’0 +,...). Entonces, hasta orden

cero en ¢ las inicas ecuaciones no nulas que se derivan de la condicién de juntura (7.285)
son; ((00T;1(ne)) V)¢, = (0O (ne)) D), v ((6OTi (1)) V)¢, = (00T (ne)!D)e, las

cuales respectivamente se reducen a;

den ser escritos como series de potencias en ¢ de la forma; C D — ”C

4o I
(Vg 0)* +aPm* (Vg%

= [(Vp ") + a D22 (V6D

Y

Ne
(7.289)
I (11 11
(V) —aPm*(Oo)?)| =[(Vogs”)? = aDmA ()|
(7.290)
El sistema de ecuaciones anterior tiene como solucién; (© ¢C N2 = ((D)gzﬁgéf) (ne))?, vy

a(1)2(170)((0)¢g30(77 N2 = aD%(n)(V¢ H)( ne))?. Ahora, asumiendo que el factor de escala no
presenta ningiin salto en la hipersuperficie de colapso: a'”(n,) = a''")(n.), como tampoco
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en los signos respectivos de los valores de expectaciéon, entonces bajo tales requerimientos se
obtiene que;

1 11 "I (11
Oglme) = Ol o), v Do) = Dol (o). (7.291)

Ahora procederemos a discutir el empalme en n = 7. a primer orden en . A este or-
den las unicas ecuaciones no nulas que se derivan de la condicién de juntura (7.285) son;

(0T, 710, 2) D, = (DT, 7)), (60T (e ) D), = (6T, 1)),

(OO (e, 7) D), = (GO T, D) e,y (GO 7)) D, = (0VT (e, 7)),
dichas ecuaciones se reducen respectivamente a;

"1 "I 1 1
(0)¢CE],2)<770) (1)(?;5,7),;0 (me) + a(1)2(77c>m2 (0)¢ég?0(776) (1)¢ég?,go (7c)

(11 11 11 11 11
= O me) Vo D) = [V6gs” () PPy (ne) + a2 (meym® Qo (m) Vol e,
(7.292)

"1 I "(I1 11
oo Vol () = Qols” (m) VolL (o), (7.293)

"1 "1 I I
Do) Do ) = a P (nm® Ol m) Vol (ne)

"(II "Ir "Ir 17 I7
= D60 () Mo ) = [V0ds” (ne) ' Pry(ne) — a"(me)m® Ogd (ne) Ve (o).

(7.294)
Haciendo uso de la ecuacién (7.293) junto con el resultado (7.291), se encuentra que,
(1) 4 (1) _ (U
¢Cg,130 (1) ¢§,E0 (7c)- (7.295)

El siguiente paso consiste en sumar las ecuaciones (7.292) y (7.294), de lo cual se obtiene;

(I (I (11 "Ir "Ir
Ooiam) Dol ) = Vo ) Do) = [V (o) PPy, (7.206)

usando nuevamente el resultado (7.291) sobre la anterior ecuacién, encontramos que puede
ser simplificada hasta obtener;

"(IT (1 "(IT
Do) = Do m) = o 1) Py (me)- (7.297)

Ahora, imponiendo que en la hipersuperficie de colapso 1 = 7. los potenciales Newtonianos
®W (., Z), ¥ (n,, ¥) son nulos, se obtiene;

Puy(ne) = 0, (7.298)

lo cual aplicado sobre (7.297), permite encontrar;

WD () = DDy, (7.299)

<g7k0
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Por 1ltimo, evaluando (7.173) 6 (7.174) en 7. y despejando para P, (1.), llegamos a;

Ply(ne) = 4G 0o (ne) Vol (n) # 0. (7.300)

Manifestando que F(; () a diferencia de F(1)(n) no es nulo sobre la hipersuperficie de colapso
1 = 7. De haber sido ast: (esto es si P;,(n.) = 0) la solucién tnica de la ecuacién (7.176)
que satisface las condiciones iniciales F1)(n.) = F(;,(n:) = 0 serfa F1)(n) = 0, y entonces
hasta primer orden en ¢ la métrica en la SSC-II, al igual que la métrica en la SSC-I, descri-
biria un universo espacialmente homogéneo e isotrépico antitesis de lo que deseamos describir.

Para finalizar, consideraremos el empalme en n = 7. a segundo orden en . A este or-
den las tunicas ecuaciones no nulas que se derivan de la condicién de juntura (7.285) son;

(6O, (0, D)D), = (OPT) (1, D) D)e, (BT (0e, T) D), = (6T (me, ) D),
(ODT (e, @) D), = (DT, D) MD)e vy (OPT (e, ) P)g, = (6T} (ne, ) e,

las cuales conducen respectivamente a;

V68001 D68 (e, ) + (V6 (e, 7)) 4+ 0 V6D (10, 7)0 Do (ne, 7)
+a2(1)(n> 2(0)¢(1)( )(2)9258)(% 7) + a*D(n)m ((1)¢(1>(% 7))?
= O 0e) @61 (ne, ) = 40057 () ) (e ) Db (e, )
(000" () (@) (e, 8)) = (Vo0 (1)@ (00 7) + (V" (e, )7
+0; Vo (e, )0 VoD (ne, #) + 20D (ne)m? O (n.) Dol (o1, 7)
2D (2 (D ¢(H)(77caf))2a (7.301)

o0 o Dol (e, 7) + 209" (ne, 1) 0 Vo) <nc, >

:(O)Qsé (1), (2)¢U)( )+2()¢(11)< . )0 ) ¢€ (nm@
+400 5" ) iy (m)a Ve (e, 7). (7.302)

0 ()0 D (ne, 7) + 20 (ne, 7) 0, Vol (e, T)
:<>¢§é”< )0 Do (e, ) + 200 (0., ) 0, Vel (e, T)
~40 8D () @1y ()9 Vol (e, 7), (7.303)

O 1) D6 (1, @) + (VoD (0, ©))? — 8, D (1, )0 DD (1, )
2”)( m? Qo (ne) Do (e, 7) — D (n)m? (Vo (e, 7))?
O o0 () @ @” (e, 7) — 4050 ()@ 1) (e, T) Vo (e, 7)
<<°>¢§,0 ") (@) (e, T))* = (Vpe” (1)) (e, 7) + (Vo™ (e, 7))
~0, W6 (e, 2)0" V! (5, @) — @D (e )ym? Qs () Dol (e, )
—a® M (n)m? (Ve (ne, )2, (7.304)
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Usando los resultados (7.295), (7.298) y (7.299), sobre el anterior sistema de ecuaciones se
encuentra;

¢ (I)( )(2)¢’C(gl) (1, @) + aQ(I)(n ym 2 (0)¢(I) (7e) (2)¢g)(7767f)
(I1) "1 - (I1) -
¢5,0 (770) (2)¢§( )(776: T) — (( ¢§,0 (770)) D 2) (e, T)

+ @D (mm* QoL (ne) Do (e, ), (7.305)
gbm( ) 1(2)¢g)(nc’f) _ (0)¢5(,é1)(77c)al (2)¢§H)(77C7f)7 (7.306)

’ I 12 I s I [ —
O 1) D6 (e, ©) — a®D (ne)m? Q6D () P oD (1., )
en "II R en R
= 0601 Do (0., 7) — (V" (1))2@ o) (1., T)
— @™ (ym? Oty (ne) Do (e, 7). (7.307)

Utilizando (7.291) sobre la ecuacién (7.306) se consigue;

926 (e, 7) = 9P (0., ), (7.308)

mientras que tomando la diferencia entre las ecuaciones (7.305) y (7.307), sobre la cual luego
de usar a®¥)(n.) = a1 (n,) junto con (7.291) se encuentra;

@6 (e, ) = Do (., 7). (7.300)

Por otra parte, dada la forma de las funciones auxiliares (2)gbg) (Ne, ©) y (Q)Qbén)(nc, 7), las
cuales vienen dadas respectivamente por (7.287) y (7.149), podemos ver que la condicién
(7.309) es mucho més restrictiva que (7.308). Ahora usaremos (7.149) junto con (7.287) para
expandir (7.309) procedimiento del cual se encuentra la ecuacion;

11 17 ’L'ﬂ T I I ia .7
DD () + [P0 (1)e 7 1 e.c] = Do) + [ Do) ) 7 4 ..
(7.310)

Usando sobre la anterior ecuacién el hecho de que las funciones {1, e*?*%} son linealmente
independientes, se encuentra que;

Do) = Pogg’(n), Dol (m) = Do) (ne)- (7.311)

Por otro lado, tomando la suma entre las ecuaciones (7.305) y (7.307), se obtiene;

(D887 1)2@ (2 (e, T) = Q5" () Do (e, 7) — O M (0) Do D (e, ),
(7.312)

usando (7.291) sobre la anterior ecuacién, se obtiene;
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55 (0e) Doy (e 7) = P (e, 7) — Do D (1, 7). (7.313)

Asumiendo que el potencial ®5)(7, Z) es nulo sobre la hipersuperficie n = 7., esto es;
®2)(1, @) = 0 el cual segin (7.77) implica que:  a)(n.) = Fioy(n.) = 0. (7.314)

Ahora de igual forma como se procedié con (7.309), usaremos (7.149) junto con (7.287) para
expandir (7.313), lo cual luego de usar la independencia lineal de las funciones {1, et?#o#}

se encuentra;

Do (1) = Do pne), (7.315)
@5 () ) — @0
ey 1) = 0, o (1), (7.316)

Por otro lado, partiendo de la condicién Fi)(n.) = 0 extraeremos las condiciones P)(n.) y

)
bk,
ciéon de movimiento para Py(n).

Py (1), en funcién de (n.), con las que se determinara la solucién tnica de la ecua-

No obstante, dado a que anteriormente en (7.255) y (7.274) se encontraron respectiva-
mente las ecuaciones de movimiento de P (n) para la situacién (1) subcaso (A)
y subcaso (B), deberemos trabajar por separado cada uno de estos subcasos. Enton-
ces para la situacién (1) subcaso (A) segin (7.250) se tiene que Pg)(n) — Fio)(n) =

2
3P(2)( )+ 27TG< gb )(nc)> , la cual una vez evaluada en n = 7. y teniendo en cuenta que

Fi2)(n.) = 0 junto con P( y(ne) = 0 de (7.298), se encuentra que,

2
Py (ne) = 27TG((”¢S,§3 (m)) : (7.317)

Ahora, sustituyendo los anteriores resultados en la condicién que se obtiene al evaluar (7.247)
en 7 = 7. se consigue;

Ply(ne) = 22G{ 06" () @00 (n) + V6D (n) Dol D(n) ). (7.318)

Entonces, una vez que (2)¢212;

y (7.318), con las que se determinard una solucién particular Py(n) de (7.255), quedaran
especificadas.

(n.) haya sido especificado, las condiciones iniciales (7.317)

De forma andloga, a lo que corresponde a la situacién (1) subcaso (B) segin (7.264) se
tiene que, F(o)(n) = A(n)P2)(n) + B(n), luego de evaluar la anterior ecuaciéon en n = 7, y
considerando (7.314), se encuentra,

B(e)
Py (1) = — . 7.319
Finalmente evaluando (7.267) en 7 = 7. y teniendo en cuenta los resultados P(n.) =

Fiay(ne) = 0, se encuentra que;
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Ply(ne) = QWG{ 0D () (2)452{2[;1 () + <1>¢< )(nc) <>¢§{§j<m>}- (7.320)

Entonces, una vez se haya especificado (2)¢212%0 (n.) las condiciones iniciales (7.319) y (7.320),
con las que se determinara una solucién particular Pg)(n) de (7.274), quedaran especificadas.

Por tltimo, tanto como para la situacién (1) subcaso (A) como para la situacién (1)
subcaso (B), las ecuaciones de movimiento de las funciones auxiliares @ hr(n), @ Hr(n),
@hr(n) y @Hp(n) o bien corresponden a ecuaciones de movimiento sin fuentes {p. ej. las
ecuaciones (7.226), (7.227) y (7.239)}, 6 con fuentes {p. €j. (7.238) y (7.242)} en donde las
fuentes corresponden a combinaciones lineales de Py(n), F(o)(n) ¥y P(1)< ). Entonces una
vez encontradas las soluciones particulares para Pqy(n), Po)(n) v Fl2)(n) que se ajustan
a las condiciones en 1 = 7., se procedera a realizar las sustituciones correspondientes en
las ecuaciones de movimiento de las funciones P hr(n), @ Hy(n), Ph(n) y @ Hy(n) y con
esto conseguir escribirlas como ecuaciones dindmicas no acopladas para ?hr(n), @ Hp(n),
@hp(n) y @ Hg(n). Sin embargo, como se mostré anteriormente, hasta segundo orden ¢ no
aparecen ecuaciones de restriccién que puedan servir para imponer condiciones en 1 = 7, a
las funciones P hr(n), @ Hy(n), @hr(n) y @ Hy(n) y sus primeras derivadas con respecto a
7. De esta forma hasta este orden en la perturbacién s6lo se podra calcular las soluciones
generales para las funciones P hy(n), @ Hr(n), Php(n) y @ Hp(n).

No obstante, independientemente de que subcaso se este analizando, segin (7.298), (7.300),
(7.315), (7.316), (7.317), (7.318), (7.319) y (7.320), para finalizar el problema hasta se-

gundo orden en la perturbacién faltaria dar los valores iniciales (1)¢él),; (ne) = (1)¢(H) (M),
0
(I (1T I 11
W 1 (ne) = Dl me), Py = Pogg’(n), Do) = @ols” (no), %g gk (ne) =
11 (1 1)
(2)¢é 2k (770) y (2)¢C€]7)2E0 (770) (2)¢§(2k (UC)

A primer orden en e surgen las ecuaciones (7.298) y (7.300), en la cual intervienen los
W (ne)
g () a través de las relaciones VD () = D6 (1) y V() = 0 )¢ ) ) ()
1mpuestas por la condicién de empalme (7 285) a primer orden en la perturbamon De (7 62)

1) () (1) 4 (D)
podemos ver que los valores <Z5£7,go(77c) y 9%;20(

datos iniciales: (1)¢(11)< ) Y m(bl(m( .), los cuales se relacionan con los datos (1)¢

n.) calculados en el estado pre-colapso

1D por homogeneidad e isotropia son idénticamente nulos: mqﬁé% (n.) = Wo ;Q (ne) = 0.
sRO

(I1)

&,ko

1 11 11 1) 1) 1 1 ID—, \\so(IT)x

132060 () = 60D (D 4500 ()0 e [§0uF e+ 6Vl D () ey

el cual combinado con las ecuaciones (7.82), (7.90) y (7.91), las cuales vienen dadas por;

Por otra parte, usando la segunda ecuacién (7.150) para encontrar (V¢ "-'(n), obtenemos;
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5(0)0;(11) + 27—[(11)5(0)1};[” + (k* + a2(H)m2)(5(O)UI%H) =0, (7.321)

5y, UDT 4 994D 51, (D) <k2 + a2y, )5(1)U(§ID+ _ 2<5<0>v(’)’(11>

+2H 05O ) Py + 208 Payd Ol — 4Py, 500 = o, (7.322)

5y D= 4 994UD 51, (1= <k2+a (D), )5(1)1,611)—_2(5(0)7):)/(11)

+2H DO (H)>P(1) + 2k2 Payd Vi) — 4P, 6@0 ™ = 0. (7.323)

se encuentra que mgbé[é) (n) satisface la siguiente ecuacién de movimiento;
0

)

(11 (11 1)
Mg S, )(77) 4 oy UD) (1)(/55(,130)( )+ (k2+a (IT) )(1)(/5(

€.Fo . ko( n) = VF (), (7.324)

en donde la funcién (1)}",;0 (n) se encuentra definida como;

WF, = el [2<5<o>vg<m +2H(H)5(0)v£)(11)) Py — 2k2600 By,
+ 4600 D Py | 2y 2600 1 4 20060007 By,
— 2088000 Py + 4600 P
(7.325)

Cabe notar, que a pesar de que la ecuacién de movimiento (7.324) es una ecuacién no ho-

mogénea, entonces suponiendo que los datos iniciales son: mgbélg) (ne) = (1)¢;(£.I)(nc) =0,
PL0) PL0)
de (7.298) y (7.300) se obtendria que F1)(n.) = I;,(1.) = 0. Ahora, dado que para la situa-
cién (1) subcaso (A) como para la situacién (1) subcaso (B) la ecuacién de movimiento
de P1)(n) es homogénea, entonces bajo las condiciones iniciales sefialadas aqui se obtiene
para ambos subcasos (A) y (B) que Pu)(n) = 0 implicando (1).7-",;0 (n) = 0, y entonces la
solucién de (7.324) seria (1)¢g]§)(7]) = (. Para esta suposicién se concluirfa que hasta primer
sRO

orden en la perturbacion el espacio-tiempo de fondo descrito en la SSC-II es espacialmente
homogéneo e ispotrépico.

Consecuentemente, como se pretende que GU)(x) represente una métrica que describa a
. . . , . I
un espacio-tiempo espacialmente 1nhomogeneo se requiere que el estado post-colapso |¢ g(u)m)

I 1 I (I1)
sea tal que: (1)q§§g?];0(770) = (1)¢é,l€3 (n.) #0, 6 ( (b( ( )= )¢§k (1) # 0.

Para lo que resta, prescindiendo de la fisica que permita describir (el colapso auto-
inducido) la transicién del estado [€()) al |Cg(2a), asumiremos que el estado post-colapso es
elegido estocéasticamente, guiado por las incertidumbres cuanticas de los operadores ¢,(;I) (M)

tomadas en el estado pre-colapso |£()).
Entonces al igual que en capitulos previos, asumiremos que el colapso auto-inducido es
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. , . . A1

en cierto modo anslogo a una medicién imprecisa de los operadores® (25]% )(77), y dado que se
tratan de operadores no hermiticos el primer paso sera escribirlos como una combinacion
lineal de operadores hermiticos. Entonces partiendo de la definicién,

o (n) = v (mag + 00y ()l (7:326)
definiendo” &]%I)R = \%(&Ig) + d(_l%), &’%I) = _—;(A]g) — (I]%) junto con;
o™ ) = % [ a4 o al ] (7.328)
la ecuacién (7.326) podra ser escrita como,
6L (m) = o () + 10 (). (7.329)

I)RI(

De (7.328) vemos que los operadores ¢ n) son hermiticos ya que,

(DR, 1 D I I ~(DR,I (DRI IR,
G ) = 2 ol o a | = 0 () = SO ()

V2 LR % i
Nota: antes del colapso auto-inducido del estado cuantico correspondiente al modo lg(] se
tiene que: MoV () = (¢D|GID ™ ()[D) = 0, (valido para n < n.).
Ahora, introduciremos la hipdtesis de colapso auto-inducido, la cual establece que en la
hipersuperficie de colapso 1 = 7. el estado |¢(D)) se colapsa al estado Kg > siendo el estado
el estado post-colapso K(SI)> tal que;

WD () = ((PIBD™ 1) = 2\ JEDIAGD (1) 216D

1
£ \@ g, (n:)]- (7.330)

Entonces conociendo (1)¢(I)RI(77¢) el ntimero (M gzﬁ( ) (nc) = (1)gz§élé)(nc) puede ser encontrado
sR0

con ayuda de (7.329), de la 81gu1ente forma;

Do () = VoL (n) +i Vol (ne) = (o +ia \f [vg, (ne)| (7.331)

(1T
&.ko
(7.178) junto con (7.298), esto significa solucionar la ecuacién;

mientras que (1)¢/g(gj7)1€0 (n.) = Mo )(770) serd determinado a través de la primera ecuacién

8Partiendo de los operadores qgl(z (n, %), gi)( il (1, %) definidos en (7.19), se define ¢(1)( ), QBI%I)T(U) como;

30 (Dt
(T 7 77) ik (T ¢" (77) 774-“,5
o) (@) = ™7, @) = Eape

9Las relaciones de conmutacién no nulas entre los operadores a](; (I)I , son;
(DR (DR A(DT AT
@, a0 = (0 g + 05 g 07,08 = (Gr g - 0z g, (7.327)

distintas a las relaciones de conmutacién estandar.
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Piy(Vol D (ne), Mo ) (ne)) = 0.

De lo anterior finalmente se obtiene <;§ I (nc) como funcién de (1)¢(H (n.) dado por (7.331).

Con esto completamos los datos 1n101ales requerldos para la construcmon hasta primer orden
en la perturbacion de la SSC-II y su empalme con la SSC-I.

A segundo orden en ¢ se presentan las ecuaciones (7.217), (7.222), (7.317), (7.318), (7.319)
7390 1 les intervi (2) (1) ) = (2) () (1) (2) /(1) _ (2)¢’(1)( )
y ( ), en las cuales intervienen 9 o (. Ge,0(ne), Pdey (M) cp.0(7e)s
(2) (IT) (2) () (2) g (1) _ @40
¢f 2]{: ( ) ¢<— 2k’ ( ) ¢E 2]{: ( ) - ¢<g72];0<776)'
Los datos iniciales Q)gbg?o(nc) gbc 0(770) pueden ser expresados con ayuda de la primera
relacién presente en (7.288). Se trata de la ecuacién,

I I I
L0 () = o ()" + e,

la cual dado que Cél) = C((é)),o + EQC((QI))’O + 54C(4)’0+, ... se concluye que;

L2 @60 ) = (o ()¢lhy + ec). (7.332)
"I "I
L¥2@¢ 1) = (“0( "¢ + C-C>- (7.333)
Por otra parte, teniendo en cuenta la condicién ¢ H)( ) = (2)¢g?0(77c) derivada de la

condicién de juntura vemos que (2)¢g01 ) (n.) quedara determinado una vez que se haya deter-
minado (2)¢g?0(nc). Posteriormente trabajando con (7.217) evaluada en 1 = 7., teniendo en

cuenta que a(2)(n.) = 0, podemos determinar a,(n.) a partir de (2)gz$g0[ ) (ne), esto es;

dloy(ne) = 27G Vo 5" (ne) DLy (). (7.334)

Mientras que sustituyendo en (7.222) evaluada en 1 = 7., podemos encontrar (2)(15,5(,([)[)(7%)

120 GH () V55" (1) P 0L () + 617 () :“G{ e () 0o )
#2160 + O mm? (Vo) Do + 21 Vo (ol

2
+2[[ ol 2| Vg () } (7:359)

Ahora trabajaremos con la primera ecuacién de (7.150) y su derivada con respecto al tiempo
conforme, ambas ecuaciones evaluadas en n = 7.. De lo anterior se encuentra;

I 1 11 11 11 )= "
L2 Peld ) = {Ué (mEayp + 0 ()€ 0 + [5(1)”1(20) (%7,

II II
L5y )+(77c)5<(1>,)_130] } tee, (7.336)

11 11 11 11 "(IT)— 11
2 Aol ) = {u ey + 0 gy + <[00 g

0D ()0 0]}+c.c. (7.337)
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Las condiciones en n = 7. dadas por (7.100), (7.132) = (7.139), combindndolas con las
condiciones P1)(7.) = 0 de la ecuacion (7.298), y a(2)(n.) = 0 de la ecuacién (7.314), conducen

a: 5(1)11;;”[&(776) = (5(1)01(;[&(778) = 9(()11) (n.) = 6(/](1[) (n.) = 0, dicho resultado permiten reducir
las condiciones (7.336) y (7.337) a las expresiones;

13/2 (2)¢§fé)(m) _ vé”)(n)ﬁgf,% + c.c, (7.338)

13/2 (2)%%1)(7%) _— (I1) (77)5((;)1)0 +ce. (7.339)

Cualquiera de estas dos condiciones (7.338) 6 (7.339) puede ser usada como ecuacion alge-

braica de donde encontraremos 5(2))0 como funcién del dato inicial 2 aﬁg’o (n.) en caso de usar

la ecuacién (7.338), o como funcién de (2)¢/§%I) (ne) en caso de usar la ecuacién (7.339). Cabe

mencionar que por continuidad de las funciones: (2)¢(H) () y v(()H) (n), las ecuaciones (7.338)

y (7.339) dardn resultados compatibles para S((QI)[ o- Entonces, de manera analoga como se
procedi6 a primer orden en la perturbacion asumiremos que,

DGO () = @ (DI (I = oy O][A) (m)RI00). (7.340)

g-

Por lo cual la condicién inicial (2)(;5220(770) = gbgg ) (n.) vendra dada por;

@D () = DDl () + @0 () = (2 + i)y (0D [AGD ()PI0D).  (7.341)

Ahora, tnicamente faltarfa por determinar los datos iniciales )¢é % M) = (2)¢21)2E (ne) v
g:,4R0

(2) 4 (I1) (2) "(I) . .
qbf o ( ) = ¢cg,2130 (nc), los cuales intervienen en (7.320).

Segun la tercera ecuacién (7.288), la cantidad (2)¢21)21€ (n) viene dada por;
gH,<R0
3/2 (2) 4 (1) _ (D () (I)* (I)*
L7500 o, (1) = 0o (1€ g0 o5, 0705 (Do) oz,

Dicha cantidad quedara determinada una vez sean dados los nimeros C((zl)) i ¥ C((zl)) i oi 108
s4R0 y—4k0

cuales surgen a segundo orden en €.

Por otro lado, segin los resultados (Q)QSEI)QE (n.) = (2)¢é[21fi'0 (M), v (2)¢;(I)2E0(nc) = @ S(éi)( )
g,4r0 ) 9>

derivados de la condicién de juntura a orden €2, se debe calcular la contribucién a segundo
orden de la tercera ecuacién (7.150) evaluada en n = 7., e igual para su primera derivada
con respecto al tiempo conforme, estos niimeros son respectivamente: Para la situacién (1)

subcaso (A),

1,3/2(2) ¢(1 I)

G ) = 8O ;;J(n )5“” 0O (e

(2),2k (2),—~2F0
11 II)— s ~(11)*
+ 26D el + (BBl ey (7:342)

(1) 11 11 IT)* IT)*
BROoEE ) = 5<°>v2%3<m>fé2>;,;0+6< e ) o

§2k
l 1 1 )%
+ & [5(2)%( * ()€lD) + (5(2>U0< ) (nc)) 550),)0 } (7.343)
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Mientras que para la situacién (1) subcaso (B),

1,3/2 (2)¢(H)

17 11 17)x 11)x*
o, (1) = 0O + 8 (g,

2ko (2),2ko —2kqo (2),—2ko

22|80 ey + 0P ) gy | (7.804)

)

1322y )

"(II 11 (I« I11)*
) = 0O + 00 D (gl

2ko (2), —2ko (2),—2ko

+ &2 [5(2)@0(11)+(%)§(())0 (50 () €0 } (7.345)

Vemos que aca intervienen las contribuciones a segundo orden 5 2) 2 i & (H)Z *k , {0 (Q)U(I)(H) +(77¢)
y 6@u, "7 (n,) para la situacién (1) subcaso (A) }, mientras que {5(2)15;)(HH(770) y

5(2)66(11)_(770) para la situacién (1) subcaso (B)}.

Los niimeros (5(2)U(I)(HH(776) y 5(2)1);)(11)7(770) se consiguen evaluando en 1 = 7. (7.133) para la
situacién (1) subcaso (A), mientras que para la situacién (1) subcaso (B) evaluando
(7.140), y para ambos casos teniendo en cuenta las condiciones (7.298) y (7.314) se obtiene;

5(2) (H)+(

3
n) = 800 () = S5O ) Py (),

2
II)— ~(II)— 3 17 *
o) = 05 () = 5800 (1) Py (),
"I+ (114
6Pl = 655w =o.

(7.346)

En este punto debemos separar situacién (1) subcaso (A), de la situacién (1) subcaso
(B). Entonces para la situacién (1) subcaso (A) segin (7.317) se tiene que Po)(1.) =

2
QWG((l)gb(II)(nC)) , mientras que para la situacién (1) subcaso (B) de (7.319) se tiene,

Poy(ne) = f‘(("‘) Por lo tanto se concluye que para ambas situaciones los nimeros (7.346)

estan completamente determinados.

Continuando con la construccién hasta segundo orden en la perturbacién faltaria por espe-

cificar los nimeros ( @0 ¢ (D% os cuales determinan el estado post-colapso [¢)) hasta
(2),2k0 7 >(2),—2ko

segundo orden en ¢.

Entonces, de manera analogia como se procedié a primer orden en la perturbacion, asu-
miremos que;

DRI, \ _ DRI 0
DR () = O (DR )G = 21O AFD (PI0) = 274 L o)
(7.347)
La diferencia con respecto a (7.330) es que (7.347) contribuye a partir del segundo orden en
la perturbacion.
. DRI
Entonces, una vez conocido (2)gbég?2% (M), segin (7.329), el nimero (Q)Qbé )%0( ) (z)gbé 2]1 (M)

vendra dado por;
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1
I) . nI .
(2)¢é 2ko( Ne) = (2)¢é )% (ne) + 2(2)¢é )% (1e) = 5130 + zarggo)\/;|1)2,go(nc)|. (7.348)

Por tltimo, solucionando el sistema (7.257)-(7.317) cuando se trate de la situacién (1)
subcaso (A), o el sistema (7.276)-(7.319) cuando se trate de la situacién (1) subcaso

B), entonces en ambos casos respectivamente podemos despejar ?) un ), en funcién
€2k
y4R0

de (2)9252[21% (ne), lo cual con ayuda de la condicién de juntura (7.311) y (7.315), puede ser
y4 R0

traducido a (2)(;5;_(1)2
Entonces habiendo dado los datos, (O)QSEIOI) (ne), (0)¢£ (), @ )gb(m (1), Ve (U)(nc) (2)¢(H (ne),

(2)¢ (1) (Uc) (2)¢(U (77c) y (2)¢§ gi (n.), junto con las condiciones (7.291), (7.295), (7.299),

(7. 311) (7. 315) Completamos los datos iniciales requeridos para la construccién hasta se-
gundo orden en ¢ de la SSC-II y su juntura o empalme con la SSC-I.

(ne) como funcién de (Q)Qbé o7, (7c)-



Capitulo 8

Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo de tesis se realizé un estudio sobre la emergencia de las inhomogeneidades
cosmoldgicas primordiales, las cuales se cree dieron origen a la estructura cosmoldgica que
observamos hoy dia.

La explicacién estandar es que las fluctuaciones cuanticas del inflatén siguiendo la evo-
lucion del sistema Einstein-Inflatéon cruzan el radio de Hubble y en ese momento injusti-
ficadamente el investigador iguala las incertidumbres cudnticas con fluctuaciones estadisti-
cas, siguiendo las ideas de Decoherencia. En la literatura esto se conoce como la transicién
cuantico-clasica, y es un problema que estd relacionado con el problema de la medicion
en mecanica cuantica también conocido como problema de la macro-objetificacion.

A diferencia del enfoque basado en Decoherencia, en este trabajo de tesis se estudiaron
como implementar en el problema cosmolégico algunas modificaciones o alternativas a la
mecanica cuantica estandar conocidas como modelos de colapso objetivo, las cuales elu-
den el problema de la medicién en mecanica cuantica. En general encontramos que gracias
a la reduccion dinamica de la funciéon de onda impuesta por los modelos de colapso objetivo
el estado cudntico inicial el cual parte de ser perfectamente homogéneo e isotrépico (H&I)
transita a un estado cuantico inhomogéneo y con esto se generan en el campo gravitatorio
las inhomogeneidades primordiales que veremos reflejada en el CMB, esto se logra ya que el
colapso objetivo (o reduccién dindmica de la funcién de onda) rompe la simetria del estado
vacio.

Expresado de manera distinta, en el andlisis estandar se intenta justificar la identifica-
cién de las correlaciones cudnticas de dos puntos con correlaciones estadisticas clasicas, sin
romper la unitariedad de la evolucion del sistema Einstein-Inflaton. La evolucién unitaria en
este caso preserva las simetrias originales del estado de vacio (homogeneidad e isotropia), lo
cual permite que uno se pregunte entonces ;Cémo se terminé en un estado inhomogéneo y
anisotropico? Es aqui donde los modelos de colapso objetivo muestran sus ventajas sobre el
enfoque tradicional: no sélo intenta explicar la aparicion de una estadistica clasica, sino que
ademads explica el origen de la inhomogenidad (el estado post-colapso no tiene por qué ser
homogéneo e isotrdpico).

205



206 Conclusiones y trabajo futuro

Trabajo futuro

= Implementar al problema cosmoldgico una teoria de colapso objetivo relativista como
seria el caso de Relativistic state reduction dynamics de Daniel Bedingham,
referencia [33].

= Implementar el modelo CSL de Pearle en la “alternativa a la inflacion” propuesta
por S. Hollands y R. Wald, con el objeto de generar y explicar la transicién del estado
cuantico inicial del universo (H&I) al estado cudntico final del universo inhomogéneo.

» Dando continuidad al tratamiento desarrollado en el capitulo 7 hasta orden €2, resul-
tara interesante realizar la construccion correspondiente hasta orden €”. Esto implica
construir, orden a orden en ¢, una solucién exacta de las ecuaciones semi-clasicas de
Einstein, la cual usaremos para definir la SSC-II que modela un universo inhomogéneo.



Apéndice A
Convenciones y unidades

Como sucede en practicamente todas las ramas de la fisica, las unidades y convenciones
se establecen de acuerdo al problema que se va analizar. En este Apéndice mencionaremos
las convenciones y unidades que emplearemos en esta tesis. La signatura que emplearemos
para la métrica, ds* = g, dztdz”, serd (- + + +). Para el tensor de Riemann utilizaremos
la convencion de signos de Wald | esto es, el tensor de Riemann Ry, ¢ se define de manera
libre de coordenadas mediante;

(VaVi — ViV ) VE = —Rypg V4 (A.1)

en donde V,, es la derivada covariante compatible con la métrica ds?, esto significa; Vagp. = 0,
mientras que V' = V0. es un vector definido en en el espacio tangente 7}, a un punto p en
la variedad M.

El punto (6 puntos) sobre las funciones f (t) representa derivada de f(t) respecto al tiempo
césmico ¢, mientras que la prima (6 primas) sobre funciones f'(n) representa derivada res-
pecto al tiempo conforme 7. Respecto a las unidades, emplearemos las llamadas unidades
naturales, las cuales consisten en tomar ¢ = kg = h = 1, con kg la constante de Boltz-
mann, pero mantendremos la constante gravitacional GG. Por tanto, todas las dimensiones
pueden expresarse en unidades de energia. La unidad de energia que adoptaremos sera el
GeV = 109eV, asi;

[Energia] = [Masa] = [Temperatura] = [Longitud] * = [Tiempo] * (A.2)

La constante gravitacional G en unidades naturales es G = 6.7186x1073GeV ~2. En términos
de la Masa de Planck reducida Mp , la constante gravitacional viene dada por G = 1/(8mM3),
donde Mp = 2.436 x 108GeV .

A continuacion enlistamos algunos factores de conversién que serdn de gran utilidad

1GeV = 1.60 x 10 *erg (Energfa)
1GeV = 1.16 x 10" °K (Temperatura)
1GeV = 1.78 x 10~ **g (Masa)

1GeV ™! = 1.97 x 10~ em (Longitud)
1GeV ™ = 6.58 x 10~ %5 (Tiempo)
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En ocasiones, adoptaremos unidades empleadas en astronomia tales como el parsec. Un
parsec se define como la distancia a la que una unidad astronomica! subtiende un dangulo de
un segundo de arco. En otras palabras, una estrella dista un parsec si su paralaje es igual a
1 segundo de arco; 1 pc = 3.26 anos luz. Las distancias tipicas entre galaxias son del orden
de megaparsecs 1 Mpc = 3.085 x 10%*m.

11 w.a. = distancia media entre la Tierra y el Sol.



Apéndice B
Escala temporal

En este apéndice encontraremos los valores numéricos para las diferentes cantidades que
describen la evolucién del universo en cada una de las épocas cosmoldgicas relevantes!. Hemos
considerado tres etapas principales dentro de la historia del universo: 1) época inflacionaria
2) época dominada por radiacién y 3) época dominada por materia. El factor de escala se
obtiene de resolver las ecuaciones de Friedmann y, en coordenadas de tiempo conforme, toma
la forma;

1
a(n) = _m, durante el periodo inflacionario, —oco < n <,

a(n) = Craa - (n — 1) + a(n,), durante el dominio de radiacion, 7, < n < 7,
1 2
a(n) = [éCmat (M = Neq) + a(neq)] , durante el dominio de materia, 7., < 7.

donde € < 1y las constantes a(n,), 1y, a(Neq) ¥ 7eq S€ Obtienen imponiendo continuidad en
el factor de escala. Nuestra normalizacién del factor de escala sera;

a(no) =1 (B.1)

siendo 7y el valor presente del tiempo conforme. Asumiendo que la ecuacién Ta(n) = const,
es valida durante la inflaciéon, podemos calcular el factor de escala al final del régimen
inflacionario a(n,) = a,,

1o

() = 72 (B2)

De los datos observacionales sabemos que T, = 2.4 x 1073GeV; por lo que asumiendo
T. =~ 105GeV, encontramos que a, ~ 2.4 x 10728, Si usamos la expresién para el factor de
escala durante inflacién podemos encontrar 7, ~ —ﬁ, donde Hj es el valor del factor de
Hubble durante la inflacién. Dicho valor se supone esencialmente constante, su valor puede
calcularse de la ecuacién de Friedmann (en la aproximacion slow-roll),

i~ TV (), (B.3)

Suponiendo que la escala energética al final del periodo inflacionario es Tp entonces V(¢) ~
T3. De esta manera H; =~ 2.370 x 10" GeV = 3.6 x 10 Mpc~!. Por tanto n, = —1.157 X

!Trabajaremos en coordenadas de tiempo conforme.
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1072 Mpc. Asumiendo que el régimen inflacionario dura aproximadamente 80 e- folds (60 es
el minimo para resolver los problemas de planitud y horizonte) es posible calcular el valor
numérico del factor de escala al inicio de inflacién a(n;) = ay,

D 8 = gy = 4.3 x 1075, (B.4)
Q5
mientras que 7;;,
1
A — = —6.4 x 10" Mpc. B.5
) -~ pe (B.5)
Las constantes C.q v Chat estan satisfacen las relaciones;
(G (G
Craa = Tprad(n)a4(77)a Crat = Tpmat(n)a?)(n) (B.6)

donde preq V pmar denotan las densidades de energia de radiacién y materia respectivamente.
Una vez definida la ecuacion de estado, la ecuacién de continuidad para p implica la conser-
vacién de prea(n)a*(n) ¥ pmar(n)a®(n) Debido a que Cpeq ¥ Chnas son constantes, es posible
expresarlas en términos de los pardmetros cosmolégicos actuales (recordemos que ay = 1),
esto es;

G 871G

Ofrad - Tprad<770) = H2(770)Qrad(770)7 C'mat - Tpmat(’rIO) = H2(7]0>Qmat(n0)a (B7)

donde Hj es el factor de Hubble actual; praa(m0) ¥ pmat(0) son los pardmetros de densidad
actuales tanto de radiacién y materia respectivamente. Cuando el factor de escala toma

el valor ac, se cumple que prai(fleq) = Pmat(7eq), POT lo que para el cociente C7,;/Ch,
encontramos;
OrZad _ %pmat(neq)ag(neq) —u (B.8)
Crat %;pmat (Meq)@®(Neq) v .
las ecuaciones (B.7) y (B.8) implican que;
g;?ad _ ZTSprad(neq)a4(neq) _ gy, = Sroalea) _ 3 go06 5 1974, (B.9)
mat 5 Pmat(Neq) @ (Neq) Qnat (Meq)

Por otro lado, segtin las observaciones Q,4q4(19) = 2.47x 107°h% y Qpnai(n0) = 0.128h2, con los
cuales se encuentra que Crad = 1.61 x 107°Mpc™! vy Cprat = 1.1 X 107> Mpc~. Imponiendo
continuidad en el factor de escala, se encuentra;

(eqg — Ay

ea = = - + 1, = 119.85Mpc. (B.10)
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