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PRESENTA:
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Índice general III
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4.2.4. Inductores de Ĺınea. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
4.2.5. Inductores de Carga. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

5. Conclusiones y Trabajo Futuro 83
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6.1. Apéndice A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación

Un sistema eléctrico de potencia (SEP) es aquel encargado de la generación, acondicio-
namiento, transmisión y distribución de enerǵıa eléctrica. Un ejemplo ilustrativo se puede
encontrar en la Figura 1.1, donde se encuentran las etapas anteriormente mencionadas. Los
sistemas eléctricos de potencia han recibido bastante atención en las últimas décadas, a tal
nivel que se ha desarrollado la teoŕıa suficiente para un buen y confiable suministro de enerǵıa
[1]. En este sentido, las aplicaciones de sistemas de potencia se han expandido rápidamente
desde su desarrollo. Hoy d́ıa, las aplicaciones siguen incrementándose estableciendo reque-
rimientos adicionales para el suministro de potencia, sistemas de distribución y sistemas
relacionados con el mismo ([3], [4], [5], [6]). En los últimos años, en los sistemas de dis-
tribución de potencia1 se han presenciado cambios drásticos formando un sistema bastante
complejo, tanto en la estructura como en la operación. Se pueden citar como ejemplos las
constantes re-estructuraciones en las ĺıneas de distribución en presencias de nuevos consu-
midores, baja tolerancia a interrupción del servicio, aśı como presencia de dispositivos de
electrónica de potencia que funjen como cargas a ser alimentadas [7]. Además, no sólo se
debe mejorar la eficiencia de los sistemas de distribución de potencia, sino también se deben
actualizar los materiales, equipo y sistemas de control para éstos. Estos cambios son motivo
para que exista un re-estudio de los sistemas eléctricos de potencia que a largo plazo pueda
fungir como un enfoque alternativo para tratar los retos y problemas que estos sistemas
presentan.
Por otro lado, el estudio de circuitos eléctricos es de vital importancia dado que en las últi-
mas décadas han impulsado el desarrollo tecnológico con múltiples beneficios, no sólo en los
sistemas eléctricos de potencia, si no también en aplicaciones computacionales ([8]), ([9]),
vehiculares [10], en telecomunicaciones [11], robótica ([12], [13]), entre muchos otros campos
más. Es evidente con esto que el futuro de la sociedad seguirá una fuerte dependencia de los

1Nótese la diferencia entre transmisión y distribución: transmisión es el suministro de enerǵıa desde el
punto de generación hasta las subestaciones y distribución es el suministro desde las subestaciones hasta los
puntos de carga.
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Figura 1.1: Ejemplo Ilustrativo de la Estructura F́ısica de un Sistema Eléctrico de Potencia

sistemas eléctricos, por lo que el campo de investigación en éste sentido sigue siendo de gran
importancia y con bastantes problemas abiertos a resolver.
En esta tesis, como preliminar del re-estudio mencionado y acercamiento a un sistema eléctri-
co de potencia, se busca analizar las propiedades de los circuitos eléctricos y siendo espećıfi-
cos, el estudio de consenso y estabilidad 2, uno de los muchos problemas abordados en
las redes eléctricas. Siendo espećıficos, por consenso se entenderá como lograr que todas las
variables del sistema tengan en estado estacionario el mismo valor. Principalmente, para lo-
grar el alcance de estas propiedades, se realiza un estudio topológico de un sistema eléctrico,
donde se pretende conocer hasta dónde la estructura misma del circuito permite obtener es-
tabilidad y consenso de las variables del mismo. Por otro lado, además de que la estabilidad
es una propiedad inherente en múltiples tipos de sistemas, la propiedad de consenso es im-
portante también dado que, particularmente en los SEP, se desea el consenso por ejemplo, en
las amplitudes de las tensiones de las cargas incluso habiendo perturbaciones en el sistema;
también se busca que la frecuencia sea la misma para todos los consumidores, entre otros.
Es por eso que ambas propiedades son analizadas en este trabajo.

2El concepto de estabilidad a tratar será en el sentido de Lyapunov. Es necesario hacer énfasis en este
punto dado que existen distintos conceptos de estabilidad en el campo de los circuitos eléctricos.
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1.2. Antecedentes

Los circuitos eléctricos han sido un tema de vasto estudio en los últimos años y existen
en la actualidad bastante literatura ([2], [14], [31], [1]), suficiente para analizar y diseñar este
tipo de sistemas con propiedades deseadas, desde circuitos de pequeña a grande escala. Un
caso de interés en las redes eléctricas es aquel en el que por medio de interconexión de la
red con elementos externos, se modifican las propiedades del sistema, buscando que tengan
caracteŕısticas deseadas. Como ejemplo ilustrativo se puede citar el colapso de tensión: en
caso de que la tensión en las cargas3 no sea suficiente y la fuente no sea capaz de sumi-
nistrar más enerǵıa, se recurren a métodos de compensación a través de elementos pasivos
(dispositivos que no suministran enerǵıa al sistema, como capacitores e inductores), o por
medio de elementos activos (elementos que aportan enerǵıa al sistema). Tales métodos están
reportados a profundidad en la literatura [1], [23], [25]. Sin embargo, la intención de esta
tesis es mostrar un enfoque distinto en el que, por medio de las propiedades de interconexión
se pueda entender el tipo de sistema a tratar y las caracteŕısticas del mismo. Un enfoque que
ha demostrado ser bastante útil para el modelo, análisis y control de los circuitos eléctricos
son los Sistemas Hamiltonianos Controlados Por Puerto [30]. A continuación se mencionan
algunos trabajos que han abordado de manera profunda este tema.
En [15] se realiza un estudio profundo sobre modelado de sistemas f́ısicos como sistemas Ha-
miltonianos, utilizando la teoŕıa de grafos. Las restricciones de interconexión se establecen
mediante estructuras de Dirac para posteriormente incluir elementos disipadores y almace-
nadores de enerǵıa y desarrollar el modelo de manera natural, donde la topoloǵıa de conexión
entre elementos está representada por una matriz de incidencia. Después de establecer un
modelo general, el estudio se particulariza para sistemas eléctricos y mecánicos, donde pro-
piedades espećıficas son establecidas para cada uno. En [16] se establecen, para una clase
de circuitos eléctricos, nuevas propiedades de pasividad en las cuales es posible derivar con
respecto al tiempo las variables de puerto, haciendolo atractivo para aplicaciones en control
mediante un moldeo de la potencia (power shaping), permitiendo trabajar con sistemas con
disipación penetrante, los cuales están restringidos para métodos de control mediante moldeo
de enerǵıa (energy shaping). En [17], se prueba una equivalencia entre sistemas Hamiltonia-
nos controlados por puerto y las ecuaciones de Brayton-Moser [14] aplicados a una clase
no lineal de circuitos eléctricos RLC, donde se destacan importantes ventajas trasladables
desde un enfoque a otro, otorgando facilidades para modelado, análisis y diseño de contro-
ladores. Uno de ellos es modelar a un sistema Hamiltoniano en el espacio de corrientes y
voltajes, inspirados en los modelos de Brayton Moser que se requiere solo el conocimiento
de corrientes y voltajes, a comparación de los Sistemas Hamiltonianos convencionales donde
las variables de puerto son las cargas eléctricas y flujos magnéticos. Por otro lado, en [28]
se obtienen condiciones suficientes para la sincronización global asintótica de circuitos no
lineales idénticos acoplados por medio de redes eléctricas lineales invariantes en el tiempo
(LTI ) con elementos en paralelo. Cabe mencionar que los circuitos eléctricos no lineales con-

3Entiéndase por carga como aquel elemento que va a ser alimentado con sus respectivos requerimientos
de potencia.
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siderados en tal trabajo están constituidos por elementos pasivos LTI y fuentes de corriente
no lineales dependientes de voltaje. La sincronización se obtiene garantizando la estabilidad
de un sistema equivalente diferencial transformado en otras coordenadas y es aplicable a
sistemas con topoloǵıas arbitrarias bajo las restricciones de que las redes eléctricas tengan
impedancia eléctrica idéntica por unidad de medida.
Aśı pues, en esta tesis se modela a un sistema eléctrico desde la perspectiva de Sistemas
Hamiltonianos con un interés especial en el análisis topológico. De esta manera, se abordan
especialmente las topoloǵıas básicas más utilizadas, las cuales que quedarán capturadas en
el modelo dinámico mediante la matriz básica de incidencia. Aśı mismo, se busca proponer
una metodoloǵıa para analizar propiedades fundamentales como lo es el consenso en algunas
de sus variables.

1.3. Objetivo de la tesis

Dadas las secciones anteriores, un panorama general ha sido brindado al lector, y con él,
se establece el siguiente objetivo.
Considere un circuito eléctrico, compuesto por elementos pasivos (resistores, ca-
pacitores e inductores con la posibilidad de ser no lineales) y fuentes de tensión4.
El objetivo es evaluar e identificar estructuras de conexión de elementos del cir-
cuito eléctrico que permitan obtener propiedades de consenso y estabilidad de
sus variables en corriente directa y alterna.

1.4. Contribuciones

A pesar de que la tesis está enfocada en circuitos eléctricos, este trabajo brinda una
metodoloǵıa clara, limpia y sistemática para el modelado y análisis de las propiedades de la
estructura y variables del sistema. Es importante destacar que los modelos empleados en este
trabajo tienen un alto grado de generalidad con respecto a la conexión entre los elementos
del circuito, lo que los hace aplicables a múltiples topoloǵıas y toman particularidad para
satisfacer propiedades comúnmente solicitadas en circuitos eléctricos.

1.5. Organización de la Tesis

Dada esta introducción al lector, la tesis se organiza de la siguiente manera:

En el caṕıtulo 2 se brinda una introducción completa a la teoŕıa de grafos a utilizar para ob-
tener las restricciones de continuidad y compatibilidad, mismas que caracterizan la topoloǵıa
del circuito y son equivalentes a las leyes de Kirchhoff. Se citan las leyes constitutivas de los

4Para fines de análisis, sólo se considerarán fuentes de tensión ideales, es decir, que mantienen su valor
de tensión ante cualquier carga y son capaces de suministrar cualquier cantidad de corriente necesaria. Esto
se supone porque el fenómeno de colapso de tensión no será analizado en esta tesis.
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elementos involucrados en el sistema para brindar como resultado un modelo con bastante
generalidad del sistema eléctrico.
Por otro lado, en el caṕıtulo 3 se presentan los resultados de estabilidad y consenso con-
siderando dos tipos de entrada distintas: entradas variantes (en corriente alterna, AC) e
invariantes (en corriente directa, DC) en el tiempo. En cada caso se obtienen distintas res-
tricciones para satisfacer las propiedades, pero se sigue una metodoloǵıa sistemática para la
obtención de los resultados.
Finalmente en el caṕıtulo 4 se presentan los casos de estudio en los que se evalúan numérica-
mente los resultados obtenidos para las topoloǵıas básicas en un circuito eléctrico, que son la
topoloǵıa radial, anillo y malla, para concluir en con el caṕıtulo 5 con conclusiones y trabajo
futuro, además de un pequeño apéndice en el caṕıtulo 6.
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Caṕıtulo 2

Modelado de Circuitos Eléctricos

2.1. Notación

Las siguientes notaciones serán de importancia en este trabajo de tesis. Considere

Ia es una matriz identidad de orden a.

0a es un vector columna lleno de ceros de dimensión a× 1.

0a×b es una matriz llena de ceros de dimensión a× b.

1a es un vector columna lleno de unos de dimensión a.

Para la entrada (a, b) de la matriz A ∈ Rα×β, a se refiere a la fila de A y b se refiere a
la columna de A.

Cada vector X ∈ Rx considerado en esta tesis tendrá denotados a sus elementos Xi, i =
1, . . . , x.

Denote a las variables (·)∗ como variables en estado estacionario.

2.2. Preeliminares

Para comenzar esta sección se dará una introducción detallada para la comprensión del
modelado de un circuito eléctrico mediante teoŕıa de grafos y se mencionarán los elementos
básicos con los que estará conformado el sistema. En conjunto, se podrá representar al circuito
como un Modelo Hamiltoniano Controlado por Puerto.

2.2.1. Teoŕıa de Grafos

Un circuito eléctrico tiene asociado un grafo lineal G, que es un conjunto de ĺıneas co-
nectadas y se define como un conjunto finito de nodos V(G) y bordes E(G). De esta manera
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Figura 2.1: Grafo G1

existe entonces un mapeo de E(G) a V(G) tal que a cada borde ε ∈ E(G) le corresponde una
pareja ordenada de nodos (v, w) ∈ V(G)× V(G) con v 6= w1 ([21], [20]). Se dice por lo tanto
que ε une a v con w tal mapeo se define como ΨG(ε) = vw. Por otro lado, el grafo asociado
tiene en total n nodos, que son los puntos de interconexión de los componentes del sistema y
b bordes, que son los elementos que conforman al mismo. Como ejemplo se muestra la Figura
2.1, llámese grafo G1. Entonces los conjuntos de nodos y bordes, respectivamente son

V1(G1) = {a, b, c, d}

E1(G1) = {1, 2, 3, 4}

los mapeos respectivos a cada borde son

ΨG1(1) = ab, ΨG1(2) = bc, ΨG1(3) = cd, ΨG1(4) = da

y por último, n = 4 porque hay 4 nodos en el grafo y b = 4 porque existen 4 bordes en el
mismo.
Aśı como muchos otros sistemas, los grafos de circuitos eléctricos son conectados, en el sen-

tido de que desde cualquier nodo se puede trazar una trayectoria sobre los bordes para llegar
a algún otro nodo del grafo. Tal trayectoria en general no es única. El grafo G1 de la Figura
2.1 es un grafo conectado, por ejemplo, se puede llegar desde el nodo a al nodo c trazando
una trayectoria sobre los bordes 1 y 2 o sobre los bordes 4 y 3.

1Existen definiciones en las que no forzosamente ambos nodos son distintos. En esta tesis se consideran
nodos distintos porque en un circuito eléctrico no tiene sentido conectar un componente de dos terminales
al mismo nodo, que seŕıa equivalente a conectar el elemento a un corto circuito.
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Figura 2.2: a. Ilustración de las Variables de un Elemento de un Puerto y b. El equivalente
del elemento en un grafo.

Por otro lado, para un grafo de un circuito eléctrico se definen 2 tipos de variables asociadas a
los bordes: la primer variable es la de intensidad, que se refiere al flujo (para circuitos eléctri-
cos, esta variable es la corriente eléctrica) y la segunda variable es la variable de extensión,
que le da el sentido a la variable de flujo (que para sistemas eléctricos es la tensión, diferencia
de potencial o voltaje). Tales variables se llamarán, respectivamente, variable de flujo f ∈ R
y variable de esfuerzo e ∈ R. Un diagrama que ejemplifica lo mencionado se muestra en la
Figura 2.2, que muestra el elemento involucrado con sus variables y su equivalente en un
grafo.
Es importante mencionar que si ambas terminales tienen el mismo potencial, no existirá va-

riable de flujo através del elemento. Pero en caso de que exista, la convención de la dirección
de la variable de flujo será de la terminal de mayor a menor potencial. Con esta convención,
cada elemento del sistema tendrá una dirección asociada, por lo tanto, los bordes del grafo
asociado también lo tendrán. Por lo anterior, el grafo anterior es un grafo dirigido.
Con la intención de establecer de una forma adecuada las restricciones de interconexión de
un grafo, es decir, la caracterización de su estructura, es necesario mencionar y comprender
las siguientes definiciones:

1. Grado de un nodo. Es el número de bordes conectados a un nodo.

2. Loopset. Es un conjunto de bordes y nodos tal que cada nodo tiene grado dos. Es
importante notar que en un circuito eléctrico, cada nodo tendrá mı́nimo grado relativo
2. Esto se debe a que si algún nodo tiene grado relativo uno, significa que el elemento
tiene una terminal desconectada y no tendŕıa función en el sistema. Como ejemplo,
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para la Figura 2.3 un loopset seŕıa el conjunto de nodos y bordes, respectivamente
Loopset1 = {c, d, e, f, 7, 3, 4, 5}. Cada nodo tiene grado 2 con respecto al loopset
mencionado.

3. Loop. Es una trayectoria cerrada definido por un loopset, asignándole una dirección
deseada. En la Figura 2.3, el loop1 está trazado de color rojo para el Loopset1.

4. Cutset. Es un conjunto de bordes de un grafo conectado tal que si se eliminan esos
bordes separa al grafo en dos grafos conectados. Si cualquiera de esos bordes se elimina,
el grafo sigue siendo conectado. Si los bordes en un cutset son todos incidentes en un
nodo, el nodo es llamado nodo cutset y su respectivo cutset es llamado de nodo. En la
Figura 2.4 un cutset para ese grafo puede ser Cutset1 = {6, 2} y un cutset de nodo es
Cutset2 = {5, 4}.

5. Ámbito. Es una trayectoria cerrada que interseca todos los bordes de un cutset. Para
cada cutset se pueden definir dos ámbitos. Si el cutset es un cutset de nodo, el ámbito
correspondiente es un ámbito de nodo. En el ejemplo de la Figura 2.4, para el Cutset1
los ámbitos correspondientes se marcan en color rojo y azul (Ámbitos I y II) y un
ámbito de nodo se marca de color verde.

6. Árbol. Se define para un grafo y es un subgrafo2 que contiene todos los nodos del
grafo y tantos bordes como sean posibles de manera que no se formen lazos cerrados.
El árbol contiene n − 1 bordes. El complemento del árbol es llamado Coárbol y son
aquellos bordes que forman lazos cerrados con el árbol; en cantidad existen b− (n− 1)
bordes en un coárbol. Los bordes del árbol se denominan ramas y los bordes del
coárbol se nombran cuerdas. Es importante tener presente en general es posible definir
más de un árbol para algún grafo dado. Como ejemplo para la Figura 2.3, se puede
definir el árbol1 = {a, b, c, d, e, f, 1, 2, 3, 4, 7} y su complemento correspondiente
coárbol1 = {5, 6}.

7. Cutset Básico. Se define para un árbol particular como un cutset que consiste en
una rama y todas o algunas cuerdas del coárbol. Dado que existe un cutset básico, es
posible asignarle un ámbito básico. Éste se asigna tal que la rama involucrada tenga
dirección al exterior del ámbito básico. Cabe mencionar que un cutset básico puede o
no ser un cutset de nodo. Como ejemplo se puede citar el caso de la Figura 2.4, donde
con respecto al arbol1 el Cutset1 es un cutset básico formado por la rama 2 y la cuerda
6. El ámbito básico es el Ámbito I, dado que el sentido de la rama 2 sale del ámbito I.

8. Loopset Básico. Se define para un árbol en particular como un loopset que consiste
en una cuerda y algunas o todas las ramas del árbol. Un loop básico es una trayectoria
correspondiente a un loopset básico. Ejemplificando este concepto se puede recurrir a
Figura 2.3, donde el Loopset1 con respecto al árbol1 es un loopset básico porque incluye
los nodos c, d, e, f , incluye la cuerda 5 y las ramas 7, 3 y 4.

2Un subgrafo es un subconjunto de bordes y nodos de un grafo mutuamente incidentes como en el grafo
original
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Figura 2.3: Ejemplo para conceptos Grado de un Nodo, Loopset y Loop.

Estos conceptos serán de utilidad para introducir un nuevo conjunto de restricciones que
determinan la interacción de los componentes del sistema. Además, las relaciones de inter-
conexión evidentemente restringirán las variables del sistema de manera que sean indepen-
dientes de las propiedades dinámicas que se mencionarán posteriormente. Estas restricciones
tienen por nombre restricciones de continuidad de flujo y restricciones de compatibilidad de
esfuerzo. Las mencionadas anteriormente son equivalentes a las leyes de corriente y esfuerzo
de Kirchhoff [2] y a su vez, a las estructuras de Dirac [15]. A continuación se detallan sus
respectivas reglas de interconexión generalizadas en forma algebraica.

Restricción de Continuidad de Flujo.
Para asegurar la continuidad del flujo en un grafo mediante una expresión algebraica se
utilizan las matrices de cutsets. Como convención, el flujo de una variable es positivo si la
dirección del borde asociado sale del ámbito, es decir, tiene dirección hacia el exterior del
mismo. Para construir la matriz de cutset completa C0 es necesario seguir los siguientes
pasos:

1. Asocie cada columna de C0 con cada flujo de borde espećıfico. Si el grafo tiene b bordes,
la matriz C0 tiene b columnas.

2. Asocie cada fila a un cutset espećıfico. Si el grafo tiene r cutsets, C0 tiene r filas.

3. Si un borde está incluido en el cutset, inserte +1 en la entrada de la matriz apropiada
si el flujo del borde está orientado fuera del ámbito ó −1 si está orientado dentro del
ámbito. Si no es ninguno de estos casos, ponga cero en la entrada apropiada.
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Figura 2.4: Ejemplo para conceptos Cutset y Ámbito.

Si se siguen estos pasos, las restricciones de continuidad de flujo se pueden representar como

C0fe = 0r (2.1)

donde fe ∈ Rb es el vector de flujos de borde y C0 ∈ Rr×b es la matriz de cutset completa.
Como ejemplo, se muestra la Figura 2.5, donde se muestran y enumeran los cutsets posi-
bles del grafo y para éste, siguiendo los pasos mencionados, las restricciones de continuidad
resultan

1
2
3
4
5
6


1 −1 0
−1 0 1
0 1 −1
0 −1 1
−1 1 0
1 0 −1


 f1
f2
f3

 =


0
0
0
0
0
0

 (2.2)

En la ecuación (2.2), los números a la izquierda de la matriz C0 denotan el cutset que
corresponde a la fila que se encuentra enseguida del número. La matriz C0 especifica de
manera muy detallada cada restricción de flujo en el sistema y por lo tanto tiene mucha
información redundante, dicho de otro modo, está sobredeterminada. Se puede apreciar por
ejemplo que los tres primeros renglones de C0 son combinación lineal de los siguientes 3
renglones. Si se considera la matriz completa de cutsets de nodo3, Cn0 ∈ Rn×b se elimina

3El método de construcción de esta matriz es el mismo que para la matriz de cutsets completa, a diferencia
que se consideran sólo los cutsets de nodo
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Figura 2.5: Grafo Con Todos Sus Posibles Cutsets

bastante información redundante. En el ejemplo anterior, la matriz Cn0 resultaŕıa en

Cn0 =

 1 −1 0
−1 0 1
0 1 −1

 (2.3)

Sin embargo, en la matriz completa de cutsets de nodo aún se tiene información redundante.
Para ello se recurre al siguente teorema.

Teorema [1, [21]]. El rango de la matriz completa de cutsets de nodo de un grafo co-
nectado de n nodos es (n− 1).

Prueba. Considere un cutset de nodo conectado a un grafo con más de un nodo. Este cutset
es claramente independiente. Ahora considere un cutset cuyo ámbito encierra al primer cut-
set más un nodo adicional, este cutset va a incluir al menos un flujo de borde nuevo y por
lo tanto es independiente del primer cutset. Continue de esa manera cada vez añadiendo un
cutset que incluya al cutset anterior y un nuevo nodo. Esto se podrá hacer hasta que (n− 1)
cutsets independientes de hayan formado y sólo quede un nodo. Si se incluye el último nodo
no se van a añadir nuevos bordes porque el grafo es conectado y los bordes que incidan en
el último nodo ya estarán incluidos en alguno de los (n − 1) cutsets. Por lo tanto existen
(n− 1) cutsets que especifican completamente las restricciones de flujo. �

La matriz de cutset de nodo reducida Cb ∈ R(n−1)×b se obtiene eliminando alguna fila de
Cn0 y tal matriz tiene rango (n − 1) con (n − 1) filas, de manera que especifica completa e
independientemente las restricciones de flujo del grafo, no contiene información redundan-
te y no contiene filas o columnas linealmente independientes. Una manera sistemática de
construir la matriz de cutset de nodo reducida es mediante los cutsets básicos de un árbol,
recordando que el árbol tiene (n − 1) bordes. Si con el mismo procedimiento tomando en
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cuenta los cutsets básicos se construye la matriz Cb, se tiene

Cbfe = 0(n−1) (2.4)

Si para el grafo de la Figura 2.5 se toma como árbol2 = {1, 2, 3, α, γ} con cutsets básicos
cutset1 = {α, β} cuyo ámbito básico es el 1, cutset2 = {β, γ} con ámbito básico 4, entonces
la ecuación (2.4) resulta

Cbfe =

[
1 −1 0
0 −1 1

]
= 0(n−1) (2.5)

Por otro lado, si el vector de flujos de borde se ordena tal que los flujos de rama vayan
primero y el orden de las columnas de Cb corresponde con las ramas en el vector de flujos
de borde, la ecuación (2.4) se puede reescribir como

Cbfe =
[
I(n−1) H

] [ ft
fc

]
= 0(n−1) (2.6)

donde H ∈ R(n−1)×(b−n+1) se denomina submatriz de incidencia y ft ∈ R(n−1), fc ∈ R(b−n+1)

son los vectores de flujo de ramas y cuerdas, respectivamente, que se obtienen reordenando
apropiadamente el vector de flujos de borde. Como la matriz Cb tienen embebida la matriz
identidad I(n−1), es evidente entonces que la matriz Cb tiene rango (n−1) y existirán (n−1)
restricciones de continuidad. Para el ejemplo, la matriz Cb resultaŕıa

Cb =

[
1 0 | −1
0 1 | −1

]
(2.7)

donde claramente se aprecia que la matriz I es de dimensión 2 y la matriz H = [−1 − 1]T .
El vector fe quedaŕıa ordenado como fe = [f1 f3 f2]

T porque los flujos f1 y f3 corresponden
a los flujos del árbol, mientras que f2 corresponde a los flujos del coárbol. Si se realiza el
producto Cbfe con las ecuaciones (2.5) y (2.7) (con sus respectivos vectores de flujos con el
orden apropiado) será evidente que se obtienen las mismas restricciones, mostrando con ello
que únicamente se cambia el orden de las columnas y por tanto, el orden de los elementos
del vector de flujos también.

Restricciones de Compatibilidad.
Empleando las matrices de loopsets es posible determinar espećıficamente para un grafo las
reglas de interconexión que aseguran la compatibilidad de esfuerzos. Si se desea construir la
matriz completa de loopsets se debe seguir lo siguiente:

1. La ij-ésima entrada de B0 es +1 si el borde j está contenido en el i-ésimo loop y ambos
tienen la misma orientación.

2. La ij-ésima entrada de B0 es −1 si el borde j está contenido en el i-ésimo loop y tienen
orientaciones opuestas.

3. Si el borde j no está contenido en el loop i entonces la ij-ésima entrada de B0 es cero.
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De esta manera es posible construir las restricciones de esfuerzos formada por todos los
loopsets en un grafo

B0ee = 0l (2.8)

donde l es el número de loopsets, B0 ∈ Rl×b es la matriz completa de loopsets y ee ∈ Rb es
el vector de esfuerzos de borde.
Para el ejemplo de la Figura 2.5, existe un solo loopset y suponiendo que su loop asociado
es en sentido horario, siguiendo las instrucciones anteriores la ecuación B0ee = 0l resulta

B0ee = [1 1 1] (2.9)

De manera análoga a la matriz completa de cutsets, dado que la matriz completa de loop-
sets especifica todas las posibles restricciones de compatibilidad de esfuerzos que se pueden
formular en el grafo, contiene información redundante. se construye entonces la matriz me-
diante los loopsets básicos para un grafo asociado, donde cada loopset está asociado a cada
cuerda del coárbol correspondiente. De esta manera existirán b − (n − 1) restricciones de
compatibilidad con información linealmente independiente dado que cada loopset básico in-
volucra una nueva variable de esfuerzo, que es la variable de cada cuerda, por lo tanto son
independientes. Más aún, cualquier otra restricción de esfuerzo se puede conocer como una
combinación lineal de las restricciones de loopset básico. De manera que se cumple que

Bbee = 0(b−n+1) (2.10)

donde Bb ∈ R(b−n+1)×b es la matriz reducida de loopsets básicos. Para el caso de la Figura 2.5
B0 = Bb porque existe un sólo loopset, el cual es un loopset básico tomando como referencia
el árbol2.
Si el vector de esfuerzos se ordena de manera que los esfuerzos de las ramas vayan primero
y las columnas de Bb tienen el mismo orden, la ecuación (2.10) se puede reescribir como

Bbee =
[
F I(b−n+1)

] [ et
ec

]
= 0(b−n+1) (2.11)

donde la matriz F ∈ R(b−n+1)×(n−1) se denomina matriz de submatriz de adyacencia y los
vectores et, ec son los vectores de esfuerzo de ramas y cuerdas, respectivamente. Para el
ejemplo, la matriz Bb = [1 1 | 1] pareceŕıa permanecer igual dado que está llena únicamen-
te de unos positivos, pero el vector de esfuerzos queda organizado de la siguiente manera:
ee = [e1 e3 e2]. Para este caso la matriz I es de dimensión 1 y F = [1 1].

Relación Entre las Matrices de Cutset y Loopset.
A continuación se establece una propiedad que se cumple para las matrices completas de
cutset y loopset.

Teorema [2, [21]] Considere un grafo lineal conectado de n nodos y b bordes. Si C0 y
B0 son respectivamente las matrices completas de cutset y loopset, con sus columnas en
orden entonces las matrices satisfacen la relación

C0B
T
0 = 0(r×l) (2.12)
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Prueba. Considere en primera instancia la matriz completa de cutsets de nodo Cn0 Recor-
dando que Cn0 ∈ Rn×b y B0 ∈ Rl×b, el producto resulta Cn0B

T
0 = M ∈ Rn×l, donde cada

elemento mij de la matriz M está dado como

mij =
b∑

k=1

cikbjk (2.13)

donde cik y bjk son respectivamente los ik-ésimo y jk-ésimo elementos respectivamente de
Cn0 y B0. La j-ésima fila de B0 y la i-ésima fila de Cn0 sólo tiene elementos distintos de cero
en dadas posiciones si el j-ésimo loopset contiene bordes que son incidentes en el i-ésimo
nodo. Por definición de loopset en cada nodo deben de incidir 2 bordes (grado 2). Analice
el caso de un nodo en el que inciden 2 bordes f y h como se muestra en la Figura 2.6. El
producto interno para este caso resulta

mij = cifbjf + cihbjh

Por construcción de la matriz de cutsets y dado que se trata de la matriz de cutsets de nodo,
los elementos cif y cih tendrán valor de −1 porque la dirección está entrando al ámbito de
nodo, el elemento bjf = 1 porque el borde f tiene el mismo sentido que el loop pero bjh = −1
porque está en sentido opuesto al loop. Sustituyendo estos valores

(−1)(1) + (−1)(−1) = −1 + 1 = 0

que muestra que la contribución total es cero, sin importar las orientaciones y/o convenciones
consideradas. �

Con el teorema anterior el mismo resultado se puede obtener para las matrices Cb y Bb,
dado que a diferencia de estas matrices con las completas, sólo se descartan algunos ren-
glones para obtener la información suficiente y sus dimensiones son compatibles. Se cumple
entonces que

CbB
T
b = 0(n−1)×(b−n+1)

De manera expĺıcita este producto resulta

CbB
T
b =

[
I(n−1) H

] [ F T

I(b−n+1)

]
= F T +H = 0(n−1)×(b−n+1)

por lo tanto F T = −H → F = −HT . Entonces las matrices de cutsets y loopsets básicos se
pueden escribir respectivamente como

Cb =
[
I(n−1) H

]
, Bb =

[
−HT I(b−n+1)

]
(2.14)

y las restricciones de continuidad y compatibilidad, respectivamente son

ft = −Hfc, ec = HT et (2.15)
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Figura 2.6: Bordes f y h incidiendo en el i-ésimo nodo.

2.2.2. Elementos Básicos del Sistema

Regresando al contexto de los sistemas eléctricos, los elementos básicos que manipulan
la enerǵıa se pueden clasificar de la siguiente manera:

Fuentes de Enerǵıa: Existen dos tipos de fuentes de enerǵıa: Fuentes de esfuerzo (o
voltaje) y fuentes de flujo (o de corriente). Como se mencionó en la formulación del
problema, en este trabajo se trabajará únicamente con fuentes de esfuerzo.

Almacenadores de Enerǵıa: Se dividen en almacenadores de esfuerzo y almacena-
dores de flujo. Posteriormente se mencionarán los elementos equivalentes a estos tipos
de elementos.

Disipadores de Enerǵıa: Aparentemente existe una única forma de disipador y
será denominado como disipador de enerǵıa generalizado.

Cada uno de estos componentes puede ser analizado como un elemento ideal4 de un puerto
(dos terminales) que procesa la enerǵıa. Tal procesamiento de la enerǵıa se puede describir
mediante dos variables cuyo producto es la potencia instantánea transmitida por un puerto.
Habiendo definido las variables de puerto, se puede caracterizar la potencia instantánea
asociada al puerto (o par de terminales) en cuestión mediante el producto de la variable de
esfuerzo e por la variable de flujo f . Además, la enerǵıa transferida sobre una terminal en el
intervalo de 0 a t1 es

E(t1) =

∫ t1

0

ef dt

Para continuar con la caracterización de un sistema eléctrico, es necesario introducir el con-
cepto de sistema con memoria. Un sistema con memoria es aquel que almacena información
de su historia pasada y su respuesta depende de los valores de entrada presentes y pasados.

4Un elemento ideal para este contexto es aquel que representa un sólo fenómeno f́ısico.
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En un contexto energético, el almacenamiento de información es sinónimo de almacenamien-
to de enerǵıa y la manera más simple de concebir el almacenamiento de enerǵıa es mediante
integración con respecto al tiempo. Aśı,

Energia almacenada ≡
∫ t

0

ef dt (2.16)

Existen dos formas de almacenamiento de enerǵıa. El primero se refiere al almacenamiento
de esfuerzo; el elemento que almacena esfuerzo en un circuito eléctrico es el inductor. La
acumulación de esfuerzo ea se interpreta como el flujo magnético y está definida como

ea =

∫ t

0

eL dt o eL =
dea
dt

(2.17)

donde eL es el esfuerzo del inductor.
La enerǵıa almacenada para el inductor será definida como

HL(ea) =

∫ t

0

eLfL dt (2.18)

donde fL es el flujo del inductor. Sustituyendo la ecuación (2.17) en (2.18), la enerǵıa alma-
cenada HL de un inductor asociada a la acumulación de esfuerzo ea es

HL(ea) =

∫ t

0

fL
dea
dt
dt =

∫ ea

0

fL dea (2.19)

donde fL puede ser una función lineal o no lineal de ea, es decir, fL = ψL(ea). Particularmente,
si el inductor es lineal, su relación constitutiva está dada por

fL = L−1ea (2.20)

donde L ∈ R es la inductancia constante del elemento. Sustituyendo (2.20) en la enerǵıa
almacenada del inductor

HL(ea) =

∫ ea

0

L−1ea dea =
1

2
L−1e2a|ea0 =

1

2
L−1e2a

Sea o no lineal el inductor, el flujo del inductor fL puede obtenerse de la función HL(ea)
derivando con respecto de su argumento, de modo que las ecuaciones que representan la
dinámica del inductor se pueden resumir como

ėa = eL, fL =
dHL(ea)

dea
(2.21)

La segunda forma de almacenamiento de enerǵıa se refiere a la acumulación de flujo definida
como fa (y se interpreta como la carga eléctrica); el elemento que almacena flujo en sistemas
eléctricos el es capacitor. El flujo acumulado se define como

fa =

∫ t

0

fC dt o
dfa
dt

= fC (2.22)
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donde fC es el flujo del capacitor.
La enerǵıa almacenada para el capacitor se define como

HC(fa) =

∫ t

0

eCfC dt (2.23)

donde eC es el esfuerzo del capacitor. Sustituyendo la ecuación (2.22) en (2.23), la enerǵıa
almacenada en un capacitor asociada al flujo almacenado fa es

HC(fa) =

∫ t

0

eC
dfa
dt
dt =

∫ fa

0

eCdfa (2.24)

donde análogamente al inductor, el esfuerzo del capacitor es una función del flujo almacenado,
es decir, eC = ψC(fa). En un caso en el que el capacitor sea lineal, se tiene la relación
constitutiva

eC = C−1fa (2.25)

donde C ∈ R es el valor de la capacitancia constante. Sustituyendo la ecuación (2.25) en la
enerǵıa almacenada del capacitor

HC(fa) =

∫ fa

0

C−1fa dfa =
1

2
C−1f 2

a |
fa
0 =

1

2
C−1f 2

a (2.26)

con esto, las ecuaciones que describen el comportamiento de un capacitor (sea lineal o no
lineal) son

ḟa = fC , eC =
dHC(fa)

dfa
(2.27)

Con respecto a los elementos disipadores de enerǵıa (resistores), de manera general la relación
entre sus variables de puerto se puede representar como

eR = φR(fR)

Con la finalidad de facilitar el procedimiento de modelado y análisis se consideran resistores
lineales, es decir

eR = RfR (2.28)

donde R es un valor positivo.

2.3. Propiedades Topológicas Generales

Observando la ecuación (2.14), se puede apreciar que la matriz H establece una relación
entre variables de puerto del árbol y coárbol. Haciendo un breve análisis de la ecuación de
restricciones de flujo ft = −Hfc, la matriz H representa un mapeo lineal de las variables
de coárbol a las variables del árbol, por lo que los renglones de la matriz se asocian con
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elementos del árbol y las columnas con elementos del coárbol. Incluso estableciendo algunas
condiciones sobre esta matriz, es posible reconstruir a partir de ésta el grafo en cuestión y
por lo tanto, reconstruir el circuito. A continuación se presentan las primeras proposiciones
de la tesis que tienen como objetivo identificar, a partir de la matriz H, las conexiones en
serie y paralelo de un circuito.
Considere de inicio a la submatriz de incidencia H. Dada la relación que tiene con respecto
a variables de árbol y coárbol, esta matriz se puede subdividir de la siguiente manera

H =


Ha1b1 Ha1b2 . . . Ha1by

Ha2b1 Ha2b2 . . . Ha2by
...

...
. . .

...
Haxb1 Haxb2 . . . Haxby


(n−1)×(b−n+1)

(2.29)

donde ai, i = 1, . . . , x son los diferentes tipos de elementos que hay en el árbol5 y bj, j =
1, . . . , y son los elementos de distinta naturaleza presentes en el coárbol6. La cantidad de los
elementos ai se denotará por nai , aśı como la cantidad de los elementos de bj se denota por
nbj . Por lo tanto las dimensiones de cada subdivisión serán Haibj ∈ Rnai×nbj . Un ejemplo arbi-
trario seŕıa una subdivisión Ha1b1 , donde a1 denota a los capacitores del árbol y b2 representa
a los inductores del coárbol. Si en el sistema existen 3 capacitores y 4 inductores entonces
na1 = 3, nb2 = 4 y la subdivisión tiene dimensiones Ha1b1 ∈ R3×4 y contiene información que
relaciona las variables de puerto de ambos elementos. Para las siguientes proposiciones se
considerará el caso en el que los elementos en cuestión que están en serie o en paralelo son
iguales en cantidad, es decir, los elementos en cuestión del árbol serán de la misma cantidad
que los elementos del coárbol involucrados.

Proposición 1.
Considere la submatriz de incidencia H de la ecuación (2.29). Tome en cuenta que los elemen-
tos del conjunto ak (para alguna k ∈ i = 1, . . . , x) son iguales en cantidad que los elementos
bm (para alguna m ∈ j = 1, . . . , y), es decir, nak = nbm . Si cada elemento del conjunto ak
está en serie con cada elemento del conjunto bm entonces se cumple que

Hakbm = −Inak
, Hakbj = 0(nak

×nbj
), j 6= m

Prueba. Considere las ecuaciones de restricciones de flujo ft = −Hfc y defina a los vectores

ft =



fa1
fa2
...
fak
...
fax


∈ R(n−1), fc =



fb1
fb2
...
fbm

...
fby


∈ R(b−n+1)

5Considere por ejemplo que en el árbol hay resistores y fuentes de voltaje. Entonces x = 2 (que es la
cardinalidad de elementos), a1 representa a los resistores y a2 representa a las fuentes de voltaje.

6Para este caso se puede considerar el mismo ejemplo usando para los elementos de un árbol. y es la
cardinalidad de elementos en el coárbol
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donde fai ∈ Rnai , i = 1, . . . , x y fbj ∈ Rnbj , j = 1, . . . , y. Para el flujo fak la ecuación de
restricción de flujo está dada por

fak = −Hakb1fb1 −Hakb2fb2 − · · · −Hakbmfbm − · · · −Hakbyfby

Si cada uno de los elementos del conjunto ak está en serie con cada elemento del conjunto
bk entonces los flujos de ambos elementos son iguales. Esto quiere decir que fak = fbm y
nak = nbm . La manera en que esta restricción se puede satisfacer es que Hakbm = −Inak

y
Hakbj = 0nak

×nbj
, j 6= m. �

La segunda proposición es análoga a la anterior, para elementos conectados en paralelo.

Proposición 2.
Considere la submatriz de incidencia H de la ecuación (2.29). Tome en cuenta que los elemen-
tos del conjunto ak (para alguna k ∈ i = 1, . . . , x) son iguales en cantidad que los elementos
bm (para alguna m ∈ j = 1, . . . , y), es decir, nak = nbm . Si cada elemento del conjunto ak
está en paralelo con cada elemento del conjunto bm entonces se cumple que

Hakbm = Inak
, Haibm = 0(nai×nbm ), i 6= k

Prueba. Considere las ecuaciones de restricciones de esfuerzo ec = HT et y defina a los vectores

et =



ea1
ea2
...
eak
...
eax


∈ R(n−1), ec =



eb1
eb2
...
ebm

...
eby


∈ R(b−n+1)

donde eai ∈ Rnai , i = 1, . . . , x y ebj ∈ Rnbj , j = 1, . . . , y. Para el esfuerzo ebm la ecuación de
restricción de esfuerzo está dada por

ebm = HT
a1bm

ea1 +HT
a2bm

ea2 + · · ·+HT
akbm

eak + · · ·+HT
axbmeax

Si cada uno de los elementos del conjunto ak está en paralelo con cada elemento del conjunto
bm entonces los esfuerzos de ambos elementos son iguales. Esto quiere decir que eak = ebm
y nak = nbm . La manera en que esta restricción se puede satisfacer es que Hakbm = Inak

y
Haibm = 0nai×nbm

, i 6= k. �

Estas proposiciones establecen condiciones sobre la matriz H para conexiones de elemen-
tos entre árbol y coárbol. Es importante mencionar la imposibilidad de los siguentes casos:

Dos elementos del coárbol en serie. No es posible porque se viola la definición de
árbol, el cual debe de contener todos los nodos del grafo y habiendo dos elementos en
el coárbol en serie, un nodo estaŕıa ausente del árbol.
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Dos elementos del árbol en paralelo. De igual manera se quebranta la definición
de árbol, porque no puede contener lazos cerrados que es lo que sucedeŕıa con dos
ramas en paralelo.

Otros casos particulares serán analizados posteriormente en caso de ser necesarios.

2.4. Modelo Hamiltoniano Controlado Por Puerto

Hasta el momento se han definido las restricciones de interconexión de los elementos y
las relaciones constitutivas de los elementos básicos de un circuito eléctrico. A continuación
se muestra el procedimiento para la obtención de un modelo que represente a un sistema
eléctrico con bastante generalidad. Para ésto, es necesario definir qué elementos estarán con-
tenidos en el árbol y qué elementos en el co-árbol. Por convención7 para circuitos eléctricos,
se tomarán en el árbol

Fuentes de tensión (cuyas variables de puerto son) e1, f1 ∈ Rn1 .

Capacitores eC , fC ∈ Rn2 .

Resistores eRt , fRt ∈ Rn3 .

Por otro lado, en el coárbol se considerarán

Resistores eRc , fRc ∈ Rn4 .

Inductores eL, fL ∈ Rn5 .

Se cumple entonces que n1 + n2 + n3 = n− 1 y n4 + n5 = b− (n− 1). Con esta selección, la
submatriz de incidencia se subdivide (análogamente a la división de la ecuación (2.29)) de
la siguiente manera

H =

 H1L H1R

HRL HRR

HCL HCR

 (2.30)

donde, siguiendo la misma notación que en la ecuación (2.29), los primeros sub́ındices de
cada subdivisión se refiere a los elementos del árbol y los segundos a los del coárbol. Con
ésto, las restricciones de continuidad resultan en

f1 = −H1LfL −H1RfRc

fRt = −HRLfL −HRRfRc (2.31)

fC = −HCLfL −HCRfRc

7Esta convención se toma con la finalidad de proporcionar un sentido f́ısico al modelo, dado que en otras
elecciones distintas (no en todas) se pueden llegar a encontrar casos en los que las variables no se asocian
de manera f́ısica con la realidad, por ejemplo se pueden mencionar la corriente eléctrica almacenada de un
inductor o voltaje almacenado de un capacitor. Para más detalles, consultar [21].
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por otro lado las restricciones de compatibilidad son

eL = HT
1Le1 +HT

RLeRt +HT
CLeC (2.32)

eRc = HT
1Re1 +HT

RReRt +HT
CReC

Se define además la función de almacenamiento total como

HT (fa, ea) = HC(fa) +HL(ea) (2.33)

donde fa ∈ Rn2 es la carga eléctrica (o corriente almacenada) de los capacitores, ea ∈
Rn5 es el flujo magnético (o voltaje almacenado) de los inductores, HC : Rn2 → R es la
función de almacenamiento de enerǵıa de los capacitores y HL : Rn5 → R es la función de
almacenamiento de enerǵıa de inductores. Bajo estas definiciones, las relaciones constitutivas
de los capacitores e inductores son, respectivamente

ḟa = fC , eC =
∂HT (fa, ea)

∂fa
; ėa = eL, fL =

∂HT (fa, ea)

∂ea
(2.34)

Para los resistores se tienen las relaciones constitutivas lineales

eRt = RtfRt , eRc = RcfRc (2.35)

donde Rt = diag {rti} , i = 1, . . . , n3, rti > 0 y Rc = diag {rci} , i = 1, . . . , n4, rci > 0 son
matrices diagonales positivas.
Es momento de juntar relaciones constitutivas con las restricciones de compatibilidad y
continuidad para llegar al modelo completo.
De la primer parte de las ecuaciones (2.34) se tiene

ḟa = fC

Reemplazando en ésta la última ecuación de (2.31) resulta

ḟa = fC = −HCLfL −HCRfRc (2.36)

de las relaciones constitutivas de los resistores del coárbol (2.35) se sabe que fRc = R−1c eRc .
Haciendo uso de ésto en la última ecuación resulta

ḟa = −HCLfL −HCRR
−1
c eRc

Reemplazando en esta última la segunda ecuación de (2.32) se tiene

ḟa = −HCLfL −HCRR
−1
c

(
HT

1Re1 +HT
RReRt +HT

CReC
)

se sabe de las ecuaciones (2.35) que eRt = RtfRt . Sustituyendo ésto en la última ecuación

ḟa = −HCLfL −HCRR
−1
c

(
HT

1Re1 +HT
RRRtfRt +HT

CReC
)
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y empleando la ecuación fRt de (2.31) resulta en

ḟa = −HCLfL −HCRR
−1
c

[
HT

1Re1 +HT
RRRt (−HRLfL −HRRfRc) +HT

CReC
]

(2.37)

Si se observa en esta ecuación, la variable fRc volvió a aparecer, misma variable que aparece
desde un inicio en la ecuación (2.36). Entonces se iguala fRt con el término entre corchetes
de (2.37), es decir

fRc = R−1c
[
HT

1Re1 −HT
RRRtHRLfL −HT

RRRtHRRfRc +HT
CReC

]
El objetivo es entonces despejar la variable fRc . Multiplicando toda la ecuación por Rc resulta

RcfRc =
[
HT

1Re1 −HT
RRRtHRLfL −HT

RRRtHRRfRc +HT
CReC

]
ordenando las variables de fRc del lado izquierdo de la ecuación

RcfRc +HT
RRRtHRRfRc =

[
HT

1Re1 −HT
RRRtHRLfL +HT

CReC
]

factorizando y despejando la variable se tiene

fRc =
[
Rc +HT

RRRtHRR

]−1 [
HT

1Re1 −HT
RRRtHRLfL +HT

CReC
]

(2.38)

sustituyendo entonces este resultado en la ecuación (2.36) se tiene

ḟa = −HCLfL +HCR

[
Rc +HT

RRRtHRR

]−1 [
HT

1Re1 −HT
RRRtHRLfL +HT

CReC
]

ordenando las variables se tiene como primer ecuación del modelo

ḟa =
{
−HCL +HCR

[
Rc +HT

RRRtHRR

]−1
HT
RRRtHRL

}
fL (2.39)

−HCR

[
Rc +HT

RRRtHRR

]−1
HT
CReC −HCR

[
Rc +HT

RRRtHRR

]−1
HT

1Re1

Por otra parte, de las ecuaciones (2.34) se tiene

ėa = eL

sustituyendo en esta ecuación la primera de las ecuaciones de (2.32) resulta

ėa = eL = HT
1Le1 +HT

RLeRt +HT
CLeC

de las relaciones constitutivas para resistores (2.35) se sabe que eRt = RtfRt . Sustituyéndolo
en la última ecuación

ėa = HT
1Le1 +HT

RLRtfRt +HT
CLeC

y sustituyendo la segunda de las ecuaciones de (2.31) en esta última ecuación resulta

ėa = HT
1Le1 +HT

RLRt (−HRLfL −HRRfRc) +HT
CLeC
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= HT
1Le1 −HT

RLRtHRLfL −HT
RLRtHRRfRc +HT

CLeC

en esta ecuación se presenta el mismo caso que en la ecuación (2.36). Sustituyendo en ésta
la ecuación (2.38) se tiene

ėa = HT
1Le1 −HT

RLRtHRLfL

−HT
RLRtHRR

[
Rc +HT

RRRtHRR

]−1 [
HT

1Re1 −HT
RRRtHRLfL +HT

CReC
]

+HT
CLeC

ordenando por último las variables se tiene la segunda ecuación del modelo

ėa =
{
−HT

RLRtHRL +HT
RLRtHRR

[
Rc +HT

RRRtHRR

]−1
HT
RRRtHRL

}
fL

+
{
HT
CL −HT

RLRtHRR

[
Rc +HT

RRRtHRR

]−1
HT
CR

}
eC+

{
HT

1L −HT
RLRtHRR

[
Rc +HT

RRRtHRR

]−1
HT

1R

}
e1

(2.40)
Cabe mencionar que de esta última ecuación el término que multiplica a fL es posible sim-
plificarlo8. Es decir

−HT
RL

(
R−1t +HRRR

−1
c HT

RR

)−1
HRL =

−HT
RLRtHRL −HT

RLRtHRR

(
Rc +HT

RRRtHRR

)−1
HT
RRRtHRL (2.41)

Por otro lado, si se definen a los vectores

x =

[
fa
ea

]
, x ∈ Rn2+n5 ; ∇xHT (x) =

[
∂HT (fa,ea)

∂fa
∂HT (fa,ea)

∂ea

]
=

[
eC
fL

]
, ∇xHT (x) ∈ Rn2+n5 ; u = e1

el modelo se puede representar de manera natural como un sistema hamiltoniano controlado
por puerto de la siguiente manera

ẋ = [J −R]∇xHT (x) +Gu (2.42)

donde la matriz

J =

[
0 J1
−JT1 0

]
= −JT ; J ∈ R(n2+n5)×(n2+n5)

es llamada matriz de interconexión la cual es antisimétrica y sus elementos son

J1 = −HCL +HCR

[
Rc +HT

RRRtHRR

]−1
HT
RRRtHRL

se tiene también la matriz de disipación R que es una matriz simétrica positiva semidefinida
y está dada por

R =

[
R1 0
0 R2

]
, R ∈ R(n2+n5)×(n2+n5)

R1 = HCR

[
Rc +HT

RRRtHRR

]−1
HT
CR

R2 = HT
RL

(
R−1t +HRRR

−1
c HT

RR

)−1
HRL

8Ver apéndice A
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y la matriz G es llamada matriz de entradas la cual es una matriz rectangular, dada como

G =

[
g1
g2

]
,

g1 = −HCR

[
Rc +HT

RRRtHRR

]−1
HT

1R

g2 = HT
1L −HT

RLRtHRR

[
Rc +HT

RRRtHRR

]−1
HT

1R

Este es un modelo con bastante generalidad el cual tiene la capacidad de representar cual-
quier circuito eléctrico (sujeto a la elección del árbol y en consecuencia, del coárbol) que
involucre los tipos de elementos seleccionados. El modelo se hace particular al momento de
definir las subdivisiones de la submatriz de incidencia.
Aśı mismo se evalúan en el siguiente caṕıtulo las propiedades de estabilidad y consenso, las
cuales establecerán restricciones en el circuito y por lo tanto, limitaciones en la conexión de
elementos para satisfacer dichas caracteŕısticas.
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Caṕıtulo 3

Propiedades de Circuitos Eléctricos

3.1. Análisis en Corriente Directa

En el presente caṕıtulo se identificarán condiciones estructurales considerando una en-
trada no variante en el tiempo, es decir, una entrada constante para obtener propiedades
de estabilidad. Tales condiciones se verán matemáticamente reflejadas en la submatriz de
incidencia.

3.1.1. Propiedades de Estabilidad

Para el circuito eléctrico

ẋ = [J −R]∇xHT (x) +Gu

es de interés conocer cómo se comportan sus variables en un estado de equilibrio. Se busca
un punto x∗ de (2.42) tal que si el estado empieza en x∗ permanezca en x∗ para todo tiempo
futuro. Para el sistema (2.42) el equilibrio es solución de

0(n2+n5) = [J −R]∇xHT (x∗) +Gu∗ (3.1)

donde

x∗ =

[
f ∗a
e∗a

]
, ∇xHT (x∗) =

[
e∗C
f ∗L

]
, u∗ = e∗1

son los vectores de estado, gradiente de la función de almacenamiento total y entrada, res-
pectivamente, en el estado de equilibrio. Es de interes averiguar si el equilibrio x∗ es estable
en el sentido de Lyapunov, por lo que se retoma la función incremental1 [22] en la que se
define la función positiva definida H0(x) como

H0(x) = HT (x)− xT∇xHT (x?)−
(
HT (x?)− x?T∇xHT (x?)

)
(3.2)

1Se denomina función incremental porque existe una desviación de su mı́nimo y tal desviación es el valor
del equilibrio del sistema, es decir, x∗.
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En la siguiente proposición se demuestra que la función H0(x) es una función positiva defi-
nida.

Proposición 3.
La función

H0(x) = HT (x)− xT∇xHT (x?)−
(
HT (x?)− x?T∇xHT (x?)

)
es una función positiva definida si es una función estrictamente convexa2.

Prueba. Para demostrar que H0(x) es positiva definida, se tiene que demostrar que x∗ es
un mı́nimo de la función mencionada. Para ello se recurre al criterio de la segunda derivada.
Derivando la función H0(x) con respecto al estado x, es decir, obteniendo el gradiente de
H0(x) resulta

∇xH0(x) = ∇xHT (x)−∇xHT (x∗)

si en esta función gradiente se sustituye el equilibrio se obtiene

∇xH0(x
∗) = 0

Cumpliendose esta primer condición, para una función convexa entonces x∗ debeŕıa ser un
mı́nimo de la función H0(x). Derivando por segunda vez con respecto a x, es decir, obteniendo
el hessiano de H0(x) se obtiene

∇2
xH0(x) = ∇2

xHT (x) > 0.

Por propiedades de las funciones estrictamente convexas, si la función H0(x) es estrictamente
convexa entonces la matriz hessiana es positiva definida. Aludiendo al criterio de la segunda
derivada se demuestra que x∗ es un mı́nimo de Ho(x) y por lo tanto, la función H0(x) es
positiva definida. �

Habiendo demostrado la positividad de la función H0(x), lo que procede es realizar un
análisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov de los equilibrios, es decir, de la ecuación
(3.1). Usando entonces como función candidata de Lyapunov H0(x), se encuentra la deriva-
da temporal de H0(x) a lo largo de las trayectorias del sistema, que por regla de la cadena
resulta

Ḣ0(x) = ∇xH
T
T (x)ẋ− ẋT∇xHT (x∗),

dado que la función H0(x) es una función escalar, su derivada con respecto al tiempo tam-
bién es escalar, por lo que se puede asegurar que ẋT∇xHT (x∗) = ∇xH

T
T (x∗)ẋ. Entonces el

resultado se puede factorizar como

Ḣ0(x) = [∇xHT (x)−∇xHT (x∗)]T ẋ

sustituyendo en esta última la ecuación (2.42), se tiene

Ḣ0(x) = [∇xHT (x)−∇xHT (x∗)]T [J −R]∇xHT (x) +Gu

2Para más información de funciones convexas, ver Apéndice B.
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= ∇xH
T
T (x)J∇xHT (x)−∇xH

T
T (x)R∇xHT (x) +∇xH

T
T (x)Gu

−∇xH
T
T (x∗)J∇xHT (x) +∇xH

T
T (x∗)R∇xHT (x)−∇xH

T
T (x∗)Gu

se sabe que∇xH
T
T (x)J∇xHT (x) = −∇xH

T
T (x)JT∇xHT (x) = 0, es decir, una forma cuadráti-

ca con una matriz antisimétrica es igual a cero, resultando entonces

Ḣ0(x) = −∇xH
T
T (x)R∇xHT (x) +∇xH

T
T (x)Gu

−∇xH
T
T (x∗)J∇xHT (x) +∇xH

T
T (x∗)R∇xHT (x)−∇xH

T
T (x∗)Gu

que hasta el momento puede factorizarse como

Ḣ0(x) = − [∇xHT (x)−∇xHT (x∗)]T R∇xHT (x)−∇xH
T
T (x∗)J∇xHT (x)

+ [∇xHT (x)−∇xHT (x∗)]T Gu (3.3)

para continuar con el desarrollo, considere la ecuación de equilibrio (3.1). Multiplicando esta
ecuación por el término ∇xH

T
T (x) resulta

∇xH
T
T (x)J∇xHT (x∗)−∇xH

T
T (x)R∇xHT (x∗) +∇xH

T
T (x)Gu∗ = 0 (3.4)

por otro lado, multiplicando la ecuación (3.1) por el término ∇xH
T
T (x∗) se tiene

∇xH
T
T (x∗)J∇xHT (x∗)−∇xH

T
T (x∗)R∇xHT (x∗) +∇xH

T
T (x∗)Gu∗ = 0

dado que ∇xH
T
T (x∗)J∇xHT (x∗) = −∇xH

T
T (x∗)JT∇xHT (x∗) = 0 entonces el resultado final

de esta ecuación es

−∇xH
T
T (x∗)R∇xHT (x∗) +∇xH

T
T (x∗)Gu∗ = 0 (3.5)

sumando las ecuaciones (3.4) y (3.5) a la ecuación (3.3) se tiene

Ḣ0(x) = − [∇xHT (x)−∇xHT (x∗)]T R(x)∇xHT −∇xH
T
T (x∗)J∇xHT (x)

+ [∇xHT (x)−∇xHT (x∗)]T Gu−∇xH
T
T (x∗)R∇xHT (x∗) +∇xH

T
T (x∗)Gu∗

∇xH
T
T (x)J∇xHT (x∗)−∇xH

T
T (x)R∇xHT (x∗) +∇xH

T
T (x)Gu∗

por último, se puede factorizar esta ecuación como

Ḣ0(x) = − [∇xHT (x)−∇xHT (x∗)]T R [∇xHT (x)−∇xHT (x∗)]

+ [∇xHT (x)−∇xHT (x∗)]T g (u− u∗)−∇xH
T
T (x∗)J∇xHT (x) +∇xH

T
T (x)J∇xHT (x∗)

Transponiendo el último término resulta −∇xH
T
T (x∗)JT∇xHT (x∗). Realizando con esto una

nueva factorización se tiene

Ḣ0(x) = − [∇xHT (x)−∇xHT (x∗)]T R [∇xHT (x)−∇xHT (x∗)]

+ [∇xHT (x)−∇xHT (x∗)]T g (u− u∗) +∇xH
T
T (x∗)

[
−J − JT

]
∇xHT (x)
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y como se sabe que −JT = J , si se sustituye en el último término de esta ecuación, se elimina
y el resultante total es

Ḣ0(x) = − [∇xHT (x)−∇xHT (x∗)]T R [∇xHT (x)−∇xHT (x∗)]

+ [∇xHT (x)−∇xHT (x∗)]T g (u− u∗) .

Dado que la entrada no vaŕıa en el tiempo entonces u = u∗. Con esta sustitución, se tiene
entonces

Ḣ0(x) = − [∇xHT (x)−∇xHT (x∗)]T R [∇xHT (x)−∇xHT (x∗)] ≤ 0

esta última es una forma cuadrática negativa semidefinida, por lo que hasta el momento el
mı́nimo de la función H0(x), es decir, x∗ es estable. De manera expĺıcita la ecuación anterior
se puede expresar como

Ḣ0(x) = − (eC − e∗C)T HCR

[
Rc +HT

RRRtHRR

]−1
HT
CR (eC − e∗C)

− (fL − f ∗L)T HT
RL

(
R−1t +HRRR

−1
c HT

RR

)−1
HRL (fL − f ∗L) ≤ 0 (3.6)

es evidente con esto que la estabilidad depende de matrices espećıficas. Dado que el pro-

ducto de matrices (que resultan en una matriz cuadrada)
[
Rc +HT

RRRtHRR

]−1 ∈ Rn4×n4

y
(
R−1t +HRRR

−1
c HT

RR

)−1 ∈ Rn3×n3 son positivas definidas3, se recurre al principio de in-
variancia de LaSalle, que consiste en determinar el máximo conjunto invariante en el que
Ḣ0 = 0. Ese máximo conjunto invariante está dado por los argumentos de las formas cuadráti-
cas de la ecuación (3.6). El máximo conjunto invariante ε se puede expresar como

ε =
{
fa, ea|HT

CR (eC − e∗C) = 0n4 , HRL (fL − f ∗L) = 0n3

}
(3.7)

se observa que si se desea que (·) = (·)∗ se requiere que el kernel o espacio nulo de las
matrices HT

CR y HRL tenga como único elemento el cero, es decir

dim
{
ker

{
HT
CR

}}
= 0, dim {ker {HRL}} = 0 (3.8)

si los rangos de las matrices HT
CR y HRL son completos, las únicas soluciones a los sistemas

de ecuaciones de (3.7) serán las soluciones triviales, es decir

(eC − e∗C) = 0n2 , (fL − f ∗L) = 0n5

3La suma de una matriz diagonal positiva (con cada una de sus entradas diferentes entre śı pero positivas)
mas una matriz positiva semidafinida da como resultado una matriz positiva definida. Es posible probar esto
por lo siguiente: La matriz positiva semidefinida tiene valores propios positivos y/o cero. La matriz diagonal
tiene como valores propios cada una de sus entradas de la diagonal y debido a esto es positiva definida. Por
lo tanto los valores propios de la suma no podrán ser cero y la matriz resultante es positiva definida. Más
aún, como todos los valores propios son positivos y distintos de cero, la suma de ambas matrices es de rango
completo y su inversa existe.
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lo que implica que eC = e∗C y fL = f ∗L y con esto, estabilidad asintótica local al mı́nimo x∗.
Si la función H0(x) es radialmente no acotada, se tendrá estabilidad asintótica global.
Las condiciones establecidas sobre las submatrices HT

CR y HRL son restricciones sobre la
interconexión del sistema si se desea estabilidad asintótica. Existen muchas posibilidades
para estas matrices para satisfacer tal condición. Como condiciones suficientes que satisfagan
lo anterior se proponen las siguientes elecciones que harán más particular al sistema a tratar:

Si cada resistor del árbol está en serie con cada inductor del coárbol, de acuerdo a la
Proposición 1 se cumple que n3 = n5 (se restringe a que el número de inductores sea
igual al número de resistores en el árbol) y las siguientes matrices quedan especificadas
como

HRL = In3 , HRR = 0n3×n4

esta caracterización safistace una de las condiciones de (3.8), es decir, ker {HRL} = Ø.

Si cada capacitor del árbol está en paralelo con cada resistor del coárbol, de acuerdo
a la Proposición 2 se cumple que n2 = n4 (se restringe a que el número de capacitores
sea igual al número de resistores en el coárbol) y las siguientes matrices están dadas
por

HCR = In2 , H1R = 0n1×n4 , HRR = 0n3×n4

con estas caracterizaciones se cumple la otra condición de (3.8) que es ker
{
HT
CR = Ø

}
.

Por el momento, las condiciones para estabilidad y las elecciones anteriores caracterizan a la
submatriz de indicencia de la siguiente manera

H =

 H1L 0n1×n4

In3 0n3×n4

HCL In2


en la siguiente sección se analizan los equilibrios del sistema para obtener condiciones con
respecto al consenso de sus variables.

3.1.2. Propiedades de Consenso

Dadas las propiedades de estabilidad y sus restricciones, las ecuaciones de equilibrio del
modelo están dadas por

0 = −R−1c e∗C −HCLf
∗
L (3.9)

0 = HT
CLe

∗
C −Rtf

∗
L +HT

1Le
∗
1 (3.10)

para analizar estas ecuaciones de equilibrio se procede a conocer de manera expĺıcita cada
una de las variables en cuestión. De la ecuación (3.10), despejando el término RtfL se tiene

Rtf
∗
L = HT

CLe
∗
C +HT

1Le
∗
1

y de esto se obtiene
f ∗L = R−1t

(
HT
CLe

∗
C +HT

1Le
∗
1

)
(3.11)
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sustituyendo (3.11) en (3.9) resulta

0 = −R−1c e∗C −HCL

[
R−1t

(
HT
CLe

∗
C +HT

1Le
∗
1

)]
= −R−1c e∗C −HCLR

−1
t HT

CLe
∗
C −HCLR

−1
t HT

1Le
∗
1

= −
(
R−1c +HCLR

−1
t HT

CL

)
e∗C −HCLR

−1
t HT

1Le
∗
1

y despejando por último la variable eC resulta

e∗C = −
(
R−1c +HCLR

−1
t HT

CL

)−1
HCLR

−1
t HT

1Le
∗
1 (3.12)

que es la primer variable descrita de forma expĺıcita. Sustituyendo (3.12) en (3.11) se tiene

f ∗L = −R−1t HT
CL

(
R−1c +HCLR

−1
t HT

CL

)−1
HCLR

−1
t HT

1Le
∗
1 +R−1t HT

1Le
∗
1

=
[
R−1t

(
HT

1L −HT
CL

(
R−1c +HCLR

−1
t HT

CL

)−1
HCLR

−1
t HT

1L

)]
e∗1 (3.13)

que es la segunda variable representada de forma expĺıcita.

Como se observa en las ecuaciones (3.12) y (3.13), los valores en estado estacionario de
las variables dependen fuertemente de los valores de los resistores aśı como de las subma-
trices HCL y H1L. Para evaluar bajo qué condiciones se puede lograr consenso con estas
igualdades se vuelve un proceso realmente complicado, principalmente por la inversa involu-

crada
(
R−1c +HCLR

−1
t HT

CL

)−1
además de los productos y adiciones que le suceden. Por tal

motivo, para proceder con el análisis, se considera el caso en que las resistencias del árbol
son cero, es decir Rt = 0n4×n4 . Si se toma esta consideración, las ecuaciones de equilibrio se
reducen a

0n5 = HT
CLe

∗
C +HT

1Le
∗
1 (3.14)

0n2 = −R−1c e∗C −HCLf
∗
L. (3.15)

Analizando la ecuación (3.14), si se quisiera conocer una expresión expĺıcita de eC se tendŕıa
que encontrar una pseudo inversa de la matriz HCL o por otro lado, garantizar que HCL sea
cuadrada y de rango completo. Para no restringir de tal matera a esa matriz, la ecuación
(3.14) no tendrá modificaciones y permanecerá tal como es, al igual que la ecuación (3.15).
Sin embargo, para no tratar con el problema general de identificar estructuras para las sub-
matrices HCL y H1L que satisfagan consenso en las variables, se caracterizarán y evaluarán
las propiedades de las topoloǵıas básicas utilizadas en sistemas eléctricos de potencia: la
topoloǵıa radial, anillo y malla.

Consenso en Topoloǵıa Radial.
Una red radial en un sistema eléctrico de potencia tiene como caracteŕıstica la existencia de
una trayectoria desde la fuente hasta el consumidor y además existe una sola fuente. Una
ilustración en diagrama unifilar como ejemplo se puede mostrar en la Figura 3.1. Es la topo-
loǵıa más sencilla de las tres que se presentarán. En la literatura ([1], [24]) existen muchas
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Figura 3.1: Estructura de una Topoloǵıa Radial en Diagrama Unifilar

definiciones, sin embargo, la más frecuente y la considerada en este trabajo está dada en [23]
(que es como la mostrada en la Figura 3.1).
Para comenzar con la especificación de la red es importante tener en cuenta que las carac-

teŕısticas que van a distinguir a una topoloǵıa de otra es la manera en la que se conectan las
fuentes con las ĺıneas de alimentación y a su vez la conexión entre las ĺıneas y las cargas. Para
asociar esta distinción al modelo del circuito eléctrico se harán las siguientes consideraciones:

Los resistores del árbol en serie con los inductores del coárbol serán vistos como ĺıneas
de alimentación en la topoloǵıa.

Los resistores del coárbol en paralelo con los capacitores serán vistos como cargas del
sistema.

Tomando en cuenta estos puntos, de acuerdo a la definición de esta topoloǵıa, una red radial
para el modelo del sistema es como la mostrada en la Figura 3.2. Particularmente, para una
red radial por cada ĺınea de alimentación hay una carga y como cada carga tiene un capacitor
y un resistor de coárbol entonces n2 = n3 = n4 = n5. Esto se puede apreciar en el ejemplo
de la Figura 3.2, donde el número de capacitores es igual al número de inductores, resistores
del árbol y coárbol. El total de cada uno es n2 = n3 = n4 = n5 = 3.
En relación a las topoloǵıas, las matrices que aún no han sido definidas HCL y H1L serán de
utilidad por las siguientes razones:

La submartiz H1L relaciona las variables de las fuentes de tensión con los inductores
del coárbol (que son considerados parte de las ĺıneas de alimentación) por lo que esta
matriz es la que relacionará las fuentes de tensión con las ĺıneas de alimentación.

La submatriz HCL relaciona las variables de los capacitores del árbol con los inductores
del coárbol, entonces esta matriz relacionará a las ĺıneas de alimentación con las
cargas.

Es entonces notable que estas dos matrices serán las que caractericen la topoloǵıa y una vez
fijas, se analizarán los equilibrios para identificar propiedades de consenso en sus variables.
Para la red radial, las submatrices tienen las siguientes formas:
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Figura 3.2: Estructura de una Topoloǵıa Radial Con Ámbitos Trazados

1. Existe una sola fuente de alimentación, entonces n1 = 1. El número de ĺıneas de
alimentación no está limitado y sabiendo que el número de inductores es igual al número
de resistores en el árbol (n3 = n5) las dimensiones de la matriz son H1L ∈ R1×n5 . Por
otro lado, eligiendo el ámbito básico para el cutset básico de la fuente de tensión, cada
inductor forma parte del cutset de la fuente, como se muestra en el ejemplo de la
Figura 3.2. Para este ejemplo en particular, siguiendo las convenciones señaladas en el
caṕıtulo 2, la matriz toma la forma

H1L = [1 1 1]

de manera general, para n5 ĺıneas de alimentación la matriz es de la forma

H1L =
[
1Tn5

]
(3.16)

2. Como se muestra en la Figura 3.2, cada carga está alimentada por una sola ĺınea
por lo que cada capacitor incluye en su cutset básico un sólo inductor. Como el flujo
de cada inductor entra a cada ámbito del capacitor, se pondrá un -1 en la ubicación
correspondiente de la matriz HCL. Para el ejemplo (considerando que para la submatriz
HCL las variables de árbol se ordenan en numeración de izquierda a derecha y las
variables de coárbol se ordenan en numeración de arriba a abajo) la matriz toma la
forma

HCL =

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


y de manera general para n2 cargas la matriz es de la forma

HCL = −In2

Hasta el momento se tiene caracterizada la topoloǵıa radial. A continuación se evalúan las
propiedades de consenso de cada una. Para esto, considere la primer ecuación de equilibrio

0n5 = HT
CLe

∗
C +HT

1Le
∗
1
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sabiendo que HCL = −In2 y H1L =
[
1Tn5

]
entonces

0n5 = −e∗C + 1n5e
∗
1

de esta ecuación se obtiene
e∗C = 1n5e

∗
1

debido a que existe una sola fuente de tensión, esta ecuación significa que cada tensión del
capacitor llegará en estado estacionario al valor de tensión de la fuente lo que significa un
consenso en las tensiones de capacitor en el sentido de

e∗Ci = e∗1, i = 1, . . . , n2 (3.17)

Por otro lado, considerando la segunda ecuación de equilibrio (3.15)

0n2 = −R−1c e∗C −HCLf
∗
L

sustituyendo HCL = −In2 y e∗C = 1n5e
∗
1 resulta

0n2 = −R−1c 1n5e
∗
1 + f ∗L

despejando por último f ∗L se tiene
f ∗L = R−1c 1n5e

∗
1

lo que esta ecuación menciona es que en estado estacionario, la corriente de cada inductor
es inversamente proporcional al valor de cada resistor del coárbol, de manera que si Rc =
rcIn4 , rc > 0, es decir, todos los valores de los resistores de coárbol son iguales, existirá un
consenso en las corrientes de inductor en el sentido de

f ∗Li = r−1c e∗1, i = 1, . . . , n5 (3.18)

además, dado que los resistores del coárbol están en paralelo con los capacitores, entonces

e∗Rc
= e∗C = 1n5e

∗
1

lo que significa un consenso en las tensiones de resistor de coárbol en el sentido de

e∗Rci
= e∗1, i = 1, . . . , n5

y dada la relación constitutiva de éstos, resulta

e∗Rc
= Rcf

∗
Rc
→ f ∗Rc

= R−1c e∗Rc
= R−1c 1n4e

∗
1

que es la misma condición para las corrientes de inductores. Entonces si Rc = rcIn4 , rc > 0
entonces las corrientes de resistor de coárbol alcanzan consenso en el sentido de

f ∗Rci
= r−1c e∗1, i = 1, . . . , n4
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Figura 3.3: Estructura de una Topoloǵıa Anillo en Diagrama Unifilar con a. Dos fuentes de
alimentación. b. Una fuente de alimentación.

Figura 3.4: Estructura de una Topoloǵıa Anillo con a. Dos fuentes de alimentación. b. Una
fuente de alimentación.

Consenso En Topoloǵıa Anillo.
En esta topoloǵıa, a diferencia de la radial, la carga tendrá dos trayectorias de alimentación.
Estos circuitos utilizan una o dos fuentes de tensión y con respecto a su uso es útil para
cargas que no permiten interrupción de enerǵıa (por la doble alimentación), como las insta-
laciones industriales [23]. La Figura 3.3 se muestra en diagrama unifilar las dos posibilidades
de topoloǵıa anillo, donde la Figura 3.3a tiene dos fuentes de alimentación y la Figura 3.3b
contempla una sola fuente. En ambos casos es evidente que todas las cargas tienen dos tra-
yectorias de alimentación.
Asociando esta topoloǵıa con el sistema eléctrico, el circuito resulta como en la Figura 3.4.
Sin importar el número de fuentes de tensión, dado que las cargas son conectadas consecu-

tivamente, se puede apreciar fácilmente (con énfasis en la Figura 3.3) que existe una ĺınea
adicional al número de cargas. Por ejemplo, en la Figura 3.3a existen 3 cargas y 4 ĺıneas y
en la Figura 3.3b existen 5 cargas y 6 ĺıneas. Entonces cuantificando a las cargas median-
te la cantidad de capacitores n2, existirán n5 = n2 + 1 ĺıneas de alimentación. Teniendo las
representaciones de la Figura 3.4, es posible caracterizar la topoloǵıa en los siguientes puntos:

1. Existen para esta topoloǵıa dos tipos de inductores. Los que conectan alguna fuente con
carga y los que conectan garga con carga. Existen en total r r-inductores que conectan
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fuente con carga y existirán p p-inductores que conectan carga con carga, de manera
que r + p = n5. Como una topoloǵıa anillo tiene máximo 2 fuentes, entonces r ≤ 2.
Suponiendo el caso en que existen 2 fuentes (r = 2), las variables de inductor entonces
estarán ordenadas como

fL =


fLr−1

fLr

fLr+1

...
fLr+p

 ; eL =


eLr−1

eLr

eLr+1

...
eLr+p

 (3.19)

Para el ejemplo de la Figura 3.4a r = 2 y p = 3. Este orden afecta por supuesto el
orden de las columnas de H1L y HCL, es decir, primero van las columnas relacionadas
con los r-inductores y luego las columnas relacionadas con los p-inductores.

2. En la topoloǵıa anillo es posible tener 1 o 2 fuentes de tensión. Entonces n1 = 1, 2 y
las dimensiones de la matriz H1L para ambos casos, respectivamente son H1L ∈ R1×n5

y H1L ∈ R2×n5 .
Para el caso en que n1 = 1, en la Figura 3.4b se aprecia el ámbito básico del cutset
básico de la fuente de alimentación. Los inductores L1, L2 son los que conectan carga
con fuente, por lo que el cutset de la fuente incluye ambos inductores. Además, el flujo
del primer inductor sale del ámbito (que significa una entrada en la matriz igual a 1) y
el flujo del segundo entra al mismo (que implica una entrada en la matriz igual a -1).
Por esta razón, la matriz H1L tendrá la estructura

H1L =
[
1 − 1 0Tp

]
1×n5

para el caso del ejemplo, esta matriz es H1L =
[
1 − 1 0T3

]
.

Para el caso n1 = 2, los ámbitos básicos correspondientes a cada cutset básico de
cada fuente están señalados en la Figura 3.4a. En el cutset de la fuente 1 se involucra
únicamente la primer inductancia con flujo saliendo del ámbito, entonces en la entrada
correspondiente existirá un 1. Por otro lado, en el cutset de la segunda fuente se
involucra al segundo inductor por lo que en la entrada correspondiente habrá un −1.
Entonces la matriz H1L tendrá la forma

H1L =

[
1 0 0Tp
0 −1 0Tp

]
2×n5

particularmente para el ejemplo de la Figura 3.4 la matriz H1L es

H1L =

[
1 0 0T3
0 −1 0T3

]
2×5

3. Dado el orden de las columnas de HCL por los dos tipos de inductores ya mencionados,
la matriz HCL se puede dividir como

HCL = [∆ | N ]
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donde ∆ ∈ Rn2×r y N ∈ Rn2×p. Es importante mencionar que la estructura de esta
matriz es independiente de la existencia de una o dos fuentes. Más adelante será evi-
dente este motivo.
Por otro lado, si se observan ambos diagramas de la Figura 3.4, los capacitores están
ordenados de manera consecutiva. Por esta razón, el primer y último capacitor son los
que interactúan con los r-inductores. Observe los ámbitos básicos de los capacitores 1 y
4 (primero y último) de la Figura 3.4. En el ámbito del capacitor 1 el flujo del inductor
1 entra, entonces en la entrada correspondiente habrá un -1. En el ámbito básico del
último capacitor (para el ejemplo, capacitor 4) el flujo del inductor 2 sale, por lo que
en la entrada correspondiente habrá un 1. Con estas observaciones se puede deducir
que la matriz ∆ (que relaciona capacitores con r-inductores) es de la forma

∆ =


−1 0
0 0
...

...
0 0
0 1


n2×r

Para ambos diagramas de la Figura 3.4 es posible notar que la matriz HCL es

∆ =


−1 0
0 0
0 0
0 1


n2×r

lo que ilustra la independencia de esta estructura de la cantidad de fuentes que existan
en la topoloǵıa.
Con respecto a la matriz N , se sabe que relaciona las variables de capacitor con las de
los p-inductores. Dado que los p-inductores conectan consecutivamente a cada carga
siempre existirá un p-inductor menos que el número de cargas, en cualquiera de los dos
casos (1 o 2 fuentes de tensión), como se puede apreciar en la Figura 3.3. Entonces es
posible afirmar que p = n2−1. Regresando a la caracterización, refiriéndose al primer y
último capacitor (C1 y C4), se puede observar en la Figura 3.4 que éstos sólo comparten
cutset básico con un sólo p-inductor (L3 y L5). Para el ámbito de C1 el flujo de L3

está saliendo por lo que en la entrada 1, 1 de N habrá un 1. Para el ámbito del último
capacitor Cn2 (para el ejemplo seŕıa C4) el flujo del inductor L5 entra al ámbito, por
lo que en la entrada de la matriz n2, p seŕıa un −1. Para los capacitores subsecuentes
es evidente que cada uno incluye en su ámbito básico a dos p-inductores, como es el
caso en de los capacitores C2 y C3 en la Figura 3.4. Entonces es de esperarse que en
las entradas correspondientes existan un −1 y 1. Por ejemplo, para el capacitor C2,
en su cutset básico están involucrados los inductores L3 y L4 que son p-inductores.
Entonces en la entrada 2, 1 habrá un −1 porque el flujo de L3 entra al ámbito básico
y en la entrada 2, 2 habrá un 1 porque el flujo de L4 sale. De la misma manera para el
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ámbito de C3 seŕıa (3, 2) = −1 y (3, 3) = 1. Para el ejemplo de la Figura 3.4 la matriz
N resulta como

N =


1 0 0
−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1


De manera general, la regla para llenar la matriz N seŕıa de la siguiente manera:
Para la matriz N de la forma

N =

 N11 . . . N1p
...

. . .
...

Nn21 . . . Nn2p


Cada elemento de N se asigna como

Nij =


1 para i = j;

−1 para i = j + 1
0 para cualquier otro caso

 (3.20)

observando esta estructura se puede afirmar que

1Tn2
N = 0Tp

o dicho de otra manera, la sumatoria de cada columna de N es cero.

Las matrices H1L y HCL han sido ya definidas.
Es momento de analizar las ecuaciones de equilibrio para evaluar propiedades de consenso.
Considere la primer ecuación de equilibrio

0n5 = HT
CLe

∗
C +HT

1Le
∗
1 (3.21)

Cabe mencionar que

HT
CL =

[
∆T

NT

]
Primero se analizará el caso n1 = 1. La primer ecuación del conjunto de equilibrios, dada
la estructura de ∆ y H1L (la primer columna de ∆ tiene un −1 en su primer entrada, y la
primer entrada de H1L es 1) es

0 = −e∗C1
+ e∗1 → e∗C1

= e∗1 (3.22)

la segunda ecuación resulta también de la estructura de ∆ y H1L (la última entrada de la
segunda columna de ∆ es 1 y la segunda entrada de H1L es −1)

0 = e∗C2
− e∗1 → e∗C2

= e∗1 (3.23)
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las p ecuaciones siguientes dependen de la estructura de N . Recordando la propiedad de esta
matriz que consiste en 1Tn2

N = 0Tp , transponiendo esta ecuación se tiene NT1n2 = 0p. Si se
multiplica NT por eC en vez de 1n2 , se obtendrá una cadena de igualdades, llamado aśı por
la siguente causa

NT e∗C = 0→ e∗Ci
= e∗Ci+1

, i = 1, . . . , (n2 − 1)

de manera ilustrativa se puede citar el caso de la Figura 3.4, donde para tal N dada, esta
cadena de igualdades resulta como e∗C1

= e∗C2
, e∗C2

= e∗C3
, e∗C3

= e∗C4
. La matriz H1L no

influye en las últimas p ecuaciones de (3.21) porque las últimas p entradas de esta matriz
son cero. Estas ecuaciones igualan todas las tensiones de los capacitores y por las ecuaciones
(3.22) y (3.23), todos los capacitores tendrán consenso en sus tensiones, es decir

e∗Ci
= e∗1, i = 1, . . . , n2

Para el caso n1 = 2, considerando la primer ecuación de (3.21) y tomando en cuenta la
estructura de ∆ y H1L se tiene

0 = −e∗C1
+ e∗11 → e∗C1

= e∗11

donde e∗1 = [e∗11 e∗12]
T . La segunda ecuación de (3.21) está dada por

0 = e∗C2
− e∗12 → e∗C2

= e∗12

las p ecuaciones restantes son las mismas para el caso de n1 = 1, dado que la matriz HCL

no depende del número de fuentes. Entonces, sabiendo que las últimas p ecuaciones igualan
las tensiones de todos los capacitores, eso significa también que e∗C1

= e∗C2
= e∗11 = e∗12,

confirmando con ésto que para el caso n1 = 2 se alcanza consenso en las tensiones de
los capacitores si y sólo si las tensiones de ambas fuentes son iguales, es decir,
e∗11 = e∗12.
Por otro lado, los resistores del coárbol están en paralelo con los capacitores, por lo que
existe consenso en las tensiones de los resistores de coárbol en el sentido de

e∗Rti
= e∗1, i = 1, . . . , n4

y mediante la relación constitutiva de los resistores se tiene

e∗Rc
= Rcf

∗
Rc
→ f ∗Rc

= R−1c e∗Rc
= R−1c 1n4e

∗
1

de la misma manera que en el caso de topoloǵıa radial, si Rc = rcIn4 entonces existe consenso
en corrientes de resistor de coárbol en el sentido de

f ∗Rci
= r−1c e∗1, i = 1, . . . , n4

Con respecto a las segundas ecuaciones de equilibrio

0n2 = −R−1c e∗C −HCLf
∗
L
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Figura 3.5: Estructura de una Topoloǵıa Malla en Diagrama Unifilar.

Analizando la estructura de HCL, la sumatoria de cada uno de los elementos de sus renglones
siempre será cero

HCL =


−1 0 | 1 0 . . . 0 0
0 0 | −1 1 . . . 0 0
...

... | ...
...

. . .
...

...
0 0 | 0 0 . . . −1 1
0 1 | 0 0 . . . 0 −1


por esta razón, al ser multiplicada por el vector f ∗L existirá una resta entre algún flujo y otro.
Si se deseara consenso en las corrientes de inductor, será imposible dado que si todos los
flujos fueran iguales la ecuación de equilibrios resultaŕıa

R−1c e∗C = 0→ R−1c 1n2e
∗
1 6= 0

esta ecuación es distinta de cero, a menos que e∗1 = 0n1 , caso que no es el considerado. En-
tonces el consenso en corrientes de inductor es imposible.

Consenso En Topoloǵıa Malla.
Esta es la red más complicada porque es una especie de combinación entre la red radial
y anillo. La red se puede definir como una red radial con lazos cerrados entre las cargas
como en la forma de topoloǵıa anillo como se muestra en la Figura 3.5. Cada carga tiene un
mı́nimo de dos trayectorias a la fuente. En algunas referencias se pueden encontrar más de
dos fuentes en el sistema, pero tomando [23] como base, se considerará sólo una fuente. Un
ejemplo de su representación equivalente al modelo utilizado en esta tesis se muestra en la
Figura 3.6.
La caracterización de las matrices HCL y H1L está dada por los siguientes puntos:
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Figura 3.6: Estructura de una Topoloǵıa Malla.
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1. De la misma manera que en una topoloǵıa radial, existe una sola fuente de tensión,
por lo que n1 = 1. Las dimensiones de la matriz H1L entonces serán H1L ∈ R1×n5 . Es
necesario notar que en esta topoloǵıa existen también r-inductores y p-inductores. Por
tal motivo, considere la misma organización de los vectores de corrientes y tensiones
de los inductores como se muestra en las ecuaciones (3.19). Recuerde que con esta
organización, en las matrices HCL y H1L primero van las columnas relacionadas con
los r-inductores y después las relacionadas con los p-inductores. Observando el ámbito
básico para la fuente de tensión en la Figura 3.6, involucra en su ámbito a todos los
r-inductores y el flujo de cada uno sale del ámbito, lo que corresponde a un 1 en cada
entrada correspondiente de cada r-inductor. Como no están los p-inductores en su
ámbito básico, en las entradas correspondientes a estos inductores habrá un 0. Por lo
tanto la estructura de esta matriz será

H1L =
[
1Tr 0Tp

]
para el ejemplo de la Figura 3.6 esta matriz es

H1L = [1 1 1 0 0]

2. Para definir a la matriz HCL se definirá a cada una de sus submatrices, empezando por
∆. Esta matriz relaciona las variables de capacitor con las de r-inductores. Observe que
dada la similitud de esta topoloǵıa con la radial, existen igual cantidad de r-inductores
que de cargas (en el caso de la topoloǵıa radial sólo existen r-inductores), lo que significa
que r = n2. Por ésto las dimensiones de la matriz son ∆ ∈ Rn2×n2 . Con referencia a la
Figura 3.6, cada capacitor involucra a un r-inductor en su ámbito básico y el flujo de
este entra al ámbito, por lo que en cada entrada correspondiente al capacitor e inductor
en cuestión habrá un −1. De manera general entonces la estructura de ∆ para esta
topoloǵıa será

∆ = [−In2 ]

para el ejemplo de la Figura 3.6 r = n2 = 3, entonces la matriz resulta

∆ =

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


Por otro lado, para caracterizar la matriz N , es posible notar que la conexión de las
cargas mediante los p-inductores es de la misma forma que en el anillo y recordando que
N relaciona las variables de los capacitores con los p-inductores, entonces se cumplen las
mismas propiedades que en la topoloǵıa anillo. Siguiendo las mismas instrucciones para
la rad anillo y analizando los ámbitos básicos de cada capacitor, de manera particular
para el ejemplo de la Figura 3.6 la matriz N está dada por

N =

 1 0
−1 1
0 −1
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y de manera general, la matriz N es

Nij =


1 para i = j;

−1 para i = j + 1
0 para cualquier otro caso


además, sabiendo que para la red malla r = n2 y p = n2−1 (debido a la interconexión de
cargas como en el caso de topoloǵıa anillo), entonces n5 = r+p = n2+n2−1 = 2n2−1.

Habiendo caracterizado matricialmente a la topoloǵıa malla, es momento de analizar los
equilibrios para evaluar las propiedades de consenso.
Primero, considere las ecuaciones

0n5 = HT
CLe

∗
C +HT

1Le
∗
1

tomando las primeras r ecuaciones se tiene

0r = ∆T e∗C + [1r] e
∗
1

dado que ∆ = −In2 se tiene

0r = −e∗C + [1r] e
∗
1 → e∗C = [1r] e

∗
1

por lo que desde estas ecuaciones se deduce un consenso en las tensiones de capacitor
dado que

e∗C = [1r] e
∗
1

las últimas p restantes están dadas por

0p = NT e∗C + [0p] e1 = NT e∗C

Como fué explicado en la topoloǵıa anillo, esta ecuación homogénea determina una cadena
de igualdades debido a la forma de N

e∗Ci
= e∗Ci+1

, i = 1, . . . , n2 − 1

además, los resistores de coárbol están en paralelo con los capacitores, entonces existe con-
senso en las tensiones de resistor de coárbol en el sentido de

e∗Ri
= e∗1, i = 1, . . . , n2

y para los flujos de resistor de coárbol, dada su relación constitutiva se tiene

e∗Rc
= Rcf

∗
Rc
→ f ∗Rc

= R−1c e∗Rc
= R−1c 1n4e

∗
1

nuevamente, si todas las resistencias de coárbol son iguales (Rc = rcIn4 , rc > 0) se tiene un
consenso en las corrientes de resistores de coárbol en el sentido de

f ∗Rci
= r−1c e∗1, i = 1, . . . , n4
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Figura 3.7: Ejemplos de Tipos de Señales

tomando las ecuaciones de equilibrio restantes

0n2 = −R−1c e∗C −HCLf
∗
L = −R−1c 1n2e

∗
1 − [∆ | N ] f ∗L

esta ecuación establece un conjunto de combinaciones lineales entre las corrientes de inductor.
Sin embargo, es suficiente con analizar la primer ecuación de este conjunto para notar que,
como en la topoloǵıa anillo, el consenso en corrientes de inductor es imposible. La primer
ecuación resulta

0 = −r−1c1 e
∗
1 − fL1 + fLr+1

claramente se observa que si existiera consenso en las corrientes de inductor, el resultado en
esta ecuación seŕıa 0 = −rc1e∗1 lo cual es falso si e∗1 6= 0. Es por este motivo que para esta
topoloǵıa el consenso en corrientes de inductor es imposible.

En esta sección fue brindada una metodoloǵıa completa para el análisis y evaluación de
propiedades de estabilidad y consenso de las variables del sistema. Es evidente que la co-
nexión entre los elementos del sistema es factor de suma importancia para determinar tales
propiedades. Como ilustración de la metodoloǵıa, en la siguiente sección se trata el análisis
en estado sinusoidal con un modelo más general que el tratado hasta el momento.

3.2. Análisis en Corriente Alterna

Esta sección se dedicará al análisis de redes con fuentes de voltaje variantes en el tiempo.
Para ser rigurosos, la terminoloǵıa voltaje de corriente alterna (ca) o corriente de ca no es
suficiente para describir el tipo de señal a ser analizada. El término alterna indica solamente
que la forma de onda vaŕıa entre dos niveles que se definen dentro de una secuencia de
tiempo establecida [31], como lo pueden ser una señal senoidal, cuadrada o triangular, como
se muestra en la Figura 3.7. La principal razón por la que en esta tesis se enfocará en
una señal senoidal es que es el tipo de señal eléctrica utilizada en los sistemas eléctricos de
potencia. El usar señales senoidales tiene la ventaja que tal señal es la única forma de onda
alterna cuyo aspecto no se ve afectado por las caracteŕısticas de respuesta de los elementos
resistivos, inductivos y capacitivos lineales. En otras palabras si la corriente (o voltaje) en un
resistor, bobina o capacitor lineal es de naturaleza senoidal, la corriente resultante (o voltaje)
de cada uno también tendrá caracteŕısticas senoidales. Si una onda cuadrada o triangular se
aplicaran, éste no seŕıa el caso, aśı como aplicación de alguna onda senoidal en un dispositivo
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Figura 3.8: Onda Senoidal.

no lineal.
La forma en que se denotará una onda senoidal es

f(t) = Am sin (ωt+ θ)

donde Am ∈ R es el valor pico de la forma de onda, ω ∈ R es la frecuencia angular medida
en
[
rad
s

]
, t ∈ R es el tiempo medido en [s] y θ es el ángulo en grados o radianes que la forma

de onda ha sido desplazada, como se muestra en la Figura 3.8. Además, ω = 2πf , donde f
es la frecuencia de la señal senoidal.
Por otro lado, se considerará que en caso de existir más de una fuente, todas tendrán la

misma frecuencia, dado que de ese modo todos los voltajes y corrientes en cualquier elemento
del sistema tendrán la misma frecuencia. Esto ayuda a que se puedan aplicar metodoloǵıas
de estudio como el análisis fasorial.
Dicho lo anterior, en esta tesis se considerará que las n1 fuentes son señales senoidales, por
lo que la representación de sus voltajes e1 será

e1 = Am sin (ωt+ θ)

donde
Am = diag {ami} , ami 6= 0, ami ∈ R, i = 1, . . . , n1

ω = ωc1n1 , ωc > 0, t ∈ R, sin (ωt+ θ) = sin (ωct+ θc) 1n1 , θci

θci ∈ [0, 2π], i = 1, . . . , n1

3.2.1. Modelo Dinámico

Para el caso en corriente alterna, se realiza un modelo más particular, con el afán de
incorporar elementos que en el caso de corriente directa no era posible y poder ilustrar
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mejor las propiedades de consenso, como se mostrará más adelante. Para el modelo entonces
se consideran en el árbol capacitores, resistores y fuentes y en el co-árbol se contemplan
únicamente inductores4. Dada la selección anterior, las corrientes y voltajes de árbol y co-
árbol se denotan por

ft =

 f1
fR
fC

 ; et =

 e1
eR
eC

 ; fc =
[
fL
]

; ec =
[
eL
]

donde e1, f1 ∈ Rn1 son las tensiones y corrientes eléctricas de las fuentes, fC , eC ∈ Rn2 son
las variables de capacitores, fR, eR ∈ Rn3 son las variables de resistores y fL, eL ∈ Rn4 las de
inductor. Con estas condiciones, se cumple que n1 + n2 + n3 = n− 1 y n4 = b− n+ 1.
Con respecto a la estructura de la matriz H, el agrupamiento mencionado anteriormente
resulta en la siguiente estructura

H =

 H1L

HRL

HCL

 (3.24)

donde por supuesto H1L ∈ Rn1×n4 , HRL ∈ Rn3×n4 y HCL ∈ Rn2×n4 . Dado esto, las restriccio-
nes de continuidad resultan en

f1 = −H1LfL (3.25)

fR = −HRLfL (3.26)

fC = −H1LfL (3.27)

las restricciones de compatibilidad son

eL = HT
1Le1 +HT

RLeR +HT
CLeC (3.28)

Una vez definidas las restricciones, es necesario mencionar las relaciones constitutivas de
los elementos involucrados. Tomando en cuenta que existen n2 capacitores y n4 inductores,
entonces existen fa ∈ Rn2 variables de cargas eléctricas de capacitores y ea ∈ Rn4 variables
de flujos magnéticos de inductores. Habiendo mencionado el motivo por el que se utilizarán
elementos lineales en la tesis, para el inductor se considera como enerǵıa almacenada total5

HL(ea) =
1

2
eTaL

−1ea

donde HL(ea) ∈ R y L = diag {Li} , Li > 0, Li ∈ R, i = 1, ..., n4 es la matriz de inductan-
cias. Las relaciones constitutivas para el inductor son

ėa = eL, fL =
dHL

dea
= L−1ea

4Las elecciones que se realizan de árbol y coárbol restringen el tipo de circuito resultante. En el caso de
corriente directa se consideran también resistores en el coárbol, motivo que generaliza más al modelo. Esa
es la causa por la que en esta sección al considerar en el coárbol sólo inductores, se vuelve un modelo más
particular.

5Ver en el caṕıtulo 2 las relaciones constitutivas para elementos almacenadores y disipadores lineales.
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por otro lado, para el capacitor la enerǵıa total almacenada es

HC(fa) =
1

2
fTa C

−1fa

y las relaciones constitutivas para el inductor son

ḟa = fC , eC =
dHC(fa)

dfa
= C−1fa.

Finalmente, para los resistores la relación constitutiva es

eR = R1fR (3.29)

donde R = diag {ri} , ri > 0, ri ∈ R, i = 1, . . . , n3.
Para iniciar a constituir el modelo completo, considere la relación constitutiva del capacitor

ḟa = fC

sustituyendo (3.27) en esta última ecuación se tiene

ḟa = −HCLfL (3.30)

que es la primer ecuación del modelo. Considere por otro lado la relación constitutiva de
inductor

ėa = eL

sustituyendo (3.28) en esta última ecuación resulta

ėa = HT
1Le1 +HT

RLeR +HT
CLeC

sustituyendo (3.29) en (3.28) se tiene

ėa = HT
1Le1 +HT

RLR1fL +HT
CLeC

y sustituyendo (3.26) en esta última ecuación da como resultado

ėa = HT
1Le1 −HT

RLR1HRLfL +HT
CLeC (3.31)

que es la segunda ecuación del modelo. Definiendo x = [fTa eTa ] y a la enerǵıa total como
HT (x) = HC(fa) + HL(ea), las ecuaciones (3.30) y (3.31) pueden ser representadas nueva-
mente mediante un modelo Hamiltoniano controlado por puerto

ẋ = [J −R]∇xHT (x) +Gu (3.32)

si se definen los vectores

∇xHT (x) =

[
eC
fL

]
, G =

[
0
HT

1L

]
, u = e1

y definiendo también las matrices

J =

[
0 −HCL

HT
CL 0

]
= −JT , R =

[
0 0
0 HT

RLR1HRL

]
= RT ≥ 0

se puede apreciar que dada la particularidad del modelo, éste es menos complejo que el
presentado en análisis de corriente directa. En la siguiente subsección se mencionan las
propiedades de estabilidad para este modelo.

47



3.2.2. Propiedades de Estabilidad

A diferencia del caṕıtulo anterior, en este caso, el problema de estabilidad no es el regula-
ción de un punto de equilibrio, sino de seguimiento de trayectorias. El propósito es encontrar
condiciones para que los estados del sistema tengan como respuesta una trayectoria deseada.
Si se desea que el estado del sistema siga tal trayectoria, se realiza un análisis en coordena-
das del error y se transforma el problema de seguimiento en un problema de regulación que
puede resolverse siguiendo los lineamientos dados para corriente directa, como en el caso de
corriente directa. Por este motivo, el tipo de estabilidad a considerar será estabilidad en el
sentido de Lyapunov del equilibrio del modelo en coordenadas del error, lo que significará que
si los equilibrios de tal modelo son asintóticamente estables, el estado del sistema serguirá a
la trayectoria deseada de manera asintótica.
Para iniciar el análisis, es necesario definir el concepto de trayectorias admisibles que es el
conjunto de trayectorias que un sistema dinámico puede reproducir. La trayectoria desdeada
está en términos de las admisibles y están dadas por

ẋ∗ = [J −R]∇x∗HT (x∗) +Gu∗ (3.33)

donde

x∗ =

[
f ∗a
e∗a

]
, ∇x∗HT (x∗) =

[
e∗C
f ∗L

]
, u∗ = e∗1

Esta estructura indica que existe un comportamiento deseado x∗ y es producido por u∗. Dado
que se desea que la trayectoria del estado del sistema llegue a la deseada, se define la variable
de error x̃ = x − x∗. Para conocer cómo se comporta esta variable de error en el tiempo se
deriva con respecto al mismo, resultando

˙̃x = ẋ− ẋ∗ = [J −R]∇xHT (x) +Gu− [J −R]∇x∗HT (x∗)−Gu∗

= [J −R] (∇xHT (x)−∇xHT (x∗)) +G (u− u∗)

y definiendo

∇x̃HT (x̃) =

[
ẽC
f̃L

]
= ∇xHT (x)−∇x∗HT (x∗), ũ = u− u∗

el modelo de la dinámica del error resulta

˙̃x = [J −R]∇x̃HT (x̃) +Gũ

que es también un modelo Hamiltoniano controlado por puerto. Los equilibrios a analizar en
esta ecuación son

0n2+n4 = [J −R]∇x̃HT (x̃) +Gũ

que de manera expĺıcita están definidos por las ecuaciones

0n2 = −HCLf̃L (3.34)
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0n4 = HT
CLẽC −HT

RLR1HRLf̃L +HT
1Lũ. (3.35)

Considere como función candidata de Lyapunov

HT (x̃) = HC(f̃a) +HL(ẽa) = f̃Ta C
−1f̃a + ẽTaL

−1ẽa

que es una función cuadrática en las variables del estado x̃. Realizando la derivada de esta
función con respecto al tiempo a lo largo de las trayectorias del sistema resulta

ḢT (x̃) = ∇x̃H
T
T (x̃) ˙̃x

= ∇x̃H
T
T (x̃) {[J −R]∇x̃HT (x̃) +Gũ}

= ∇x̃H
T
T (x̃)J∇x̃HT (x̃)−∇x̃H

T
T (x̃)R∇x̃HT (x̃) +∇x̃H

T
T (x̃)Gũ

por la propiedad de J = −JT , el término ∇x̃H
T
T (x̃)J∇x̃HT (x̃) se desvanece, con lo que se

tiene
ḢT (x̃) = −∇x̃H

T
T (x̃)R∇x̃HT (x̃) +∇x̃H

T
T (x̃)Gũ.

Por otro lado, hay que observar que la entrada para el modelo (3.32) es la misma que para
el modelo de la dinámica de la trayectoria deseada (3.33). Es por esto que u = u∗ y por lo
tanto ũ = 0n1 . La derivada de la función candidata de Lyapunov es entonces

ḢT (x̃) = −∇x̃H
T
T (x̃)R∇x̃HT (x̃) ≤ 0

que es una forma cuadrática positiva semidefinida porque la matriz R no es positiva definida.
De manera más detallada, este producto resulta de la siguiente manera

ḢT (x̃) = −f̃TLHT
RLR1HRLf̃L ≤ 0.

Ante este resultado, de manera análoga a la sección anterior, se recurre al principio de
invariancia de LaSalle, el cual consiste en encontrar el máximo conjunto invariante en que
ḢT (x̃) = 0. Dado que R1 es positiva definida, el argumento de esta forma cuadrática es
HRLf̃L. El conjunto máximo invariante está dado por

ε =
{
fa, ea | HRLf̃L = 0n3

}
Como primer condición para satisfacer el principio de invariancia y satisfacer que f̃L = 0 se
requiere que

ker {HRL} = Ø

de esta manera, la única solución para el conjunto de ecuaciones lineales HRLf̃L = 0n3

será f̃L = 0n4 lo que implica fL = f ∗L y se satisface también que ḢT (x̃) = 0. Tomando todas
estas consideraciones y analizando las ecuaciones de equilibrio (3.35) se tiene

0n4 = HT
CLẽC −HT

RLR1HRLf̃L +HT
1Lũ

donde bajo las condiciones anteriormente establecidas se cumple con f̃L = 0n4 y ũ = 0n1 .
Entonces

0n4 = HT
CLẽC
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con el objetivo de que ẽC = 0n2 sea parte del máximo conjunto invariante la segunda condi-
ción es

ker {HCL} = Ø

bajo estas dos condiciones, se cumple que ẽC = 0n2 y f̃L = 0n5 lo que implica que eC = e∗C y
fL = f ∗L, es decir que el estado seguirá la trayectoria deseada. Una vez más, las elecciones para
HCL yHRL están sujetas a las condiciones anteriormente mencionadas y a pesar de eso existen
múltiples soluciones. La estructura a elegir será mencionada en la siguiente subsección.

3.2.3. Propiedades de Consenso

Habiendo establecido las propiedades de estabilidad, es posible saber que si la trayectoria
deseada es de tipo senoidal, los estados del sistema serán senoidales también. Por lo tanto
el sentido del consenso será referido a la amplitud pico y fase de las variables. Además,
las variables de interés son las tensiones de los capacitores y los flujos de inductores (las
demás variables del sistema se pueden representar mediante una combinación lineal de las
variables ya mencionadas y tales combinaciones lineales están dadas por las restricciones
de continuidad y compatibilidad), mas no lo son las cargas eléctricas de capacitor y flujos
magnéticos de inductor. Esta razón motiva a realizar una transformación del sistema de la
siguiente manera. Considere las relaciones constitutivas para el capacitor lineal

eC = C−1fa → fa = CeC

donde C = diag {ci} , ci > 0, ci ∈ R, i = 1, . . . , n2 es la matriz de capacitancias. Si se deriva
esta función con respecto al tiempo se tiene

ḟa = CėC (3.36)

por otro lado, de las relaciones constitutivas del inductor se tiene

fL = L−1ea → ea = LfL

donde L = diag {li} , li > 0, li ∈ R, i = 1, . . . , n4. Derivando la ecuación anterior con
respecto al tiempo se tiene

ėa = LḟL (3.37)

las ecuaciones (3.36) y (3.37) se pueden representar matricialmente como[
ḟa
ėa

]
=

[
C 0n2×n4

0n4×n2 L

] [
eC
fL

]
es decir

ẋ = P∇xHT (x)

donde P = diag {C, L}. Renombrando al vector∇xHT (x) = z es posible reescribir al modelo
como

P ż = [J −R] z +Gu
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y esta ecuación puede escribirse como6

ż = P−1 {[J −R] z +Gu}

donde ahora los estados están dados por z ∈ Rn2+n4 . Esta representación será útil para hacer
un análisis fasorial, dado que se desea conocer la amplitud y fase de cada variable. Recuerde
que el fasor asociado a una función senoidal ex(t) = Ex sin(ωt+ θx)

ẽx = Ex∠θx

que es la notación de fasor que se utilizará de aqúı en adelante con la medición en grados
del ángulo. Aśı mismo es importante recordar la notación fasorial para la derivada de una
función senoidal. Considere la misma función ex(t) = Ex sin(ωt+θx), si se deriva con respecto
al tiempo se tiene

d

dt
ex(t) = ωEx cos(ωt+ θx)

Pero cos(ωt+ θx) = sin(ωt+ θx + 90o). Por lo tanto la representación fasorial de la derivada
con respecto al tiempo de ex(t) es

ω∠90oẽx = ωEx∠ (θx + 90o)

puesto que en coordenadas cartesianas de números complejos la derivada equivale a multi-
plicar por el factor jω, tomando a j como la variable imaginaria.
Para el modelo, cada estado de z tendrá un fasor asociado. Defina el fasor asociado a los
estados como

Z =

[
ẽC
f̃L

]
(3.38)

donde ẽC , f̃L son vectores de dimensiones n2 y n4, respectivamente donde cada uno de sus
elementos son

ẽCi
= ECi

∠θCi
, i = 1, ..., n2; f̃Li

= FLi
∠θLi

, i = 1, ..., n4

de manera respectiva, cumpliéndose que ECi
, FLi

∈ R+ (los reales positivos) y θCi
, θLi

∈
[0, 2π][rad]. Por otro lado el fasor asociado a las entradas es

U = ẽ1

que es un vector de dimensión n1 y cada uno de sus elementos es e1i = E1i∠θ1i , i = 1, ..., n1,
E1i ∈ R+, θ1i ∈ [0, 2π][rad]. Dado que las variables del sistema serán ondas senoidales el
modelo se puede representar en términos de estos dos fasores de la siguiente manera

jωcZ = P−1 {[J −R]Z +GU}
6Esta representación es equivalente a ż = Az + Bu donde A = P−1 [J −R] y B = P−1G.
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ésta es claramente una ecuación algebraica, por lo que es posible conocer Z de manera
expĺıcita. De la última ecuación se tiene

jωcPZ = [J −R]Z +GU

factorizando
(jωcP − [J −R])Z = GU

donde la matriz (jωcP − [J −R]) es de la forma

M =

[
A B
C D

]
donde

A = jωC ∈ Cn2×n2

B = HCL ∈ Rn2×n4

C = −HT
CL ∈ Rn4×n2

D =
(
jωcL+HT

RLR1HRL

)
∈ Cn4×n4

la inversa de la matriz M en términos del complemento de Schur de D en M es

M−1 =

[
(A−BD−1C)

−1 − (A−BD−1C)
−1
BD−1

−D−1C (A−BD−1C)
−1

D−1 +D−1C (A−BD−1C)
−1
BD−1

]
=

[
A1 B1

C1 D1

]
donde para la existencia de esta inversa de M es necesario que la matriz D sea de rango
completo. Observando la estructura de D, el término jωcL es una matriz diagonal, por lo
que es una matriz de rango completo y el segundo término HT

RLR1HRL es de rango completo
si se satisface la condición de estabilidad: ker {HRL} = Ø. El término D−1 existe y es posible

Z = (jωcP − [J −R])−1GU

los elementos de M−1 son

A1 =
(
jωcC +HCL

(
jωcL+HT

RLR1HRL

)−1
HCLT

)−1
B1 = −

(
jωcC +HCL

(
jωcL+HT

RLR1HRL

)−1
HCLT

)−1
HCL

(
jωcL+HT

RLR1HRL

)−1
C1 =

(
jωcL+HT

RLR1HRL

)−1
HT
CL

(
jωcC +HCL

(
jωcL+HT

RLR1HRL

)−1
HCLT

)−1
D1 =

(
jωcL+HT

RLR1HRL

)−1 − (jωcL+HT
RLR1HRL

)−1 ·
HT
CL

(
jωcC +HCL

(
jωcL+HT

RLR1HRL

)−1
HT
CL

)−1
HCL

(
jωcL+HT

RLR1HRL

)−1
De manera expĺıcita la expresión total es

Z =


−
(
jωcC +HCL

(
jωcL+HT

RLR1HRL

)−1
HCLT

)−1
HCL

(
jωcL+HT

RLR1HRL

)−1
HT

1LU(
jωcL+HT

RLR1HRL

)−1
HT

1LU−
(
jωcL+HT

RLR1HRL

)−1 ·
HT
CL

(
jωcC +HCL

(
jωcL+HT

RLR1HRL

)−1
HT
CL

)−1
HCL

(
jωcL+HT

RLR1HRL

)−1
HT

1LU


(3.39)
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En este nivel es notable que aunque se defina la topoloǵıa, no es posible declarar un resultado
de consenso inmediato debido a los fasores resultantes no sólo dependen de la estructura del
sistema, sino también de la frecuencia, capacitancias, inductancias, resistencias y la entrada,
donde las magnitudes definirán el rango en el que es posible lograr consenso en las variables,
como se mostrará en el siguiente caṕıtulo.
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Caṕıtulo 4

Casos de Estudio

En este caṕıtulo se presentan evaluaciones numéricas de los resultados obtenidos en el
análisis de corriente directa y alterna, evaluando y analizando cada uno de los escenarios.
En todos los casos, el tiempo de simulación fue de 0,1[s] dado que las respuestas transitorias
de los circuitos eléctricos son muy rápidas y con tal tiempo de evaluación es suficiente para
apreciar el transitorio y el estado estable. Es importante recordar que como los resistores
de coárbol están en paralelo con los capacitores, el consenso en tensiones de capacitor lo
será también para los resistores.

4.1. Análisis en DC

4.1.1. Topoloǵıa Radial

La red radial a considerar en esta evaluación es la presentada en la Figura 3.2. Es impor-
tante mencionar que para el resultado de consenso se consideró Rt = 0n4×n4 .
Para iniciar, se considerará el caso en que los resistores de coárbol son de la misma magnitud.
En este caso, los parámetros considerados son e1 = 5[V ], C = diag(100, 200, 250)[µF ], L =
diag(10, 50, 40)[mH], Rc = (7)I3[Ω], Rt = 03×3 y bajo las condiciones iniciales

eC0 =

 3
1
4

 [V ], fL0 =

 0,5
0,3
0,2

 [A]

De inicio, las tensiones de capacitor alcanzan consenso en el sentido de

e∗C = e∗Rc
= e∗11n2 = (5)13[V ]

Bajo este resultado, las corrientes de inductor (que en estado estacionario son las mismas
que circulan por los resistores) alcanzan consenso, en el sentido de

f ∗L = f ∗Rc
= R−1c e∗C = (

1

7
I3) ((5)13) =

5

7
13 = (0,7143)13[A]
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Figura 4.1: Voltajes de Capacitor y Corrientes de Inductor Para Una Red Radial

Figura 4.2: Voltajes de Capacitor y Corrientes de Inductor Para Una Red Radial

Estos valores numéricos se hacen evidentes en la Figura 4.1, donde se aprecia que el transitorio
es muy rápido, alcanzando el estado estable en menos de 30[ms]. Bajo estas condiciones se
alcanza consenso en todas las variables de las formas anteriormente mencionadas. Lo entarior
es de cierto modo intuitivo dado que por ser una configuración radial, las variables de cada
ĺınea no dependen de alguna otra y sólo dependen de la entrada del sistema. Por otro lado,
considerando los resistores de coárbol con distinto valor, es decir Rc = diag(8, 7, 10) el
consenso en las tensiones de capacitor es el mismo que el mostrado anteriormente, pero el
consenso en corrientes de inductor ya no es posible, como se muestra en la Figura 4.2. Para
este segundo caso las condiciones iniciales son

eC0 =

 2
0
3

 [V ], fL0 =

 0,1
0,2
0,4

 [A]
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Figura 4.3: Voltajes de Capacitor y Corrientes de Inductor Para Una Red Anillo

4.1.2. Topoloǵıa Anillo

La evaluación para la topoloǵıa anillo es efectuada basándose en la Figura 3.4. Conside-
rando una fuente de tensión, los parámetros considerados son C = diag(100, 200, 250, 400)[µF ], L =
diag(10, 50, 40, 60, 20)[mH], Rc = diag(8, 7, 10, 5)[Ω], Rt = 05×5, e1 = 5[V ] y las condiciones
iniciales

eC0 =


1
−3
5
−2

 [V ], fL0 =


0,5
−0,3
−0,2
0,4
0,2

 [A]

Con estos parámetros, las tensiones de capacitor alcanzan consenso en el sentido de que los
voltajes de capacitor se hacen todos igual al valor de la fuente

e∗Ci
= e∗1 = 5, i = 1, ..., 4.

Matemáticamente, en el caṕıtulo 3 se demostró que el consenso en corrientes de inductor es
imposible. F́ısicamente hablando, es evidente que en cada resistor habrá una cáıda de poten-
cial y dado que hay conexiones entre las cargas, la corriente por cada inductor será distinta
por cada cáıda de potencial, por lo que no es posible el consenso en corrientes de inductor y
por lo mismo, las corrientes por cada resistor de coárbol en estado estacionario serán distin-
tas. En la Figura 4.3 se muestran las simulaciones en las cuales se ilustran los resultados y
el razonamiento anteriormente mencionado. Para el caso de 2 fuentes de tensión, se toman
los mismos parámetros, con las condiciones iniciales

eC0 =


3
4
0
−2

 [V ], fL0 =


0

0,2
0,6
−0,1
−0,4

 [A]
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Figura 4.4: Voltajes de Capacitor y Corrientes de Inductor Para Una Red Anillo Con 2
Fuentes de Tensión.

y los resultados de simulación se muestran en la Figura 4.4 donde al igual que en el caso
anterior, se logra consenso únicamente en las tensiones de capacitor.

4.1.3. Topoloǵıa Malla

La red malla a considerar es la mostrada en la Figura 3.6, cuyos parámetros son e1 =
5[V ], Rc = diag(8, 10, 7)[Ω], L = diag(10, 50, 40, 70, 30)[mH], C = diag(100, 200, 250)[µF ], Rt =
05×5 y con condiciones iniciales

eC0 =

 2
−2
3

 [V ], fL0 =


0,1
0,5
−0,3
−0,5
0,3

 [A]

Los capacitores alcanzan consenso en sus tensiones en el sentido de

e∗C = e∗113 = (5)13

que es el valor de la fuente. Como ya fue demostrado, las corrientes de inductor no pueden
llegar a un consenso. Esta red tiene una similitud con la red anillo y es la conexión entre
sus cargas. Citando la explicación brindada en la subsección anterior, es entendible que no
exista consenso en estas variables, como se muestra en la Figura 4.5.

4.2. Análisis en AC

4.2.1. Caracterización de la Topoloǵıa

Dado que el contenido a desarrollar por cada topoloǵıa en AC es bastante amplio, se
llevará a cabo sólo para la topoloǵıa radial, ilustrando el procedimiento para otras redes.
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Figura 4.5: Voltajes de Capacitor y Corrientes de Inductor Para Una Red Malla

Figura 4.6: Estructura Radial Para Análisis en AC
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La red radial a considerar en esta subsección se muestra en la Figura 4.6. En primera instan-
cia, esta red está dentro de las condiciones establecidas de árbol y coárbol (únicamente hay
inductores en el coárbol). Si se observa, tanto en la parte de la ĺınea de alimentación como en
la parte de carga se incluyen los tres tipos de elementos: capacitores, inductores y resistores.
Ésto es con el objetivo de analizar las propiedades de consenso mediante la variación de las
magnitudes de estos elementos, sabiendo que los valores finales dependerán de éstas. Por
otro lado, para caracterizar cada submatriz, se consideran los siguientes puntos:

1. Como fue mencionado en análisis de DC, en la red radial existe una sola fuente de
tensión, entonces n1 = 1. Además, hay dos tipos de elementos: los elementos que
fungen como ĺıneas y los elementos que fungen como cargas. Para ello los elementos de
ĺınea se denotarán con sub́ındice l y los de carga con c. Considerando esto, las variables
del sistema se dividen de la siguiente manera

ft =


f1
fRl

fRc

fCl

fCc

 , et =


e1
eRl

eRc

eCl

eCc

 , fc =

[
fLl

fLc

]
, ec =

[
eLl

eLc

]

donde e1, f1 ∈ Rn1 son las tensiones y corrientes de las fuentes de tensión, eCl
, fCl

∈
Rn21 son las variables de capacitores de ĺınea, eCc , fCc ∈ Rn22 son las variables de
capacitores de carga, de modo que n21 + n22 = n2; eRl

, fRl
∈ Rn31 son las variables de

resistores de ĺınea, eRc , fRc ∈ Rn32 son las variables de resistores de carga, de manera
que n31+n32 = n3; eLl

, fLl
∈ Rn41 son las variables de inductor de ĺınea, eLc , fLc ∈ Rn42

son las variables de inductor de carga, tomando en cuenta que n41 +n42 = n4. Además,
cada submatriz se subdivide de la siguiente manera

H1L = [H1Ll
H1Lc ]

HRL =

[
HRlLl

HRlLc

HRcLl
HRcLc

]
HCL =

[
HClLl

HClLc

HCcLl
HCcLc

]
2. Para iniciar la caracterización de las matrices, observe el ámbito básico de la fuente

señalado de color rosa en la Figura 4.6. En tal ámbito sólo están involucrados los
inductores de ĺınea, cuyos flujos salen del ámbito y en las entradas correspondientes a
estos inductores habrá un 1, obviamente como no están los inductores de carga en este
ámbito, habrá ceros en tales entradas. De manera general para n41 inductores de ĺınea
la estructura de las sumbatrices H1Ll

y H1Lc es

H1Ll
=
[
1Tn41

]
, H1Lc =

[
0Tn42

]
para el ejemplo de la Figura 4.6, n41 = 3, n42 = 3 tales matrices son

H1Ll
=
[
1T3
]
, H1Lc =

[
0T3
]
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3. Observando los elementos que están en serie de la red en la Figura 4.6 cuyos ámbitos
están marcados de color rojo, azul y verde, invocando la Proposición 1 se establecen
las siguientes afirmaciones:

Los resistores e inductores de ĺınea están en serie, lo que significa que existen en
igual cantidad y se cumple que n31 = n41, entonces

HRlLl
= −In31 , HRlLc = 0n31×n42

Los capacitores e inductores de ĺınea están en serie, siendo éstos igual en cantidad
sucede que n21 = n41 y se cumple que

HClLl
= −In21 , HClLc = 0n21×n42

Los resistores e inductores de carga están en serie, como son iguales en cantidad
se tiene que n32 = n42 y las matrices resultan

HRcLl
= 0n32×n41 , HRcLc = −In32

4. Cada capacitor de carga involucra en su ámbito básico tanto a un inductor de carga
como de ĺınea, por lo que se puede afirmar que son iguales en cantidad también y
n22 = n41 = n42. Además, el flujo del inductor de ĺınea entra al ámbito por lo que en la
entrada correspondiente al capacitor e inductor en cuestión habrá un −1 (referido a la
matriz HCcLl

) y el flujo del inductor de carga sale del ámbito, entonces en la entrada
correspondiente habrá un 1 (con referencia a la matriz HCcLc). Por lo tanto de manera
general estas submatrices tendrán la forma

HCcLl
= −In41 , HCcLc = In42

Bajo las consideraciones anteriores, las siguientes matrices se subdividen como C = diag {Cl, Cc},
Cl = diag {Cli} , i = 1, . . . , n21, Cc = diag {Cci} , i = 1, . . . , n22; L = diag {Ll, Lc} , Ll =
diag {Lli} , i = 1, . . . , n41, Lc = diag {Lci} , i = 1, . . . , n42; R = diag {Rl, Rc} , Rl =
diag {Rli} , i = 1, . . . , n31, Rc = diag {Rci} , i = 1, . . . , n32. Por otro lado, el vector de
fasores de los estados del sistema es

Z =


−
(
jωcC +HCL

(
jωcL+HT

RLR1HRL

)−1
HCLT

)−1
HCL

(
jωcL+HT

RLR1HRL

)−1
HT

1LU(
jωcL+HT

RLR1HRL

)−1
HT

1LU−
(
jωcL+HT

RLR1HRL

)−1 ·
HT
CL

(
jωcC +HCL

(
jωcL+HT

RLR1HRL

)−1
HT
CL

)−1
HCL

(
jωcL+HT

RLR1HRL

)−1
HT

1LU


donde después de resolver los productos matriciales, el número complejo se podrá trans-
formar a su forma polar que representa al fasor de cada variable. Dada la complejidad
algebraica para obtener tal magnitud y fase, se utilizó el software Maple 14 para conocer
ambas incógnitas para cada fasor de variable de estado, de modo que, sustituyendo las ma-
trices H1L, HCL, HRL en la ecuación (3.39), la amplitud y fase de cada variable de estado
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(correspondiente a cada ĺınea) corresponden a lo siguiente:
considerando como entrada ẽ1 = E1∠θE1 Para los esfuerzos de capacitor de ĺınea ẽCl

=
ECl
∠θECl

donde las variables son

ECl
= E1

√
1− 2ω2CcLc + ω2C2

cR
2
c + ω4C2

cL
2
c

a1
(4.1)

con

a1 = 1−2ω2ClLl+2ω4Cl
2LlLc+2ω4CcLc

2Cl+2ω2CcRc
2Cl+2ω2Cl

2RcRl−2ω4ClCc
2Rc

2Ll

−2ω4Cl
2CcRc

2Ll + ω6Cl
2Cc

2Rl
2Lc

2 − 2ω4Cl
2CcRl

2Lc + Cl
2Cc

2Lc
2Ll

2ω8

−2Cl
2CcLcLl

2ω6 − 2ClCc
2Lc

2Llω
6 − 2Cl

2CcLc
2Llω

6 + ω4Cl
2Cc

2Rl
2Rc

2 + ω6Cl
2Cc

2Rc
2Ll

2

+ω4Cl
2Ll

2 + ω4Cc
2Lc

2 + ω4Cl
2Lc

2 + ω2Cc
2Rc

2 + ω2Cl
2Rc

2 + ω2Cl
2Rl

2 + 4ClCcLcLlω
4

−2ω2CcLc − 2ω2ClLc

θECl
= θE1 + tan−1

(
−ClRlCc

2Lc
2ω5 + 2ω3ClCcRlLc − ω3ClRlCc

2Rc
2 − ω ClRl − ω ClRc

a2

)
donde

a2 = −ClCc2Lc2Llω6+2ClCcLcLlω
4−ω4ClCc

2Rc
2Ll+ω

4Cc
2Lc

2+ω4CcLc
2Cl−ω2ClLl−ω2ClLc

−2ω2CcLc + ω2Cc
2Rc

2 + ω2CcRc
2Cl + 1

Para los esfuerzos de capacitor de carga ẽCc = ECc∠θECc
se tiene

ECc = E1

√
ω2C2

l (ω2L2
l +R2

c)

b1
(4.2)

donde

b1 = 1+ω4Cl
2Ll

2+ω4Cc
2Lc

2+ω4Cl
2Lc

2+ω2Cc
2Rc

2+ω2Cl
2Rc

2+ω2Cl
2Rl

2+Cl
2Cc

2Lc
2Ll

2ω8

−2Cl
2CcLcLl

2ω6 − 2ClCc
2Lc

2Llω
6 − 2Cl

2CcLc
2Llω

6 + ω4Cl
2Cc

2Rl
2Rc

2 + ω6Cl
2Cc

2Rc
2Ll

2

−2ω4ClCc
2Rc

2Ll−2ω4Cl
2CcRc

2Ll+ω
6Cl

2Cc
2Rl

2Lc
2−2ω4Cl

2CcRl
2Lc−2ω2ClLl+4ClCcLcLlω

4

−2ω2ClLc − 2ω2CcLc + 2ω4Cl
2LlLc + 2ω4CcLc

2Cl + 2ω2CcRc
2Cl + 2ω2Cl

2RcRl

θECc
= θE1 + tan−1

(
−ω4Lc

2ClCcRl −Rcω
2ClLl − ω2ClCcRlRc

2 + ω2LcClRl +Rc

b2

)
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para

b2 = −Lc2ClCcLlω5−ω3LlRc
2ClCc+ω

3ClLcLl+ω
3Lc

2Cl+ω
3CcLc

2+Rcω ClRl−ω Lc+ω CcRc
2+ω ClRc

2

Mientras que las corrientes de inductor de ĺınea f̃Ll
= FLl

∠θFLl
son

FLl
= E1

√
ω2C2

l (ω4C2
cL

2
c + ω2C2

cR
2
c − 2ω2C2

cL
2
c + 1)

c1
(4.3)

con

c1 = 1−2ω2ClLl+2ω4Cl
2LlLc+2ω4CcLc

2Cl+2ω2CcRc
2Cl+2ω2Cl

2RcRl+Cl
2Cc

2Lc
2Ll

2ω8

−2Cl
2CcLcLl

2ω6 − 2ClCc
2Lc

2Llω
6 − 2Cl

2CcLc
2Llω

6 + ω4Cl
2Cc

2Rl
2Rc

2 + ω6Cl
2Cc

2Rc
2Ll

2

−2ω4ClCc
2Rc

2Ll−2ω4Cl
2CcRc

2Ll+ω
6Cl

2Cc
2Rl

2Lc
2−2ω4Cl

2CcRl
2Lc+ω

4Cl
2Ll

2+ω4Cc
2Lc

2

+ω4Cl
2Lc

2 + ω2Cc
2Rc

2 + ω2Cl
2Rc

2 + ω2Cl
2Rl

2 + 4ClCcLcLlω
4 − 2ω2CcLc − 2ω2ClLc

θFLl
= θE1 + tan−1

(
c2
c3

)
donde

c2 = −ClCc2Lc2Llω6 − ω4ClCc
2Rc

2Ll + 2ClCcLcLlω
4 + ω4Cc

2Lc
2 + ω4CcLc

2Cl − ω2ClLl

−2ω2CcLc + ω2Cc
2Rc

2 + ω2CcRc
2Cl − ω2ClLc + 1

c3 = Cc
2Lc

2ClRlω
5 + ω3Cc

2Rc
2ClRl − 2ω3ClCcRlLc + ω ClRc + ω ClRl

Finalmente, para las corrientes de inductor de carga f̃Lc = FLc∠θFLc
resulta

FLc = E1

√
ω2C2

l

d1
(4.4)

en el que

d1 = 1+Cl
2Cc

2Lc
2Ll

2ω8−2Cl
2CcLcLl

2ω6−2ClCc
2Lc

2Llω
6−2Cl

2CcLc
2Llω

6+ω4Cl
2Cc

2Rl
2Rc

2

+ω6Cl
2Cc

2Rc
2Ll

2 − 2ω4ClCc
2Rc

2Ll − 2ω4Cl
2CcRc

2Ll + ω6Cl
2Cc

2Rl
2Lc

2 − 2ω4Cl
2CcRl

2Lc

+ω4Cl
2Ll

2 + ω4Cc
2Lc

2 + ω4Cl
2Lc

2 + ω2Cc
2Rc

2 + ω2Cl
2Rc

2 + ω2Cl
2Rl

2 + 2ω4Cl
2LlLc

+2ω4CcLc
2Cl +2ω2CcRc

2Cl +2ω2Cl
2RcRl−2ω2ClLc−2ω2ClLl−2ω2CcLc+4ClCcLcLlω

4

θFLc
= θE1 + tan−1

(
ClCcLcLlω

4 − ω2ClLl − ω2CcLc − ω2ClLc − ω2ClCcRlRc + 1

−ω3ClCcRlLc − ω3ClCcRcLl + ω ClRc + ω ClRl + ω CcRc

)
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Recuerde que estas variables corresponden a cada ĺınea. Es evidente entonces que tanto
amplitudes como fases dependen de los elementos del sistema, la frecuencia y la entrada del
sistema. Seŕıa una herramienta muy útil poder identificar qué tipo de función es cada una de
ellas para saber de qué manera influye cada parámetro en la amplitud. En cambio, lo que se
realizará en este trabajo es tener como grados de libertad las magnitudes de las capacitancias
ante valores espećıficos de inductancia, resistencia y los parámetros de la entrada, que son
la amplitud de la tensión, su frecuencia y fase. Esto significa que cada variable va a ser
dependiente de capacitancias de ĺınea y carga Cl, Cc, lo que permitirá obtener una gráfica
en tercera dimensión y evaluar hasta qué grado es posible modificar las magnitudes de las
capacitancias para modificar la amplitud de la variable en cuestión. La intersección de las
imágenes de cada función será sobre la que se pueda realizar un consenso de las
variables, por lo que si alguna función tiene una imágen pequeña con respecto a las demás,
el consenso sólo será posible en esa pequeña imágen.
La red particular que se evaluará es la de la Figura 4.6. Los parámetros a considerar son

e1 = 10 sin(ωt), ω = 2πf, f = 60[Hz]; Ll = diag {260, 370, 300} [mH]

Lc = diag {160, 100, 130} [mH], Rl = diag {20, 30, 25} [Ω], Rc = {18, 27, 22} [Ω]

Para todos los casos las condiciones iniciales son

eCl0
=

 3
1
2

 [V ], eCc0 =

 4
5
6

 [V ], fLl0
=

 0,5
0,3
0,2

 [A], fLc0 =

 0,1
0,4
0,6


A continuación se presentan una serie de gráficas en las que se muestra la variación de la
amplitud y fase de cada variable teniendo como variables independientes a las capacitancias
del circuito (capacitancia de ĺınea y de carga, refiriéndose a cada ĺınea de la red radial). En
cada gráfica se fijará alguna de ellas y resultará una gráfica que mostrará cual es la segunda
capacitancia necesaria para lograr el valor de amplitud o fase deseado, según sea el caso.

4.2.2. Capacitores de Ĺınea.

Amplitudes de Tensión de los Capacitores de Ĺınea.
Para cada ĺınea, se realizó una gráfica de la tensión eCl

en función de las capacitancias Cl y
Cc, como se muestra en las Figuras 4.7, 4.8 y 4.9 donde para la gráfica en tercera dimensión,
el eje z es la tensión en [V ] del capacitor y las capacitancias tienen unidades de [F ]. Esta
gráfica muestra todas las posibles combinaciones de las capacitancias de ĺınea y carga para
modificar la amplitud de la tensión. En las tres gráficas se puede apreciar que mientras
más grande es la capacitancia de ĺınea Cl, la tensión decrece. Dentro de los dominios de
las capacitancias, se elige alcanzar un consenso en 9[V ] de amplitud. Entonces para cada
gráfica se elige alguna capacitancia de ĺınea que está dentro de tal selección, que resulta en
las capacitancias

Cl = diag {50, 30, 60} [µF ]
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Figura 4.7: Gráfica de Amplitud de Tensión de Capacitor de Ĺınea 1

lo que resulta en la segunda gráfica en segunda dimensión de cada una de las Figuras ya
mencionadas. Para concluir, se busca algún punto de la gráfica (pueden existir en ocasiones
2 puntos que lo logren) para obtener el consenso seleccionando las capacitancias de carga. En
tales Figuras se muestra el punto de selección, donde el primer número indica la capacitancia
y el segundo indica la tensión. De esta manera los capacitores de carga son

Cc = diag {70,4186; 61,368; 95,944} [µF ]

De esta manera, se logra consenso en las amplitudes de las tensiones, mostrado en la Figura
4.10. Este mismo procedimiento es empleado en el consenso de las demás variables.

Fases de los Capacitores de Ĺınea.
Realizando el mismo procedimiento anterior, ahora se muestran en las Figuras 4.11, 4.12 y
4.13 las gráficas tridimensionales de cada fase en [rad] en el eje z respecto a la variación
de capacitancias. En los posibles rangos de cada gráfica, se decide un consenso en fases de
0,5[rad]. Entonces se eligen las capacitancias de ĺınea como

Cl = diag {100, 300, 500} [µF ]

entonces se obtienen las gráficas bidimensionales, donde se muestran los puntos para lograr
el consenso y seleccionar las capacitancias de carga como

Cc = diag {129,5978; 100,2163; 106,6075} [µF ]

el consenso en las fases de cada tensión de capacitor se muestran en la Figura 4.14.

4.2.3. Capacitores de Carga

Amplitudes de Tensión de los Capacitores de Carga. Las Figuras 4.15, 4.16 y 4.17
muestran las amplitudes de tensión de capacitor para las cuales se elige alcanzar un consenso
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Figura 4.8: Gráfica de Amplitud de Tensión de Capacitor de Ĺınea 2

Figura 4.9: Gráfica de Amplitud de Tensión de Capacitor de Ĺınea 3
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Figura 4.10: Consenso en las Amplitudes de Tensión de Capacitor de Ĺınea

Figura 4.11: Gráfica de la Fase de Capacitor de Ĺınea 1
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Figura 4.12: Gráfica de la Fase de Capacitor de Ĺınea 2

Figura 4.13: Gráfica de la Fase de Capacitor de Ĺınea 3
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Figura 4.14: Consenso en las Fases de Tensión de Capacitor de Ĺınea

en amplitud de 5[V ]. Las capacitancias de ĺınea elegidas resultan

Cl = diag {70, 50, 100} [µF ]

De las gráficas en dos dimensiones, se aprecia que los capacitores de carga con los que se
puede alcanzar tal consenso son

Cc = diag {159,296; 34,978; 124,654} [µF ]

el consenso en las amplitudes es evidente como se muestra en la Figura 4.18.

Fases de los Capacitores de Carga. Para lograr consenso en las fases de los capa-
citores de carga, se decidió un consenso en 1[rad], basado en los posibles rangos mostrados
en las Figuras 4.19, 4.20 y 4.21. Los capacitores de ĺınea elegidos son

Cl = diag {300, 200, 100}

a partir de las gráficas en dos dimensiones resultantes de la elección de estos capacitores, se
determina que las capacitancias de carga que resultan como

Cc = diag {86,6465; 105,355; 105,466} [µF ]

mediante esta elección se obtiene consenso en las fases de tensión de capacitor de carga como
se muestra en la Figura 4.22.

4.2.4. Inductores de Ĺınea.

Amplitudes de Corrientea de los Inductores de Ĺınea. Al igual que en el caso de
los capacitores, con los inductores se realizará el mismo procedimiento. Entonces se realizan
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Figura 4.15: Gráfica de Amplitud de Tensión de Capacitor de Carga 1

Figura 4.16: Gráfica de Amplitud de Tensión de Capacitor de Carga 2
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Figura 4.17: Gráfica de Amplitud de Tensión de Capacitor de Carga 3

Figura 4.18: Consenso en las Amplitudes de Tensión de Capacitor de Carga
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Figura 4.19: Gráfica de Fase de la Tensión de Capacitor de Carga 1

Figura 4.20: Gráfica de Fase de la Tensión de Capacitor de Carga 2
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Figura 4.21: Gráfica de Fase de la Tensión de Capacitor de Carga 3

Figura 4.22: Consenso en las Fases de Tensión de Capacitor de Carga
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Figura 4.23: Gráfica de Amplitud de Corriente de Inductor de Ĺınea 1

las gráficas para cada corriente de inductor de ĺınea, como se muestra en las Figuras 4.23,
4.24 y 4.25. Dados los rangos para la amplitud mostrados en las gráficas, se buscará un
consenso en 100[mA]. Entonces la elección de las capacitancias de ĺınea es

Cl = diag {100, 70, 200} [µF ]

posteriormente resultan las gráficas bidimensionales que brindan los capacitores de carga
requeridos para el consenso, que resulta en la matriz

Cc = diag {57,066; 73,532; 64,135} [µF ]

con los cuales se alcanza el consenso en aplitudes, mostrado en la Figura 4.26.

Fases de Corrientes de los Inductores de Ĺınea.
De acuerdo a las gráficas de las Figuras 4.27, 4.28 y 4.29, el consenso en fases será en −1[rad],
que está dentro de los rangos de fases. Las capacitancias de ĺınea seleccionadas son

Cl = {200, 50, 100} [µF ]

con las gráficas resultantes de dos dimensiones mostradas en las mismas Figuras, las capaci-
tancias de carga seleccionadas para lograr el consenso son

Cc = diag {102,129; 138,578; 118,735} [µF ]

y con ello el consenso es posible, representado en la Figura
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Figura 4.24: Gráfica de Amplitud de Corriente de Inductor de Ĺınea 2

Figura 4.25: Gráfica de Amplitud de Corriente de Inductor de Ĺınea 3
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Figura 4.26: Consenso en las Amplitudes de Corriente de Inductor de Ĺınea

Figura 4.27: Gráfica de Fase de Corriente de Inductor de Ĺınea 1

75



Figura 4.28: Gráfica de Fase de Corriente de Inductor de Ĺınea 2

Figura 4.29: Gráfica de Fase de Corriente de Inductor de Ĺınea 3
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Figura 4.30: Consenso en las Fases de Corriente de Inductor de Ĺınea

4.2.5. Inductores de Carga.

Amplitudes de Corriente de Inductores de Carga. De las misma manera que se ha
realizado con las variables anteriores, se obtienen las gráficas de amplitud de corriente con
respecto a capacitancias de ĺınea y carga, mostradas en las Figuras 4.31, 4.32 y 4.33. Para
que el valor de consenso en amplitud esté dentro de los rangos de las gráficas se decide el
valor de amplitud en 50[mA], para los cuales se eligiron las capacitancias de ĺınea como

Cl = diag {400, 300, 200} [µF ]

y con éstas se obtienen las gráficas en dos dimensiones. Por último, seleccionando las capa-
citancias de carga de las gráficas anteriormente mencionadas, se tienen

Cc = diag {154,815, 142,298, 161,344} [µF ]

la evidencia del consenso en amplitudes a 50[mA] es presentada en la Figura 4.34.

Fases de Corrientes de Inductor de Carga. Para el consenso en las fases de co-
rriente se tomaron en cuenta las Figuras 4.35, 4.36 y 4.37. El consenso se basa en el rango de
las fases y se pretenderá alcanzar consenso en −0,5[rad]. Las capacitancias de ĺınea elegidas
son

Cl = diag {70, 150, 300} [µF ]

que resultan en las gráficas bidimensionales de las mismas Figuras. Apartir de éstas se
obtienen las capacitancias de carga las cuales son

Cc = diag {131,101, , 245,683, 127,51}
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Figura 4.31: Gráfica de Amplitud de Corriente de Inductor de Carga 1

Figura 4.32: Gráfica de Amplitud de Corriente de Inductor de Carga 2
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Figura 4.33: Gráfica de Amplitud de Corriente de Inductor de Carga 3

Figura 4.34: Consenso en las Amplitudes de Corriente de Inductor de Carga
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Figura 4.35: Gráfica de Amplitud de Fase de Inductor de Carga 1

y el consenso de fase en corrientes de inductor de carga se muestra en la Figura 4.38
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Figura 4.36: Gráfica de Amplitud de Fase de Inductor de Carga 2

Figura 4.37: Gráfica de Amplitud de Fase de Inductor de Carga 3
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Figura 4.38: Consenso en las Fases de Corriente de Inductor de Carga
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y Trabajo Futuro

En este trabajo se presentó la caracterización de un sistema eléctrico de potencia, consi-
derando parámetros concentrados como modelo del mismo e idealizando algunos elementos
para fines de análisis, en los que propiedades fundamentales del mismo son evaluadas, como
la estabilidad del equilibrio del mismo sistema y más aún, propiedades de consenso en las
cargas, equivalente a consenso en los capacitores que funjen como compensadores de tensión.
El resultado se llevó a cabo tomando como enfoque la teoŕıa de grafos y sistemas Hamil-
tonianos controlados por puerto, con la finalidad de obtener propiedades visibles sobre las
caracteŕısticas del modelo que denotan el tipo de sistema con el que se trabaja, que en el
caso de esta tesis son las topoloǵıas básicas de una red de potencia: topoloǵıas malla, anillo
y radial. Se realizaron evaluaciones numéricas con la finalidad de probar la veracidad del
resultado, y comprobando de la misma manera que los demás estados del sistema, aunque
no existe consenso en sus magnitudes (e incluso, no es de interés en este estudio, refiriéndo-
nos a las corrientes de inductor) se mantienen acotadas dada la propiedad de estabilidad
demostrada en el caṕıtulo III.

El resultado es importante en el sentido de indentificación de estructuras en los que de
manera natural el circuito en cuestión exhibe propiedades anteriormente mencionadas, y el
cual no ha sido reportado en algún trabajo relacionado con el enfoque, a pesar de su am-
plia variedad en la literatura. Como aspectos a considerar en trabajo futuro, es considerar
una clase de circuitos eléctricos como modelado de manera más general, como circuitos no
lineales, donde se incluyan requerimientos de potencia y modelos de fuentes, como lo son las
máquinas śıncronas e inversores. Es casi predecible que, si los elementos involucrados son
elementos pasivos, la interconexión del sistema completo mostrará de la misma manera, una
estructura Hamiltoniana que de manera intŕınseca, tienen mı́nimo propiedades de estabilidad.

Por otra parte, existe una bastante amplia variedad de modelos de ĺıneas de transmisión,
donde los factores como la distancia vaŕıan la representación, como pueden ser los modelos
π y T , para modelos de ĺıneas de larga distancia, aśı como representación de pérdidas de las
mismas, que conllevan un análisis más detallado. Sin embargo, para ĺıneas cortas (presen-
tes en microrredes), un modelo de inductancia simple (despreciando la pérdida resistiva) es
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suficiente para representar de manera precisa a una ĺınea de transmisión, que es el caso en
el que esta tesis valida sus resultados. Como problemas abiertos hay una vasta variedad de
problemas, como en este caso ya se mencionó, tanto de modelado como de análisis y control.

Esta tesis es una parte del objetivo general a largo plazo, donde se busca consolidar este
enfoque como una alternativa de calidad para la operación, análisis y control de rades de
potencia.
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Caṕıtulo 6

Apéndice

6.1. Apéndice A

A continuación se muestra cómo es posible llegar a la igualdad

−HT
RL

(
R−1t +HRRR

−1
c HT

RR

)−1
HRL =

−HT
RLRtHRL −HT

RLRtHRR

(
Rc +HT

RRRtHRR

)−1
HT
RRRtHRL

Para iniciar, se parte de la siguiente igualdad(
R−1t +HRRR

−1
c HT

RR

) (
R−1t +HRRR

−1
c HT

RR

)−1
= I

realizando el producto

R−1t
(
R−1t +HRRR

−1
c HT

RR

)−1
+HRRR

−1
c HT

RR

(
R−1t +HRRR

−1
c HT

RR

)−1
= I

se premultiplica toda la ecuación por Rt

Rt

[
R−1t

(
R−1t +HRRR

−1
c HT

RR

)−1
+HRRR

−1
c HT

RR

(
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−1
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RR
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RR
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RR

(
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−1
c HT

RR
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RR
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+RtHRRR
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se multiplica el primer término de la ecuación por RcR
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RcR
−1
c HT
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(
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(
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y con ésto, se factoriza el término
(
Rc +HT

RRRtHRR

)
del lado izquierdo de la ecuación(

Rc +HT
RRRtHRR

)
R−1c HT

RR

(
R−1t +HRRR

−1
c HT

RR

)−1
= HT

RRRt

se multiplica la ecuación de ambos lados por
(
Rc +HT

RRRtHRR

)−1
R−1c HT

RR

(
R−1t +HRRR

−1
c HT

RR

)−1
=
(
Rc +HT

RRRtHRR

)−1
HT
RRRt

se premultiplica la ecuación completa por −RtHRR

−RtHRRR
−1
c HT

RR

(
R−1t +HRRR

−1
c HT

RR

)−1
= −RtHRR

(
Rc +HT

RRRtHRR

)−1
HT
RRRt

se suma en ambos lados de la ecuación la matriz Rt

Rt −RtHRRR
−1
c HT

RR

(
R−1t +HRRR

−1
c HT

RR

)−1
= Rt −RtHRR

(
Rc +HT

RRRtHRR

)−1
HT
RRRt

sonsiderando que la inversa de la suma de dos matrices se puede expresar como (A+B)−1 =
A−1 − A−1B (A+B)−1, entonces el lado izquierdo de la ecuación se puede escribir como(
R−1t +HRRR

−1
c HT

RR

)−1
definiendo como A = R−1t yB = HRRR

−1
c HT

RR. Entonces la ecuación
completa se puede reescribir como(

R−1t +HRRR
−1
c HT

RR

)−1
= Rt −RtHRR

(
Rc +HT

RRRtHRR

)−1
HT
RRRt

por último, premultiplicando la ecuación completa por−HT
RL y postmultiplicando la ecuación

por HRL resulta

−HT
RL

(
R−1t +HRRR

−1
c HT

RR

)−1
HRL = −HT

RL

[
Rt −RtHRR

(
Rc +HT

RRRtHRR

)−1
HT
RRRt

]
HRL

y desarrollando el producto del lado derecho de la igualdad se tiene

−HT
RL

(
R−1t +HRRR

−1
c HT

RR

)−1
HRL = −HT

RLRtHRL−HT
RLRtHRR

(
Rc +HT

RRRtHRR

)−1
HT
RRRtHRL

lo que demuestra que la simplificación es válida.

6.2. Apéndice B

6.2.1. Conjuntos Convexos

Considere dos vectores u, v ∈ Rn. La ĺınea através de u y v está dada paramétricamente
como

f(λ) = u+ λ(v − u) = (1− λ)u+ λv

donde λ ∈ R. Note que f(0) = u y f(1) = v. Sea

[u, v] = {f(λ)|λ ∈ [0, 1]} = {(1− λ)u+ λv|λ ∈ [0, 1]} (6.1)
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Figura 6.1: Subconjuntos S1, S2 ∈ R2.

que denota el segmento de ĺınea entre u y v.

Definición. Un subconjunto S ⊆ Rn es llamado convexo si

[u, v] ⊂ S

para todo u, v ∈ S, u 6= v. [29]

Ejemplo.
Dos subconjuntos S1, S2 ∈ R2 son dibujados en la Figura 6.1. S2 es convexo dado que cual-
quier segmento de ĺınea entre u y v estará siempre dentro de S2. S1 es no convexa dado que
el segmento de ĺınea presentado en la Figura 6.1 ya no pertenece a tal conjunto.

6.2.2. Funciones Convexas

Se llama función convexa a la función f si está definida somre un conjunto convexo S y
para cualesquiera dos puntos x, y ∈ S, x 6= y y para cada λ ∈ [0, 1] se cumple que

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) (6.2)

además, una función estrictamente convexa se define como

f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y) (6.3)

Una función doblemente diferenciable es convexa en un intervalo si y sólo si su segunda
derivada es no negativa en ese intervalo. Si la segunda derivada es positiva, entonces es
estrictamente convexa. Como ejemplo se puede citar a una parábola f(x) = x2 sobre el

dominio de los números reales, cuya segunda derivada es d2f(x)
dx2

= 2, por lo que la parábola
es una función estrictamente convexa.
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