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Resumen

Es ampliamente conocido que la presencia de irregularidades verticales (ej: presencia de suelo blando)
y laterales son factores determinantes en la respuesta dindmica de cuencas y en los llamados efectos de
sitio. Las irregularidades verticales causan cambio del contenido frecuencial, la curvatura y polaridad de
los rayos del campo incidente, mientras que las irregularidades laterales tienen como principal efecto la
generacion de ondas superficiales y el consecuente aumento en la duracién del movimiento ademas de
amplificaciones localizadas.

En la presente tesis, por medio de una andlisis paramétrico, se estudia la emisidon o generacién de ondas
superficiales en valles aluviales bidimensionales formados por un estrato con una irregularidad lateral
sobre un semiespacio, ante la incidencia de ondas planas. Se plantea la construccién del campo total
de respuesta como la suma del campo unidimensional “asociado” (analitico) mas un campo difracta-
do compuesto tinicamente por ondas superficiales, del cual se dan las herramientas para su rapido calculo.

De tal forma que no solo se presenta un estudio cualitativo de la emision o generacién de ondas
superficieales por la presencia de irregularidades laterales sino que también se formula una metodologia
rapida (método de los coeficientes de emisién) para la obtencién de la respuesta dindmica.

Abstract

It is widely known that the presence of heterogeneities in the subsurface as encountered for example in
sedimentary environments are determining factors for the strong dynamic response of alluvial basins;
also known at site effect.

The heterogeneities can be of vertical and/or lateral type. The vertical heterogeneities cause changes
in the frequency content, the curvature and the polarity of the incident seismic rays whereas the lateral
heterogeneities contribute to the generation of surface waves and an increased duration shake time
besides localized amplification.

In this thesis, through a parametric analysis, the emission or generation of surface waves from an
incoming plane wave are analyzed for various two-dimensional alluvial valleys formed by a layer with
lateral irregularity over a half-space.

It’s proposed that the total field is computed as the combination of an analytical 1-D field and a diffracted
field composed of only surface waves that are easy to compute.

It’s presented not only a qualitative study of the emission of surface waves by the presence of lateral
irregularities, but also a methodology for the fast computation of the dynamical response of alluvial
valleys with lateral heterogeneity due to the so called “emission coefficient method”.
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Introducién

La cuantificacién del llamado efecto local es relevante para la estimacion del riesgo sismico. La presencia de
estratos de suelo blando puede ocasionar amplificaciones del movimiento asociado a las ondas incidentes. Ademds,
es generalmente aceptado que las irregularidades de topografia y geologia pueden ocasionar aumentos adicionales
muy significativos de la intensidad del movimiento sismico en ciertos sitios respecto de otros debido a fendmenos
generados por la irregularidad lateral [Schnabel et al., 1972].

En la presente tesis se aborda la emision o generacion de ondas superficiales en valles aluviales bidimensionales
formados por un estrato con una irregularidad lateral sobre un semiespacio, ante la incidencia de ondas planas. Se
plantea la construccién del campo total de respuesta como la suma del campo unidimensional “asociado” (analitico)
mas un campo difractado compuesto inicamente por ondas superficiales, del cual se dan las herramientas para su
rapido célculo. De tal forma que no solo se presenta un estudio cualitativo de la emisién o generacién de ondas
superficieales por la presencia de irregularidades laterales sino que también se formula una metodologia rdpida
(método de los coeficientes de emision) para la obtencién de la respuesta dindmica.

El texto estd dividido en 4 partes, la [[] abarca los dos primeros capitulos y es una revisién de los principios de la
elastodindmica, como son: cinematica, tensiones, ley de Hooke generalizada y las ecuaciones de Navier para problemas
bidimensionales y tridimensionales. El objetivo principal de esta seccién es presentar las ecuaciones diferenciales
gobernantes de los problemas de valor en la frontera que se empleardn en los capitulos siguientes y algunas soluciones
bésicas de estas.

En la parte[[l] la cual esta formada por los capitulos [3]a[5] se presenta el método indirecto de elementos de frontera
(IBEM) para casos bidimensionales (antiplano y de deformacién plana) y tridimensionales. Este es un método numéri-
co empleado en esta tesis para obtener la respuesta dindmica de topografias o valles aluviales ante acciones dindmicas
como ondas planas incidentes o fuentes puntuales. La importancia de este método radica en que es empleado como
base para el andlisis de los problemas de irregularidad lateral, que son el corazén de la tesis. Como valor agregado y
novedoso, en el capitulo |5 se presenta el cdlculo numérico del cociente espectral % en valles aluviales, empleando
como marco de tedrico los campos difusos.

La parte [ITI] se presenta el método de los coeficientes de emision para valles aluviales bidimensionales abiertos con
presencia de una irregularidad lateral, tema central de esta tesis. En el capitulo[f]se presenta la formulacion del método
para el caso antiplano y se estudia la emisién de ondas de Love, mientras que en el[/|se hace lo propio para el caso de
deformacion plana y la emisién de ondas de Rayleigh. En ambos casos se realizan andlisis paramétricos extensos que
involucran variables geométricas y mecdnicas.

Por tltimo, la parte[[V]esta compuesta de los apéndices[A]a[E] En los apéndices (A) y (B) se presentan respectivamente
los métodos matriciales de la matriz global y Thomson-Haskell para obtener la respuesta dindmica de medios
estratificados ante la incidencia de ondas planas o la presencia de fuentes puntuales. En el primero se abarcan los
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casos antiplano, deformacion plana y tridimensional (empleado en el articulo [Lontsi et al., 2015]] para el cédlculo del
cociente espectral % en profundidad bajo la teoria de los campos difusos), mientras que en el segundo se estudian los
casos antiplano y deformacién plana. La importancia de estos capitulos en esta tesis radica en que la respuesta del
campo unidimensional “asociado” empleado en el método de los coeficientes de emision, ha sido calculada con estos
y ademads que tiene algunos aspectos novedosos o poco mencionados en la literatura que han sido explotados para
realizar algunos célculos apoyados en la teoria de campos difusos.

En el capitulo [C] se presenta la metodologia para el cdlculo de las curvas de dispersién y formas modales empleando
el método de Thomson-Haskell, lo cual es materia prima para la implementacién del método de los coeficientes de
emision. En el capitulo [D| se presentan algunas soluciones fundamentales para la implementacién del IBEM y el
método de los coeficientes de emisién y por dltimo en el capitulo [E] se presentan las convenciones y definicién de
las variables empleadas en esta tesis.
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ELASTODINAMICA






Capitulo

Preliminares

1.1. Cinematica

Debido a la aplicacién de fuerzas todas las particulas que forman parte de un cuerpo cambian de posicion (ver figura
[[.1(a)), de tal manera que el desplazamiento de la particula originalmente ubicada en el punto x puede expresarse en
funcién de su posicion inicial y del tiempo:

u(x,1) = xp(x,1) - X (1.1.1)

Donde:
x: Posicion inicial (o de referencia) de la particula (¢ = 7).
xr(x,1): Posicién en el tiempo 7 de la particula que en 7 = # se encontraba en la posicién x.

Configuracion Configuracién
final +5x,t) final
x,1) ox+du
u(x,t)
Configuracion Configuracion
X inicial X inicial
xF(x’t) xF(xat)
(a) Movimiento de un cuerpo flexible. (b) Descripcion del movimiento cerca del punto x.

Figura 1.1: Descripcién del movimiento de un cuerpo deformable ante la accién de fuerzas.

Si se estudia el comportamiento de un “elemento” 6x centrado en X, a partir de la figura[I.1(b)| se tiene:
Ox +u(x +0x,1) = u(x, 1) + 6x + du(x,1) (1.1.2)

Donde:

u(x, t): Desplazamiento del punto x.

u(x + 0x,1): Desplazamiento del punto x + 6x.

ou: Cambio del vector de desplazamiento entre los puntos X y X + 0X.
ox: Elemento diferencial a estudiar.

De donde se obtiene:
su(x,t) = u(x+6x,1) —u(x,1) (1.1.3)
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Si se toma |6x| pequefio, es posible expandir u(x + 6x, ) como u(x, ¢) + (6x- V)u(x, ) mas términos de segundo orden
despreciables, con lo cual la ecuacién (I.1.3)) se expresa como:

su(x,t) = (6x -
O en forma matricial como:
o
Sui (x,1) g;;
6“2()(, t) = 67
ous (X, l‘) a)ucé

8x1

V)U(X, [) (o) ou; = u,;jéxj
0 0
x0 Pxn xr)
ng aX3 6)(]
(x,1) an X, 1) ﬂ(x,t) 8xa
2)62 g 6)63
(1) 2% Z2(x1)
(9)62 (3)(3

(1.1.4)

(1.1.5)

Ahora, debido a que du(x,?) en general esta compuesto por una rotacién de cuerpo rigido que no produce esfuerzos
mas una distorsién que si los produce, es bueno reescribir (I.1.4) de la siguiente forma [[Aki and Richards, 2002]:

1 1 1 1
6ui = ui,jéj = E(ui,j + uj,,»)dxj + E[V X (ll X 6X):|[ = E(ui,j +uj,,-)5xj + E(ui’j —uj,[)éxj = (Eij +w,-j)6xj

(1.1.6)

Donde puede verse como el tensor u; ; se descompone como la suma de un tensor simétrico (e,- = %(u, it u‘,-,,-)) (ten-

sor de deformaciones) y uno antisimétrico (w,- = %(u, i~ u J-,,-)) (tensor de rotaciones de cuerpo rigido), los cuales se

expresan en notacion matricial respectivamente co

[ Bul
axi
_ 1 Guz 61/{1
Eij— E(g-i—aixz
o ou
) 8x1 (9)63
0
1 0142 Bul
2 (50~

1(8143 Oul
L2

ax; Oxs

mo:
1(au1 Buz) 1(614
——+ = —|—+
2\0u, Ox; 2\ 0z
) Ou 1(%
0x 2 \dx
) 1(%+%) Ous
2\0x, Ox3 0x3
1(%_%) 1(%_
2 6)(2 6x1 2 6x3
) 0 1(%_
2 6x3
) 1(%_%) 0
2 (3)(2 6x3

Ous

6x1
6143

8x2

6u3

6)(1
0143

)

)
):

(1.1.7a)

(1.1.7b)

Para entender los términos del tensor de deformaciones ¢;; se empleard la figura @, alli se ve que los términos de
la diagonal corresponden a deformacién axial (figura [I.2(a)) mientras que los de fuera de la diagonal corresponde

deformaciones cortantes (figura[T.2(b)):

X2
au 5§
3y OX
o —
\ | — Configuracion
| | inicial
\
\ | —— Configuracion
5x2 | | final
\ \
\ \
\ \
ox, X

(a) Representacion de €1 =

cion axial.

duy

oxy’

este corresponde a una deforma-

X2
——1
- /
/ - Configuracion
0./ / inicial
— /
5x / | —— Configuracion
2 // / final
——
5x1 X1

Juy

0x)

duy

Oxz) = %(61 +6,), este re-

(b) Representacién de e = % (
presenta deformacion angular.

Figura 1.2: Representacion grafica de los términos del tensor de deformacion.
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1.2. Tensiones

1.2.1. Vector de tracciones

Dado un sélido arbitrario (con dominio Q y frontera I') el cual se somete a la accién de fuerzas o solicitaciones
externas en su dominio y/o frontera (ver figura[[.3(a)), vemos que debido a dichas fuerzas cada uno de sus puntos se
desplaza y se somete a un estado de deformaciones y esfuerzos que tiene como objetivo lograr un estado de equilibrio
dindmico (cumplimiento de la segunda ley de Newtonﬂ en todos sus puntos.

Si dicho medio lo cortdsemos hipotéticamente con un plano con vector normal (Ver ﬁgura y nos enfocdsemos
una la vecindad de drea AA, centrada en el punto x y ubicada sobre el plano de corte, observariamos que sobre este
ocurre una fuerza resultante Af. Ahora si hacemos el limite cuando AA — 0 del cociente entre la fuerza y el area se
obtiene: Af

t(x,n,r) = Alzir—{lo — (1.2.1)
Donde:
t(x,n,1): Vector de tracciones en el punto x, sobre un plano con normal exterior n.
n: Vector normal al plano de corte y que apunta hacia el exterior de la regién aislada.

Con respecto a la ecuacién (I.2.1)) es importante resaltar que basados en la teorfa del medio continuo, dicho limite
existe pese a que tanto el numerador como el denominador tienden a cero. Ademads de lo anterior, es importante notar
que t(x,n,7) es un vector que no solo depende de la posicién y del tiempo sino también del vector normal exterior
(plano de corte).

Plano de corte

— :

N /=

(a) Solido sometido a fuerzas externas. (b) Corte imaginario del sélido presentado en ({1.3(a)]) por medio
de un plano con vector normal n.

Figura 1.3: Semiespacios con superficie libre y empotrada sometidos a una fuerza puntual antiplana en su interior.

Si en lugar de haber realizado el diagrama de cuerpo libre del cuerpo a la izquierda del corte (ver figuras [I.3) lo
hubiésemos hecho con el cuerpo a la derecha, el resultado fuese, que el vector de tracciones para este caso es el
negativo del obtenido anteriormente (principio de accién y reaccién):

t(x,n,1) = —t(x,-n,1) (1.2.2)

Es decir, para un tiempo dado, los vectores de tracciones (y sus componentes) cambian de signos si son evaluados en
caras con vector normal exterior n o —n.

IDicho estado se cumple no solo para todos los puntos del dominio y frontera el medio sino en cada momento, este procedimiento es normalmente
conocido como diagrama de cuerpo libre.

2En realidad no se trata de un corte sino de aislar una parte del medio dejando en el plano de separaci6n los esfuerzos que el medio de la derecha
ejerce sobre el medio aislado.
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1.2.2. Tensor de esfuerzos

Por facilidad en la nomenclatura, es ideal definir las componentes del tensor de esfuerzos en funcién de los planos en
los que actdan, como caso particular, en coordenadas cartesianas se define:

(X, 1) = t;(X,n;, 1) (1.2.3)

Donde se define:

7;j(x,1): Tensor de tracciones (traccién en direccién x; en una cara o superficie con vector normal exterior en direccién
eje x;). Este no es mas que el componente en direccién x; del vector de tracciones en un plano con vector normal
exterior en direccion x;.

Con base en (I.2.2) y en (I.2.3) sabemos que 7;; evaluado en una cara con vector normal exterior en direccion del eje
x; debe actuar en direccién contraria a si el vector normal exterior es —x;. Es por esto, que se usa como convencién
general para los esfuerzos positivos que estos actiian en direccion x; si se encuentran en una cara con normal exterior
en direccion x;, y actian en direccién —x; si se encuentran en una cara con vector normal exterior en direccién —x; (lo
contrario es valido para los esfuerzos negativos). Lo anterior se encuentra resumido en las figuras[T.4]donde se presenta
la convencion para los esfuerzos positivos en un sistema cartesiano.

X,

X,
Ty
T ;
33
Ty T T
31
Ti n Ty
Ty Tis| Ty °
T
- 13 X, T Ty X
31 Z-ZI
Ty
Ty
X3 X3
(a) Convencidn positiva de esfuerzos en caras con vector normal (b) Convencién positiva de esfuerzos en caras con vector normal
exterior en direccion a los ejes cartesianos. exterior en direccion contraria a los ejes cartesianos.

Figura 1.4: Convencién de esfuerzos positivos.

1.2.3. Ley de Cauchy

Debido a que las tracciones deben ser evaluadas en planos arbitrarios (no necesariamente normales a los ejes cartesia-
nos), es conveniente ver como estas pueden ser expresadas en funcion de las tracciones en coordenadas cartesianas.
Para lo anterior se recurre a analizar el equilibrio de un sélido de cuatro caras, de las cuales tres son perpendiculares a
los ejes cartesianos y la otra es perpendicular al vector normal exterior n (ver figura[I.5), de aplicar la segunda ley de
Newton sobre este medio se obtiene:

3 3 6214,‘
tiAA - T,‘]AA] - TizAAz - Ti3AA3 + ﬁK(AA) 2 = pK(AA) 2 m (124)
Donde:
f;: Fuerza de cuerpo por unidad de volumen en direccién x;.
K= AAAVQ : Constante de proporcionalidad.
2
Dividiendo (T.2:4) por AA, sabiendo que AA; = n;AA y haciendo el limite cuando AA — 0, se obtiene:
li = Tithy + Tpho + T3N3 = Tjjn; (1.2.5)

La cual es conocida como la ley de Cauchy y relaciona las componentes del vector de tracciones en una cara con vector
normal exterior n con el tensor de esfuerzos.
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X

=

X3

Figura 1.5: Andlisis del equilibrio de un subdominio con 3 caras paralelas a los ejes cartesianos y otra cara normal al
vector n.

1.2.4. Ecuacion diferencial de equilibrio

Si se realiza el equilibrio en un subdominio arbitrario de nuestro cuerpo, cuya frontera es I'* y dominio Q* obtenemos

(ver figura[T.6): 2
) o Y }é{ Gl = f// %Sl (1.2.6)

Donde el primer término del lado izquierdo de (I.2.6) representa la contribucién de las fuerzas de cuerpo en el domi-
nio (Q*), la segunda representa la contribucion de las tracciones en la frontera (I'*) y el lado derecho representa las
contribuciones inerciales el en dominio (Q*). Reemplazando la ley de Cauchy (ecuacién[1.2.5)) en (1.2.6)), se obtiene:

. 62v,
ff [ faor ﬂ Tyndl ff pat2 (1.2.7)

Aplicando el teorema de Green a la segunda integral del lado 1zqu1erd0 de , se obtiene:

ff [T,“+f, ]dQ* 0 (1.2.8)

Ahora, debido a que el sudominio sobre el cual se planteo el equilibrio (Q*) es arbitrario, la tinica forma de cumplir

(I23) es que:

621/{,‘

Tijj+tfi=p o

La cual corresponde a la ecuacion diferencia de equilibrio que se debe cumplir en todos los puntos del dominio en
estudio.

(1.2.9)

Figura 1.6: Subdominio y frontera arbitrarios en los cuales se realiza el equilibrio.

1.2.5. Simetria del tensor de esfuerzos

Si recurrimos de nuevo a la figura y realizamos el equilibrio rotacional del subdomino arbitrario Q* con frontera

'™, se tiene:
# X x tdl™* +f[f x x £dQ = fff ( )dQ* (1.2.10)
T* Q* Q* ﬁt
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La cual en notacién indicial se expresa como:

ﬁ e,-,-kxjtkdr*+fff Eijkx,‘fde*:'/] peiikxjilde* (1.2.11)
= Qr ' o

Al reemplazar la ley de Cauchy (ecuacién (I.2.3)) en (I.2.T1) se obtiene:

ﬁg e mumdl” = fffg (i + piiy)x,dQ° (1.2.12)

Aplicando el teorema del rotacional al lado izquierdo de (T.2.12) se obtiene:

fffg el + (g + fi—piie)x,1dQ" (1.2.13)
A partir de (I.2.9) se tiene que 7y + fi — piix = 0, con lo cual obtenemos:
/m €T dQ = 0 (12.14)
Debido a que Q* es un dominio arbitrario, para cumplir[I.2.14]es necesario que el integrando sea cero:
€Tk =0 (1.2.15)
Lo cual solo se cumple si el tensor de esfuerzos es simétrico:

Tjk = Tkj (1216)

1.3. Ley de Hooke generalizada

A partir de experimentacién con resortes, Hooke formulé la proporcionalidad entre fuerzas y deformaciones en ma-
teriales eldsticos (ley de Hooke). Mas adelante Cauchy generalizo dicha ley formulando la proporcionalidad entre los
tensores de esfuerzo y deformacidn, la cual es conocida actualmente como ley de Hooke generalizada y se expresa
como:

Tij = Cijki€u (1.3.1)

Donde c;ji; es conocido como el tensor generalizado de Hooke (o tensor de rigidez por algunos autores), el cual para
el caso de un sélido isétropo toma la siguiente forma ([?]):

Cijir = A0 + (St + 5id i) (1.3.2)
Con lo cual la ley de Hooke toma la siguiente forma particular:
Tij = /lekkéij + ZMEU (1.3.3)

Donde A y u son conocidas como las contantes de Lamé.



Capitulo

Ecuaciones diferenciales gobernantes
(ecuaciones de Navier)

2.1. Ecuacion de Navier en tres dimensiones

Para un sélido isétropo y homogéneo al reemplazar la ley de Hooke (ecuacién (I.3.3)) en la ecuacién diferencial de
equilibrio (ecuacién (1.2.9)) y emplear la definicién del tensor de deformaciones (g;;) se obtiene:

02\1,‘
(A + p)ujji + pui j + fi = i 2.1.1)
O en forma vectorial: s
0u
uviu+ (1 +/1)V(V-u)+f:pﬁ (2.1.2)
La cual, usando la identidad vectorial V?u = V(V -u) - V x (V x u), puede ser reescrita como:
) 5 u
aV(V~u)—ﬁVxV><u+f:pW (2.1.3)
Donde:
A+2
a= ) EH (2.1.4a)
P
g= /" (2.1.4b)
o

La ecuacién (2.1.2) o su variante (2.1.3) es conocida como la ecuacién de Navier para un sélido eldstico, homogéneo
e is6tropo y su solucién para diferentes escenarios serd uno de los principales objetivos de esta tesis.

2.2. Problemas antiplanos

Se define un problema antiplano como aquel que cumple las siguientes hipétesisﬂ
1. Solo existen fuerzas y desplazamientos en direccién y.

2. Larespuesta es independiente de y, es decir, las derivadas en dicha direccién son nulas.

Ver la secciénpara las convenciones de los ejes coordenados.

11
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Aplicando las anteriores hipétesis a la ecuacién (2.1.2)), se obtiene que la Gnica ecuacién de movimiento que gobierna
estos problemas corresponde a aquella que representa el equilibrio en direccion y, la cual puede expresarse como:

) Pv
uvov(x,t) + f(x,1) :pﬁ(x, t) (2.2.1)

Donde por comodidad se ha tomado f(x,7) = f,(x,1).

2.2.1. Coordenadas cartesianas

Para el caso de coordenadas cartesianas la ecuacién (2.2.1) toma la siguiente forma:

o? & f(x,z,1) _ i@zv

\4 1%
——(xzt)+ a—zz(x, Z,1) + "z W(x’ zZ,1) (2.2.2)

ox

En general la ecuacion [2.2.2] no se suele resolver directamente debido a su alta complejidad, en lugar de esto se aplica
la transformada directa de Fourier respecto al tiempo (ver [E.I.3] para convenciones) a ambos lados de la igualdad, de
tal manera que las derivadas respecto a la variable temporal desaparezcan y sea mas fécil la solucién de estas, de lo
anterior se obtiene: 5 ) )

ﬂ(x,z, w) + @(x,z, w) + fxzw) + c‘)—v(x,z,w) =0 (2.2.3)

0x? 072 u B?
Como puede verse, la ecuacién diferencial (2.2.3)), atin no tiene solucién analitica simple debido a que tiene derivadas
parciales tanto para x como para z. Para resolver esto se procede de forma similar a como se hizo anteriormente para
eliminar las derivadas respecto al tiempo, es decir, se aplicard la transformada directa de Fourier respecto a una de las
dos variables espaciales en ambos lados de la ecuacién. Debido a la naturaleza general de los problemas estudiados
en elastodindmica, donde muchos de estos poseen condiciones de frontera en planos horizontal (con coordenada z
contante), se opta por emplear la transformada de Fourier respecto a x, de tal manera que las condiciones de frontera
puedan ser atin evaluadas después de la transformacion. Realizando lo anterior se obtiene:

o? k,z,
—z(k, Zw) +vv(x,z,0) = Sz o) (2.2.4)
0z H

Donde:

k: Nuimero de onda horizontal.

v=+ ‘g—zz — k%: Ndmero de onda vertical de las ondas S H.

La solucién general de la ecuacién diferencial (2.2.4) esta formada por la solucién de la ecuacién diferencial
homogénea (no existen fuerzas de cuerpo) y una solucién particular. Por lo general es dificil obtener la solucién
particular para un problema en el cual el campo f(k,z,w) no sea sencillo, afortunadamente en todos los problemas
estudiados en esta tesis (semiespacios o medio estratificados) los medios pueden descomponerse en subdominos (ej:
estratos) con fuerzas de cuerpo nulas y las fuentes son ingresadas como tracciones que actian en la frontera de dichos
subdominios o como soluciones fundamentales que absorben la solucién homogénea.

Por lo anterior nos enfocaremos en la solucién de la ecuacion (2.2.4) para el caso en que no existen fuerzas de cuerpo,
es decir:

g 2 -0 225
6—12( L, w) +vv(x, z,w) = (2.2.5)

La cual tiene como solucién general:
v(x,z,w) = S (w) exp(ivz) + S (w) exp(—ivz) (2.2.6)

Respecto a (2.2.6) cabe anotar que esta ecuacién esta en el dominio (k,z,w) y para regresar al dominio (x,z,t) es
necesario aplicarle las transformadas inversas de Fourier respecto al tiempo y a x.
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Para el caso particular de medios estratificados horizontales ante la incidencia de ondas planas, la ecuacién (2:2.4)) (con
f =0) puede ser resuelta de forma directa y toma la siguiente forma:

v(x,z,w) = [S (w) exp(ivz) + S (w) exp(—ivz)] exp(—ikx) (2.2.7)

2.2.2. Coordenadas polares

En coordenadas polares la ecuacién (2.2.1)) tiene la siguiente forma:

&% 1 &%

ﬁ(r,e,t)+f—(r9) 2602(r0t)+ Lrnon - ﬁzaz(ret) (2.2.8)

En los problemas de medios estratificados estudiados en esta tesis, la ecuacién (2.2.8)) es poco iitil debido a la dificultad
de plantear las condiciones de tracciones libres o continuidad en planos horizontales. El tnico caso de uso es en
la definicién de la funcién de Green para un fullspace, para la cual, debido a la axisimetria, se emplea la siguiente

ecuacion:
10ov 1 v

e 12 = O 229

Nuevamente se opta por ingresar la fuente externa no como fuerza de cuerpo sino como una traccién en la frontera.
Aplicando la transformada directa de Fourier respecto al tiempo a ambos lados de (2.2.9) se obtiene:

2
e 12w L) =0 (2210

Cuya solucién general es:
A H(l)( ) B H(l)( )
v(r.w) = A(w) 5 )" (w) 5
= C(w)]o( 5 ) + D(w)Yo( 3 ) (2.2.11)

Donde cada una de las dos soluciones presentadas en (2.2.11) se emplea para diferentes tipologias de problemas.

2.3. Problemas de deformacion plana
Se define un problema de deformacién plana aquel que cumple las siguientes hipétesis:
1. La respuesta es independiente de y, es decir, las derivadas en dicha direccién son nulas.

2. El desplazamiento en direccidén y es nulo.

2.3.1. Coordenadas cartesianas

A partir de la ecuacién (Z.1.1I) y las hipétesis anteriormente presentadas acerca de la deformacién plana, se tiene que
las ecuaciones de equilibrio en coordenadas cartesianas toman la siguiente forma:

2 2 2 2 2

(A+p) [m;(x,z,t) + aa ;V (x,z,t)] +u [alg(x,z,t) + g;(x,z,t)] + fo(x,z,1) :pz—:(x,z,t) (2.3.1a)
2 pe 2

(A+p) —(x an)+ 2 ) [+l SR an + T nan |+ flnan <p Tl (va)  @adb)
Ox? 072 or?
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Aplicando la transformada directa de Fourier respecto al tiempo a ambos lados de (2.3.1)), se obtiene:

2

(/lw)[ T (xz,t)]w[;!

2
Ee (x,z,1) + %(x, z, t)] + fo(x, 2, 0) + pwu(x,z,1) =0 (2.3.2a)
Z

2 2

(A+ 1) [(’(x ory+ 2

(92W 2
a—zz(x,z, )|+ fix.zw) + po w(x,z,t)

0  (2.3.2b)

&Pw
%0 522 (x’z’t)]+”[ax2(x’z’t)+

La forma general de solucionar (2.3.2)), consiste en emplear la descomposicién vectorial de Helmholtz, segiin la cual,
el campo de desplazamientos se descompone com

u(x,w) = Vo(x,w) + V x (%, w) (2.3.3)
Donde:

V-y¥(x,z,w)=0.
Y(x,z,0) = (%, 2, 0)i+ ¥y (%, 2, 0)j + Yo (¥, 2, ) k.

Con base en (2.3.3) y en ley de Hooke, los componentes del campo de desplazamientos y esfuerzos en las interfaces de
los estratos se expresan en funcién del potencial escalar ¢ y de los componentes del potencial vectorial ¢ en el dominio
X — Z— w como:

u(x,z,w) = —‘Z)(x,z, w) - a—l!/(x Z,W) (2.3.4a)
ox 0z

w(x,z,w) = a—(z)(x,z, w) + a—lp()c z,w) (2.3.4b)
0z ox

2
re(nzw) =p [2 29 ez s P ez - T z,w>] (23.40)
P 2 2
Tz(xz,0) =2 [6 f(x W)+ Z;p (x,z,a))] +2u [(;Zf(x,z,w) + sx;/z(x, Z,w)] (2.3.4d)

Donde se ha usado por simplicidad en la notacién que ¥, (x,z, w) = ¥/(x,z, w).

Si se reemplazan y (2:3:4b) en las ecuaciones y (2:3.2b) se obtiene que los potenciales escalares
#(x,z,w) y ¥(x,z,w) deben ser solucién de las ecuaciones de onda para las ondas P y SV respectivamente, es decir:

2 62 wz

Fre S rzw)+ y(x Hw) + f¢(x, zw)=0 (2.3.50)
2 2

‘;7“3(% Zw) + P (x ZLw)+ 7 slr(x z,w) =0 (2.3.5b)

Para resolver las ecuaciones (2.3.3)) es necesario realizar la transformada directa de Fourier respecto a x a ambos lados
de estas, de lo cual se obtiene:

¢ >

a?(k’ zw) +y'¢(k,z,w) =0 (2.3.6a)
2

%(k, z,w) + 'y (k,z,0) =0 (2.3.6b)

Donde:

y: Nimero de onda vertical de las ondas P, K+ y <.
(0%

v: Ndmero de onda vertical de las ondas S, k* + v* = ,ﬁ'

2Por lo mencionado anteriormente para el caso antiplano, de aqui en adelante se resolverd solo la ecuacién homogénea, es decir, f;(x,z,w) = 0
y fi(x.z.0) = 0.
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Las soluciones generales de (2.3.6) son las siguientes’}

o(k,z,w) = p(k,w) exp (iyz) + p(k,w) exp (-iyz) (2.3.7a)
U(k,z,w) = §(k,w) exp (ivz) + 3(k, w) exp (—ivz) (2.3.7b)
Donde:
p(k,w): Amplitud del potencial de la ondas planas ascendetes P.
D(k,w): Amplitud del potencial de la ondas planas descendetes P.

§(k,w): Amplitud del potencial de la ondas planas ascendetes S .
3(k, w): Amplitud del potencial de la ondas planas descendetes S .

Debido a que las ecuaciones diferenciales que gobiernan a los potenciales escalares ¢(k,z,w) y a y(k,z, ) han sido
resueltas en el dominio k — z — w es necesario obtener los desplazamientos y esfuerzos en este mismo dominio, lo cual
se logra realizando la transformada directa de Fourier respecto a x de las ecuaciones (2.3.4):

+o00
u(k,z,w) = f u(x,z,w)exp(ikx)dx

+00 oo
= f aﬁ(x,z,w) exp(ikx)dx - [ afl!/()C,Z,a)) exp(ikx)dx
_ ox — 07

oo

= —ik¢(k,z,w) — %(k,z, )

= —ik [p(k, w) exp(iyz) + p(k,w) exp(-iyz)] — iv [§(k, w) exp(ivz) — 3(k, w) exp(-ivz)] (2.3.8)

+o00
w(k,z,w):f w(x,z, w) exp(ikx)dx
+o0 oo
=f aﬁ(x,z,w)exp(ikx)dx-k/ a—l!/()c,z,a))exp(ik)c)dx
- 0Z —o0  OX

= @(k, z,w) —iky(k,z, w)
0z

= iy [p(k, w) exp(iyz) - p(k, ) exp(=iyz)] - ik [$§(k, w) exp(ivz) + 3(k, ) exp(-ivz)] (2.3.9)

+0oo
To(k,z, ) = [ 7o (%, 2, w) exp(ikx)dx

ow

+00 6” .
=pu / [—(x, 7, W) + —(x,z,w)] exp(ikx)dx
—oo Ox ﬁz

=pu [—ikw(k,z, w) + @(k, z,w)]
0z

= u {2ky[p(k,w) exp(iyz) - p(k,w) exp(—iyz)] - [ §(k, w) exp(ivz) + 3(k, w) exp(-ivz)]}  (2.3.10)

+o00
7o (kzw) = f T, (x, 7, w) exp(ikx)dx

+o00o
= / [/la—u(x, zw)+ (1+ ZM)B—W(X, z,w)] exp(ikx)dx
- Ox 0z

= —idku(k,z,w) + (1 + Zy)i—w(x, Z,W)
z

= u{l[ p(k,w) exp(iyz) + p(k, w) exp(—iyz)] + 2kv[ $(k, w) exp(ivz) — 3(k, w) exp(-ivz)]}  (2.3.11)

3Debe recordarse que p(w), p(w), §(w) y 3(w) son las amplitudes de las ondas Py S ascendentes y descendentes, mientras que p(w), p(w),
§(w) y 3(w) hacen referencia a las amplitudes de los términos de los potenciales ¢ y i respectivamente, la relacién entre estas se presenta en
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Donde se ha usado:

2

—/lw—z —2uy* =
o

:#l

A w? 5 A+ 20 —2u w?
ST e S

wz
—u(’82—2k2):—u(1)2+k2—2k2)
(k-0

1=k*-v*

2.3.2. Coordenadas polares

(2.3.12)

Debido a que en ésta tesis no se resuelve ningtin problema de deformacién plana para el cual sea conveniente usar
coordenadas polares, no se presentan dichas las ecuaciones de Navier en dicho sistema coordenado. En el tinico &mbito
en que se representa una solucién antiplana en coordenadas polares es en la expresion de la funcién de Green para un
espacio completo homogéneo, la cual se presenta en[D.2.2] pero debido a no ser un resultado personal, solo se cita la

fuente.



Parte 11

METODO INDIRECTO DE ELEMENTOS
DE FRONTERA (IBEM)
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Capitulo

M¢étodo indirecto de elementos de frontera para
problemas antiplanos (S H)

3.1. Problema de valor en la frontera e inicial a resolver.

El método indirecto de elementos de frontera (IBEM por sus siglas en ingles) es un método numérico empleado para
resolver problemas de valor en la frontera e iniciales (PVFI). En nuestro caso lo emplearemos directamente en el
dominio de la frontera, es decir, a nuestro PVFI le realizaremos la transformada directa de Fourier respecto al tiempo
obteniendo un problema de valor en la frontera (PVF) del siguiente tipo (ver ﬁgura

v v ’
ul—=xw)+ —=x o) |+ f(x0)+pwv(xw)=0 X€Q, -o00<w< oo (3.1.1a)
ox? 922
v(x,w) = P(x) xel,, —-oco<w<oo (3.1.1b)
ov ov
u [O—(X,w)nx(x) . a—(x,a))nz(x)] = 1(x,) xeT, 00 << oo (3.1.1¢)
x z

Donde:

£,(x,t): Traccién prescrita en x sobre una superficie con normal n (x € T)).
v(x,0): Desplazamiento inicial.

P(x,1): Desplazamiento prescrito en T',..

% (x,0): Velocidad inicial.

Q: Dominio del problema.

I': Frontera del problema.

I',: Parte de la frontera donde se especifica el desplazamiento.

I';: Parte de la frontera donde se especifican las tracciones.

Ver seccién @]) para detalles sobre la ecuacion diferencial.
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X

I[: Frontera donde se
prescribe el desplazamiento.

I;: Frontera donde se
prescribe la traccion.

Dominio (€2)

Figura 3.1: Dominio y fronteras del problema a resolver.

3.2. Funcion de Green.

Como se mencion6 en la seccion[D.1.3|1a funcién de Green antiplana para un semiespacio homogéneo en el dominio
espacio-frecuencia tiene como ecuacién diferencial gobernante y solucién de la misma respectivamente:

d* 0?
u ?;(x,w) + aZ;(X,w)] + pw*v(X,w) = —6(x - £) (3.2.1)
G (X, & w) = —ﬁHé” (;)r) (3.2.2)

Donde:
r=/(x-¢€)?+ (z-n)* Distancia entre la fuente y el punto donde se mide el desplazamiento.
8(x — £€): Delta de Dirac.

3.3. Identidad de Somigliana en el dominio espacio-frecuencia.

El primer paso para obtener la identidad de Somigliana del PVF (3.1.1)) es obtener la forma débi del mismo. Como
primer paso se multiplica la ecuacién diferencial gobernante por la funcién de Green del problema en estudio (funcién
de Green para un espacio completo) y dicho resultado se integra en todo el dominio del problema. De realizar lo
anterior se obtiene:

f/g,u[gx‘;(x,w) + g—z‘;(x a))] Gn(x,& w)dQ(x) + [/Qf(x, w)Gn (X, &, w)dQ(x)
+/f9pw2v(x,w)022(x,§)d9(x)=0 3.3.1)

Ahora, de integracidn por partes se obtiene:

ffg #[gx; X,u))+gz‘;(x,w)]Gzz(x,g’,w)dQ(x) -

Funx@)Gnxéw)are) -u [[ [g)vc(x,w)a%g‘f“)+g§(x,w)%”(gz’f"”) d0(x) (332)

2La forma débil de un PVF es la formulacién integral basica de las ecuaciones diferenciales gobernantes, la cual entre otros muchos usos es
empleada en la formulacién del método de elementos finitos, una muy clara explicacion de esto se presenta en [Reddy, 2006].
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Donde:
t(X,0,m) = u [% (%, w)n,(x) + g—‘z' (x, w)nz(x)]: Traccion en en el punto x en una seccién con vector normal exterior n.

Reemplazando (3.3.2)) en (3.3.1) se obtiene:

_#[/Q[z;(x,w)anz(;;f’m + Z‘Z}(X,w)anz(gz’f’w)]dQ(x) + Mf(x,w)ng(X,f,w)dQ(x)+

pw? fo V(% )G (X, £, )dQ(x) + jqﬁr 10(%, )G (X, £, )dT(x) =0 (3.3.3)

Aplicando el teorema de Green a cada uno de los términos de la primera integral del lado izquierdo de (3.3.3) se
obtiene:

ffg {,u|:a On(x.§w) 9 G”(X’f’“’)] ; pszzz(X,f,u))}v(X,w)dQ(x)+ ffg F(%, )G (%, £, 0)dQ(x)

Ox? 072

- 5{? Ho (%, €, 0)v(x, )dT(x) + jé (%, 0,0)Gr(x,£,0) =0 (3.3.4)

Donde:

G G - . .
H,(x,&,w,n) =y [%m(x) + %m(x)] Tracci6n en X en una cara con normal exterior n(x) en x debido

a una carga puntual ubicada en £.

Reemplazando la ecuacién (3:2.1)) en (3.3.4) da como resultado:

- ffﬂ 5(x — £)v(x, w)dQ(x) + f[g F(% )G (%, &, 0)dQ(x) — ﬁ Hy (%, £ w,0)v(x, )dT(x)

; f 10(%, @,1)Go (X, &, 0)dT(x) =0 (3.3.5)
r

La ecuacién (3.3.3) es la base del método directo de elementos de frontera, del cual un gran compendio es presentado
en [Brebbia and Dominguez, 1992]]. Dependiendo de la ubicacién de £ la ecuacién (3.3.3)) puede tomar las siguientes
formas:

fo F(% )G (%, £, )dQ(X) - jé Ha(%, €, 0)v(x, @)dT(x) + y€ W(X)Gn(x.£w)dT(x) =0 £cQ* (3.3.6a)
—%v(f,w) ; ffg F(% )G (%, £, )dQ(x) — é Ho(%, £, 0)v(x, )dT(x) + y§ W(X)Gn(x£w)dN(x) =0 £eT (3.3.6b)
v w) + fo F(% )G (%, £, )dQ(X) - ?g Ha(%, €, 0)v(x, @)dT(x) + y§ W(X)Gn(x.£w)dT(x) =0  £¢Q (3.3.6¢)

3.4. Formulacion del método indirecto de elementos de frontera

Ahora se supondréd que v*(x,w) es el campo de desplazamientos en Q* (ver figura [3.2(a)) causado por los desplaza-
mientos en I del problema a resolver, es decir v* (x, w) es la solucién del siguiente PVF:

O 0 v*

2
u (x,w) + (x,0) |+ pw*v * (x,w) =0 xeQ* (3.4.1a)
ox? 0z?

vi(x,w) = v(x,w) xel* =T (3.4.1b)

Donde:
n*(x) = n}(x)e, +n}(x)e; = —n(x): Normal exterior de I'* (exterior a Q*) (ver figuras3.2).
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X n=-n*
H,(x, é)—H,,*(x, 9]

r
VA Z
] B Dominio (Q)
(a) Dominio del problema en estudio (). (b) Dominio complementario ().

Figura 3.2: Problemas a resolver para la formulacién del método indirecto de elementos de frontera.

Aplicando el teorema de Somigliana al problema de valor en la frontera (3.4.1)) se obtiene:

2Gn(x.&0)  0*Gun(x£w
/]* {”[6 Goa(x.&, )+6G (x.§ )]+pszzz(X,§,w)}v*(x,w)dQ*(x)

Ox? 07>

- é HY (%, & w,n* )v* (x)dT(x) + é 10(%, 0,0 )G (X, &, w)dT(xX) = 0 (3.4.2)

Reemplazando la ecuacién (3.1.1a) en (3.4.2)) se obtiene:

ffﬂ S(x— )" (x,w)dQ" (x) - ﬁ H (x.€ w,n* v (x)dT(x) + 95 1n(%, 0,0 )G (X, &, 0)dT(X) =0 (3.4.3)

Donde:
(X, 0,n*) = p [%(x w)ni(x) + % (x, w)n} (X)] = —1,(x, w,n*): Esfuerzo en direccién de n* para el medio Q*.

De nuevo, la ecuacion (3.4.3) tiene los siguientes valores en funcién de la ubicacion de &:

—v(¢,w) - ng;(x,f, w,n* )v(x,w)dl(x) + }ét;(x, w,n* )G (x,€&,w)dl(x) =0 e (3.4.4a)

—%v(f,w) - qu H* (%, & w,n* (%, w)dT(x) + ﬁ £ (%, 0,0 )G (X, £, w)dT(x) =0 £eT* =T (3.4.4b)
- 55 H (x,€ 0,n" )v(x, 0)dT(x) + jé 2 (x, 0.0 )Gn(x,Ew)dl(x) =0 £¢(QUTY) o £eQ

(3.4.4¢)

Sumando las ecuaciones (3.3.6) y (3.4.4) se obtiene:

v(€ w) = /]Qf(x,w)Gzz(x,g, w)dQ(x) + }é[t,,(x, w,n) + 1, (X,w,n") | Gy (X, &, w)dl(x) (3.4.5)

Debido a la simetria de la funcién de Green (entre x y £), la ecuacioén (3.4.3) se puede reescribir como:

v(xw) = [[ £(6.0)0a(x)dAE) + P #(6.0)Gn(x£.w)dT(E) (346)

Donde:
¢(§,0) = t,(§, w,m) + 1, (£, w,n").

Ahora, para el caso particular en el que no existen fuerzas de cuerpo, el desplazamiento en un punto x puede calcularse
como:

V(x,w) = é B(£, )G (%, £, w)dT(£) (3.47)
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Para obtener los esfuerzos en un punto x sobre una cara con vector normal unitario exterior n(x), se aplican las leyes
de Hooke y Cauchy, obteniendose:

(%, w,m) = i [%(x,a))nx(x) ; %(x, w)nz(x)] (34.8)
(X, w,m) = %qﬁ(x,w) + ﬁ(ﬁ(f,w)Hn(x,f,w)dF(f) xel (3.4.9a)
n(X, w,m) = 54 B(&, ) Hy(x, £, w)dT(£) xeQ (3.4.9b)

Son las ecuaciones y (3:4.9) las que conforman la base de la formulacién del IBEM.

i
2

Figura 3.3: Manejo de la singularidad en el campo de esfuerzos en las vecindades de una fuerza puntual.

3.5. Solucion esquematica de un problema usando el método indirecto de
elementos de frontera.

A continuacién se empleard un problema tipo para explicar de forma esquematica la implementacién del método
indirecto de elementos de frontera para el caso S H.

En cada elemento se supondrd un valor de ¢ constante, con lo cual el desplazamiento en cualquier punto (x € QuUT’) se
expresa como:

N
v(x.0) = i) [ Gn(x.0)dIE) (351)
i=1 T
Donde:
¢i = p(xi).

I';: Elemento i.

Y las tracciones se expresan como:

1 N
(%, w) = §¢(X’ w)+ ) pi(w) j(Igr H,(x,£,w)dl'(¢§) xeT  Aproximandose desde el interior del medio (3.5.2a)
i=1 i

N
(xw) = Y ¢i(w) é H,(% & )dT(£) xeQ (3.5.2b)
i=1 i

Para obtener un sistema de N ecuaciones con N incdgnitas se evaluard la ecuacién (3.5.1) en los NV, puntos centrales de
cada elemento (x; i = 1,2,...,N,) donde la condicién de frontera de desplazamientos ha sido prescrita y se evaluara la
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ecuacién (3:5.2) en los N, puntos centrales de los elementos (x; i = N, + 1, N, +2,..., N) donde la condicién de frontera
de tracciones ha sido prescrita.

X
X
N
j \
L I
\ £ & v
v £ )
7 N 1 //2
N 1
i-esimo punto de frontera — — — Frontera real
Z — L @ i-esimo elemento Frontera IBEM
Dominio (Q) i Punto medio del elemento 7
(a) Dominio y frontera del problema en estudio. (b) Dominio y frontera del problema discretizado con elementos
lineales.

Figura 3.4: Respuesta del oscilador arménico simple ante una excitacién tipo delta de Dirac (6(¢)).

3.6. Solucion de un problema de valor en la frontera tipo valle aluvial bajo
la incidencia de ondas S H.

A continuacidn se presentard la descripcion de la solucién de problemas tipo valle aluvial bajo la incidencia de ondas
S H (ver figura[3.5)) por medio del método indirecto de elementos de frontera:

=K

I =M Medio R
Q

;=M

=T =L

Q,

Onda SH Z
incidente

Medio £

Figura 3.5: Dominio del problema a resolver.

El campo de desplazamientos en la regién E se compone del desplazamiento de campo libre y del campo difractado,
es decir:

VE(x, w) = v (x,0) + v D (x,0) (3.6.1)

Donde:

vE (X, w): Campo de desplazamiento en el medio E, x € Qz UT .

v (x,w): Campo libre en el medio E, x € Qz UT.

p(d) (x,w): Campo de desplazamiento difractado en el medio E, x € Qg UTE.
'y =T'gy UTgy: Frontera del medio E (ver figura @

I'z1: Frontera libre del medio E.
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I'gy = 'gy: Frontera comun entre los medios E y R. El campo difractado en el medio E se calcula a partir de la ecuacién

(B:47) como:
VO(Xw) = f ¢ (£.0)G (x.6.0)dre(8) (3.62)

Donde:
G (x,£, w): Funcién de Green para un espacio completo con iguales propiedades mecénicas a las del medio E.

Por su parte el campo de desplazamiento en el medio R se compone solo de ondas refractadas y se expresa a partir de

la ecuacién como:
R (x,w) = v (x,0) = jg SR (£, 0)GR (%, £, w)dT R (£) (3.6.3)

Donde:

vR(x,w): Campo de desplazamiento en el medio R, x € Qg UTk.

I'r = T'g; UTga: Frontera del medio R.

GR(x,£&, w): Funcién de Green para un espacio completo con iguales propiedades mecénicas a las del medio R.

En el actual problema también se debe cumplir que las tracciones en ['g; deben ser nulas, debido a que el campo libre
ya cumple estas condiciones solo resta que el campo difractado las cumpla, es decir:

(D (s omg) = 305 (x0) + 6 (6 ) HE (R £ 0me )Ty (€) = 0 (3.64)

Donde:

t,gd) (%, w,ng): Tracciones en el punto x en una cara con vector normal unitario exterior ng debidas a una fuerza puntual
ubicada en €.

ng(x): Normal unitaria exterior a [g.

HE(x,£&,w,ng): Traccion en el punto X en una cara con normal unitaria exterior ngz de un semiespacio con propiedades
mecénicas iguales a las del medio E debida a una carga unitaria aplicada en el punto &.

Las tracciones debidas al campo refractado en la regién R deben ser nulas en I'g;, aplicando la formula (3:4.94) lo
anterior se expresa como:

!
1) (x.0,m) = 56 (x,0) + yﬁ R (£, ) HR (%, &, w, 0 )dTr1 () = 0 (3.6.5)

Donde:

t,(,r) (%, w,ng): Tracciones en el punto x en una cara con vector unitario normal exterior ng debidas a una fuerza puntual
ubicada en &.

ng(x): Normal unitaria exterior a I'g.

HR(x,&, w,ng): Traccién en el punto x en una cara con normal ng de un semiespacio con propiedades mecanicas
iguales a las del medio R debida a una carga unitaria aplicada en el punto €.

Si usamos el hecho que H,If(x,g-‘, w,ng) = —H,If(x, &, w,-ng), es decir si usamos la normal interior en lugar de la
exterior, la ecuacion (3.6.5) se reescribe como:

1
-3 (xw) + jé &8 (£, w)HR (x, £ w,ng)dTr1 (€) = 0 (3.6.6)
R1
Debido a la continuidad de desplazamientos entre los dos medios en la regién I'g; = 'z, se obtiene:

(@) (x,w) + v(d)(x, w) = v(’)(x, w) xelm =T (3.6.7)

VO (x,0) + yi 65 (£, 0)GE (%, &, )dT s (£) = yi SR (€, 0)GR(x,£,0)dTs  xeTu =T (3.6.8)
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De la continuidad de tracciones en la frontera comun entre los medios £ y R se obtiene:

t}SO) (X, w, IIE) + t,gd) (X, w, IIE) = —t,gr) (X, w, l'lR) X € FEZ = FRZ (369)

1
JFE@ @]+ § FEHE x0T+
jg ¢F (£, W) HE (x, €, 0.mp)dT 2 () = 1) (x,w,ng)  xe€Tpm=Tr (3.6.10)

Es importante resaltar que ha sido esta implementacién del IBEM para valles aluviales abiertos la empleada para el
desarrollo del método de los coeficientes de emision en el caso antiplano (seccién [6).

3.7. Solucion de un problema de valor en la frontera tipo valle aluvial bajo
la accion de fuerzas puntuales internas (calculo de la funcion de Green).

A continuacién se presentard la metodologia para obtener la respuesta de un valle aluvial bajo la accién de una fuente
puntual en el depdsito aluvial (ver figura[3.6).

L
L, Medio R

L

X

Fuente

Medio E

Figura 3.6: Valle aluvial con fuente interna en el medio R.

Para esta tipologia de ejercicios el campo de desplazamientos en el medio E es debido solo a la refraccién de las ondas
producidas por la fuente, por tal motivo el campo de desplazamientos se expresa como:

VE(x, ) = v (x,w)

= jg b (€, 0)GEp(X, & w)dl(§) (3.7.1)

Donde:

vE (X, w): Campo de desplazamiento del medio E, x € Qp UT L.

v (x,w): Campo de desplazamiento refractado en el medio E, x € Qg UT.

GEg(x,€,w): Funcién de Green para un fullspace con iguales propiedades mecdnicas a las del medio E.

El campo de desplazamientos en el medio R esta formado por el campo generado por la fuente puntual y el campo
difractado en ['g y se expresa como:

VR (x,w) = v (x,xp, w) + D (x,w)

_Fw) 0 wr
= g o (ﬁR)*jéR‘f’(f’w)GR(X’f,w)dT(f) (3.7.2)

Donde:

Héz) ( ﬁﬂkr): Funcién de Hankel de segunda especie y orden 0.
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r=+/|x—xp|= \/(x - xp)2 +(z- ZF)Z: Distancia entre el punto x y la ubicacién de la fuente xp.

(@) (x,w): Campo difractado en el medio R.

v (x,Xg, w): Campo de desplazamiento generado en un espacio completo con propiedades mecdnicas iguales a las
del medio R debido a una carga puntual ubicada en X y cuya variacion temporal esta representada por su espectro de
Fourier F(w).

Xr = Xpe€, + zre,: Vector de posicion de la fuente puntual aplicada en el medio R.

Br: Velocidad de las ondas de cortante del medio R.

ur: Médulo de cortante del medio R.

De la condicién de superficie libre en I'g; se obtiene:

1
17 (x w.ng) = 298 (x.0) + yg ¢ (%, ) HE (%, &, w,ng)dT i1 (€) = 0 (3.7.3)
El
Donde:
t,(,r)(x,w,nE):
nE(X»w);

HE(x, €, w,ng):

De la condicién de frontera libre en I'g; se obtiene:

1
10 (%, w,mg) = 9" (x,w) + gg 8" (%, w,ng) HY (x, €, wng)dTg(£) = 0 (3.7.4)
R

Debido a la continuidad de desplazamientos entre los dos medios en la region I'gy = 'z, se obtiene:

v(’)(x,w) = vF(x, w)+ (@) (x,w) Xxelp =T (3.7.5)
Flw w
55 0(£,0)GE (x £ )dTs (§) = L) () + 35 ¢* (£, 0)G* (x,€, )dTk(£) (3.7.6)
Te i4ug Br I
De la continuidad de tracciones en la frontera comun entre los medios E y R se obtiene:

t,(,’)(x, w,ng) = — [tf(x, w,NR) + t,(,d)(x, w, nR)} (3.7.7)

En la figura (3.7) se realiza la validacién de la implementacién numérica de la presente formulacion para el caso limite
que ambos medios del valle aluvial tienen las mismas propiedades mecdnicas, es decir, se trata de un semiespacio. En
particular, las propiedades del modelo son: 8 = 2500m/s, p = 1800kg/m?, la ubicacién de la fuente es (1000mz, 500m)
y su variacioén temporal corresponden a un pulso de Ricker con pardmetros #; = 4.0s y tp = 4.0s.

80001

===IBEM
= Analitica

6000

4000

0

x[m]

_2000 &

-4000

-6000

_ i i i i i i i i j
8000O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t[s]

Figura 3.7: Comparacién de los sintéticos en superficie entre la solucién analitica y la obtenida con el IBEM para un
medio homogéneo sometido a una fuente puntual en su interior.
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Capitulo

M¢étodo indirecto de elementos de frontera para
deformacion plana (P -SV)

En esta seccion se presentard la formulacién por I.B.E.M. para problemas de deformacién plana tomando como marco
de referencia al articulo [Sanchez-Sesma and Campillo, 1991]]. Por razones de espacio la presentacion serd mucho mas
resumida que para el caso antiplano (ver capitulo [3)) presentado anteriormente.

4.1. Formulacion

Para caso de deformacion plana la formulacién del IBEM de capa simple lleva a que el campo de desplazamientos y
tracciones sean calculados empleando respectivamente las siguientes ecuacione

o (X, @) = ﬁéqﬁﬁ(f,w)Gaﬁ(x,f,w)dl"(f) x€eQUT @.1.1)

$r (&, w)Top(x, €, w)dl xeQ

360 (X, ) + §p $p(€, ) Top(x, €, w)dl xel 4.1.2)

to(X,0) = {

Donde:

Gop(X, €, w): Funcion de Green de desplazamientos para un espacio completo con las propiedades mecénicas del medio
en estudio o un subdominio de este (ver seccién[D.2.2).

To5(x,€, w): Funcién de Green de tracciones para un espacio completo con las propiedades mecdnicas del medio en
estudio o un subdominio de este (ver seccién|[D.2.2).

¢p: Densidades de fuerza (variable principal e incégnita del IBEM).

4.2. Solucion de problemas de irregularidades topograficas

En la figura[d.T] se presentan problemas tipo que corresponden a la repuesta de irregularidades topogréficas en medios
homogéneos ante la incidencia de ondas planas Po SV.

!Los indices en letras griegas indican que solo existen dos direcciones (1 y 3).

29
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—

onda incidente onda incidente

R NG

Figura 4.1: Problemas tipicos bidimensionales de irregularidades topograficas en un medio homogéneo.

A partir de la formulacién por I.B.E.M. los campos de desplazamientos y tracciones en el medio en estudio se calculan
respectivamente como:

e (X, ) = 12 (%, w) + u (X, w) 4.2.1)

= uy(X,0) + jg%(f,w)Gij(X,f’w)dr(f) (4.2.2)

to(x,w) = 2 (x,w) + 1 (x, ) (4.2.3)
= fp(xw) + %%(X) + jg P(€,0) Top(x, €, w)dI'(£) (4.2.4)

Donde:

u? (x,w): Campo de desplazamientos de campo libre (respuesta de un semiespacio con las propiedades mecdnicas del
medio en estudio ante la incidencia de la onda plana empleada como excitacion).

2(x,w): Campo de tracciones de campo libre.

Debido a que en los problemas de topografias el medio es homogéneo y las tinicas condiciones de frontera corresponden
a la traccion libre en la superficie, a partir de (4.2.4) se tiene que las ecuaciones que sirven de base para la formulacién
del IBEM son de la forma:

%%(X) + &Iggbﬁ(f,w)Taﬁ(x,f,w)dl"(f) = —tg(x,w) 4.2.5)

Por medio de una discretizacion de la frontera en elementos o subdominio en los cuales se asume que la densidad
de fuerza es constante y de la evaluacion de las condiciones de frontera libre en los centros de dichos elementos, es
posible obtener un sistema lineal de ecuaciones, a partir del cual se calcula el valor de las densidades de fuerza, luego
empleando (@.2.2) y (@.2.4)) es posible obtener el campo de desplazamientos y tracciones en la frontera y dominio del
modelo estudiado.

4.3. Solucion de problemas de inclusiones (valles aluviales)

El IBEM también puede ser empleado en la solucién de problemas de inclusién (o valles aluviales) formados por un
semiespacio (medio E) y una inclusién (medio R) ante la incidencia de ondas planas (ver figura[d.2).
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Medio E Medio E

(a) Problema tipico bidimensional de inclusion. (b) Subdominios usados en la formulacién del I.B.E.M. y conven-
cién usada para la definicion de los vectores normales unitarios a
emplear.

Figura 4.2: Dominio y frontera de los problemas de inclusiones.

Basados en lo presentado anteriormente, el campo de desplazamientos y tracciones en el medio E son calculados
respectivamente como:

uE (x, ) = 1 (x, w) + u? (x, w)

=l (x,w) + j§ 05 (£)Gog(x,€)dT(§)  xeQpuly 4.3.1)

E(xn ) =L2(x,n0) +19(x,£n)

=2 (x,mw) + %(ﬁf(x,w) + ng 05 (£, w)Tig(x,£)dT (£) (4.3.2)
Mientras que para el medio R como:
R (x,w) = é PR(E)GR (%, )dT(§)  xcQpuTR 4.33)
1
a(%m,0) = S5 (x,0) - 5@ ¢ (€, ) Tos(x, €, w)dT (€) (4.34)

Ahora, empleando un proceso de discretizacion similar al explicado en la seccidn anterior es posible a partir de evaluar
las condiciones de frontera libre, continuidad de desplazamiento y tracciones plantear un sistema de ecuaciones que
tiene como incognitas las densidades de fuerzas en las fronteras de ambos medios.

Para el caso de las condiciones de frontera libre en el medio E, las ecuaciones cumplir son:

S0+ f EOTE (x0T (E) -0 (435)

Mientras que las condiciones de continuidad de tracciones y desplazamientos entre los medios E y R se calculan
respectivamente como:

W)+ f I OTEEWI@) + 05x0) - § HHOTE(Edr(E) = -1 (xn) (43.6)
§ GG OHAE) - § FECHXOAE) = i) (x ) @37)

Y las condiciones de tracciones nulas en la superficie el medio R se expresan como:

%¢5(X) - f@ ¢ (E)Ths(x,£)dI(£) = 0 4.3.8)
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A partir de evaluar las formas discretas de las ecuaciones (#.3.3) a @.3.8), es posible obtener los valores de las
densidades de fuerza, y por medio del uso de @.3.1) a @.3.4) es posible calcular el campo de desplazamientos y
tracciones en cualquier punto de los medios E o R.

Una forma particular de esta formulacién fue la que se empleo en el desarrollo del método de los coeficientes de
emision para el caso de deformacion plana (ver capitulo[7).



Capitulo

Método indirecto de elementos de frontera en
tres dimensiones (3D)

En esta seccidn se presentard brevemente la formulacion del IBEM para modelos tridimensionales, para un andlisis mas
detallado se remite al articulo [Sdnchez-Sesma and Luzon, 1995]]. Por brevedad y por la similitud en la formulacién
respecto a lo presentado para el caso de deformacion plana (capitulo ) solo se presentardn aquellas cosas que alli no
lo hayan sido.

En particular a continuacién se presenta una lista de temas cuya formulacién puede ser obtenida a partir de lo pre-
sentado en el cdpitulo [] solo teniendo en cuenta que ahora los subindices que antes estaban en notacién griega (dos
componentes) ahora deberan ser reemplazados por notacién latina (tres componentes):

1. Formulacion (secci6n [4.I).
2. Respuesta de topografias ante la incidencia de ondas planas (seccion @.2).

3. Respuesta de valles aluviales ante la incidencia de ondas planas (seccién4.3).

Para lo anterior debe tomarse en cuenta que las funciones de Green de desplazamiento y tracciones a emplear deben
ser las presentadas en la seccién[D.3.1]

5.1. Valle aluvial con fuente puntual en la superficie

A continuacion se analizard la formulacién por el IBEM de la respuesta de un valle aluvial sometido a una fuerza

puntual en superficie (ver figura (5.1(a))).

7 (A /
/’ , AT
/’ 5 ?
S \/ .
. M
|| i | Medio R "~
Medio E Medio R
L .
Medio E
(a) Valle aluvial con fuente puntual en la superficie. (b) Dominio y fronteras del problema en estudio (vista 2D).

Figura 5.1: Dominio y fronteras del problema en estudio.
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En el medio E el campo de desplazamientos y tracciones son expresados respectivamente como:

uf(x,w)zﬁg 6F (£,0)GE(X & w)dTs(€)  xeQpuTy (5.1.1)

30F (x.w) + fir, ¢7 (£, 0)TE(X,€.n,0)dT (€) xelg

5.1.2
Br, 05 (£, 0)TE (%1, w)dT£ (£) xeQy (5:1.2)

tF(x,m,w) = {

Donde:

uf (x,w): Componente en direccién i del campo de desplazamientos en el medio E.
t{f (x,n, w): Componente en direccién i del campo de tracciones en el medio E.

Qpg: Dominio del medio E.

I'g: Frontera del medio E.

Por su parte el campo de desplazamientos y tracciones en el medio R se expresan respectivamente como:

WB(x) = (x) + ul® (x)

i

P () + ﬁi SR (€)GE(x€)dTr  xeQpuTy (5.1.3)

) - {tf” (%) + 308() + fir, SR (O TR O)AT(€)  xeTw
’ (£0(x) + fr, X ETR(x.E)AT(E)  xep

Donde:
uf(x): Componente en direccién i del campo de desplazamientos en el medio R.

ufF)(x): Componente en direccién i del campo de desplazamientos debido a una fuerza puntual ubicada en la
superficie de un semiespacio con las propiedades mecénicas del medio R (esta corresponde a la solucién de Lamb
[Lamb, 1904] para una fuerza vertical y a la solucién de Chao [[Chao, 1960] para una fuente horizontal).

ufd) (x): Componente en direccién i del campo de desplazamientos difractados en el medio R.
Para este problema es necesario cumplir las tipologias de condiciones de frontera:
1. Frontera libre en el medio E.
F(x)=0
@+ ff s @TEx O -0 (5.1.4)

2. Continuidad de tracciones en la superficie comun entre los medio £ y R.
() = 1(x) =0
AORVRIORTRIC

20 ff @i 3o~ f seTicore w619

3. Continuidad de desplazamientos en la superficie comin entre los medio E y R.
i (x) = uf (x)
uf (x) = ul® (%) +u{” (x)

E E _ R R (F)
]%E ¢ (£)Gi;(x,€)dl (§) = ﬁ% ¢ (£)Gi;(x,€)dT(€) +u;"’ (x) (5.1.6)
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4. Fuerza puntual aplicada en la superficie del medio R. Debido a que la tnica traccién aplicada en I'x corresponde
a una fuerza puntual, se concluye que el campo de tracciones difractado en el medio R es nulo en dicha frontera,
es decir:

{“D(x)=0

1
@) + ] SOTExHArE) =0 xeT (5.17)

Esta formulacién ha sido implementada para calcular numericamente el cociente espectral H/V en valles aluviales

(seccién[5.2).
5.2. Calculo del cociente espectral H/V

H
Basados en la teoria de campos difusos [Kawase et al., 2011], el cociente espectral V(X’ w) puede calcularse como:

%(X’w) i \J I [G11(x,%,@)] + I [Ga (X, X, )] .

Im [G33(x, X, w)]

Donde las funciones de Green G;;(X,X, w) se calculan en base a lo presentado en la secci(')n

En la figura|5.2(c)[se presenta el calculo del cociente espectral % para el modelo|[5.2(a)|y discretizacién|5.2(b)|obtenidos
de emplear presente metodologia:

1.0

—
6@0.174

Medio E 0.3J Medio R

i
0.8

% =05 Lk 0.8 1,-0.25; v, =025

E -3 a

(a) Configuracién geométrica del modelo y observadores. (b) Discretizacién empleada en el IBEM 3D.

3r

——Obs 1.
——Obs 2.
——Obs 3.
Obs 4.
Obs 5.

25 ——Obs 6.

—~ 2r

(x,w

=150

%% 0.5 1 15 2
£
fo

(c) Cociente espectral %

Figura 5.2: Célculo numérico del cociente espectral %(X,w) en el valle aluvial en estudio empleando el IBEM y la
teoria de campos difusos.
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Si recordamos que f; es la frecuencia fundamental del modelo unidimensional (estrato sobre semiespacio), a partir
de la figura se observa como para los observadores cercanos al centro del valle, la frecuencia fundamental
tiende a la del modelo 1D, pero mientras mds nos acercamos a la irregularidad lateral se observa como la frecuencia
fundamental y la forma del cociente espectral varian debido a la complejidad del campo emitido por dicha irregularidad.

De igual manera en la ﬁgura se presenta el cociente espectral %(x, w) en la caspide de la pirdmide del sol.

(a) Discretizacién de la pirdmide del sol. (b) Cociente espectral H/V.

Figura 5.3: Célculo numérico del cociente espectral %(x, w) en la pirdmide del sol empleando el IBEM y la teoria de
campos difusos.
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Durante muchos afios se ha puesto de manifiesto que no solo la variacién vertical de las propiedades mecanicas del
suelo (modelo 1D estratificado) sino también la horizontal (irregularidad lateral) tienen grandes efectos en el campo
de desplazamiento registrado ante un evento sismico. Las irregularidades verticales causan cambio del contenido
frecuencial, la curvatura y polaridad de los rayos del campo incidente, mientras que las irregularidades horizontales
(laterales) o valles tienen como principal efecto la generacién de ondas superficiales y el consecuente aumento en la
duracién del movimiento.

Existe gran evidencia de campo sobre los efectos de las irregularidades laterales en la respuesta sismica de valles
aluviales, [Hudson, 1972] informé que durante el sismo de San Fernando en 1971 se obtuvieron movimientos
pico muy diferentes entre estaciones cercanas atribuidos a la presencia de irregularidades laterales, por su parte
[King and Tucker, 1984]] analizaron la respuesta de varios valles en Rusia ante diferentes movimientos sismicos y
concluyeron que esta no podia ser explicada cerca de los bordes de los mismos por modelos unidimensionales, en
el sismo de Kobe de 1995 se observaron grandes dafios y movimientos fuertes del terreno en franjas estrechas en
la cercania de zonas de irregularidad lateral [[Pitarka et al., 1998]], en el sismo de Michoacdn de 1985 se observaron
duraciones muy extensas causadas por la emisiéon de ondas superficiales en los bordes del valle de la ciudad de
Meéxico [[Campillo et al., 1989, en el valle de Volvi en 1994 fueron evidenciados grandes movimientos causados por la
presencia de irregularides laterales y verticales [Semblat et al., 2005]] y en 1995 en la ciudad turca de Dinar ocurrieron
graves dafios en estructuras concentradas en una region cerca al afloramiento de rocoso que forma el borde de un valle
aluvial [Bakir et al., 2002]].

Durante los tltimos afios muchos autores han analizado la respuesta dindmica de valles aluviales bidimensionales
con irregularidad lateral. Para el caso antiplano (S H-Love) [Bard and Bouchon, 1980a] estudiaron la respuesta
en el dominio del tiempo y la frecuencia de valles aluviales cerrados ante la incidencia vertical de ondas planas
S H, [Bard and Gariel, 1986] hicieron lo propio para modelos estratificados mientras que [Moczo and Bard, 1993]
estudi6 la respuesta de un valle aluvial abierto incluyendo el andlisis del desplazamiento diferencial. De otro lado
[Heymsfield, 2000] empleo el método directo de elementos de frontera para estudiar la respuesta de un valle aluvial
con geometria similar a la propuesta en el presente trabajo (ver figura[6.1)), con la diferencia que para su caso el estrato
era viscoeldstico, en este se estudi6 la respuesta en el dominio de la frecuencia en diferentes ubicaciones del valle
y se realizé una comparacién en funcién de variables adimensionales con la respuesta del modelo unidimensional.
Ademds de lo anterior [Narayan and Richharia, 2008|], [Narayan and Kumar, 2009|], [Narayan, 2012|] estudiaron
respectivamente la respuesta de valles aluviales con irregularidad lateral formados por un estrato sobre un semiespacio,
medio estratificado sobre un semiespacio homogéneo y el efecto del dngulo de incidencia empleando el factor de
agravamiento.

Por su parte para el caso antiplano (P — S V-Rayleigh) han sido pocos los estudios llevados a cabo entre los cuales
destaca [Bard and Bouchon, 1980b], quienes analizaron la respuesta en el dominio del tiempo de tres valles cerrados
ante la incidencia vertical de ondas planas Py S'V.

Pese a lo anterior, es notable la falta de un anélisis paramétrico robusto, basado en el empleo de variables adimensiona-
les, el cual permita obtener resultados que puedan ser extendidos a escenarios diferentes a los modelos empleados en
las respectivas investigaciones y en el cual se analice de forma directa la naturaleza de las ondas superficiales emitidas
en los modelos bidimensionales con irregularidad lateral (coeficiente de emision).

Es por esto que en la presente tesis se realiza un andlisis paramétrico de los coeficientes de emisién de ondas
superficiales de Love y Rayleigh para valles aluviales bidimensionales abiertos con irregularidad lateral, empleando
como variables de estudio la geometria de la irregularidad lateral, las propiedades mecénicas y el dngulo de incidencia
de las ondas planas para un modelo de un valle aluvial abierto con irregularidad lateral formado por un estrato sobre
un semiespacio.

A partir de la solucién analitica en forma de suma modal, para un modelo antiplano de una estrato con base
y pared vertical rigidas (figura [6.4(a)), en el cual se descompone el campo total como la suma del campo uni-
dimensional “asociado” y el difractado, es posible obtener de forma explicita los coeficientes o funciones de
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emisién de las ondas de Love para dicho modelo. De extrapolar dichas ideas a los casos de valles aluviales estudiados
es posible obtener los coeficientes de emision para las ondas de Love y Rayleigh producidas por la irregularidad lateral.

Los resultados del presente método pueden ser empleados cualitativamente para medir el efecto de las ondas super-
ficiales emitidas en los bordes de valles aluviales con irregularidades laterales, o como una metodologia simplificada
para obtener la respuesta dindmica, en la cual el campo total es descompuesto como la suma del campo unidimensional
“asociado” (analitico) y de un campo difractado obtenido a partir de los presentes resultados.



Capitulo

Caso antiplano (SH-Love)

6.1. Definicion del problema

En esta seccion se realiza un andlisis paramétrico adimensional de la generacién de ondas de Love debido a la incidencia
de ondas planas en un modelo formado por un estrato con irregularidad lateral sobre un semiespacio (ver figura[6.T)).

4 X
B..0 Medio s 131
% 4 B2 Medio
zZ
Ondas planas SH

Figura 6.1: Modelo con irregularidad lateral para el cual se estudiara la emisién de ondas de Love.

Donde las variables que gobiernan este problema son:

a: Longitud horizontal de la irregularidad lateral.
H: Profundidad del estrato.

t: Tiempo.

x: Coordenada horizontal.

z: Coordenada vertical.

Br: Velocidad de las ondas de corte en el semiespacio.
Bs: Velocidad de las ondas de corte en el estrato.
pn: Densidad del semiespacio.

ps: Densidad del estrato.

w: Frecuencia circular.

y: Angulo de incidencia de las ondas planas S H.

Variables adimensionales

Para realizar el andlisis paramétrico se empleardn las siguientes variables adimensionales:

41
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: Longitud horizontal adimensional de la irregularidad lateral.
: Coordenada horizontal adimensional.
Coordenada vertical adimensional.
: Cociente entre la velocidad de propagacién de las ondas de corte en el estrato y semiespacio.

[BRASTRSS SIS EY

: Cociente entre la densidad en el estrato y semiespacio.

2

~ D ™A =
1l

Sh~

AH . . . . . . ..
= #/. Frecuencia adimensional (cociente entre la frecuencia y la frecuencia fundamental del modelo unidimen-

s

sional formado por un estrato sobre un semiespacio).

6.2. Respuesta del modelo unidimensional ‘‘asociado”

En las seccién[D.1.2]se presento la formulacién analitica para el modelo antiplano de un estrato sobre un semiespacio
el cual se somete a la incidencia una onda plana S H. Por completes del actual capitulo, a continuacién se presentan de
nuevo dichas formulas pero ahora en funcién de las variables adimensionales:

55 (%,2, ) = 28 ,(f) cos(8,z) exp(—ikx) (6.2.1a)
(%2, f) = [Sn(f) exp(ivz) + S (f) exp(-ivz) ] exp(~ikx) (6.2.1b)
Donde:
k=kH = %fsin(y)
O = opH = % feos(y)
b= 0l = 2 2= PR sin’ (7)
$.(7) - ghEZ; ) cos(Dj)jrngg;)sin(ﬁs)
§0(7) = $(w) _ cos(v),) — ipB’ sin(3y) exp(2i01)

C Sp(w)  cos(Dy) + ipB sin(Ty)

Con base en lo anteriormente presentado y en la seccién [C.1.1] en la figura[6.2] se presenta la amplitud de la funcién
de transferencia en superficie mientras que en la figura[6.3]las curvas de dispersién adimensionales para el modelo 1D
13 3 9

asociado™:

SEEE
18- " —y =30°| &
iy = 60°] ]

RRDR|

COOoO
e

Figura 6.2: Amplitud de la funcién de transferencia en superficie para un modelo de estrato sobre semiespacio ante la
incidencia de una onda plana S H.
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LI
cooo|
B o b =
cooo|
B o b =

T
R

g
G

3
f=1rlh

(a) Curvas de dispersion para la velocidad de fase. (b) Curvas de dispersion para la velocidad de grupo.

Figura 6.3: Curvas de dispersién adimensional para el modelo antiplano de un estrato sobre un semiespacio.

6.3. Solucion analitica de referencia

Por medio del método de separacion de variables es posible obtener la solucién analitica de un estrato homogéneo con
base horizontal y pared vertical rigidas y méviles, las cuales se someten a un desplazamiento antiplano prescrito (v(w))

(ver figura[6.4(a)):

v(x,z,w) =vip(x,z,w) + vp(x, z,w)

4 (Y Q2 412 (-1)" w? exp(—ik,x) Q.z
,12(:) 2n+1Q2—w? 2 ° (@) 72 2n+1 Q- w? C\B Vo)
4 +00 1) QZ _ —ik R
Z (-1) d eXp( ! x) s(25 ) vo(w)  x20 A z<H 6.3.1)
‘ol Q2P B

Donde:

v(x,z,t): Campo de desplazamiento.

vip(x,z,1): Campo de desplazamiento del modelo unidimensional, el cual corresponde a un estrato infinito cuya base
se somete a un desplazamiento antiplano vo(w).

vp(x,z,t): Campo difractado.

Q, = Mn =2m(2n+ 1) f;

ky=+/% ﬁ2 — Q2: Ndmero de onda horizontal del n-esimo modo (Im(k,) < 0).

Con respecto a la ecuacién (6.3.1)) es importante resaltar que esta se ha descompuesto como la suma de los siguientes
dos campos (ver figura[6.5(b)):

1. Campo unidimensional vip(z,w), €l cual describe la respuesta de un estrato con base rigida sometido a un
desplazamiento prescrito en su base vo(w), usualmente suele expresarse como:

OS(‘EZ)) (@) 63.2)

wH
cos( 5

vip(z,w) =

2. Campo difractado, el cual esta compuesto por ondas inhomogeneas cerca a la pared vertical (Re(k,) > 0) y
ondas de Love (Im(k,) < 0) que se propagan en direccién de +x. Con respecto a este campo es importante

. —1)* 2
resaltar que se trata de una suma modal, la cual esta compuesta por: amplitud (A,-(a)) = % (an)l o | p forma

'De aqui en adelante dicha cantidad serd conocida como coeficiente o funcién de emision de las ondas de Love, la cual para este modelo tiene
una forma analitica pero para los demds modelos a estudiar su forma es desconocida y serd obtenida de manera numérica.
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Q2

modal (cos y factor de propagacién (exp(-ik,x)), esto es importante resaltarlo pues una descripcién

similar se emplea en el andlisis paramétrico estudiado.

N /
10000 10000 = A =
A A
Y/ M\
7Y x 8000 8000 3;\___,\ :
v e\
—~ VA pe——
6000 ' 6000 /=
S,0=Ctes S —
4000 \;}/ 4000 :
H| Yz =%
A% t 2000, 2000, A VA X
0 —
I\' A
of & o—/
lé 0 2000 0 é 1‘0 1‘5 Zb
t[s]
(a) Modelo analitico formado por un estrato con base horizontal y (b) Sismogramas sintéticos en superficie para un modelo con § =
pared lateral vertical méviles y rigidas sometido a un desplazamien- 1000m/s, H = 2000m y un desplazamiento prescrito en base y pared
to prescrito en estas. vertical con forma de pulso de Ricker con pardmetros ts = 2.0s y
tp = 1.0s.

Figura 6.4: Modelo analitico antiplano y sismogramas sintéticos en superficie.

En la figura[6.5]se presentan las curvas de dispersién adimensionales y la amplitud adimensional de los coeficientes de

emision de las ondas de Love |f08%

, con respecto a las cuales es importante resaltar lo siguiente:

1. Las curvas de dispersion tienen frecuencias de corte que coinciden con las frecuencias fundamentales del modelo

ID (ff = 2n-1)fs, n =0,1,2,--), esto es distinto a lo que pasa en el modelo de un estrato sobre un
semiespacio (seccion [C.1.1) para el cual las frecuencias de corte son f!' ~ 2n f;.

2. Los coeficientes de emision de las ondas de Love presentan frecuencias de corte que coinciden con las frecuencias
fundamentales del modelo 1D, es decir, f = (2n—1)fy n = 0,1,2,--- y tienen un valor asintético en altas
.. 4(=1)" L. . .o .
frecuencias igual a 2’5 +1§n’ lo que indica que dicho valor asintético decrese al incrementar el modo.

3. Son independientes de la densidad del medio.

---Primer modo (i = 0) -~-Primer modo (i = 0)
45 —Segundo modo (i = 1) —Segundo modo (i = 1)
at --Tercer mod{o =2) ) e Tercer modo (i = 2)
3.5F
S 9 ':
~ ' “
ﬁ 2.5F \ \
o2 l.‘ " -
15F R
e e PSS Ny
] e o 2 S R
% 1 : 3 s 5 6 .
f:f/fo f:f/fn
(a) Curvas de dispersion adimensionales. (b) Amplitud adimensional de los coeficientes de emision adimen-

sionales.

Figura 6.5: Modelo analitico antiplano.
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Con motivo de analizar la ecuacién (6.3.1)) en funcién del andlisis paramétrico que se realizara mas adelante, es conve-
niente reescribir dicha ecuacién en funcién de variables adimensionales como:

412 (-1)" (2n+1)% - f2exp(-ik,x)

W(xzf)==>. cos[2n(2n + 1)«Z] (6.3.3)

i 2n+1 (2n+1)2-f2
Donde: _
ky = k,H = 270+/(fx)? = [(2n + 1) fy]*: Niimero de onda vertical adimensional.
K= f"’TH: Nuimero de onda adimensional.

6.4. Descomposicion del problema

Basado en la descomposicién del campo total como la respuesta unidimensional mas un campo difractado empleada
en el modelo analitico de referencia (seccién[6.3), se propone igual descomposicién para los modelos con irregularidad
lateral (figura @, es decir:

v(x,z,w) =vip(x,z,w) + vp(x,z,w) (6.4.1)

Donde:

v(x,z,w): Campo total de desplazamiento del modelo con irregularidad lateral (calculado con el IBEM).

vip(x,z,w): Campo de desplazamiento del modelo 1D “asociado”, formado por un estrato sobre un semiespacio
(analitico).

vp(x,z,w): Campo difractado.

El modelo 1D “asociado” se define como un modelo formado por un estrato horizontal de profundidad H y
propiedades mecdanicas iguales a las del medio s el cual se encuentra sobre un semiespacio con las mismas pro-
piedades mecdnicas del medio 4 y sometido a la incidencia de la misma onda plana del modelo con irregularidad lateral.

Como validacién de la anterior descomposicién, en la figura [6.6(b)] se presenta la comparacién de los sintéticos en
superficie del campo total y del 1D “asociado” para el modelo presentado en la figura[6.6(a)| ante la incidencia de un

pulso de Ricker con pardmetros f; = 3.0s y #, = 0.8 (ver |E.1.4)]

3000 3000

2000 2000

X
1000 1000
=
B,=500m/s, p=1800kg/m’ |100m , = ,
100m
v 3,=1000m/s, p =1800kg/m’ 1000 1000
z
—2000| 2000 »
20° Onda plana SH o 200 o T, [és] S R

(a) Modelo. (b) Comparacion entre la respuesta total y 1D.

Figura 6.6: Respuesta del modelo con irregularidad lateral.

Como puede verse, la similitud entre la respuesta del modelo con irregularidad lateral antes del arribo del campo
difractado y la respuesta del modelo 1D *“asociado” es excelente, incluso para observadores cercanos a la irregularidad
lateral. Ademds de lo anterior de la figura (6.6(b)), es posible ver como el campo difractado (campo adicional al 1D para
formar el campo total) viaja con una velocidad de propagacién menor a la velocidad horizontal aparente del modelo
unidimensional “asociado”, lo que sugiere que se encuentre formado principalmente por ondas de Love.

2La poca dispersi6n del campo difractado que se observa en la figura|6.6(b)|es debida a que la onda incidente tiene relativamente bajas frecuencias
y por tal motivo solo se emiten ondas de Love del primer modo y con una velocidad de grupo casi constante.
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6.4.1. Calculo del campo total

Para el calculo del campo total se realizé una adaptacién del método indirecto de elementos de frontera (IBEM) de
capa simple [Sanchez-Sesma and Campillo, 1991]] para el caso de valles aluviales abiertos (ver capitulo [3). Como
ejemplo de validacién, a continuacién se presenta la comparacién de la respuesta analitica de un estrato sobre un
semiespacio ante la incidencia de una onda plana S H y su contraparte calculada con el IBEM, las propiedades del

modelo se presentan en la figura mientras que la comparacion de los sintéticos en superficie se presenta en la
figura [6-7(B)
3000 30001
2000 2000
.x 1000 1000
£.=500m/s T
P.=1800kg/m’ 200m ’ <
phz 1 800kg /m3 -1000 -2000F A M om lanees fni?';“c
ﬂhzs 00m/s z ~2000 -2000
5 Onda plana SH 80000200 3000 1 2 3 4 5
20 tls]
(a) Modelo empleado para realizar la validacion del IBEM, la onda (b) Comparacion entre la respuesta total y 1D.
incidente corresponde a un pulso de Ricker con parametros ¢; = 1.0s
ytp =0.3s.

Figura 6.7: Comparacién de sintéticos en superficie de la solucién analitica y calculada con el IBEM.

6.4.2. Calculo del campo unidimensional ““asociado”

El campo unidimensional “asociado” es calculado empleando lo presentado en la seccién[D.1.2]

6.4.3. Calculo del campo difractado

Tomando de nuevo como motivacion los resultados de la solucién analitica de referencia (seccién [6.3), se postula
que el campo difractado esta compuesto por ondas inhomogeneas que habitan cerca de la irregularidad lateral
(las cuales por su naturaleza no se propagan muy lejos de esta), mas ondas de Love que pueden propagarse
en el modelo unidimensional de un estrato sobre un semiespacio. Lo anterior puede ser interpretado como un
simil al principio de Saint-Venant de resistencia de materiales, el cual en nuestro caso indicaria que suficientemen-
te lejos de la irregularidad el campo difractado se estabilizaria a las ondas de Love que pueden habitar en el modelo 1D.

Lo anterior se comprueba en la figura (6.8), en la cual se comparan las curvas de dispersién obtenidas a partir de la
transformada de Fourier espacial del campo difractado para el modelo de la figura [6.6(a)[ (mapa de colores) E]y las del
modelo 1D (lineas rojas discontinuas).

3Para esto se usaron 256 observadores en superficie ubicados entre x=1000m y x=8650m
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Figura 6.8: Comparacién de las curvas de dispersién del modelo presentado en (6.6(a)) (mapa a color) y su modelo 1D
“asociado” (linea roja) discontinua.

Lo anterior permite aproximar el campo difractado como:

N(w)-1
vp(xz,w)~ Y Ay(w)FM,(z,w)exp[—ik,(w)x] (6.4.2)
n=0

Donde:

A,(w): Amplitud del n + 1-esimo modo de las ondas de Love emitidas (incognita).

FM,(z,w): Forma modal del n + 1-esimo modo del modelo 1D (conocido).

ky(w) = % Numero de onda horizontal para el n + 1-esimo modo del modelo 1D (conocido).

N(w): Ndmero de modos que existen en el modelo 1D para la frecuencia w (conocido).

Con el objetivo de obtener las amplitudes de las ondas de Love empleando la ecuacién (6.4.2), es necesario calcular
el campo difractado, las curvas de dispersion y formas modales del modelo 1D ““asociado”. El campo difractado se
obtiene por medio de (6.4.1)), como la resta del campo total (calculado usando el IBEM) y del campo 1D “asociado”
(seccion [D.1.2) mientras que las curvas de dispersion y formas modales del modelo 1D se obtienen empleando lo

presentado en|C.1.1]

Una vez se tienen los anteriores resultados para una frecuencia determinada, se evalda la ecuacién (6.4.2) en M puntos
(M > N) en la superficie y no muy cerca de la irregularidad lateral, obteniéndose el siguiente sistema de ecuaciones (se
han normalizado las formas modales para que tengan valor unitario en superﬁcieﬂ

exp[—iko(w)xl] exp[—ikl(w)xl] exp[—ikN_l(a))xl] A()(u)) vD(xl,O,a))
exp[~iko(w)x:]  expl-iki(w)x2] exp[~iky-1(w)x] || Ar(w) | _ ) vo(x2,0,0) 6.43)
exp[iko(@)xu] expl-ika(@)xy] - expl—ikn1(@)ru]] Anr(@)]  vn(xm,0,w)

El cual se resuelve por medio de un proceso de minimos cuadrados y se obtienen las amplitudes de las ondas de Love
emitidas para dicha frecuencia.

Como validacién de la metodologia anterior, a continuacién se presenta una comparacién entre el campo difractado
(calculado como la resta del campo total calculado con el IBEM y la respuesta del modelo unidimensional) y el campo
difractado aproximado (calculado usando (6.4.2)) para observadores en superficie e interior del modelo presentado en
la figura [6.6(a)} donde por claridad se han analizado dos tipos de ondas planas incidentes, el primero esta formado por

4Con objeto que eliminar las posibles ondas espurias emitidas desde los puntos de truncamiento en los bordes derechos de las discretizaciones
empleadas en el IBEM, se han agregado términos desconocidos del tipo exp[ ik, (w)x] los cuales tiene como objetivo absorber dichas ondas.
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un pulso de Ricker con propiedades #; = 3.0s y #, = 0.8s (baja frecuencia) y el segundo con propiedades ¢, = 3.0s y
t, = 0.4s (alta frecuencia):
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~ AN ~AN
2500 2500 ~AN\N 2500) 2500) SVAA
2000 2000 'A% 2000 2000 ~N\N\-
1500 1500 WAV 1500 1500 A
£ —\/\/ £ ~/\/
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VATA {—Diffracted feld AN {— Diffacted field
500 500, oY i diffracted field 500 500 ~ « = Approxi diffracted field
A
o & 0 -~ 0| 0 AR
R\ B |\
M e VA
-500 -500 - -s00f | ® -500 =AY
-100 0 100 0 5 10 15 -100 0 100 0 5 10 15
t[s] t[s]
(a) Observadores en superficie (caso 1). (b) Observadores en z = 90m (caso 1).
3000 3000 W\ 3000 3000 A
A A r=
v 2 v
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2000 2000 "‘L. 2000 2000 A/
AA "
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-
o & 0 0 0
LY Y ae
500 500 - -500) ° -500) en r
| ! ) | | )
100 0 100 0 5 10 15 100 0 100 0 5 10 15
t[s] t[s]
(c) Observadores en superficie (caso 2). (d) Observadores en z = 90m (caso 2).

Figura 6.9: Comparacién entre los sismogramas del campo difractado y el campo difractado aproximado para observa-
dores en superficie e interior empleando dos variaciones temporales diferentes para las ondas incidentes.

Si tenemos en cuenta que para el modelo en estudio la frecuencia del modelo 1D “asociado” (fy) es 1.25Hz y que para
el caso 1 el pulso de Ricker tiene un contenido frecuencial “util” entre 0 y 4Hz, los resultados de las figuras y
[6:9(b)] donde se ve poca dispersién de las ondas de Love son explicables debido a que solo se emiten ondas de Love
para un rango estrecho de frecuencias; mientras que para el caso 2 (figuras y se presenta mucha mas
dispersién debido a que el Ricker empleado tiene un rango de frecuencias “dtiles” entre 0 y 8Hz, lo que que da la
oportunidad de tener modos superiores.

6.5. Analisis paramétrico de los coeficientes de emision de ondas de Love

Siguiendo lo presentado en la seccién (6.4.3) se ha realizado un andlisis paramétrico adimensional de los coeficientes
de emision de ondas de Love, el cual ha involucrado 4624 modelos con las siguientes propiedades:

a=alH B =Bs/Bn P = ps/pn Y
17 valores entre 0 y 8 | 16 valores entre 0.025 y 0.4 1 17 valores entre -80° y 80°

Por razones de acotar el andlisis paramétrico a un tamafio manejable y por el papel poco importante en la emisién de
ondas superficiales se ha decidido tomar un solo valor constante para la variable p (ambos medios tienen la misma
densidad) y no emplear amortiguamiento [Moczo and Bard, 1993].

Incidencia con dngulo positivo (y > 0)
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En las figuras [6.10]y ?? se presentan las magnitudes y fase de los coeficientes de emisién adimensionalizados de las

ondas de Love para el primer modo ( /;;’((j’;)) |) en algunos de los modelos estudiados:
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Figura 6.10: Adimentional maximum amplitude of the Love waves for the first mode for differente angles of incidencie,
@ and .
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Figura 6.11: Adimentional maximum amplitude of the Love waves for the first mode for differente angles of incidencie,

@ and B.

Mientras que en la figura (6.12) se presentan los maximos de las amplitudes de los coeficientes de emisi6n para todos

los modelos estudiados.
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Figura 6.12: Médximo valor de

??EJ{;‘ para diferentes configuraciones geométricas, propiedades mecénicas y dngulos

de incidencia.

Para el caso del segundo modo la amplitud adimensional y la fase de los coeficientes de emision de las ondas de Love
es la siguiente:
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Figura 6.13: Adimentional maximum amplitude of the Love waves for the second mode for differente angles of inci-
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Figura 6.14: Adimentional maximum amplitude of the Love waves for the second mode for differente angles of inci-
dencie, @ and .

Mientras que los mdximos de las amplitudes de los coeficientes de emision de todos los modelos analizados se resumen
a continuacion:
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Figura 6.15: Médximo valor de |
de incidencia.

Incidencia con dngulo negativo (y < 0)
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‘ para diferentes configuraciones geométricas, propiedades mecdnicas y dngulos
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Figura 6.16: Adimentional maximum amplitude of the Love waves for the first mode for differente angles of incidencie,
@ and B.
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‘ para diferentes configuraciones geométricas, propiedades mecdnicas y dngulos
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para diferentes configuraciones geométricas, propiedades mecdnicas y dngulos

A partir de lo presentado en las figuras (6.10) a (6.19) se puede concluir lo siguiente:

1. Aligual que lo reportado por [Moczo and Bard, 1993]] y [Narayan, 2003|], se observan frecuencias de corte para
la emision de las ondas de Love las cuales coinciden con las frecuencias fundamentales del modelo 1D “asocia-
do”. La amplitud de los coeficientes de emision tiene un maximo en la frecuencia fundamental del modelo 1D y
luego continua con una variacién decreciente con el aumento de la frecuencia; lo anterior cobra mayor relevan-
cia para valles blandos (8 pequefio). Este comportamiento es muy similar al descrito por el modelo analitico de
referencia, con la diferencia que en los modelos con irregularidad lateral estudiados, la amplitud maxima no es

infinita debido al amortiguamiento geométrico causado por la presencia del semiespacio.

2. Entre menor sea el valor de 8 (mas blando el estrato) mayor es la amplitud de las ondas de Love emitidas, lo cual

era resultado era totalmente predecible.

3. A mayor angulo de incidencia de la onda plana (mas horizontal sea el vector de propagacién), mayor es la
amplitud de las ondas de Love emitidas. Cabe resaltar que este comportamiento es opuesto al que ocurre con la
respuesta 1D donde las mayores amplitudes de la funcién de transferencia corresponden a incidencias verticales

(ver figura[6.2).

4. Entre mas vertical la irregularidad lateral (menor @), mayor la amplitud de la onda Love emitida.

5. Tanto la respuesta 1D (ver figura[6.2) como los coeficientes de emision las ondas de Love tienen méximos en las

mismas frecuencias (f = (2n-1)f (n=0,1,2,...)) y sus amplitudes mdximas son relativamente similares

o al menos estan dentro del mismo orden de magnitud.
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6. La forma de la irregularidad lateral (a) no tiene efecto significativo en el pico maximo de la amplitud de la onda
emitida pero su papel puede tener importancia en medias y altas frecuencias.

7. En general es mas eficiente la generacion de ondas de Love para incidencias positivas (de izquierda a derecha)
que para negativas (de derecha a izquierda).
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Capitulo

Caso deformacion plana (P-SV-Rayleigh)

7.1. Definicion del problema

La tipologia de problemas que se estudiardn para el caso P-SV es muy similar a la analizada para el caso S H (ver
seccion [6)), con la diferencia que ahora existirdn la incidencia tanto de ondas P como SV, en la figura (7.1) se presenta
la tipologfia tipica de estos modelos:

. N
P.,0 Medio s 1;1

% \\L P.0 Medio h

Ondas planas P o SV

Figura 7.1: Modelo a estudiar.

Donde:
ay: Velocidad de propagacion de las ondas P en el semiespacio.
a: Velocidad de propagacion de las ondas P en el estrato.

Nota: Por brevedad en la notacién solo se definirdn aquellas variables que no lo hayan sido previamente en el analisis
del caso anpliplano.

7.2. Descomposicion del problema

Como hipdtesis inicial se empleard la descomposicion del campo total como la suma de los campos del modelo unidi-
mensional “asociado” y el difractado:

u(x,y,t) =uip(x,z,t) + up(x,z,1) (7.2.1a)
w(x,y,1) =wip(x,z,1) + wp(x,2,1) (7.2.1b)

Donde:
w(x,z,1): Componente vertical del campo de desplazamiento total (calculado con el IBEM).

61



62 CAPITULO 7. CASO DEFORMACION PLANA (P-SV-RAYLEIGH)

wip(x, z,t): Componente vertical del campo de desplazamiento del modelo 1D “asociado” (analitico).
wp(x,z,1): Componente vertical del campo de desplazamiento difractado.

Como validacién de la anterior hipdtesis en la figura se presenta la comparacién de los campos de desplaza-
miento entre el campo total y el del modelo 1D “asociado” para el modelo presentado en para los cuales se
ha empleado como campo incidente una onda plana P cuya variacién temporal estd dada por un pulso de Ricker (ver
seccion [E.T.4) con pardammetro #; = 0.6s y 7, = 0.6s:

Horizontal displacement

4000 40001
3000) 3000|
2000) _ 2000| AN
1000) > 1000} WA —
0 0 {%_ -r0 b
-1000 ~1000 { ) ) )

xlm

X
o=866m/s, f=500m/s 4000
£,=1800kg/m 100m 3000
100m a,=1732m/s, £,~1000m/s 2000
v £,=1800kg/m 1000
0|
400 Z -1000
P plane wave
(a) Modelo. (b) Comparacion entre la respuesta total y 1D.

Figura 7.2: Respuesta del modelo con irregularidad lateral.

7.2.1. Calculo del campo total

El campo total ha sido calculando mediante una implementacién IBEM para valles aluviales en modelos de deforma-
cién plana (ver seccion[d.3)).

7.2.2. Calculo del campo unidimensional “asociado”

La respuesta del modelo unidimensional “asociado” ha sido calculada empleando el método de la matriz global (ver

seccion [A2.T).

7.2.3. Campo difractado aproximado

De forma similar a como se hizo para el caso antiplano, se supondrd que lejos de la irregularidad lateral, el campo
difractado esta compuesto solo por las ondas superficiales que pueden existir en el modelo unidimensional “asociado”,
las cuales en este caso son ondas de Rayleigh.

Lo anterior se ha comprobado numéricamente para el modelo presentado en la figura[7.2(a)| Este resultado se muestra
en la figura[7.3]en la cual se presentan en lineas discontinuas blancas las curvas de dispersion analiticas del modelo
1D *“asociado” y en colores las curvas de dispersidn obtenidas a partir de la realizacién de la transformada directa de
Fourier con respecto a la variable espacial x para observadores en superficie del modelo en estudio (diagramas f — k):
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v
-01 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
k[1/m]

Figura 7.3: Comparacién de las curvas de dispersién del modelo presentado en la figura (mapa a color) y su
modelo 1D “asociado” (linea blanca) discontinua.

Basado en la anterior hipétesis, el campo difractado para la tipologia de modelos presentados en la figura [7.1] es
aproximado como:

N(w)-1

up(x,z,w)» Y. Ay(w)FM;(z, ) exp[-ik,(w)x] (7.2.2a)
n=0
N(w)-1

wp(x,z,w)~» Y Ay(w)FM(z,w) exp[—iky(w)x] (7.2.2b)
n=0

Donde:

F M (z,w): Componente horizontal de la forma modal para n + lesimo modo.
FM;(z,w): Componente vertical de la forma modal para n + 1esimo modo.
wp(x,z, w): Componente vertical del campo difractado.

Aqui es importante hacer hincapié que la dnica variable desconocida en es la amplitud de las ondas de Rayleigh
(A, (w)) y las demés son obtenidas a partir del modelo unidimensional “asociado” (ver la seccién|C.2).

La metodologia empleada para obtener los valores de los coeficientes de emisién A, (w) es similar a la empleada en el
caso antiplano. En este caso, para cada frecuencia de anélisis las ecuaciones (7.2.2)) son evaluadas en M puntos en la
superficie y lejos de la irregularidad lateral, de tal forma que se obtiene un sistema de 2M ecuaciones con N incognitas,
que es resuelto empleando el método de minimos cuadrados. La forma general de dicho sistema de ecuaciones es:

[ €1 (w) exp[—iki(w)x1] e(w)exp[-ik(w)xi] - ev(w)exp[—iky(w)x1]] up(x1,0,w)
exp[—iki (w)xi] exp[-ikz(w)x ] exp[—iky (w)xi] Ar(w) wp(x1,0,w)
e (w)exp[-iki(w)x2] ea(w)exp[-ik(w)x] - ev(w)exp[—iky(w)x2] Al () up(x2,0,w)
exp[—iki (w)x2] exp[—ikz(w)x:] exp[—iky (w)x2] ? : ={ wp(x2,0,w) (7.2.3)
: : : A y :
e (w)exp[—iki(w)xu] e(w)exp[-ik(w)xu] - ev(w)exp[—ikn(w)xu] V(@) up(xm, 0, w)
exp[—iki (w)xu] exp[—ikz (w)xu] exp[—tkn(w)xm] | wp(xum, 0, )
Donde se han normalizado las formas modales de tal forma que en superficie el componente vertical es unitario y
€,(w) es la elipticidad de las ondas de Rayleigh (e,,(w) = I;AAZESZ; = FM; (0, a)))

Como validacién de la metodologia planteada en esta seccion, en la figura (7.4)) se comparan los sismogramas sintéticos
en superficie e interior para el modelo presentado en la figura para el caso en que la onda plana incidente estd
definida en el tiempo por medio de un pulso de Ricker (ver secci6n[E.T.4) con pardmetros #; = 6.0s y t, = 0.3s:
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Horizontal displacement Horizontal displacement

3000 3000 3000 3000

2000 2000 2000 2000
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---App! diffracted field

o] 0
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109900 100 10000 2 4 6 8 10 12 14 16 18 10—05}00

(a) Observadores superficie. (b) Observadores interior.

Figura 7.4: Comparacion entre el campo difractado y el campo difractado aproximado para observadores en superficie
e interior.

7.3. Analisis paramétrico de los coeficientes de emision de ondas de Rayleigh

La presente metodologia a empleada para un total de 13872 modelos con las propiedades presentadas en la tabla
presentada a continuacion:

a=alH B =Bs/Bn Ve VR p = pslpn Y

17 valores entre 0 y 8 | 16 valores entre 0.025y 0.4 | 0.25 | 0.25,0.33y 0.35 1 17 valores entre -80° y 80°

Debido a la multitud de resultados obtenidos a partir de este andlisis paramétrico, a continuacidn solo se presentardn
algunas de las graficas de los coeficientes de emisidn para pocos casos particulares, lo anterior con el fin de obtener
conclusiones cualitativas:
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ceey=0°

|
’41 ﬂ'{‘\, =35 gt o 7
N P S SO e

3 4 5 6
I/

(a) Coeficiente de Poisson en el estrato igual a 0.25. (b) Coeficiente de Poisson en el estrato igual a 0.33.

3 4 5 6
I1h

(c) Coeficiente de Poisson en el estrato igual a 0.45.

Figura 7.5: Amplitud del coeficiente de emision de ondas de Rayleigh para el primer modo en con a = 0 y diferentes
relaciones de Poisson ante la incidencia de ondas planas P.

Seeoe
Wi =

>
I

0.1
0.2
0.3
0.4

T

8

(a) Incidencia de onda plana P. (b) Incidencia de onda plana S'V.

Figura 7.6: Amplitud del coeficiente de emisién de ondas de Rayleigh para el primer modo en modelos con a = 1,
vs = 0.25 y la incidencia de ondas planas Py S'V.
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3
f/fo

(d) a=8.

Figura 7.7: Amplitud del coeficiente de emisién de ondas de Rayleigh para el primer modo en modelos con v, = 0.25,
incidencia de ondas SV y diferentes geometrias (a).

Basado en lo presentado en las figuras anterioreﬂ es posible calcular lo siguiente:

1. Al igual que lo ocurrido para el caso de la emisién de ondas de Love, para el caso de las ondas de Rayleigh
se observa como los coeficientes de emisién poseen una frecuencia de corte que coincide con la frecuencia
fundamental del modelo unidimensional “asociado”, pero en este caso empleando la velocidad de propagacion

de las ondas FE| (ver la figura .

2. En general no existe mucha diferencia entre las amplitudes de las ondas de Rayleigh emitidas debido a la inci-
dencia de una onda plana Py una SV (ver figura[7.6).

3. Aligual que para el caso de las ondas de Love, a mayor dngulo de incidencia mayor amplitud tendrdn las ondas
de Rayleigh emitidas.

4. Los 4dngulos de incidencia positivos son mas eficientes que los negativos en la generacion de ondas de Rayleigh.

1Y en las demés calculadas pero no incluidas por razones de espacio.
2Cabe recordar que para el caso de las ondas de Love la frecuencia de corte para el primer modo era f, = f—;,, mientras que para el caso de las
ondas de Rayleigh la frecuencia de corte es fe = f’—,{l.
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Apéndice

M¢étodo de la matriz global

En este capitulo se presentard el método de la matriz global para obtener la respuesta de medios estratificados antipla-
nos (SH-Love), de deformacién plana (P-SV-Rayleigh) ante la incidencia de ondas planas y la aplicacién de fuerzas
puntuales (funcién de Green). Este método fue originalmente propuesto [Knopoff, 1964] para la solucién de problemas
de incidencia de ondas planas en medios estratificados (ver figura (AI)) y ha tenido algunas variantes optimizadas
como las realizadas por [[Chin et al., 1984]] y [[Schmidt and Tango, 1986|.

Zo

$ x

Bop, zm H,
=

Bop: H,
z

Bops H,
Zy

BrsP $H

Bup

Figura A.1: Medio formado por N — 1 estratos sobre un semiespacio.

La base del método es la solucion de las ecuaciones de movimiento en cada medio (estrato o semiespacio) y por medio
del cumplimiento de las condiciones de frontera libre, radiacion, equilibrio y continuidad en las interfaces, realizar el
ensamblaje de todo el sistema. Del anterior procedimiento se obtiene un sistema lineal de ecuaciones cuadrado el cual
debe ser resuelto para cada una de las frecuencias de anélisis.
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A.1. Antiplano (S H)
A.1.1. Ondas planas

A continuacién se estudiard el método de la matriz global para el caso de la incidencia de ondas planas S H en un
medio formado por N — 1 estratos sobre un semiespacio (ver figura[A.T]).

La ecuacién de movimiento en el dominio del espacio-frecuencia para el medio n (estrato o semiespacio) es (ver (2.2.3))
para el caso de f(x,z,w) = 0):

P, &, :
(9):2 (x,z,w) + BZ‘; (x,z,w) + %v(x,z,a)) =0 (A.1.1)

n

Donde:
Va(x,z, w): Campo de desplazamiento en el medio n.
Bn: Velocidad de propagacién de las ondas de corte en el medio n.

Znt Q\'vlaﬁv+|’g—1 2! J/ X
\L x N2 Hy,
Zn-1 N-1
Zp a,.B,.p, H,
Zy1 Py P, x
3P, H, PPy (
n z, Zj1
|
z, GsBh P H,.
x -n+1 N
Zr; \L Znt1 Y
(a) Estrato n. (b) Interfaz comtin entre los estratos ny n+1. (c) Interfaz comun entre el estrato N — 1 y el
semiespacio.

Figura A.2: Estrato n e interfaz comun entre los estratos ny n + 1.

A.1.1.1. Solucion de las ecuaciones de movimiento

A continuacién se resolveran las ecuaciones de movimiento para las dos tipologias de elementos que pueden existir en
un medio estratificado, las cuales son estrato y semiespacio:

Estrato

Para el caso de un estrato (medios 1 a N — 1), la solucién de (A.1.1)) se expresa como:

Va(x,2,w) = {S () exp[ivy(z = 24)] + S (@) exp[~ivy(z — za-1)] } exp(—ikx) (A.1.2)
Donde:
k= ﬁ% sin(y) Numero de onda horizontal de la onda incidente
w?
Un=%\| o7~ k? Numero de onda vertical en el medio n

Mientras que a partir de la ley de Hooke y (A.1.2)), el campo de tracciones es:
Tify(x, 2, W) = iUy, {Sn(w) expliva(z = z2)] = S u(w) exp[~iv,(z — 241 )]} exp(—ikx) (A.1.4)

Semiespacio.
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Para el semiespacio (medio N) el campo de desplazamientos también es solucién de (A:1.1)) y se expresa como:
vy(x,z,0) = {Sy(w)explivy(z—zy-1)] + 8 y(w) exp[-ivy (z — zy-1)] } exp(—ikx) (A.1.5)
Mientras que las tracciones se expresan como:

Tg(x, 7, W) = iUNUN {§N(w) exp[ivn(z—zn-1)] = S v (w) exp[—ivn(z — zv-1 )]} exp(—ikx) (A.1.6)

A.1.1.2. Condiciones de frontera libre, continuidad y/o equilibrio

Ademads del cumplimiento de las ecuaciones diferenciales en cada uno de los N medios que forman el modelo
estratificado, es necesario cumplir las siguientes condiciones de tracciones libre y continuidad.

Traccion libre en la superficie del estrato 1

Para cumplir la condicién de frontera libre en z = 0 es necesario evaluar (A.T.4) en z = O para el estrato n = 1,
obteniéndose:
Sl(a)) exp(—ilel) - S’l(w) =0 (A17)

Continuidad de tracciones en la interfaz comiin de los estratos ny n+ 1 (z = z,,).

Para cumplir la condicién de continuidad de tracciones entre los estratos n y n + 1 se emplea la ecuacién (A.1.4) para

nyn+1yz=zy (ver figura[A.2(b)):
ﬂnvngn(w) - /JnvnSn(w) exp(_iUan) - ,un+lvn+1*§n+1 (w) eXp(_iv;ﬁl}]n+l ) + ﬂn+lvn+lsn+1 ((/.)) =0 (A 1 8)

Continuidad de desplazamientos en la interfaz comiin de los estratos ny n + 1 (z = z,,).

De forma similar, para cumplir la condicién de continuidad de desplazamientos entre los estratos n y n + 1 se emplea
la ecuacion (A.T.2) parany n+ 1y z = zy (ver figura[A.2(b)):

S‘n(w) + S',,(u)) exp(—iv,H,) — S (w) exp(=ivpr1Hpi1) — S (w)=0 (A.1.9)

Continuidad de tracciones en la interfaz comiin entre el estrato N — 1 y el semiespacio (z = zy_1).

Para cumplir la continuidad de tracciones entre el estrato N — 1 y el semiespacio es necesario emplear la ecuacién

(A.T.4) paran = N — 1 y la ecuacién (A.1.6), obteniendose (ver figura[A.2(c)):
ov—1in-1 [S -1 (@) = 8 yo1 (w) exp(—ivy-1 Hy-1)] = vnpn [Sn(w) = Sn(w)] =0 (A.1.10)

Continuidad de desplazamientos en la interfaz comiin entre el estrato N — 1 y el semiespacio (z = zy-1).

Para cumplir la continuidad de desplazamientos entre el estrato N — 1 y el semiespacio es necesario emplear la ecuacién

(A.1.2) paran = N — 1 y la ecuacién (A.1.3), obteniendose (ver figura[A.2(c)):
Sno1 (w) + Snot (w) exp(—ivy-1Hy-1) — S‘N(w) - S'N(w) =0 (A.1.11)

A.1.1.3. Ensamblaje del sistema de ecuaciones del modelo

A partir del planteamiento de las condiciones de frontera libre, continuidad de desplazamiento y tracciones en cada
una de las interfaces entre dos medios (estratos o semiespacio) se formula un sistema lineal de ecuaciones que tiene la
siguiente forma general:

{xl} 0

[FS] [01x2:| [01x2:| [leZ] 0
('] [012] -~ [02] O {x2} {02.1}
[0122] [€?] o) ofd B g w) {021} (A.1.12)
: : : : : : {xl\;—l} N'UN
[O12] [012] [O1w2] - [D] Sw(w) K |
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Donde: .

_[Sn(w) _ _
{xn}—{Sn(w)} n=1,2,...,N-1 (A.1.13)
[FS] = [exp(-iviH;) -1] (A.1.14)

ny _ | MnUn _HnUneXP(—iUan) “HMn+1Un+1 exp(_ianrlHnJrl) Mn+1Un+1 _ _
("= A ) o n=12..,N-2 (ALIS)
|uv—iov—r —unv—roy-rexp(—ivy—1Hy-1)  pnon
[D]—[ ) exp(—ivy_1Hy 1) _1] (A.1.16)
[012]=[0 0] (A.1.17)
0

{020} =1, (A.1.18)

Una vez resuelto el sistema de ecuaciones (A.1.12) para las amplitudes de las ondas ascendentes y descendentes en
cada medid] se emplean las ecuaciones (A.1.2) a (A.1.6) para obtener los desplazamientos y tracciones en el interior
de cada uno de los medios.

A.1.1.4. Ejemplo

A continuacién se presentan unas instantdneas producto de la formulacién del procedimiento anteriormente descrito
para el siguiente modelo:

B P H
Medio 1 | 500 | 1800 | 200
Medio 2 | 1000 | 1800 | 300
Medio 3 | 500 | 1800 | 200
Medio 4 | 1100 | 1800 | 400
Medio 5 | 1500 | 1800

La onda incidente tiene un d4ngulo de incidencia de 30° y una variacién temporal corresponde a un pulso de Ricker (ver
secci6n[E.T.4) con pardmetros £, = 5.0s y 7, = 0.5
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Figura A.3: Campo de desplazamiento.
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sl
() v(x,z,6.55)

ILas variables desconocidas son S ,(w) y S, n=1,2,...N — 1y § y(w) debido a que S y(w) es la amplitud de la onda incidente.

2000
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A.1.2. Fuentes puntuales

En esta seccion se describe la implantacion del método de la matriz global para problemas antiplanos con fuentes
aplicadas en las interfaces de un medio estratificado. La formulacién y solucién de este problema es muy similar a la
indicada para el caso de la incidencia de ondas planas (ver seccién (A.1.1))) siendo la la gran diferencia el hecho que
el presente problema se formula en el dominio (k, z, w) mientras que el de ondas planas en (x,z,w), lo cual trae como
consecuencia la realizacién adicional de la transformada inversa de Fourier respecto a la variable espacial x.

A.1.2.1. Solucion de las ecuaciones de movimiento

A continuacion se resuelven las ecuaciones de movimiento para las dos tipologias de elementos que pueden existir en
un medio estratificado, las cuales son estrato y semiespacio:

Estrato

Para el caso de un estrato (medios 1 a N — 1), la solucién de (2.2.3)) se expresa como:

va(k,z,0) = S (k, ) explivy(z = z0) ] + S u(k, ) exp[~iv, (z = z4-1)] (A.1.19)
Mientras que a partir de la ley de Hooke y (A.T.19), el campo de tracciones es:
(k. 2. @) = ivapty {S 0 (k, w) explivy(z = 24)] = S (k, w) exp[=iva(z — z4-1)]} (A.1.20)

Semiespacio.

Para el semiespacio (medio N) el campo de desplazamientos también es solucién de (2.2.3)) y se expresa como:

vk, z,w) = S y(k,w)explivy(z — zv-1)] + Sy (k, w) exp[—ivn (z — zv-1)] (A.1.21)
Mientras que las tracciones se expresan como:
™ (k.2 w) = ipyoy {S n (k, w) explivy (z - zv-1)] = S n (k, w) exp[—ivy (z - zv-1)]} (A.1.22)

A.1.2.2. Tracciones prescritas en la frontera 0 (z = 0)
De evaluar la condicién de traccién nula en la superficie se obtiene:
vy [S1(k,w) exp(—ivi Hy) - 81 (k,w)] = ify(k, w) (A.1.23)

Donde fy(k, w) es la fuerza aplicada en la interfaz 0.

A.1.2.3. Equilibrio y continuidad de desplazamientos en la frontera n
Del equilibrio y continuidad de desplazamientos en la interfaz n se obtiene respectivamente:

ﬂnvnSn(w) - llnvngn(w) CXP(—iUan) - ﬂn+1vn+1k§n+l (0.)) CXP(—iUnJrlel ) + ﬂn+lvn+lsn+l (w) = _ifn(k’ w)
(A.1.24a)

S‘n(w) + Sn(w) exp(—iv,H,) — S a1 (w) exp(—ivy41Hys1) — S sl (w)=0 (A.1.24b)

Donde f, (k,w) es la fuerza aplicada en la interfaz n.

A.1.2.4. Equilibrio y continuidad de desplazamientos en la frontera N — 1

Por su parte, producto de las condiciones de equilibrio y continuidad de desplazamientos en la interfaz N -1 se obtienen
las siguientes ecuaciones:

MN-1UN-1 [SN—I (w) - S’N_l(a)) CXp(—iUN_lHN_l)] — MNUN [SN((,L)) - S‘N(w)] = fN—l (k, a)) (A125a)
SN—I (w) + SN—I (0.)) exp(—ivN_lHN_l) - SN(O.)) - SN((,L)) =0 (A125b)

Donde fy_1(k,w) es la fuerza aplicada en la interfaz N — 1.
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siguiente forma general:

[FS] [01x]
¢!

[0122]
[Ol.x2:|

A.1.2.5. Ensamblaje del sistema de ecuaciones del modelo
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[01,2]
[0122]
[c?]

0
[012] O
[012] O
[012] [O12] [O122] [D]
Donde {x,},[FS],[C"],[D] y 01x2] se han presentado en la seccién
A.1.2.6. Ejemplo

Sn(w)

para el siguiente modelo:

Medio 1

B [m/s]
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p [kg/m’]
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i
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La fuente aplicada corresponde a una fuente puntual en la superficie, la cual tiene como variacién temporal un pulso

3000

499800

-2000

de Ricker (ver seccién [E.T.4) con pardmetros ¢, = 1.55y 1, = 0.3s, a continuaci6n se presentan algunas instantdneas de
2

1000)
2001
-1
0
elm]
2

-2000

0
afm]

3000
1000y

{x2}

A partir del planteamiento de la ecuacion de frontera libre, equilibrio y continuidad de desplazamientoen cada una

de las interfaces entre dos medios (estratos o semiespacio) se formula un sistema lineal de ecuaciones que tiene la

{X3} =Sn(w)
{v-1)

A continuacién se presentan unas instantdneas producto de la formulacién del procedimiento anteriormente descrito

{xi}

l-fo(k»w)

M0y
-ifi(k,w)
0
~if2(k, w)
0

(A.1.26)
—ifur (k)
0

N/

-2
2000
(b) u(x,z,3.05)
1

E200

(d) u(x,z,5.0s)

éw—u

—-2000
3000

%800
-2
-3
4000

0

ofm]
2
42%00

2000

1000
-1

—-2000 0

lm)

200
-2
2000

(c) u(x,z,4.0s)

(e) u(x,z,6.0s)

3000y

/
%800

-2000

Figura A.4: Campo de desplazamiento.

0
olm

2000

() u(x,z,7.0s)
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A.2. Deformacion plana (P-SV)

A.2.1. Ondas planas

A continuacidn se presenta el método de la matriz global para el caso de incidencia de ondas planas P o S V en modelos
estratificados de deformacién plana.

“N-Y
e AP ¢ x
1 "
Zn-
i a.B.p. - o
z’d/ * " Zna
a.B.p. i " ] @ o zw x
R
Zn aﬂﬂ’ﬁuwpm Zn H,,+1
Ly
Zn Zytt Y
(a) Estrato n. (b) Interfaz comtn entre los estratos n'y n+1. (c) Interfaz comun entre el estrato N — 1 y el

semiespacio.

Figura A.5: Estrato n, interfaz comtin entre los estratos n y n+ 1 e interfaz comun entre el estrato N — 1 y el semiespacio.

A.2.1.1. Estratos
Por comodidad a continuacién se reescriben los campos de desplazamientos y esfuerzos para el estrato n del medio

estratificado en estudio, los cuales se obtienen a partir de las ecuaciones (2.3:8) a 2.3.11):

un(x,2,w) = {=ik [ pp(w) exp(iy,z,) + pu(w) exp(=iynz,_;)]
—iv, [$2(w) exp(iv,z),) = 3. (w) exp(=ivaz,_; )]} exp(=ikx) (A.2.1)

Wwa(x,2,@) = {iyn [n(w) exp(iyaz,) = Pu(w) exp(=iyaz, )]
—ik [$p(w) exp(ivyz,) + 3n(w) exp(=ivaz,_; )]} exp(—ikx) (A.2.2)

T2 (%,2,0) = py {2kyu[ Pu(w) exp(ivaz,) = Pu(@) exp(=iynz,1)]
~L,[$(w) exp(ivaz)) + 3u(w) exp(=ivaz,_, )]} exp(—ikx) (A.2.3)

T;lz(x’ 2, w) = HMn {ln [ljn(w) exp(iynz,'l) + pn(w) exp(_h’nz/’l—l )]
+2kv, [ §,(w) exp(ivaz)) — 3u(w) exp(=ivaz,_; )]} exp(=ikx) (A.2.4)

Donde:
=2-z

A.2.1.2. Semiespacio
Procediendo de forma similar a como se hizo para el estrato n, los campos de desplazamiento y esfuerzos en el semi-

espacio se expresan respectivamente como:

un(x,2,w) = {~ik [py(w) exp(iynzy_;) + v (w) exp(=iynzy-1)]
—ivy [§y(w) exp(ivnzy_;) = 3n(w) exp(=ivnzy_; )]} exp(=ikx) (A.2.5)
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wy(x,2,) = {iyn [Py (w) exp(ivnzy_y) — Pv(w) exp(=iynzy-1)]
—ik [§y(w) exp(ivnzy_;) + 3n(w) exp(=ivnzy_; )]} exp(—ikx) (A.2.6)

(%2, 0) = py {2kyn [y (w) explivwzyy 1) - pr(w) exp(=iynzy )]
~In[$n(w) exp(ivnzy_;) + 3n(w) exp(—ivyzy_;)]} exp(—=ikx) (A.2.7)

(%, 2,0) = v {In[pv(w) exp(iynzy1) + pr(w) exp(~iynzy_1)]
+2koy[$(w) exp(ivyzy_;) — Sn(w) exp(—ivnzy_;) ]} exp(—ikx) (A.2.8)
A.2.1.3. Tracciones libres en la superficie z =z = 0
Empleando las ecuaciones (A.2.3) y (A.2.4) paran = 1 y z = 0 se obtiene que las condiciones de frontera libre implican:
2ky [p1(w) exp(=iyiHy) - p1(w)] - I [§1(w) exp(—iviHy) + 31 (w)] =0 (A.2.9)
I [P1(w) exp(=iy1Hy) + p1(w)] + 2kvi g [$1(w) exp(—iviHy) = 31 (w)] =0 (A.2.10)

A.2.14. Continuidad de tracciones en la interfaz comin de los estratony n + 1 (z = z,,)

Empleando las ecuaciones (A.2.3) y (A.2.4) para los estratos n y n + 1 la continuidad de tracciones entre estos estratos
se expresa como (ver figura[A.5(b)):

Zﬂnk')/nﬁn(w)_z,unk'}/nﬁn(w) exp(_iYnHl1)_I«lnln§n(w)_ﬂnln§n(w) exp(_ivan)_Zﬂn+1k7n+ll§n+l (0-)) CXP(_i7n+1Hn+1)
+ 2t 1 kY st Pt (@) + st byt Spa () €Xp(=i0ns 1 Hps1) + pnsi bne1 3n1 (w) =0 (A2.11)

ﬂnlnﬁn((’-)) +ﬂnlnpn(w) eXP(—i‘)’an) + ZkUnﬂnfn(w) - 2kvnﬂn§n (U—)) CXP(—iUan) _#n+lln+1ﬁn+l ((U) exp(_i7n+1Hn+1 )
- ﬂn+lln+1f7n+l ((1)) - 2'kUrH—l/1n+1 §n+l ((1)) CXP(—iUn+1Hn+1 ) + 2kvn+l,un-¢—l §n+1 ((,4)) =0 (A212)
A.2.1.5. Continuidad de desplazamientos en la interfaz comin del estratony n+ 1 (z=z,)

A partir las ecuaciones (A.2Z.1) y (A:2.2)) para los estratos n y n + 1 la continuidad de tracciones entre estos estratos se
expresa como (ver figura[A.5(b)):

—kpp(w) = kpu(w) exp(=iy,Hy) — vp$n(w) + 0,3, (w) exp(—iv,H,)
+ kanrl(w) CXP(—i7n+1Hn+1) + ki’nJrl (0-)) + Un+1~§n+1 (w) CXP(—iUn+1Hn+1) - vn+1~§n+1 (0.)) = 0 (A213)

YuPn(@) = Yupn(w) exp(=iynHy) = k$p(w) — k3, (w) exp(~iv,H,)
- 7n+1ﬁn+1 (w) exp(_i7n+lHn+l) + 7n+1pn+1 (w) + k§n+l (0.)) exp(_ivn+1Hn+l) + ksn+l (0.)) = 0 (A214)

A.2.1.6. Continuidad de tracciones en la interfaz comin del estrato N — 1 y el semiespacio

Evaluando las ecuaciones (A.2.3) y (A.2.4) para el estrato N — 1 y las ecuaciones (A.2.7) y para el semiespacio,
la continuidad de tracciones entre ambos se expresa como (ver figura[A.5(c)):

2un—1kyn-1Pn-1 (W) =2un—1kyn-1 Pn-1(w) exp(—iyn-1Hy-1)—pn-1In-15nv-1(0)—pn-1In-13n-1 (w) exp(—ivn-1 Hn-1)

- ZyNkyNﬁN(a)) + ZﬂNk)/NI\?N((u) +/,lNle'N(a)) +,uNlN:vN(w) =0 (A215)

Un-1In-1Pn-1 (W) +un-1ly-1 Pn-1 (w) exp(—iyn—1 Hy-1)+2koy_1pun—1 Sn-1 (w)—2kon-1pun—13n-1 (w) exp(—ivn-1 Hy-1)
—uNlNﬁN(w) _IJNZNI\)N((,L)) - 2kl)N,uNS/'N(U.)) + 2kUN/,lN3‘N(0.)) =0 (A216)
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A.2.1.7. Continuidad de desplazamientos en la interfaz comiin del estrato N — 1 y el semiespacio

Evaluando las ecuaciones (A.2.1)) y (A.2.2)) para el estrato N — 1 y las ecuaciones (A.2.5)) y (A.2.6) para el semiespacio,
la continuidad de desplazamientos entre ambos se expresa como (ver figura[A.5(c)):

- k[sN—l ((1)) - ki?N_] (u)) exp(—in_lHN_l) — UN-1 ~§N—l ((,4)) + Un-1 SN—I ((1)) exp(—ivN_lHN_l)

Yn-1Pn-1(w) = Yn-1PN-1(w) exp(—iyn-1Hn-1) — kSy-1(w) — k3n_1 (w) exp(—ivy-1Hy-1)
—ynin(w) + ynbn(w) + k$y(w) + kdy(w) =0

A.2.1.8. Sistema de ecuaciones a resolver

+ kp'N(w) + ki)]\](w) + vNﬁN(w) - UNS‘N((A)) =0

Las ecuaciones (A.2.9) a (A.2.18) se pueden escribir matricialmente como:

Donde:

[0yxn |: Matriz de mxn con todos sus elementos iguales a cero.

_ [ 2ky1exp(~iy H))
[FS]_ Ly exp(—iy1Hy)

n n n
Cll C12 Cl3

ol n n

[Cﬂ] _ 21 22 23
n n n

C31 32 33

n n n

C41 C42 C43

Cilll = 2uuky,

Cly = —2ukyy exp(~iy.H,)

13 = ~Hnln

= —ptul, exp(—iv,H,)

qus = =2 1kypet exP(_i7’n+11'1n+1)
C’ilﬁ = +2ﬂn+1k7n+l

C’]’7 = tns1lns eXP(—iUn+1Hn+I)

18 = Hns1lpi1

— ;j
=
|

€31 = ptaln

Ch = pinln exp(~iy,H,)

Chy = 2kvy iy

4 = —2kv,u, exp(—iv,Hy)

Cgs = _/Jn+lln+1 exp(_i7t1+1Hn+l)
Cg() = _ﬂn+lln+1

C5y = —2kvpi1ftnrn exp(—ivns1Hpi1)
ng = 2kvn+l,un+1

—2ky; =L exp(-iviH) -1

ll 2](1)1 CXp(—iUlHl) —2k01

Ciy Cis Cig Ciy Cig
Gy G5 Gy Gy Cog
Gy s Gy Gy Cig
Cu Cis Ci Cy Cig

G5 =~k
C%, = —kexp(-iy,H,)
33 = ~Un

C%, = vy exp(—iv,H,)

Cgls = kexp(—iy,,+1H,,+1)
cho=k

er;l7 = Un+1 exp(_ivn+1Hn+l)
Cglg = —Un+1

sz] ="n
Cly = ~ynexp(~iy,H,)
Ciz=-

Cl, = —kexp(—iv,Hy,)

CZ5 = —Yn+l CXP(—iJ’n+1Hn+1)
C:tlﬁ = Yn+l

Cly = kexp(—ivps1Hps1)
Cig=k

{02.1}
{02):1}

{02}
{bur}

[[FS] [022] [020] - [020] [02d]( {x:} {02}
[Cl ] [042] - [04x2] [04x: ] {x2} {021}
04_x2] . [€?] o [04{2] [04;2 {2} _ () {0201} +$w(w) {021}
002] [0s2] [0u2] - [c*2] || Cwe) {02}
_[04x2] [04x2] »04)(2_ [O4x2] [D]_ {XN} {bl}

(A.2.17)

(A.2.18)

(A.2.19)

(A.2.20)

(A.2.21)
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Dy Dy D3 Dy D5 Dig
[ D] _|Pn Dn Dy Dy D D
D3y D3 D3z D3y Dis Dsg
Dyt Dsp Dszs Dys Diss Dys
Con:
Dy1 = 2un_1kyn-1 D3y = -k
Do = =2un-1kyn-1 exp(—iyn-1Hn-1) D3, = —kexp (~iyn-1Hy-1)
D3 = —uy-1ln-1 D33 = —oy_;
Dy = —py_1ln—1 exp(—ivy-1Hy-1) D3y = vy-y exp (—ivy-1Hy-1)
D15 = Z/JNk'YN D35 = k
Dy = vyly D36 = —vy
Doy = un-1ln-1
Doy = puy-1Iy-1 exp (=iyn-1Hy-1) D41 =yn-1
Doz = 2un_1kvy- Dy = —yn_1exp (—iyn_1Hn_1)
Doy = =2un_1kvy-y exp (—ivy-1Hy-1) Dy = -k
D25 = —,uNlN D44 = —kexp (_iUN—lHNfl)
Dag = —2unkoy Dys = yn
Dyg = k
2unkyn
)
[bl] = ’ujkN
YN
—unly
2unkv
[bll] = ’u_]\;,NN
-k
pn(w)
_ ) Pn(w) _ _
{xu} = 6 () n=12,...,N-1
sn(a))
_ Jpv(w)
{)CN} = {SN(a))}

A.2.1.9. Ejemplo

(A.2.22)

(A.2.23)

(A.2.24)

(A.2.25)

(A.2.26)

En la figura[A.2.1.9] se presentan las instantdneas para el caso de la aplicacién de la fuerza vertical para el siguiente

modelo:

a B P H
Medio 1 | 150 | 100 | 1800 | 20
Medio2 | 600 | 400 | 1800 | 30
Medio 3 | 1200 | 800 | 1800

La onda incidente corresponde a una onda plana S Vcuya variacion temporal es un pulso Ricker (ver seccién|[E.T.4) con

pardametros t; = 3.0s y ¢, = 0.07.
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pd 0.5 2 ~~— 0.5 20|
ame
. 40| . 40 _ 40
£ o £ 0 £
60 60 60|
80| -0.5 80| -0.5 80|
10 00 =50 0 50 100 19 00 -50 0 50 100 19{00 -50 0 50
alm] fm) alm]
(@) u(x,z,2.955) (b) u(x,z,3.00s) (©) u(x,z,3.05s)
——
ZOSLS 2 = |\
__ 40 __ 40 __ 40
£ o £ 0 £
60| 60 60|
80| -0.5 80 -0.5 80|
19 00 -50 0 50 100 19 00 -50 0 50 100 191‘00 -50 0 50
zfom] fm] lm)
(d) u(x,z,3.10s) (e) u(x,z,3.15s) (f) u(x,z,3.20s)

Figura A.6: Campo de desplazamiento horizontal.
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A.2.2. Fuentes puntuales
A.2.2.1. Estratos

Por comodidad a continuacidn se reescribirdn los campos de desplazamientos y esfuerzos para el estrato n del medio
estratificado en estudio, los cuales se obtienen a partir de las ecuaciones (2.3.8) a (2.3.11):

un(k,2,w) = =ik [pn (k. w) exp(iynz,) + pu(k, ) exp(=iyaz, )]
— ivy [§n(k, w) exp(ivaz)) = 3u(k, w) exp(=ivaz,_)] (A.2.27)

wa(k,2, ) = iyn [ Pu(k, @) exp(iyaz,) = Pu(k, @) exp(=iynz, )]
— ik [$,(k, w) exp(iv,z,) + 3n(k,w) exp(—ivaz,_;)] (A.2.28)

T;lx(ks 25 w) = HMn {Zkyn [ﬁn(k’ ‘U) eXP(iVnZZ) - i’n(k’ w) exp(_iynziz—l )]
~1,[ 80 (k, w) exp(ivyz)) + 3 (k, w) exp(=ivaz,_1)]}  (A.2.29)

72 (k 2, 0) = py {Ia[ B (k, @) exp(iynz,) + Pu(k, @) exp(=iynz, ;)]
+2kv, [ $, (k, w) exp(ivaz),) — 3u(k, w) exp(=ivaz,_,)]} (A.2.30)

Donde:
=7-2

A.2.2.2. Semiespacio

Procediendo de forma similar a como se hizo para el estrato n, los campos de desplazamiento y esfuerzos en el semi-
espacio se expresan respectivamente como:

un(k,z,w) = =ik [ py (k,w) exp(iynzy_;) + pv(k, w) exp(=iynzy_;)]
—ivy [$n(k,w) exp(ivnzy_;) = 3n(k, w) exp(=ivnzy_;)] (A.2.31)

wy (k.2 w) = iyy [pn (k. w) exp(iynzy_1) = P (k. w) exp(=iynzy-)]
— ik [$n(k,w) exp(ivyzy_;) + 3n(k, w) exp(—ivnzy_;)] (A.2.32)

(k.2 ) = uy {2kyn [ B (k. w) exp(iynzy_1) = pu (k. w) exp(=iynzy_1)]
—In[$Sn(k,w) exp(ivnzy_;) + 3n(k,w) exp(—ivnzy_1)]}  (A.2.33)

70 (k2 w) = pn {In[pr (k, ) exp(iynzy_; ) + P (k, @) exp(=iynzy_;)]
+2koy[$(k, w) exp(ivnzy_;) = 3n(k, w) exp(—ivnzy_1) ]} (A.2.34)
A.2.2.3. Tracciones en la superficie z =z = 0

Empleando las ecuaciones (A.2.29) y (A.2.30) paran = 1 y z = 0 se obtiene que las condiciones de frontera libre
implican:

O(k
2ky; [p1(k,w) exp(—iy1Hy) - p1(k,w)] =1 [§1 (k, w) exp(—iviH} ) + 31 (k,w)] = _X(,Ul’w) (A.2.35)
) . . ] , . £k w)
Ly [p1(k,w) exp(=iyi1Hy) + pi(k,w)] + 2kv; [§1(k, w) exp(=iviHy) = 31 (k,w)] = - " (A.2.36)

Donde:
fij (k, w): Fuerza aplicada en direccién j en la interfaz j en el dominio (k, w).
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A.2.2.4. Equilibrio en la interfaz n (entre los medios ny n + 1)

Empleando las ecuaciones (A.2.29) y (A.2.30) para los estratos n y n+1 la continuidad de tracciones entre estos estratos
se expresa como (ver figura[A.5(b)):

2pnkyn pn(k, w) = 2unky, pp(k, w) exp(=iynHy) = nln$p(k, w) = pinly 34 (k, w) exp(=iv,Hy,)
- 2Mn+1kyn+1pn+1 (k’ 0.)) CXP(—i)’;1+1Hn+1) + 2#n+1k7n+1pn+l (k’ (’-)) + /«ln+lln+1 §n+1 (k, "-)) eXP(—iUn+1Hn+1)
+/~1n+lln+1§n+l(k, U)) = f;(k, W) (A.2.37)

Ll Pr(k, ) + taly o (k, w) exp(=iy,Hy) + 2kvapn $, (k, ) = 2kvppa,3, (k, ) exp(—iv, H,,)
- ﬂn+llll+1p11+l (k9 w) exp(_i7n+lHn+l ) - /Jn+lln+lﬁn+l (k, w) - 2kvn+l/vln+l jn+l (k7 w) CXP(—iUn+1Hn+1 )
+ 2kvn+1ﬂn+1§n+l(ka 0.)) = f;n(k, 0-)) (A238)

A.2.2.5. Continuidad de desplazamientos en la interfaz n (entre los medios ny n + 1)

A partir las ecuaciones (A.2.27) y (A.2.28) para los estratos n y n + 1 la continuidad de tracciones entre estos estratos
se expresa como (ver figura[A.5(b)):

—kpu(k,w) — kp,(k, w) exp(=iy,Hy,) — v, 8, (k, w) + 0,3, (k, w) exp(—iv,Hy,)
+ klin-%—l (k’ w) exp(_i7n+1Hn+l ) + kpn+l (k’ w) + Up+1 §n+1 (k’ ‘U) exp(_ivn+1Hn+l) — Un+1 S‘n-%—l (k’ ‘U) = O (A239)

YDk, ) = vupn(k, ) exp(—iy,Hy) — kS, (k, w) — k3, (k, w) exp(—iv,H,)
— Vo1 Pna1 (k, 0) XP(=iVns1 Hui1) + Vw1 Prst (k, @) + kSpi1 (k, w) eXp(=ivnr1 Hys1) + kSpe1 (k,0) =0 (A.2.40)

A.2.2.6. Equilibrio interfaz comin del estrato N — 1 y el semiespacio

Evaluando las ecuaciones (A.2.29) y (A.2.30) para el estrato N — 1 y las ecuaciones (A.2.33)) y (A.2.34) para el semi-
espacio, la continuidad de tracciones entre ambos se expresa como (ver figura[A.5(c)):

2un—1kyn-1Ppn-1(k, w) = 2un—1kyn-1 pn-1(k, w) exp(=iyn-1Hyn-1) — un-1In-15n-1(k, w)
- ,uN_llN_lﬁvN_l (k, a)) exp(—ivN_lHN_l) — ZﬂNkYNpN(ks a)) + ZﬂNkprN(k, 0.)) + /,tNleN(k, LL))
+unlvdn(k,w) = 7Nk w)  (A2.41)

un-1In-1PN-1 (k) + -1 Iy—1 Pn-1 (k, ) exp(=iyn-1 Hn-1) + 2kvy_1pun-18n-1 (k, w)
= 2kvy_1pun-13n-1(k, w) exp(=ivn-1Hy-1) — unInpn (k, w) = uniypy (k, w) = 2koyun Sy (k, w)
+ 2koyundy(kw) = N (ko)  (A2.42)

A.2.2.7. Continuidad de desplazamientos en la interfaz comin del estrato N — 1 y el semiespacio

Evaluando las ecuaciones (A.2.27) y (A.2.28) para el estrato N — 1 y las ecuaciones (A.2.3T)) y (A.2.32)) para el semi-
espacio, la continuidad de desplazamientos entre ambos se expresa como (ver figura[A.5(c)):

- kﬁN—l (k, a)) - kpN—l (k, a)) exp(—in_lHN_l) - UN_lfN_l(k,w) + vN_livN_l(k,w) CXp(—iUN_lHN_l)
+ kﬁN(k,w) + kpN(k, 0.)) + UNfN(k, 0.)) - UNS'N(]C, 0.)) =0 (A243)

Yn-1Pn-1(k, w) = yn-1Pn-1(k, w) exp(—iyn-1Hy-1) — kSy-1(k, w) — k3n_1 (k, w) exp(—ivy-1Hy-1)
- ’yNﬁN(k, w) + yN[aN(k,w) + ks’N(w) + kSN(k, w) =0 (A244)
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A.2.2.8. Sistema de ecuaciones a resolver

Las ecuaciones (A.2.33)) a (A.2.44)) se pueden escribir matricialmente como:

[75] 0] [ona] - o] [} (0] (70
[C ] 5 »04x2_ [O4x2] [04x2 ] [Xz] [T] ]
[04:)62] : [c?] o [04:x2] [04:)& [{3] - [0’{“] (A.2.45)
[042] [Oue2] ;04x2; [eV2] || [ov-1] [0241]
_[O4x2] [O4x2] Q42| - [04x2] [D] [xn] [Tn-1]
Donde:
_fkw)
[To] = pliw (A.2.46)
ko)) )
[T,]—{f;(k,w)} -1,2,...,N-1 (A.2.47)

Y las matrices [FS],[C"],[D],{xx} ¥ [On] son la mismas definidas para el caso de incidencia de ondas planas

(seccion[A2T).

A.2.2.9. Ejemplo

En la figura[A.7)se presentan las instantdneas para el caso de la aplicacion de la fuerza vertical para el siguiente modelo:

Medio 1 | 200 | 100 | 1800 | 200
Medio2 | 800 | 400 | 1800 | 300
Medio 3 | 1600 | 800 | 1800

La fuerza externa corresponde a una fuente puntual vertical ubicada en (0,500), la corresponde a un pulso de Ricker
(ver seccién [E.T.4) con pardmetros ¢, = 1.0s y 1, = 0.15
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1
X 10
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500 =500 )
z[m]

() Gi13(x,2,1.5)

afm]
(a) Gl3 (x, Z, 1.0)

x 10"
N L5

-05

500 0
x[m)

(e) G33(x,z,1.5)

0

(d) G33(x,2,1.0)

x 10"

0
z[m]

() G13(x,2,2.0)

x 10"
15

-1

-500 0 500
x[m]

(f) G33 (x, Z, 2.0)

Figura A.7: Respuesta ante la aplicacion de la fuerza vertical.
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Apéndice

Método de Thomson-Haskell

En este capitulo se presenta el método de Thomson-Haskell para obtener la respuesta de medios estratificados
antiplanos (SH-Love) y de deformacién plana (P-SV-Rayleigh) ante la incidencia de ondas planas y fuentes puntuales
(funcién de Green), en particular se analizard el arreglo formado por N — 1 estratos sobre un semiespacio como el
presentado en la figura[A.T]

Este método fue inicialmente propuesto por [Thomson, 1950] y unos afios después fue corregido [Haskell, 1953]]. Su
base consiste primeramente en construir una relacion entre desplazamientos y esfuerzos en planos normales al eje z
para las dos interfaces de cada uno de los medios (estrato o semiespacio). Usando dicha relacién y condiciones de con-
tinuidad de desplazamientos y equilibrio entre las interfaces de los diferentes medios, es posible obtener una relacién
final entre los desplazamientos y esfuerzos en superficie respecto a las ondas ascendente (incidente) y descendente en el
semiespacio, la cual se resuelve para obtener los desplazamientos y esfuerzos en la superficie. A partir de estos dltimos
es posible “propagar” la solucién al interior de todo el medio para obtener la solucidn final al problema en estudio.

85
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B.1. Antiplano (S H)
B.1.1. Ondas Planas

En esta seccidn se analiza la formulacién del método de Thomson-Haskell para medios estratificados en los cuales solo
existe un nimero de ondas horizontal (k) para cada frecuencia, entre otros problemas abarcados por esta tipologia se
encuentran:

1. Incidencia de ondas planas S H en medios estratificados horizontales (ver figura[A.T].
2. Medios estratificados horizontales con movimiento antiplano (direccién y) en su base.

El hecho que solo exista un nimero de onda horizontal k para cada frecuencia, conlleva a que su solucién puede ser
facilmente obtenida en el dominio del espacio frecuencia, sin necesidad de realizar la transformada de Fourier respecto
a la variable espacial x, como es el caso cuando actian fuentes.

A continuacién se realizard la formulacién del método de Thomson-Haskell para las dos tipologias de medios o
elementos que pueden formar un medio estratificado: estrato y semiespacio.

Zny ]
\ \L X /

[
Vo By Zy. /

Zn-] \L N \\ /
\ /
ﬂn’pn Hn \\ //
~ s

(a) Estrato genérico. (b) Semiespacio.

Figura B.1: Estrato y semiespacio genéricos.

B.1.1.1. Formulacion estrato

A continuacioén se presenta la formulacién del método de Thomson-Haskell para el estrato antiplano genérico presen-
tado en la figura |B.1] Para este, el campo de desplazamientos y esfuerzo 7., en el dominio del espacio tiempo son
respectivamente (ver|A.1.1.1)|'

a2, ) = [ () exp(iue) + § () exp(-ivz)] exp( -ixk)
=v,(k,z,w) exp(—ikx) (B.1.1)

T0(%, 2, @) = i, [S 1 () exp(ivpz) — S p(w) exp(—iv,z)] exp(—ikx)
=1,(k, z, w) exp(—ikx) (B.1.2)

A partir de (B-T.T) y (B.1.2) se tiene:
va(k,z,w) | | exp(iv,z) exp(—iv,z) Sl
_iTn(k’ <, w) N HMnUn exp(ian) —MnUn exp( wnZ) Sn

|t 1 exp(iv,z) n(w
= |:,Unl)n _[ann:| [ 0 exp lUnZ):|{ n(w } (B13)

1Por facilidad en la notacién, en esta esta seccién se reemplazara Tz POT Ty Z,_y POI 2.
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Resolviendo (B.1.3) para el vector del lado derecho de la igualdad, se obtiene:

{S,,(w)} 1 [exp(—ivnz) 0 ] [unvn 1 ] { v(k,z,w) }
Sp(w) | 2pu0, 0 exp(ivaz) | | uavn 1] | —ita(k, z, )
b [u,,v,, exp(—iv,z) exp(—iunz)]{ v(k,z,w) } (B.1.4)

) 24,0y | Hnn exp(iv,,z) —CXP(iUnZ) _iTn(ks 2, 0-))

Evaluando en z = 0 y reemplazando en se obtiene:

1 .
{::Eizizg} _ [ cos(vn2) o sm(vz)l {:82 8::’%} (B.L.5)

—tpvy sin(vz)  cos(vpz)

La ecuacién (B.T.5) relaciona el campo de desplazamientos y esfuerzos 7., a una profundidad z dentro del estrato con
estas mismas cantidades en la frontera superior de este, es decir, si se conocen dichas cantidades en la frontera superior,
es posible conocer estas mismas en cualquier posicién. Ahora, evaluando en z = H se obtiene:

{v,,(k, Hn,w)} _ l cos(v,Hy,) ﬁ sin(v,,Hn):| {v,,(k, 0, w)} (B.1.6)
(k. Hy, ) — Uy, sin(v, H) cos(v,H,) (k. 0, w)
La cual se suele expresar en forma compacta como:

(Vi ()} [Pa(w)] = {V, (w)} (B.1.7)
Donde:

cos(v,H,) L sin(van)] (B.1.8)
. 1.

nvn
vy sin(v, H) cos(v,H,)

[Py(w)] = l

La ecuacion es el sistema de ecuaciones que se emplea en el método de Thomson-Haskell para un estrato
genérico y representa la relacion entre esfuerzos y desplazamientos en las interfaces inferior y superior del estrato n.

B.1.1.2. Formulacion semiespacio

Evaluando las ecuaciones y (B.1.2) en z = 0 y tomando como medio al N (semiespacio), se obtiene:
vy (k,0,w) 1 1 Sn(w)
=1. . < B.1.9
{TN(k, 0,w) iunvy  —ipunon | | Sn(w) ( )
A partir de la cual es posible obtener su forma “inversa”:

Sn(@)| 11 =] fvw(k, 0, )
{S’x(w)}_z[l ,~ ]{Tx(k,o,w)} (B.1.10)

HNUN

La cual se expresa en forma compacta como:

{Sv(0)} = [QK{Vy(w)} (B.1.11)

La ecuacién (B.1.10) es el sistema de ecuaciones que se emplea en el método de Thomson-Haskell para un semiespacio
genérico.
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B.1.1.3. Implementacion del método
La implementacion del método de Thomson-Haskell puede resumirse en los siguientes pasosﬂ

1. Obtencién de los sistemas de ecuaciones que relacionan esfuerzos y desplazamientos entre las dos interfaces de
cada estrato (ecuacién (B.1.6)) y la ecuacién que relaciona los desplazamientos y esfuerzos en la interfaz del
semiespacio con las onda ascendente (incidente) y descendente en el semiespacio (ecuacién (B.1.10)).

Vi (w)} = [P {V] (w)} (B.1.12a)
{V; ()} = [P {Vy_(w)} (B.1.12b)
{Va ()} = [Py {Vy_ (w)} (B.1.12¢)
{Sn(w)(w)} = [Q{Vy(w)} (B.1.12d)

2. Realizar el ensamblaje del sistema de ecuaciones que relaciona los desplazamientos y tracciones en la superficie
(z = 0) con las amplitudes de la onda ascendente y descendente en el semiespacio. Lo anterior se realiza por
medio de las condiciones de continuidad y/o equilibrio en cada una de las interfaces N — 1 a 1.

Aplicando el anterior concepto para la interfaz N — 1 ({Vy(w)} = {Vy_,}) se obtiene a partir de (B-1.12):

{Sn(w)} = [Q][Py-1 {Vy_i (@)} (B.1.13)
Y aplicando recursivamente, se obtiene:
{Sn(w)} = [QI[Py-1][Py-2][P1]{V] (w)} (B.1.14)

3. Solucién del sistema de ecuaciones (B.1.14): este consta de dos ecuaciones con dos incGgnitas (desplazamiento
en la superficie del modelo y amplitud de la onda descendente en el semiespacio), de las cuales se resuelve
primero el desplazamiento en la superficie y luego la amplitud de la onda descendente en el estrato.

4. Obtencién de la solucion dentro del estrato 1: Con el paso anterior realizado, se conocen los desplazamientos
y tracciones en la interfaz superior del estrato 1 y usando (B.1.3) es posible obtener la solucién para cualquier
punto del estrato.

5. Obtencion de la solucién en los medios 2 a N: Del paso anterior y usando las condiciones de continuidad de
desplazamientos y equilibrio en la interfaz 1, es posible calcular los desplazamientos y esfuerzos en la interfaz
superior del medio 2 y empleando de nuevo es posible obtener la respuesta para cualquier punto del
medio 2.

Repitiendo este tltimo paso para los demds medios es posible obtener la en cualquier punto del dominio de
estudio.

Ejemplo

A continuacion (figura[B.2) se presentan unas instantdneas producto de la formulacién del procedimiento anteriormente
descrito para el siguiente modelo:

B P H
Medio I | 200 | 1800 | 50
Medio 2 | 1000 | 1800 | 200
Medio 3 | 2000 | 1800

2Dicho procedimiento aplica en forma general no solo para los problemas de incidencia de ondas planas sino para el de la aplicacién de fuentes
y para casos de deformacidn plana y tridimensionales.
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La onda incidente tiene un dngulo de incidencia de 30° y una variacién temporal corresponde a un pulso de Ricker con
pardmetros t, = 3.0s y 7, = 0.2s.

2 —— =14 2
100} 100} 100f
" i i
200 200 200
z 0 £ 0 5 °
300f 300f 300f
-1 -1 -1
400f 400] 400f
5 0 0 50072 50 0 0 50072 5 0 ] 5 072
2[m] z[im) z[m)]
(a) v(x,z,3.0s) (b) v(x,z,3.55) (©) v(x,2,4.0s)
2 2 2
100y 100y 100
i i i
200§ 200§ 200
£ o £ 0 £ 0
300f 300 300
-1 -1 -1
400 400 400|
-2 5 -2 5 -2
=500 0 500 =500 0 500 =500 0 500
xfm] afm zfm]
(d) v(x,z,4.55) (e) v(x,2,5.05) () v(x,2,5.55)

Figura B.2: Campo de desplazamiento.
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B.1.2. Fuentes puntuales

La gran diferencia que existe entre los problemas de incidencia de ondas planas y aplicacién de fuerzas es que
en los ultimos debe aplicarse la transformada inversa de Fourier respecto a la variable espacial x para regresar al
dominio espacio-frecuencia, mientras que los primeros estan formulados directamente dicho dominio. Por lo anterior
las ecuaciones presentadas en la seccién (B.I.I) pueden facilmente ser adaptadas para el caso de fuerzas externas
aplicadas.

Se analizardn dos problemas bdsicos, el primero es un medio estratificado sometido a fuentes en superficie y en el
segundo las fuentes se encuentran en una de sus interfaces interiores.

B.1.2.1. Fuente puntual en superficie

Para un medio formado por N — 1 estratos sobre un semiespacio sometido a una fuerza en la interfaz superior, se tiene
que el sistema de ecuaciones para cada uno de los medios es:

{(Vi(k,w)} = [Pi{V] (k,w)} (B.1.15a)
(V3 (k,w)} = [P {Vy_ (k,w)} (B.1.15b)

: (B.1.15¢)

{(Vaoi(kw)} = [Py [{Vy_i (k,w)} (B.1.15d)
{Sn(w)(kw)} = [QH{Vy(kw)} (B.1.15¢)

A partir de la condicién de continuidad de desplazamiento y equilibrio se tiene que {Vy(w)} = {Vx_,}, con lo cual a
partir de la ecuacién (B.I.19) se obtiene:

{Sn(w)} = [Q][Pyn-1{Vy_1(w)} (B.1.16)
Aplicando recursivamente la continuidad de desplazamientos y tracciones en las interfaces 1 a N — 2 se obtiene:
{Sn(w)} = [Q][Py-1][Py-2]- [P {V (w)} (B.1.17)

Con respecto al sistema de ecuaciones es importante resaltar que debido a que no existe onda incidente
se tiene que Sy (k,w) = 0y debido a fuerza externa es conocida, el valor de 71(k,0,w) también lo es. Por tal
motivo se tiene un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas (traccion aplicada en z = 0 y amplitud de la onda
descendente en el semiespacio), la cual se resuelve primero para el desplazamiento en la superficie y luego para S (k, w).

Fuerza puntual (fuente y observador coinciden)

Para el caso en que se quiera calcular la respuesta ante una fuente puntual (funcién de Green) en el punto donde se
aplica la fuenteﬂ es necesario reescribir (B.1.17) como:

0 M (k,w) Mp(k,w)||Gn(k0,w)
{SN(k,w)}_[le(k,w) Mzz(k,w)]{ " -1 } (B.1.18)

A partir de la cual se obtiene:
Mz (k, w)
Gp(k0,w) = ——= (B.1.19)
( ) M] 1 (k, a))
Como modo de validacién de la anterior metodologfia, en la figura se presenta la comparacién del resultado de la
presente metodologia y la solucién analitica para el caso de un semiespacio homogéneo de propiedades 8 = 200m/s,
p = 1800kg/m? ante la accién de una fuerza aplicada en z = 300m.

3Esto suele ser muy importante dentro del 4mbito de los campos difusos, en particular el cdlculo de la parte imaginaria de la funcién de Green.
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=== Thomson-Haskell (DWN)

= = = Analitico

[ [Hz]

Figura B.3: Comparacion entre la solucién analitica y obtenida con el nimero de onda discreto (DWN) de la parte ima-
ginaria de la funcién de Green G,; para el caso de un semiespacio homogéneo cuando fuente y observador coinciden.

Ejemplo

En la figura[B.T1.2.T]se presentan unas instantdneas producto de la formulacion del procedimiento anteriormente descrito
para el siguiente modelo:

Bnys] | p[kg/m’] [ H [m]
Medio 1 300 1800 1500
Medio 2 2000 1800

La fuente aplicada corresponde a una fuente puntual en la superficie, la cual tiene como variacién temporal un pulso
de Ricker con pardmetros #, = 1.55 y ¢, = 0.3, a continuacion se presentan algunas instantdneas de dicha respuesta.

u - 1
10 %10 %10
é U
2 2 2
1000] 1000] 1000
il il i
B 0 E o a0 o
-1 -1 -1
3000 3000 3000
-2 -2 -2
4 -3 4 -3 40
=4000 -2000 P ! 2000 4000 =000 -2000 [ 2000 4000 =000 -2000
xm rlm

O 2000 3000 °
(@) v(x,2,2.0s) (b) u(x,z,3.05) (©) u(x,z,4.0s)

%10 310”‘ 510"’
2 2

1000] 1000]
1

2

1000)
i i
£ 0 £ 0 £.20( 0
-1 = =

3000 3000) 3000)
-2 -2 -2
400 -3 -3 409 -3

=4000 ~2000 F | 2000 4000 =4000 -2000 0 2000 4000 =4000 -2000 P ) 2000 4000
tfm elm xlml
(d) u(x,z,5.05)

(e) u(x,z,6.0s) (f) u(x,z,7.0s)

Figura B.4: Campo de desplazamiento.

B.1.2.2. Fuente puntual aplicada en una interfaz interior

Para el caso genérico presentado en la figura[B.3] el sistema de ecuaciones que gobierna cada uno de los medios es
(BI.T9), la gran diferencia con respecto al procedimiento anterior (fuerza en la superficie) es que ahora los vectores
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{Vi(k,w)}y{V, (k,w)} no soniguales y deben representar el equilibrio entre las tracciones en fondo y superficie de
los estratos m 'y m + 1 con la fuerza externa aplicada f,,(k, w).

¢ x
z H,
Bop H,

Zy

Bp,

Z

Bop. Lk T

BB H,.
Zyper
Zno

ﬂl\"l’p:\rl Hy,
Zyaa

Bi:Pi

Figura B.5: Medio estratificado sometido a una fuerza (puntual o distribuida) en la interfaz m.

Para el estrato se tiene que la relacién entre los desplazamientos y esfuerzos en la interfaz y las amplitudes de las ondas
ascendentes y descendentes es:

{Sn(kw)} = [Qk ) {Vi(k w)} (B.1.20)

Por medio de la continuidad de desplazamientos y esfuerzos entre el semiespacio (medio N—1) y el estrato N es posible
obtener:

{Sn(k w)} = [Qkw) [Py (k, w) [{Vy_ (k. w) } (B.1.21)
Realizando la continuidad de desplazamientos y esfuerzos para la interfaces de los estratos N — 1 am + 1 se obtiene:
{Sn(k,w)} = [Q(k, @) [[Py-1 (k@) -+ [Py (K, @) [{ V1 (K, ) } (B.1.22)

El cual puede expresarse en forma extendida como (la letra L se refiere a que es la matriz de propagacion de los medios
ubicados debajo (Lower) de la fuente):

SN(](,(U) _ Lu(k, a)) le(k, a)) v,‘n+l(k,w) (B.1.23)

Sv(kw)| Lok w)  Ln(kw)| |7, (kw) .
Procediendo de forma similar pero ahora con los medios que se encuentran encima de la fuente, se obtiene:

{V(kw)} = [P (k, @) ] [P (k, @) { V) (k, ) } (B.1.24)

La cual se expresa en forma extendida como (aqui la matriz U se refiere a que corresponde a los medios ubicados
encima (Upper) a la fuente):

vi(k,w)| |Un(k,w) Un(kw)]||vo(k w) (B.125)
hk,w) | |Un(k,w) Un(k,w)| |10k, w) o
De aplicar la condicién de continuidad de desplazamiento y equilibrio en la interfaz m se obtiene:
Vs (ks w) | _ v, (k) 0
" = - B.1.26
{ (k,w>} {ruk,w) k) (120

De reemplazar (B.1.23) y (B-1.23) en (B.1.26) y se obtiene:

{\ 0 } _ [L]] (k,w) L12(k,w):| [U}](k,w) U|2(k,w)] {V()(k,w)} _ [L1|(k,w) L|2(k,w):| { 0 } (B 1 27)
SN(k,w) L21 (k, w) Lzz(k,w) U21 (k, (u) Uzz(k,(u) To(k,a)) Lz[ (k, u)) Lzz(k,w) fm (k, a)) o
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A partir de la cual se obtiene:

Li(k,w)

k,w) =
vo(k @) Li(k,0)Uni (k@) + Lya (k, @) Uay (k, )

S (k, w) (B.1.28)

Una vez conocido vy(k, w) y sabiendo que 7o(k, w) = 0, es posible emplear (B.1.25)) para obtener los desplazamientos
y esfuerzos en la interfaz inferior del medio m, la cual puede ser facilmente propagada hacia la superficie.

Para obtener los desplazamientos y esfuerzos en los medios ubicados debajo de la fuente es necesario usar (B.1.26) y
luego proceder de forma similar a como se hizo para los medios ubicados encima de la fuente.

Fuerza puntual (fuente y observador coinciden)

La ecuacion (B.1.2T)) puede ser reescrita en forma extendida como:

Snlkw)| _[Lin(kw) Lok w)| v (ko)
{SN(IC,O))} - |:L21(k,a)) L22(k,a)):| {T;H—l(k’w)} (B.1.29)

Por su parte propagando a partir de la interfaz m a la superficie del medio se obtiene:
vi(k,w)| vo(k, w)
{1~ 0P () ) 260 ) (5.1.30

La cual puede escribirse en forma extendida como:

vk, w) | |Un(k,w) Up(kw)||vo(k w)
{T;(k,w)} B [UZl(k,w) U (k, w)] {To(k,w)} (B.1.31)

Mientras que las condiciones de continuidad de desplazamiento y equilibrio en la interfaz m se expresa de forma

extendida como: (
Vi (kw)| vk w) 0
{mﬁ(h w>} - {r;,uc,w)} i} {fmw)} (132

Reemplazando (B.1.29) y (B-1.31)) en (B.1.32) se obtiene:

{\ 0 } [L”(k,w) le(k,w)] [U”(k,w) U]z(k,a))] {Vo(k,w)} _ [L”(k,w) le(k,w)] {0} (B 1 33)
SN(k,(x)) - Lz](k,(u) ng(k,(u) U21(k,a)) Uzz(k,a)) O L21(k,(1)) Lzz(k,(,z)) 1 o

A partir de la cual se obtiene:

le(k, LL))
vo(k,w) = (B.1.34)
0( ) L”(k,a))U”(k,w)+L12(k,w)U21(k,w)
Ahora, a partir de (B.1.31)) se tiene:

G (k,0,w) = Uy (k,w)vo(k,w) (B.1.35)

Reemplazando (B.1.34) en (B.1.33) se obtiene:

Ly (k,w)Uyy (K,

G (k,0,w) = 2k ®)Un (k) (B.1.36)

L”(k,w)U”(k,u)) + L12(k,w)U21(k, Ll))
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B.2. Deformacion plana (P-SV)

B.2.1. Incidencia de ondas planas

A continuacién se formulan los elementos tipo estrato y semiespacio (ver figura|B.6) para la implantacién del método
de Thomson-Haskell en medios estratificados horizontales de deformacién plana ante la incidencia de ondas planas P
ySV.

n-1
X
wv.p N
z
n-1
X Onda plana
incidente
a’ 710 H
z
n Z7=400
(a) Estrato genérico. (b) Semiespacio (medio N).
Figura B.6: Elementos tipo de un medio estratificado.
B.2.1.1. Estrato
Definiendo:
{®(k,z,w)} = {p(k, w) exp(iyz), $(k, w) exp(ivz), p(k, w) exp(=iyz), 3(k, w) exp(-ivz) }* (B.2.1a)
{S(k,zow)} = {u(k,z, ), w(k,z, ), oo (ks 2, ), Tox (k, 2, 0) }T (B.2.1b)
De las ecuaciones (2.3.8) a (2.3.11) se obtiene:
{S(k,z,w)} = [T (k,w)[{D(k,z,w)} (B.2.2a)
{®(k,z,0)} = [T (k, )] {S (k,z,0)} (B.2.2b)
Donde:
-tk —iv —ik iv
Tho)=| 7 &k v ik (B.2.3a)

ul 2uvk ul —2uvk
2uyk  —ul  2uyk  —ul
2ipyvk  ipvl  —yv vk
2 . .
a4 B —ipyl  2ipyvk  yk oy
[T(kw)] = 2uyvw? | 2ipyvk  —ipl - —yv vk (B.2.3b)
iwyl  2iuyvk —-yk oy

Abhora, la relacién entre los vectores {®(k, H,w)} en las interfaces del estrato son:

{®(k,H,w)} = [E(k, w)[{®(k,0,w)} (B.2.4a)
{®(k,0,w)} = [E(k,w)] " {®(k,H,w)} (B.2.4b)
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Donde:

[exp(iyH) 0 0
B 0 exp(ivH) 0
[E(kw)] = 0 0 exp(—iyH)

| o 0 0

[exp(—iyH) 0 0

o1 0 exp(—ivH) 0

[E(k )] = 0 0 exp(iyH)
0 0 0

0
0
0

exp(—ivH) |
0
0

0
exp(ivH) |

Para obtener la matriz propagadora del estrato se procede de la siguiente manera:

{S(k,H,w)} = [T (k,w){®(k,H,w)}

]
[T (k, @) ][E(k, 0) {®(k, 0, ) }
[T (k. ) J[E(k, )][T (k)] {8 (k.0.w)}
]

[P(k, @) {S (k,0,w)}

La ecuacion (B.2.6)) se puede escribir en forma expandida como:

u(k,H,a)) Pll(k,u)) P]z(k,u)) P13(k,(1)) P14(k,(u)
w(k,H,a)) _ P21(k,a)) P22(k,a)) P23(k,a)) P24(k,a))
Tzz(k, H,a)) P31(k,0.)) P32(k,0.)) P33(k,w) P34(k,a))
sz(k, H,(,L)) P41(k,a)) P42(k,w) P43(k,a)) P44(k,w)

u(k,0,w)

w(k,0,w)

722(k,0,w)
7. (k,0,w)

[P(k.w)] = [T (k w)][E(k o)][T (k)]

(B.2.52)

(B.2.5b)

(B.2.6)

B.2.7)

El sistema de ecuaciones (B.2.7) se expresa en forma compacta como {V;'(w)} = [P,]{V, (w)} y los términos de la
matriz [P, ] se calculan de la siguiente manera:

2

P]= L

2uyvw

B

- 2uyvw?
Donde:

Py (k,w) = Pay(k,w) =

Pk, w) = Py(k,w) = zﬁi

[ —ik —iv
iy —ik
ul 2uvk

| 2uyk -l

[ —ikexp(iyH)
iyexp(iyH)
ulexp(iyH)

| 2uykexp(iyH)

Pi3(k,w) = Pyu(k,w) = i% [exp(iyH) — exp(ivH) + exp(—iyH) — exp(—ivH)]

—ik iv exp(iyH) 0 0 0 2ipyvk  iuvl
—iy —ik 0 exp(ivH) 0 0 —ipyl  2ipyvk
ul —2uvk 0 0 exp(—iyH) 0 2ipryvk  —iuvl
—2uyk -l 0 0 0 exp(—ivH) || iwyl  2iuyvk
—ivexp(ivH) —ikexp(—iyH) ivexp(—ivH) 2ipyvk  iuvl -yv vk
—ikexp(ivH) —iyexp(—iyH) —ikexp(—ivH) —ipyl  2iuyok vk v
2uvk exp(ivH) ulexp(—iyH) —2uvkexp(—ivH) | | 2ipyvk  —iwwl  —yv vk
—plexp(ivH)  —2uykexp(-iyH) —ulexp(—ivH) iwyl  2ipyvk  —yk v
2
5 [2k2 exp(iyH) — lexp(ivH) + 2k exp(—iyH) — lexp(—ivH)|
2w?
BZ

2 [2k* cos(yH) — I cos(vH) ]

2k
yw?

kB .
=i——[Isin(yH) + 2yvsin(vH)]
Yw

2

2
= il%[cos(yH) —cos(vH)]

[lexp(iyH) + 2yvexp(ivH) — lexp(—iyH) — 2yvexp(-ivH)]

—-yv vk

vk oy

-y —vk

vk oy
(B.2.9)

(B.2.10)

(B.2.11)
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2
Pk, w) = i% [—k2 exp(iyH) — yvexp(ivH) + k* exp(-iyH) + yvexp(—ivH)]
Uyw
ﬁZ
= o [k*sin(yH) +yvsin(vH)]

2
Py (k,w) = Pyz(k,w) = k’B > [~2yvexp(iyH) — lexp(ivH) + 2yvexp(-iyH) + lexp(-ivH) ]

,k,BZ . :
= —i— [2yvsin(yH) + Isin(vH) ]
)

2
Py (k,w) = Py (k,w) = 2%2 [—lexp(in) +2k* exp(ivH) — lexp(—iyH) + 2k exp(—ivH)}

ﬂz
= E[—lcos(yH) + 2k cos(vH )]

2
Py(k,w) = i2 > [~yvexp(iyH) - k* exp(ivH) + yvexp(—iyH) + k* exp(-ivH) |
W
2
= > [yvsin(yH) + K*sin(vH)]
HOw

kip?
Pa1 (k) = Pao(k, ) = l"wf

[exp(iyH) —exp(ivH) + exp(—iyH) — exp(—ivH)]
ukip?
w

= 2i———[cos(yH) - cos(vH)]

2
Py (k,w) = v [12 exp(iyH) + 4k*yvexp(ivH) — I* exp(—iyH) — 4k>yv exp(—ivH)]
2yw
= ,uﬁ [ sin(yH) + 4k*yvsin(vH) |
Yw
Py (k,w) = ﬂ'g [4k2yvexp(zyH)+l exp(ivH) — 4k*yvexp(—iyH) — I* exp(- sz)]
= ﬂﬁ [4k27us1n(yH) + I*sin(vH)]

(B.2.12)

(B.2.13)

(B.2.14)

(B.2.15)

(B.2.16)

(B.2.17)

(B.2.18)

Lo presentado anteriormente entre las ecuaciones a concuerda con lo presentado en [Watson, 1970]f]

Para obtener los desplazamientos en el interior de cada estrato se emplea la ecuacién (B.2.7) reemplazando H por z.

“4Para mayor claridad, en el articulo [Watson, 1970] la forma matricial de los propagadores para el estrato n es:

M(ks H, UJ) Py (k,w) Plz(k,a)) P13(k,u)) P14(k, (u) u(ks 0, UJ)
wlk, Hw) | _|Py(kw) Pulkw) Purl(kw) Pulkw) w(k 0,w)
—iTzz(k,H,a)) - P31(k,a)) P32(k,a)) P33 (k,u)) P34(k, a)) k W(k 0, w)

—t1o(k H,w) Py(kw) Pp(kw) Pulkw) Pulko)] (-{7.(k0,w)

Por lo cual los términos que alli aparecen son mdltiplos de los presentados en el presente documento.

(B.2.19)
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B.2.1.2. Semi-espacio
A partir de las ecuaciones (B.2.2b) y (B.2.3b)) se obtiene:

pk,w) 2ipyvk ol —yv vk | (-1 (k, w)
S(kw)| B2 —iuyl  2ipyvk vk yo | | wao (kw) B.2.20
plkw) ([~ 2uyvw? | 2ipyvk -l —yv vk || 75k w) (B.2.20)
3(k, w) iwyl  2ipyvk  —yk oy | (70 (kw)

La cual se expresa en forma compacta como {S y(w)} = [Q{Vy(w)}.

B.2.1.3. Ensamblaje y solucion del sistema

Empleando un procedimiento similar al descrito para el caso antiplano, por medio de las condiciones de continuidad de
desplazamiento y equilibrio en cada una de las interfaces compartidas por dos medios es posible ensamblar el sistema
de ecuaciones que gobierna al arreglo de N — 1 estratos mas un semiespacio estudiado. Una vez obtenido este, se
obtiene el desplazamiento en superficie y la amplitud de la onda descendente en el semiespacio. Una vez obtenidos los
desplazamientos y esfuerzos en la superficie esta solucidn se propaga de forma descendente a los demds puntos de los
medios que forman el arreglo.
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B.2.2. Fuentes Puntuales

En esta seccidn se analiza la implementacion del método de Thomson-Haskell para obtener la respuesta de medios
estratificados formados por N — 1 estratos sobre un semiespacio el cual se somete a la accién de una fuente en su
interfaz m (ver figura[B.3).

La metodologia empleada en la solucién de problemas de medios estratificados de deformacién plana con fuentes en
su superficie y/o interior es similar a la expuesta anteriormente para el caso antiplano (ver [B.1.2), la tnica diferencia
radica en que para el caso de fuerzas internas el equilibrio de fuerzas en la interfaz donde se aplica la fuerza debe ser
tanto en direccién x como z.

Como primer paso se calcula el sistema que abarca a los medios m a 1 (aquellos que se encuentran encima de la fuente),
lo cual se expresa en forma compacta como:

{{ufn(k,w)}} _ [[Uu(k,w)] [Ulz(kaw)]] {{uo(k,w)}}
{tn(kw)} [ [[Un(k )] [Un(kw)]] | {ro(k w)}

Donde la variable U se usa para definir que se trata de la porcidén de medio por encima (Upper) de la fuente y es
calculada como:

[[Un(k,w)] [Ulz(k,w)]]
[Uai(k,w)] [Un(kw)]

(B.2.21)

PR kw)] [Phka)]] [[Phkw)] [Phko)]
‘[[Péﬁ(k,wﬂ [Péi(k,wn] [[Pémk,wn [Péz(k,wn] (8.222)

Mientras que el sistema que relaciona lo que pasa en los medios N a m + 1 puede escribirse en forma compacta como
(esta vez la letra L es por Lower):

{Sn(k o)} _[[Lu(kw)]  [Lia(ko)]] [{t(k o)}
{{SN(k’w)}} - [[LZI (k’ w)] [Lzz(k,w)]] {{T;Hi(k,w)}} (B.2.23)
Donde:

[L11 (k)] [La(k,w)]]:[[gn(k,w)] [Qn(k,wn][wﬁ-l(k,wn [PIN;l(k,w)J],,,[[Pf"r'(k,w)] [P'lz“(k,w)]] (B2.24)
[La(k)]  [Lak)]] ™ |[Qake)]  [Qnko)]][[P ko) [PL (ko))" [P (k)] [P ko)l

Ahora, de formular la condicién de continuidad de desplazamientos y equilibrio en la interfaz donde esta la fuente

aplicada (m) se obtiene:
{1 (k)| _ g (kow) | | {0}
{{mi(h@}}‘{{r,;J(k,w)}} {{fm}} (8225

Reemplazando (B.2.21)) y (B:2.21) en (B.2.23) se obtiene:

{ {0} }_ [[Ln(k’w)] [L12(/<’w)]] [[Un(k,w)] [U12(k’w)]] {{Mo(k,w)}} _ [[Ln(k,w)] [le(k,w)]]{ {0} } (B.2.26)
{Sn} [Lai(kw)]  [Loa(k,w)]|]|[Vai(kw)]  [Usn(kw)]] | {ro(kw)} (Lo (k)] [Laa(k, )] [ | {fn} -

A partir de (B.2.26)) es posible obtener:

{0 (k. )} = [Li (k. 0)][Un1 (k. )] + [Lia (ke 0)][Un (ke )] [L12 (ks ) {fn (ke )} (B.2.27)

Donde:
{fn(k,w)} ={0 1}7 Si la fuerza aplicada es horizontal.
{fu(k,w)} = {1 0}7 Sila fuerza aplicada es vertical.

Una vez obtenido el vector {u(k,w)} y recordando que {7 (k,w)} es conocido, es posible por medio de la ecuacién
obtener los desplazamientos y tracciones en la interfaz superior del medio m, los cuales pueden propagarse
hacia la superficie empleando el sistema de ecuaciones de los medios m a 1.

De otra parte al emplear (B.2.23)) es posible obtener los desplazamientos y esfuerzos en la interfaz superior del medio
m + 1 y por medio de la ecuacién (B.2.23) es posible obtener las amplitudes de las ondas ascendentes y descendentes
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en el semiespacio, los cuales pueden propagarse hacia la interfaz m + 1 usando el sistema de ecuaciones de los medios
Nam+1.

Caso en que fuente y observador coinciden

Ahora, si lo que se desea es calcular la funcién de Green para el caso que el observador esté ubicado en la interfaz m,

a partir de se obtiene:
{G(k,w)} = [Un(kw){uo(k,w)} (B.2.28)

Reemplazando (B.2.27) en (B.2.28) se obtiene:

{G(k.w)} = [Uni (k, )][[L11 (k. )] [Un1 (k)] + [Li2(k, )] [Uzi (ks ) 1] [Lio (ko) { fu (Ko@)} (B.2.29)

Con lo cual si se trata de una fuente puntual horizontal la funcién de Green cuando fuente y receptor coinciden puede
calcularse como:

{ant M - Wikl ook + ko vatol ekl {]] @230
31\,

Mientras que si la fuente puntual vertical la funcién de Green cuando fuente y receptor coinciden tiene la siguiente
forma:

{gg;g;} = [Un (k )[[Lur (k. )]V (k:0)] + [Lia(k )] (k)] [Lia (ko)) {g} (B231)
O en forma compacta:

[G13(k, w) G“ (k, w)

G (k. ) GSI(k’w)]:[U”(k,a))][[L”(k,w)][U“(k,a))]+[L12(k,w)][U21(k,w)]]I[le(k,a))] (B.2.32)

[G13(k,w) G“(k,w)
Gy(k,w)  Gai(kw)

] = [[Li1 (k)] + [Li2(k, ) ][U1 (k, ) ][Un1 (k, )] ] [Liz (K, w)] (B.2.33)
Ejemplo

En la figura se presentan las instantdneas para el caso de la aplicacién de la fuerza vertical para el siguiente
modelo:

a B P H

Medio 1 | 100 50 1800 | 100
Medio2 | 400 | 200 | 1800 | 200
Medio 3 | 2000 | 1200 | 1800

La fuerza externa corresponde a una fuente puntual horizontal ubicada en (0,300), la corresponde a un pulso de Ricker
con pardmetros t, = 1.0s y £, = 0.15
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(a) G11 (x, Z, 1.0)

x 107
1.5

-05

-1

x[m]

d) G31(x,2,1.0)

Figura B.7: Respuesta ante la aplicacion de la fuerza vertical.

(e) G31(x,z,1.5)

x 10"

0
z[m]

(C) G11 (x, Z, 2.0)

0

(f) G31 (x, Z, 2.0)

500

500

x 10"
15

-1

x 10"
15

-1



Apéndice

Calculo de curvas de dispersion y formas
modales

En este capitulo se presenta la formulacion del método de Thomson-Haskell (ver capitulo [B]) para calcular las curvas
de dispersion y formas modales de un medio formado por un estrato sobre un semiespacio y un medio estratificado
genérico formado por N — 1 estratos sobre un semiespacio tanto para el caso antiplano (ondas de Love) como para el
caso de deformacién plana (ondas de Rayleigh).

C.1. Medios estratificados antiplanos (ondas de Love)

C.1.1. Estrato sobre semiespacio

A continuacién se presenta el cdlculo de las curvas de dispersién para un medio formado por un estrato sobre un
semiespacio como el presentado en la figura[C.1] la importancia de lo anterior es que esta se utiliza en la formulacién
del método de los coeficientes de emisi6n para el caso antiplano (ver seccion [6)).

X
a,.pp=Ctes \L H
z

\@_/

Figura C.1: Modelo de un estrato sobre un semiespacio.

Estrato:

El sistema de ecuaciones para el estrato es:

{vs(k, H,u))} B l cos (v;H)

1
sin (v;H) | [vy(k,0,w)
To(k, Hw) | v ]{ } (C.1.1)

—uwsin (vsH) cos (vsH) 7:(k.0.0)
Donde v, = /‘g—f — k2.

101
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Semiespacio.

Mientras que sistema de ecuaciones para el semiespacio es:
Sn(k,w) B
Sh (k, 0.)) B

Donde vy, = Z—f - k2 (Im(vy) <0).
h

i

_Zlu v vh(k,O,a))
ih h {‘rh(k,O,w) (C.1.2)

| =N =

240

Sistema de ecuaciones del sistema estrato semiespacio.

De realizar la continuidad de desplazamientos y equilibrio en la interfaz comun entre el estrato y el semiespacio se
obtiene:

HMsUs . 1 . I
4 SH + SH sH - SH
Sukw)| 1 cos (vsH) z#hUh sin (vsH) " sin(vsH) on cos(vsH) v (k,0, )
Sulkw)| =2 505 i 7y(k,0,0) €13
A% cos (vsH) — i—— sin (v;H) sin(vyH) + cos(vgH) | U753
HnUp MsUs MnUp

A partir de la ecuacion (C.1.3), de la condicién de frontera libre en la superficie del estrato 7,(k,0,w) = 0y de la
condicién de radiacién en el semiespacio S, (w) = 0 se tiene que se debe cumplir que la entrada (1,1) de la matriz debe
ser nula, es decir:

tan (v,H) = 222" (C.1.4)
MsUs
La cual se puede expresar como:
1-2
H 2 B
tan| oA S| (C.1.5)
c s Hs ;—z -1
O en forma adimensional:
R =2 1 V1-8&2
tan | Z 78 e (C.1.6)
27¢cVp P51

Ahora, las curvas de dispersién son obtenidas al resolver numéricamente la ecuacién [C.1.5|o (C.1.6) para c o ¢. En la
figura[C.2]se presentan las curvas de dispersion adimensionalizadas para el modelo en estudio.

{h\ﬁwmuﬁw

oo
=W N =

Figura C.2: Curvas de dispersién adimensionalizadas para el modelo 1D de un estrato sobre un semiespacio con den-
sidades iguales (p = 1).
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Es importante resaltar que para este modelo las curvas de dispersion tienen la siguiente frecuencia de corte:

2
M= fsomfy n=0,1,2,... (C.1.7)

(& \/1_—B2

A partir de la ecuacién (C.1.7) es importante resaltar que para valores realistas de 8 (8 < 0.4) y para los primeros
modos, se tiene que las frecuencias de corte de las ondas de Love se encuentran justo en medio de las frecuencias
fundamentales del modelo 1D, es decir, 0fy, 2fo,4 /o, .- -

Para el cdlculo de las formas modales a partir de las curvas de dispersion, solo es necesario emplear una pequeiia
variante de las ecuaciones presentadas en[D.1.2] a partir de las cuales se obtiene que el campo de desplazamiento para
los pares (k,w) de las curvas de dispersién:

ve(k,z,w) = 28 ;(k, w) cos(vyz) exp(—ikx) (C.1.82)
vi(k,z,w) = S (k, w) exp(~ivz) exp(~ikx) (C.1.8b)

Donde $ ,(k,w) y S, (k,w) se obtienen empleando m

C.1.2. Medio estratificado formado por N — 1 estratos sobre un semiespacio

A partir de lo presentado en la seccion[B.1.2]se tiene que luego de acoplar el sistema de ecuaciones para todo el modelo
obtenemos:

{Sv(k. )} = [QUk ) ][Py-1 (k. 0) [Py (k) [P (k. ) [{V; (ko)) (C.1.9)

La cual se expresa en forma extendida como:

Sn(kw)| _[Mi(kw) Mp(ko)][volkw)
{5 n(k, w)} B [M;(k,w) MZ(k,w)] {Tg(k,w)} (C.1.10)

Ahora teniendo en cuenta que por condicién de frontera libre 71(k,w) = 0 y que no existe ondas ascendente desde el
semiespacio S y(w) = 0, se debe cumplir que:

My (k,w) =0 (C.1.11)

Donde, a partir de las las parejas (k,w) que cumplan (C.I.T1) se obtienen las curvas de dispersién al recordar que
k=2
c

Para obtener las curvas de dispersion se sigue un procedimiento similar al presentado para el caso del estrato sobre
el semiespacio. De forma general el campo de desplazamiento para cada estrato y para el semiespacio se calculan
respectivamente como:

vi(k,z,w) =[S j(k,w) exp(iv;z) + S j(k, w) exp(~ivjz) ] exp(~ikx) I<j<N-1 (C.1.122)
vy (k. z,w) = S y(k, w) exp(—ivyz) exp(—ikx) (C.1.12b)

Donde los valores de las amplitudes de las ondas ascendentes y descendentes se obtienen empleando la formulacién de
Thomson-Haskell para las parejas (k,w) usadas en las curvas de dispersion.

C.2. Medios estratificados deformacion plana (ondas de Rayleigh)

Debido a que para el caso de un estrato sobre un semiespacio no existe una solucién explicita que permita obtener
las ecuaciones para el calculo de las curvas de dispersién de una manera sencilla, solo se presentard el procedimiento
general para el caso de un medio formado por N — 1 estratos sobre un semiespacio (ver figura[C.I).

Basados en lo presentado en la seccién [B.2.2] se tiene que al acoplar el sistema de ecuaciones para todo el modelo se
obtiene:

{S v (k. )} = [QUk ) ][Py-1 (k. 0) | [Pyca (k. ) [P (k. ) [{V; (ko)) C2.1)
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La cual se puede expresar de forma explicita como:

p(k,w) M (kw) Mp(kw) Mip(kow) Mua(kw)] (u(kw)
Sn(k,w) | _ [Ma(k,w) Man(k,w) My(k,w) Mau(kw)|]wo(k w)
f)N(k,w) - M31(k,w) M32(k,a)) M33(k,w) M34(k, a)) T(Z)Z(k,w)
:vN(k,w) M41 (k,a)) M42(k,(1)) M43 (k,a)) M44(k, (1)) T?X(k, (A))

(C.2.2)

Debido a que no existen ondas en el semiespacio que se propaguen de forma ascendente (py(k,w) = $y(k,w) =)y a
que en la superficie existen tracciones nulas (Toz(k, w) = Tgx(k,w) = 0), para que se cumpla el sistema de ecuaciones
(C22) es necesario que el determinante formado por las dos primeras filas y las dos primeras columnas sea nulo, es

decir:
M]l(k,a))Mzg(k,a)) - M21 (k, a))Mlz(k, 0.)) =0 (C23)

Donde, las curvas de dispersion son obtenidas a a partir de las las parejas (k, w) que cumplan (C.2.3).
Para el calculo de las curvas de dispersion solo es necesario obtener las amplitudes de las ondas ascendentes y des-

cendentes en cada estrato y en semiespacio y usar las ecuaciones (A.2.27) y (A.2.28) para el calculo del campo de
desplazamiento en los estratos, mientras que (A.2.31)) y (A.2.32) para el semiespacio.
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Soluciones fundamentales

En este capitulo se presentan algunas soluciones fundamentales para problemas antiplanos, de deformacién plana y
tridimensionales.
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D.1. Antiplanos

D.1.1. Respuesta de un semiespacio ante la incidencia de una onda plana S H

Ante la incidencia de una onda plana S H en un semiespacio, es generada otra onda reflejada S H como se presenta en

la figura (D.1):

wph !
/ y P AN
z
Onda plana
Onda plana SH reflejada

SH incidente

Figura D.1: Incidencia de una onda plana S H en un semiespacio.

A continuacién se analizara dicha respuesta, para lo cual se partird de la ecuacién (2.2.7), que se reescribe a continua-
cién por facilidad:
v(x,z,0) =[S (w) exp(ivz) + S (w) exp(—ivz) ] exp(—ikx) (D.1.1)

De evaluar la condicién de frontera libre en z = O se tiene que:
S(w) =S (w) (D.1.2)

Lo que da como resultado que el campo de desplazamiento es:
v(x,z,w) = S (w)[exp(ivz) + exp(-ivz)] exp(—ikx) (D.1.3)
Esto significa que la respuesta total corresponde a la onda incidente y una onda reflejada con dngulo de reflexién 6 =y

(ver figura (D.I)).

D.1.2. Respuesta de un medio formado por un estrato sobre un semiespacio ante la inciden-
cia de una onda plana S H
A continuacidn se presenta la respuesta de un medio formado por un estrato sobre un semiespacio ante la incidencia

de una onda plana S H (ver figura[D.2), la importancia de esta consiste en que serd empleada en la formulacion del
método de los coeficientes de emisién para el caso antiplano (ver seccién (6)).

T A % H

Estrato (s)

s ﬁh

% Onda SH

con incidencia
oblicua

Semiespacio (h) z=+%

Figura D.2: Incidencia de una onda plana S H en un medio formado por un estrato sobre un semiespacio.
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vs(x,z,w) = 28 (w) cos(vyz) exp(—ikx)

v (62,) = [S(w) exp(iviz) + S(w) exp(~iuz)] exp(~ikx)

Donde:

w
k= —sin

ﬁh (’Y)
Vi = = cos(y)

h

Vi= | = - k2

B

Ss(w) ~ exp(iv,H)

Su(w)  cos(viH) + z}% sin(vyH)

Si(w) cos(viH) — zﬁh; sin(v,H)

Sp(w)  cos(viH) + it sin(v,H)

exp(2iv,H)

HnVh

(D.1.4a)
(D.1.4b)

(D.1.5a)

(D.1.5b)

(D.1.5¢)

(D.1.5d)

(D.1.5¢)

En la figura (D.3) se presenta la amplitud de la funcién de transferencia para el caso que las densidades de ambos

medios son iguales ([) = /p)—h = 1) para varios cocientes entre las velocidades de propagacion del estrato y el semiespacio

y varios dngulos de incidencia.

20r

18-

14
3
Slzt?
E=
37 10

-
LN ¥ 4

A

RRD R

: -y
. N ]
o]

CeOe
=W N~

Figura D.3: Amplitud de la funcién de transferencia del desplazamiento en superficie para un medio formado por un
estrato sobre un semiespacio ante la incidencia de una onda plana S H.

D.1.3. Respuesta de un espacio completo ante una fuente puntual unitaria

Coordenadas polares

El campo de desplazamientos generado por una fuente puntual es:

Donde:
x: Vector de posicion del observador.

1o (a)r)
Gun(x,éw)=-i—H —

(D.1.6)
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&: Vector de posicién de la fuente.
r=+/(x - xr)? - (z - zr)?: Distancia radial entre el observador y la fuente.

Mientras que los esfuerzos son:

6G22 8G22 or i wr 2) wr
T ,W) = ,W) = —=—\—=|H" | = |7« D.1.7
21 (%) #(9x (vw)=p or ox 4r\ B ! B 4 ( 2)
0G2 0Gypor i [wr @) [ wr
Tz (x,w) = X,w)=p———=—|—|H"|— D.1.7b
223( w) M 9z ( w) M or oz 4r\ B 1 8 Yz ( )
Donde:
Yj = b: Coseno director de la linea que une el punto de aplicacién de la carga (£€) y el punto de medicién del
-
esfuerzo (x).
Por su parte el vector de tracciones se expresa como:
i [wr wr
lz(X, w) =Tyl T Tyl = E (,8) HI(Z) (ﬁ) (yxnx + Vznz) (D.1.8)
Coordenadas cartesianas
En el dominio (k,z, w) la funcién de Green de desplazamientos y tracciones es:
Gn(k,z,w) = —ﬁ exp(—ivlz]) (D.1.9a)
k
T (k,z,w) = 5, exp(—ivlz]) (D.1.9b)
sgn
Tos(k,z,w) = —gT(Z) exp(-ivz) (D.1.9¢)

Aplicando la transformada inversa de Fourier respecto a x, se obtiene la funcién de Green en el dominio (x, z, w):

/ +o00 1
G (x,2,w) = —4L / “exp[-i(kx+uz))]dk  —oco<z<+oo  Imag(v) <0 (D.1.10a)
T J—o00 U
1 +o00
To1(x,z,w) = g exp[—i(kx + v|z|)]dk (D.1.10b)
T J—o0
+o00
Tons (%, 2, w) = —% f exp[—i(kx + vlz|)]dk (D.1.10c)

D.1.4. Respuesta de un semiespacio ante una fuente puntual

La respuesta de un semiespacio homogéneo ante la aplicacién de una fuente puntual en el punto (xr, zr) se obtiene por
medio del método de imagenes, obteniéndose como la suma de la respuesta de un espacio completo ante la aplicacién
de una fuente en (xp,zr) y en (xg, —zr), s decir:

(X, & w) =v(X,Ep, ) +V(X, &R, 0) (D.1.11)

Donde:

v(x,&, w): Respuesta del semiespacio.

v(x, €, w): Respuesta de un espacio completo ante la aplicacion de una fuente en & = (x, zF).
v(x,&;,w): Respuesta de un espacio completo ante la aplicacion de una fuente en &, = (xr, —zF).
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D.2. Deformacion plana

D.2.1. Respuesta de un semiespacio homogéneo ante la incidencia de ondas planas

Los campos de desplazamientos y esfuerzos en un semiespacio debido a la incidencia de ondas planas P o SV pueden
calcularse a partir de las ecuaciones (2.3.8) a (2.3.T1) teniendo en cuenta que para estos solo existe un nimero de onda
horizontal, obteniéndose:

u(x,z,w) = {-ik[p(w) exp(iyz) + p(w) exp(-iyz)] + iv[-§(w) exp(ivz) + 3(w) exp(—ivz) ]} exp(-ikx)  (D.2.1)
w(x,2,0) = {iy [(w) expliyz) - () exp(—iv2)] - ik [§(w) explive) + (w) exp(-ivz) [} exp(—ikx)  (D22)

ra(x,2.0) = {2ky [5(w) expliyz) - p(w) exp(-iy2)] - (K - %) [$§(w) exp(ivz) + 3(w) exp(—ivz) ]} exp(-ik)

(D.2.3)
r(5.2,0) = 1 { (€ = 0%) [5() exp(iv2) + p(w) exp(=iy2)] + 2k [§() exp(ivz) - 3(w) exp(=ivz) ]} exp(—ikx)
(D.2.4)
A partir de evaluar las condiciones de frontera libre en (D.2.3) y (D.2.4) se obtiene:
2ky [p(w) = p(w)] = (K = %) [$(w) + 3(w)] =0 (D.2.5a)
(K = v*) [p(w) + p(w)] + 2kv [§(w) - 3(w)] =0 (D.2.5b)
O de forma equivalente:
2fu[P(w) = ()] = (1~ f3) [$(w) + 3(w)] =0 (D.2.62)
(1= 1) (@) + p(@)] +2£3 [$(w) = 3(w)] = 0 (D.2.6b)
Donde se ha emplead(ﬂ:
W’ ol e -
yzzy—kz—y—fz:? el =22 3(fa) <0 (D.2.9)
2 2 2 2 2
2 _ W 2 W w_wifc _ 122 ~
v_ﬁz_k_ﬂ2_c2_c2(ﬂ2_l)_kfﬁ J(fﬁ)<0 (D210)
!Para incidencias con dngulos positivos (k > 0) se tiene que:
% -1 Ondas P con cualquier dngulo de incidencia y ondas S V con dngulo menor al critico
Y=kfa= ¢ ) (D.2.7a)
k(-iy/1- ;—) Onda S'V con dngulo de incidencia mayor al critico

v=kfz =k ;—2—1 (D.2.7b)

Mientras que para ondas incidentes con dngulo negativo (k < 0) se tiene:

—k+/ ;—22 -1 Ondas P con cualquier dngulo de incidencia y ondas S V con dngulo mayor (menor en valor absoluto) al critico
Y= —kfa=
¢ k(i\/1- ;—22) Onda SV con dngulo de incidencia menor (mayor en valor absoluto) al critico
(D.2.8a)

o= k= k| 5 1 (D.2.8b)

En conclusion, para la incidencia con dngulo negativo solo se debe cambiar f, (para dngulo positivo) por — f, f3 (para el dngulo positivo) por —fz y
calcular & con el dngulo negativo.
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P Sy

sy
(a) Onda P incidente y ondas Py SV reflejadas. (b) Onda SV incidente y ondas Py SV reflejadas

Figura D.4: Ondas Py SV incidentes y ondas Py SV reflejadas.

D.2.1.1. Incidencia de una onda P
A partir de la definicién de velocidad de propagacién horizontal aparente se tiene:
a

c=— S B<a<] (D.2.11a)
sin(y,)

. B . )
sin(y;) = —sin(y) < vs<yp  vsAYpER (D.2.11b)
El resultado de la anterior ecuacién quiere decir que cuando incide una onda plana P sobre un semiespacio se generan
dos ondas planas no inhomogéneas, una de ellas es una onda P que se propaga con un dngulo igual al de incidencia y
otra onda S'V con un dngulo menor al de la onda P incidente (ver figura|D.4(a)).
Abhora, si en (D.2.6) hacemos que §(w) = 0 se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

-2
152 1
L% {l::((f;)))}:p(‘”){l} (D.2.12)

=5

Cuya solucién es:

P(w) _ P 4fafp - (fg_ 1)2

p(w) _15_4fafﬁ+(fﬂZ_1)2 (D.2.13a)
3w) 3 A1)
pw) b Afafs+(fF-1) (D.2.13b)

De las ecuaciones (D.2.13) es importante resaltar que el cociente entre la amplitud de la onda incidente y las reflejadas
es independiente de la frecuencia lo que quiere decir que no es un fendmeno dispersivo.

D.2.1.2. Incidencia de una onda SV

A partir de la definicién de velocidad de propagacién horizontal aparente se tiene:

c= f ) SB< | <avp<a<]c (D.2.14a)
sin(y,
. a
sin(y,) = ] sin(yy) YpEeRVy,eC (D.2.14b)

El resultado de la anterior ecuacién quiere decir que cuando incide una onda plana S sobre un semiespacio se generan
dos ondas planas, una de ellas es una onda S que se propaga con un dngulo igual al de incidencia y otra onda P que
puede ser homogénea o inhomogénea, si se trata de una onda plana homogénea esta se propagara con un dngulo mayor
al de la onda SV incidente (ver figura[D.4(b)), mientras si es inhomogenea se propagard en direcci6n x.
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El criterio empleado para definir si la onda P reflejada es homogénea o inhomogénea consiste en comparar el dngulo
de incidencia de la onda SV con el dngulo critico ¢ ((D.2.13)), si el dngulo de incidencia es menor al critico la onda
reflejada P serd homogénea mientras si es mayor se tratard de una onda inhomogenea.

¥ =sin”! (é) (D.2.15)
@
Para el caso de la incidencia de una onda SV, se tiene que p(w) = 0y a partir de (D.2.6) se obtiene:
o ) 1
-7 (W)
l_fiz {‘;(w)} = §(w) {1} (D.2.16)
T
T
Cuya solucién es:
N N 4 2 _ 1
pw) P _ JoUs ; ) . (D.2.17a)
S(w) § Afafs+(f5-1)
< N 4 o _ 2 _ 1 2
s,(“’) =2 Jals (ﬁ‘; )2 (D.2.17b)
S(w) § Afafp+(fz-1)

Al igual que para el caso de la onda P incidentes, a partir de (D.2.17) se concluye que el cociente entre la amplitud de la
onda incidente y las reflejadas es independiente de la frecuencia, lo que quiere decir que no es un fenémeno dispersion.

D.2.1.3. Onda de Rayleigh

La onda de Rayleigh consiste en una onda Py una onda S inhomogéneas las cuales pueden existir en un semiespacio
sin necesidad de que sean generadas por alguna onda plana incidente.

Lo anterior puede obtenerse a partir de (D.2.6) haciendo p(w) = 0y 3(w) = 0, con lo cual se tiene el siguiente sistema
de ecuaciones:

2far 1- ]f‘? i)(w) _ 0
La solucién de requiere que su determinante sea cero, es decir:
Afufs+(f5-1)°=0 (D.2.19)

Una forma auxiliar de expresar (D.2.19) es la siguiente:

(€-2)* = 161212
2

§4_8§3+24§2—32§+16:16(;2—1)(‘5—1)

L8 4248 - e B,
& 88 +24¢% - 16 1+O[2 §+16azg_o

2 2
53—8§2+8(3—2§2)§—16(1—§2):0 (D.2.20)
Donge:
£=

El hecho que la ecuacién (D.2.20) (o (D.2.19)) no sea funcién de w significa que la velocidad de propagacion de las
ondas de Rayleigh para un semiespacio no depende de la frecuencieﬂ En la ﬁgura se presenta la variacién de la
velocidad de propagacion de las ondas de Rayleigh para un semiespacio en funcién del coeficiente de Poisson (v).

2Como caso general, se tiene que para medios estratificados la velocidad de la onda de Rayleigh depende de la frecuencia, lo cual es conocido
como dispersion.
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—— Teobrico
o Cuadraticq
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14

Figura D.5: Velocidad de la onda de Rayleigh en funcién del coeficiente de Poisson del medio (v).

La ecuacién (D.2.20) solo tiene una raiz real que cumpla 0 < cg < 3, la cual puede ser aproximada por el siguiente
polinomio cuadrético:

%R ~ —0.07600* + 0.20120 + 0.8738 (D.2.21)
Donde:
v: Coeficiente de Poisson del semiespacio.
Debido a que cg < 8 < « se tiene:
2
fo=-i\[1-% (D.2.22a)
o
2
fa=-i - B—’; (D.2.22b)

A partir de (D-2:6) y (D:2.19) se obtiene:

plw) _fi-1_(F-D2 _ 24
W) 2 —(F-D 15

(D.2.23)

Donde se ha empleado (D.2:19).

A partir de (D-21), (D:2:2), p(w) = 0y que §(w) = 0, se tiene que el campo de desplazamientos para las ondas de
Rayleigh en un semiespacio se expresan como:

u(x,z,w) = [—ikp(w) exp(—iyz) + iv3(w) exp(-ivz) ] exp(—ikx) (D.2.242)
w(x,z,w) = [—iyp(w) exp(—iyz) — ik3(w) exp(—ivz) | exp(—ikx) (D.2.24b)

La elipticidad de las ondas de Rayleigh (y) se define como i veces el cociente entre el desplazamiento horizontal y el
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vertical en la superficie, es decir:

u(x,0,w)
=j—2"Z

o) (D.2.25)
b(w) s _ £
—ikp(w) +iv3(w) . Sw) Y/ -7 /B
b)) -iks(w) g p@ g 20
yp\w fam+l f(,l_—f;+1
2fs
Tl 2 26VE1
S i e (D.2.26)
H-+1 B
Donde:
s=£
1 w(x,0,w) 26 -1
-~ - = D.2.27
S T T 0.0) T 2sveod ( )

Dividiendo las ecuaicones (D.2.24) por [-ikp(w) + iv3(w)] se obtiene que el campo de desplazamiento para las ondas
de Rayleigh puede expresarse como:

u(x,z,w) = [262 exp(—-iyz) + (1 - 26%) exp(—ivz)] exp(—ikx) (D.2.28a)
w(x,z,w) = i€ [(1 - 26%) exp(—iyz) + 26 exp(—iuz)] exp(—ikx) (D.2.28b)
12 — = 0
-- —v =10.29
DEEIN —v =033
v=20.5

Desplazamientos adimensionales

-0.4 L L L L L L L I
0
z wz
AR 2meR

Figura D.6: Campo de desplazamiento adimensionalizado respecto al desplazamiento vertical en superficie, en linea
u(0,z,w) —iw(0,z,w)
—-iw(0,0,w) -iw(0,0,w) /*

continua el desplazamiento horizontal ( ) y en linea discontinua el desplazamiento vertical (

Con respecto a los resultados presentados en la figura[D.6] se tiene que los desplazamientos horizontales y verticales
de las ondas de Rayleigh estdn desfasados 90°, lo que da como resultado un movimiento eliptico retrogrado de las
particulas cerca a la superficie y un movimiento eliptico lejos de esta.
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D.2.2. Respuesta de un espacio completo ante una fuente puntual (funcién de Green)

Coordenadas cartesianas

La funcién de Green de desplazamientos y tracciones en el dominio (k, z, w) es:

Coordenadas polares

Gii(k,z,

G3i1(k,z,w) = isgn(z)

Gi3(k,z,

G (k,z,

T311(k,z,w) = sgn(z)

T]]](k,Z,u)) = gz(](:;) |:
T313(k,z,u)) = _f(Zké)

T333(k,z,a)) = sgn(z) ( ) [(kz

Tii3(k,z, w) = sgn(z)

w) =-i

w) =-i

w) = —lsgn(z)

f(w)
"2z

g(w)
2k2

g(w)k
2024

f()
2k

2k2

f(w)
262

K-
[27 exp(—iylz]) +

2

2 2

[ exp(-iyld]) + vexp(~ iu|z|>]

[-exp(~iylz]) +exp(-ivlz])]
[exp(~iy|z]) — exp(~ivfz])]

21

vesp(-inkl) + - exp(-a)|

8() [ 2k exp(~iylz]) + (k* = v*) exp(—iv|z|)]

exp( iylz]) + 2vexp(- zv|z|)]

Y
(ﬁ2 -2 2) %exp(—iy|z|) + 2kvexp(—iv|z|)]

exp(- zv|Z|)]

—v*) exp(~iylz|) - 2&° exp(—iv|z|)]

[ ( . )GXP(—MZD +2k° eXp(—iUIZI)]

(D.2.292)

(D.2.29b)

(D.2.29¢)

(D.2.29d)

(D.2.29¢)

(D.2.29f)

(D.2.29¢)

(D.2.29h)

(D.2.29i)

(D.2.295)

Segtin lo presentado en el articulo [Sanchez-Sesma and Campillo, 1991], la funcién de Green se calcula como:

Top(x,é,n,0) =

Donde:

zp{[B

2ua?

+

D(kr)
232

CHP(qr)  HYY (kr)

A= 5 +
a 52

5 HP (gr)  HP (kr)

- a2 ﬁ2

D(qr) D(kr)
az ,32 ’

D = pH? (p)

1
Gop(x,€, ) = % [6apA — (2YaYp — Oup) B]

AD(qr) ] Yoo + [B

>

(D.2.30)

] [Yang +yynySap] + (C — 4B)y(,yﬁanX} (D.2.31)

(D.2.32a)

(D.2.32b)

(D.2.32¢)

(D.2.32d)
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p= densidad de masa, k = %: nimero de onda S, ¢ = = nimero de onda P, a = / ﬂ;ﬁ: velocidad de las ondas

a

P, B = \/g = velocidad de las ondas S, A, 4 = constantes de Lamé, y, = %o — coseno director, n,= vector normal

r

exterior unitario, r = \/ (x1 —&) + (13- 8&)% HP (.)= Funcién de Hankel de segundo genero y orden m.
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D.3. Tridimensional

D.3.1.

Coordenadas cartesianas

Respuesta de un espacio completo ante una fuente puntual

Basado en lo presentado en [Luzon et al., 1997], 1a funcién de Green puede expresarse como:

Donde:

G,‘j(X, f,w) =

b
drur

[f6i+ (fi — f)vivil

(D.3.1)

r= \/(x1 -& )2 +(x — §2)2 +(x3 — §3)2: Distancia entre la fuente y el observador (magnitud del vector x — £).

Xi=&i

r

[e2

a: Velocidad de propagacién de las ondas P.
B: Velocidad de propagacion de las ondas S.

Y = : Coseno director de la componente i del vector x — §.
k= %: Numero de onda para las ondas S'.
g = “: Numero de onda para las ondas P.

5)2 2 2 . 2i ;
=(Z) [1-=- - — —ik
N Ol L v e e R
5)2 i ) i 1 .
== |—+ - +|1-—-—% —ik
o Ol e e U e S
1
Tij = ) [(g1 — &2 —283) Yivjyum + g3yin; + g2y ni + &3Ykuij]
C] ; Dl i . C2‘ D2‘ .
g = [krAl_,- +Byj+ k—r] + (kr)Jz]exp(—zkr) + [krAzj +Byj+ kirj + (kr)jz ] exp(—igr)

Tabla D.3.1: Coeficientes de la ecuacién (D.3.4).

[ [ J=U [ j=2 [j=3]
Ay 0 0 —i
Ay | - i@ -8 o
B, 4 -2 -3
By | 4Gy -1 4By -1 200
Cyj -12i 6i 6i
Cy 12i2 —6i2 -6if
Dy; -12 6 6
Dy; 12 -6 -6

(D.3.2a)

(D.3.2b)

(D.3.3)

(D.3.4)



Apéndice

Convenciones y definicion de variables

E.1. Convenciones

E.1.1. Ejes coordenados

La convencién de ejes coordenados empleada en esta tesis corresponde a la empleada usualmente en problemas de
elastodindmica, segun la cual los ejes siguen la regla de la mano derecha y el eje vertical corresponde al z y es positivo
hacia abajo. En la figura [E.T| se presenta la convencién empleada en problemas bidimensionales (S H-Love o P — S V-
Rayleigh).

(a) Convencién de ejes empleados en los problemas (b) Convencién de ejes empleados en los problemas
bidimensionales (S H-Love o P — S V-Rayleigh). tridimensionales.

Figura E.1: Convencién de ejes coordenados cartesianos empleados.

E.1.2. Esfuerzos

La convencion positiva para los esfuerzos se presenta en la seccién[1.2.2]

E.1.3. Transformada de Fourier

En esta tesis la convencion para la transformada directa e inversa de Fourier respecto al tiempo son respectivamente:

fw) = f " p() exp(=iwt)dr (E.1.1a)
f(@) = i /::o f(w)exp(ivt)dw (E.1.1b)
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Por su parte para las variables espaciales x, y y z las convenciones para la transformada directa e inversa de Fourier son
respectivamente (por simplicidad solo se presenta para el caso de la variable x):

F(K) = [ " F(x) exp(ikx)dx (E.1.22)
F(x) = i [ :° F(K) exp(=ikx)dk (E.1.2b)

E.1.4. Pulso de Ricker

Se define al pulso de Ricker como la ondicula que tiene la siguiente representacion en el dominio del tiempo y de la

frecuencia respectivamente:
-t g 1 -1 g
R(t)=|[r—=) - = |exp|-[r— E.1.3a
2 l(ﬂ Ip ) 2] pl (ﬂ Ip ) ] ( )

2 2
R(w):—\t/i_r(:)) expl—(:)) } (E.1.3b)

Donde w), = 271/t,,.

E.1.5. Vectores de propagacion y de desplazamiento de las ondas planas Py SV

La convencién positiva para las ondas planas Py SV se presenta en la figura (E.2)), mientras que para las ondas de
Rayleih la convencidn se presenta en (D.2.1.3).

// \\ X
LAV
% N
s N
7 N
Y z A
p p
(a) Convencién de signos positivos para las ondas (b) Convencién de signos positivos para las ondas
planas P incidentes y reflejadas. planas SV incidentes y reflejadas.

Figura E.2: Convencién de signos positivos para las ondas incidentes Py S'V.

Basados en la anterior convencidn de signos para los vectores de propagacion y desplazamiento para las ondas planas,
se tiene que la relacion entre la amplitud de los potenciales de las ondas planas Py S V con la amplitud de estas mismas
ondas es:

Hlw) = i%P(w) (E.1.42)
p(w) = i%f’(w) (E.1.4b)
§(w) = igs’v(w) (E.1.4¢)

$(w) = —igS‘V(w) (E.1.4d)
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E.2. Definicion de variables

La siguiente es la definicidn de las variables empleadas en esta tesiﬂ

Jfo = 4Beta,/H: Frecuencia fundamental del modelo unidimensional de un estrato sobre un semiespacio.

. Frecuencia de corte parael modon,n=0,1,2,---.

Héb): Funcién de Hankel de orden a y de especie b.

k: Numero de onda horizontal.

k,: Nimero de onda radial.

ko = %: Numero de onda de las ondas P.

kg = %: Numero de onda de las ondas S .

n: Vector normal exterior.

P(w): Amplitud del potencial de la onda P ascendente.

P(w): Amplitud del potencial de la onda P descendente.

P(w): Amplitud de la onda P ascendente.

P(w): Amplitud de la onda P descendente.

r: Coordenada radial, centrada en la fuente.

§(w): Amplitud del potencial de la onda S ascendente.

3(w): Amplitud del potencial de la onda S descendente.

S (w): Amplitud de la onda S ascendente.

S (w): Amplitud de la onda S descendente.

t(n): Vector de tracciones en una cara con vector normal exterior n.
r{‘(x, n, ¢): Componente en direccién x; del vector de traccién normal.
u) (x,w): Respuesta de campo libre.

x: Vector de posicion del observador.

a= A;#: Velocidad de propagacién de las ondas P.

B= \/g : Velocidad de propagacion de las ondas .

y: Nimero de onda vertical para las ondas P.

vi= X ;5’: Coseno director en direccion x;.

I': Frontera del problema en estudio.

A: Constante de Lame.

u: Médulo de rigidez a cortante (constante de Lame).
v: Nimero de onda vertical de las ondas S.

&: Vector de posicidn de la fuente.

p: Densidad.

7;;: Traccion en direccion x; en una cara con normal exterior paralela a x;.
w: Frecuencia circular.

Q: Dominio del problema en estudio.

En caso de usarse otras convenciones, estas se explicaran de forma explicita en el lugar correspondiente.
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