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Introduccion

Este trabajo es motivado por un problema de ecuaciones diferenciales que resolvemos a
través del estudio de la estructura de los ntimeros reales. Dicho problema involucra el estudio
del comportamiento local de soluciones de una ecuacion diferencial cerca de un punto singu-
lar mediante un método conocido como explosiéon de singularidades. El problema consiste en
encontrar las condiciones que debe satisfacer una ecuaciéon diferencial de cierto tipo para que
después de un numero finito de explosiones estemos en el caso dicritico. Para resolver esto es-
tudiaremos en general lo que sucede con dicha ecuacion al hacer explosiones sucesivas, llegando
a que su comportamiento depende del tipo de nimero real que sea el cociente de los valores
propios de la matriz que define al campo asociado a la ecuacién. Veremos que si este cociente
es real, podemos describir qué nuevas ecuaciones obtendremos al hacer explosiones segun el
tipo de ntmero real que sea. Para analizar este comportamiento estudiaremos la estructura
de los nameros reales. Con ello, por un lado daremos respuesta al problema que motiva este
trabajo y por otro abriremos la puerta a un estudio mas general de la relaciéon que hay entre la
distribucion de los racionales e irracionales en la recta real y el comportamiento de ecuaciones
diferenciales de cierto tipo bajo explosiones. Paralelamente, haremos un estudio geométrico de
la estructura de los niimeros reales.

Para estudiar la estructura de los nimeros reales usaremos distintos materiales que nos per-
mitiran analizarlos, tanto a ellos como su construccion, desde varias perspectivas: el algoritmo
de Euclides, las fracciones continuas y el arbol de Stern-Brocot. Estos materiales nos ayudaran
a comprender y resolver el problema de ecuaciones diferenciales que abordamos. Ya habiendo
dado respuesta al problema original, incorporaremos a nuestro estudio de los ntimeros reales
las transformaciones modulares y las aproximaciones racionales, con lo que podremos decir un
poco méas del comportamiento de ciertas ecuaciones diferenciales bajo sucesivas explosiones. El
enfoque con que abordaremos todos estos materiales es primordialmente geométrico.

En el primer capitulo veremos en qué consiste la explosion de singularidades, daremos al-
gunos ejemplos de los casos que nos interesan y plantearemos el problema a resolver en este
trabajo.

En el capitulo 2 hablaremos del algoritmo de Euclides. Introduciremos el maximo comin
divisor y el algoritmo de la division para hablar después de las distintas versiones del algoritmo
de Euclides. El concepto de conmensurabilidad detras del algoritmo es crucial en el analisis que
haremos, y estara presente en los otros materiales.

El lenguaje que usaremos a lo largo de todo el trabajo son las fracciones continuas. En el
capitulo 3 nos dedicaremos a ellas. Daremos primero algunas definiciones basicas y después
probaremos que podemos usarlas como una representacion de los niimeros reales. Veremos la
interpretacion geométrica de esta representacion y algunas ventajas que tiene. Para hablar de
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algunas de estas ventajas introduciremos el concepto de mejores aproximaciones racionales, que
colinda ya con el terreno de las aproximaciones racionales de las que hablaremos en el capitulo

8.

En el capitulo 4 estudiaremos el d&rbol de Stern-Brocot. Estudiaremos un conjunto de arboles
que nos serviran como bisagra principal entre las fracciones continuas, el algoritmo de Euclides,
las transformaciones modulares y nuestro problema de explosiéon de singularidades. Si bien en
el Algoritmo de Euclides esta ya el concepto fundamental que usaremos para el estudio de la
estructura de los ntimeros reales, y en las fracciones continuas encontramos un lenguaje para
estudiarlo, los arboles que presentaremos en este capitulo nos dan un método para llevar a cabo
este estudio.

En el capitulo 5 nos dedicaremos a establecer relaciones entre el algoritmo de Euclides,
las fracciones continuas y el arbol de Stern-Brocot. Una vez vistas las relaciones entre estos
materiales, podremos dar una interpretaciéon geométrica de una construccion de los nimeros
reales a partir de sucesiones de vectores en el arbol de Stern-Brocot. Con esta interpretacion
podremos ver a cada nimero racional como la pendiente de un vector en el arbol de Stern-
Brocot, y a cada ntimero irracional como el limite de una sucesion de racionales, no de forma
aislada, sino en el contexto de la construccion de todos los ntimeros reales. Con lo visto hasta este
momento estaremos listos para dar respuesta al problema de ecuaciones diferenciales planteado
inicialmente.

En el capitulo 6 haremos una asociacion entre ecuaciones diferenciales y vectores en el plano
que nos permitira usar la herramienta desarrollada hasta ahora para dar respuesta al problema
original. Expresaremos la accion de la explosion de una ecuaciéon como una transformacion lineal
aplicada a su vector asociado, lo que nos dara un lenguaje sencillo para abordar el problema
de explosiones sucesivas. Afirmaremos que llegamos al caso dicritico si y sélo si el cociente de
valores propios en cuestion es un racional positivo. Usaremos su fraccion continua para decir
ademéds cuéntas explosiones requerimos.

En el capitulo 7 llevaremos los resultados del capitulo 6 un poco mas lejos, abordando el
caso en que el cociente que estudiamos es irracional. Para explorar este caso, daremos una
version modificada del arbol de Stern-Brocot. A lo largo de este capitulo trabajaremos con
tres materiales principalmente: transformaciones modulares, fracciones continuas y productos
de potencias de las matrices (1) y (19). Veremos cémo pasar de cada uno de estos lenguajes
a los otros dos. Con las transformaciones modulares podremos dar una particién de los niimeros
reales estrechamente relacionada con las fracciones continuas; seré significativa en el contexto
de explosion de singularidades.

En el capitulo 8 hablaremos de las aproximaciones racionales, que es el lugar natural a caer
si se ahonda un poco en la particion de R definida en el capitulo 7. Veremos a las aproximaciones
racionales usando la interpretacion geométrica que habremos dado de las fracciones continuas y
del arbol de Stern-Brocot. Hablaremos del espectro de Lagrange y de los teoremas de Hurwitz,
Liouville y Roth, y diremos algunas interpretaciones de estos resultados en el contexto de
explosion de singularidades.

En el capitulo 9 diremos brevemente como podemos extender nuestros resultados al caso
complejo. Veremos que en este caso también esta presente la estructura de los nimeros reales.

No es el proposito de este texto hacer un estudio riguroso ni de la divisibilidad en los enteros,
ni de las fracciones continuas, ni de las transformaciones modulares, ni de las aproximaciones
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racionales. Més bien buscamos entender como se pueden integrar estos materiales para estu-
diar la estructura de los nimeros reales, y qué nos dicen en el contexto de la explosion de
singularidades.

Los requerimientos para que este texto sea accesible son cubiertos basicamente por un curso
de Algebra Superior 11, un curso elemental de Algebra Lineal, los primeros tres cursos de Célculo
y un primer curso de Ecuaciones Diferenciales.
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Capitulo 1

Explosion de singularidades

La explosion de singularidades es un método usado para estudiar el comportamiento cuali-
tativo de las soluciones de una ecuacion diferencial cerca de un punto singular. Antes de entrar
en materia, pongamonos de acuerdo en el lenguaje y notacion que manejaremos a lo largo de
este trabajo.

Dado un campo vectorial analitico F' definido en U, abierto de R?
F:UcCR*—R? (1.1)
x — F(x)
definimos la ecuacion diferencial asociada al campo (1.1) como

_dx
Cdt’

Una solucion de (1.2) es una curva parametrizada ¢ : A C R — U C R? que satisface que

x = F(x), con X x € R2, (1.2)

%2(t) = F(plt).

Esto significa que el vector tangente a las soluciones de la ecuacion (1.2) en cada punto
coincide con el campo (1.1) evaluado en ese punto.

F__

/
N

/

7

Figura 1.1: Soluciones de la ecuacion diferencial asociada al campo F'.

Denotamos por (g, Xg) a la solucion ¢ que satisface la condicion inicial p(tg) = xq. Al
retrato de las soluciones ¢(t) = (x(t),y(t)) en el plano (z,y) le llamamos el retrato de las fases
de la ecuacion (1.2).

—_



2 Explosion de singularidades

Un punto singular de la ecuacion diferencial (1.2) es aquel en que F'(x) = 0, es decir, donde
se anula el campo asociado a la ecuacion. Si x( es un punto singular de (1.2), entonces

o(to, x0) = p(t,%0) para todo ¢t € A.

De manera anéloga, definimos en el caso complejo la ecuacion asociada a un campo vectorial
analitico F' definido en un abierto U de C?

F:UcC?—cC? (1.3)
x — F(x)
como la ecuacion p
x = F(x), con X = d—j, x € C? t€C, (1.4)

considerando que las soluciones de la ecuacion (1.4) (las curvas cuyo vector velocidad esta dado
por el campo (1.3)) son ahora curvas complejas. Trabajaremos en general en el caso real, y
hasta que quede entendido éste diremos algo del caso complejo.

Si el campo F' asociado a una ecuacion diferencial es lineal, conocemos bastante bien el
comportamiento de las soluciones, y podemos darlas explicitamente. No nos detendremos a
mencionar todos los casos de ecuaciones lineales, pero ya que trabajaremos mucho con ecuacio-

nes de tipo
x p 0\ [z T = px
(y> (0 Q) (y) y=ay o

con p,q € R en el caso real, y p,q € C en el caso complejo, nos conviene recordar rapidamente
como se comportan sus soluciones. Las soluciones de la ecuacion (1.5) son de la forma

o(t) = (crePt, cyeh),

con cq, ¢ constantes. Recordemos como es el retrato de las fases de la ecuacion (1.5) en el caso
real, segin los valores que tomen p y ¢.

a) Siqg,p#0,q/p >0y |q < |p| entonces el tnico punto singular es el origen, y es una
singularidad de tipo nodo raiz ! (repulsor si p,q > 0 y atractor si p, ¢ < 0). Ver figura 1.2

a).

b) Siq,p # 0, q/p > 0y |p| < |g| entonces el tnico punto singular es el origen, y es una
singularidad de tipo nodo parabolico (repulsor si p,q > 0 y atractor si p,q < 0). Ver
figura 1.2 b).

c) Siq,p#0yq/p <0, entonces el tinico punto singular es el origen, y es una singularidad
de tipo silla. Ver figura 1.2 ¢).

d) Sip=gq, con p,q# 0 el origen es el Gnico punto singular, y es una singularidad de tipo
nodo radial (repulsor si p,q > 0 y atractor si p, ¢ < 0). Ver figura 1.2 d).

'En el caso de la singularidad de tipo nodo, para distinguir el tipo de tangencia con que las soluciones llegan
al origen, haremos la distincién llamando nodo tipo raiz a aquellos en que las soluciones llegan con tangencia
mayor que 1 y llamando nodo tipo parabélico a aquellos en que llegan con tangencia menor que 1.



Explosion de singularidades 3

e) Sip=01y q#0 entonces tenemos todo el eje z como puntos singulares y el resto de las
soluciones recorren rectas transversales al eje x. Ver figura 1.2 e).

f) Sip+# 0y g =0 entonces tenemos todo el eje y como puntos singulares y el resto de las
soluciones recorren rectas transversales al eje y. Ver figura 1.2 f).

I\,
N7

a) b) ¢)
y y y
d) e) )

Figura 1.2: Posibles retratos de las fases de la ecuacion (1.5) para distintos valores de p y g.

Cuando el campo vectorial F' es mas complicado, puede resultar muy dificil (si no imposible)
encontrar las soluciones explicitas a la ecuacion x = F(x). Entonces recurrimos a un estudio
cualitativo de ellas. Para ello, lo primero que hay que subrayar es que fuera de los puntos
singulares siempre es posible, localmente, rectificar el campo de vectores; es decir, en cada
punto no singular, es posible definir una vecindad de dicho punto y un difeomorfismo de un
abierto del plano que nos permite (en las coordenadas de la imagen) ver al campo vectorial en
su forma mas sencilla posible: como vectores paralelos a uno de los ejes. Por consiguiente, por
lo menos desde el punto de vista local, el comportamiento “no trivial” se concentra alrededor
de los puntos singulares. Es por esta razon que para estudiar el comportamiento cualitativo de
las soluciones de manera local, nos fijamos en los puntos singulares, y buscamos entender como
se comportan las soluciones alrededor de ellos.

Hay varias maneras de estudiar como se comportan las soluciones cerca de un punto singular.
Ya que conocemos el comportamiento de las soluciones de ecuaciones lineales, lo primero que
hacemos es ver cuédndo la ecuacion es linealizable en una vecindad del punto singular; es decir,
si podemos llevar el campo vectorial F' a un campo lineal por medio de un homeomorfismo H.
Dependiendo de las propiedades de las soluciones de la ecuacion diferencial & = F'(x) que nos
interese analizar consideramos el tipo de transformacién H: biholomorfismo, difeomorfismo u
homeomorfismo. La existencia del homeomorfismo H nos garantiza que hasta cierto punto las
soluciones de & = F'(z) se comportan de manera similar a las soluciones de la ecuacion lineal en
una vecindad del punto singular (si H es bioholomorfismo, obtenemos la equivalencia mas fuerte:
analitica, si es difeomorfismo se tiene una equivalencia menos estricta, y si es homeomorfismo, el



4 Explosion de singularidades

resultado es la equivalencia mas débil: topologica). Algunos de los resultados méas conocidos de
linealizacion son los teoremas de Siegel y Poincaré ([2] §22, §23), en los que se dan condiciones
tnicamente sobre la parte lineal de una ecuaciéon para que ésta sea analiticamente equivalente
a su parte lineal en el punto singular. Estas condiciones recaen sobre el tipo de relaciéon que
guardan los valores propios de la matriz que define la parte lineal del campo vectorial en el
punto singular.

Para estudiar el comportamiento de las soluciones de manera global, se estudian otras solu-
ciones, como por ejemplo orbitas periddicas, u érbitas homoclinicas y heteroclinicas, que junto
con los puntos singulares ayudan a determinar el comportamiento global de las soluciones.
Cuando no podemos linealizar la ecuacion @ = F(z), ya sea porque no se dan las condiciones
para aplicar los teoremas de linealizaciéon, o porque el campo no tiene parte lineal, podemos
recurrir a un método conocido como explosion de singularidades. Dicho de manera informal,
en el caso real consiste en transformar el punto singular en una circunferencia y transformar
difeomorfamente una vecindad agujerada del punto singular en una vecindad de la circunferen-
cia. Cada punto de la circunferencia representa a una pendiente distinta. Si una curva corta
a la circunferencia en un punto p, significa que en la vecindad original hay una curva que se
aproxima asintoticamente al punto singular con una pendiente igual a la representada por el
punto p.

En el caso complejo el punto singular es sustituido por una esfera, y se da un biholomorfismo
en una vecindad agujerada del punto singular que la lleva a una vecindad de la esfera. Este
procedimiento nos permite estudiar con mucho detalle el comportamiento de las soluciones en
vecindades de puntos singulares.

1.1. Explosién de singularidades

Se pueden hacer muchos tipos de explosiones, que en esencia hacen lo mismo: llevar el punto
singular a una circunferencia o esfera para poder estudiarlo mejor. Para ver una construccion
formal de la explosion véase [12|. Para un panorama de distintos tipos de explosiones con muchos
ejemplos, ilustraciones, y un poco de historia, véase [3]. La explosion se puede hacer tanto en el
caso real como en el caso complejo. Estudiaremos primero el caso real, que es en donde haremos
la mayor parte de las construcciones. Supondremos que la singularidad a explotar es el origen:
de no ser asi, llevamos la singularidad al origen mediante una traslaciéon adecuada.

Definimos la funcién 7—! de la siguiente forma:

1 R?\ {0} — RP!
(z,y) — m(z,y) = (z : y)

donde RP! es el espacio proyectivo real de dimension 1.2 Definimos a M como la grafica
de 77!, es decir, {(z,y,m(z,y))}. Consideramos la cerradura de M, con lo que incluimos a
7740) := E. M es una variedad,® que como veremos, podemos visualizar como la banda de
Mébius. Llamamos a E ~ S! el divisor excepcional de M.

2Se puede consultar la definicion del espacio proyectivo real de dimension n en [1] §33. A RP* también se le
conoce como la recta proyectiva real; es homeomorfa a S! (la circunferencia unitaria).
3En [1] §33 pueden consultarse las definiciones de cartas y variedad.



Explosion de singularidades 5

Damos las siguientes cartas® para la variedad M:

Si (z,y) € R*\ {0} y x#0, entonces (x,y) — (z,u), con u=

Si (z,y) € R*\ {0} y y#0, entonces (z,y) — (v,y), con ©v=

QIR 8w

Veamos que estas cartas en verdad cubren a la banda de Mobius. Para ello, veamos qué
sucede con una vecindad del origen al aplicar estos cambios de coordenadas. Si tomamos una
recta por el origen en (z,y), significa que tanto u como v son constantes, de modo que rectas por
el origen se transforman en rectas horizontales en las coordenadas (z,u), y en rectas verticales
en las coordenadas (v,y). En particular la recta x = y con pendiente 1 va a las rectas u =1y

v = 1. La recta x = —y con pendiente —1 va a las rectas u = —1 y v = —1. Ver figura 1.3.
y U Y
T=1y
1
x X -1 1 v
-1
T =y

Figura 1.3: Rectas x = y y * = —y en las coordenadas (x,u) y (v,y).

El origen se transforma en todo el eje u y todo el eje v. Aunque 7~! no esté definida para
(0,0), al tomar la cerradura de M si queda incluido.

Analicemos semirrectas que pasen por el origen para ver a déonde va una vecindad del origen
bajo 71, Vemos que u y v son inversas multiplicativas una de la otra, y tienen el mismo signo.

Si tomamos la semirrecta y = 0 y > 0 en una vecindad del origen, tenemos que en las
coordenadas (x,u) es también el lado positivo del eje z. Esto solo lo vemos en las coordenadas
(x,u), pues y = 0 no esta contemplado en las coordenadas (v,y). Si continuamos tomando
semirrectas con x > 0 aumentando la pendiente hasta llegar a la pendiente 1 en (x, u) obtenemos
semirrectas con u constante y x positivas hasta llegar a u = 1. Una vez fuera de u = 0, también
vemos estas semirrectas en las coordenadas (v, y), en donde tenemos y > 0y v = 1/u constante.
La altura de las semirrectas en (v, y) va disminuyendo hasta v = 1. Ver figura 1.4 (lo ilustramos
de una vez en la banda de Mobius; al final del anélisis quedara claro que las cartas si estan
cubriendo esta variedad).

y (z,y) =

Figura 1.4: Imagen bajo 7~! de semirrectas con z > 0 y 2 >0 hasta u = 1.
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Seguimos tomando semirrectas con x > 0 en una vecindad del origen, con pendiente cada
vez mayor, hasta llegar a la pendiente infinito (x = 0). Justo este caso ya no lo vemos en la
carta (z,u), pero si en la carta (v,y), en que v = 0. El eje y con y > 0 se va al eje y positivo
en la carta (v,y). Ver figura 1.5.

Yy _ (x,y) —

Figura 1.5: Imagen bajo 7! de semirrectas con o > 0 y 2> 0.

Continuamos ahora con pendientes negativas, es decir, u,v < 0. Partimos de la pendiente
infinito en (z,y), y tomamos pendientes negativas cada vez menores (en valor absoluto) hasta
llegar a la pendiente —1, ahora con x < 0, y > 0. Una vez fuera de x = 0, vemos las semirrectas
en ambas cartas: son transversales al eje v y v, ahora con u,v < 0, y > 0. Asi desde de v =0
hasta la constante u = v = —1. Ver figura 1.6.

Figura 1.6: Imagen bajo 7! de semirrectas con x < 0y 2 <0 hasta v = —1.

Seguimos tomando semirrectas cada vez con menor pendiente hasta llegar nuevamente a la
pendiente cero. Notamos que llegamos a u = 0 con x < 0, es decir, “por el otro lado” de donde
partimos con la semirrecta x > 0, y = 0. Aqui se aprecia la torcedura de la banda de Mobius.
Ver figura 1.7.

Figura 1.7: Imagen bajo 7! de semirrectas con o < 0 y 2 <0.
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Seguimos de la misma manera, ahora tomando semirrectas en el tercer cuadrante, cada
vez con mayor pendiente, hasta llegar nuevamente a la pendiente infinito (v = 0). Obtenemos
semirrectas con u y v constantes, pero ahora con x < 0. Ver figura 1.8.

Yy
(z,y) = (v,y) y

(
y

v =

7 ™\ v
\/ T

(z,y) = (z,u) -1
4

u =

Figura 1.8: Imagen bajo 7! de semirrectas con o < 0 y 2> 0.

Continuamos tomando semirrectas ahora con pendiente negativa y x > 0 hasta regresar
finalmente a la pendiente 0, x > 0, donde comenzamos. Ver figura 1.9.

! (z,y) = (v,9) y

(
y

v =

/\ ]

~—"
(2.9) = (z.u) ~
¥

u =

Figura 1.9: Imagen bajo 7! de semirrectas con x > 0 y 2 <0.

Asi, una vecindad del origen va a dar a la banda de Mé&bius. El eje u y el eje v (que son
el mismo) son el divisor excepcional de la banda de Mobius, y son la preimagen del origen de
(2,9).

Habiendo hecho esta construccion, aplicaremos los cambios de coordenadas (x,y) — (z, u)
y (z,y) — (v,y) al campo vectorial asociado a nuestra ecuacion para llevarlo a un nuevo campo
vectorial en la banda de Mobius, que vemos a través de cada una de las cartas coordenadas;
tendremos una nueva ecuaciéon asociada a este campo.

Es comun que al aplicar los cambios de coordenadas, las coordenadas del campo vectorial
que se obtiene tengan alguna funcién como factor comtn. Cuando esto ocurre se suele dividir
el campo vectorial por esta funciéon, resultando un campo de direcciones en lugar de un campo
vectorial. La idea detras de un campo de direcciones es quedarnos tinicamente con la direccion
de los vectores de un campo vectorial, perdiendo la magnitud y el sentido. Generalmente, al
explotar obtenemos no campos vectoriales en la banda de Mobius, sino campos de direcciones,
y se trabajan las ecuaciones asociadas a estos campos de direcciones. Sin embargo, como a lo
largo de este trabajo no dividiremos por ninguna funcién, no perdemos el sentido ni direcciéon
y seguiremos llamando campos vectoriales a los campos resultantes de la explosion.
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Veamos cuéles son las ecuaciones resultantes en cada una de las cartas de la explosion de
la singularidad de la ecuacion

v = g(z,y) (1.6)

con singularidad en el origen. En las coordenadas (x,u), ya que que u = z/y, la primera
coordenada del campo vectorial queda:

&= f(x,ux).
Para la segunda coordenada tenemos

. gr—xy  glx,y)r— f(r,y)y
u = =
x? x?

y=zu

Asi, la nueva ecuacion en las coordenadas (z,u) es

De manera analoga, partiendo de que v = z/y, obtenemos para las coordenadas (v, y)

C_dy—gr _ flzy)e—g(@y)y

- 2 - 2
Yy ) T=vyY

en la primera coordenada, y
y=g(vy,y)

en la segunda. De modo que la nueva ecuacion en (v,y) es

o Fyy) vy — gy, y)y (1.8)

y2

y = g(vy,y)

La idea es estudiar estas nuevas ecuaciones para obtener mas informacién de lo que no
vefamos en la original por estar de algiin modo “comprimido”. Generalmente se obtienen nuevos
puntos singulares en las nuevas ecuaciones, y éstos nos dan informaciéon de las soluciones de
nuestra ecuacion. Estos puntos singulares pueden a su vez ser explotados.

1.2. Algunos ejemplos

Hagamos algunos ejemplos de explosiones. Aunque lo que explotamos es una singularidad
de una ecuacion, si ésta solo tiene un punto singular (como es el caso de las ecuaciones lineales),
y no hay duda de cual punto singular estamos explotando, diremos (ddndonos cierta licencia
de lenguaje) que explotamos la ecuacion.
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Ejemplo 1.1. Consideremos la ecuacion

G) -G 19

Hacemos entonces los cambios de coordenadas para obtener las nuevas ecuaciones en las nuevas
coordenadas. Para la carta (xz,u) tenemos que

T=x
. yr—TYy  Yyr —ay
T T —
Andlogamente, en la carta (v,y) tenemos
. TYy—gyr Ty —yx
v = 5 = 5 = O
Y ) T=vYy

y=y.

De modo que en las cartas (x,u) y (v,y) la ecuacion (1.9) se transforma en las ecuaciones:

() -60C) » 6)-6D0)

respectivamente. Sus retratos de las fases aparecen en la figura 1.10.

Yy U )
r=x =z =0
y=y =0 y=y

Figura 1.10: Retratos de las fases correspondientes a la explosion de (1.9).

En la figura 1.11 se muestra el retrato de las fases resultante en la banda de Mdbius.

Y

Figura 1.11: Explosion de la ecuacion (1.9).
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Notamos que todos los puntos en el divisor excepcional son puntos singulares. El resto de
las soluctones son transversales al divisor excepcional. Cuando esto ultimo suceda diremos que
estamos en el caso dicritico. Si el divisor excepcional es un subconjunto invariante bajo el campo
de direcciones, diremos que estamos en el caso no dicritico.

Ejemplo 1.2. Consideremos la ecuacion

T 5 0\ [z
() =62 C) w10
Al hacer la explosion, obtenemos en las coordenadas (x,u) las ecuaciones

T = 5x

. 2yr—bzy  —3wy  —3ux’

U = —-3u

x? x? x?
y en las coordenadas (v,y) las ecuaciones

. bxy —2yx  3xy  Bua?
v = = = 5 _= 32}

y? x? x
y=2y
de modo que al explotar la ecuacion (1.10) obtenemos las nuevas ecuaciones
z\ (5 0\ (= v\ (3 0\ (v
w)  \0 -3)\u y)  \0 2)\y
cuya singularidades son silla y nodo respectivamente. Ver figura 1.12.

y y

RN

Figura 1.12: Explosion de la ecuacion (1.10).

Los tnicos puntos singulares del campo resultante en la banda son el (x,u) = (0,0) y el
(v,y) = (0,0). El resto del divisor excepcional es solucion de la nueva ecuacion.

Al tomar la pendiente de vectores en R? como una nueva coordenada podremos estudiar
como se comportan las soluciones con relaciéon a la pendiente. En el ejemplo 1.1, las soluciones
se comportaban igual sin importar desde qué pendiente las veamos, lo que se refleja en la
regularidad del campo vectorial obtenido en la banda, que es igual en cualquier valor de u y
v v todo el divisor excepcional son puntos singulares. En cambio, en el ejemplo 1.2 hay dos
pendientes “especiales”™ u = 0 y v = 0, que es donde aparecen nuevos puntos singulares. En el
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ejemplo 1.1, en la ecuacion (1.9), conforme ¢ — oo las soluciones no cambian su pendiente. En
cambio, en el ejemplo 1.2, en la ecuacion (1.10), conforme ¢t — oo la pendiente de las soluciones
tiende a cero. Podriamos decir que la pendiente cero “atrae a las soluciones”, por lo que tiene
sentido que al explotar la ecuacion, en las coordenadas (x,u) tengamos un punto silla: el eje
x expulsa (como antes) y el eje u atrae. Si lo vemos en términos de v, podemos decir que la
pendiente infinito, “repele” a las soluciones de (1.10) conforme ¢ — oo, por lo que también tiene
sentido que al explotar, en las coordenadas (v,y) tengamos un nodo repulsor: el eje v expulsa
(como antes) y el eje y también.*
Veamos ahora qué sucede al explotar un punto silla.

Ejemplo 1.3. Consideremos la ecuacion
s 1 0\ [z
()= ) C) 1)

2

Dado que

. —yr—azy  —2ua’ . xy+ay  2ux
u = = V= —

= 2u
2 2

= = = —2u Y

entonces la explosion de la ecuacion (1.11) nos da las ecuaciones:

z\ (1 0\ /(z v\ (2 0\ (v

w)  \0 -2/ \u y) \0 -1)\y
En este caso, obtenemos en ambas cartas nuevamente ecuaciones con singularidad de tipo silla.
Ver figura 1.13.

Yy
k /_\ v
TL m \
X
/ x

Figura 1.13: Explosion de (1.11) (una singularidad de tipo silla).

JI\..

Haciendo una lectura geométrica de este altimo ejemplo, en la ecuacion (1.11) tenemos que
la pendiente infinito es la que “atrae” a las soluciones, pues sus pendientes tienden a infinito si
t — oo. Por lo que tiene sentido que obtengamos sillas en ambas cartas: el eje x atrae y el eje
u expulsa mientras que el eje v atrae y el eje y expulsa.

Como 1ultimo ejemplo, veamos la explosion de un nodo parabélico.

4Este analisis funciona para un campo vectorial, pero no para un campo de direcciones.
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Ejemplo 1.4. Consideremos la ecuacion

(5)-62)0) 412

Al hacer la explosion, obtenemos en las coordenadas (z,u) y (v,y) las nuevas ecuaciones:

(-6 66 2)0)

cuyas singularidades son nodo y silla respectivamente. Ver figura 1.14.

)
VRN 0
T W
xT
X

Figura 1.14: Explosion de la ecuacion (1.12).

En este caso las pendientes de las soluciones de (1.12) tienden a infinito cuando t — oo,
por lo que en (x,u) tanto el eje x como el eje u “expulsan”, y tenemos un nodo. En (v,y) el eje
v “atrae” y el eje y “expulsa”, por lo que el origen de (v,y) es una singularidad de tipo silla.

Naturalmente, podemos explotar la singularidad de las ecuaciones (1.4). Explotemos la sin-
gularidad de la carta (x,u) (que ya vimos en el ejemplo 1.1) haciendo los cambios de coordenadas

para  (z,u) € R2\{0} y z#0, y

para (x,u) € R*\ {0} y wu#0.

(x,u) = (z,s) con s=

fIvg |

(x,u) = (w,u) con w=

Obtenemos las ecuaciones

(=600 » (-)0E)

Podemos visualizar esta nueva explosion como muestra la figura 1.15.
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<

Figura 1.15: Explosion de la ecuacion en coordenadas (x,u) como segunda explosion de la
ecuacion (1.12).

En general nos sirve estudiar los nuevos puntos singulares que aparecen en la banda. Al
explotar la singularidad de ecuaciones del tipo (1.5), siempre que ninguno de los valores pro-
pios de la matriz que define al campo asociado a la ecuaciéon sea cero, entonces tanto en las
coordenadas (z,u) como en las coordenadas (v, y) el inico punto singular es el origen.

Es importante mencionar que en la explosion, al tomar como nuevas coordenadas el cociente
de x y y, lo que resulta determinante es la relaciéon que guardan las coordenadas de las soluciones
o(t) = (x(t),y(t)). Si tomamos un multiplo escalar de un campo vectorial, al explotar su
ecuacion asociada obtenemos las mismas ecuaciones que obtendriamos explotando el original,
difiriendo tnicamente por el multiplo escalar. Aclaramos esto en la siguiente observacion.

Observacidén 1.5. Dada la ecuacion

i = f(z,y)

. 1.13

y=g(z,y) (1.13)
con singularidad aislada en el origen, y un mailtiplo escalar de ésta:

j=kglz,y)

donde k € R (0o k € C en el caso complejo), si al explotar el origen en la ecuacion (1.13)
obtenemos las ecuaciones
T = hl(xvy) U= hg([L’,y)
U= hg([L’,y) y - h4($,y)
entonces al explotar el origen en (1.14) obtenemos
T = khy(z,y) v = khs(z,y)
w = khy(z,y) g = khy(z,y)

Para convencerse de la afirmacion anterior basta sustituir la expresion (1.14) en (1.7) y (1.8)
y ver que se satisface la afirmacion.
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1.3. Planteamiento del problema

Nos enfocaremos en estudiar ecuaciones de tipo

()= 0) 19

con p,q € R, con lo que también estudiaremos el comportamiento local (en vecindades de
puntos singulares) de ecuaciones no lineales que tengan, en el punto singular, expresion en serie
de Taylor con esta parte lineal (es posible decir algo atn si la ecuacion no es linealizable). Al
explotar la ecuacion (1.15) obtenemos en las respectivas cartas las ecuaciones

6)-G.2)6) » G- )0)

que son nuevamente ecuaciones del tipo (1.15). Podemos ahora explotar nuevamente cada una
de estas ecuaciones, y continuar explotando cada nueva singularidad que obtenemos. En cada
explosion aparecen dos puntos singulares (uno en cada carta). Ilustramos esto a manera de
arbol en la figura 1.16.

Figura 1.16: Explosiones sucesivas de la ecuacion (1.15).

La pregunta es: ;llegamos eventualmente al caso dicritico? es decir, ;llegamos a una ecuacion
asociada a un campo lineal cuya matriz que lo define tiene un valor propio cero? jqué condiciones
deben satisfacer p y ¢ para que asi sea? En caso de que esto pase, jde cuantas explosiones
requerimos? ;Qué méas podemos decir al respecto? De las primeras explosiones que hacemos
(que vemos en la figura 1.16) queda claro que la respuesta depende de la relacion que guardan
p y q. Vemos, por ejemplo que si ¢ = 2p, entonces en dos explosiones llegamos a un campo
definido por una matriz con un valor propio cero (como ocurri6 en el ejemplo 1.4). En general,
vemos que si ¢ = kp con k € Z* también llegaremos a un campo definido por una matriz con
un valor propio cero en k explosiones.

Para dar respuesta a las preguntas anteriores, haciendo un estudio completo de los posibles
casos para los distintos valores de p y ¢, usaremos las herramientas de fracciones continuas, el
arbol de Stern-Brocot y el algoritmo de Euclides. Esto nos llevara a estudiar la estructura de
los nimeros reales. Esperamos que este texto ayude a entender la relacién que estos materiales
guardan entre si, y la relaciéon que tienen con la explosion.



Capitulo 2

El algoritmo de Euclides

En el problema de ecuaciones diferenciales que estudiaremos resulta crucial la relacién que
guardan entre si los valores propios de la matriz que define al campo vectorial asociado a la
ecuacion diferencial en cuestion, pues éstos determinan por completo el comportamiento de
sus soluciones. Este comportamiento no depende tanto de los valores propios particulares de
la matriz que define al campo vectorial, sino de la relacion que estos valores guardan entre si.
Nos interesa entonces un método que nos permita estudiar dicha relacion, y sus implicaciones
en el comportamiento de las soluciones de la ecuacion diferencial. Para estudiar esta relacion
resulta idéneo el algoritmo de Euclides, por la cantidad de informacion que nos brinda (si lo
estudiamos a fondo) sobre el tipo de relacion que pueden guardar dos ntimeros reales. Ademaés,
estudiar el algoritmo de Euclides nos llevara de manera natural a analizar la estructura de los
numeros reales y la teoria de fracciones continuas, que nos ayudaréan a comprender el problema
planteado.

El algoritmo de Euclides es un procedimiento para encontrar el maximo comin divisor de
dos niimeros enteros. Entonces comenzaremos por estudiar la relacion que pueden guardar este
tipo de niimeros. La limitacion a los nimeros enteros no durard mucho tiempo, pero mientras
dure pensaremos en ecuaciones cuyo campo vectorial asociado esté definido por una matriz con
valores propios enteros.

Aunque es a primera vista simple, el algoritmo de Euclides tiene un contenido muy profundo
que se manifiesta en muchas ramas de la matemética. Hay muchos enfoques y maneras de
plantearlo; elegiremos presentar las que nos brindan una perspectiva conveniente para abordar
nuestro problema original.

Lo que hara para nosotros especial al algoritmo de Euclides no es su eficiencia para encontrar
el maximo comun divisor (lo que si tiene mucho valor en otros contextos), sino que en el
procedimiento mismo que dicta se esconde mucha informaciéon acerca de la relacion que guardan
los nameros a los que lo apliquemos. En realidad, cual sea el maximo comin divisor no sera
relevante para nuestros propositos. Como quedara claro més adelante, en la lectura que haremos
del algoritmo de Euclides, el maximo comiin divisor de los valores propios de la matriz que define
al campo vectorial asociado a una ecuacion diferencial representara tinicamente un factor por
el que debemos multiplicar otro campo vectorial (definido por una matriz con valores propios
primos relativos) para obtener nuestro campo vectorial original. En otras palabras, determinara
la velocidad de las soluciones, pero no su comportamiento cualitativo.

No vemos el algoritmo de Euclides s6lo como una forma eficaz de encontrar el maximo comun

15
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divisor de dos enteros, sino como un procedimiento afortunado que nos permitiré estudiar mas
a fondo nuestro problema.

2.1. El maximo comun divisor

Dados a y b enteros, b # 0, consideramos el conjunto (finito) de divisores comunes de ambos
numeros. De éstos nos interesa el maximo. Ahora, podemos pensar al mdzimo de este conjunto
en tres sentidos: el que sea mayor de acuerdo al orden en Z que cualquier otro divisor comun de
a y b; el que tenga mayor magnitud que cualquier otro divisor comiin de a y b; y en el sentido de
divisibilidad: que sea un miltiplo de cualquier divisor comin de a y b. Por la interpretacion que
haremos del maximo comun divisor preferimos las dos tltimas (que coinciden) como motivacion
de nuestra definicion. En ellas el méximo resulta tinico salvo el signo, y escogeremos el positivo
por convencion.

Definicion 2.1. Sean a,b € Z,b # 0 . Definimos el mdximo comin divisor de a y b, que
denotamos por mcd(a,b), como el entero positivo d que satisface:

(@) dlayd|b; (2.1)

(b) sim€eZ estal que m|a y m|b, entonces m | d.

Si dos enteros d y d’ satisfacen las condiciones (2.1), deben dividirse el uno al otro, por lo
que difieren tnicamente en el signo. Asi, si d satisface las condiciones (a) y (b) de la definicion
2.1, el tnico otro entero que también lo hace es —d, siendo entonces |d| = med(a, b).

En Z esta definicién es equivalente a tomar el mayor (de acuerdo al orden usual en Z) de
los divisores comunes de a y b. Sin embargo, la definicion a través de las condiciones (2.1) tiene
la ventaja de funcionar para cualquier dominio de ideales principales.

Observacion 2.2. Sia = 0,b # 0, entonces mcd(a,b) = |b|, pues todo entero divide a 0 y el
conjunto de divisores comunes de a y b es el conjunto (finito) de divisores de b. Sia =0,b =0,
el conjunto de divisores comunes es infinito, por lo que mecd(a,b) no estd definido en este caso.

Como veremos, el maximo comin divisor es un concepto profundo que va mas alla de un
mero divisor comun mayor que los otros divisores comunes. Aunque no es evidente al definirlo
en los enteros, en el méaximo comun divisor hay subyacente una nociéon de medida comin de dos
magnitudes, lo que inevitablemente involucra la nocién de conmensurabilidad (en el sentido que
este término era usado por los griegos) y, como veremos, a la estructura de los niimeros reales.

2.2. El algoritmo de Euclides

Hay varios caminos a tomar si queremos encontrar el maximo comin divisor de dos ntimeros
enteros. Sin duda el maés eficiente es el algoritmo de Euclides, que nos da una manera practica y
sistemética de encontrarlo. Lo interesante es que este algoritmo no sélo nos ayuda a encontrar
el maximo comun divisor de dos enteros, sino que ademas en el camino nos da un mapa preciso

1'Un ideal en un anillo es principal si es generado por uno de sus elementos. Un dominio de ideales principales
es un anillo en que el cero no tiene divisores propios, y en el que todos sus ideales son principales.
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con informacién de la relacion que guardan ambos numeros. Como ya dijimos, lo que a nosotros
nos interesa del algoritmo de Euclides es precisamente esta informacion.

Con esto en mente, no tomaremos la versiéon usual del algoritmo de Euclides, en la que al
ser el mismo mecd(a, b) y med(|al, |b|), se consideran tinicamente enteros no negativos y se aplica
repetidamente el algoritmo de la division hasta obtener un residuo cero. Tomaremos una version
menos practica que resultaria ociosa de no tener una buena razoén para considerarla. Queremos
conservar los signos de los ntimeros, y aplicarlo a enteros cualesquiera; para ello necesitaremos
una version ligeramente distinta del algoritmo de la division en la que podamos tener residuos
negativos.

Teorema 2.3. (Algoritmo de la division modificado)

Sean a,b € Z, b # 0. Ezisten unicos q,r € 7 tales que a = qb+ 1 con |qb| < |a| y |r] < |b].

Antes de pasar a la demostraciéon, hacemos notar que para satisfacer las condiciones del
enunciado del teorema 2.3, a, ¢b y r deben tener el mismo signo si ninguno es cero; si alguno de
ellos es cero, los que no lo sean deben tener el mismo signo. Para ver que es asi, notamos que
si a y ¢b tuvieran signos opuestos, ya que a = ¢b + r, tendriamos que |r| > |gb| (ver figura 2.1
a) ), lo que pedimos que no suceda. Ahora, si a y ¢b tienen el mismo signo, ya que |gb| < |al
entonces r debe tener el mismo signo que gb, que es el mismo signo de a (ver figura 2.1 b) ).

a=qgb+r

_— =
ja=)
L)
=)

a) b)
Figura 2.1

Ahora si pasamos a la demostracion del algoritmo de la division modificado.

Demostracion. (del teorema 2.3)

Para a,b € Z fijos, b # 0, consideramos el conjunto A = {|la — zb| | x € Z, |xb] < |al}.
A # ) pues para z = 0 se tiene |zb| < |a| y |a — xb] = |al, asi que |a| € A. A es entonces
un subconjunto no vacio de N y tiene por tanto primer elemento u = |a — ¢b|, con ¢ € Z. Sea
r = a—qb. Afirmamos que r y ¢ tomados de esta manera satisfacen las condiciones del teorema.
Por construccion tenemos que a = gb + r. La condicion |gb| < |a| también se satisface, pues
u € A. Falta ver que |r| < |b|. Supongamos que |r| = |a —gb| > |b|. Definimos v’ = |a — (¢+1)b|
si a y b tienen el mismo signo, y u’ = |a — (¢ — 1)b| en caso contrario. Recordemos que a, ¢b
y r deben tener el mismo signo (si no son cero). Entonces tenemos que v/ < u y v € A, lo
que contradice la minimalidad de u. Con esto queda demostrada la existencia de ¢ y r. Para
probar la unicidad, supongamos que 3¢/, € Z tales que a = ¢'b+ 1’ con |¢'b| < |a| y |r'| < |0].
Al igual que, a, gb y r, también a, ¢'b y 7’ deben tener el mismo signo (si no son cero) y por
tanto r y r’ deben tener el mismo signo (si no son cero). Supusimos ¢b +7r = a = ¢'b+ 1, de
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donde gb — ¢'b = r' — r. Tomando valor absoluto tenemos |¢ — ¢'||b| = |’ — r|. Por otro lado,
de |r| < |b] y |r'| < |b] se tiene que |r" — 7| < 2|b|. Asi, |¢ — ¢'| < 2. Como ¢, ¢’ € 7Z se tiene que
obien |¢—¢| =00 |¢g—¢|=1.Si|¢g—¢]| =1, entonces |r' — r| = |b], lo que significa que
r = 1" £ b. Como pedimos b # 0, |r| < |b| y || < [b], ni 7 ni 7’ pueden ser 0, asi que tienen el

mismo signo. Pero entonces se tiene que o bien |r| = |r| + [b], o 7’| = |r| + |b|. De cualquier
modo se contradice la hipotesis de que |r| < |b| y |r’| < |b|. Por lo tanto |¢ — ¢'| = 0, de donde
q = ¢ y por tanto r = r’, quedando probada la unicidad de ¢ y 7. O

Esta es la forma del algoritmo de la division que usaremos para construir el algoritmo de
Euclides. Antes de seguir, haremos algunas observaciones que convendréa tener en mente més
adelante.

Sia =0, entonces ¢ = 0y r = 0 son los enteros que satisfacen las hipotesis del Teorema 2.3.
En general, si |a| < |b], ¢ = 0y r = a son los enteros que funcionan. Mas aun, solo en este caso
se tendra ¢ = 0, pues de no ser asi contradiria las hipotesis del Teorema 2.3. Otra observacion
es que, como notamos en la prueba de arriba, a, ¢b y r deben tener el mismo signo si ninguno es
cero; si alguno de ellos es cero, los que no lo sean tienen el mismo signo. Notamos también que
si a y b son positivos, el algoritmo de la division modificado coincide con el usual. Como tltima
observacion, vemos que las condiciones |gb| < |a| y |r| < |b| que pedimos arriba garantizan que
al aplicar el algoritmo de la division modificado a a y b, y a |a| y |b|, los valores de ¢ y r sean
los mismos salvo el signo, lo que geométricamente significa tener los mismos valores, difiriendo
s6lo en la orientacion. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 2.4. Consideremos el algoritmo de la division (usual y modificado) para los posibles
valores de a y b con |a| =7, b= 3.

a=T7b=3
g Algoritmo de la division
. \ N (usual y modificado)
1 T T T
g=2,r=1
0 b @ T=@)(3)+1
|7] a=—-7,b=3
— , . ' — Algoritmo de la division usual
qb a —2b —b 0 b q=—-3,17r=2
—7=(-3)(3) +2
7| a=-7,b=3
—_— Algoritmo de la
t t t f t division modificado
a qb —b 0 b qg=-2,r=-1
-7=(-2)(3) -1

Figura 2.2: Algoritmo de la divisién (usual y modificado) para los posibles valores de a y b con
la| =7, b=3.

Ahora si podemos pasar a la construccion del algoritmo de Euclides. Que el algoritmo de
la division modificado nos sirva para encontrar el maximo comin divisor es consecuencia del
siguiente lema.
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Lema 2.5. Sia = qb+r entonces med(a,b) = med(b, ).

Demostracion. Sean d = med(a,b) y d' = med(b,r). Por definicion d’ es un entero positivo que
divide a by a r, y por tanto divide a a = gb+r. Entonces d’ es divisor comtn de a y b. Tomemos
ahora m € Z tal que m | a 'y m | b. Entonces m divide a r = a — gb. De aqui tenemos que m
es divisor comun de by r, y por definicion m | d’. Asi, d’ es un divisor positivo de a y b al que
divide cualquier otro divisor comun de a y b. Entonces d’ = med(a,b), que es lo que queriamos
probar. O

Notamos que la propiedad enunciada en el lema 2.5 se cumple independientemente de con
cudl algoritmo de la division (usual o midificado) se obtuvo r.

Para encontrar mcd(a,b), a,b € Z, b # 0 usaremos el algoritmo de la division modificado
y el lema 2.5 repetidamente. Aplicando el algoritmo de la divisiéon modificado a a y b tenemos
que:

a=aphb+ 1o con |agh| <lal y |ro| < [0].

Por el lema 2.5 se tiene que med(a,b) = med(b,ro). Si rg = 0, entonces med(b,19) = by
med(a,b) = b. Si rg # 0, entonces aplicamos el algoritmo de la division modificado ahora a by
9 y tenemos:

b=ayro+r1 con |ayre| < |b y |r1] < |rol-

Nuevamente por el lema 2.5 med(b, r9) = med(rg,m1). Si 11 = 0, entonces med(rg, r1) = 19 por
lo que med(a,b) = med(b,rg) = r9. Si r; # 0 volvemos a aplicar el algoritmo de la division
modificado a rg y r1. Asi sucesivamente hasta obtener un residuo cero:

a=apb+r1y con |aghl < la| 'y |ro| < b
b=ayrg+r con laire| < [b] ¥ [ri] <|rol

ro = agry + 12 con |agry| < |rol v 2] < || (22)

Tn—3 = Ap-1Tn—2 + Tne1  CON |Ap_1Tn—2| < |rpn_s] ¥ [ra—1] < |Tn—2]
Tne9 = QpTp_1+Tn CON ApTyn_1="Tno Y Tn =0.

Debemos eventualmente llegar a un residuo cero, pues por construccion tenemos que los enteros
Iri], i € {0, ...,n}, forman una sucesion de nimeros naturales estrictamente decreciente acotada
inferiormente por el cero: 0 =1, < |1r,_1| < [rn_a|... < |r1] < |ro| < 0].

De esta manera, el valor absoluto del tltimo residuo no cero en este procedimiento sera
el maximo comun divisor de a y b; con la notacion de arriba, med(a,b)=|r,_1|. En efecto, si
r, = 0, tenemos por el lema 2.5 que mcd(a,b) = med(rp_1,75) = |rn_1|, ¥ rn—1 divide entonces
a T,_o y al resto de los residuos. Llamamos a b el residuo r_; y a a el residuo r_,. Asi, sia =0
tenemos mcd(a,b) = b, que es en (2.2) el ltimo residuo distinto de 0.

Al procedimiento expuesto en (2.2) lo llamamos algoritmo de Euclides aplicado a la pare-
ja (b,a), y con él podemos encontrar el maximo comun divisor de dos enteros cualesquiera.
Notamos que este procedimiento garantiza la existencia del méximo comin divisor, lo que
convenientemente no argumentamos antes.

En el contexto del problema planteado de ecuaciones diferenciales, el entero med(a,b), es el
multiplo que es el campo vectorial definido por una matriz con valores propios b y a de otro con
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valores propios que sean primos relativos; los signos de a y b nos diran si el origen es un atractor
o repulsor en el caso de nodos y nos indicara cuéles son las direcciones estable e inestable en el
caso de sillas.

Dijimos que ibamos a obtener informaciéon de la relacién que guardan dos nimeros a y b a
través del algoritmo de Euclides. Esta informaciéon la vamos a encontrar concretamente en los
enteros a;, i = 1,...,n (con la notacion de (2.2)) que obtenemos en cada paso que aplicamos el
algoritmo de la division modificado. Veremos después que en ellos radica la informacion que nos
servira para estudiar nuestro problema. Quisimos usar el algoritmo de la division modificado
para dar el algoritmo de Euclides, pues de esta manera los enteros a; que obtenemos al encontrar
med(a,b) son los mismos que obtenemos al encontrar med(|al, |b|) (salvo el signo).

Proposicion 2.6. Sean a,b € Z, b # 0. Si |a| > |b|, entonces en las expresiones (2.2) del
algoritmo de Fuclides los signos de todos los enteros a;, i = 0, ...,n son iguales, y coinciden con
el signo de a/b. Si |a| < |b| se cumple lo mismo, salvo que ag = 0.

Demostracion. Supongamos primero |a| > |b|. Consideremos cada una de las expresiones en
(2.2), de la forma

rico=a;ri_1+71;, t=0,...n donder_o=ayr_y==5b

y recordemos las observaciones que hicimos al terminar la prueba del Teorema 2.3. Por cons-
truccion tenemos que |r;| < |r;_1| para i € {0,...,n}, lo que garantiza que a;1; # 0 para
i € {0, ...,n}. Suponer que |a| > |b| garantiza ag # 0, de donde a; # 0 para i € {0, ...,n}. Como
r; # 0 para i € {—2,...,n — 1}, entonces en cada una de las expresiones

Tiio =a;r;_1+1r; para 1=20,....n—1

ninguno de los términos es cero, por lo que deben cumplir que r;_», a;7;_1 y r; tienen el mismo
signo; en el caso ¢ = n, aunque r,, = 0, r,_2 y a,7,_1 deben tener el mismo signo. Para satisfacer
esto, cada a;, 1 = 0, ..., n, debe satisfacer que a; > 0 si r;_o y r;_1 tienen el mismo signo, y a; < 0
sir;_o y r;_1 tienen signo distinto (recordemos que a; # 0). De modo que si a/b > 0, a y b tienen
signos iguales, por lo que ag > 0y by ry tienen el mismo signo. Pero entonces a; > 0. Mediante
un procedimiento inductivo llegamos a que a; > 0 para ¢ = 0, ..., n, es decir, el signo de todos
los enteros a; es el mismo y ademés coincide con el signo de a/b. Se procede analogamente si
a/b < 0, en cuyo caso partimos de ay < 0. Con esto concluimos el caso |a| > |b]. Si |a| < |b],
entonces ag = 0 y rg = a. Notamos que si a = 0, entonces n = 0 y para ¢ > 1, los enteros
a; satisfacen las conclusiones de la observacion por vacuidad. Si a # 0, aplicamos ahora el
procedimiento descrito en (2.2) a by rg, los que si satisfacen que |b| > |ro|. Estamos entonces
en el caso anterior. Asi, si |a| < |b], ap = 0 y los signos de todos los enteros a; i = 1,...,n son
iguales, y coinciden con el signo de a/b. O

Notamos que en esta version del algoritmo de Euclides, basado en el Algortimo de la Division
Modificado, los coeficientes a; y los residuos que obtenemos al encontrar mcd(a,b) son los
mismos que obtenemos al encontrar mcd(|al, |b]), salvo el signo (ver ejemplo 2.7). Esto no nos
sorprende: sabfamos ya que mcd(a, b)= mecd(|al, |b]), y habiamos notado ya esta propiedad en el
algoritmo de la division modificado. El que los signos de todos los enteros a; en (2.2), i=1,...,n
coincidan sera importante mas adelante.
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Ejemplo 2.7. Aplicaremos el algoritmo de Euclides a las parejas (11,8) y (=11, 8).

a=8, b=11 a=8, b=—11
8=(0)11+38 8=(0)(—11)+8
11 = (1)8+3 —11=(-1)8-3
8=(2)3+2 8= (—2)(—3) +2
3=(1)2+1 —3=(-1)2-1
2= (2)140 2=(=2)1+0

2.3. Versién extendida del algoritmo de Euclides

El procedimiento descrito en (2.2) en realidad es una version abreviada de una forma ligera-
mente distinta del algoritmo de Fuclides. La abreviacion consiste en expresar con el algoritmo
de la division modificado una serie de restas iteradas que dejan un residuo. Exploraremos una
version extendida del algoritmo considerando cada una de estas restas.

Consideremos una pareja de enteros (b,a), b # 0. Que a = gb+ r con |qb| < |a| y |r| < ||
significa que ¢ es el nimero de veces que podemos sustraer b de a sin sobrepasarla en magnitud
y dejando un residuo r menor que b en valor absoluto. Lo que haremos es tomar las expresiones
dadas en (2.2) y efectuar paso a paso cada una de estas sustracciones abreviadas hasta llegar
a un residuo cero, generando una sucesion de parejas de enteros que termina al llegar a una
pareja en la que uno de los nimeros es cero.

iCuidado! ;Qué pasa si tenemos g < 0?7 Decir que debemos sustraer ¢ veces b de a querria
decir que debemos sumar |g| veces b al entero a. Vimos que los signos de todos los enteros a;
que aparecen en (2.2) coinciden con el de a/b si |a| > |b|, y todos salvo ag (que es cero) si
la| < |b]. Esto implica que si |a| > |b| los nameros de las parejas se sumaran en cada uno de
los pasos si a y b tienen signos distintos, y se restaran en cada uno de los pasos si a y b tienen
el mismo signo. Lo mismo ocurrira si |a| < |b], salvo en el primer paso, en el que al sustraer (o
sumar) ag = 0 veces b de a deja la pareja igual: (r9,b) = (ag, ).

Comencemos con la pareja (b, a). Retomando las expresiones dadas en (2.2), tenemos que
a = agb + 1o con |aph| < lal y |ro] < |b|. Entonces en la pareja (b,a) dejamos el primer
namero igual y sustraemos el primer nimero del segundo y obtenemos la pareja (b,a — b).
Hacemos esto ag veces, dejando el segundo igual, y llegamos después de |ag| pasos a la pareja

(b,a — agb) = (b, 19):
(b,a) — (bya —b) — (bya — 2b) — - -+ —> (b,a — agb) = (b, 19).
Notamos que lo que hicimos en un paso en el procedimiento de (2.2) lo hicimos aqui en ag
pasos. Sigamos: tenemos ahora b = ayrg + 71 con |a1ro| < |b] y |r1| < |ro|- En la pareja (b, )
sustraemos ahora el segundo nimero del primero y obtenemos la pareja (b — rg, ro). Hacemos

esto a; veces, hasta llegar a la pareja (b — ai7o,7r9) = (r1,70):

(b, 7“0) — (b — 7“0,7“0) — s —> (b — G17’0,7“0> = (7“1,7“0).
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Ahora sustraemos en (r1,79) el primer nimero del segundo: (ry,ry — 7). Hacemos esto ay
veces. Asi continuamos, hasta llegar a la pareja (r,,7,-1) 6 (rn_1,7,) donde r,= 0. Podemos
encontrar a mcd(a, b) en la tltima pareja de la sucesion:

(b,a) — (by,a —b) — - -+ —> (b,a — agb) = (b,19) —>
(b—ro,r9) —> - -+ —> (b —ayro,r0) = (1r1,70) — (2.3)
(ri,ro —1r1) —> -+« — (r1,10 — agry) = (ry, ) —
= (rg,r9) —> -+ (rp, 1) = (0, med(a, b)).

(segtn sean a y b, también puede pasar que la tltima pareja aparezca —mcd(a,b)).
Veamos un ejemplo.

Ejemplo 2.8. Aplicaremos el procedimiento arriba descrito a la pareja (11, 8) usando el ejemplo
2.7.

(11,8)—(11,8)— (3,8) — (3,5) — (3,2) — (1,2) — (1,1) — (1,0).
(b,Ha) (b, aﬂaob) (b—r!,ro) (rl,;L—rl)(rl,r(l)l—er) (T1—7|“‘2,’r'2) (rg,rHQ—rg) (T’3,T|2|—2T3)
b Baror) o) (iarr) ()

(7"1!|7“o) (nilm) (7“37H7“2) (7"3[|?“4)

En la altima pareja tenemos (1,0) porque med(11,8) = 1. Ahora aplicamos el procedimiento a
la pareja (—11,8) (también siguiendo al ejemplo 2.7). La sucesion que obtenemos es:

(—11,8) = (=11,8) — (=3,8) = (=3,5) = (=3,2) = (=1,2) = (=1,1) = (=1,0).

Podriamos plantear el algoritmo de Euclides a partir de esta sucesion de parejas en lugar de
a través de las expresiones de (2.2). Tomamos la pareja (b, a), a partir de la cual formaremos
una sucesion de parejas sustrayendo o sumando uno de otro nimero de la pareja dependiendo de
cual es mayor en valor absoluto y de si tienen signos distintos o no. Por convencion, partimos
de (b,a) y para la siguiente pareja sustraemos (si a/b > 0, y si a/b < 0 sumamos) b de a:
(b,a—10) si|a| > |b], pero dejamos la pareja (b, a) igual si |a| < |b]. A partir de aqui procedemos
de la siguiente manera: teniendo la pareja (m,n), para formar la siguiente pareja sustraeremos
el menor del mayor en valor absoluto si m/n > 0, y sumaremos el menor al mayor en valor
absoluto si m/n < 0:

m—mn,n) si|m| > |n|ym/n >0
4mn— Si |n| > |m|ym/n>0
?(m—i—n n) Si jm| > |n|ym/n <0
(m,n+m)  si|n|>|m|ym/n<0

(m, n)

Es importante notar que en la pareja anterior a la pareja en que uno de los ntimeros es cero
(y solo entonces), tendremos dos niimeros iguales en valor absoluto, caso que no contemplamos
arriba. Al ser iguales, podemos restar cualquiera de ellos del otro y obtener cero. Convenimos
en continuar con el orden de sustraccion (o suma) del paso anterior.
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Al procedimiento arriba descrito aplicado a la pareja (b, a) lo llamamos la version extendida
del Algortimo de Euclides aplicado a la pareja (b, a), y llamamos a la sucesion (2.3) la sucesion
extendida del algoritmo de Fuclides.

;Donde vemos en la sucesion extendida del algoritmo de Euclides a los enteros a; de (2.2)
que nos interesan? La sucesion que tenemos es resumidamente

(bya) = -+ = (byrg) = -+ — (r1,10) = -+ = (r1,12) =« (1, 7 —1).

Sabiendo que |r;| < |r;_1| para i € {0,...,n} y usando la proposicion 2.6 vemos que el procedi-
miento que acabamos de describir es equivalente a comenzar con (b, a) vy, si a/b > 0, sustraer el
segundo nimero del primero ag veces, luego sustraer el primero del segundo a; veces, nuevamen-
te el segundo del primero ay veces, asi hasta sustraer el que corresponda a,, veces. Si a/b < 0,
lo anéalogo pero suméandolos. Encontrar el med(a,b) de esta manera nos lleva ) " a; pasos,
mientras que mediante la forma dada en (2.2) nos lleva n — 1 pasos. Sera importante tener todo
esto en mente cuando trabajemos las explosiones de singularidades que nos interesan.

Ejemplo 2.9. Aplicamos a las parejas (10,7) y (—10,7) el algoritmo de FEuclides, tanto el
descrito en (2.2) como en su version ectendida.

a="T, b=10 a=7T, b=-10
7=(0)10+7 7=(0)(—10)+7
10 = (1)7+3 ~10=(-1)7-3
7=(2)3+1 7=(-2)(=3)+1
3=(3)1+0 —3=(=3)(1)+0

(10,7) — (10,7) — (3,7) — (3,4) — (3,1) — (2,1) — (1,1) — (0, 1)

(—=10,7) = (—10,7) = (=3,7) = (-3,4) = (=3,1) —» (—-2,1) = (=1,1) — (0, 1).

No es de extranar que las parejas de la sucesion extendida del algoritmo de Euclides sean las
mismas para (10,7) y (—10,7) salvo el signo, si recordamos la proposicion 2.6.

La forma extendida del algoritmo de Euclides coincide mucho mas con el espiritu con que
fue planteado originalmente por Euclides en los libros VII y X de sus Elementos®, en donde
toma dos segmentos de magnitudes conmensurables y sustrae repetidamente el més chico del
més grande hasta llegar a una pareja en la que uno mida (divida) al otro.

Queremos tener esta forma del algoritmo de Euclides en mente por dos razones: esta inti-
mamente relacionada con el problema que estamos abordando, y nos da més informacion que
la manera abreviada del algoritmo planteada en (2.2). Tiene ademas la ventaja de que solo se
realizan sumas y restas, sin hacer alusion a la divisibilidad, por lo que podremos aplicar este
mismo procedimiento a niimeros no necesariamente enteros.

2.4. Interpretacion geométrica del algoritmo de Euclides

Hemos visto como plantear el algoritmo de Euclides como un computo para encontrar el
méaximo comun divisor. Ahora veremos una interpretacion geométrica que podemos darle a este

2En las proposiciones 1-3 del libro VII y en las proposiciones 1-4 del libro X.
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procedimiento para sacarle mejor provecho. Esta interpretacion resultara muy afortunada para
el problema que queremos estudiar, y sacara a relucir la nocion de conmensurabilidad que nos
interesard mas adelante. Comenzaremos interpretando la definiciéon de méximo comin divisor,
para lo que necesitamos la siguiente definicion.

Definiciéon 2.10. Sean m, n enteros positivos. Decimos que m mide a n si podemos generar
un segmento de magnitud n concatenando un numero entero de veces segmentos de magnitud
m.

Esta definicion habla implicitamente de la nocion de divisibilidad si m y n son enteros, pero
tiene la ventaja de que no requiere que m y n sean enteros para tener sentido, y por lo mismo,
podremos extenderla después a ntimeros no necesariamente enteros.

Tomemos dos enteros positivos (de momento) a y b, y consideremos el rectangulo de base b
y altura a. Recordemos las condiciones (2.1) en nuestra definicion de med(a, b). Que un entero
positivo d divida tanto a a como a b significa que mide a ambos, de modo que podriamos cubrir
exactamente el rectangulo de lados a y b con cuadrados de lado d. Que cualquier entero m que
divida tanto a a como a b divida también a d significa que cualquier m que midaaayab (y
se pueda entonces cubrir exactamente al rectangulo de lados a y b con cuadrados de lado m),
debe medir también a d.

Segun lo dicho en el parrafo anterior, encontrar el entero positivo que satisface las condiciones
(2.1) es equivalente a encontrar el lado del mayor cuadrado que puede cubrir exactamente
al rectangulo de lados a y b. Buscar el maximo comun divisor de a y b es entonces buscar
cuadricular al rectangulo de lados a y b con la cuadricula de mayor tamano posible. Veamos
como se traduce en este contexto el algoritmo de Euclides planteado en (2.2).

Consideremos el rectangulo de base b y altura a. Apliquemos el algoritmo de Euclides a la
pareja (b, a). Tenemos que a = agb + 19, lo que significa que en el rectangulo de base b y altura
a caben ag cuadrados de lado b, y queda un rectangulo de base b y altura ry. Si 7 = 0, b mide

a a y entonces b es el lado del mayor cuadrado con que podemos cuadricular el rectangulo de
lados a y b: med(a,b) = b (ver la figura 2.3).

To

b To To To
Ty = 0 r = 0

Figura 2.3: Interpretacion geométrica del algoritmo de Euclides.
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Si rg # 0 consideramos ahora el rectangulo de lados rg y b. Tenemos que b = a;7g + ry. Asi
que en el rectdngulo de lados ry y b caben a; cuadrados de lado ry, quedando un rectangulo
de lados rg y r1. Si ry = 0, entonces 7y mide a b, y entonces también a a pues a = agb + rg.
Entonces rqy es el lado del mayor cuadrado con que podemos cuadricular el rectangulo de lados
ro y b, y por el lema 2.5, entonces también el del mayor cuadrado con que podemos cuadricular
el rectangulo de lados a y b: med(a,b) = r¢ (ver figura 2.3).

Siry # 0, entonces pasamos a analizar el rectangulo de lados rg y r1. Si 79 = 0, entonces 71
mide a ro y mcd(a,b) = ry.

Seguimos asi sucesivamente hasta llegar a r,, = 0, siendo r,,_; el lado del mayor cuadrado con
que podemos cubrir exactamente cada uno de los rectangulos de lados r; y r;_1, 1 =0, ...,n—1,
b =r_1, vy r,_q1 el lado del mayor cuadrado con que podemos cubrir exactamente nuestro
rectangulo original de lados a y b: med(a,b) = r,. Ilustramos el caso n = 2 en la figura 2.4.

b

T2

To ro

T2

[ T T S——

1 To To

Figura 2.4: Expresiones (2.2) en forma geométrica para n = 2.

Por convencion, para aplicar el algoritmo de Euclides a la pareja (b, a) tomamos el rectangulo
de base b y altura a, y comenzamos quitando un cuadrado de lado b, de modo que si a < b,
entonces comenzamos con un rectangulo horizontal y ag = 0. Si por el contrario b < a, entonces
el rectangulo es vertical y ag # 0.

Asi queda planteado el algoritmo de Euclides en términos geométricos. Hay muchas obser-
vaciones interesantes que podemos hacer al respecto. Notemos primero que el que a y b sean
primos relativos se traduce en que el cuadrado unitario es el de mayor tamano que puede cubrir
el rectangulo de lados a y b. También notamos que el procedimiento para encontrar el maximo
comun divisor es el mismo para dos rectangulos cuyos lados guarden idénticas relaciones. Los
pasos que seguimos en el procedimiento no dependen especificamente de las dimensiones del
rectangulo, sino de la relacion que guardan sus lados. Cambiar la dimension del rectangulo sin
cambiar la relacion de los lados es equivalente a multiplicar cada una de las ecuaciones en (2.2)
por un entero (o, por qué no, cualquier nimero real), quedando los enteros a; exactamente
iguales. Asi, si med(a,b) # 1, considerar el rectangulo de lados a y b es considerar el rectangulo
de lados a/med(a,b) y b/med(a, b) si tomamos como unidad al segmento de magnitud med(a, b).
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Esta interpretacion hace evidente que se puede pensar el algoritmo de Euclides més alla de
los ntimeros enteros, lo que nos llevara a un terreno interesante. Pero no nos adelantemos.

Ejemplo 2.11. Apliquemos la forma geométrica del algoritmo de Fuclides a la pareja (b,a) =
(11,8), comparando con el ejemplo 2.7. Como 8 < 11, tenemos un rectingulo horizontal, y

en €l caben O cuadrados de lado 11, dejando un residuo 8, como lo expresa el primer paso del
algoritmo de Euclides: 8 = (0)11 + 8.

11 3
8
— 8
) 2
11=(1)8+3 8=(2)3+2
3
2 9 |
1
1
3=(1)2+1 2=(2)1+0

Figura 2.5: Version geométrica del ejemplo 2.7.

Hemos estado pensado a a y b como enteros positivos. Es momento de considerar a los
enteros negativos. Pensemos en segmentos con direccion, y pensemos que el signo de la magnitud
del segmento indica la direccién del segmento. Si tinicamente nos interesaran las magnitudes,
podriamos desechar el signo y quedarnos con exactamente la misma interpretacion. Sin embargo,
nos conviene mas mantener en la interpretacion tanto magnitudes como direcciones, por lo que
vamos a pensar nuestro rectangulo sobre el plano coordenado, donde también llevaremos a cabo
el algoritmo de Euclides. Se vera cuan afortunada es esta manera de plantearlo al compararla
con la version extendida del algoritmo de Euclides.

Dada la pareja de enteros by a, les asociamos el vector en el plano (b, a), que es la diagonal
del rectangulo de base b y altura a. Diremos que éste es el rectangulo determinado por el vector

(b,a).
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b

Figura 2.6: El rectangulo determinado por el vector (b, a).

Ahora procederemos de la misma manera que describimos para los enteros positivos inter-
pretando las expresiones (2.2), pero considerando que el signo indica la direccion del segmento,
y tomando en cuenta que los enteros a;, que son el niimero de veces que cabe cierto cuadrado en
cierto rectangulo, pueden ser negativos (y no olvidemos, cero si comenzamos con un rectangulo
horizontal). Lo mismo para los residuos r;. La definicion 2.10 no necesita modificacion alguna,
més alla de tomar m y n enteros, m # 0, y entender un segmento de magnitud negativa como
un segmento orientado en la direccion opuesta a los de magnitud positiva.

Ejemplo 2.12. En la figura 2.7 aplicamos el procedimiento geométrico del algoritmo de Fuclides
a las parejas de enteros (10,7) y (—10,7) sobre el plano coordenado:

(=3,7) (3,7) (10,7)

(—10,7)

(=3, (=2 D(=11) (1,1) (2,1) (3.1)

—10 -1 1 10

Figura 2.7: Algoritmo de Euclides en el plano.

St tomamos la sucesion de los vectores diagonales de los rectingulos que obtenemos en el
algoritmo de Fuclides geométrico obtenemos

(10,7) — (10,7) — (3,7) — (3,4) — (3,1) — (2,1) — (1, 1) (2.4)

para el rectdngulo determinado por (10,7) (los ilustramos en la figura 2.8), y para el determinado
por (—10,7) obtenemos

(—=10,7) = (=10,7) = (=3,7) = (=3,4) = (=3,1) — (=2,1) — (-1, 1). (2.5)
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Vemos al comparar (2.4) y (2.5) con el ejemplo ejemplo 2.9 que coinciden con la sucesion
extendida del algoritmo de FEuclides aplicado a (10,7) y (—10,7) respectivamente, salvo por
la ultima pareja. Para ver la interpretacion de esta ultima pareja en la version geométrica
del algoritmo de Fuclides, vemos que una vez que llegamos a un cuadrado en el procedimiento
geométrico, podemos quitarlo también, queddndonos con un rectingulo degenerado (un segmento
de recta) que yace sobre alguno de los ejes; su diagonal yace también sobre los ejes.

Figura 2.8: Vectores diagonales de los rectangulos resultantes al aplicar el algoritmo de
Fuclides geométrico.

Siguiendo lo que hicimos en el ejemplo 2.12, si registramos en una sucesion a los vectores que
determinan los rectangulos que vamos obteniendo en el procedimiento geométrico del algoritmo
de Euclides aplicado a (b, a), obtenemos la sucesion:

(b,a) — (by,a —b) — - -+ —> (b,a — agb) = (b, o) —>
(b—ro,rg) —> -+ —> (b—ayro,m0) = (11,70) —
(ri,ro —1ry) —> -+ — (r1,10 — agry) = (rq,r2) —
= (r3, ) —> - (Puy a1),

que es exactamente la misma que (2.3): la version extendida del algoritmo de Euclides.

Teniendo la sucesion extendida del algoritmo de Euclides (dada en (2.3)), llamamos a la
subsucesion

(ba a) — (b7 TO) — (7“1>7“0) — (rlaTQ) — (7°3,7“2) — '(Tn,Tnfl) (26)

la sucesion abreviada del algoritmo de Fuclides. Por ejemplo, la sucesion abreviada del algoritmo
de Euclides aplicada a (10,7) es

(10,7) — (10,7) — (3,7) — (3,1) — (0, 1).

Nos seré util para nuestros propositos trabajar con ambas sucesiones (la sucesion extendida y la
sucesion abreviada del algoritmo de Euclides). En el procedimiento descrito en (2.2) podemos
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ver la sucesion abreviada, pero no la sucesion extendida; en cambio la version extendida del
algoritmo de Euclides nos muestra ambas. En la interpretacion geométrica también podemos
ver ambas sucesiones, y la sucesion abreviada tendré un significado geométrico concreto.

Recordemos cuél es el papel que juegan los enteros a; de (2.2) en la version extendida del
Algortimo de Euclides. Es el nimero de veces que se sustrae (o suma) el segundo namero de
la pareja del primero antes de pasar a sustraer (o sumar) el primero del segundo y viceversa,
pues es el numero de veces que cabe el segundo en el primero o viceversa. En nuestra interpre-
tacion geométrica, esto se traduce en el nimero de cuadrados que caben en nuestro rectangulo
horizontal antes de pasar a uno vertical y viceversa. Pensando en la sucesiéon de los vectores
diagonales de los rectangulos, los enteros a; representan el nimero de vectores que hay entre
cada cruce de la identidad (o la identidad negativa segin sea el caso). Lo ilustramos en la figura
2.9.

(10,7)  (10,7) (3,7 (3.4 (3,1)  (2.1) (1,1) (0,1)

N0 NS N2 S~

2
ag ay ag

Figura 2.9: Vectores de la sucesion abreviada del algoritmo de Euclides.

Asi, la sucesion extendida del algoritmo de Euclides es una sucesion de vectores en el plano,
que comienza en (b,a), le siguen ag vectores con primera coordenada b, hasta que cruza la
identidad (o la identidad negativa). Después les siguen a; vectores que comparten la segunda con
el anterior, hasta que volvemos a cruzar la identidad (o la identidad negativa). Asi sucesivamente
hasta llegar después de (3.1 ,a;) — 1 vectores a un vector sobre la identidad (o la identidad
negativa), y el siguiente y ultimo vector esta sobre alguno de los ejes. La sucesion abreviada del
algoritmo de Euclides en el plano nos muestra sélo los pasos en que pasamos de un rectangulo
vertical a uno horizontal o viceversa: cuando se cruza la identidad (o la identidad negativa si
a/b < 0). Ver figura 2.9.

Estudiar la relaciéon entre la sucesion abreviada y la sucesion extendida del algoritmo de
Euclides sera sorprendentemente fructifero, como veremos en el capitulo 8. De momento solo
nos preguntamos: jnos dice algo el nimero de veces que se cruza la identidad en el camino
marcado por el algoritmo de Euclides? O mejor atin, jnos dice algo qué tan seguido se cruza la
identidad en la sucesion de vectores dada por la sucesion extendida del algoritmo de Euclides?
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. De qué depende, dicho en términos coloquiales, cuéan “abreviada” es la sucesion abreviada en
comparacion a la extendida?

Antes de seguir adelante, hacemos una observaciéon que nos sera de ayuda en el proximo
capitulo.

Observacion 2.13. Sea a, el ultimo de los enteros a; que obtenemos en las expresiones
(2.2). Entonces a, # £1. Vemos en (2.2) que si a, = +1, puesto que r, = 0, tendriamos
Tn_o = £rn_1, contradiciendo que |r,_1| < |rn_a|. Geométricamente, ya que los enteros a; son
el numero de cuadrados que podemos quitar de un rectangulo, si a, = *1, es decir, si en el
ultimo rectangulo cupiera exactamente un cuadrado, esto querria decir que en el rectdngulo
anterior cabia un cuadrado mds del que dijimos que cabia.

El algoritmo de Euclides planteado en el plano evidencia el papel de un factor de escala. Si
aplicamos al plano una transformacion de tipo f(x) = rx, con r € R, estamos tomando los
mismos rectangulos, modificados tnicamente por un escalamiento, asi que se mantienen todas
las proporciones y por tanto el procedimiento queda sin cambios. De hecho, si r € C, aplicar f
significaria una rotaciéon y homotecia de todo el plano, lo que sigue sin cambiar las proporciones
de las figuras y vectores con las que llevamos a cabo el algoritmo de Euclides.

Ojo: Que el procedimiento sea el mismo no quiere decir que el maximo comun divisor seréd
el mismo. Este se vera afectado por el factor de escala. Lo que permaneceré igual son los enteros
a; de (2.2), que son los que recogen la informacion de la relacion que guardan los enteros a los
que les apliquemos el algoritmo.

Estas observaciones evidencian la diferencia entre las dos formas de pensar el algoritmo de
Euclides, y hacen evidente también como la manera original de FEuclides se enfoca més en la
proporciéon que guardan dos segmentos que en encontrar en particular el maximo comin divisor
de dos enteros. Tomando el algoritmo de Euclides s6lo como se plantea en (2.2) la profunda
nocion de conmensurabilidad pasa a segundo plano.

2.5. El algoritmo de Euclides en Q y R

Después de la motivacion que nos brindo la interpretacion geométrica que hicimos, es natural
que busquemos extender el algoritmo de Euclides a otros tipos de niimeros. Lo primero que
vemos es que no hay ninguna limitacion para aplicar la version extendida del algoritmo de
Euclides a nimeros racionales o reales. Si queremos aplicar la version extendida del algoritmo de
Euclides a la pareja (s, ), lo podemos hacer como en la seccion pasada al pie de la letra partiendo
de (s,r), yasea conr,s € Q o r,s, € R. Nos preguntamos cuando termina el procedimiento.

Analicemos primero el caso racional. Tomemos la pareja (b/s,a/r), con b/s,a/r € Q, a
la que aplicaremos la version extendida del algoritmo de Euclides. Teniendo en mente que el

procedimiento serfa igual para cualquier pareja (/{:S, k%) con k € C, consideramos la pareja de

enteros (7“3%, rs%) = (rb,sa). Siendo 7b y sa enteros, sabemos que el procedimiento termina y

b a

por lo tanto termina también para (3, ?):

(b/s,a/r) — (b/s,a/r —b/s) — --+ — (m,m) — (0, m),

para algin racional m. De hecho, para el problema que queremos estudiar nos va a bastar
analizar Gnicamente a la pareja (k:g, k%), pues como ya dijimos, no nos interesa encontrar el

T

maximo comun divisor, sino estudiar la relaciéon que guardan dos ntimeros. Notamos que, si
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k € R, podemos interpretar geométricamente este procedimiento de la misma forma en que
lo hicimos para la pareja de enteros (b, a), interpretando también de la misma manera a los
enteros a; de (2.2).

Asi, el algoritmo de Euclides se puede aplicar también a niimeros racionales, también termina
el procedimiento, y también nos sirve para estudiar la relaciéon que guardan dos nimeros.
Cabe notar que este procedimiento no nos conduce al méximo comun divisor de dos niimeros
racionales; éste no esté siquiera definido.

. Fue necesario que los numeros a los que aplicamos la version extendida del algoritmo fueran
racionales? Lo que necesitamos para poder asegurar que el procedimiento terminara fue que
hubiera un ntimero & (que podria ser entero, racional, real o complejo) tal que al multiplicar a
ambos por k, ambos resultaran enteros. Es decir, necesitamos que su cociente fuera racional.
Asi que mientras el cociente de los nimeros a los que queremos aplicar el algoritmo sea racional,
no hay por qué limitarnos a los racionales. Podemos enunciar esto en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.14. Sean a,b € C,b # 0. Si a/b es un numero racional, podemos aplicar la
version extendida del algoritmo de Fuclides a la pareja (b, a). El procedimiento termina en un
numero finito de pasos.

Demostracion. Como a/b € Q, 3k € C tal que ka € Z y kb € Z. Consideramos la pareja
(kb, ka), ala que podemos aplicar el algoritmo de Euclides en cualquiera de sus formas. Como la
estructura de la sucesion extendida del algoritmo de Euclides es igual para (b, a) y para (kb, ka),
y la sucesion que comienza con (b, a) termina, entonces también termina la que comienza con
(kb, ka), y terminan en el mismo nimero de pasos. O

Nos preguntamos ahora ;jqué pasa si el cociente de a y b es un nimero irracional? Podemos
sin duda aplicar también la version extendida del algoritmo de Euclides y el procedimiento
geométrico, aunque no sera un procedimiento para encontrar un maximo comun divisor (pues
no habria tal cosa). ;Para qué nos interesaria esto? Para obtener los enteros a; que aparecen
en las expresiones (2.2). La interpretacion que dimos de estos enteros en el procedimiento
geométrico y en la version extendida del algoritmo de Euclides es la misma independientemente
de que el cociente de a y b sea racional o irracional. Si esto es asi, atn si el cociente de a y
b es irracional, deberiamos de poder traducir el papel que juegan los enteros a; en la version
extendida del algoritmo de Euclides y en la interpretacion geométrica a expresiones como las
que aparecen en (2.2). Lo tnico que nos limita es que el Algoritimo de la Division considera
s6lo niimeros enteros. Si tuviéramos una version para reales cualesquiera, podriamos aplicar la
version usual del algoritmo de Euclides expresada en (2.2). Planteemos entonces esta extension
del algoritmo de la division.

Teorema 2.15. (Algoritmo de la division en R)

Sean a,b € R, b # 0. Ezisten unicos q € Z,r € R tales que a = qb+ r con |gb| < |a| y
| < 1b].

Demostracion. Repetimos paso por paso la prueba del teorema 2.3. La tnica diferencia es que
ahora el conjunto A = {|a — zb| | x € Z, |zb| < |a|]} no es un subconjunto de N. Sin embargo,
puesto que los enteros x que satisfacen |zb| < |a| son un ntmero finito, tenemos que A es un
conjunto finito totalmente ordenado no vacio, por lo que tiene primer elemento. A partir de ahi
continuamos como en la prueba del teorema 2.3, notando que para satisfacer el enunciado del
teorema, también debe suceder que a, gb y r tengan el mismo signo. O
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Habiendo planteado el algoritmo de la division en R, podemos aplicar el algoritmo de Eu-
clides como hicimos en (2.2), tomando en cuenta que si el cociente de los nimeros a los que
lo apliquemos es irracional, entonces cada r; serd un ntmero irracional, y considerando que
aunque obtenemos una sucesion estrictamente decreciente de residuos, no podemos afirmar que
el procedimiento termina en algin momento.

a = agh+ 1o con |agh| <la| 'y |ro|l < |b]
b=airo+r con |airo| < [b] 'y |ri| < |rof (2.7)
ro = QoTy + T con |agry| <ro| y |re| < |ri]

En general, para toda ¢ € N, tomando a = r_5 y b = r_; tenemos
Ti—g = Q;Ti—1 + T3 CON \@17’171’ < ‘7“172‘ y ’7’1\ < ’7’171’-

De hecho, como ya sospechamos, si a/b es irracional el procedimiento no termina nunca, como
probaremos a continuacion.

Proposicion 2.16. Sean a,b € C, b # 0. Si a/b € R podemos aplicar el algoritmo de Euclides
a la pareja (b, a). El procedimiento termina si y solo si a/b € Q.

Demostracion. Vimos ya que el procedimiento termina si a/b € Q. Veamos que termina soélo
en este caso. En las expresiones (2.7), si r;_o/r;_1 es irracional, entonces r;_1/r; también lo es,
pues tenemos que r;_o/r;_ 1 = a; + (r;/ri_1), con ag € Z. Tomemos r_; = b,r_5 = a. Si a/b
es irracional, tendremos que r;_1/r; es irracional para ¢ > —1. Si terminara el procedimiento,
tendriamos que r,, = 0 para alguna n € Ny que r,_»/r,_1 = a,, con a, € Z, por lo que si el
procedimiento termina, el cociente a/b no puede ser irracional. O

Asi, si comenzamos con un rectangulo con lados cuyo cociente es irracional, nunca llegaremos
a una medida de un cuadrado que nos permita cuadricular todo el rectdangulo. Veamos un
ejemplo.
Ejemplo 2.17. Seaa = 1,b = (1++/5)/2.3 En este caso el cociente a/b es irracional. Aplicando
el algoritmo de Euclides en forma geométrica, tomamos el rectangulo de base (1++/5)/2 y altura

1. Quitamos primero 0 cuadrados de lado (1++/5)/2, después quitamos un cuadrado de lado 1
y nos quedamos con un rectingulo de base (—1 ++/5)/2 y altura 1 (ver figura 2.10).

145
2

H
+
B

3 1

Figura 2.10: Algoritmo de Euclides geométrico aplicado a <%, 1).

3 Al namero _1+2\/§

se le conoce como la razén durea. Toma un papel protagoénico en el capitulo 8.
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Vemos que la proporcion de los lados correspondientes del rectangulo resultante, es la mis-
ma que la de los lados del rectangulo original; el rectangulo original es un escalamiento del
rectdngulo resultante por (1 ++/5)/2.

i
[N]
:

Figura 2.11: Escalamiento de rectangulos en el algoritmo de Euclides aplicado a <1+\/5, 1).

Esto implica que al quitar un cuadrado a este nuevo rectingulo de base (—1 + \/5)/2 Y
altura 1, volveremos a quedar con un cuadrado homotético al original, pues estamos haciendo
lo mismo que hicimos en el paso anterior, salvo por un escalamiento. Ocurrird lo mismo en
cada paso del algoritmo, lo que significa que el proceso de quitar cuadrados nunca terminard.
Tlustramos esto en las figuras 2.12 y 2.13. Si no supiéramos que (1++/5)/2 es irracional, esto
seria una manera de probarlo.*

1+v5
2

—14+5

2

1

3—5

2

I _2+\/5 n 3_2\/5 1
—1+v5 1

Figura 2.12: El algoritmo de Euclides aplicado a (#, 1> no termina nunca.

4; Para qué ntmeros irracionales podemos dar este argumento para probar su irracionalidad? Dado un ntmero
real «, si al aplicar el algoritmo de Euclides en forma geométrica a (a, 1) en algtin momento obtenemos un
rectangulo homotético a alguno de los que obtuvimos anteriormente en el procedimiento, podriamos afirmar
que « es irracional, argumentando que el procedimiento dado por el algoritmo no termina nunca. En el capitulo
3 veremos qué numeros irracionales tienen esta propiedad.
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En cada paso del algoritmo de Fuclides estaremos aplicando el algoritmo de la division a
nimeros cuyo cociente es (14 +/5)/2.

N\
1 ™
Z14V5 —~
2 3-v6 ~
2 -2+5
1+/5 1 —1+V5 35

“‘
n

2

Figura 2.13: Los rectangulos que obtenemos en el algoritmo de Fuclides geométrico son todos
el mismo escalados por (1 ++/5)/2.

Y el nimero de cuadrados que cabrdn en cada rectingulo serd siempre 1, por lo que los
enteros a; del algoritmo de Euclides en R como fue planteado en (2.5) serdn todos 1:

1+2\/5 = (1)1 + —142r\/5
1= (1) 35
—1;\/5 _ (1)3—2\/5 + 2\/5—4
372\/5 _ (1)2\/574 + 773\/5

Aprovechemos el ejemplo 2.17, para retomar la pregunta de cuan seguido “se cruza’ la
diagonal. Vemos que para este (especial) nimero coinciden la sucesion extendida y la sucesion
abreviada del algoritmo de Euclides. Este representa el caso méas extremo en que la sucesion
abreviada no es muy abreviada, pues en realidad no abrevia nada. En el capitulo 8 veremos de
qué depende (dicho en términos coloquiales) cuan “abreviada” es la sucesion abreviada.

Vimos que en términos de encontrar los enteros a; que aparecen en (2.7), tanto el procedi-
miento descrito en la version extendida como el geométrico s6lo dependen del cociente a/b. Lo
mismo por supuesto ocurre con las expresiones 2.7, en donde podemos ver el factor de escala
al multiplicar cada una de las ecuaciones del procedimiento por el mismo nimero:

ka = agkb + krg
kb = &1]€T0 + k?“l

Podemos entonces analizar los casos en que el cociente a/b es real, sin importar si a y b son
reales o complejos. En el caso del cociente irracional extendimos nuestro algoritmo de la division
para no limitarnos a reales cuyo cociente fuera racional. Aunque se antoja hacer lo mismo con
un cociente de complejos que no sea real, no tenemos una buena manera de extender a C el
algoritmo de la division como hicimos para R (lo que podemos ver al repasar la prueba), y ni
siquiera podemos aplicar la version extendida o el procedimiento geométrico, por lo que solo
aplicaremos el algoritmo de Euclides a complejos cuyo cociente sea real (es decir, a los reales
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disfrazados). En R podremos estudiar con el algoritmo de Euclides la relacion de cualesquiera
dos niimeros. Pero en C nos limitaremos a estudiar la relacion que guardan complejos colineales.
Esto de hecho no nos molesta, puesto que en las ecuaciones diferenciales asociada a campos
vectoriales con parte lineal del tipo (1.15), que es el que estamos trabajando, justo el caso de
valores propios colineales da muchos problemas.

Notamos que la proposicion 2.6, donde hablamos de los signos de los enteros a; del algoritmo
de Euclides, también es cierta en el caso a,b € R. Lo enunciamos a continuacion.

Proposicion 2.18. Sean a,b € R, b # 0. Si |a| > |b|, entonces en las expresiones (2.7) del
algoritmo de Euclides los signos de todos los enteros a;, i = 0, ...,n son iguales, y coinciden con
el signo de a/b. Si|a| < |b|, ocurre lo mismo salvo que ay = 0.

Demostracion. El que para satisfacer las hipotesis del algoritmo de la division en R deba suceder
que a,qb y r tengan el mismo signo nos permite repetir tal cual la prueba de la proposicién
2.6. O
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Capitulo 3

Fracciones continuas

Las fracciones continuas son dificiles de definir formalmente. Las manejaremos como ntme-
ros, pero no son numeros. Podemos pensarlas como sucesiones, pero tampoco son sucesiones.
Desde la perspectiva que nosotros las veremos, seran una forma especifica de expresar nimeros
reales que nos permite estudiarlos. Ain sabiendo que tanto racionales como irracionales son
densos en R, al representarlos como fracciones continuas podremos estudiar su especial distri-
bucion en la recta real, asi como qué tan bien podemos aproximar irracionales por racionales. Al
mismo tiempo, podemos usarlas para dar una construccion de los nimeros reales que refleje su
distribucion en la recta. En el contexto del problema de explosiones que planteamos al principio
de este trabajo, son el codigo que guarda la informaciéon que da respuesta al problema.

Las fracciones continuas han sido de mucha importancia en el desarrollo de varias ramas
de la matematica y han sido prominentes en el estudio de los ntimeros reales. Fue gracias a
ellas que se pudo exhibir por primera vez un ntmero trascendente, y sirvieron para dar la
primera prueba de la trascendencia de 7. Han sido tutiles para problemas de toda indole desde
elaboracion de relojes y planetarios hasta el estudio de nudos topologicos. Hablar aqui de la
historia de las fracciones continuas sale de contexto, pero incluimos algunas palabras al respecto
en el Apéndice 1.

Este capitulo consta basicamente de tres secciones: en la primera veremos las partes elemen-
tales del funcionamiento de las fracciones continuas; en la segunda diremos como usarlas como
representacion de los niimeros reales; y en la tercera daremos una interpretacion geométrica de
ellas, donde veremos las ventajas de la representacion, y por qué es un lenguaje adecuado para
estudiar aproximaciones racionales a irracionales. Agregamos al final unos comentarios respecto
a la unicidad de la representacion.

3.1. Primeras definiciones
Definiciéon 3.1. Una fraccion continua es una expresion (finita o infinita) de la forma

b
a+ ———— (3.1)

@ + ———
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donde a;, b;, i € N toman valores en R. !

Llamamos fracciones continuas simples a fracciones continuas de la forma

ap+— (3.2)

Como trabajaremos tnicamente con fracciones continuas simples, en adelante nos referiremos
con fracciones continuas a fracciones continuas simples. Denotaremos a la expresion (3.2) por
lag, a1, as,...], y llamaremos a los elementos a; cocientes parciales de la fraccion continua.
Diremos que la fraccion continua finita [ag, a1, ..., a,] es de orden n.

Hasta este momento, la expresion (3.2) es tnicamente formal. Atn en el caso finito, podemos
tener problemas como el siguiente:

[ A (3.3)
S N —

9 1
+—1

Para evitar esto, pediremos siempre que todos los cocientes parciales a partir de a; tengan el
mismo signo: o bien a; > 0 para i > 1, 0 a; < 0 para ¢ > 0 (sin restriccion sobre ag). Entonces
es claro que la fraccion continua finita

(3.4)

lag, ay, ..., an] ~ ag+
a + ———

representa un numero real. En el caso infinito no queda claro que esto sea asi. Para ver cuan-
do podemos decir que la fraccion continua infinita [ag, a1, as, ...| representa un nimero real,

De manera general a; y b; en (3.1) pueden tomar valores en Z, R, C, K[z] o donde sea que tengan sentido
las operaciones sumar e invertir.
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analizamos la sucesién

Ch = Qo
1
CiT = Qo —f- —
ay
1
Cy = ap—+ 1 (3.5)
aq + —
a2
1
C, = ag-+
1
a) + —
1
4 —
an
y en caso de que ésta sea convergente, pensamos a la fraccién continua [ao, ai, o, ] cOomo una

representacion del nimero real al que la sucesion converge. En este caso diremos que la fraccion
continua [ag, a1, az, ...] es convergente y converge a « si la sucesion (3.5) converge a «; abusando
de la notacion, nos permitiremos escribir « = [ag, a1, ...]. Veremos a las fracciones continuas
convergentes como nimeros reales expresados como limites de sucesiones. A los términos ¢; de
(3.5) los llamaremos (algo abusivamente) convergentes de la fraccion continua [ag, ag, ...]J; nos
serviran para estudiar la mayoria de las propiedades de las fracciones continuas.

3.2. Convergentes y residuos

Los elementos que usaremos frecuentemente en el estudio de las fracciones continuas y en
el problema de ecuaciones que estamos abordando son los convergentes, y los residuos de una
fraccion continua. Definamoslos formalmente.

Definiciéon 3.2. Dada una fraccion continua |ag, aq, as, ...}, definimos su convergente de orden
n como ¢, = |ag, ay...a,| y su residuo de orden n como S, = [an, Gpi1, -]

Observacion 3.3. Las siguientes iqualdades se satisfacen

[ao, a1, Az, ] = [Cn7 An41, An4-2, ]

lag, a1, as,...] = [ag, a1, ..., @n_1, Sp].

Notamos que los convergentes son siempre fracciones continuas finitas. Si una fraccién con-
tinua es finita de orden n, entonces es igual su convergente c,. Los residuos de una fraccion
continua [ag, ay,...] son fracciones continuas finitas si y sélo si la fraccion continua [ag, ay, ...]
es finita, y son fracciones continuas convergentes si y solo si [ag, ay, ... 1o es. Es algo abusivo
escribir s, = [a,, ay11,...], pues segin la convencion que dimos arriba, s, es el nimero al que
converge [ay, ap.1,...], cuando no sabemos si [a,, an41,...] es convergente. Esta serd la tinica
excepcion a la convencion: s, denota a la fraccion continua |a,, a,41, ...], independientemente
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de si ésta es convergente o no. De cualquier manera, solo trabajaremos con fracciones continuas
convergentes, por lo que esto no supondré ningin problema y s, serd siempre un ntmero.

Para poder estudiar la convergencia de (3.5) veremos algunas propiedades que cumplen los
convergentes, para lo que antes necesitamos expresarlos de manera conveniente.

Definiciéon 3.4. Dada una fraccion continua |ag, aq, as, ...|, definimos recursivamente para n >
0 a los numeros p, y q, de la siguiente forma

Pn = GpPpn—1+ Pn—2
3.6
n = ApQn-1 1 qn—2 ( )

tomandop_o=0,q o =1,p_1=1yq_1=0.

Observacion 3.5. Con la definicion 3.4, dada la fraccion continua [ag, ay, as, ...] tenemos que
Po = Qo p1 = apa; +1 P2 = Gpaias + ag + az (3.7)
Qo =1 Q= G2 = araz + 1. '

Las ecuaciones (3.6) seran muy significativas en todo el estudio de las fracciones continuas, y
nos permitiran sacar mejor provecho de la interpretacion geométrica de las fracciones continuas
gracias a que p, v ¢, definidos de esta manera nos sirven para escribir a los convergentes de
una fracciéon continua.

Teorema 3.6. Dada una fraccion continua |ag, ay, as, ...|, sus convergentes satisfacen
Pn
Cp = —
an

para n >0, con p, Y q, como en la definicion 3.4.

Demostracion. Haremos inducciéon. Verificamos la afirmacion para los primeros convergentes
comparando con las igualdades (3.7):

Qo Do
COZ—:—
1 q0
1 apa; + 1
a ai q1
1 a apa1as + ag + a
Cy = ag + — ag + 2 _ QoM a2 0 2:]2'
1 a1a9 +'1 a1a2-+>1 2
a1+-——
a2

Ahora supongamos que el enunciado del teorema 3.6 se satisface para 0 < m < n. De la
observacion 3.3 tenemos que

1

Qp41

Cnt+1 = [ao,al, ‘“7an7an+1] = [a()aal) ‘“7an—178n]) con S, = a, +

Consideramos entonces la fraccion continua [ag, ay, ..., an_1, (a, + 1/(ans1))], para la que se
satisface por hipotesis de induccidon que
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1 (an + - L) pn—1+ P2
[GOaala“'aanfla(an'+'____)]:: ";1 '
Ap+1 (an'+’azzf)qn—l'+'Qn—2

Multiplicando el numerador y denominador del lado derecho de la ecuacion por a,,q y desa-
rrollando, tenemos

an+1(anpn—l*_pn—2)4_pn—l

A1 (AnGn-1 + Gn—2) + qu-1

Ahora, a,pn_1 4+ Pn_2 Y @nGn_1 + ¢n_2 son por definicién p,, v g, respectivamente, por lo que

)

Cntl1 = [ao, A1y .nny (an +
Qp41

an+1pn'+'pn—1

an+1Qn'+'Qn—1
::pn+1

)
Gn+1

con lo que concluimos la prueba. O

Este es un teorema importante porque nos da una manera de explorar el comportamiento
de los convergentes de una fraccion continua a través de las ecuaciones (3.6), que nos permiten
escribir cada uno de sus convergentes en términos de los dos anteriores. Podemos aplicar esto
a o = [ag, ay, as, ...| visto como el convergente ¢, de la fraccion continua [ag, a1, ..., Gp_1, Sn].

Proposicion 3.7. Sea o = [ag, ay, ..., ay_1, Sp|. Entonces
a<__5npn71%_pn72
SnQn71‘+_Qn72

Demostracion. Sea o = [ag, ay, ..., an—1, Sy). Ya que « es el convergente ¢, de [ag, ..., @,_1, Sy,
pues

o = Qg +
ay + ———
! 1

.“+>__
Sn

entonces del teorema 3.6 y la definicién 3.4 se tiene que

—»Eﬁ __Snpnfl%_pnf2
Qn ann71'+'qnf2

como queriamos. U

Nota: Al escribir a = [ag, ay, ...] estamos suponiendo que [ag, a1, ...] es convergente y converge
a «, por lo que s, es en efecto un ntimero real.

Otra propiedad importante que usaremos frecuentemente queda asentada en el siguiente
teorema.
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Teorema 3.8. Dada la fraccion continua [ag, ay,as, ...], Pn ¥ Gn definidos como en (3.6) satis-
facen

Prn-1Gn — PnGn—1 = (—1)" paran > 1. (3.8)

Demostracion. Haremos induccion. De (3.7) tenemos que
poi —P1go = aopay — (agay +1) = —1.
Supongamos ahora que p,_2Gn-1 — Prn_1qn_2 = (—1)""1. De la definicion 3.4, tenemos que

Pn—19n — PnQn—1 = pn—l(anQn—l + Qn—2) - (anpn—l +pn—2)Qn—1
Pn—10nQ4n—1 +pn—IQn—2 — Gn—-1anPn—-1 — Gn—-1Pn—2
= (_1)(panQn71 - pn71Qn72)
(-1)"
y concluimos la prueba. O

A partir de este teorema obtenemos un tutil corolario que nos permitira medir la “cercania”
de los convergentes.

Corolario 3.9. Para la fraccion continua [ag, a1, as, ...], se tiene que p, y g, definidos como en
(5.6) satisfacen

n— n —1)"
Poot P (=1 , para n > 1. (3.9)
qn—1 Gn qn—19n

3.3. Representacion de los niimeros reales por fracciones
continuas

Queremos usar a las fracciones continuas como una representacion los niimeros reales que
nos dé informaciéon del niimero representado. Para esto necesitamos dar una correspondencia
biunivoca entre ntimeros reales y cierto tipo de fracciones continuas, de modo que cada real se
pueda expresar de manera tnica como una fraccién continua de este tipo. Debemos escoger un
subconjunto de fracciones continuas (convergentes) en el que sea biyectiva la funciéon f que a
cada fracciéon continua finita le asocia el ntiimero real que representa:

1
ag + ——— si |ag, aq, as, ...| es finita de orden n

f([aoafh,(lz, ]) = o — (3.10)

Qnp,
Q@ si [ao, a1, ag, ...] converge a a.

Si no tomamos ninguna restriccion sobre los cocientes parciales de las fracciones continuas,
claramente no se dan las condiciones deseadas. Atn si tomamos tnicamente fracciones continuas
finitas, podemos tener problemas como el de (3.3) y no tenemos unicidad en la representacion:

[17 \/iv \/5] = [173/\/5]’

incluso si los cocientes parciales son enteros:

1,1,2,1] = [1,1,3].
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Sin embargo, si nos restringimos a fracciones continuas [ag, a1, ...] cuyos cocientes parciales
satisfagan

a) ag € ZT U {0}
b) a; €ZT parai€eN,i>1 (3.11)
c) si la fraccion continua es finita de orden n > 1, entonces a,, # 1,
o bien
a) ag € Z~ U{0}
b) a; € Z~ paraieN,i>1 (3.12)

¢) si la fracciéon continua es finita de orden n > 1, entonces a,, # —1,
entonces podremos probar que la funcion f de (3.10) es biyectiva, y tendremos una buena
representacion de los ntmeros reales con este tipo de fracciones continuas. Por comodidad,
llamaremos a las fracciones continuas que satisfagan (3.11) fracciones continuas positivas, y a
las fracciones continuas que satisfagan (3.12) fracciones continuas negativas.

Para probar que para fracciones continuas positivas y fracciones continuas negativas f es
una funcion biyectiva, necesitamos probar que

1) tanto las fracciones continuas positivas como las negativas en verdad representan niumeros
reales y entonces f esta bien definida para ellas;

2) la representacion de un real como fracciéon continua positiva o negativa es tnica, es decir,
fracciones continuas distintas que satisfacen (3.11) 6 (3.12) convergen a reales distintos
(con esto garantizamos la inyectividad de f);

3) cada real se puede expresar como una fraccion continua positiva o negativa (con lo que
probamos la suprayectividad de f).

En esta secciéon nos dedicaremos a probar estas tres cosas, para lo que antes estudiaremos
algunos aspectos de los convergentes. Notamos que para una fracciéon continua positiva o ne-
gativa, p, v ¢, definidos como en (3.6) son enteros, por lo que sus convergentes representan
nimeros racionales. En particular, si la fraccién continua es finita, entonces representa un nu-
mero racional (positivo si la fraccion continua es positiva, y negativo si es negativa). De los
residuos s6lo podemos decir lo mismo si la fracciéon continua es finita.

El que los convergentes sean ntmeros racionales es importante, pues al representar a los
reales con fracciones continuas positivas o negativas vemos a los irracionales como limites de
sucesiones de racionales, lo que nos permite dar aproximaciones racionales de ellos. Después
veremos qué tan buenas aproximaciones.

Si [ag, a, ag, ...] satisface (3.11) 6 (3.12), tenemos como corolario del teorema 3.8 que p,, y
¢n definidos como en (3.6) son primos relativos. Para ver esto retomamos la ecuacion (3.8):

Prn-1Qn — Pnn-1 = (—1)"  paran >1,
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y notamos que si d | p, v d | ¢,, entonces d | (—1)", por lo que d = £1 y med(py, ¢,) = 1. Dado
que podemos escribir
_Pn

Gn

Cn

con p, y ¢, primos relativos, pensaremos en p, /g, como la representacion canoénica del con-
vergente ¢,. Cuando hablemos de los convergentes de una fraccion continua, a menos de que
indiquemos lo contrario, los pensaremos expresados de esta manera.

Otro aspecto que nos sera util queda planteado en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.10. Sea a/b = lag,a1,...,a,] una fraccion continua. Entonces —a/b =
[—ao,—al,...,—an].

Demostracion. Haremos inducciéon sobre el orden de la fraccion continua. El caso n = 0 es claro.
Supongamos ahora que para una fraccion continua de orden n— 1, digamos [bg, b ..., b,—1], se sa-

tisface que —[bg, b1, ..., bp_1] = [—bo, —b1, ..., —b,_1]. Tomamos ahora una fraccion continua de or-
den n, [ag, ai, ..., a,]. Por hipotesis de induccion tenemos que —lay, ..., a,] = [—a1, —ag, ..., —ay,].
Y entonces
1
—lag, a1, ...,a,] = —ag —
[alv () an]
1
[—ay, ..., —ay]
- [_a07 —ay, ) an]

como queriamos probar. d

Recordando la definiciéon de los convergentes ¢; se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.11. Dada [ag, ay, ...| con convergentes ¢;, y [—ag, —aq,...] con convergentes ¢, se
satisface que
/ .
¢ = —¢ para todo i € N.

Esto significa que si la fraccion continua [ag, ag, ...] es convergente, también lo sera la fraccion
continua [—ag, —ay, ...], de modo que en muchas ocasiones bastara estudiar el caso positivo.
Teorema 3.12. Sea o = [ag, ay....]. Entonces —a = [—ag, —ay, ...].

Demostracion. Sea c¢; el convergente de orden i de a, y sea ¢, el de —«, i € N. Dado que
{en} ={=d,} vy que por hipotesis {¢,} — «, entonces {—c,} — —a. O

Ahora si estamos listos para probar que las fracciones continuas positivas o negativas en
verdad representan ntmeros reales. Ya sabemos que es asi en el caso finito. Veamos que en el
caso infinito son convergentes.

Tomemos una fraccion continua positiva [ag, a1, ...] (que satisfaga (3.11)). En este caso, dado
que ayg > 0y a; > 0 para toda ¢ > 1, entonces py > 0, p, > 0 paran > 1,y ¢, > 0 para
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toda n € N, y las sucesiones {p,} y {g.} son estrictamente crecientes (a partir de n = 0). Del
corolario 3.9 tenemos que (considerando que ¢, 1y ¢, son enteros positivos)

& Pn—1

< sin es par, y (3.13)
qn qn—1
Prn—1 Pn . .
< — sl n es impar.
Gn—1 Gn

Con esto podemos probar la siguiente proposicion.

Proposicion 3.13. Para una fraccion continua positiva se tiene que la sucesion de sus con-
vergentes pares es estrictamente creciente y la de sus convergentes impares es estrictamente
decreciente. Mds atun, cualquier convergente par es menor que cualquier convergente impar.

Demostracion. Multiplicando la primera ecuacion de (3.4) por ¢, o, la segunda por p, o, y
restando la primera de la segunda, obtenemos que para n > 2

Prn—24n — Pndn—2 = an(qn—lpn—Q - pn—lQn—Q)a

que por el teorema 3.8 se traduce en

Pn—20n — Pnln—2 = an(_l)n_l'

Entonces para n > 2
Pn—2 . & _ (_1>n71an

gn—2 Qn AnQn—2

Puesto que a,, g, vy ¢,_2 son enteros no negativos, tenemos que

Pn Pn—2 .
— < S1 N es par, y
an qn—2
Pn—2 Pn . .

< — SI n es 1mpar.
Gn—2 An

De estas desigualdades podemos ver que los convergentes pares forman una subsucesion estric-
tamente creciente, mientras que los impares forman una estrictamente decreciente. Retomando
las desigualdades (3.13), podemos decir como estéan ordenados los convergentes:

@<@<%<---<&<@<ﬂ, (3.14)
do q2 q4 ds a3 q1
y concluir que cualquier convergente par es menor que cualquiera de los impares. O

De la proposicion 3.13 tenemos que tanto la sucesion de convergentes pares como la de los
impares son convergentes. De ser convergente la sucesion {£2} = {c,}, ambas convergeran a
un mismo nimero, que sera el supremo de los convergentes pares y el infimo de los impares.
Veamos que la sucesion {c,} si es convergente, con lo que habremos probado la convergencia
de las fracciones continuas positivas, y por tanto también de las negativas.

Teorema 3.14. Toda fraccion continua positiva o negativa infinita es convergente.
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Demostracion. Por el teorema 3.12; basta probar que toda fraccion continua positiva (que
satisfaga (3.11)) es convergente. Sea [ag, ay,...] una fraccion continua positiva. Veremos que la
sucesion de sus convergentes ({c,}), es convergente. Del corolario 3.9 tenemos que

1

Pn—1 . & _
4n—14n

gn—1 Qn

Dado que ¢, = anGn-1+ Gn_2y ¢; y a; son enteros positivos para i > 0 (salvo ag, que puede ser
cero), entonces ¢, 1 < ¢, y
lim ¢, = o

n—oo
y entonces
lfm [Pt Pl (3.15)
n=00 | n—1 qn
Esto, aunado a (3.14) garantiza que la sucesion {c,} = {p,/q.} converge,® es decir, [ag, ay, ...]
es convergente. ]

Observacion 3.15. Aunque hicimos las pruebas para el caso positivo y concluimos el caso
negativo del corolario 3.11 y el teorema 3.12, muchas de las cosas que dijimos en ellas pode-
mos decirlas también para el caso negativo con pequenas modificaciones, usando estos mismos
resultados. Por ejemplo, para o = |ag, ay, ...] las sucesiones {|pn|} y {|gn|} son estrictamente
crecientes (a partir de n = 0), y si @ < 0 sus convergentes estin ordenados de la siguiente
manera

Po P2 Pa P Py P1

do a2 44 ds as q1

con a estrictamente entre cualesquiera dos convergentes consecutivos.

Un beneficio que tendré la representacion de los reales como fracciones continuas positivas o
negativas es que un nimero sera racional si y solo si su expresion en fraccion continua es finita.

Proposicion 3.16. Toda fraccion continua positiva o negativa infinita es un niumero irracional.

Demostracion. Sea [ag, ay, ...] una fraccién continua positiva infinita. Supongamos que podemos
escribir [ag, a1, ...] = p/q, p/q € Q, con p y ¢ primos relativos. Como

&<E<pn—l, 0 Pn—1 <]_7<&7
an q qn—1 qn—1 q an

segin sea n par o impar, de cualquier modo tenemos que

Pn—1 . Zﬁ
dn—1 An

1

< .
qndn—1

q dn

'p P

Multiplicando por ¢,q obtenemos

q
0 < |pgn — png| < —
Qn—l

2Si el limite en (3.15) es cero, y los convergentes estdn ordenados como en (3.14), entonces la sucesion {c,, }
es de Cauchy y es por tanto convergente.
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(notamos que [pg, — pnq| es mayor que cero, pues p/q # pn/q¢n). Como la sucesion {q,} es
creciente, podemos tomar n suficientemente grande tal que ¢/¢,—1 < 1. Esto implica que |pg, —

Pnq| es un numero entero estrictamente entre 0 y 1. Contradiccion. Por lo tanto [ag, ay,...] es
un numero irracional. Ya que « es racional si y s6lo si —a lo es, el caso negativo es inmediato
del teorema 3.12. O

Hasta ahora tenemos el primer paso: las fracciones continuas positivas o negativas en verdad
representan niumeros reales (positivos en el caso de las positivas, negativos en el caso de las
negativas). Més ain, representan nimeros racionales si son finitas, e irracionales si son infinitas.
El siguiente paso para lograr nuestro objetivo es ver que esta representacion es tnica.

Teorema 3.17. Sean [ag,ay,...] y [bo,b1,...] fracciones continuas positivas o negativas. Si
lag,a,...] = a = by, b,...], entonces a; = b; para toda i € N. En el caso finito, si
lag, ...,an] = a = |by,...,bn|, entonces n = m y a; = b; para i = 1,...,n. Es decir, la re-

presentacion en fraccion continua bajo las condiciones (3.11) o (3.12) es tinica.

Demostracion. Sean [ag, ay,...] y [bo, b1, ...| fracciones continuas positivas o negativas. Si una de
ellas es positiva y la otra negativa, deben representar nimeros reales distintos, pues las fracciones
continuas positivas representan reales positivos y las fracciones continuas negativas representan
reales negativos. Supongamos entonces que ambas son fracciones continuas positivas. Veamos
primero el caso infinito. Supongamos «a = [ag, a1, ...|, B = [bo, b1, ...] y @ = 5. Entonces la parte
entera de «, que es ag y la parte entera de [, que es by son iguales: ag = by. Pero entonces
lag, ai,...| —ag = [bo,b1,...] — bg. Tomamos inversos y tenemos que [ay,as,...] = [by,ba,...].
Continuamos de esta manera y obtenemos que a; = b; para toda i € N. Ahora veamos el caso
finito. Supongamos [ag, a1, ..., a,] = [bo, b1, ..., byy]. Supongamos s.p.g. que n < m. Procediendo
de igual manera que en el caso irracional, llegamos a que si n = m, entonces a; = b; para
i€{0,1,...,n}; si n < m, entonces a; = b; parai € {0,1,...n—1}y

1
ap = bn + )
Sn41

donde s, es residuo de [bg, by, ..., by,]. Como a, es un entero, entonces s,.; =1, m =n + 1
y a, = b, + 1. Asi que [ag, aq, ..., a,] = [bo, ..., by, bpi1] = [ag, a1, ...,a, — 1,1]. Como pedimos
que el altimo coeficiente fuera distinto de 1, entonces debe ser n = m, por lo que a; = b; para
i € {0,1,...,n}, como queriamos probar. Si ambas fracciones continuas son negativas, usamos
el caso anterior y el teorema 3.12. O

Probamos ya los dos primeros puntos a tratar en esta seccion: las fracciones continuas
positivas o negativas representan numeros reales, y lo hacen de manera tnica. S6lo nos falta
ver que podemos expresar a cada nimero real como fraccion continua positiva o negativa (que
satisfaga (3.11) 6 (3.12)). Para esto necesitamos decir qué fraccion continua positiva o negativa
asignaremos a un real arbitrario «, y probar que esta fraccion continua en efecto representa a
Q.

Para asignar una fraccion continua a un ntmero real usaremos el algoritmo de FEuclides. Sea
a€R. SiaeQ, tomamos a =py b= q, donde p/q es la expresion en fraccion irreducible de
a. Sia ¢ Q tomamos a = oy b= 1. Y aplicamos el algoritmo de Euclides a la pareja (b, a).
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Recordemos rapidamente las ecuaciones (2.2) del capitulo anterior:

a=apb+r19 con |aghl < la| 'y |ro| < b
b=ayrg+r con |aire| <[b] ¥ [ri] <|rol
To = agri +ry  con |agr| <ol y 12| < [y

Tn—3 = Qn_1Tn—2 + Tne1  CON |Ap_1Tp—2| < |rpn_s] v [rn1] < |Tn—2]
Theo = QpTp_1+7Tn CON ApTp_1 ="Tn_o Y Tn = 0.

Dividiendo la primera ecuacion (a = agb + ro) por b tenemos que

L S (3.16)
b = Qo b = Qo b. .

To

Tomamos ag como el primer cociente de la fraccion continua de a/b. Ahora tomamos la segunda
ecuacion, b = a1rg + r1, y al dividir por ry obtenemos

b r 1
_:a1+_1:a1+— (317)
To To To

(A1

Tomamos a; como el segundo cociente de la fraccion continua de a/b, puesto que de (3.16) y
(3.17) se tiene

a N 1
p o 1
a; + —
To
1

Continuamos de esta manera, dividiendo ry_s = airi_1 + ) pOr rp_1:

y tomando como cociente parcial a; al entero a; obtenido en las ecuaciones (2.2) del algoritmo
de Euclides:

© o+ S 1 (3.18)
a; + 1 ay + 1
a1+ ap—1 +
T2 ot
TL—1 Tk—1

Podemos continuar este procedimiento mientras tengamos r; # 0, lo que pasa para toda k € N
si a/b es irracional. Asi, si a/b es irracional, obtenemos una sucesion infinita de enteros a; (los
que obtenemos del algoritmo de Euclides en (2.7)), que son los que tomamos como cocientes
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de la fraccion continua de a/b = a: a = [ag, a1, ag, ...]. Si a/b es racional, entonces tenemos que
r, = 0 p.a. n € N, en cuyo caso nos detenemos cuando k = n:
a n 1 N 1
b 1 ’ 1
ar + a + ———
1 . 1 1 ! 1
. 1 ' an,
(p—1 +
Tn
a, +
T'n—1

y obtenemos una fraccion continua finita: o = [ag, a1, ..., ay).

Notamos en la expresion (3.18) que podemos expresar al residuo s, de o como el cociente
Tr_2/rk_1, donde r; es el i-ésimo residuo obtenido en el algoritmo de Euclides aplicado a la
pareja (b, a).

Recordamos de la observacion 2.6 que los enteros que obtenemos del algoritmo de Euclides
aplicado a (b, a) tienen todos el mismo signo (salvo el primero, que puede ser cero), y coincide
con el signo de a/b. Esto implica que la fracciéon continua que obtenemos aplicando el algoritmo
de Euclides satisface las condiciones a) y b) de (3.11) 6 (3.12). Para ver que se satisface la
condicion ¢), recordamos que en la observacion 2.13 vimos que para el tltimo entero a, del
algoritmo de Euclides expuesto en (2.2) se tiene a,, # +1.

Acabamos de dar la prueba del siguiente teorema.

Teorema 3.18. Sea a/b € Q, y sean ay, ay, ..., a, los enteros resultantes de aplicar el algoritmo
de Euclides expuesto en (2.2) a la pareja (b, a). Entonces a/b = [ag, a1, as, ..., ay], y esta iltima
fraccion continua satisface las condiciones (3.11) ¢ (3.12).

Notamos que los enteros a; que brinda el algoritmo de Euclides no dependen mas que del
cociente de los nimeros a los que lo apliquemos, por lo que es igual aplicarlo a (b,a) que a

(1,a/b).
Sia € R\Q, atn nos falta ver que la fraccion continua que obtenemos al aplicar el algoritmo
de Euclides a (1, «) en verdad converge a «.

Proposicion 3.19. Sea o € R, y sean a;, con © € N los enteros obtenidos al aplicar a la
pareja (1,a) el algoritmo de Euclides en R expuesto en (2.5). Entonces o = [ag, a1, a9, ...], ¥
esta ultima es una fraccion continua positiva o negativa.

Demostracion. El caso racional lo vimos ya. Veremos el caso irracional positivo, y luego usa-
remos el teorema 3.12 para deducir el caso negativo. Sea o« € RT \ Q, y sean a;, con i € N
los enteros obtenidos al aplicar a la pareja (b,a) = (1, «) el algoritmo de Euclides expuesto en
(2.5). Vimos ya que la fraccion continua [ag, aq, ....] es positiva, y por lo tanto, es convergente.
Falta ver que converge a «. Tenemos que

o =

- +

= — =
b 1
ay +

=1e
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Puesto que s, = r,_2/7r,_1, de la proposicion 3.7 tenemos que

_ SnPn—1 +pn—2
Sndn—1 + qn—2
Entonces
‘Oz B ]ﬁ _ SpPn—1 +pn—2 . AnPn—1 +pn—2
An Snln—1 + gn—2 (nQn—1 + qn—2

ApSpPn—19n—1 + ApPn—2qn—1 + SnPn—1G9n—2 + Pn—24n—2
(Snanl + anZ)

—QpSnPn—-19n—1 — SnPn—24n—-1 — @pPn—19n—2 — Pn—24n—2
(anqnfl + qnf2)

(7% (pn—ZQn—l - pn—lQn—Z) + Sn(pn—QQn—l - pn—lQn—Z)
(SnQn—l + Qn—2)(anQn—1 + Qn—Z)

. (an + 5n)
(Snanl + qnf2)(anqn71 + anZ)

Ay Sn,
+ .
(Snanl + qnf2)(anqn71 + anZ) (annfl + qnf2)(anQn71 + Qn72>

En la pendltima igualdad usamos que [p,_2¢n—1 — Pn_1Gn—2| = 1, y que todos los términos que
aparecen son enteros no negativos. Ahora usamos que a, < @,Gn-1+ qn-—2Y Sn < SnQn_1 + Gn_2

para ver que
1 1

Pn i
Sndn—1 + qn—2 (nQn—1 + qn—2

o — —
an

<

y como {g,} es una sucesion de enteros estrictamente creciente, tenemos que

= 0.

Dn
o — —
4n

lim
n—oo

Esto prueba que la fraccion continua que dimos para « en efecto converge a «. Para el caso
negativo recordamos el teorema 3.12 y que los enteros a; obtenidos al aplicar el algoritmo de
Euclides a (b,a) y a (—b,a) son los mismos salvo el signo. O

Finalmente logramos probar los tres puntos que nos propusimos en esta secciéon. Los resu-
mimos en el siguiente teorema.

Teorema 3.20. Todo nimero real se expresa de manera unica en una fraccion continua positiva
0 negativa.

Asi, cuando hablemos de la expresion en fraccion continua de un niimero real, nos referiremos
a una fraccion continua positiva o negativa (que satisfaga (3.11) o (3.12)). Lo que sigue es ver
qué ventajas nos da representar a un ntmero real de esta manera. Esto lo diremos a lo largo de
varios capitulos. Por ahora veamos una interpretacion geométrica de las fracciones continuas.
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3.4. Geometria de las fracciones continuas

Sea a = [ag, a1, as, ...] € R. Pensemos a « como la pendiente de una recta que pasa por el
origen, y a los convergentes ¢, = p,/q, como pendientes de los vectores (g, p,). Desde esta
perspectiva, podemos escribir la definicién recursiva de p,, v ¢, de la siguiente forma:

() = () + (1) @19

Lo ilustramos en la figura 3.1 para a,, = 3.

(3Qn71 + gn—2, 3pn71 +pn72) - (Qn:pn)
7

7
7
7/
7
7/

, /1(2(]71—1 + dn—2, 2pn—1 +pn—2)

7
7
7 s
s
s
(Qn—lypn—l) // s 7 (qn,1 + dn—2, Pn—1 +pn72)
A
2
2,5 -
“
L -
z -
Z (Qn—27pn—2)

Figura 3.1: Interpretacion geométrica de definicién recursiva de p, v ¢,.

Los convergentes de « son las pendientes de una sucesion (finita o infinita) de vectores
{(¢n,pn)}, en donde los dos primeros términos son (g_o,p_2) = (1,0) v (¢-1,p—1) = (0,1), y a
partir de aqui cada nuevo vector se obtiene a partir de sumas de los dos anteriores; la manera
en que sumamos la dan los cocientes parciales a; de la fracciéon continua de «. Notamos que si
a/b es racional, los cocientes parciales a; dicen como expresar al vector (b, a) como combinacion
lineal entera de (0,1) y (1,0).

Aunque nosotros estaremos trabajando con fracciones continuas positivas o negativas, no-
tamos que dada una fraccion continua [ag, aq, ...], la definicion recursiva de p, y ¢, v el hecho
de que ¢, = p,/q, no dependen de que los cocientes parciales a; sean enteros, asi que esta
interpretacion geométrica es valida incluso si no lo son.

Con esta interpretacion geométrica, resulta natural que los convergentes de fracciones con-
tinuas positivas estén ordenados como en (3.14) (como afirma la proposicion 3.13). Al ver a los
convergentes como pendientes de sumas de vectores, de la expresion (3.19) queda claro que el
convergente de orden n de una fraccion continua esta estrictamente entre los dos anteriores (los
convergentes de orden n—1 y n—2). También podemos usar esta interpretacion geométrica para
el caso negativo, poniendo cuidado en la interpretacion de los signos de los cocientes parciales
;.
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Ejemplo 3.21. Tomemos el nimero 8/11, que es la pendiente del vector (11,8). Recordamos
del ejemplo 2.7 que los enteros que obtenemos al aplicar el algoritmo de Fuclides a la pareja
(11,8) son ag = 0,a1 = 1,a2 = 2,a3 = 1,a4 = 2, por lo que la expresion en fraccion continua
de 8/11 es [0,1,2,1,2]:

8 1

(11,8)

Figura 3.2: Convergentes de 8/11.

Los cocientes parciales de la fraccion continua de o nos dicen como sumar los vectores (1,0)
y (0,1) para obtener una sucesion de vectores cuyas pendientes sean los convergentes de
aplicamos las sumas de la definicion recursiva (8.19) con ag = 0,a1 = 1,as = 2,a3 = 1,a4 = 2:

(90,20) = 0(0,1) + (1,0) = (1,0)
(q1,p1) = 1(1,0) + (0,1) = (1,1)
(42,p2) = 2(1, 1) + (1,0) = (3,2)
(g3,p3) = 1(3,2) + (1, 1) = (4,3)
(q1,p4) = 2(4,3) + (3,2) = (11,8),

y obtenemos la sucesion ((1,0), (1,1), (3,2), (4,3), (11,8)) (ver figura 3.2), cuyos términos
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tienen como pendientes a los convergentes de 8/11:

0
co=0= T pendiente de (90, p0) = (1,0)
1 1 :
cp =0+ 171 pendiente de (q,p1) = (1,1)
1 2 :
ey =0+ —=3 pendiente de (q2,p2) = (3,2)
1 —
* 2
1 3 :
c3 =0+ — 3 pendiente de (q3,p3) = (4,3)
I+ ——
5 1
1
1 8 :
=0+ — =17 pendiente de (qa, pa) = (11,8)
1+
2+ !
) 1
T3

Si « es irracional, obtendremos una sucesion infinita de vectores cuyas pendientes tienden
a «; solo llegamos en un ntmero finito de pasos a un vector con pendiente « si « es racional.

La definicion recursiva de p, vy ¢, no requiere que los cocientes parciales sean enteros; la
interpretacion geométrica es la misma sin importar los valores de los cocientes parciales a;. Al
restringirlos a Z para dar la fraccién continua de « forzamos a los vectores (g,,p,) a tener
entradas enteras, y a los convergentes a ser racionales.

La fraccion continua de a nos da informacion a través de sus convergentes pues, al ser
racionales, nos permiten estudiar aproximaciones racionales de . Veamos como. Detengadmonos
en la expresion

1

Pn—1 . & _
|Qn—IQn|

gn—1 Gn

que obtenemos del corolario 3.9. Esta nos da una medida de cercania entre los convergentes.
Ya que « esta entre cualesquiera dos convergentes consecutivos, se sigue que

1
< 3.20
’qnfl%z‘ ( )

Pn
o — —

4n

Dado que la sucesion {|g,|} es estrictamente creciente, la expresion (3.20) dice que si « es
irracional podemos hacer que p, /¢, sea tan cercano a a como queramos tomando n suficiente-
mente grande. Asi, los convergentes de fracciones continuas son una aproximacion racional (cada
vez mejor) del namero al que convergen. Lo especial es que seran las mejores aproximaciones
racionales de «. jEn qué sentido?

Por simplicidad tomemos a > 0; el analisis se puede hacer de forma analoga si o < 0.
Pensemos los ntimeros racionales cercanos a o como pendientes cercanas a « de vectores (¢, p),
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con p,q € Z. Podemos dar una medida de aproximacién comparando la distancia entre « y la
pendiente de (g, p) con el tamatio de g.

Figura 3.3: Aproximaciones Racionales.

Una manera de definir que p/q sea una mejor aproximacion racional de a podria ser pedir
que cualquier vector (¢’,p’) con ¢’ < ¢ tenga una pendiente mas lejana a a que p/q. Es decir,
que para todo vector (¢,p’) con p',¢' € Z* y 0 < ¢’ < q se tenga

/

p
a—=|.

q/

@_2'<
q

Podemos reescribir esta tltima desigualdad como
1 1, ,
— lgo—pl < = |g'a—p'].
q q

Otra manera de definirlo seria s6lo pidiendo

lga — p| < |¢'a =],

lo que es una condicién mas restrictiva. Esta es la que tomaremos como definicién de una mejor
aproximacion racional, pues servird como caracterizacion de los convergentes de una fraccion
continua.

Definicion 3.22. Decimos que el nimero p/q es una mejor aproximacion de « si para toda
pareja de enteros (¢',p') tales que 0 < |¢'| < |q| se tiene que |qo — p| < |d'a — p'].

Veamos qué dice geométricamente esta definicion. Definimos la distancia de un punto x € R?

a una recta £ en R? en la direccién de un vector v no paralelo a £ como la longitud del segmento
que une a x con el tnico punto x + pv en £, con u € R. La denotamos por dy(x, £). Notemos
que dado cualquier otro x’ € R? el cociente

dy(x, L

"(7) (3.21)

dy(x', L)
no depende de la direccion del vector v pues, como podemos ver en la figura 3.4, siempre que
v no sea paralelo a L se satisface

dV (X7 ‘C) d(X, 'C)

dy(x'. L) d(x,L) (3.22)
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donde d(x, £) denota la distancia usual del punto x ¢ £ a la recta L.

Figura 3.4: El cociente dy(x, £)/d(x’, £) no depende de la direccion de v.

Ahora notamos que si £ es la recta y = ax, y v = (0, 1) entonces dy((q,p), £) es justamente
|gae — p|. Llamamos a la distancia en la direccion del (0,1) distancia vertical, de modo que
|gae — p| es la distancia vertical de (q,p) a la recta y = ax (ver figura 3.5).

aql - - o

Figura 3.5: |ga — p| es la distancia vertical de (¢, p) a la recta y = ax.

De modo que pedir que para todo (¢',p') con p',¢ € Z y 0 < |¢'| < |q| se satisfaga
lgae — p| < |¢’a — /| es pedir que la distancia vertical de (¢,p) a la recta y = ax sea menor
que la distancia vertical a la misma recta de cualquier punto de la reticula entera con primera
coordenada menor a ¢ (en valor absoluto). De (3.22) vemos que esto es equivalente a pedir que
el punto (¢, p) sea, de los puntos de la reticula entera con primera coordenada con magnitud
menor que |g|, el més cercano a la recta y = aux.

Ahora veamos que las mejores aproximaciones de « caracterizan a sus convergentes.

Lema 3.23. Sea a = [ag, ay, as, ...] con convergentes ¢, = p,/qn, n € N. Entonces
Gn1 2 poy| = !
-1 — —1| = .
" dn " |anQn—1 + Qn—2|

En particular, si s, es el residuo de orden n de «, entonces

1
|3nQn—l + Qn—2| '

|qn—1a - pn—1| -
Demostracion. Sea o = [ag, a1, as, ...] con convergentes ¢, = p,/q,, n € N. Usando el teorema

3.8 y las definiciones recursivas de p,, y ¢, tenemos que

1 1

B |Q7l+1| B |an+IQn+Qn—1|’

AnPn+1 — Pndn+1
dn+1

Pn+1 ‘ .
n =
qn+1




56 Fracciones continuas

como querfamos probar. Si aplicamos esto a o = [ag, a1, ..., @51, S,] se sigue la segunda parte
del lema. O

Teorema 3.24. (Ley de las mejores aprozimaciones de Lagrange, 1770 [22]1§5, [6])
Sean a = [ag, a1, ag,...] E R\ Q, y pn/qn el convergente ¢, de . Entonces

i) |gocr — po| > |qrar — pi| > [gor — po| > - -

i) paran > 1, si p,q € Z son tales que 0 < |q| < |gn| ¥ (Gn-1,Pn-1) # (¢, D) # (Gn,Pn) Y
(=Gn-1,Pn-1) # (¢,0) # (=Gn, -Pn), entonces |qo — p| > -1t — pp—1].

Antes de hacer la demostracion hacemos un comentario sobre la hipotesis en i) que pide
(qnflapnfl) 7& (Q7p) 7é (Qnapn) y (_anla _pn71> 7é (Q7p) 7é (_Qna _pn)- Los vectores (_anla _pnfl)
Y (=G, -pn) también cumplen las condiciones de cercania que cumplen (¢,—1,00-1) ¥ (¢n,Dn);
pues son su reflejo por la identidad o la identidad negativa; tienen también como pendiente a
convergentes de a. Por eso nos interesa que (g, p) no sea ninguno de ellos.

Demostracion. Sean « = |ag, ay,a9,...] > 0, y p,/q, €l convergente ¢, de «. Del lema 3.23
tenemos que
1
qn—100 = Pp—1| = ———————.
’ ‘ Sndn—1 + qn—2
Como s, = [an, Gpyi1,-..] = an + 1/8,41, entonces s, < a, + 1. Usando esto y la definicion
recursiva de ¢, tenemos que
1 § 1 B 1 o
SnQn—1 + dn—2 (an + 1)(]71—1 + dn—2 AnGn—1 + dn—2 + gn—1 dn + dn+1 ’
por lo que
| [ (3.23)
An—1Q — Pn—1 — . .
qn + qn+1
Por otro lado, también del lema 3.23 tenemos que
1 1
g — pp| = < , (3.24)
Sn4+14n + Gn—1 an + Gn—1
pues s,.+1 > 1. Asi, de (3.23) y (3.24) tenemos que
4n0— pul < —— <| |
gn® — Pn — dn—1Q — Pn—1] -
qn + qn+1
Si a = [—ag, —ay, —as, ...] < 0 aplicamos lo anterior a —a = [ag, aq, as, ...|, y usamos el corolario

3.11. Con esto queda probado i). Para probar i), consideramos nuevamente o > 0. Dados
P, q € Z como en el enunciado del teorema, consideramos el sistema de ecuaciones

APp—1+ Py =D
A1+ g = q.

Como p,_1Gn —Pnqn—1 = £1, entonces el sistema tiene soluciones enteras tinicas A y p. Si A = 0,
entonces (¢, p) = (i qn, pt pn). Como por hipotesis 0 < |q| < |gn|, entonces |uq,| < |g,|, de donde

|| = 1. Pero esto contradice la hipotesis (¢n—1,pn-1) # (¢,p) # (GnsPn) Y (~Gn-1,Pn-1) #
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(q,p) # (=qn, —pn). Por lo tanto A # 0. Ahora, si = 0, entonces (¢, p) = (Agn_1, Apn—_1). Debe
suceder que |A| > 2, pues si [A\| = 1 se contradice la hipdtesis que recién mencionamos. Asi,
como

qa — P = A1 — A\Pp—1 = AN(@n—1&¢ — Pp—1),

tomando valor absoluto tenemos

lga — p| = |A| |gn-10¢ — pr—1| > 2 |gn-10¢ — P—1| > |Gn-10¢ — P .

Por dltimo, si A # 0 y u # 0, tenemos

lga — p| = |(apn — @) + Mapn—1 — gu-1)] - (3.25)

Yaque Agp_1+1qg, = qy 0 < |g| < |gn|, entonces Ay pu deben tener signos distintos (recordemos
que ¢n—1,¢, > 0). Pero entonces \aq,—1 — pn_1) y p(ag, — p,) deben tener el mismo signo
(pues «v esté entre p,_1/¢n_1 Y Pn/qn). Usando esto en 3.25 tenemos

lgoe — p| = | A agn-1 — pn-1)| + |(agy — pn)| = |1 — ¢u-1],

pues A # 0y pu # 0. Si a < 0 aplicamos lo anterior a —a;, y usamos el el corolario 3.11 y el hecho
de que |g—100 — pp_1| = |(—=@n-1)(—) — pn_1| = |gn-1(—a) — (—=pn—1)|. Con esto concluimos
la prueba de ii). O

Este teorema es importante porque por un lado nos dice que las aproximaciones de los
convergentes de o = [ag, ay, ...] se van incrementando con el orden de los convergentes, y por
otro nos asegura que los convergentes ¢, con n > 1 (y solo éstos) son mejores aproximaciones
de a. Probemos esta tltima afirmacion.

Corolario 3.25. Si un racional p/q es una mejor aproximacion de o = [ag,ay,...], entonces
debe ser uno de sus convergentes ¢, = p,/q, conn > 1.

Demostracion. Sea p/q una mejor aproximacion de o = [ag, aq, ...]. Si p/q # Pn/qn = ¢, para
toda n € N, tendriamos que |g,—1| < |¢| < |¢n| p.a.n > 1. Como p/q es mejor aproximacion de
a = [ag, ay, ...], entonces |¢, 1 — pp,_1| > |ga — p|. Ademas, por el teorema 3.24 como |q| < |g,|,
entonces |qa — p| > |gn—1& — pp—1| y llegamos a una contradiccion. O

Con esto terminamos el anélisis de los convergentes, y pasamos a los residuos, a los que
también podemos dar un significado geométrico. Cuando dimos el algoritmo para encontrar la
fraccion continua de un ntimero real a través del algoritmo de Euclides, vimos que podiamos
escribir a los residuos de la fracciéon continua en términos de los residuos del algoritmo de
Euclides. Lo enunciamos en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.26. Sea o = [ag, a1, ...] con s su residuo de orden k, sea a/b = «, y sean ry
los residuos del algoritmo de Fuclides planteado en (2.5) aplicado a (b,a), con k € N si « es
irracional, y k < n si[ag, ay,...] es de orden n. Entonces
Tk—2
Spp — —

Tk—1
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Recordemos réapidamente la sucesion abreviada del algoritmo de Euclides (2.6) aplicada a
(b, a):

(bya) = (r_g,7_1) = (bya —b) = (r_1,710) — (r1,70) = (r1,72) = =+ = (T, T1)-

Vemos que el residuo s, de a = [ag, ay, ...] es la pendiente del vector (ry_q,7r,_o) de la sucesion
de arriba si k es par, y el inverso de dicha pendiente si k es impar (salvo el ultimo vector de
la sucesion, cuya pendiente no es ningtn residuo). Ya que los vectores de esta sucesion son los
vectores que determinan los rectdngulos que obtenemos en el algoritmo de FEuclides geométrico,
entonces los residuos de la fraccién continua de « son los cocientes de los lados de dichos
rectangulos. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.27. Consideremos el nimero 7/10 y retomemos los ejemplos 2.9 y 2.12. Tenemos
del ejemplo 2.9 que 7/10 = [0, 1,2,3]. La sucesion abreviada del algoritmo de Euclides aplicado
a (10,7) es

(10,7) — (10,7) — (3,7) — (3,1) — (0, 1).

Comparamos sus pendientes con los residuos de 7/10 =[0,1,2, 3]:

7 " 1 10 2+1 7
0 107 1 1 7 2 3 37 3
2+ 3

I?

y comprobamos la afirmacion del pdrrafo anterior. Comparamos con la figura 3.6, donde ana-

dimos la interpretacion de los residuos a las interpretaciones que ya teniamos del algoritmo de
Fuclides.

(10,7) (10,7) (3,7) (3,4) (3,1) (2,1) (1,1) (0,1)
NN 2 S 8
ag ay az ag

Figura 3.6: Residuos de 7/10 = [0, 1, 2, 3] como pendientes en algoritmo de Euclides
geométrico.
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Los cocientes parciales de 7/10 = [0, 1,2, 3| por un lado nos dicen cudntos cuadrados podemos
i quitando en el algoritmo de Fuclides; las pendientes de los rectangulos resultantes coinciden
con los residuos de 7/10 = [0,1,2,3] (o sus inversos). Por otro lado, nos dicen cémo obtener

el vector (10,7) como sumas de (1,0) y (0,1) a través de sus convergentes. Los convergentes de
7/10 =10, 1,2, 3] son

0 04 1 1 04 1 2 7
T ! 11 ? ] 3’ °T 10
T3
Los ilustramos en la figura 3.7.
- (10,7)
2 (3,2)
L (1,1)
(1,0)
1 2 3 4 10
0(0,1) + (1,0) = (1,0) 1(1,0) + (0,1) = (1,1) 2(1,1) + (1,0) = (3,2) 3(3,2) + (1,1) = (10,7)
(ZOZO (1,1:1 a2:2 (1,3:3

Figura 3.7: Convergentes de 7/10 como pendientes de vectores.

Nota: Si comenzamos con un rectangulo de base b y altura a con a/b = 7/10, pero
med(a,b) = d, con d # 1, los rectangulos resultantes de aplicar el algoritmo de Euclides
geométrico no son los mismos que obtendriamos aplicandolo a (10, 7): estarian todos escalados
por d. Sin embargo, los cocientes de los lados de los rectangulos si se preservan. Lo mismo
ocurre con cualquier escalamiento: aiin si cambian los residuos del algoritmo de Euclides, los
residuos de la fraccion continua no cambian.

Veamos ahora un ejemplo en el caso irracional.

Ejemplo 3.28. Sea a = # Como podemos deducir del ejemplo 2.17, los enteros dados por
el algoritmo de Fuclides aplicado a (1, ) son a, =1 para toda n > 0, de modo que

1 1
+2‘/5 =1+ (3.26)

1+

1
1+ —

Recordamos que al aplicar el procedimiento geométrico del algoritmo de Fuclides a o y 1, obte-
nemos una sucesion de rectangulos todos homotéticos al original, lo que nos dice que todos los
residuos de la fraccion continua son los mismos, y coinciden con .
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Los cocientes parciales de las fracciones continuas que usamos como representacion de los
reales nos hablan tanto del proceso de quitar cuadrados a un rectdngulo como del proceso de
suma de vectores cuyas pendientes son mejores aproximaciones racionales. En el capitulo 5
veremos coOmo relacionar estas dos interpretaciones. De momento queda claro que los cocien-
tes parciales son significativos. Son, naturalmente, los que usaremos para responder nuestro
problema de ecuaciones diferenciales.

3.5. Dos teoremas interesantes

Como ya hemos dicho, esperamos encontrar en los cocientes parciales de la fraccion continua
de a informacion del tipo de numero que es «. Enunciaremos un (muy bonito) teorema que
refleja este hecho.

Definiciéon 3.29. Decimos que |ag, a1, ...] es una fraccion continua periddica si existen n € N
yk>1¢€N tales que
G = Ak para toda m > n.

En este caso la denotamos por [ag, ..., @n_1, G, Gni 1y vy Gnt k1) -

Recordamos que un irracional cuadratico es un irracional que es raiz de un polinomio de
grado 2 con coeficientes enteros.

Teorema 3.30. (Euler y Lagrange)
Un nimero real o € R tiene expresion en fraccion continua periddica si y solo si es irracional
cuadrdtico.

En [15] se puede consultar una prueba de este teorema. La necesidad fue probada por Euler
en 1737, y la suficiencia por Lagrange, en 1770. Se conoce como el teorema de Lagrange.

Llevemos nuestra atencion a la interpretacion geométrica de las fracciones continuas perio-
dicas. Si a = [ag, ..., Gp—1, U, A1, - Gnik—1), entonces su residuo s, satisface

Sn = Sn+k;

lo que significa desde la interpretaciéon geométrica que dimos, que al aplicar el algoritmo de
Euclides al rectangulo determinado por (1, ), en algin momento llegamos a un rectangulo
homotético a uno que ya habia aparecido antes, por lo que se generara un ciclo en los enteros
que obtenemos en el procedimiento, y en los cocientes de la fracciéon continua de a. El ejemplo
2.17 ilustra esta situacion. El teorema de Lagrange dice que los rectangulos que tengan esta
propiedad son justamente aquellos en que el cociente de sus lados sea irracional cuadratico.

El nimero « es racional si y sélo si su expresion en fraccion continua es finita; es irracional
cuadratico si y solo si es periodica. ;Qué podremos decir si a es algebraico? ;Y si es tras-
cendente? ;Pueden servir las fracciones continuas para una clasificacién de ntimeros reales? El
siguiente resultado esté relacionado con esta pregunta, aunque no veremos por qué hasta el
capitulo 7.

Teorema 3.31. Sea o = lag,aq,...] una fraccion continua positiva o negativa, y sea § =
[an, Qnit, Qnio, ...]. Entonces existen a,b,c,d € Z tales que
aB +0b a b

_ Y
“TBxd Y e d
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Demostracion. Sean oy  como en el enunciado del teorema. Segtn la proposiciéon 3.7 podemos
escribir a « de la siguiente manera:
_ pn—lﬁ + Pn—2
oO=—————",
qnflﬁ + qn—2
con ¢, = pp/q, el convergente de orden n de «. Como para éstos sabemos que
|Pn_1Gn—2 — Pn—2qn_1| = 1, entonces los enteros
a4 = Pn—1, b= Pn—2, €= {n-1, d= qn—2

satisfacen las hipotesis del teorema. O

Este teorema nos muestra que el que [ sea residuo de o hace que puedan ser llevados uno
a otro por una transformacion g de la forma

ar + b
xr) = , con a,b,cde ad — bc = £1.
glw) = —— y

A estas transformaciones las llamamos transformaciones modulares.

3.6. Consideraciones respecto a la unicidad

Pusimos las condiciones (3.11) y (3.12) para garantizar la unicidad de nuestra representa-
cion por fracciones continuas. Sin embargo, hay representaciones que casi se ajustan a estas
condiciones, y no cambian la informacion que obtenemos con (3.11) y (3.12). Este es el caso
si aparece un numero finito de ceros en los cocientes. Aunque ya vimos que no quedan bien
definidos los convergentes en estos casos, es cierto que podemos eliminar los ceros de la siguiente
manera:

Proposicion 3.32. Si a = [ag, ay, ..., a;,0,a;41, ...], entonces

o = [ao,al, vy A F Ai+1, ]

Demostracion. Basta ver que las expresiones de [ag, a1, ..., a;,0, a;11,...] ¥ [ag, a1, ...a; + a;1, ...
coinciden:
1
[Go,al,...,&i,o,&i+1,...] :&0—|— 1
.. _'_
. 1
Q;
0+ !
1
Ait1+ —
. 1
=a
0 . 1
' 1

a; + ;41 + —

= [ao, Ay, ...,0; + i1, Qjy2, ],

ya que al sumar un cero en un cociente sélo estamos invirtiendo dos veces. O
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En ocasiones facilita las pruebas introducir algin cociente parcial cero, por lo que sera bueno
tener esta proposicion presente.

Hay otra manera (que de hecho es méas usual) de representar en fraccion continua a los
reales negativos. Las condiciones sobre los cocientes parciales son

a) ag € Z- U {0}
b) a; € ZT paraieN,i>1 (3.27)
c) si la fraccion continua es finita de orden n > 1, entonces a,, # 1,

en lugar de las condiciones (3.12) (de una fraccion continua negativa). Podemos dar una relacion
entre las dos formas de representacion (dadas por las condiciones (3.27) y (3.12)) a partir de la
siguiente proposicion.

Proposicion 3.33. Sea o = [ag, a1, ...]. Entonces
— = [—GQ, —day, —A2, ] = [—&0 — 1, 1, a; — 1, ag, agz, ]
Demostracion. Sea o = [ag, ay,...], sea o = [—ag — 1,1,a1 — 1,a9,as,...] y sea § = [ag, a3, ...].
Tenemos que
1 s apa1 B + ap + 3
a = ag+ = ag+ = ;
0 1 0 a B +1 a1 +1
aq + =
s
multiplicando por —1 nos queda
_q= ZWufma=f (3.28)
ﬁ&l +1
Por otro lado, tenemos que
, 1
o =—ap— 1+ 1
1+
1+ !
a; — —
5
1+ !
pry —ao —
) g
Blar—1)+1
—1 1
:—a0—1+6(a1 )+
5(@1 — 1) + 1

(Blar =)+ 1+ B)(—ao— 1)+ Blag — 1) +1
Blay —1)+1+p

_ Bapar — B — ag
ﬁ&l—i—l

(3.29)

De (3.28) y (3.29) tenemos que —« y o' son iguales, con lo que concluimos la prueba. O
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Nota: Si en la proposicion anterior queremos que —a quede expresado en una fraccion
continua que satisfaga (3.27), tenemos que hacer la siguiente distincion:

—a = [_ao_ Lla — 1,a2,a3,...]

sioap > 1,
[—CLO — 1,@2 + 1,&2,@3, ]

si ay = 1.
Observacion 3.34. Si « = [ag, aq, ...] es cualquier fraccion continua convergente, entonces

| =

== [O,ao,al,...]
a+p=[p+ag,a, ..

= [—CL(), —ay, ]

© =

Si queremos enunciar esta observacion para fracciones continuas que satisfagan las condi-
ciones (3.11) o (3.12), requerimos la distincion:

L J1[0,a0,a1,az,..] sia>1,
lai, as, ag, ...] sia<l1.

y que > 06 p <0 segln sea el caso.
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Capitulo 4

Arbol de Stern-Brocot (SB)

El arbol de Stern-Brocot fue construido independientemente por el matematico alemén
Moritz Stern y el relojero francés Achille Brocot, alrededor de 1860. Stern fue profesor en la
universidad de Gottingen por 55 anos, donde fue junto con Gauss profesor de Riemann. El
mismo estudié con Gauss, de quien recibié una gran influencia y una inclinaciéon por la teoria
de ntimeros, que fue su mayor area de estudio. A lo largo de sus anos en Géttingen fue profesor
de diversas éreas, gozando de fama de ser un excelente docente. En 1855 escribe Uber eine
zahlentheoretische Funktion |24], un articulo en que construye lo que sera después conocido
como el arbol de Stern-Brocot y lo relaciona con las fracciones continuas.

Brocot provenia de una renombrada familia de relojeros parisienses. El mismo fue un exce-
lente relojero. Realiz6 ingeniosos disenos para sus relojes, que inclufan barémetros y calendarios.
Tenia vocacion de matemaético y de divulgador. En su busqueda de buenas aproximaciones ra-
cionales para el funcionamiento de los engranes de sus relojes, descubrio el arbol que después
llevaria también su nombre. Publico sus resultados en 1857, en una revista de relojeros [5],
buscando tanto dar a conocer sus conclusiones practicas como dar una argumentacion de sus
hallazgos.

El arbol de Stern-Brocot es un objeto matematico interesante y ha atraido la atencion de
muchos matemaéticos. Presenta una forma de ordenar a los niimeros racionales positivos de una
manera en apariencia inocente, pero significativa en el contexto de los ntmeros reales: es el
objeto ideal para estudiar fracciones continuas y aproximaciones racionales.! En este capitulo
nos enfocaremos en estudiar las propiedades del arbol, y sera hasta el proximo capitulo que
veremos cOmo se relaciona con las fracciones continuas.

En este trabajo, el a&rbol de Stern-Brocot nos servira como elemento integrador de distintos
materiales. Nos ayudara a comprender desde una perspectiva geométrica las fracciones conti-
nuas, el algoritmo de Euclides y la explosion de singularidades, y como se relacionan entre si.
Servira para analizar la distribucion de los nimeros reales en la recta, y para decir como influye
el lugar que ocupa en esta distribucion el cociente de los valores propios de la matriz que define
al campo asociado a una ecuacion diferencial, en el comportamiento de ésta bajo sucesivas
explosiones. Incluso nos ayudara a hacer una clasificacion de campos vectoriales via una clasi-
ficacion de los numeros reales. Aunque en el arbol de Stern Brocot trabajaremos tinicamente
con racionales positivos, después lo usaremos para el estudio de los reales en general.

!Una interpretacion geométrica interesante del arbol de Stern-Brocot es la dada por Ford en [10], en donde
trabaja con los llamados circulos de Ford, con los que representa a los niumeros racionales. En este mismo trabajo
presenta una extension a los complejos representando “racionales complejos” por esferas.
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Este capitulo consta basicamente de cuatro partes. En la primera damos la construccion
de varios arboles relacionados entre si (que llamaremos las distintas formas del arbol de Stern-
Brocot) y demostraremos algunas de las propiedades que tienen que nos seran tutiles para el
analisis de nuestro problema de explosiones sucesivas. Estos arboles nos permitiran estudiar a los
niimeros racionales, viéndolos como pendientes de vectores resultantes de aplicar composiciones
de las transformaciones (§1) v (19) al vector (1,1).

En la segunda parte hablaremos de caminos y caminos abreviados en los arboles que cons-
truimos, y daremos una correspondencia biunivoca entre caminos en los distintos arboles. Este
lenguaje nos servira para dar en el capitulo 5 una lectura de las fracciones continuas en estos
arboles.

En la tercera parte volveremos al arbol de matrices que construimos, pensandolas como
transformaciones actuando en el plano, y relacionaremos los caminos en este drbol con compo-
siciones de (41) v (1) para motivar la dltima parte del capitulo.

En la cuarta y ultima parte del capitulo construiremos nuevos arboles, intimamente rela-
cionados con los que construimos en la primera parte, que llamaremos las distintas formas del
arbol dual de Stern-Brocot. Veremos también las relaciones entre ellos y algunas propiedades
que tienen. Estos drboles nos permitirdn complementar el estudio de las fracciones continuas
y el algoritmo de Euclides y nos seran de utilidad para estudiar nuestro problema original de
explosion de singularidades.

4.1. Construccién y propiedades del arbol de Stern-Brocot

Un arbol binario completo infinito es un arbol en el que cada vértice tiene exactamente dos
vértices secundarios, que denominaremos descendiente izquierdo y descendiente derecho; cada
vértice es descendiente de un tnico vértice. El arbol comienza con un vértice que denominamos
raiz, y a partir de éste se generan todos los demas como descendientes de vértices anteriores.
Al tener cada vértice exactamente dos descendientes, un arbol binario completo infinito tiene
un ntmero numerable de vértices. Decimos que la raiz esta en el nivel 0 del arbol, y que si
un vértice estd en el nivel n, sus descendientes izquierdo y derecho estan en el nivel n + 1.
Denotaremos por v; ; al vértice que esté en el nivel 7 y en el lugar j de izquierda a derecha (de

ese nivel). Ver figura 4.1.
Ul,l
RN / BN
v v Vs
/ \
5 U

2,1 2,2
3 Us 4 Vg, Us 7 Us s

3,2 Vs,

Figura 4.1: Notacion para vértices de arbol binario completo infinito.
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Notamos que en el nivel n del arbol habra 2" vértices, por lo que para cada vértice v; ; se
satisface 0 < j < 212

Observacion 4.1. Con esta notacion, dado v;; en un drbol binario completo infinito, sus
descendientes 1zquierdo y derecho son los vértices viy1 251 Y Vit1,25 respectivamente.

Aunque la forma mas usual de presentarlo es como un arbol de fracciones, aqui veremos ade-
més otras presentaciones del arbol de Stern-Brocot que nos daran una vision méas amplia de la
informacion que contiene. Con “el arbol de Stern-Brocot”, que denotaremos por SB, nos referi-
remos en realidad a varios arboles: a las distintas formas que daremos del arbol de Stern-Brocot
(todas ellas arboles binarios completos infinitos). En realidad es el mismo objeto matemaético;
de cada una de las presentaciones se pueden obtener las otras y difieren primordialmente en la
interpretacion que le damos. Buscaremos sacar el mejor provecho de cada una de ellas.

En las paginas 222-225 de este texto pueden consultarse los distintos arboles con los que
estaremos trabajando.

4.2. Forma matricial del arbol de Stern-Brocot

Comenzaremos por construir SB en su forma matricial, que es tal vez la que guarda mas
informacion y la que nos serd de mayor utilidad. En esta forma los vértices del arbol seran
elementos de My o(Z).

Consideremos las matrices

1:((1) }) v D:G (1)) (4.1)

Tomamos como raiz del arbol a la matriz identidad y para construir los descendientes
multiplicamos por la derecha por las matrices I y D de la siguiente manera: dada la matriz
A= (‘C1 3) como uno de los vértices del arbol, su descendiente izquierdo sera la matriz Al, y el
descendiente derecho sera la matriz AD:

u= ()6 = () 6)

Procediendo de esta manera obtenemos el arbol de la figura 4.2. Este es el arbol de Stern-
Brocot en su forma matricial, que denotaremos por SBM.3 Al vértice que esté en el nivel 7 y
el lugar j (de ese nivel) de SBM, que es una matriz, lo denotaremos por v}';.

2En la pagina 225 ilustramos la notacién para los vértices de un arbol binario completo infinito mostrando
hasta el nivel cinco.
3En la pagina 222 ilustramos los primeros cinco niveles de este arbol.
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Figura 4.2: Arbol de Stern-Brocot en forma matricial.

Observacion 4.2. Por construccion, si A € SBM, entonces existen unicos ag € ZT U {0} y
ai,...,a, € Z* tales que A se puede escribir como

A=Dwpupe.. D1 =

{D“O [ D% ... D% sim es par, y
I

D [% D2 ... [9n st m es impar.

Notemos que, por como acttian I y D, de cada vértice podemos obtener el descendiente
izquierdo dejando la primera columna de la matriz igual y tomando para la segunda columna la
suma vectorial de las columnas de la matriz anterior. De igual manera, el descendiente derecho
lo obtenemos dejando la segunda columna igual y colocando en la primera la suma vectorial de
las columnas de la matriz anterior:

/<C d>\
o et )

Figura 4.3: Descendientes de una matriz de SBM.

Veamos qué significa esto en términos geométricos. Tenemos dos maneras de pensar a las
matrices del arbol como pareja de vectores: tomando sus vectores columna o tomando sus
vectores rengléon. Pensemos a cada matriz como la pareja de sus vectores columna. Vemos en
la figura 4.3 que el vector (a + b, ¢ + d) es justamente la suma de los vectores (a,c) y (b,d).
En términos de parejas de vectores, al multiplicar por I se mantiene el primer vector de la
pareja y el segundo vector se obtiene sumando los vectores de la pareja anterior. Analogamente
al multiplicar por D obtenemos una pareja cuyo primer vector es la suma de los vectores
anteriores, y el segundo vector se mantiene igual. Podemos describir en términos de sumas de
vectores la accion de multiplicar a la matriz A = (‘g Z) por I y D por la derecha.
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(a+b,c+d) (a+b,c+d)

Figura 4.4: Accion de I y D en vectores columna de las matrices de SBM.

De momento nos enfocaremos en los vectores columna de las matrices. Asociemos a ca-
da matriz A de SBM el paralelogramo generado por sus vectores columna. Una propiedad
importante es que todos tienen area 1 (ver figura 4.5).

(0.1) -

(1,0)

(0* 1) 'l (1 1)

£ (1,0) P
2,1) (1,1)

Figura 4.5: Paralelogramos generados por vectores columna de matrices de SBM.
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Proposicion 4.3. Toda matriz que aparece en SBM tiene determinante 1.

Demostracion. Denotamos por |A| al determinante de la matriz A. Sea A en SBM. Tomando
en cuenta que |I| = |D| =1, y recordando la observacion 4.2 tenemos que

|A| — | pagapaz ., . {?}“” _ ’D’ao ‘[’al ’D’@’ . {|D| an _ 1.

]

4.2.1. Simetrias en SBM

Otra propiedad interesante es la relacion que existe en SBM entre vértices con posicio-
nes verticalmente simétricas. Definimos a los vértices simétricos en un arbol binario completo
infinito como vértices cuyas posiciones son verticalmente simétricas.

A

Definicion 4.4. Dado el vértice v; ; en un drbol binario completo infinito A, definimos “o(v; ;),

su vértice simétrico en A, como
A
0 (vij) = Vizi—j41- (4.2)

Cuando no haya lugar a confusién en cuanto a en qué arbol estamos tomando el vértice
simétrico, escribiremos por comodidad tnicamente o (v; ;).

El vértice simétrico esta bien definido: si 0 < j < 2¢, entonces también 0 < 2° — j + 1 < 2°,
Notamos que en efecto el vértice simétrico cumple lo que esperariamos que cumpliera: si el
vértice v; ; se encuentra en el lugar j de izquierda a derecha del nivel 7 del 4rbol, entonces su
vértice simétrico o(v; ;) = v;2i_j41 se encuentra en el lugar j de derecha a izquierda en el mismo
nivel del arbol; ademaés satisface que el vértice simétrico del vértice simétrico de un vértice es él
mismo: o (o (v;;)) = V;2i_(2i_j+1)41 = Vij; y por ultimo, el descendiente izquierdo de un vértice
es simétrico al descendiente derecho de su vértice simétrico y viceversa, lo que plasmamos en
el siguiente lema.

Lema 4.5. Sea v; ; un vértice de un drbol binario completo infinito. El descendiente izquierdo
de v; ; es el vértice simétrico del descendiente derecho de o(v;;), y el descendiente derecho de
v;; es el vértice simétrico del descendiente izquierdo de o(v; ;).

Demostracion. Recordando la observacion 4.1, tenemos que el descendiente izquierdo de v; ; es
Vit1,2j-1, Cuyo vértice simétrico es por definicion v; i git1_(2j_1)4+1 = Vip1,22i—j+1), que €s justa-
mente el descendiente derecho de v; 9i_j 1. De la misma manera se verifica que el descendiente
derecho de v;; es el vértice simétrico del descendiente izquierdo de v; 9i_ ;4. O

Apoyandonos en esta propiedad probaremos la siguiente proposicion, que ayudara a estudiar
las relaciones entre vértices simétricos de SB en cualquiera de sus formas.

Proposicion 4.6. Sea A en SBM, con A = D*[" D% ... {[I)}an. Entonces
o(A)=I"D > { [ (4.3)
Demostracion. Haremos induccion sobre los niveles del drbol. En el nivel 0 tenemos que £ = D°

y o(E) = E = I° En el nivel 1 tenemos que D = D' y ¢(D) = I = I'. Supongamos ahora
que para toda matriz M en el nivel £ tenemos que si M = D[ D% ... {[I) }a", entonces
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o(M)=1%D»]*...{ Jg}a". Tomemos ahora una matriz A en el nivel k+ 1. A es descendiente
izquierdo o derecho de alguna matriz en el nivel k£ del &rbol. Supongamos que es el descendiente
izquierdo de M = D*[" D% ... {?}a". Por el lema 4.5, 0(A) es el descendiente derecho de
o(M). Por otro lado, tenemos por hipotesis de induccion que

O'(M) — Jao paigaez . {[I)}a"7
cuyo descendiente derecho es, por construccion de SBM,
o(A) = D®I" D> ... {"1 " D

Igualmente por construccion de SBM tenemos que A = D[ D% . .. {? }anl . Asi, se satisface
para A el enunciado de la proposiciéon. Se procede de manera analoga en el caso en que A es
descendiente derecho de M. Asi probamos la afirmacion del teorema para todas las matrices en
el nivel k£ + 1 del arbol, y terminamos la induccion. O

El que las expresiones como productos de potencias de I y D de matrices que son vértices
simétricos sean la misma expresion intercambiando I por D sugiere que hay una relaciéon entre
vértices simétricos, derivada de la relacion entre I y D. Veremos las manifestaciones de esta
relacion en cada una de las presentaciones de SB, comenzando por una relacién de simetria de
matrices.

Definicion 4.7. Sea A € Myyo, A = (‘C1 3) Definimos A®, la matriz simétrica de A, como
A= (g¢). (4.4)

Geométricamente, la matriz A° tiene como vectores columna a los vectores simétricos res-
pecto a la identidad de los vectores columna de A; el paralelogramo que generan los vectores
columna de A y el paralelogramo que generan los vectores columna de A® son reflejo uno del
otro respecto a la identidad. Lo especial de esta simetria es que sucede exactamente lo mismo
con los vectores renglon de A y A®.

Vectores columnade Ay A* Vectores renglon de Ay A°

§c+d,a+b)

(a+c,b+d)
(a,b) A
b o Ab+dcta)
(a+b,c+d)
St a (b, a)
c
d
d c a b

() (Y

Figura 4.6: Simetria de paralelogramos generados por vectores de A y A®.
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Notamos que I y D son matrices simétricas una de la otra. Es de esta simetria y de la
particular construcciéon que llevamos a cabo que se deriva toda la relaciéon de simetria entre
vértices simétricos de SB.

Queremos ver que matrices en vértices simétricos son matrices simétricas. Para esto, veremos
que la matriz simétrica de un producto de matrices es el producto de sus matrices simétricas.

Lema 4.8. Sean A, B € Msys. Entonces

(AB)* = A*B".

Demostracion. Sean A = <(Z Z) , B= (S i) Entonces tenemos que

s (ae+bg af+bh\"  [(cf+dh ce+dg\ (d ¢\ [(h g\ _ sps
(AB) _(ce+dg cf—irdh) _(af—l—bh ae+bg) \b a)\[f e = ATB
O

Ahora si podemos ver que matrices en vértices simétricos de SBM son simétricas una de
otra, como planteamos en la siguiente proposicion.

Proposicion 4.9. Sean A, B en SBM tales que 0(A) = B. Entonces B = A®.

Demostracion. Sean A, B vértices simétricos de SBM, con A = D* [ D% ... {?}an. Entonces

S
Y

A° = <Da°I‘“D“2 . {II)}%)
que por el lema 4.8 es igual a

(Do) Iy (Do) - {73

IS

Usando que I y D son simétricas, tenemos que
19
A’ =T"D"[%2 ... {D} .

La proposicién 4.6 nos dice que esta tltima expresion es justamente B, por ser vértice simétrico
de A. Asi, tenemos que A®* = B, como queriamos probar. O

Observacion 4.10. Geométricamente, la proposicion 4.9 nos dice que los paralelogramos que
generan los vectores columna (o los vectores renglon) de las matrices en vértices simétricos de
SBM son a su vez reflejo uno del otro respecto a la identidad. Como esto pasa para cualesquiera
vértices del drbol, tenemos que toda la rama izquierda del drbol es simétrica a la rama derecha
(ver figura 4.7), es decir, todos los paralelogramos formados por los vectores columna de las
matrices en azul en la figura 4.7 son reflejo por la identidad de los formados por los vectores
columna de las matrices en rosa en la misma figura.
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Figura 4.7: Simetria de SBM.

Separamos a las matrices de SBM en las que en la construccion de SBM son descendiente
izquierdo de alguna matriz en SBM, y las que son descendiente derecho. Podemos decir a cual
de estos conjuntos pertenecen a través de sus entradas.

Proposicion 4.11. Sea M = (‘C‘ 2) en SBM. M es descendiente izquierdo en SBM de alguna
matriz en SBM si y solo sia < b oc < d. M es descendiente derecho en SBM de alguna
matriz si y solo sia >b o c>d.

Demostracion. Supongamos que M es descendiente en SBM de la matriz A = (; {L) Por
construccion de SBM, si M es descendiente izquierdo de A, entonces a =e,c =g,b=a+ f
y d = ¢+ h (ver figura 4.8). Esto implica que a < b 6 ¢ < d (puesto que f y h no pueden
ser ambos cero). Anélogamente, si M es descendiente derecho de A (figura 4.8), entonces a =
e+bc=g+d,b=fyd=h,dedonde a >boc>d. Deaqui mismo concluimos que si a < b
6 ¢ < d, entonces M debe ser descendiente izquierdo de alguna matriz en SBM, y sia > b o
¢ > d, descendiente derecho. O
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e f
g h
e e+ f e+f f
g g+h g+h h
Figura 4.8: M como descendiente izquierdo o derecho de A en la demostracion de la
proposiciéon 4.11.

Ahora pasemos a otra de las formas del arbol de Stern-Brocot, aunque atin hay qué decir
de la forma matricial y volveremos continuamente a ella.

4.3. Forma vectorial del Arbol de Stern-Brocot

En la presentacion que haremos a continuacion de SB los vértices del arbol seran vectores.
Lo construiremos a partir de SBM colocando en lugar de cada matriz el vector diagonal del
paralelogramo generado por sus vectores columna. Es decir, en lugar de la matriz A = (‘; 3)
tomaremos el vector (a + b, ¢ + d). Procediendo de esta manera obtenemos el arbol siguiente:

1) ////////////////// : \\\\\\\\\\\\\\\\\\ (1,
N,

(2, 2)
e
(3,1) (3,2) (2,3) (1,3)
/ N\ N /N \
(4,1) (5,2) (5,3) (4,3) (3,4) (3,5) (2,5) (1,4)
\ ATA
(5,1) (7,2) (8,3) (7,3) (7,4) (8,5) (7,5) (5,4) (4,5) (5,7) (5,8) (4,7) (3,7) (3,8) (2,7) (1,5)

Figura 4.9: Arbol de Stern-Brocot en forma vectorial.

Esta es la forma vectorial del arbol de Stern-Brocot, que llamaremos SBV.* Al vértice en
el nivel i y lugar j (de ese nivel) de SBV, que es un vector, lo llamaremos vy;. Notamos que
podemos encontrar al vector v}, en SBM como un vector columna de las matrices que son
descendientes de v;7; es el vector columna que no comparten con v}, y que es ademas la suma
de los vectores columna de v;"} (el vector diagonal del paralelogramo que generan). Asi, podemos
leer SBY en SBM como se ilustra en la figura 4.10.

4En la pagina 223 ilustramos los primeros seis niveles de este arbol.



Forma vectorial de arbol de Stern-Brocot 75

(6 3)

— W
N—
7\
W DN
[N
N~
N\
DN =
W =
~

Figura 4.10: Lectura de SBY en SBM.

Dejamos enunciada esta propiedad en el siguiente lema, cuya demostraciéon es la misma
construccion de SBY. Con ella aseguramos que todo vector que aparece en SBY es un vector
columna de una matriz en SBM.

Lema 4.12. Sea vy; = (r,5) en SBY, y sea M = v}j en SBM. Entonces (r,s) es el sequndo
vector columna de la matriz M1 (el descendiente quuzerdo de M) y el primer vector columna
de la matriz MD (el descendiente derecho de M ).

Podemos construir SBY de otra manera. Si quisiéramos obtener esta forma del arbol sin
pasar por SBM, podriamos construirlo a partir de una pareja de vectores y sumas iteradas de
ellos. Tomemos dos vectores generadores, digamos u y v. De ellos generamos un nuevo vector
adyacente a ambos, que sera u + v. Partiendo de esto, de cada dos vectores adyacentes gene-

raremos un nuevo vector, que serd la suma de ellos, y continuamos este proceso infinitamente
(ver figura 4.11).

/\

2u—|—v u+ 2v

/N

3u+v 3u+2v 2u + 3v u+ 3v

Figura 4.11: Construccion de SBY a partir de suma de vectores.
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Notamos que con esta construcciéon generamos combinaciones lineales enteras positivas de
u y v. Pronto veremos que de hecho generamos todas las combinaciones lineales de este tipo.

Si tomamos como vectores uy v a los vectores basicos (1,0) y (0, 1), lo que obtenemos es la
grafica de la figura 4.12, que quitando algunas aristas y los vértices de los vectores generadores
es justamente SBY .

(1,0 — (0,1
(2,1) / (1,2)
AN \\
(3.1) (3,2) (2,3) (1,3)
RN 7\ /N RN

Figura 4.12

De hecho hicimos la misma construccion disfrazada, pues comenzamos con los vectores co-
lumna de la matriz identidad y fuimos sumando vectores, que es como se generan los nuevos
vectores columna al multiplicar por I y por D en SBM. Para tener en mente las dos construc-
ciones, en ocasiones anadiremos los vectores generadores a SBYV, toméandolos como los vértices
v = (1,0) y v* 5 = (0,1). En algunas afirmaciones que haremos requeriremos hablar no
solo de las relaciones entre los vértices de SB y sus descendientes, sino de los dos vértices que
originaron otro en la construccion de la grafica ilustrada en la figura 4.12 (a partir de sumas
de los vectores u = (1,0) y v = (0,1)). En estas ocasiones nos sera mas comodo trabajar con
la siguiente gréfica, que llamaremos GSBYV, en donde repetimos en cada nivel los vértices que
ya aparecieron:

(1,0) (0,1)
- -
(1,0) (1,1) (

(1,0) (2,1) (1,1) (1,2) (0,1)

N N T NS N

(L,o) @B1 (21 62 @) (23 12 (13 (01

0,1)

Figura 4.13: GSBYV: Grafica a partir de SBY repitiendo vértices que ya aparecieron.

En la grafica de la figura 4.13, las aristas nos dicen cémo formar las matrices de SBM para
construir SBM  a partir de SBV: vértices adyacentes (unidos por una arista) son los vectores
columna de una matriz en SBM. Comparar las figuras 4.13 y 4.10.



Forma vectorial de arbol de Stern-Brocot 77

La notaciéon que usaremos para los vértices de esta grafica es analoga a la de un &arbol
completo binario infinito:

V_1,1 UV-1,2
vo,1 V0,2 00,3
V1,1 V1,2 V1,3 V1,4 V1,5
V2.1 V2,2 V2,3 V2.4 V25 V2.6 V2,7 V2.8 V2.9

Enunciaremos ahora algunas propiedades que tiene SB en su forma vectorial, que seran mas
bien una relectura de propiedades de SBM.

Proposicion 4.13. Sean vi; = (r1,S1) Y Vgi+1 = (12, 52) en GSBY. Entonces (r1,s1) y (72, $2)
generan un paralelogramo de drea 1. Es decir,

T S9 — 81T2:1.

Demostracion. Por construccion tenemos que la matriz (21 s ) aparece en SBM, y por lo tanto
(proposicion 4.3), tiene determinante 1. Se sigue que 71 s5 — 5175 = 1. ]

Corolario 4.14. Sea (r,s) en SBY, y sean (ri,s1) y (ra, s2) sus descendientes izquierdo y
derecho respectivamente. Entonces (r1,s1) y (r,s) generan un paralelogramo de drea 1, al igual

que (1,8) y (1o, 82):
sri—rs; =1 Y rSy— Sry = 1.

Las relaciones de simetria entre vértices simétricos de SBM se traducen a SBY de manera
natural, como enunciamos en la siguiente proposicion.

Proposicion 4.15. Los vectores en vértices simétricos de SBY son simétricos respecto a la
identidad. Es decir, si (r,s) es un vértice de SBY, entonces o ((r,s)) = (s,r).

> v M _ (ab i
Demostracion. Sea vy o= (r,s). Supongamos que v = (Cd). Por construccion de

SBYV tenemos que r = a+by s = c+d. Por la proposicién 4.9 sabemos que o(v;"}) = (‘bi g) Otra
vez por construccion de SBY tenemos que o((r,s)) = (d + ¢,b+ a) = (s,7), como queriamos
probar. O

Geométricamente, la proposicion anterior nos dice que vértices simétricos en SB)Y son vec-
tores en el plano que son reflejo uno del otro respecto a la identidad. De hecho toda la “rama
izquierda” de SBY (si “partimos”’ verticalmente el arbol por la mitad, los vértices en la mi-
tad izquierda), que son vectores con pendiente menor que uno, es reflejo de la “rama derecha”
(si “partimos” verticalmente el arbol por la mitad, los vértices en la mitad derecha), que son
vectores con pendiente mayor a uno. Ver figura 4.14.
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(1,0) (0,1)

Figura 4.14: Simetria de SBV.

Comparando las figuras 4.14 y 4.7 también podemos apreciar la lectura geométrica de
SBY en SBM tomando las diagonales de los paralelogramos que generan los vectores columna
de las matrices en SBM. De hecho, de la representacion geométrica de SBY podemos recu-
perar las matrices que dieron origen a cada uno de los vectores que lo forman, pues para cada
vector de SBY que se elija, hay una tunica pareja de vectores de SBY cuya suma da el vector
elegido.

4.4. Forma fraccionaria de arbol de Stern-Brocot

Pasamos ahora a la forma fraccionaria del arbol de Stern-Brocot, que llamaremos SBF. En
ésta, los vértices del arbol serdn elementos de Q. Llamaremos vj; al vértice en el nivel i y
el lugar j de SBF. 5 Haremos la construccion a partir de SBY tomando como vértice v/ la

b

pendiente del vector v} expresada en una forma particular: si v}, = (a,b), entonces v/, = 2
5J ] ,] a
(ver figura 4.15).

Figura 4.15: Forma fraccionaria del arbol de Stern-Brocot.

°En la pagina 224 ilustramos los primeros seis niveles de este arbol.
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Es importante que en la construccion de SBF tomemos como pendiente del vector (a, b)
a la fraccion b/a expresada justo de esta manera, y no como bd/ad para algin d € R. Esto
serd importante porque de esta manera las fracciones de SBF, que son racionales, apareceran
expresadas en forma irreducible.

Demos ahora una manera mas directa de construccién de esta presentacion del arbol, que
es basicamente la misma que hicimos para construir directamente SBY sumando vectores que
fueran vértices adyacentes. Partimos de dos fracciones generadoras con las cuales construiremos
el resto de la siguiente manera: comenzamos con dos fracciones, digamos a/c y b/d, de las que
generamos la fraccion (a + b)/(c + d), que serda adyacente a ambas. A partir de esto, de cada
dos fracciones adyacentes my/n; y my/ny generamos una nueva adyacente a ambas sumando
numeradores y denominadores: (my + ms)/(n1 + ng). Continuamos este proceso infinitamente
(ver figura 4.16).

a+b
/ c+d \
2a+b a+2b
/ 2¢+d \ c+2d
3a+b 3a-+2b 2a-+3b a+3b

3c+d 3c+2d 2c+3d c+3d

Figura 4.16: Modelo de construccion de SBF.

Si nos permitimos escribir 1/0, pensandolo como infinito y tomamos como fracciones ge-
neradoras a 0/1 y 1/0, obtenemos (quitando algunas aristas y los vértices 0/1 y 1/0) el arbol
SBF (ver figura 4.17). La demanda de escribir 1/0 resulta natural en nuestra interpretacion,
pues es la pendiente del vector (0, 1).

\\/\ /\//

Figura 4.17: Construccion de SBF a partir de 0/1 y 1/0.



80 Arbol de Stern-Brocot

Al igual que en SBYV, en ocasiones anadiremos las fracciones generadoras a SBJF como
los vértices v*,, = 0/1 y v%,, = 1/0. Es conveniente mantener en mente esta construccion,
manifiesta en la grafica GSBF, que utilizaremos también (figura 4.18) y que construimos de
manera analoga a GSBYV.

0 1
1 0
o T, —
0 1 1 2 1
1 2 1 0

N NSNS NS

;\l/z\z/z \é/z\§/1\4/2\§/2\§/;\4/?

Figura 4.18: GSBF formada a partir de SBF repitiendo vértices que ya aparecieron.

La forma fracionaria de SB permite explorar propiedades interesantes. La operacion que
hicimos para obtener un nuevo vértice partiendo de otros dos (sumando numeradores y deno-
minadores de fracciones) se conoce como la mediante de las correspondientes fracciones, y tiene
la motivacion geométrica de tomar la pendiente del vector suma de otros dos vectores. Es desde
la perspectiva de las mediantes que Stern hizo su estudio de las propiedades detras de SB.

Definiciéon 4.16. Sean (c,a),(d,b) € R?. Definimos la mediante de (c,a) y (d,b) como la
pendiente del vector resultante de la suma de (¢,a) y (d,b): (a+b)/(c+d) sic+d#0 e oo si
c+d=0.

Definiciéon 4.17. Sean a,b,c,d € R,¢,d # 0. Definimos la mediante de a/c y b/d como la
mediante de los vectores (c,a) y (d,b): el nimero (a+b)/(c+d) sic+d#0 eoo sic+d=0.

Notamos que la mediante estéd definida para cocientes de reales; si k,l € R, con k # 1, la
mediante de ak/ck y bl/dl seria distinta de la de a/c y b/d.

4.4.1. El orden en los niveles de SBF

Usaremos el arbol SBF para estudiar la estructura de los niimeros reales a partir de la
estructura de los niimeros racionales. Esta estructura estara dada por la construccion que da
SBF de los nimeros racionales a través de mediantes (o como pendientes de combinaciones
lineales enteras de los vectores (1,0) y (0,1)). Un punto crucial en esta construccion es que
para cada nivel de SBF “leido” de izquierda a derecha, los racionales que en él aparecen estan
ordenados. Esto se debe a que la pendiente de un vector resultante de sumar otros dos esta
estrictamente entre las pendientes de éstos. Lo enunciamos en términos de mediantes en la
siguiente proposicion.
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Proposicion 4.18. Sean a,b,c,d € Z*, con a/c < b/d. Entonces se satisface que

a - a—+b
c c+d
Demostracion. Sean a,b,c,d € Z+.
b d
T2 o oad<bees Loy
c d c
Similarmente,

b b
2<_ < ad < be & a<—C S a+b<

c d d

b
7
d
C
b(c+d)
d

a

C

a+b
c+d

a+b
c+d

<

b
-
O

La proposiciéon anterior es inmediata desde el punto de vista geométrico: el vector suma
de dos vectores distintos esta estrictamente entre ellos, y la pendiente del vector suma de dos
vectores distintos esta estrictamente entre sus pendientes.

La proposicion 4.18 tiene como consecuencia importante que las fracciones de SBF aparecen
ordenadas. Es decir que los vértices de cada nivel de GSBF estan ordenados (ver figura 4.19).°

0 1
1  ’ —0
1
il
‘\
/‘
1 2
? ‘ i
\ / \
/l\ | |
1 2 3 3
3 I 3 \ 2 ‘ 1
JIUN O /N N /N
S 3 4 5 1 57 1 “a
1 \ 5 5 :4 | 3:3 ‘ 2 1
| | | \ | | \ \
o A I T A T
o S R R R B | S
_— R
1 1 2 1 3 2 3 4 3 5 5
1 3 5 2 5 3 1 1 3 3 3 2 3 3 4

Figura 4.19: Los vértices de SBF proyectados sobre la recta estan ordenados.

Esta propiedad de SBF es evidente desde la perspectiva geométrica, si a los vértices (frac-
ciones) de SBF los construimos como las pendientes de los vértices (vectores) de SBV: la
construccion de SBY como sumas de vectores partiendo de los vectores (1,0) y (0,1) hace que
las pendientes de los vectores en cada nivel de SBV estén ordenadas (ver figura 4.20). Ademaés,
geométricamente los casos que involucran a la pendiente 1/0 no requieren ninguna aclaracion.

6Las distancias en la recta real de la figura 4.19 no son como aparentan en el dibujo. Los nuevos ntimeros

que aparecen no son el punto medio de los dos anteriores.
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Figura 4.20: Pendientes ordenadas de SBF.
Por comodidad, enunciaremos esta propiedad en GSBF (figura 4.21) en la siguiente propo-
sicion.
Proposicion 4.19. Sean vy, = a/c, vis = b/d en GSBF tales que r < s. Entonces a/c < b/d.

Demostracion. Basta ver que la proposicion se satisface para s = r+1, lo cual se puede verificar
por una rapida inducciéon sobre los niveles de GSBJF usando la proposicién 4.18 y que cada
vértice del nivel k de GSBF que no estaba en los niveles anteriores es la mediante de vértices
en lugares contigiios en el nivel k£ — 1. Hay también que considerar que tomamos 1/0 = oo, que

es mayor a cualquier racional. O
0 1
1 0
9  1 ///1
1\ 1 \ /0
0 1 — 1 2 1
1 ~N 7 2 ~ 7 : ~N S 1 NS 0
0 1 1 2 1 3 2 3 1
1 3 2 3 1 2 1 0
9\1/1\2 l\§/2\§ l\é/§\§/2\§/§\é/l
R ST N A A B R
\
:‘ [ : : [ [ [ [ | [ | [ [ [ [
| |
b R
0: 5 2 3 5 35 11 53 3 2 3 3 4

Figura 4.21: Orden de vértices en GSBF.

. . b . b
Corolario 4.20. 5i en SBF tenemos vi; = ¢ yvi, = 5 con j <k, entonces ¢ < ;.

En la construccion que hicimos de SBF comenzamos con las fracciones 0/1y 1/0, y genera-
mos el resto tomando mediantes de vértices adyacentes. Las siguientes proposiciones se pueden
probar directamente de la definicion de mediante, pero también las podemos deducir de las
propiedades de SBM y SBV.
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Proposicién 4.21. Sean vy, = Y Uk = 2 en GSBF. Entonces se satisface la siquiente
relacion:

1S9 — S1 79 = 1. (45)

Demostracion. Si vy, = %, Y Vg4l = i—z, por construccion los vértices en el nivel k, lugar [
y I+ 1 de GSBY son (r1,s1) y (r2, so) respectivamente, por lo que la expresion 4.5 se obtiene
directamente de la proposicion 4.13. O

Corolario 4.22. Sea v]; = 2 en SBF y sean 3+ y 2 sus descendientes izquierdo y derecho

respectivamente. Entonces se satisface la siguiente relacion:
sir—ris=1, STy — 1Sy = 1.

Proposicion 4.23. Todas las fracciones que son vértices de SBF aparecen en forma irredu-
cible.

Demostracion. Sea 2 € Q tal que £ es un vértice de SBF. Sea = el descendiente izquierdo de

2. Por construcciéon de SBY y por la proposicién 4.14 sabemos que

m r
n s

=1.

Supongamos que (r,s) =dy que r =1r'd y s = s'd. Entonces tenemos que

m 7
n s

m r'd
n s'd

m r
n s

Por lo tanto

Como 77, s, m y n son enteros, entonces 1/d también debe serlo, por lo que d debe ser 1 o —1.
Por lo tanto med(s,r) = 1, como queriamos probar. O

El que todas las fracciones aparezcan como fracciones irreducibles es una consecuencia de
que los paralelogramos de SBM tengan todos area 1. De alguna manera, SBY nos da los
vectores en una forma “simplificada’” las coordenadas de los vectores de SBV son enteros
primos relativos.

Proposicion 4.24. En SBF todos los racionales positivos aparecen eractamente una vez y
expresados en forma irreducible.

Demostracion. Veamos primero que en efecto aparecen todos los racionales positivos. Notamos
que en SBF aparecen racionales tan grandes y tan pequenos como se quiera. Sea r/s € QF,
con med(r, s) = 1. Supongamos que r/s no aparece en SBF. Tomemos my /ny y mg/ns vértices
adyacentes (unidos por una arista) en SBF tales que my/n; < r/s < may/ny (ya sea que
my1/ny sea descendiente izquierdo de my/ny, 0 que my/ny sea descendiente derecho de my/ny).
Geométricamente, el vector (s,r) esta entre los vectores (nq,my), y (ng, ms) (ver figura 4.22).
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Figura 4.22

Podemos escribir (s,r) como combinacion lineal de (nq,my) v (n2,ms), pues éstos son li-
nealmente independientes. Digamos

(s,7) = A(ny, my) + p(ng, ma).

Como (nq,my) y (ng, ms) son vértices adyacentes en SBY, usando la proposicion 4.14 tenemos
que

n, s ny  Ang + pns ny N niy na|
my Tl |my Amg 4 pma| mp my tH my Mms - (4.6)
s n AN n n nG on Ny N

2| _ 1t pny ng| oy (N1 N2 T R Y (4.7)
T Mme Amy + pmy - my my My Mo M

Como r,s,my,ny, ma,ng € Z* y my/ny < r/s < mgy/ny, entonces \ y pu deben ser enteros
positivos. De aqui obtenemos que s = Ay + pung > ny +ng y r = Amy + pmg > my + ma, ¥
por tanto

$+71r>ny +ng +my+ mao, (4.8)
déndose la igualdad justamente en el caso A = 1 y = 1. En este caso, tendriamos (s,r) =

(n1 + ng, my + ms), de modo que r/s seria descendiente de my/n; o de ms/ny. Esto no puede
ser, pues supusimos que 7/s no aparece en SBV. Entonces tenemos que A > 1o pu > 1,y

r/s # (my 4+ ma)/(ny + ng).
Ahora, el vector (s,r) esta entre (ny,my) y (n1 + ng, my + ms), o entre (ny + ng, my + mo)
y (na, mgy) (ver figura 4.23), de modo que

mq r mi + Mo . mi + Mo r meo

nq S ni + neg ' ni + No S Mo

(s,7) (s:7)

(n1 + ng,my +ma)
7

P (ng,ma) A~ (n1 + n2,m1 4+ mo)

Z

Figura 4.23
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Tomamos los vectores correspondientes (nq,my) y (ny + na, my +msg) o (ng + ng, my + my)
y (n2,mg) y volvemos a aplicar el razonamiento de (4.6) y (4.7), obteniendo

S+1r>ny+ 2ny +mq + 2me 0 s+1r>2n) +ng +2my + mo. (4.9)

El lado derecho de las desigualdades en (4.9) es estrictamente mayor que el lado derecho
de (4.8). Como supusimos que 7/s no aparece en SBF podemos seguir con este proceso inde-
finidamente, tomando los vectores entre los cuales se encuentra (s,7) y obteniendo expresiones
como (4.9) donde el lado derecho de la desigualdad es cada vez mayor. Esto es absurdo, pues
esta acotado por el valor fijo s 4+ r. Por lo tanto, r/s debe aparecer en SBF.

Con esto tenemos que todos los racionales positivos aparecen en SBJF. Por la proposicion
4.23 aparecen en forma irreducible, y por la proposiciéon 4.18 aparecen una tnica vez, pues los
descendientes aparecen estrictamente entre los vértices anteriores. ]

Corolario 4.25. Sir,s € ZT y med(r,s) = 1, entonces (r,s) € R? estd en SBY.

La proposicion 4.24 significa que para cada racional positivo habra exactamente un vector
en SBY con esa pendiente. Su prueba nos permite entender la manera en que se generan todas
las fracciones del arbol. Si tomamos un vector (s,r) con med(r,s) = 1, entonces siguiendo el
procedimiento de suma de vectores con que se construye SBY, eventualmente obtenemos el
vector (r,s).

El hecho de que todos los racionales positivos aparezcan en SBF permite una prueba facil
de la numerabilidad de Q. Mas interesante que poder numerar a los racionales, sera descubrir
que el orden de aparicion de éstos esta relacionado con la estructura de los niimeros reales y la
distribucién de los racionales en la recta real. En la figura 4.24 podemos apreciar visualmente
que los vectores que aparecen en SBV siguen cierto patron. Una observaciéon es que entre mas
pronto aparece un vector en el arbol, si consideramos los vectores que han aparecido hasta
ese momento (hasta ese nivel de SBV), pareciera haber alrededor de él menor “densidad” de
vectores (ver figura 4.24). Abordaremos este tema en el capitulo 8.

W

Figura 4.24: Las pendientes de los vectores en SBY se corresponden con todos los racionales
positivos.
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4.5. El arbol de Stern-Brocot en forma de palabras

Hemos ya visto algunas propiedades de SB en sus distintas formas. Otras propiedades
dependen no de quiénes son los vértices del arbol, sino de cémo fue construido. El arbol de
Stern-Brocot en su forma matricial requiere que I y D sean las matrices (§1) y (19). Si
tomamos a I y D no como matrices, sino simplemente como letras, podemos construir un arbol
cuyos vértices son palabras (sucesiones finitas de letras).

Construimos entonces SBP, la forma de SB en palabras, de igual modo que hicimos para
construir SBM, pero cambiando I y D por ¢ y d para enfatizar que las pensamos como pala-
bras en lugar de matrices. Esta aproximacion nos permitira estudiar las propiedades relativas
tnicamente a la construccion del arbol, y no al significado de I y D. Tomamos como raiz la
palabra vacia, que denotaremos e, y dada una palabra en un nivel, colocamos una ¢ al final de
la palabra para obtener el descendiente izquierdo, y una d al final de la palabra para obtener
el descendiente derecho. Procediendo de esta manera obtenemos el drbol de la figura 4.25.

/e\
/\ /\
VAYAYEAYAN

/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\

1wt tiid  didi didd  idid idid iddi iddd  diii diid didi didd ddit ddid dddi dddd

Figura 4.25: Arbol de Stern-Brocot en forma de palabras.

Observacion 4.26. Por construccion, las palabras que estan en un mismo nivel aparecen en
orden lezicogrdfico tomando el alfabeto {i,d}.

También en esta forma tenemos cierta relacion de simetria para palabras que estan en
vértices simétricos de SBP, como enunciamos en la siguiente proposicion.

Proposicion 4.27. Palabras que estan en vértices simétricos se obtienen una de otra cambiando
i’s por d's y viceversa.

Notamos que no es lo mismo cambiar i’s por d’'s y viceversa que leer la palabra al revés.
Una propiedad a destacar es la propiedad de autosimilaridad que genera en SBP el proceso
iterativo de construccion. Para enunciarla requerimos el concepto de subdrbol.

Definicién 4.28. Para un vértice v, fijo en SB, definimos el subdrbol de SB con raiz vy,
como el drbol cuya raiz es el vértice vy, y los descendientes de cada vértice son como en SB.
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Figura 4.26: subarbol de SBM con raiz (?1).
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Proposicion 4.29. Consideremos los subdrboles de SBPcon raiz i y d respectivamente. Si
anulamos la primera letra de cada palabra del subdrbol con raiz i, obtenemos nuevamente SBP.
Asi mismo, si anulamos la primera letra de cada palabra del subdrbol con raiz d, obtenemos

nuevamente SBP.

Esta proposicion es una consecuencia directa de la construcciéon de SBP. Si se quisiera una
prueba formal, bastaria un proceso inductivo: al quitar la primera letra a la raiz ¢ o d, tenemos
la palabra vacia, que es la raiz de SBP, y la construccion de los descendientes de cada palabra

en el subarbol es la misma que en SBP (ver figura 4.27).
/ ¢ \

dd

/ \ / \ / \ / N\

11t itd idi dd dii did ddi ddd

/NN N NN

it1t ited iidr idd idit idid iddi iddd dive diid  didi didd  ddii ddid dddi dddd

Figura 4.27: Autosimilaridad de SBP.

Corolario 4.30. Si en el subdrbol de SBP con raiz en v, quitamos las primeras m letras de

cada palabra, obtenemos nuevamente SBP.
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Demostracion. Aplicamos la proposicién anterior m veces a los subéarboles adecuados hasta
llegar al vértice vy, . O

Con esto terminamos la presentacion de las distintas formas del drbol de Stern-Brocot.
Estaremos pasando continuamente de una a otra. Resumiendo, tenemos las siguientes relaciones
entre vértices correspondientes de las distintas formas de SB: si M = (‘g Z) en SBM, entonces
sus vértices correspondientes en SBY y SBF son el vector (a+b, c+d) y el racional (¢+d)/(a+Db)
respectivamente. El vector (a+b, c+d) es la diagonal del paralelogramo formado por los vectores
columna de M, y el racional (¢ + d)/(a+ b) es la pendiente del vector (a + b, ¢ + d). El vértice
correspondiente en SBP es una palabra que indica la descomposicién de M en productos de [
y D.

4.6. Caminos en las distintas formas de S5

Queremos relacionar las construcciones que dimos de las distintas formas de SB, y sus
propiedades, con las fracciones continuas, el algoritmo de Euclides y la explosion de singulari-
dades. Para esto introduciremos en esta seccion los caminos en un arbol, que son el lenguaje
que usaremos para integrar estos materiales en el capitulo 5.

Definicion 4.31. Un camino € en un drbol binario completo infinito es una sucesion (finita
o infinita) de vértices del drbol, € = (so, 1, Sa, -..) tal que el primer vértice de la sucesion es la
raiz vo1, y para cada término en la sucesion se tiene que el término siguiente es su descendiente
izquierdo o derecho: si s, = v;j, entonces Sp41 = Viy1,2j—1 0 Spp1 = Vit1,2j-

[lustramos esta definicién en la figura 4.28.
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Figura 4.28: Camino ¢ = (11071, V1,1, V2,2, V34, V438, U515, V6,30, ) en SB.

Asi, un camino en SBM es una sucesion de matrices, un camino en SBY es una sucesion
de vectores, un camino en SBF es una sucesion de fracciones y un camino en SBP es una
sucesion de palabras.
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En los caminos en SBF, que son sucesiones de racionales, encontraremos la relaciéon maés
directa con las fracciones continuas y las aproximaciones racionales. Verlos en el contexto de
SBF tendra la ventaja de establecer una relacion con las otras formas de SB, y la interpretacion
geométrica que dimos de ellas.

Notacion 4.32. Para referirnos a un camino en alguna forma particular de SB escribiremos:
€M para un camino en SBM, €Y para un camino en SBY, €7 para un camino en SBF, y
€% para un camino en SBP.

Definicién 4.33. Diremos que los caminos €M, €Y, €7 y €T son caminos correspondientes
st los vértices en el n-éstmo término de cada camino son vértices correspondientes.

Ejemplo 4.34. Los caminos

e = (G0 (1), (1. (33). (39)),
1 5

12358
=525, 2
(71727375)7 y

€" = (e,d,di,did, didi)

son caminos correspondientes (ver figura 4.29).

(89) (1,1) ! e
/N / \ / \ /\
(51)  (19) 2.1 (1,2) Lo R
/ N\ / N\ / \ /\
(12) (27 (2,3)  (1.3) : ! di il
/ N\ / \ / \ /\
(1) (33) (3.4 (3,5) B . dii - did
/ N\ / \ / \ / \
(33) (23) (5,8) (L.7) : : didi  didd

Figura 4.29: Caminos correspondientes en SBM, SBY, SBF y SBP.

Notamos que para cada camino en un arbol binario completo infinito A, el n-ésimo término
del camino es un vértice en el nivel n de A. Ademas, ya que la definicion de camino no admite
que se repitan vértices, si todos los vértices de A son distintos, entonces todos los términos de
un camino en A también lo son. Asi, un camino en cualquiera de las formas de SB tiene todos
sus términos distintos, pues en ninguna de las formas de SB hay vértices repetidos.

Ahora queremos, en cada una de las formas de SB, asociar a cada vértice un camino finito:
el inico camino para llegar de la raiz del arbol al vértice en cuestion. Para probar que existe
un dnico camino que satisface esto, veremos que si dos caminos en una de las formas de SB
difieren en algin término, tendran que diferir en todos los siguientes. Esto implica que si dos
caminos comparten un vértice, entonces comparten todos los anteriores.
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Afirmacion 4.35. Sea A un drbol binario completo infinito tal que todos sus vértices son
distintos. Sean €1 = (So, S1,S2,..-) Y €» = (co,C1,Ca,...) caminos en A. Si s, # ¢ entonces
sj # c; para toda j > k > 1.

Demostracion. Sean A, €] y %> como en el enunciado de la afirmacion. Si s, # ¢, entonces
Spa1 7 Cre1 pues en A no se repiten vértices, y sxi1 es descendiente de si v ¢xyq de ¢x. Por la
misma razon, si Sgi, 7# Ckin, €NLONCES Sk i1 # Chins1. De aqui concluimos que sgi, # Crin
para toda n € N, como afirmamos arriba. O

Corolario 4.36. Sea A un drbol binario completo infinito tal que todos sus vértices son dis-
tintos, y sean 61 = (So, S1, S2,..-) Y o = (co,C1,Ca,...) caminos en A tales que s = ¢, con
k,l > 1. Entonces k =1 y s; = ¢; para toda i € {0, ..., k}.

Demostracion. Sean A, 61 y %> como en el enunciado del corolario. Como los términos s; y ¢;
son cada uno un vértice en el nivel ¢ de A, entonces si sy = ¢; = Uy, tenemos que k = m = [.
Ahora, sy = ¢y por definicion. Hacemos notar que si s; # ¢; para algin j < k, entonces por la
afirmacion 4.35 tendriamos que si # ¢;. Asi, debe ser que s; = ¢; Vi € {0, ..., k}. O

El corolario 4.36 implica que para cada vértice v,,,, en cada una de las formas de SB habra
un tnico camino finito en ese arbol del cual v,,, es el dltimo término. Esto determina, para
cada forma de SB, una correspondencia biunivoca entre los vértices del arbol y los caminos
finitos en él.

Definicién 4.37. Dado un vértice vy, , en un drbol binario completo infinito A en el que no se
repiten vértices, definimos el camino del vértice v,,,, en A, que denotaremos por €, como
el unico camino finito en A cuyo vértice final es vy, .

m,n’

Ejemplo 4.38. Consideremos el vértice (4,7) en SBY. El camino de (4,7) en SBY es €7 =
((1,1),(1,2),(2,3),(3,5), (4,7)) (ver figura 4.30).

(1,1)
(2,1) (172)
/7 N\ PN
(3,1) (3,2) (2,3) (1,3)
/ \ / VRN / \
(4,1) (5,2) (5,3) (4,3) (3,4) (3,5) (2,5) (L4
/ /N
4,5) (5,7)  (5,8) (4,7)
(7,11) (8,13) (7,12) (5,9)

Figura 4.30: Camino del vértice (4,7) en SBY.

Consideremos ahora caminos infinitos. Tenemos tres posibles tipos de caminos infinitos:
aquellos en los que a partir de cierto momento todos los vértices del camino son descendiente
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izquierdo del anterior, aquellos en los que a partir de cierto momento todos los vértices son
descendiente derecho del anterior, y aquellos en los que para cada término, siempre habra un
término posterior que sea descendiente izquierdo del anterior y alguno que sea descendiente
derecho del anterior. A los caminos pertenecientes a los dos primeros tipos los llamaremos
caminos con direccion casi-fija, y a los pertenecientes al tercer tipo los llamaremos caminos con
infinitos cambios de direccion. Notamos que los caminos infinitos deben ser o bien con direccion
casi-fija, o con infinitos cambios de direccion.
)
o

[SIN
= Ot

)

N N
AN AYEEVA

AR /\

Y

F_ (123
Cg]-_( 17 27

o
N———
S

&,.l
N
==
=1
\GJ[oV]
wlot
Ut|oco

W=
w

ot

=1
W

[OVI e

ol
=~

: : 3
/\ /\
507 8 7
1 5 5 4
/\ /\
6 9 1113
5 7 78
Camino en SBF con direccion casi-fija. Camino en SBF con infinitos

cambios de direccion.
Figura 4.31: Tipos de caminos infinitos en SB.

El hecho de que a cada término en un camino le deba seguir o su descendiente izquierdo
o su descendiente derecho hace que podamos describir un camino tinicamente en términos de
cuando se toma el descendiente izquierdo y cuéndo el derecho. Para hacer esto, construiremos
para cada camino una sucesion de naturales positivos (salvo tal vez el primero) que contenga
justo esta informacion. Excluiremos de momento a los caminos con direccion casi fija.

Tomemos un camino ¢ = (Sg, 1, S2, ...), finito o con infinitos cambios de direccion, en un
arbol binario completo infinito. El primer término, sg, es la raiz del arbol. Contamos cuantos
vértices consecutivos, partiendo de s;, son descendiente derecho del anterior; digamos que ag
vértices. Ahora contamos cuantos vértices consecutivos a partir de ahi son descendiente izquier-
do del anterior; digamos que a;. Nuevamente contamos cuantos son descendiente derecho del
anterior; digamos as, v asi sucesivamente contamos descendientes izquierdos y derechos alter-
nados, generando la sucesion {a, } = (ag, a1, as, ...). De esta manera construimos la sucesion del
camino €, que escribimos resumidamente en la siguiente definicion.

Definicion 4.39. Sea € = (so, s1, S2, ...) un camino finito o con infinitos cambios de direccion
en un drbol binario completo infinito. Definimos la sucesion del camino €, como la unica
sucesion de enteros positivos (salvo el primer término, que puede ser0) cuyos términos indican
cudntos términos consecutivos son descendiente derecho del anterior, y cudntos descendiente
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izquierdo, alternadamente y comenzando con descendientes derechos. Si {a,} es sucesion de €,
diremos también que € tiene sucesion {a,}.

La sucesion de un camino finito es finita, y la de un camino infinito es infinita. Es importante
que comencemos contando los descendientes derechos. En caso de que s; sea descendiente
izquierdo de sg, entonces ag sera 0. Este es el tnico término de la sucesion que podra ser cero.
El resto sera siempre algtin entero positivo. Notamos que si tomamos un camino con direccién
casi-fija, no podriamos construir esta sucesion.

Ejemplo 4.40. Consideremos el siguiente camino en SBF :
1235813,
1’172°3’5 87
Entonces la sucesion de €7 es (1,1,1,1,1) (ver figura 4.32).

¢ = (

1
/ 1 \
1 2
2 1
1 2 3 3
3 3 2 1
/ N\ / N\ e N / A\
1 2 3 3 4 5 5 4
| 5 5 1 3 3 2 1
/ N\ / N
5 7 8 7
1 5 5 1
/ \ / N\
11 13 12

T 8 T

Figura 4.32: La sucesion de 67 es (1,1,1,1,1).

Notamos que si tomamos un arbol binario completo infinito A y una sucesion de enteros
positivos (salvo tal vez el primero, que puede ser cero) {a,} = (ao, a1, as,...) finita o infinita,
podemos recuperar el camino % en A que tiene sucesion {a, } de la siguiente manera: el primer
término de € es la raiz de A; los primeros ag términos de € después de la raiz seran descendiente
derecho del anterior; los siguientes a; términos seran descendiente izquierdo del anterior; los
siguientes a seran descendiente derecho del anterior, etc.

Para cada sucesion {a,} de enteros positivos, con el primero tal vez cero, habra un camino
(finito o con infinitos cambios de direccion) en cada una de las formas de SB del que {a,} es
sucesion. La construccion de la sucesion de un camino establece en cada una de las formas de
SB una correspondencia biunivoca entre sucesiones de enteros positivos (el primer término tal
vez cero) y caminos finitos o con infinitos cambios de direccién. Notamos que caminos en las
distintas formas de SB que tengan la misma sucesién son caminos correspondientes.

Notacion 4.41. Dada una sucesion {a,} de enteros positivos, salvo tal vez el primer término,
que puede ser cero, escribiremos

M % F P
Gy Clay Clay Y Clany

para referirnos a los caminos en las distintas formas de SB que tienen sucesion {a,}. ‘5/;1}
corresponde a la forma matricial, %{‘gn} a la forma vectorial, CK{];L} a la forma fraccionaria y
%Zn} a la forma de palabras.
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Ejemplo 4.42. Consideremos la sucesion {a,} =

(0,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,..
caminos en las distintas formas de SB que tienen sucesion {a,} son:

93

.). Entonces los

(4.10)

/ \
/ \
/ \

(g{'/t\;lz} = (%)(1))7 %)%)7(%%)7(%%)7(%%)7(g§):(
Cloy = (1, ),(2,1),(3,2),(4,3),(7.5), (11,8), (15,11), ...)
Fo_ (12358 11
Cg{an}_(”3471115 )
‘K{Zn} = (e, i, id, idd, iddi, iddid, iddidd, iddiddi, ...).
(62) (1,1) 1
/ \ / / \

(61) (17) (2,1) (12 3 1

/ \ \ / \

(0r) (3 B (3:2) i3

/ \ / \

(72) (3% (53] (4,3) 5 4

(33 31) (7,5) (5.4 2 !
/ \ /N
(35) (%3%) (11.7) (11,8) .

(7) Ll) (181§) 13)(15,11) % %
M ) 4
Tl Clan) Gl

A

tddi iddd

/\

iddii iddid

/ \

iddidi iddidd

P
oy

Figura 4.33: Caminos en SBM, SBY, SBF y SBP de los que {a,} =(0,1,2,1,2,...) es

sucesion.

Bien, tenemos ya una forma de asociar de manera tinica caminos finitos o con infinitos cam-

bios de direcciéon a sucesiones de enteros positivos y viceversa. También tenemos una asociacion
entre vértices y caminos finitos. Ahora en cada una de las formas de SB asociaremos a cada
vértice una sucesion finita: la sucesion del camino del vértice en cuestion.

Definicion 4.43. Sea v un vértice de un drbol binario completo infinito A en el que no se
repiten vértices. Definimos la sucesion del vértice v en A como la sucesion del camino del
vértice v en A. Si {a,} es sucesion de v en A también diremos que v tiene sucesion {a,} en

A.

Ejemplo 4.44. Consideremos el vértice M = (g
de M en SBM es (0,2,2,1).

1) de SBM. Entonces tenemos que la sucesion
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(o 1)

Figura 4.34: La sucesion de M en SBM es (2,2,1).

De igual manera que con los caminos, a cada sucesion finita {a, } de enteros positivos (con el
primero tal vez cero) le corresponde un vértice en cada forma de SB. Vértices correspondientes
tienen la misma sucesion.

Notacion 4.45. Dada una sucesion finita {a,} de enteros positivos, salvo tal vez el primer
término, que puede ser cero, escribiremos

M % F P
Yan} Yan} Yan} Y Yaa}

para referirnos a los vértices en las distintas formas de SB que tienen sucesion {a,}. vfjn}
corresponde a la forma matricial, v?{’an} a la forma vectorial, vf;n} a la forma fraccionaria y
vfan} a la forma de palabras.

Ejemplo 4.46. Consideremos la sucesion finita {a,} = (1,1,2). Los vértices que tienen suce-
sion {a,} en las distintas formas de SB son:

ey = (33
vy = (47)
Vo) = ;
vy = didd.
En la figura 4.35 mostramos los caminos en cada una de las formas de SB que tienen sucesion

{a,} = (1,1,2). El ultimo vértice en cada uno de ellos es el vértice que tiene sucesion {a,} en
el arbol que corresponda.
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(89) (1,1) L e
/ N\ / \ /\ /\
(61) (% (1)) 2.1 (1,2) z 2 i d
/ \ / \ / \ / \
(12) (29) (2,3) (L3 : ; di i
/ N\ / \ / \ /\
< } _i») (% %) (3:4) (3,5) % g dui did
/ \ /\ /\ /\
(23) (23) (5.8) (4,7) 8 u didi - didd

Figura 4.35: Vértices en SBM, SBY, SBF y SBP con sucesion {a,} = {1,1,2}.

La sucesion de un camino en SBM esta naturalmente relacionada con los términos del ca-
mino, pues las matrices de SBM que aparecen en el camino pueden expresarse como productos
de I y D, y el orden de este producto indica qué descendientes derechos y qué descendientes
izquierdos fueron tomados.

Proposicion 4.47. Sea M en SBM, con M = [* D™ [% ... {é}an. Entonces el camino de M
en SBM es:

€y = (B,D,D? ..,D™ D™I,..,D®I", ... D®[" D™ ... {71 = M) (4.11)
siag#0. Y
©y = (E,D"I,D®[* .., D", .., D®[*D™...[71" = M) (4.12)
st ag = 0.

Demostracion. Como hay un tinico camino en SBM con M como tltimo término, basta probar
que los caminos dados en (4.11) y (4.12) son en verdad caminos. El primer término es la raiz
de SBM y por construccion, los descendientes izquierdo y derecho de una matriz se obtienen
multiplicando esa matriz por I o por D. Asi, los términos del camino dado en (4.11) son cada
uno descendiente del anterior, pues a; > 0 para ¢ € {0,..,n}. Si ag = 0, notamos que D* = F
y su descendiente izquierdo es D[ = [. El resto de los términos son descendiente derecho o
izquierdo del anterior, pues a; > 0 para i € {1,..,n}. Asi, el camino dado en (4.11) es en efecto
un camino, y es por definicién &);. O

Resulta muy comodo que podamos encontrar la sucesion de una matriz en SBM tnicamente
fijandonos en los exponentes de I y D al expresarla como producto de potencias de éstas, lo
que enunciamos en la siguiente proposicion.

o o, a
Proposicion 4.48. Sea M en SBM, con M = DaOI‘“D“?---{JID} " con ag,...,a, ente-
ros positivos salvo tal vez ag, que puede ser cero. Entonces la sucesion de M en SBM es
(&0, ay, ag, ..., an).

Demostracion. Sea M = D[ D ... {]Ij}a" en SBM como en el enunciado de la proposicion.

Por definicién, la sucesion de M en SBM es la sucesion del camino de M en SBM. Para ver



96 Arbol de Stern-Brocot

que ésta es (ag, ay,as, ..., a,), vemos que segun la proposicion 4.47, el camino de M en SBM
es el dado en (4.11) si ag = 0 o en (4.12) si ay # 0. En ambos casos los primeros ag términos
de %) después de la raiz son descendiente derecho del anterior; a; términos a partir de ahi son
descendiente izquierdo del anterior, etc. Concluimos que la sucesion de €y es (ag, ay, as, ..., ay),
como queriamos. O

Ejemplo 4.49. Consideremos la matriz M = D°I*D% = (§9)(12)(39) = (§3%). El camino
de M en SBM es

e = (59 (51 (33). (1) (30). (53))

= (E,1,I°,I’D,I*D* I*D?) .

Y la sucesion de M en SBM es (0,2,3) (ver figura 4.36).

(59)
/ N\
(51) (1Y)
/ N\
(s1) (1)
/ N\
(51 (31)
/ N\
(12) (8%

i)

Figura 4.36: Camino de M en SBM.

Podemos usar la proposicion 4.48 para dar la sucesion de vectores en SBY. Ya que obtenemos
cada vector de SBY como la suma de los vectores columna del vértice correspondiente en
SBM, si conocemos la sucesion de M en SBM, entonces el vector (a + b,c + d), que es el
vértice correspondiente de M en SBV, tiene la misma sucesion que M. Esto prueba la siguiente
proposicion.

Proposicion 4.50. Sea M = D[ D% ... {?}an en SBM. Entonces la sucesion del vector
(a+b,c+d) en SBY es (ag, a1, ..,a,).

Dada M en SBM, nos sera tutil posteriormente conocer la sucesion que tiene en SBY uno
de los vectores columna de M.

Proposicion 4.51. Sea M en SBM, descendiente derecho o izquierdo de M', y sea
(ag,ay, ..,ay) la sucesion de M en SBM. Entonces la sucesion en SBY del vector columna
de M que ésta no comparte con M' es (ag,aq,..,a, — 1) si a, # 0 y (ag, a1, .., an_1) Si a, = 0.

Veamos un ejemplo antes de hacer la demostracion.
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Ejemplo 4.52. Sea M = (% %) en SBM. M tiene sucesion (0,1,2) en SBM, y es descendiente
derecho de M' = (% %) El vector columna de M que no comparte con M' es (3,2). Y el vector
(3,2) tiene sucesion (0,1,1) en SBY. Ver figura 4.37.

(59) (1,1)
/ \ / \
((1)%) (%({) (2,1) (1.2
/ \ \
(4 f) (% %) B (32)
/ A\ / \
(12) (31) (5:3) (4,3)

Figura 4.37

Demostracion. (de la proposicion 4.51)

Sea M en SBM descendiente de M’ = (‘; 3). Sea (ag, ay, .., a,) la sucesion de M en SBM.
Entonces la sucesion de M’ en SBM es (ag, ay, ..,a, — 1). Por otro lado, por construccion de
SBM, el vector columna de M que no comparte con M’ es el vector (a + b,c+ d) (la suma
vectorial de las columnas de M’). Este vector es vértice correspondiente de M, asi que tiene la
misma sucesion que M’, que ya vimos que es (ag, a1, .., a, — 1). ]

4.6.1. Caminos simétricos

Aprovechamos las relaciones entre vértices simétricos que dimos anteriormente para enunciar
algunas propiedades entre caminos cuyos términos sean vértices simétricos término a término.
Nos seran de ayuda en el capitulo 5 cuando hablemos de fracciones continuas, y tendran una
interpretacion concreta en nuestro problema de sucesivas explosiones.

Definiciéon 4.53. Sea € = (s, 51, S2, ...) un camino en SB. Definimos el camino simétrico de
& como la sucesion de vértices simétricos de los términos de € :

o(€) = (c(s0),0(s1),0(s2), ...).

Proposicion 4.54. Sea (ag,ay,...) la sucesion de un camino €. Entonces la sucesion de
0(Clany) €5 (0,a0,a1,...) siag # 0 y (ar,as,...) siag=0.

Demostracion. Sea € = (s, s1,...) un camino con sucesion (ag, a1, ...) y sea 0(€) = (co, 1, ...),
el camino simétrico de €. Recordando el lema 4.5, tenemos que si s,, ;1 es descendiente izquierdo
de s, entonces ¢, es descendiente derecho de c,, de modo que si los primeros a, vértices
(después de la raiz) de € son descendiente derecho del anterior, entonces los primeros ag vértices
(después de la raiz) de s(%) seran descendiente izquierdo del anterior. Asi sucesivamente, de
donde se sigue que o(%) tiene sucesion (0, ag, ai, ...) si ag # 0y (ay, az,...) si ag = 0. O

Corolario 4.55. Si (a,b) en SBY tiene sucesion (ag,ay, ..., a,) entonces (b,a) tiene en SBY
sucesion (0, ag, a1, ...,a,) si ag # 0 y (ay,a9,...,a,) si ag = 0. Asi mismo, si b/a en SBF
tiene sucesion (ag,ay, ..., a,) entonces a/b tiene en SBF sucesion (0, ag, ay, ..., a,) si ag # 0 y
(ay, a9, ...,a,) st ag = 0.
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Observacion 4.56. Sea v;; en alguna forma de SB. Entonces el camino de o(v; ;) coincide
con el camino simétrico del camino de v; ;.

Notamos que los caminos de vértices simétricos son caminos simétricos. Notamos también
que en la forma matricial de SB, tomar el camino simétrico de un camino % es equivalente
a cambiar cada matriz I por D y viceversa en la expresion en productos de I y D en los
términos de %’; en la forma vectorial, es intercambiar las coordenadas de cada vector; en la
forma fraccionaria, es tomar el inverso de cada fraccion. Geométricamente podemos leer todos
los casos reflejando el plano respecto a la identidad.

4.6.2. Caminos abreviados

Hay subsucesiones especiales de caminos en las distintas formas de SB que nos interesa
destacar para relacionarlas con las fracciones continuas, pues veremos que en ellas aparecen los
convergentes de una fraccion continua. Las llamaremos caminos abreviados en SB. A diferencia
de lo que hemos venido haciendo, tendremos que definir los caminos abreviados de manera
diferente para distintas formas de SB, pues nos interesan diferentes subsucesiones en cada
arbol.

En SBM los términos que nos interesa que formen parte de la subsucesion seran aquellos
vértices de la sucesion donde ocurre un “cambio de direccion” en términos de descendientes
izquierdo o derecho.

Definicion 4.57. Sea €™ = (s, 51, 89, ...) un camino en SBM. Definimos el camino abreviado
de €M, que denotaremos por .M como la subsucesion de €™ cuyo primer término es sy y
el resto de los términos son los términos s; de € que satisfagan que si s; es descendiente
1zquierdo de s;_q, entonces s;11 es descendiente derecho de s;; si s; es descendiente derecho de
Si_1, entonces s;11 es descendiente izquierdo de s;. Si el camino es finito, pedimos que el ultimo
término del camino esté en el camino abreviado.

Ejemplo 4.58. Dada la sucesion {a,} = (1,2,1,2,1,2,...), tenemos que el camino que tiene
sucesion {a,} es

i = (696D, (3. (39, (44), ).

) (44)).
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Figura 4.38: Camino abreviado del camino en SBM que tiene sucesion {a,} = (1,2,1,2,...).

Tenemos una forma facil de leer caminos abreviados en SBM como productos de matrices,
usando la descomposiciéon en productos de [ y D de las matrices del arbol, quedandonos con
“bloques” de I's 'y D’s.

Ejemplo 4.59. Tenemos que el camino de M = D°I*D? = (]2) en SBM es
e = (9. (5. (3). (1. (31). (11)
= (E=D",D"I,D°1*, D°I’D, D’ I*D? D°I°D?) .
El camino abreviado de €M es

M= ((09):(81).(31)) = (B=D°. D1 D°P*D?) .

(59)
/ N\
(b)) (1)
/ N\
(31) (1)
/ N\
(b1 (1)
/ N\
(1) (32

Figura 4.39
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Proposicion 4.60. Sea €™ un camino en SBM, que tiene sucesion (ag, a1, as, ...). Entonces
el camino abreviado del camino de €M es

G = (B, D, DI, DI D% .., D["D% ... {2} )

siag # 0, y
Gy = (E = D", D®[", D®[" D™ ..., D" D= ... [V )

1

st ag = 0.
La prueba de esta proposicion es inmediata de la definiciéon de camino abreviado.

Corolario 4.61. Sea M en SBM, con M = D*[* D% ... {?}an. Entonces el camino abre-
viado del camino de M en SBM es

Gy = (E, D, D™[*, D®[" D™, ..., DI D> ... {"1" = ))
siag # 0,y

6y = (E = D", D*[", D*[" D™, ..., DI D" ... {V1"" = M)
st ag = 0.

Ahora definamos los caminos abreviados en SBY y SBJF. Los vectores que nos interesa
que estén en el camino abreviado de un camino 6Y en SBY son los vectores columna de las
matrices en que hay cambio de direcciéon en el camino correspondiente en SBM. Retomemos
el ejemplo 4.58. El camino en SBY que tiene sucesion {a,} = (1,2,1,2,...) es

Cg{in} = ((1’ 1)7 (2’ 1)7 (3’ 2)7 (4’ 3)7 (7> 5)7 (117 8)7 (157 11)7 )
Queremos que el camino abreviado de %Zn} sea
acg{‘;n} = ((L 1)7 (3a 2)7 (4a 3)7 (117 8)7 ) (413>

Recordando como leer SBY en SBM (ver lema 4.12), encontraremos estos vectores “un lugar
arriba” en SBY que las matrices de SBM en donde aparecen como nuevo vector columna. En
este caso no podremos tomar los vértices donde ocurre un cambio de direccién, sino aquellos
que anteceden al cambio de direccion. En la figura 4.40 comparamos el camino abreviado del
camino de matrices (g{ﬁ } en SBM con el que queremos que sea el camino abreviado del camino

de vectores ‘ﬁ’fm} en SBY.
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5%) (1,1)
\ /
(31) (19 2,1)  (1,2)
/

—~
o=
=N

~—

—o
e

~— N —  ~— N\ —
N

~—
=N
[\

N \
( (5, 4)
/ N\
(25)  (i3) (11.7)  (11,8)
\
(T4) (%%) (18.13) (15, 11)

Figura 4.40: Caminos abreviados en SBM y SBYV.

Damos entonces la siguiente definiciéon de un camino abreviado en SBY que sera la misma
que usaremos para el caso de SBF.

Definiciéon 4.62. Sea € = (s, $1, ...) un camino en SBY o SBF. Consideramos la subsucesion
de € cuyos términos son aquellos vértices s; que satisfagan que si s;11 es descendiente 1zquierdo
(derecho) de s;, entonces s;1o es descendiente derecho (izquierdo) de s;.1. St el camino es finito,
pediremos que el ultimo término del camino sea el wltimo término del camino abreviado.

Notamos que esta vez no pedimos que estuviera la raiz del arbol en el camino abreviado,
de modo que ésta so6lo aparecera si el siguiente término es un vértice en que hay “cambio de

direcciéon”.

Ejemplo 4.63. El camino en SBY del vector (15,11) es

¢V = ((1,1),(2,1),(3,2),(4,3),(7,5), (11,8), (15, 11)).
Y su camino abreviado es
Y ((1,1),(3,2), (4,3), (15,11)).

El camino en SBF del racional % es

o _ 11235 8 11
S \1'2°3°4° 711715 )

Y su camino abreviado es
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Arbol de Stern-Brocot

Figura 4.41: Caminos abreviados en SBY y SBF de los caminos de (15,11) y 11/15

4.7.

respectivamente.

El Arbol de Stern-Brocot como transformaciones en el
plano

Regresemos una vez mas a la forma matricial del arbol, y veamos a nuestras matrices
como transformaciones lineales que actiian sobre el plano. Pensemos, como es costumbre, a las
matrices de SBM como transformaciones aplicando por la izquierda. Los vectores columna de
la matriz nos dicen lo que la transformacion hace a la base candénica de R?, describiendo a dénde

va el cuadrado unitario. Por otra parte, si la aplicamos al vector (1, 1), obtenemos justamente
la suma de sus vectores columna:

)=(

a+b
c+d

)

Asi que dada una matriz M en SBM, su vértice correspondiente en SBY es a donde manda
la transformacion M al vector (1,1).

Ejemplo 4.64. Consideremos los vértices correspondientes M = IDD en SBM 1y (4,3) en
SBY. Entonces tenemos que el vector (4,3) es el resultado de aplicar M al vector (1,1) (ver

figura 4.42).
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(69) (1,1)
/ \ /\
(31) (1Y) (2,1)  (1.2)
/ \ / \
<H> (H) (3.1 (3,2)
/ \ /\
(72) (31) (5.3) (4,3)
IDD = (31) (1) (1) =(3)
Ué\:l4
1 N 47
3 4 .l (4,3)
2 + 9 1
3,2)
1.1
) (1,1) 1”(, )
T 2 3 4 T 2 3 4

Figura 4.42: v37 actuando sobre el cuadrado unitario.
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Dado que cada matriz de SBM se puede expresar como productos de las matrices [ y
D, cada transformacion de SBM se puede expresar como composiciones de I y D (de una
tnica manera si la escribimos como en la observacion 4.2). Ahora, dada una transformacion
en SBM, por ejemplo M = IDD, si tomamos la sucesion de vectores dada por la aplicacion

iterada I(D(D(1))):

[lustramos ambas sucesiones en la figura 4.43. Compérese con el ejemplo 4.64.
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(1) — (&) = () — () Cha = ((1): (1), (2). (1))

4t 4t

31 3 f

2t 2t

1+ 1+

| 1 2 3 4 | 12 3 4
1(D(D(1))) Clas)

Figura 4.43: Comparacion entre sucesion de vectores dada por [ (D (D( 1 ))) y el camino del
vector (4,3) en SBY.

En general para una transformacion M en SBM y su vértice correspondiente en SBV,
que es M (%), no coinciden la sucesion dada por la aplicacion iterada de las matrices [ y D
que conforman a M al vector (1,1) y el camino en SBY determinado por el vector M (%)
Podemos construir un arbol de vectores para el que si coincidan estas sucesiones. Pero antes de
construirlo, veamos por qué nos interesan las sucesiones dadas por aplicaciones iteradas de las
matrices [ y D al vector (1,1).

Veamos como actian I y D geométricamente. Si las aplicamos a un vector (z,y) € R?

TN s (YO

Al aplicar I obtenemos un vector que mantiene la segunda coordenada del anterior y toma la
suma de las coordenadas del vector anterior para la primera coordenada:

Figura 4.44: Accion de I en el vector (z,y).

Asi, si (z,y) estd en el primer cuadrante, aplicar I a (x,y) es geométricamente equivalente
a colocar un cuadrado a la derecha del rectangulo determinado por el vector (x,y), y tomar el
vector que lo determina:
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x Y Tty

Figura 4.45: Rectangulo determinado por el vector [ - (Z)

De manera analoga, al aplicar D a (x,y) obtenemos un vector que mantiene la primera
coordenada y toma para la segunda la suma de las coordenadas del anterior:

Figura 4.46: Accion de D en el vector (x,y).

Si tomamos el rectangulo determinado por el vector (z,y), el nuevo vector (z,x + y) deter-
mina el rectangulo obtenido al colocar un cuadrado sobre el vector determinado por (x,y):

T+

T T

Figura 4.47: Rectangulo determinado por el vector D - (?j)

Ojo: La interpretacion geométrica es distinta si (z,y) esta en otro cuadrante que no sea el
primero.

Esta interpretacion geométrica nos permite pensar a aplicaciones iteradas de I y D como un
proceso de construccion de rectangulos colocando cuadrados “sobre” o “a la derecha” de otros
rectangulos. En la figura 4.48 lo ilustramos para I(D(D(1))) = (4) que vimos en el ejemplo

4.64.
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1
(4,3) 2
3___ ______
| |
2 - | DI
|
1 - l D\
| |
I 1 I I I
1 2 3 éll

1(D(D()))

)
Figura 4.48: Interpretacion geométrica de / (D (D( i ))) = (g) colocando cuadrados.

Como el lector intuye, esto esta relacionado con el algoritmo de Euclides. Abordaremos esta
relacion hasta el proximo capitulo.

Ahora si procedemos a la construccién de un arbol en el que los caminos finitos coinciden
con sucesiones dadas por aplicaciones iteradas de I y D al (1,1). Construiremos no sélo un
arbol de vectores, sino un arbol para cada una de las formas de SB. Nos daran un panorama
més completo de SB relacionado con el algoritmo de Euclides y el problema que planteamos
de explosiones sucesivas.

4.8. Arbol dual de Stern-Brocot (SBD)

Asi como dimos cuatro arboles (de matrices, vectores, fracciones y palabras) que llamamos
las distintas formas de SB, ahora construiremos otros cuatro arboles (también de matrices, vec-
tores, fracciones y palabras), todos binarios completos e infinitos, que llamaremos las distintas
formas del arbol dual de Stern-Brocot. Denotaremos por SBD al arbol dual de Stern-Brocot
en cualquiera de sus formas.

Para construir SBD en su forma de palabras (que denotaremos por SBPD), tomamos
como raiz la palabra vacia, y colocamos la letra ¢ al principio de una palabra para obtener su
descendiente izquierdo, y la letra d para obtener el descendiente derecho (observamos que en la
construccion de SBP habiamos colocado la letra i (6 d) al final de la palabra). Notamos que
también podemos obtener SBPD directamente de SBP leyendo cada palabra al revés.

/\
/\ /\

/\ /\ /\ /\

117 dzz 1di ddi 1d did idd ddd

Figura 4.49: Arbol dual de Stern-Brocot en forma de palabras.
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Para la forma matricial de SBD, construiremos un arbol de la misma manera que construi-
mos SBM, pero ahora multiplicando las matrices por la izquierda: la raiz es la matriz identidad
E| v para cada vértice M, su descendiente izquierdo es I M y su descendiente derecho es DM.
Procediendo de esta manera obtenemos el drbol de la figura 4.50. Diremos que éste es el arbol
dual de Stern-Brocot en forma matricial, y lo denotaremos por SBMD.”

(67)
- \(1 0)
\ o

AN

61)
/

2
1

11 21 0
1 2 11 1

( (1 2) (
/ / \ /

¢ ) () 6

Figura 4.50: SBMD: Arbol dual de Stern-Brocot en forma matricial.

) (> %)
\ / \

By 6 G

1
0

= N
DN —

9 )

En la figura 4.51 recordamos quién es SBM para compararlo con SBMD.

6 7)
— \(1 O)
\ o

AN

61)

2 2 0
1 1 1

) (2 1)
\ / \

6y Y

1 1 1
(0 1 1
/

)

/
) ) (
\ \ /

Gy (3

(
/

£ ¢ )

[NoR

(

Figura 4.51: Arbol de Stern-Brocot en forma matricial.

Asi como vimos en SBM que los descendientes izquierdo y derecho de una matriz M
comparten un vector columna con M y el otro es la suma de los vectores columna de M, vemos
que en SBMD pasa esto pero con sus vectores renglon (ver figura 4.52).

"En la pagina 222 ilustramos los primeros cinco niveles de este arbol.



108 Arbol de Stern-Brocot

_(a+c b+d ([ a b
]A_( c d ) DA_(a—i—c b+d)

Figura 4.52: Descendientes de una matriz de SBMD.

Si nos fijamos en los vectores columna de A, vemos que multiplicar A por la izquierda por [
es aplicar I (por la izquierda) a cada uno de sus vectores columna. Igualmente, multiplicarla por
D por la izquierda es aplicar D (por la izquierda) a cada uno de los vectores columna. Cuando
vimos el &rbol SBM nos fijamos en lo que ocurria con los vectores columna de las matrices al
multiplicarlas por la derecha por I y D. Es interesante lo que ocurre con sus vectores renglon:
multiplicar a A por I por la derecha es equivalente a aplicar D (por la izquierda) a cada uno
de sus vectores renglon. Igualmente multiplicar a A por D por la derecha es aplicar I (por la
izquierda) a cada uno de sus vectores renglon. En realidad la informacién que obtendremos de
SBMD esta ya en SBM. Sin embargo consideramos mas claro plantear SBD por separado.

A continuacién damos la relacion entre vértices correspondientes en SBM y SBMD.

Proposicion 4.65. Sea A = (‘; 3) una matriz en SBM, y sea la matriz A" su vértice corres-
pondiente en SBMD. Entonces A’ = (d b )

ca

Demostracion. Hacemos induccion sobre los niveles de SBM y SBMD. Es claro que el enun-
ciado de la proposicion es cierto para la matriz £/ = ((1) (1’) en el nivel 0. Supongamos ahora que si
A= (‘; 3) esta en el nivel n de SBM, entonces su vértice correspondiente en SBMD (también
en el nivel n) es A'(¢%). Vemos que entonces se satisface para sus descendientes: los vértices
correspondientes Al en SBM y [A" en SBMTD satisfacen el enunciado de la proposicion, asi

como los vértices correspondientes AD en SBM y DA" en SBMD (ver figura 4.53).
a b , (d b
-2 3) v=()
a a-+b a+b b , _[d+c b+a ;L d b
AI_(C c+d) AD_(c+d d) IA_( c a ) DA_(d+c b+a)
SBM SBMD

Figura 4.53

Asi, si tomamos vértices correspondientes en SBM y SBMD en el nivel n+ 1 usamos que
son descendientes de vértices correspondientes en el nivel n de SBM y SBMD, para los cuales
se satisface la hipotesis de induccion. O

Para construir la forma vectorial de SBD, que denotaremos por SBVD, procedemos como
hicimos para construir la forma vectorial de SB a partir de la forma matricial de SB. Para
cada vértice en SBYD tomamos el vector resultante de la suma vectorial de las columnas del
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vértice correspondiente en SBMD. Procediendo de esta manera obtenemos el arbol de la figura

(2,1) / . \
NS

(3,1)

:

(4,1) 3,4) (5, (2,5) (5,2) (3,5) (4, (1,4)
(5,1) (4,5) (7,4) (3,7 ) (8,3) (5,8) (7,5) (2,7) (7,2) (5,7) (8,5) ( (4,7) (5,4) (1,5)

Figura 4.54: SBVYD; Arbol dual de Stern-Brocot en forma vectorial.

Como ya dijimos, éste tltimo coincide con el arbol de la figura 4.55.

(1)

/\

PN /\

I1(1) DI(1) ID(1) DD(})

/ N\ / N\ D/\ /\

r(Y)y  pri(l) IpI(l) DDI(Y) II DID(Y) IDD(}) DDD(})

Figura 4.55: Construccion de SBVD aplicando repetidamente I y D al (1,1).

Este es el arbol que buscabamos en la seccion pasada, en el que los caminos finitos coinci-
diran con las sucesiones dadas por aplicaciones iteradas de I 'y D al (1, 1). De la interpretacion
geométrica que dimos de estas sucesiones como construcciones de rectdngulos colocando cua-

drados, vemos que podemos construir SBVD geométricamente como mostramos en la figura
4.56.

8En la pagina 223 ilustramos los primeros seis niveles de este mismo arbol.
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(1,1)

4,1)

: [

Figura 4.56: Construccion de SBVD en forma geométrica: colocando cuadrados.

Asi, podemos construir SBYD a partir de un vector (z,y) tomando como descendiente
izquierdo del vector (a, b) el resultado de aplicarle I: (a+ b, b) y como descendiente derecho del
vector (a, b) el resultado de aplicarle D: (a,a + b).

(z,9)

T

(x+y,y) (x,x+y)

/N RN

(x+2y,y) (+yr+2y) Qo+yz+ty (z,20+y)

Figura 4.57: Construccion de SBYD aplicando [ y D.

Notamos que es posible aplicar esta construccion a cualquier vector (z,y), sin importar los
valores de = y y. Si comenzamos con el vector (1,1) obtenemos SBVD. Si comenzamos con
(r,s), r,s € Z*,med(r,s) = 1, obtenemos el subarbol de SBVD con raiz (r,s). ;Qué tipo
de arbol obtendriamos si comenzaramos con z y y reales arbitrarios, o complejos arbitrarios?
. Guardarian alguna relacion los vectores que en él aparecieran? Abordaremos esta pregunta en
capitulos posteriores.
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Nos falta tnicamente presentar a SBD en su forma fraccionaria, que denotaremos por
SBFD. Su construccion es andloga a la forma fraccionaria de SB: tomando para cada vértice
la pendiente del vértice correspondiente en SBVD. El arbol que obtenemos es el de la figura
4.58.9

==

/3\4 3/2\ 2/3\5 3/1\4
/'y 4/3\7 I\ /2\7 /5\7 I\ /4\7 /'y

Figura 4.58: Arbol dual de Stern-Brocot en forma fraccionaria.

Podemos compararlo también con la figura 4.56, viendo a los descendientes izquierdo y
derecho de la fraccion a/b como las pendientes de los vectores que determinan el rectangulo
resultante de colocar un cuadrado “arriba” o “a la derecha” del rectdngulo que determina el
vector (b, a).

Habiendo visto ya las distintas formas de SBD, nos preguntamos qué propiedades de SB
son también validas en SBD. Para obtener los elementos de SBMD so6lo estamos cambiando
el orden de los productos de I y D que aparecen en SBM, y en el nivel k tanto de SBM como
de SBMD tenemos los posibles productos de I y D de longitud k. Entonces todos los vértices
que aparecen en el nivel k& de SBM son vértices en el nivel £ de SBMD. Lo mismo pasa con
la forma de palabras de SB y SBD. Como la construccién para obtener la forma vectorial y
la forma fraccionaria de SBD es la misma que en la construcciéon de las formas vectorial y
fraccionaria de SB, entonces también coinciden el conjunto de vértices en el nivel k£ de SBY
y el de SBVD, asi como el de SBF y de SBFD. De hecho, para todas las formas del arbol,
cada nivel de SBD se puede ver como permutaciones del mismo nivel en SB. ;De qué manera
influyen estas permutaciones en las propiedades de SB? Veremos qué pasa en cada una de las
formas de SBD, comenzando por la forma matricial.

Todas las matrices en SBMD son matrices de SBM, por lo que satisfacen la observacion
4.2, y tienen también determinante 1. Menos inmediato es que los analogos de las proposiciones
4.6 y 4.9 (relativas a matrices simétricas en vértices simétricos), que enunciamos a continuacion,
también se satisfacen.

9En la pagina 224 ilustramos los primeros seis niveles de este mismo arbol.
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Proposicion 4.66. Sea A en SBMD, con A = D[ D% ... {?}an. Entonces, si SPMPg(A)
denota al vértice simétrico de A en el darbol SBMD, se tiene que

SBMD a al 7as I 9n
o(A)=I1°D"%=. . { ]}
Proposicion 4.67. Sean A, B en SBMD tales que SPMPg(A) = B. Entonces B = A®.

Las demostraciones de estas dos tltimas proposiciones son analogas a las de su version en
SBM.

Con estas proposiciones vemos que se mantienen las simetrias vértice a vértice: vértices
simétricos siguen siendo matrices simétricas, y geométricamente la rama izquierda del arbol
sigue siendo reflejo respecto a la identidad de la rama derecha. Sin embargo, al alterarse el
orden de las matrices, no corresponde ya la rama izquierda de SBMD a paralelogramos por
debajo de la identidad y la derecha a paralelogramos arriba de la identidad, como podemos ver
en el analogo a la figura 4.7 para SBMD que mostramos en la figura 4.59.

(o 3)
(1 1)/ ~_

/

Figura 4.59: Simetria de SBMD.

Podemos plantear en la forma matricial de SBD un anéalogo de la proposicion 4.11, que nos
indica como saber a partir de las entradas de una matriz en SBM si es descendiente derecho o
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izquierdo en SBM. La prueba es anédloga a la de la proposiciéon 4.11 tomando en cuenta cé6mo
son los descendientes de una matriz en SBM (ver figura 4.52).

Proposicion 4.68. Sea M = (gg) en SBM. M es descendiente izquierdo en SBMD de
alguna matriz en SBM si y solo sia > c 6 b > d. M es descendiente derecho en SBMD de
alguna matriz st y solo sia <c ob<d.

Si M esté expresada como productos de [ y D, la primera y ultima matriz del producto
determinan si M esté en la rama izquierda o derecha de la forma matricial de SB y SBD, asi
como si es descendiente derecho o descendiente izquierdo. Usando esto y la proposicion 4.68
puede probarse el siguiente corolario, donde damos equivalencias de que la tltima matriz de
M = DwJuD ... {3 gea I o D.

Corolario 4.69. Sea M = (%) en SBMD, M = D*™[" D ... {?}an. Son equivalentes

a) M = Dw[uDe ... Dan

=y

M estd en la rama derecha de SBMD

&)

)
) n es par
)
)

d) a>bdc>d.

Asimismo, son equivalentes las siguientes afirmaciones
e) M= D®w[nD»...[w
f)y n es impar
g) M esta en la rama izquierda de SBMD
h) a<bdc<d.

Tenemos una afirmacion analoga para equivalencias de que la primera matriz de M =
a
D pez. . {1 sea I o D.

Corolario 4.70. Sea M = (%) en SBM, M = D[ D ... {?}an. Son equivalentes
a) ag#0
b) M estd en la rama derecha de SBM

) a<cob<d.

Asimismo, son equivalentes las siquientes afirmaciones
d) ag = 0
e) M estd en la rama izquierda de SBM

fi a>cdb>d.
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Las interpretaciones geométricas de estos corolarios nos muestran las relaciones simétricas
que guardan SB y SBD. Asi como en la forma vectorial de SB todos los vectores que tienen
pendiente menor que 1 estédn en la “rama izquierda” del arbol, en la forma vectorial de SBD
los vectores con pendiente menor que 1 son los que son descendiente derecho de algtin vector
en SBYD. Anélogamente, los que tienen pendiente mayor que 1 estdn en a “rama derecha” de
SBYV, y son descendiente izquierdo de algiin vector en SBVD.

Veamos las propiedades de la forma vectorial de SBD. A diferencia de lo que ocurre en
SBY, un vértice de SBVD y su descendiente izquierdo o derecho no son (en general) los
vectores columna de matrices de SBMD, y al ver la interpretacion dada en la figura 4.56
queda claro que no generan un paralelogramo de érea 1. Sin embargo, los vectores en vértices
simétricos siguen siendo reflejo uno del otro respecto a la identidad (la prueba es idéntica a
la de la proposicion 4.15), y la rama izquierda de vectores de SBVD es reflejo de la derecha.
De igual manera, en SBFD no se satisface el analogo de las proposicion 4.21, ni se satisface
la propiedad del orden (corolario 4.20), pues los vértices de SBFD ya no se obtienen como
mediante de los anteriores. Sin embargo, ya que cada nivel de SBFD es una permutaciéon de
vértices en el mismo nivel en SBF, podemos enunciar la siguiente proposicion.

Proposicion 4.71. En SBFD todos los racionales positivos aparecen exactamente una vez y
expresados en forma irreducible.

Los caminos en SBD nos interesan mucho por la estrecha relaciéon que guardan con el
problema que abordamos de explosion de singularidades. Definimos todo lo correspondiente a
caminos en SB (el camino de un vértice, la sucesion de un camino y la sucesion de un vértice)
ahora para SBD de manera anéloga a como hicimos en SB. Colocaremos el supraindice d para
hablar de caminos en SBD. Notamos que no hay problema con nuestras definiciones, pues en
ninguna de las formas de SBD se repiten vértices.

Ejemplo 4.72. o El camino en SBVD del vértice (3,8) es
“Che = ((1,1),(1,2),(3,2),(3,5), (3,8)).
e Si{a,} =1(0,1,2,2,...), entonces el camino en SBVD que tiene sucesion {a,} es
‘e = ((1,1),(2,1),(2,3),(2,5),(7,5), (12,5), ...).
o El camino ‘€7 = (l 13 55°12°19 ) en SBFD, tiene sucesion (0,1,2,1,2,...).

(171) (171) 1

/ N\ 7N,
/\ 1

, 2,1) (L.2)
(2,1 (1,2) ;( L/ \§
/ \ (3,1) (2,3) ’ __,/2\5
(3,2) (1.3 / N\ 5 2
N\ 5.3 (2,5) 57 N1
/ \ /N
(5:2) (3,5) (7,5) (2.7 > 2
/ \ / \ 7 N

(8.5) (3,8) (12,5) (7.12) 19 7

"G 5) Gy Nad
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Definimos ahora los caminos abreviados en las distintas formas de SBD. Para la forma
matricial (SBMD), los definimos de manera analoga a los caminos abreviados en SBM. Para
los caminos abreviados en las formas vectorial y fraccionaria de SBD daremos una definicién
distinta.

Definicion 4.73. Sea € = (sg, 51, 82, ...) un camino en SBVD o SBFD. Definimos el camino
abreviado de €, que denotaremos por Y€’ como la subsucesion de 6 formada por los términos
s; de ¥€ que satisfagan que si s; es descendiente izquierdo de s;_;, entonces s;11 es descendiente
derecho de s;; si s; es descendiente derecho de s;_1, entonces s;11 es descendiente izquierdo de
s;. Si el camino Y€ es finito, pedimos que el ultimo término de ¥€ esté en el camino abreviado.

Ejemplo 4.74.

e Kl camino abreviado del camino de (3,8) en SBVD es Z‘f&;ﬁ) = ((1,2),(3,2),(3.8)).
e El camino abreviado del camino en SBVD que tiene sucesion {a,} = (0,1,2,2,...) es

Gy = ((2,1),(2,5),(12,5), ).

o El camino €7 = (%, %, %, %, %, %, 1—79) en SBFD, tiene camino abreviado

155 19
dcpF - v Y Y
at _(2’2’7’7)

) (1,1)
/ \ / \ 1/ \2
(2,1)  (1.2) 2 1
(2.1) (1,2 /3N
(1,2 / \ ! E
/ \ (3,1)  (2,3) N
(3,2) (1.3) / \ / :
\ (5.3)  (2,5) 57 N1
- . / \ PN 2
52 59 (7,5)  (2,7) oo
/ / \ 2 N
(8,5) (3,8) (12,5) (7.12) 9
dcpV desV desF
acg(3v8) a%{an} acg

Para finalizar el capitulo veamos como ubicar a una matriz, vector o fracciéon en su corres-
pondiente forma de SBD conociendo la sucesion que tiene en su correspondiente forma en SB,
y visceversa.

Proposicion 4.75. Sean ag € ZTU{0} y aq,..,a, € Z*. Sea M = D[ ... {[I)}an, o lo que es
lo mismo, sea (ag, ..., a,) la sucesion de M en SBM. Entonces sin es par, M tiene en SBMD
sucesion (ap, ..., a1,a9) si ag # 0 y (ap,...,a1) si ag = 0. Si n es impar M tiene en SBMD
sucesion (0, ap, ..., a1, a9) st ag # 0 y (0,a,,...,a1) siay = 0.
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Demostracion. Sea M como en el enunciado de la proposicion. Ya que

I Do Jar Haz ... Han sl n es par, y
- DaoJai az ... [an )0 si n es impar,

basta analizar las opciones posibles para M: n par o impar y ag = 0 0 ag # 0. La manera en
que M se escribe como producto de potencias de I y D nos da su sucesion en SBMD. O

Corolario 4.76. Sean (s,r) en SBY y r/s en SBF wvértices correspondientes, con sucesion
(ag,ay, ...,a,) en SBY y SBF respectivamente. Entonces sin es par, (s,r) yr/s tienen en sus
respectivos drboles, SBVD y SBFD, sucesion (ay, ...,a1,a9) st ag # 0 y (ap, ...,a1) si ag = 0.
Sin es impar tienen sucesion (0, ay, ..., a1, a9) si ag # 0 y (0, ay,...,a1) si ag = 0.

Se puede ver que se satisfacen para SBD los analogos de los resultados referentes a caminos
simétricos en SB (proposicion 4.54, corolario 4.55 y observacion 4.56). En cuanto a la expresion
de una matriz M en SBMD como productos de I y D, también la podemos usar para dar el
camino de M en SBMD.

Teniendo el arbol de Stern-Brocot original pudimos dar una construcciéon de todas las pen-
dientes racionales positivas, de una forma metddica a partir de sumas de los vectores (1,0)
y (0,1). El propésito de construir SBD es que en él podremos leer otro tipo de informaciéon
(como la relativa al algoritmo de Euclides) que resultaré igualmente util. Veremos que SB y
SBD se complementan el uno al otro mostrandonos dos caras de la misma moneda.



Capitulo 5

Algoritmo de Euclides, fracciones
continuas y arbol de Stern-Brocot

Con los materiales de los pasados tres capitulos podremos dar soluciéon a nuestro problema
de explosiones. En este capitulo exploraremos cémo se relacionan entre si.

En la primera seccién veremos como leer a los convergentes de una fraccién continua en
caminos en distintas formas de SB. En la segunda seccién veremos como leer a los residuos
de una fraccién continua en caminos en distintas formas de SBD. En la tercera seccién reto-
maremos el enfoque de matrices como transformaciones en el plano para dar una lectura del
Algoritmo de Euclides en SBD en términos de estas transformaciones. Finalmente, en la tul-
tima seccién damos una manera de extender el arbol de Stern-Brocot para cubrir también a
racionales negativos.

5.1. Convergentes en S5

La relacion mas importante entre las fracciones continuas y SB es la que existe entre las
entradas de matrices de SBM, y los convergentes de fracciones continuas. Se deriva de la
relacion entre lo que ocurre con los vectores de una matriz M al multiplicarla por la derecha
por I v D,y las definiciones recursivas de p, v ¢, para una fraccion continua. Tomemos M en

SBM. Sabemos que

D 9 D92 ... Don si n es par, y
D o Doz ... [on si n es impar,

M = D™ Doz {P1 = {

donde ag € Z* U {0} y a; € Z" para 1 < i < n (a lo largo del capitulo asumiremos estas
condiciones sobre los exponentes al escribir el producto de potencias D [% D? ... {[1) }a")
Veamos como se relacionan las entradas de M con los convergentes de la fraccion continua
lag, a1, as, ...a,). Al expresar las entradas de los productos parciales

My = D[ D=...["A™ <k <n

117



118 Algoritmo de Euclides, fracciones continuas y arbol de Stern-Brocot

en términos de los exponentes ag, ay, ..., ar, obtenemos en los primeros casos

1 0
— a0 —
=0 = (1)

1 0 1 aq 1 aq
—Hao Jar e
Ml =DRIT = (CLO 1) (0 1 ) - (CLO apay + ].)
1 0 1 a 1 0 14 ajas ay
— [Hao Jai NHaz __ —
M2 =DRImDT = (CLO 1) (0 1 ) (CLQ 1) N <a0a1a2 + as +ag apay + 1) '

Recordamos rapidamente las definiciones recursivas de p, y ¢, para una fracciéon continua, que
dimos en (3.6):

Dn = ApPn—1 + Pn—2

Gn = QnQn—1 + qn—2

y recordemos (ver (3.7)) como son los primeros términos p, y ¢, definidos para la fraccion

continua [ag, aj, ag, ..., partiendo de p_o =0,g o =1,y p_1 = 1,41 =0:
Po=a  p1=apa+1  py= apaiaz + ap+ az
Qo =1 q = ap G2 = ajas + 1.

Notamos que estos ntmeros se parecen mucho a las entradas de My, M; y Ms. De hecho,
podemos escribir las entradas de estas matrices de la siguiente manera:

M, = Go 4-1 M, = Go 1 v M, = q2 1 .
Po P-1 Po P1 P2 D1

Escribirlas de esta manera resulta muy sugerente; parece natural plantear el siguiente teorema.

Teorema 5.1. Sea M una matriz en SBM, con

D [* D2 ... D% st m es par, y

M = D*[*"D* ... {D}a" =
I D [% D2 ... [9n st m es impar.

Entonces

/
qn  Gn-1 .
Stnoes par, y
(n pn—l)

Gn—1 Qn . .
St n es impar
L Pn—1 Pn

donde py, y q, son definidos como es usual para la fraccion continua [ag, ay, as, ..., ay].

Demostracion. Haremos induccién sobre n. Arriba verificamos que para los casos n = 0,1,2
. . . DY@
se satisface el enunciado del teorema. Supongamos ahora que si M = D[ D% ... { 1} "

entonces

n  Pn—1 Pn—1 DPn



Convergentes en SB 119
con p, vy ¢, definidos como es usual para la fraccion continua |ag, a1, as, ..., a,], y consideremos
la matriz

Deo[mpD*2... D% [+t gin+ 1 esimpar, y

N =D®*["D* ... {l{)}“”“ =
DeoJupez ... [ D+t sin 41 es par.

Por la hipoétesis de induccion, tenemos

N = qn  Gn-—1 1 Ant1 _ dn an+1Qn+Qn71
n  Pn—1 0 1 Prn Qn41Pn _'_pnfl

si n+ 1 es impar (en cuyo caso n es par), y

N = Gn—-1 Qn 1 0 — Ap+14n + Gn—1 4n
Pn-1 Pn) \Gn+1 1 Unt1Pn + Pn—-1 DPn
si n+1 es par (en cuyo caso n es impar), con p, y ¢, definidos como es usual para [ag, a1, ..., ay).
Ya que por definicion p,i1 = @pe1Pn + Pro1 Y Gnel = Gni1Gn + g1 concluimos que

N= (% D) gpnylesimpar, y N= (" ) sin+1espar,
n Dn+1 Pn+1 DPn

donde p, y ¢, definidos como es usual para la fraccion continua [ag, ay, ..., a,+1] (notamos que
los nameros p; y ¢; definidos para [ag, ay, ..., a,] y los definidos para [ag, a1, ..., a,11] coinciden
si 0 <i <n). Terminamos la prueba. O

Corolario 5.2. Sea M una matriz en SBM, con

. Jao a1 Jaz ... [an st m es par, y
a, al yaz I L ’
M=I1"D"]J] "'{D} _{IaoDa1[a2...Da’"

.
Pn—1 Pn .
Stnoes par, y
<Qn—1 Qn)

n  Pn—1 . .
St n es impar
L <Qn Qn—l)

con pn Y ¢ definidos como es usual para la fraccion continua [ag, ay, as, ..., ay)].

ST M es impar.

Entonces

Demostracion. Sea M = [0 D% ]% ... {é}an en SBM. Entonces su matriz simétrica es M?® =

D® [ pe... {[1) }a". El enunciado del corolario se sigue del teorema 5.1, de la definicién de
matriz simétrica, y de que (M?®)* = M. O

Observacion 5.3. Estos resultados (teorema 5.1 y corolario 5.2) son muy significativos, pues
nos muestran como aparecen naturalmente los convergentes de las fracciones continuas en SBM
como las pendientes de vectores columna de matrices en SBM. Dada la fraccion irreducible
r/s = lag, a1, ..., a,] conr,s € L, tenemos que el vector (s,r) aparece como uno de los vectores
columna del producto de potencias D* 1% D . .. {?}an, que es la matriz en SBM que tiene
sucesion (ag, ay, ..., ay).



120 Algoritmo de Euclides, fracciones continuas y arbol de Stern-Brocot

Ejemplo 5.4. Sea M = DI?D3I*D?. Entonces tenemos:

=G NEDED6)E -G

Segun el teorema 5.2, los vectores (9,4) y (25,11) son los vectores (qs3,p3) y (qu,ps), cuyas
pendientes c3 = ps/qs y ¢4 = pa/qs son los dos ultimos convergentes de la fraccion continua
0,2,3,1,2] = 11/25. Vemos que en efecto es asi:

po _ 0 g2 1
Qo 1 q1 2 2
P2 _qg,_ Lt _3 ps gy b4
q2 2+1 7 qs 2 1 9
3 ; 1
+_
1 11 1
P, o1
g4 91 1 25
3+ !
: 1
*3

Podemos sacar mejor provecho del teorema 5.2 en el contexto de caminos en SBM. Da-
do un camino €™ en SBM finito o con infinitos cambios de direccién, que tiene sucesion
(ag,a, as, ...), definimos su camino abreviado 6™ de modo que sus términos fueran las ma-
trices en que hay “cambio de direcciéon”, o dicho de otra manera, que sus términos fueran los
productos parciales

M, = D[ D* ... {?}an, con n € N.
Esto significa, por el teorema 5.2, que los términos del camino abreviado ,**! son de la forma
(qn qn1> (qn1 qn>
Prn Pn—1 Pn-1 DPn
con p,/q, el convergente de orden n de la fraccion continua [ag,aq,...] (recordemos que los

convergentes de orden k de [ag, a1, ..., a,] coinciden con los de [ag, a1, ..., ay, ...] para 0 < k < n).
Veamos un ejemplo.

Ejemplo 5.5. Consideremos el camino €™ en SBM que tiene sucesion (0,1,2,1,2,1,2,...).
Veamos quiénes son los primeros términos de €™ (ver figura 5.1):

M= (0 (5D, G G169 (5. (44).).
Los primeros términos de su camino abreviado son

A= (D (51 (1) (39 (¥8).).

[SaEN|
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Vemos que los vectores columna de las matrices de €™ son los vectores (q,,p,), donde c, =

Pn/qn €s el convergente de orden n de [0, 1,2]:

po_ 0 pmo_g, 1 1
%_1 q1 0+ 1
P2 _ 12 Ps _ 13
o Ot T173 P 1
1+§ 1+—1
- , 2+1
A B TE
L4 —
op 1
] 1
3
(89) (p250) = (B0 pt)
/ \ / \
(61) (17) (p) (17)
/ \ / \
(67) (31) (61) (31)
/ \ / \
(79)  (31) (3)  (#5)
/ \ / \
(35) (i1) () (31)
/ \ / \
(27)  (%3) (35)  (%3)
/ \ / \
(1) (Y% (T ()

Figura 5.1: Convergentes de [0,1,2] y camino ,M.

En el siguiente corolario decimos precisamente quién es el n-ésimo término de un camino

abreviado en SBM.

Corolario 5.6. Sea ‘5&} un camino en SBM  finito o con infinitos cambios de direccion, con
sucesion {a,} = (ag, a1, as,...). Sea a = [ag,ay,...] con ¢, = p,/q, su convergente de orden n.
Y sea

acg{/‘\l/?ll} = (507 S1, S92, )
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el camino abreviado de %{/(‘;i}. Entonces para n > 0 se tiene que

.
<Qn Qn1> .
st n es par, y
{Mn—l siag # 0 n DPn—1
Sp = con M, =

M, st ag =10 Gt Gn
Pn—1 DPn
\

) st es impar

con M, definida para n > —1.

Demostracion. Sean %M} un camino en SBM finito o con infinitos cambios de direccion,

an

{a,} = (ap,a1,as...) su sucesion y a%{(\i} = (S0, 51, S2,...) su camino abreviado. Y sea a =
lag, ay, ...] con ¢, = p,/q, su convergente de orden n.
Tenemos de la proposicion 4.60 que los términos de a%{/;/:l , son

acg{/(:,ll} _ (E, Dao’ Dao[m’ DaoImDaz’ s Do Jar paz {117} "’ )
s1 Qo 7é 07 y
a‘f{/(‘;i} = (E = D%, D®[" D®["D* . D®["D®... {?}an, )
si ag = 0. Ahora aplicamos el teorema 5.2 a cada uno de los términos de a‘f{{‘;‘b b recordando que

los convergentes ¢ de [ag, ay, ..., a,] v los de [ag, a1, ..., ay, ...] coinciden si 0 < k < n. Y usamos

que definimos p_» = 0,¢g_» = 1,p_; = 1,¢q_1 = 0 para escribir £ = (-2 }_} ). Entonces tenemos

que

q-1 q0 9—1 q0 q1 q2 q1 q2 q3 dn gn—1 dn qn+1
pP—1)s \PoP-1)> \PoP1L)>\P2P1)s \P2P3)s 5\ PnPn-1)5 \ Pn Pntl )s "

%M _ q—2 q-1\ _ (90 g-1 q0 q1 q2 q1 q2 q3 qn Gqn—1 qn qn+1
a {an}_ pP—2 P—1 — \PoP-1)>\P0oP1)>\P2P1)>\P2P3 ) ) \Pn Pn—1)5 \Pn Pn+l )5 " |"

Es decir que, si ag # 0, entonces
acgé/yll} - (E = M—l) MO: Mla M27 ceey Mn7 )

y st ag = 0, entonces
acg{/;/i} — (E - Mo, Ml, MQ, ceey Mn, )

,
qn  Gn-—1 .
S1 N es par, y
<pn pn—l)

Gn—1 Qn . .
SI n €S 1mpar,
L Pn—1 Pn

como queriamos probar. U

donde
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El corolario 5.6 nos permite interpretar las propiedades que mencionamos de SBM en el
contexto de las fracciones continuas. Por ejemplo, la identidad (3.8):

Pn—1Gn — Pnln—1 = (—1)"  para toda n > 1,

que usamos mucho en las pruebas de fracciones continuas, es inmediata de que toda matriz en
SBM tiene determinante 1. También queda claro, con la interpretacion geométrica que dimos
de los vectores columna de matrices en SBM, que los convergentes de una fracciéon continua
estan ordenados de la siguiente manera (como habiamos visto en (3.14)):

Po_P_Pi_ P _DPs_ P
do q2 q4 ds a3 q1
Ademas, podemos ver a los convergentes de las fracciones continuas de o = [ag, aq,...] y 1/a =

[0, ag, a1, ...]) como pendientes de vectores columna de matrices simétricas en caminos simétricos
en SBM (recordando que si 6 tiene sucesion (ag, ay, ...), entonces su camino simétrico tiene
sucesion (0, ag, ag, ...)).

En el siguiente ejemplo integramos la interpretacion geométrica que dimos de los convergen-
tes de la fraccion continua [ag, aq, ...] y la construccion del camino en SBM que tiene sucesion
(ao, ay, )

Ejemplo 5.7. Consideremos el camino €™ que tiene sucesion asociada (0,1,2,3). Tenemos

que
e = (G0 () (3D (3. (39). (47). (3%)).

Y su camino abreviado es (ver figura 5.2)

Ahora comparamos con los convergentes de 7/10 = [0, 1,2, 3], que son
0 1 2 7

CO:[O]:E 01:[0,1]21 62:[0’1’2]:5 63:[0’17273]:E7

como esperabamos. Podemos comparar en las figuras 5.3 y 5.4 la construccion geométrica que
hicimos de SBM con la interpretacion geométrica que dimos de los convergentes de 7/10.

(3%) (¥7)

Figura 5.2: Camino en SBM con sucesion asociada (0, 1,2,3) y su camino abreviado.
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(3,2)
(0,1) \
: =7 (27 1)
(4,3) (7.5) (10,7)
(4,3) (7,5)
(1;1) (3,2) - 5.9 -
, (3,2)
|

Figura 5.3: Camino en SBM asociado a (0, 1,2, 3).

- | (10,7)
7,5
5 | (
4,3
3r Eﬂ)
2 7 (3,2)
1,1) &
1’(/)/7(2,1)
we
1 2 3 4 7 10

Figura 5.4: Vectores columna de matrices en camino ™ con sucesion (0, 1,2, 3), y vectores
columna de su camino abreviado ,€M.

Aprovechamos la figura 5.4 para notar que en verdad los convergentes de las fracciones con-
tinuas son muy buenas aproximaciones. Convergentes de orden bajo bastan para tener buenas
aproximaciones.

Ya tenemos un significado mas para los cocientes parciales a; de una fraccién continua (finita
o infinita) o = [ag, ay, as, ...]. Hasta ahora tenemos que los cocientes parciales a; son:

e en el contexto del algoritmo de Euclides, el niimero de cuadrados que vamos quitando de
cada rectangulo en el procedimiento geométrico, y el niimero de vectores antes de cada
cruce de la identidad en la sucesion extendida del algoritmo;

e en el contexto de las fracciones continuas, son el nimero de veces que tenemos que sumar
un vector a otro partiendo de los vectores (1,0) y (0, 1) para obtener los vectores (¢, pn),
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cuyas pendientes son los convergentes de «; estos tltimos son las mejores aproximaciones
racionales de a;! y

e cn el contexto de SBM, forman la sucesién del camino ¢ en SBM cuyos vectores
columna son los vectores (¢,,p,) que tienen por pendientes a los convergentes de «; son
el nimero de vértices en €M entre cada “cambio de direccion”.

Ahora llevemos las fracciones continuas a las otras formas de SB. Comenzaremos por usar
la fraccion continua de un racional positivo dado r/s = [ag,aq,...|, ;s € Z1, med(r,s) = 1,
para localizar al vector (s,r) en SBV.

Proposicion 5.8. Sean r,s € Z, med(r,s) = 1. Y sea r/s = |ag, ..., a,]. Entonces el vector
(s,r) tiene sucesion (ag, ay, ...,a, — 1) en SBV.

Demostracion. Seanr,s € Z* med(r,s) = 1. Sear/s = [aq, .., a,) con convergentes ¢, = pr/qx,

. Qn . .,
0 < k < n. Sabemos del teorema 5.1 que la matriz M = D*[% D% ... {[I)} , que tiene sucesion
(ap, ..., a,), se escribe como

qn  Gn-1 .
S1 N es par, y
Pn Pn—1
M = <
Gn—1 Qn . .
S1 7, €S 1Impar.
L Pn—1 Pn

Por otro lado, por construccion de SBM sabemos que si M es descendiente de M’ en SBM,
entonces el vector que M no comparte con M’ es el que tiene entradas mayores (pues es la suma
de los vectores columna de M’). Ya que las sucesiones p,, y ¢, son crecientes, entonces el vector
columna de M que no comparte con M’ es (¢,,pn) = (s,7). Pero entonces, por la proposicion
4.51, el vector (s,r) tiene sucesion (ag, a1, ..., a, — 1) en SBY, como queriamos probar. O

Sabiamos ya que cada racional estaba en SBF. Ahora podemos usar su expresion en fraccion
continua para decir en qué vértice estda, y como se construye a partir de mediantes. De la
proposicién 5.8 se sigue el siguiente corolario.

Corolario 5.9. Sean r,s € Z,med(r,s) = 1. Y sea v/s = lag, ..., a,]. Entonces r/s tiene
sucesion (ag, ay, ..., a, — 1) en SBF.

Ejemplo 5.10. Consideremos el racional 13/8 = [1,1,1,1,2] en SBF. Vemos que en efecto
tiene sucesion (1,1,1,1,1) en SBF.

Len el sentido que vimos en la seccion 3.4 del capitulo 3 (relativo a las fracciones continuas).
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1
/ ' \
1 2
2 1
s N e N
1 2 3 3
3 3 2 1
/A /7 A\ yd N / A\
1 2 3 3 4 5 5 4
] 5 5 | 3 3 2 1
/A ’ N
5 7 8 7
| 5 5
/ A\ /A
11 13 11

ol ©

T 8 7

Figura 5.5: El racional 13/8 = [1,1,1,1,2] en SBF tiene sucesion (1,1,1,1,1).

La ventaja de ver a un vector y su pendiente en las formas vectorial y fraccionaria de SB es
que ademés de obtener informacion particular de ese vector y de su pendiente, lo podemos ver
en el contexto de la estructura que da SB de todas las pendientes racionales: podemos ubicar
a cada pendiente en el “mapa”’ que da SBF de los racionales. Ademés, podremos ver en los
caminos abreviados a la sucesiéon de convergentes de un nimero real.

En el capitulo 4 definimos los caminos abreviados en SBY y SBF como lo hicimos para
que el camino abreviado del camino de (s,7) en SBY, y el camino abreviado del camino de /s
en SBY tuvieran términos de la forma (¢,,pn) v Pn/¢n respectivamente, donde ¢, = p,/q, es
el convergente de orden n de r/s. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 5.11. Consideremos el vector (11,8) con pendiente 8/11 = [0,1,2,1,2]. Como vimos
en el ejemplo 3.21, los convergentes de 8/11 son

0 1 2 3 8
Po_ 2 Do) =-, 222 B_° ,  »M_2°

w 1 @ 1" ¢ 3 ¢ 4 q 11

El camino abreviado del camino €Y de (11,8) en SBY estd formado por aquellos términos de

€Y que antecedan a un vértice en donde haya “cambio de direcion”, vy el 4iltimo vértice de €Y,
que es (11,8):

anV = ((L 1)’ (37 2)’ (47 3)’ (11’ 8)) = ((QI,pl)’ (qZ,pZ)’ (QS,pS)v (Q4ap4>)'

Asimismo, el camino abreviado del camino €7 de 8/11 en SBF es (ver figura 5.6)

ﬁ): P1 P2 P3 P4

3 PL P2 Ps Pa
AR

ach: ) ) ) .
( q1 42 43 (44

=] =
Wl N

?
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(69) (1,1) 1
/ / / \
(61) (17) (2,1)  (1,2) L
\ / \ / \
(63) (31) 3.1 (3,2) L2
/ \ / \ / \
(13) (31) (5.3) (4,3) s
/ / N\ / \
(33) (i1) (7.5)  (5,4) 5o
7N N\ / \
(33)  (i3) (11.7) (11,8) ER
AN N
(I4) (44%) (18,13) (15, 11) 5 n

Figura 5.6: Caminos abreviados en SBM, SBY y SBF.

Proposicion 5.12. Sea (r,s) # (1,1) en SBV, y €Y su camino en SBY. Sea r/s =
lag, ai, ..., a,], con convergentes ¢ = pp/qe, 0 < k < n. Entonces el camino abreviado de
€Y es

@V ((QO,PO), (q1,p1), (g2, P2)5 - (Qn,Pn)) sir/s>1
¢ ((ql,pl), (G2, p2), s (qn,pn)) sir/s < 1.

Demostracion. Sea (r,s) # (1,1) en SBY, y €Y su camino en SBY. Sea r/s = [ag, a1, ..., ap),
con convergentes ¢, = pr/qr, 0 < k < n. Consideremos el camino ™ de matrices en SBM
con sucesion (ag, @y, ..., a,). Supongamos r/s > 1. Entonces ag # 0. Segun el corolario 5.6), el
camino abreviado de €M es

M= (2 (B

q-1 q0 q1 q2 q1 q2 q3 qn 4n—1
pP—1 )y \PoP1)s\P2pP1)>\P2P3)> s\ Pn Pn—1

si n es par; si n es impar, el ultimo término es (gﬁj ZZ). Estas matrices son, por definicion

min revi n : la raiz matri n mbi ireccion
de camino abreviado en SBM: la raiz de SBM, las matrices donde hay cambio de direccion,
y la tltima matriz del camino ™. Si nos quedamos tinicamente con las matrices en que hay
cambio de direccion, y el ultimo término tenemos:

q0 q4—1 q0 q1 q2 q1 q2 q3 dn qn—1
pPo P—1 )y \PoP1L)s \P2P1)> \P2P3 )y "y \ Pn Pn—-1 .

(si n es impar, el ultimo término es (ggj o )) Ahora, para cada matriz M de esta sucesion

consideramos M’ la matriz de la que es descendiente M en SBM. Sabemos (por construccion
de SBM) que el vector columna que M no comparte con M’ es el vector columna de M con
mayores entradas. Ahora, por la proposicion 4.51 podemos afirmar que el vector columna que
M no comparte con M’ esta en el vértice correspondiente a M' en SBY (“un lugar arriba” de
M). Pero en las matrices (=} 7r) v (35 pi-1 ), 0 < k < n el vector columna que no comparten
con la matriz de la que son descendientes es (g, pr), pues {p,} v {¢.} son crecientes. Asi, la
sucesion

(a0 p0). (@1,21), s (@n,22) = (5,7)) (5.1
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es la sucesion de vértices en cuyo descendiente hay un cambio de direccion (los cambios de
direcciéon son los mismos en caminos correspondientes), y su ultimo vértice es (q,, p,) = (s,7)
(que es el vector que estd “un lugar arriba” del dltimo término de ™). Pero esto es la definicion
de camino abreviado del camino de (s,7) en SBY. Asi, la sucesion 5.1 es el camino abreviado
de €Y. Si r/s < 1 entonces ag = 0. Procedemos de manera anéloga, ahora usando que

cg.M_((Q—z Q—l)_(QO Q—l) (qo q1) (q2 q1) (q2 qs) (qn qn—l) (qn qn+1))
a - pP—2 P—1 — \\Po P-1)>\P0oP1L)s \P2P1 )5 \P2P3 )y s \Pn Pn—-1 )5 \ Pn Pn+1 .

(si n es impar, el Gltimo término es (.-} 7»)). Si nos quedamos con los términos de , 4 en

que hay cambio de direccion, y el tltimo término, obtenemos

cg/\/t _ qo0 q1 q2 q1 q2 g3 dn gn—1 dn gn+1
a - PoP1)> \P2P1 /)y \P2P3 )y 3y \ PnPn-1)) \ Pn Pn+l .

(si n es impar, el dltimo término es ( e )) El camino abreviado de €Y en este caso resulta

a(gv = <(Q1>p1>7 e Gn,Pn) = (S,T’))

como queriamos probar. 0

Corolario 5.13. Sean r,s € Z*, r/s # 1 en SBF, y €7 su camino en SBF. Sea r/s =
lag, ay, ..., an). con convergentes ¢, = pr/qr, 0 < k < n. Entonces el camino abreviado de €7 es

Po p1 p2 P_n) ;
%V:{(qo’ql’qz"”’qn sir/s>1
a

pL p2 P ~
(q—l,q—2,...,q—:) sir/s < 1.

Ejemplo 5.14. Tenemos que 7/4 = [1,1,3]. Los convergentes de 7/4 = [1,1, 3] son:

w=[l=7 a=[L1=7 e=L13=1

Ahora, los caminos en SBY y SBF de (4,7) y 7/4 son respectivamente (ver figura 5.7):
Cg{zn} = ((L 1): (L 2): (2a 3): (3a 5): (47 7)) )
12357
€ ==%==, - .
{an} (1’ 1’23 4)

y sus caminos abreviados son:

a%{‘én} =((1,1),(1,2),(4,7) = ((C]o,po)a (qu, 1), (92,P2)) Y

794 :<EEZ):(@&@)
"t 1'1"4 QO @ 4
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Figura 5.7: Caminos abreviados de caminos en SBY y SBF con sucesion (1,1, 3).

Podemos hacer una afirmaciéon similiar, ahora para caminos infinitos.

Proposicion 5.15. Sea o = [ag, a, ag,...] € RY o # 1 con ¢, = p,/qn su convergente de orden
n. Sea €Y el camino en SBY con sucesion (ag, ay, as,...), y sea €7 el camino en SBF con
sucesion (ag, ay, as, ...). Entonces los caminos abreviados de €Y y €7 son

CgV — ( qo’po ) Q1’p1) (q%p2)) ey (Qvan)v ) SZ' o > ]-
' ((q1,21), (g2, 02), -+ (G D), ) sia <1,
v (—O,pl p2, L ) sia>1
acg = q0 qn’ '
(q—i B2,k ) st a < 1.

La prueba es idéntica a la de la proposicion 5.12 (el caso finito), ahora usando el camino
abreviado del camino (infinito) en SBM con sucesion (ag, aj, as, ...) y tomando en cuenta que
no hay un dltimo término en ninguno de los caminos involucrados.

Estos resultados nos permiten hacer una asociaciéon entre nimeros reales positivos y caminos
en SBF finitos o con infinitos cambios de direccién. Al camino €7 con sucesion (ag, ay, as, ...)
le asociamos el real a cuya expresion en fraccion continua es o = [ag, a1, as,...]. Si €7 =
{rn/sn}2, es infinito, entonces converge a a: usando que |ry,418, — 7Sp11| = 1 (como vimos
en el corolario 4.22) y que {s,} es una sucesion estrictamente creciente de enteros positivos,

tenemos .
G A 1) e —— (5.2)

n=00 Sp118n

lim

n—oo

Sn+1 Sn

Como ademés para cualesquiera dos términos consecutivos de €7 se tiene que todos los términos
siguientes estan estrictamente entre estos dos, (5.2) garantiza la convergencia de €. Para ver
que converge a a notamos que su camino abreviado ,%7 es la sucesion de convergentes de a,
que converge a «. Si €7 es finito, el real a = [ag, aj, ..., a,] es el Gltimo término del camino
abreviado ,%47. Para ver que la asociacién que dimos entre niimeros reales y caminos en SBF
es en realidad una biyeccién sirve la misma prueba que dimos para ver que era una biyeccidon
la asociaciéon entre ntimeros reales y fracciones continuas positivas o negativas.

Lo interesante de ver una fracciéon continua como la sucesiéon de un camino en SBF o en
SBFD no es solo ver como se construye ese nimero real a partir de mediantes partiendo de
0 =0/1e 0o =1/0, sino poderlo ver en un contexto més amplio: ver el lugar que ocupa en la
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construccion de todos los niimeros reales. Recordemos que los arboles SBY y SBF nos dan una
manera de construir a todos los ntimeros reales que se refleja en la fraccion continua de cada
numero real. Esto nos conviene, pues permite dar una lectura de las propiedades que vimos
de SBY y SBF en el contexto de las fracciones continuas, y nos facilitan su interpretacion

geométrica. Por ejemplo, dado que si o = [ag, a1, ...], entonces
1 . [0,&0,&1,....] si Clo?éo
Q lay, as, ...] si ag = 0.

tendremos que el camino asociado a « y el camino asociado a 1/« son caminos simétricos, y
sus términos son geométricamente reflejo en el plano uno del otro respecto a la identidad. Sus
convergentes de orden n son también inversos uno del otro. En la figura 5.8 lo ilustramos para
5/3=11,1,2] y 3/5=1[0,1,1,2].

5
(1,1)
/ \ 3
(2,1) (1,2
/ N\ / :
(3,1) (3,2) (z,i /1< 1
(4,1) (5,2) (5,3) (4,3) (3,4) (3,5) (2.5) (1,4) . 5 3 5

Figura 5.8: Simetria de SBY y SBF en los convergentes de una fraccién continua.

Ver a los convergentes de un real o en un camino abreviado en SBF vuelve inmediata la
afirmacion de la proposicion 3.13 sobre el orden de los convergentes de una fracciéon continua
positiva (dado en (3.14)):

Po P2 P4 Ps _P3 D1

— <<
qo q2 q4 qs q3 q1

También ayuda a comprender por qué éstos son mejores aproximaciones de « (en el sentido de
la, definicion 3.22).

5.2. Residuos y algoritmo de Euclides en SBD

Ya que vimos que en los caminos en las formas vectorial y fraccionaria de SB encontramos
convergentes de fracciones continuas, nos preguntamos qué pasa con los caminos en las formas
vectorial y fraccionaria de SBD. Resulta que en éstos encontraremos residuos de fracciones
continuas.

Comencemos por dar la sucesion que tiene un vector (r, s) con r, s € Z* en la forma vectorial

de SBD.
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Proposicion 5.16. Sea (s,r) en SBVD, con r/s = [ag,ay,as, ..., a,]. Entonces si ag # 0
el vector (s,r) tiene en SBVD sucesion (a, — 1,a,_1,...,a1,09) Si n es par; si n es impar
tiene sucesion (0,a, — 1,an_1,...,a1,aq). Si ag = 0 lo mismo, quitando el dltimo término de la
SUCESLON.

Demostracion. Sea (s,r) en SBVD, con r/s = [ag, ay, as, ..., a,]. De la proposicion 5.8 tenemos
que el vector (s, 7) tiene sucesion (ay, ..., a, —1) en SBY. Usamos la proposicion 4.76, que relacio-
na las sucesiones que un mismo vector tiene en SBY y SBVD, para concluir que entonces (s, 1)
tiene en SBVD sucesion (a,, — 1, a,_1, ..., a1, ag) si n es par y sucesion (0,a, —1,a,_1, ..., a1, ag)
si n es impar, quitando el dltimo término si ag = 0. Terminamos la prueba. O

Corolario 5.17. Sear/s en SBFD, conr/s = |ag, a1, a2, ...,a,]. Entonces si ag # 0, /s tiene
en SBFD sucesion (a, — 1,an_1,...,a1,a0) sin es par y sucesion (0,a, — 1,a,_1,...,a1,aq) Si
n es impar. St ag = 0 lo mismo, quitando el ultimo término de la sucesion.

Ejemplo 5.18. Consideremos el vector (10,7), con pendiente 7/10 = [0, 1,2, 3] = [ag, a1, as, ag].
Ya que ag = 0 y 3 es impar, entonces (10,7) y 7/1 tienen en SBVD y SBFD respectivamente
sucesion (0,a3 — 1,a9,a1) = (0,2,2,1). Ver figura 5.9.

(1,1) 1
/ \ /A
(2,1)  (1.2) 1 2
/ \ / A\
(3,1) (2.3) % jj
/ \ /\
(1) (3,4) L
/ \ /o
(7.4 (3,7) ©o
/ / A\
(10,7) (3,10) z 10

Figura 5.9: La sucesion de (10,7) y 7/10 en SBVD y SBFD es (0,2,2,1).

Asi que también podemos usar la fracciéon continua de un racional para ubicarlo en SBFD.
Los caminos en las formas vectorial y fraccionaria de SBD nos dicen todavia mas. Recordemos
del capitulo 2 cual es la sucesion extendida del algoritmo de Euclides aplicado a la pareja
(10,7):

(10,7) — (10,7) — (3,7) — (3,4) — (3,1) — (2,1) — (1,1) — (0, 1) (5.3)
Y su sucesion abreviada
(10,7) — (10,7) — (3,7) — (3,1) — (0, 1). (5.4)

Si comparamos la sucesion (5.3) con el camino de (10,7) en SBVD (ver figura 5.9), vemos que
tienen esencialmente los mismos términos, pero en orden inverso (difieren en que en el camino
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de (10, 7) falta el dltimo término de (5.3) y la repeticion del primero). Ademaés, al comparar la
sucesion abreviada (5.4) con el camino abreviado del camino de (10,7) en SBVD:

€Y = ((3’ 1),(3,7), (10, 7)) (5.5)

vemos que también tienen esencialmente los mismos términos, en orden inverso. Ahora, en
«€7, que es el camino abreviado del camino de 7/10 en SBFD, tenemos a las pendientes de

los términos de ,%€":
17 7
acg]: - 9’910 |
(3 3 10)

Veamos como se relacionan con los residuos de 7/10. En el capitulo 3 vimos (proposicion 3.26)
que las pendientes de los términos de la sucesion abreviada del algoritmo de Euclides aplicado
a (b,a) (vistos como vectores en el plano) son o bien los residuos s, de la fraccion continua de
a/b, o sus inversos (dependiendo de la paridad de k en el residuo si). Asi, las pendientes de los
términos del camino abreviado de (b, a) en SBVD son también residuos de la fraccién continua
de a/b o sus inversos. En el caso de (10, 7), comparando los residuos de 7/10 = [0, 1,2, 3] con
los términos de ,67 tenemos:

7
so =[0,1,2,3] =10 5= 1,2,3] = —

1 7 10 1 1
Fo_ - - — J— _— =
a(g - (3735 7) (83,52’81 807)

Como si no fueran suficientes las relaciones entre los convergentes y los caminos en SB, jlos
caminos en SBD se dan el lujo de coincidir con los residuos y las sucesiones del algoritmo de
Euclides!

(10,7) (10,7) (3,7) (3,4) (3,1) (2,1) (1,1) (0,1)
ag ay as as

Figura 5.10: Residuos de 7/10 = [0, 1, 2, 3] como pendientes en el algoritmo de Euclides
geométrico, y pendientes del camino de 7/10 en SBFD.
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Recordamos en la figura 5.10 a la figura 3.6 del capitulo 3, para comparar los caminos en
las formas vectorial y fraccionaria de SBD con la interpretacion geométrica que dimos del
algoritmo de Euclides y las fracciones continuas. Notamos que los vectores en los que en la
sucesion extendida del algoritmo de Fuclides “se cruza la identidad” son los vectores del camino
abreviado en SBFD, es decir, los vértices donde hay un “cambio de direccion”.

Esta relacion era de esperarse, pues vimos que podemos ver los caminos en SBYD geomé-
tricamente como construcciones de rectangulos colocando cuadrados (recordar figura 4.56), que
es el proceso inverso al procedimiento geométrico del algoritmo de Euclides. En la figura 5.11
podemos ver el camino del vector (10,7) en SBVD, visto geométricamente como el proceso
inverso al algoritmo de Euclides.

(1)
/N

L 1)) ()
/
I1(1) DI(1)
D /N
() o)
DI 7N
— IDII(}) DDII(1)

I I

RN

IDDII(Y) DDDII(}])

Figura 5.11: Camino del vector (10,7) en SBVD visto geométricamente como el proceso
inverso del Algortimo de Euclides: “colocando cuadrados” en lugar de quitandolos.

Un detalle importante a notar es la dificultad que surge al querer hacer una asociacion entre
caminos en SBFD y ntmeros reales. Es facil asignar un racional a un camino finito en SBFD
y visceversa: dado que r/s = [ag, a1, ..., a,| tiene sucesion (ag, ..., a, — 1) en SBF, y consecuen-
temente tiene sucesion (a, —1, ..., ag) en SBFD, asignamos al racional r/s el camino en SBFD
que tiene sucesion (a, — 1,...,ag). Si tomamos un camino finito en SBFD que tiene sucesion
(ap, ..., a,), sabemos qué racional asignarle: aquel con fraccion continua [a,,, a,_1, ..., a1, ag + 1],
que es el dltimo término del camino. Pero jqué niimero asociariamos a un camino en SBFD in-
finito con infinitos cambios de direccion? Sabemos como asignar nimeros irracionales a caminos
infinitos con infinitos cambios de direccion en SBF: al camino con sucesion (ag, ai, ...) le co-
rresponde el real con fraccion continua [ag, ay, ...], pero esto no nos ayuda en el caso de la forma
fraccionaria del Arbol Dual de Stern-Brocot. Si damos un ntmero irracional o = [ag, ay, ..., el
camino que le corresponde en SBF tiene sucesion (ag, aq, ...); para dar el camino que le corres-
ponde en SBFD tendriamos que tomar la sucesion (ag, ag, ...) “en sentido inverso”, restando 1 al
“tltimo término”. Pero no tenemos un “altimo término” para hacer esto. Igualmente, si damos
un camino infinito en SBFD con sucesion (ag, ag, ...), ésta no tiene un “dltimo término” con el
que comenzaria la sucesion del camino en SBF al que sabriamos qué real asignar. Resolveremos
este problema en el capitulo 7.
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Es méas comodo abordar los caminos en SBD desde la perspectiva de transformaciones en
el plano. Antes de pasar a ellas, veamos un ejemplo que sintetice las relaciones que vimos entre
SB y los convergentes de fracciones continuas y entre SBD, los residuos de fracciones continuas
y las sucesiones extendida y abreviada del algoritmo de Euclides.

Ejemplo 5.19. Tomemos los racionales 12/7 = [1,1,2,2] y 8/11 = [0,1,2,1,2]. Los caminos
abreviados de los caminos de 12/7 y 8/11 en SBF y en SBFD son (ver figuras 5.12 y 5.13):

125 12 155 12
F depF
=== = F ==,z = FD.
“%¥ (1,1,3,7) en SBF y ag% (2,2,7,7) en SB
123 8 228 8
F depF
a =\ -5 - F =|-,5,2,— FD.
%% (1 31 11) en SBF y a%ﬁ (1 3737 T ) en SB

3 3
s /N / Nl
1 2 3 3 5 1
4 5 5 4 3 5 2 1
I\ I\ / 0\ /N / 0\ /N I\ I\
1 2 3 3 4 ) 5 4 5 7 8 7 7T 8 T b5
5 7 8 7 7 8 7 5 4 5 5 4 3 3 2 1
I\ I\ I\ I\ I\ I\ I\ [AR
5 7 8 7 7 & 7 5 6 9 11 10 11 13 12 9
9 12 13 11 1011 9 6 5 7 8 7 7 8 7 5

1 4 3 5 2 5 3 7
4 3 5 2 5 3 4 4
I\ I\ / N\ /N / N\ /N I\ I\
1 5 4 7 3 8 5 7 2 7 5 8 3 3 4 5
5 4 7 3 8 5 7 2 7 5 8 3 7 10 5 1
I\ I\ I\ I\ I\ I\ I\ I\

3 011 8 13 5 12 7 9 2 9 7 12 5 13 8 11
11 8 13 5 127 9 2 9 7 12 5 13 8 11 3

Figura 5.13: Residuos en SBFD.
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Los convergentes y residuos de 12/7 y 8/11 son:

135

12 12
Convergentes de - Residuos de —
1 12
Coz[l]ZI 80:[1,1,2,2]:7
2 7
a=[1="> s=(122=1
> 5
CQ - [1, 1,2] = g 32 — [2’2] — 5
11,2, = 22 9] = 2
Cq = = — Sa = = —
3 y Ly 4y 7 3 1

8
Convergentes de —

Residuos de —
11

11
0 8
—[0] = - ~100,1,2,1,2] = —
Co [0] 1 S0 [0)777] 11
0,1] = - 1,2,1,9 = 2
C1 = = — S = = —
1 ) 1 1 3 “y Ly ]
2 8
02:[071,2]25 82:[2,1,2]:§
3 3
=1[0,1,2,1] = =[1,2] ="~
C3 [0)77] 4 53 [)] 2
8 2
= 1,2,1,2| = — =[] ==
Cy [07777] 11 Sq [] 1

Comparamos con el algoritmo de Fuclides: la sucesion extendida del algoritmo de Fuclides
aplicado a (11, 8) es

(11,8) — (11,8) — (3,8) — (3,5) — (3,2) — (1,2) — (1,1) — (1,0),
y la sucesion abreviada es
(11,8) — (11,8) — (3,8) — (3,2) — (1,2) — (1,0).

Las pendientes de los vectores de la sucesion extendida coincide con el camino de 8/11 en
SBFD, y las pendientes de la sucesion abreviada, que son los residuos de 8/11 o sus inversos,
coinciden con el camino abreviado del camino de 8/11 en SBFD. En el caso del vector (7,12),
tenemos que la sucesion extendida del algoritmo de Euclides aplicada a la pareja (7,12) es

(7,12) — (7,5) — (2,5) — (2,3) = (2,1) — (1,1) — (1,0).
Y la sucesion abreviada es
(7,12) — (7,5) — (5,2) — (2,1) — (1,0).

Nuevamente, las pendientes de los vectores de la sucesion extendida coinciden con el camino
de 12/7 en SBFD, y las de la sucesion abreviada con las del camino abreviado del camino de

12/7 en SBFD.
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5.3. Transformaciones en el plano, algoritmo de Euclides y
fracciones continuas

Sabemos que todos los racionales aparecen en SBFD. Pensando a las matrices de SBMD
como transformaciones en el plano, podemos ver a cada niumero racional r/s como la pendiente
del vector resultante de aplicar una matriz de SBMD (la matriz correspondiente en SBMD
al vértice (s,7) en SBYD) al vector (1,1). Asi, existe una correspondencia biunivoca entre las
matrices de SBMD vy los numeros racionales, dada por la fracciéon continua de la pendiente
(racional) del vector resultante de aplicarlas al (1,1). Ahora, las matrices de SBMD son
matrices con entradas enteras no negativas y determinante 1. Veremos que todas las matrices
con entradas enteras no negativas y determinante 1 estan en SBMD (y en SBM), de modo
que podemos dar por medio de las fracciones continuas una correspondencia biunivoca entre los
numeros racionales y las matrices con entradas enteras no negativas y determinante 1. Notamos
que probar que todas las matrices con entradas enteras no negativas y determinante 1 estdn en
SBMD es equivalente a probar que se pueden escribir como producto de potencias de I y D.

Teorema 5.20. Sea M = (2%) con a,b,c,d € ZT U{0} tal que ad — bc = 1. Entonces M estd
en SBM.

Demostracion. Sea M = (‘C1 3) con a,b,c,d € ZT U {0} tal que ad — be = 1. Notamos que ni
a ni d pueden ser 0, puesto que ad — bc = 1. Analicemos los casos en que b = 0 o ¢ = 0. Si
b =0, entonces M = (i (1)) = D¢ y M aparece en SBM. Si ¢ = 0, entonces M = ((1) 11’) = I°
y M también aparece en SBM. Supongamos ahora a, b, c,d # 0. Consideramos A = (‘c‘ ’;) la
matriz que aparece en el menor nivel de SBM de la que el vector (a, ¢) es la primera columna.
Sabemos que ésta existe, pues como ad —bc = 1,si d | a 'y d | ¢, entonces d | 1 y por tanto
med(a, c) = 1, y vimos ya que todo vector (m,n) con m,n € Z* tal que med(m,n) = 1 aparece
en SBYV, y por tanto es vector columna de alguna matriz en SBM. Los descendientes de A que
aparecen en SBM son de la forma:

a 2a+r 2a+7r a-+r a+r a+2r a-+2r r
c 2c+s 2c+5s c+s c+s c+2s c+2s s

de modo que todas las matrices de la forma (25%1"), con k € Z* U {0} aparecen en SBM.
Veremos que b = ka +r y d = ke + s para alguna k € Z* U {0}, con lo que habremos probado
que M aparece en SBM. Puesto que A esta en SBM, tenemos que as —cr = 1. Pero entonces,

como por hipoétesis ad — bc = 1, igualando y desarrollando tenemos que
ad — bc = as — cr
a(d—s)=rc(b—r)
d—s b-—r

—=— (5.6)
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despejando b y d por separado obtenemos

b—r

a

d=c

+ s.

Puesto que b,d € Z* y med(a,c) = 1, tenemos que d—;s y bTTT son enteros. De hecho, de (5.6)
tenemos que (d — s)/c= (b—r)/a.

Proponemos k = (d — s)/c. Falta ver que k& > 0 y habremos terminado. Notamos que si
k <0,comob=ak+r>0yd=ck+s >0, entonces debe suceder que r > a y s > c. Veamos
que esto no puede ser. Por aparecer (a,c) como primer vector columna en SBM en A, A es
descendiente derecho de una matriz en SBM. Entonces a > r y ¢ > s. Lo que significa que k
debe ser positivo, y by d son en efecto de la forma b =ka+ry d=kc+sp.a. k€ ZtU{0}y
M aparece en SBM. O

Sabiendo que todas las matrices con entradas enteras no negativas y determinante 1 estan en
SBM (y en SBMD), dado un racional positivo r/s diremos explicitamente qué transformacion
de SBM lleva al (1,1) a un vector con pendiente 7/s.

Teorema 5.21. Sean r,s € Z* con med(r,s) =1, yr/s = |ag, ay, ..., a, + 1]. Entonces

Doy pe . I G) ) @

Demostracion. Sean r,s € ZT con med(r,s) =1,y r/s = |ag, a1, ..., a, + 1]. Por la proposicion
5.8, sabemos que (s,r) tiene sucesion (ag, ay, ..., a,) en SBY. También sabemos que si M es
la matriz correspondiente en SBM al vértice (s,r) en SBV, entonces M aplicada al (1,1) es
(s,r). Pero si M en SBM y (s,r) en SBV son vértices correspondientes, entonces tienen la
misma sucesion, que es (ag, ay, ..., a,). Y entonces M = D[ D% ... {?}a". Se sigue que

Doy pe .. {2 G) ) @

como queriamos ver. O

Ejemplo 5.22. Tomamos el racional 15/4 = [3,1,3] = [3,1,2 + 1]. Segun el teorema anterior
la transformacion que lleva al (1,1) en un vector con pendiente 15/4 es D3I'D?. En efecto,

T (1406 96 90 0

tiene pendiente 15/4.

Podemos usar esta asociacion para decir como conociendo las entradas de una matriz con
entradas enteras no negativas y determinante 1 podemos expresarla como producto de potencias
de I y D. Lo planteamos en la siguiente proposicion.

Proposicioén 5.23. Sea M = (24) en SBM, y sea (c+d)/(a+b) = [ag, a1, ..., a,+1]. Entonces
M se escribe como producto de potencias de I y D de la siguiente manera:

M = D1 pe... {1
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Demostracion. Sea M = (¢Y) en SBM, y sea (¢ + d)/(a + b) = [ao, a1, ..., a, + 1]. Sabemos
que el vector (a + b,c+d) en SBY y M en SBM son vértices correspondientes y tienen la
misma sucesion. Por la proposicion 5.8, (a+ b, c+d) tiene sucesion (ag, ay, ..., a,) en SBY, pues
(c+d)/(a+b) = |ag,ai,...,a, + 1]. Y entonces M tiene sucesion (ag, ay, ..., a,) en SBM. Por
lo tanto, .

M = D®["D* ... {71
como queriamos probar. U

Ejemplo 5.24. Sea M = (gg) Para escribirla como producto de potencias de I y D, tomamos
la fraccion continua de (54 3)/(7T+4), que es 8/11 =10,1,2,1,2] =[0,1,2,1,1+ 1]. Entonces

N ]

Anadimos entonces un punto mas a nuestra lista de interpretaciones de los cocientes parciales
de una fraccion continua r/s = |ag, a1, ..., a,): éstos también dicen qué composiciones de I 'y D
hay que aplicar al (1,1) para obtener un vector con pendiente r/s.

Ahora veamos como leer el algoritmo de Euclides en la forma vectorial y fraccionaria de
SBD. Planteamos la version extendida del algoritmo de Euclides como una sucesion de vectores
en la que en cada paso restdbamos o sumabamos una entrada de la otra, dependiendo de los
signos y valores de las entradas. Teniendo el vector (a,b), con b/a > 0, el siguiente en la sucesion
extendida del algoritmo de Euclides seria o bien (a — b,b), 6 (a,b— a). Pero esto es justamente
lo que hacen las matrices inversas de I y D (ver figura 5.14):

- Y6
- Y6+

=
Q4+ — — —
S+ - — —

Figura 5.14: Acciéon geométrica de =ty D=1

De modo que podemos describir la versiéon extendida del Algortimo de Euclides como aplica-
ciones sucesivas de I=!' y D71, siempre y cuando partamos de un vector con pendiente positiva.?

2Si aplicamos el algoritmo de Euclides a la pareja (a,b), con b/a < 0, tendriamos que recurrir a aplicaciones
sucesivas de I y D para obtener la sucesion extendida del algoritmo de Euclides. Si hay dudas de lo que ocurre
en este caso, hiagase la prueba con el vector (—10,7), retomando el ejemplo 2.12 y la figura 2.7.
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Encontramos a la sucesiéon dada por estas aplicaciones sucesivas de /=!' y D~! en los caminos
en SBVD (y a sus pendientes en SBFD). Como el lector intuye, aqui esta la clave para dar
solucion al problema de explosiones sucesivas que planteamos al principio de este trabajo.

Para finalizar la seccién hacemos una serie de observaciones. La primera es que hay una
relacion entre cuan grandes son los cocientes parciales, y cuan abreviada es la sucesion abreviada
del algoritmo de Euclides, o un camino abreviado en alguno de los arboles. Esto sera importante
para hablar de aproximaciones racionales en el capitulo 8, donde daremos un significado al
tamano de los cocientes parciales de una fracciéon continua.

Otra observacion es que usamos el algoritmo de Euclides como algoritmo para dar la frac-
cion continua de un namero real, por lo que resulta natural que si al aplicar el algoritmo de
Euclides a la pareja (1, ) obtenemos los enteros (ag, a1, ...), entonces el camino en SBF que
tiene sucesion (ag, ag, ..) es una sucesion de racionales que converge a « si el camino es infinito,
o que tiene a o como tultimo término si el camino es finito. Teniendo esto en mente, tomemos
a = lag, a,...] € RT\ Q. Aunque ya vimos que no sabemos qué camino en SBFD asociar a a,
si nos permitimos pensar a « como la pendiente del vector resultante de aplicar la composicién
(infinita) D*J* D® ... al vector (1, 1), podemos pensar al vector (1,1) como el resultado de
aplicar la composicion infinita (D% [% D% ...)"1 = ... D792 [~% )= 4 yn vector con pendien-
te a. Pero como acabamos de ver, esto describe justamente el procedimiento geométrico del
algoritmo de Euclides aplicado a un rectangulo determinado por un vector con pendiente a.

Por ultimo, recordamos que el teorema de Lagrange afirma que un irracional es cuadratico si
y s6lo si su fraccién continua es eventualmente periodica. Asi, los caminos en SBF que tienen
sucesion eventualmente periddica (y solo éstos) son los que que convergen a una pendiente que
es un irracional cuadratico.

5.4. SB para racionales negativos

Al trabajar con SB nos enfocamos en el caso positivo: tomamos productos de potencias
positivas para SBM, construimos vectores en el primer cuadrante como vértices de SBY y en
SBJF aparecen racionales positivos. Podemos hacer una construcciéon similar para cada uno de
estos arboles que nos permita abordar a los racionales negativos como hicimos con los positivos.
No daremos con detalle ni esta construccion, ni su relaciéon con las fracciones continuas. Sin
embargo, dejaremos dicho como puede hacerse.

Construimos la forma matricial de SB para los negativos de manera analoga a SBM, pero
con I7! en lugar de I y con D~! en lugar de D, como se muestra en la figura 5.15.

E

/\

D—l

PN PN

[71]71 171D71 D71[71 D71D71

/N /N /N /N

[~=tr=t [~i-itpst o ipoipct o peipsitp-t peipsipst peipsipst peipotp-t peipeipet

Figura 5.15
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El arbol resultante es el de la figura 5.16.

(67)

Figura 5.16: Arbol de matrices analogo a la forma matricial del arbol de Stern-Brocot que
permite estudiar productos de potencias negativas de [ y D.

Para obtener un arbol vectorial similar a SB) en donde obtengamos vectores con pendientes
negativas, restamos las columnas de las matrices del arbol en la figura 5.16. Si restamos la
segunda de la primera (o si aplicamos las matrices al vector (—1, 1)), obtenemos vectores en
el segundo cuadrante. Mostramos el arbol resultante en la figura 5.17. Si restamos la primera
de la segunda (o si aplicamos las matrices al vector (1, —1)), obtenemos vectores en el cuarto
cuadrante. Podemos tomar cualquiera de las dos opciones.

(-2,1) (-1,2)
(-3,1) (-3,2) (-2,3) (-1,3)
/ / /
(-4,1) (-5,2) (-5,3) (-4,3) (-3,4) (-3,5) (-2,5) (-1,4)
AYAYA A A
(-5,1)(-7,2)(-8,3)(-7,3)(-7,4)(-8,5) (-7,5) (-5,4) (-4,5) (-5, 7) (-5,8) (-4, 7) (-3, 7) (-3,8) (-2, 7) (-1, 5)

Figura 5.17: Arbol de vectores analogo a la forma vectorial del arbol de Stern-Brocot que
permite estudiar vectores con pendiente negativa.

Para un arbol de fracciones similar a la forma fraccionaria de SB, tomamos las pendientes
del arbol en la figura 5.17. Obtenemos el arbol de la figura 5.18.
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_1
/ 1 \
_1 _2
s ? Y s 1\
_1 _2 _3 _3
3 3 2 1
/ N\ / N\ / N\ / N\

_1 _2 _3 _3 _4 _5 _5 _4
4 5 5 4 3 3 2 1
/N /NN SN IN SN SN
22 3 3 _4 5 _5 _4 _5 _rv 8 _v _7 _8 _T1T _5
5 7 8 '7 7 8 7 5 4 5 5 4 ) 3 3 2 1

Figura 5.18: Arbol de fracciones analogo a la forma fraccionaria del arbol de Stern-Brocot que
permite estudiar a todos los racionales negativos.

En éste tltimo arbol estdn todos los racionales negativos. También podemos usar su fraccion
continua para localizarlos en el arbol, y encontramos en su camino abreviado a sus convergentes.
Aunque algunos detalles son distintos en la forma vectorial (hay que hacer con cuidado la
interpretacion geométrica), el andlisis geométrico es totalmente anélogo al que hicimos en el
caso positivo. Podemos visualizar ambos arboles en uno solo: el drbol de Stern-Brocot extendido
en forma fraccionaria, que mostramos en la figura 5.19. En este adrbol estan todos los racionales.

VANEEVAN
1/3\2 §/3 \§ é/Q\i 5/1 \é

Figura 5.19: Arbol de Stern-Brocot extendido en forma fraccionaria.
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Capitulo 6

Explosion de singularidades y arbol de
Stern-Brocot

Estamos listos para regresar al problema planteado en el capitulo 1. Recordemos que que-
remos estudiar el comportamiento de la ecuacion

()= () emer. nocs o

bajo sucesivas explosiones: jcuando llegamos mediante un ntmero finito de explosiones al ca-
so dicritico? Vimos que SB y SBD nos permiten describir lo que ocurre con vectores en el
plano (y con sus pendientes) bajo las transformaciones I y D, y que las fracciones continuas
nos sirven para expresar las pendientes de vectores bajo estas transformaciones. Para usar es-
tas herramientas y su interpretacion geométrica en nuestro problema de explosiones, haremos
una asociacion entre ecuaciones del tipo (6.1) y vectores en el plano. Veremos a la explosion
como una transformaciéon en el plano, y para estudiar una ecuaciéon bajo sucesivas explosio-
nes estudiaremos como se comporta su vector asociado bajo la transformacion asociada a la
explosion.

6.1. Ecuaciones como vectores en el plano

Procederemos de la siguiente manera: asociamos a la ecuacion (6.1) el vector cuyas entradas
son los valores propios de la matriz que define al campo vectorial asociado a la ecuacion:

T p 0\ [z 2
L) = ~ ,q) € R*.
(y> (0 q) <y> 0
Dado que definimos vectores asociados a ecuaciones del tipo (6.1), cuando hablemos del
vector asociado a una ecuacién asumimos que es una ecuacion de este tipo.
Podemos describir el tipo de soluciones de una ecuacién a partir de su vector asociado. Si
p=4qy (p,q) # (0,0), entonces la ecuacion (6.1) tiene retrato de las fases como en la figura

6.1, y el origen es una singularidad de tipo nodo (repulsor si (p, ) esta en el primer cuadrante
y atractor si esta en el tercer cuadrante).

143
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Figura 6.1: Soluciones de ecuacién cuyo vector asociado esta sobre la identidad.

Sip,q#0,q/p>0y|p| > |q|, entonces el retrato de las fases de la ecuacion es como en
la figura 6.2, y el origen es una singularidad de tipo nodo (repulsor si (p, q) esté en el primer
cuadrante y atractor si esté en el tercer cuadrante).

Figura 6.2: Soluciones de ecuacion con vector asociado (p, q), ¢/p > 0, |p| > |q|.

Sip,q#0,q/p>0y|p| <|g|, entonces el retrato de las fases es como en la figura 6.3 y la
singularidad es de tipo nodo (repulsor si (p, ¢) esté en el primer cuadrante y atractor si esta en
el tercer cuadrante).

Figura 6.3: Soluciones de ecuacion con vector asociado (p, q), ¢/p > 0, |p| < |q|.

Sip,q #0,q/p <0, entonces el retrato de las fases es como en la figura 6.4 y la singularidad

I\
N

Figura 6.4: Soluciones de ecuacion con vector asociado (p,q), ¢/p < 0.

(p,q)

Si (p,q) # (0,0), y p=006 g =0, entonces el retrato de las fases es como en la figura 6.5,
con todo el eje z o el todo el eje y (segin sea el caso) como puntos singulares.
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»Q
I
o

p=20

Figura 6.5: Soluciones de ecuacion con vector asociado (p,q) # (0,0), p=10 6 g = 0.

En la figura 6.6 sintetizamos los tipos de singularidades de una ecuacion segtin sea su vector

asociado.

X
¥

J\
N~

‘L

ES

J\
N7

™

Figura 6.6: Asociacion de vectores en el plano a ecuaciones de tipo (6.1).

Observacion 6.1. Las curvas solucion como conjunto dependen de la pendiente del vector
asociado; la parametrizacion de las curvas solucion depende de los valores concretos de las
entradas: si dos ecuaciones tienen asociados los vectores (p,q) y (', q'), v q/p = ¢’ /p’, entonces
tienen las mismas curvas solucion; cambia solo la velocidad de la parametrizacion. En el primer
cuadrante los nodos son repulsores, en el tercero atractores; si dos ecuaciones tienen vector
asociado con pendiente negativa, uno en el sequndo y el otro en el cuarto cuadrante, la direccion
del flujo de las soluciones de una y de otra ecuacion es opuesta, aunque en ambas el origen sea
singularidad de tipo silla.

6.2. Explosion como transformaciones en el plano

Ahora veamos como expresar la accion de la explosion como una transformacion en el plano
que actua sobre los vectores asociados a la ecuacion cuya singularidad explotamos. Recordamos
que al explotar la ecuacion (6.1), en el cambio de coordenadas (z,y) — (z,u), con u = y/x

obtenemos la nueva ecuacién
T\ _(p 0 T
u)  \0 qg—p) \u
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y en el cambio de coordenadas (x,y) — (v,y) = (x/y,y) obtenemos la nueva ecuacion

v\  (p—q 0\ (v
() =" ) 6)
Por comodidad, para no definir nuevas variables en cada explosion, nos referiremos siempre
al cambio de coordenadas (x,y) — (z,y/x) como el primer cambio de coordenadas, y al cambio
de coordenadas (z,y) — (x/y,y) como el segundo cambio de coordenadas.

Puesto en términos de los vectores asociados a las ecuaciones, la explosion de la ecuacion
con vector asociado (p, ¢q) se comporta como mostramos en la figura 6.7:

(p,q)

1¢"c.c. 20¢c.c.

(p,qa—p) (r—q.,q)

Figura 6.7: Accion de la explosion sobre el vector asociado a una ecuacion.

Pero ya vimos que asi es como actiian I~y D! sobre un vector en el plano:

c@=6 )60 -G D060

Asi, podemos describir explosiones sucesivas de una ecuacién como composiciones de /=1y D!
actuando sobre el vector asociado a la ecuacion.

Proposicion 6.2. El primer cambio de coordenadas de la explosion actia sobre el vector aso-
ciado a una ecuacion como D™1; el sequndo cambio de coordenadas de la explosion actia como
It

Geométricamente, con este enfoque la explosion hace lo mismo que el algoritmo de Euclides
(habfamos visto ya que éste se puede expresar como acciones de I~y D71).! Lo que hace es
“quitar” un cuadrado por la derecha en el caso de 7! al rectangulo determinado por (p,q), y

“quitar” un cuadrado de arriba en el caso de D! (el proceso inverso a lo que geométricamente
hacen I y D).? Ver figura 6.8.

2ce. ~ (p—q,9) c--- | e X))

Figura 6.8: Accion de la explosion en vector asociado a la ecuacion (6.1).

IEsto solo es cierto si p/g > 0. En los cuadrantes dos y cuatro no coinciden la explosién y el algoritmo de
Euclides en forma geométrica; la explosién siempre actiia sobre los vectores asociados como I~ y D™!, pero
éstas no describen el procedimiento geométrico del algoritmo de Euclides si p/q < 0.

2Esta interpretacion es para (p, q) en el primer cuadrante. En otros cuadrantes debe darse una interpretacion
que tome en cuenta los signos de p y q.
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Si el rectangulo determinado por (p, ¢) no es un cuadrado, en alguno de los dos cambios de
coordenadas obtenemos un vector con pendiente negativa.

Veamos el comportamiento de la ecuacion (6.1) bajo la explosion para los distintos valores
de py q. Si (p, q) esta sobre la recta x = v, (p, q) # (0,0) (el origen es singularidad de tipo nodo
radial), entonces al explotar la ecuacion (6.1) obtenemos en ambos cambios de coordenadas una
ecuacion cuyo campo vectorial asociado esta definido por una matriz con un valor propio cero.
En términos de vectores asociados, si aplicamos I~! y D~! a un vector con pendiente 1, vamos
a parar a los ejes. Ver figura 6.9.

(r—q,9) (p.q)

]
I
I
—
Q
=
o
o

\200.0.
i

Sip,q#0,q/p>0ylql <|p| (singularidad de tipo nodo tipo raiz), al hacer la explosion
de (6.1) obtenemos en primer y segundo cambio de coordenadas ecuaciones con singularidad
de tipo silla y nodo respectivamente (podemos obtener cualquier tipo de nodo, dependiendo de
los valores concretos de p y q). Ver figura 6.10.

Figura 6.9: Explosion de un nodo radial.

(r—4,9) (p,q)

Figura 6.10: Explosion de un nodo tipo raiz.

Sip,q#0,q/p >0y |p| <|g| (singularidad de tipo nodo parabolico), al explotar la ecuacion
(6.1) obtenemos respectivamente en primer y segundo cambio de coordenadas ecuaciones con
singularidad de tipo nodo (que puede ser de cualquier tipo) y silla. Ver figura 6.11.
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p—aa), | __ 03 %
3 - i(p, q—p) e / \206'0'

1 % JN\

Figura 6.11: Explosiéon de un nodo parabdlico.

Si p,g # 0, q¢/p < 0 (singularidad de tipo silla), al explotar la ecuacion (6.1) obtenemos
nuevamente ecuaciones con singularidad de tipo silla en ambos cambios de coordenadas. En este
caso hay que tener cuidado con la descripcion geométrica de “quitar cuadrados”, que requiere
de una interpretacion que considere los signos de p y ¢q. En este caso no coinciden la acciéon de
la explosion como transformacion en el plano y el procedimiento geométrico del algoritmo de
Euclides. Ver figura 6.12.

‘ JIN\ JN\
& s

Figura 6.12: Explosion de una silla.

(N

Si (p,q) # (0,0), y p =06 g = 0, entonces al explotar el origen de la ecuacion (6.1)
obtenemos en un cambio de coordenadas la misma ecuacién, y en el otro una con singularidad
de tipo silla. En la figura 6.13 ejemplificamos el caso ¢ = 0, p # 0.

(r,q)=({@—q9

: 1°"c.c. /
|
|

[ (0,4 —p) = (0, —p) I\
&

Figura 6.13: Explosion de ecuacion con vector asociado (p,0).

o
o
o

Observacion 6.3. La accion de la explosion sobre la pendiente del vector asociado a una
ecuacion no cambia si tomamos un miltiplo escalar de éste.
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La informacién crucial del comportamiento de las soluciones esta en la pendiente del vector
asociado; ecuaciones con vectores asociados linealmente dependientes tienen las mismas curvas
solucion, y difieren sélo en la parametrizacion de sus soluciones.

6.3. Explosion y arbol de Stern-Brocot

Como vimos en capitulos anteriores, para cada racional r/s con r, s enteros positivos primos
relativos, existe una matriz M en SBM que lleva al vector (1,1) en el vector (s,r). De hecho,
el teorema 5.21 nos dice como expresar a M como producto de potencias de I y D, donde
las potencias requeridas estan dadas por los cocientes parciales de la fraccion continua de 7/s.
Concretamente, si r/s = [ag, a, ..., Gy, entonces

purD () (1) = (1)

Esto significa que podemos llevar al vector (s,7) al vector (1,1) por un producto de potencias
de la matrices inversas de I y D. Concretamente, si r/s = |ag, a1, ..., a,|, entonces

{?}—(an—l) ... pe2]e pao (fé) _ (H

Pero vimos que los cambios de coordenadas de la explosion actian sobre el vector asociado a
una ecuacion justamente como /~'y D~!. Asi, sabemos exactamente cuiantas explosiones hacer
tomando qué cambios de coordenadas a la ecuacion con vector asociado (s, r) para obtener una
ecuacion con vector asociado (1, 1), para la que sabemos que en una explosion més obtenemos
(en ambos cambios de coordenadas) una ecuacion cuyo campo vectorial asociado esté definido
por una matriz con un valor propio cero. Esto resuelve una de las preguntas que planteamos al

inicio de este trabajo.
x p 0\ [z
L) = 6.2
(?J) (0 Q) (?J) 02

con q/p € QF, q/p = lag, as, ..., a,)], requerimos de Y a; explosiones para obtener una ecua-
cion cuyo vector asociado estd sobre uno de los ejes.

Teorema 6.4. Dada la ecuacion

Demostracion. Sea q/p € Q, q/p = [ag, a1, ...,a,], y sean r,s € ZT, con med(r,s) = 1 tales
que r/s = q/p. Consideremos la ecuacion

G)-G 6 62

DD 7 (1) = ()

en (D" ja;) — 1 explosiones sucesivas de la ecuacion (6.3) obtenemos la ecuacion con vector
asociado (1,1). Al explotar ésta, obtenemos (en ambos cambios de coordenadas) ecuaciones
cuyo vector asociado esta sobre uno de los ejes. Asi, en ) ja; explosiones obtenemos una
ecuacion cuyo campo vectorial asociado es definido por una matriz con un valor propio cero.
Lo mismo es cierto para ecuacion (6.2), pues es un multiplo escalar de (6.3). O

Dado que
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El teorema 6.4 no sélo nos dice que si una ecuacion tiene vector asociado con pendiente
racional, al aplicarle explosiones sucesivas se llega en un ntimero finito de pasos a una ecuacion
asociada a un campo vectorial definido por una matriz con un valor propio cero. Nos dice
ademés como usar la fracciéon continua de la pendiente del vector asociado a la ecuaciéon para
saber exactamente qué cambios de coordenadas tomar en la explosion para llegar a una ecuacion
cuyo vector asociado esta sobre alguno de los ejes.

Ahora ;Qué pasa si el cociente de valores propios de la matriz que define al campo vectorial
asociado a la ecuacion es irracional? Con la informacion que tenemos podemos argumentar que
nunca llegaremos a una ecuacion asociada a un campo vectorial definido por una matriz con
un valor propio cero.

Proposicion 6.5. Dada la ecuacion (6.2), si q/p € RT\Q, entonces al explotar sucesivamente
la ecuacion (6.2) no se llega nunca a otra cuyo vector asociado esté sobre alguno de los ejes.

Demostracion. Supongamos lo contrario. Supongamos que en un ntmero finito de explosiones

de (62) obtenemos la ecuacion

con p' =0 6 ¢ = 0. Digamos que las explosiones necesarias fueron ag veces tomando el primer
cambio de coordenadas, a; veces el segundo, etc, y finalmente a,,+1 veces el primero (o segundo).
Entonces tendriamos que

(5D () = ()

1

y por lo tanto
Do DL [PV (1) = (1)
lo que significaria que q/p = |ag, a1, ..., a, + 1], contradiciendo la irracionalidad de ¢/p. O

Sin embargo, podemos decir también algunas cosas en el caso irracional. Independientemente
de la racionalidad o irracionalidad de ¢/p > 0, podemos usar la sucesion extendida del algoritmo
de Euclides para ver qué campos vectoriales obtenemos en cada una de las explosiones sucesivas.

Registremos en un arbol los vectores asociados a las ecuaciones que vamos obteniendo al
explotar la ecuacion (6.2). Llamamos al arbol de la figura 6.14 el arbol de explosion de la
ecuacion (6.2).

/ (p,q) \

(p,q-p) (r-4,9)
(p,q4-2p) (2p-4,9-p) (r-4,2q-p) (r-24,9)
N\ O\ /N /N

(p,q-3p)  (3p-q,4-2p) (2p-q,2q-3p) (3p-2q,q-p) (p-q,3q-2p) (2p-3¢,2q-p) (p-2¢,3q-p)  (p-3¢,9)

Figura 6.14: Arbol de explosion de la ecuacién con vector asociado (p, q).

Sabemos que al explotar un punto singular de tipo nodo (no radial) obtenemos en un cambio
de coordenadas una ecuaciéon con singularidad de tipo silla y en el otro una con singularidad
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de tipo nodo. Si en la ecuacion (6.2) se tiene que ¢/p > 0, entonces hay un tinico camino en el
arbol de explosion de la ecuacion (6.2) para el que todos sus términos son vectores asociados a
ecuaciones con singularidad de tipo nodo (ver figura 6.15). A este camino de nodos lo llamaremos
el camino de explosion de la ecuacion (6.2).

/\

JN\

JN\ ZJN\ % JN\
2N 28 /N /N
N N N N N\ % N N\
\ﬁ\ N N \ﬁ\ /ﬂﬁ /ﬂﬁ\ D4

(L

/ /N /N \ \ / 0\
N JN\ JN\ JN\ JN\ JN\ JN\ J\ J\ I\ = N JN\ JN\ JN\
NN NN TN NN\ = MNWNWNWNW
Figura 6.15: Si ¢/p € RT, hay un tnico camino en el arbol de explosion de la ecuacion (6.2)

para el que todos sus términos son vectores asociados a ecuaciones con singularidad de tipo
nodo. Lo llamamos el camino de explosion de la ecuacion (6.2).

Notamos que el camino de explosion de (6.2) solo esta definido para ecuaciones con vector
asociado (p, ¢) con pendiente positiva. También observamos que el camino de explosion de (6.2)
es finito si y solo si ¢/p es racional.

Observacion 6.6. Cada vez que en el camino de explosion de una ecuacion cruzamos la iden-
tidad, cambiamos de tipo de nodo.

Si ¢/p € RT, por como construimos la sucesion extendida del algoritmo de Euclides, todos
los vectores que en ella aparecen al aplicarlo a (p, q) tienen pendiente positiva (salvo el altimo
en el caso racional, que puede tener pendiente 0 6 o0). Si ¢/p = [ag, a1, as, ...|, esta sucesion
estd dada por las aplicaciones sucesivas

L (0 (1 (0 (E)))).
Asi que podemos plantear la siguiente proposicion.

Proposicion 6.7. El camino de explosion de la ecuacion

T p 0\ [z
= 6.4
(y> (0 q) (y> o
con q/p € Rt coincide con la sucesion extendida del algoritmo de Euclides aplicado a (p,q).

Si definimos la sucesion del camino de explosion de una ecuaciéon como hicimos para los
caminos en SB (contando cuéntos términos consecutivos después de la raiz son descendien-
te derecho del anterior, luego cuantos términos consecutivos son descendiente izquierdo del
anterior, etc.) tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 6.8. Dada la ecuacion (6.4) con q/p € RT, q/p = [ag, a1, ...], el camino de explosion
de (6.4) tiene sucesion (0, ag, a1, as,...) si ag # 0 y (a1, az, ...) si ag = 0.

Esta es otra manera de decir que para obtener el camino de explosion de la ecuacion (6.4),
debemos explotarla tomando ag veces el primer cambio de coordenadas, a; veces el segundo, as
veces el tercero, etc.

Si g/p € QF, el camino de explosion coincide (esencialmente) con el camino (finito) en
SBYD de (p, q) tomado “en orden inverso”. Si ademas definimos el camino abreviado del camino
de explosiéon como la subsucesién dada por la raiz, aquellos vértices en que hay “cambio de
direccion” y el ultimo vértice (si lo hay), éste coincide con la sucesion abreviada del algoritmo
de Euclides aplicado a (p, q). Si ¢/p es racional, el camino abreviado del camino de explosion de
(6.4) coincide (esencialmente) con el camino abreviado en SBVD de (p,q) tomado “en orden
inverso”. Como vimos al estudiar la geometria de las fracciones continuas, los residuos de ¢/p
(o sus inversos) son las pendientes de los vectores de la sucesion abreviada del algoritmo de
Euclides aplicado a (p, ¢). Entonces son también pendientes de los vectores del camino abreviado
del camino de explosion de la ecuacion con vector asociado (p, q).

Ejemplo 6.9. Consideremos la ecuacion

(6)-( 2 C) &

Tenemos que 7/10 = [0, 1,2, 3]. Recordemos cudles son los residuos de 7/10:

1
80:[0,1,2,3]:%; 70; 32:[2,3]:;
Sequn el teorema 6.4, en 0 + 1+ 2+ 3 = 6 explosiones llegamos a una ecuacion con vector
asociado sobre alguno de los ejes. Aun mds, dice que explotando 0 veces tomando el primer
cambio de coordenadas, 1 vez el sequndo, 2 wveces el primero y 2 veces el sequndo llegamos al
campo radial con vector asociado (1,1). Al explotar este tiltimo obtenemos en ambos cambios
de coordenadas ecuaciones con vector asociado sobre alguno de los ejes. Lo corroboramos en el

camino de explosion de (6.5) (ver figura 6.16), que tiene sucesion (1,2,3).

s1=1,2,3] = 3= [3] =

(10,7) 71
~ (10,7) T_r
/N &K ;e
(10,-3)  (3,7) I\ ¥ 7
/ \ Na /%\’V (3,7) 73 §:82
/ \ / AN / N\
R
/&/ N / A\
-2 1
/ \ PR /N
-1
2.-1) (L) 2 ¥~ S
/ \ / \ 0/ \1

0.1) (L0) ~ = g~ o -

Figura 6.16: Camino de explosion de la ecuacion (6.5).
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(10,7)  (10,7) 3,7 (3.4 (3.1) (2.1 (1,1) (0,1)

ag ay a as
Figura 6.17: Residuos de 7/10 = [0, 1, 2, 3] como pendientes de vectores en el algoritmo de

Euclides geométrico, y como pendientes de los vectores en el camino de explosion de la
ecuacion (6.5), con vector asociado (10, 7).

(1,1) i
/ \ / \
(2,1)  (1,2) : 2
/ \ / \
(3,1) (2.3) 2 3
/ \ / \
(4.1)  (3,4) i 3
/ \ / \
(74 (3,7) (I
/ / \
(10,7) (3.10) o

Figura 6.18: Camino de (10,7) en SBVD y camino de 7/10 en SBVD.

Comparamos la figura 6.16 con las figuras 6.17 y 6.18, en donde habiamos visto al algoritmo
de Euclides geométrico, a los residuos de 7/10 como pendientes de vectores de la sucesion
abreviada del algoritmo de Euclides, y a los caminos en SBVD y SBFD de (10,7) y 7/10
respectivamente. Los cambios de direccion de los caminos, que son los cruces de la identidad
en el algoritmo de Euclides geométrico, corresponden en el contexto de ecuaciones a cambios
de tipo de nodo (de tipo raiz a parabélico o viceversa). Ahora integramos a la interpretacion de
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la figura 6.17 el camino de explosion de la ecuacion (6.5).

Observacion 6.10. Cada vez que en el camino de explosion de una ecuacion cruzamos la
tdentidad, cambiamos de tipo de nodo.

Para poder hacer un estudio mas detallado de las explosiones en el caso irracional que nos
dé una mejor comprension de la estructura de los ntimeros reales, nos conviene trabajar con
una forma modificada de SB, que abordaremos en el proximo capitulo. Sin embargo con los
resultados que tenemos hasta ahora, podemos decir algo para ecuaciones cuyo vector asociado
tiene como pendiente a un irracional cuadratico.

6.4. Explosion con irracionales cuadraticos

Recordemos que el teorema de Lagrange nos dice que un irracional es cuadrético si y so6lo si
tiene fraccion continua eventualmente periddica. Con los resultados que hemos visto, podemos
llevar el teorema de Lagrange al contexto del problema de explosiones que estamos abordando.

Definiciéon 6.11. Sea € = (v, V1, Va,...) el camino de explosion de la ecuacion

()2 0)
Y 0 q)\y)
Decimos que € es periddico si existen n,k € N, con k > 1 y A € RT tales que vin = Atk

para toda m > n.

Notamos que esta definicion es equivalente a pedir que existan n,m € Ny XA € RT tales que
Vo = AV
Teniendo esta definicion, podemos traducir el teorema de Lagrange en el siguiente teorema.

G -G o) 6

con q/p € RT, se tiene que q/p es un irracional cuadrdtico si y sdlo si el camino de explosion
de la ecuacion (6.6) es periddico.

Teorema 6.12. Dada la ecuacion

Podriamos parafrasear esto de la siguiente manera: ¢/p es un irracional cuadrético si y s6lo
si en el camino de explosion de la ecuacion (6.6) aparece un vector v, que es un multiplo
real positivo de un vector v,, anterior (m < n) en el camino de explosion (si esto ocurre,
las ecuaciones que tienen a estos vectores como vector asociado tienen exactamente el mismo
conjunto de curvas solucion).



Capitulo 7

El caso irracional: Arbol dual de
Stern-Brocot modificado

Queremos ahondar en el caso en que el vector asociado a una ecuacién tiene pendiente
irracional positiva a. Vimos en el corolario 6.8 que los cambios de coordenadas que hay que
tomar en la explosion de la ecuacion

G -G o) ")

con q/p = a € RT para seguir obteniendo singularidades de tipo nodo estan dados por la
fraccion continua de «, y que los vectores que estan en el camino de explosion de la ecuacion
(7.1) son los resultantes de aplicar el algoritmo de Euclides a (p, q). Pero jcuéles son estos
vectores? Dado otro real positivo (3, jtenemos manera de saber si algtin vector del camino de
explosion de (7.1) tiene pendiente 5?7 Dadas dos ecuaciones jcoémo saber si el vector asociado
de una esté en el camino de explosion de la otra? ;podemos decir cuando pueden llevarse por
un ntmero finito de explosiones a la misma ecuacion (médulo un multiplo escalar)? De ser
asi, jserviria esto para clasificar a las ecuaciones de tipo (7.1) con ¢/p > 0 (y con ellas a los
reales positivos)? Podremos responder estas preguntas si logramos caracterizar a los campos que
vamos obteniendo al explotar una ecuacion. Para hacer esto, construiremos un arbol similar al
arbol dual de Stern-Brocot que nos permita imitar lo que hicimos en el caso racional en cuanto
a la aplicacion de I y D como transformaciones en el plano.

Dividimos el capitulo en tres secciones: en la primera daremos respuesta a las primeras
preguntas planteadas arriba, en términos de nimeros de la forma (a5 +b)/(¢5+d) con a, b, c,d
enteros no negativos y ad — bc = £1, para lo que estudiamos una forma modificada de SBD.
Después veremos como caracterizar a los numeros (af + b)/(cf + d), para lo que regresaremos
una vez mas a las fracciones continuas, y exploraremos su relaciéon con las transformaciones
modulares. Finalmente veremos de qué modo las fracciones continuas y las transformaciones
modulares particionan a los niimeros reales.

7.1. SB'D(G’(,)

Vimos en el capitulo anterior (seccion 6.3), para el caso racional, que los vectores a los que
se puede llevar el (1,1) por medio de composiciones de I y D son todos aquellos con entradas

155
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enteras positivas (1, s) y med(r, s) = 1, de modo que las ecuaciones con estos vectores asociados
son las que se pueden llevar por medio de explosiones a una ecuacion con vector asociado (1, 1).
Ahora tomaremos un vector (a,b) € R? y veremos a qué vectores puede llevarse (a,b) aplicando
composiciones de I y D. Si b/a € RT, las ecuaciones que tengan estos vectores asociados
son los que podremos llevar mediante explosiones a una ecuacion con vector asociado (a,b).
Estudiaremos cémo lograr lo anterior usando una version modificada de SBD, que llamaremos
SBD ). Construiremos tnicamente la forma vectorial y fraccionaria pues son las tnicas que
necesitamos. Puede construirse también la forma matricial, que mantiene las interpretaciones
que hicimos de la forma matricial de SBD.

Construimos la forma vectorial de SBD 4 de la siguiente manera: la raiz es el vector (a, b);
para cada vértice v su descendiente izquierdo es [ - v y su descendiente derecho es D - v.
Procediendo de esta manera obtenemos el arbol de la figura 7.1.

I1(%) DI(%) ID(%) DD(%)

/N /N /N /N

[1(g)  DII(g) IDI(g) DDI(§) IID(Y) DID(Y) IDD({) DDD(§)
Figura 7.1: Construccion de arbol SBVD 4 aplicando Iy D.

Llamaremos a este arbol la forma vectorial de SBD 4y, y la denotaremos por SBVD(%b)l.
Notamos que si a = b = 1, obtenemos la forma vectorial del drbol dual de Stern-Brocot. Tam-
bién notamos que cada vértice en SBVD (4 es el resultado de aplicar al vector (a,b) la matriz
correspondiente en SBMD. Al arbol cuyos vértices son las pendientes de los vectores corres-
pondientes en SBVD 4, lo llamaremos la forma fraccionaria de SBD(,4) y lo denotaremos
por SBFD 4. Nuevamente, notamos que si (a,b) = (1,1), este tltimo no es otro que la forma
fraccionaria de SBD.

Tomemos entonces un real positivo 5. Para estudiar qué ecuaciones tienen en su camino de
explosion a otras con vector asociado con pendiente S € RT nos conviene estudiar simultanea-
mente SBD(1 5y y SBD(5,1).> Ya que haremos el estudio simultaneo de las pendientes 5y 1/8,
tomaremos siempre [ > 1. Comencemos con la forma vectorial de SBD; ). La ilustramos en
la figura 7.2.

Por supuesto, se puede hacer el estudio de los vectores resultantes de aplicar las inversas de I y D en un
arbol extendido similar al que dimos en la ultima seccion del capitulo 4.

2Escogemos partir del vector (3,1) y no del vector (1,1/3) (para el que obtendriamos el mismo arbol de
fracciones), para tener en la forma vectorial a los vectores simétricos de la forma vectorial de SBD g 1): resulta
més adecuado para nuestra interpretacion geométrica.
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<1,ﬁ>\
(1+48,0) (1,1+3)
_— ~__ _— .
(1+28,08) (1+3,1+208) 2+3,1+0) (1,24 P)

/ VRN 7N 7N\

(1+38,8) (1+28,1+38)(2+33,1+28) (1+5,2+33) 3+28,1+8) (2+8,3+28)3+85,2+8)(1,3+8)
Figura 7.2: Forma vectorial de SBD; g)

Recordemos la interpretacion geométrica que vimos de la aplicacion de I y D al vector (z,y)
(si (x,y) esta en el primer cuadrante): colocar un cuadrado “arriba” o “a la derecha” del rectén-
gulo determinado por (z,y). Y recordemos la interpretacion geométrica de la construccion de la
forma vectorial de SBD como un proceso de colocar cuadrados arriba y a la derecha partiendo
del cuadrado unitario (recordar figura 4.56). Podemos ver de manera analoga la construccion
de SBVD; ) como un proceso de “colocar cuadrados”, ahora partiendo del rectangulo determi-
nado por el vector (1, 8). En la figura 7.3 mostramos la construccion geométrica de los vectores
en los primeros tres niveles del arbol.

(B+1,28+1)

28+ 1

B+2

B+1

Figura 7.3: Vectores en los primeros tres niveles de la forma vectorial de SBD 4 g).

En la figura 7.4 comparamos el conjunto de vectores obtenidos en los primeros seis niveles
de la forma vectorial de SBDy gy para § = 1 (en cuyo caso son los vectores de SBVD) y para

g =m.
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Figura 7.4: Vectores de SBD(j ).

Ojo: Si § # 1 perdemos la simetria respecto a la identidad: vectores en vértices simétricos
no son necesariamente reflejo uno del otro.

En la forma vectorial de SBD; ) estan todos los vectores que determinan rectangulos
que pueden construirse colocando cuadrados a partir del rectangulo determinado por (1,/3) y
entonces pueden llevarse al (1, 3) con composiciones de I~y D™!: los rectangulos determinados
por vectores en SBVD(j gy son los que al aplicar el algoritmo de Euclides geométrico se llega al
rectangulo determinado por (1, 3).

Ahora veamos como es la forma fraccionaria de SBDy ), que ilustramos en la figura 7.5. En
este arbol tenemos como vértices a las pendientes de los vectores en SBD; g). Si una ecuacion
tiene un campo vectorial asociado definido por una matriz cuyo cociente de valores propios
aparece en este arbol, entonces puede llevarse mediante explosiones a una ecuacion cuyo campo
asociado esté definido por una matriz cuyo cociente de valores propios es (. Nuevamente,
notamos que si 5 # 1 se pierde la propiedad de simetria que se tenia en SBFD (en el sentido

de que se tenfa o(r/s) = s/r).
B / \

B/m\ H/T\

8
1

26+1 B+1 B+2
28+1 B+1 B+2 1
/ N\ / N\ / N\ / \
8 3B+1 2841 38+2 B+1 28+3 +2 B+3
1

38+1 28+1 38+2 B+1 28+3 B+2 B+3

Figura 7.5: SBF D g
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Ahora construimos las formas vectorial y fraccionaria de SBDg,1). ® Mostramos la forma
vectorial en la figura 7.6 e ilustramos la construcciéon geométrica de los primeros niveles en la

figura 7.7.

/(671)\
(B+1,1) (B,8+1)
(B+2,1) (B+1,8+2) (26+1,8+1) (8,264 1)

/ N\ /N AN /N

(B+3,1) 5+25+3)(25+35+2 (B+1,26+3) (38+2,8+1) 25+135+2)(35+125+1 (8,38 +1)

Figura 7.6: SBVD 3,)

(B,28+1)
W41 +-—————-
B+2 + - ————— S (B+1,8+2)
| |
‘ |
|
(8,8 + | (28+1,8+1)
B+l p---- B A
| |
! | |
| | \
! | |
? \ |
N /A CR I CER SV LR
‘ | D
| ‘ |
| | o
} } } }
B B+1 B+2 28+1

Figura 7.7: Vectores en los primeros tres niveles de SBVD g1).

En la figura 7.8 mostramos la forma fraccionaria de SBD g,1), donde aparecen las pendientes
de vectores resultantes de aplicar composiciones de I'y D a (3, 1).

3En el apéndice 3 incluimos las formas matriciales de SBD(1 3y y SBDg,1)-
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/é\

1 B+1
B+1 B
B+2 B+1 28+1
p+1 2p+1 B
/ N\ / A\ / A\ /
843 B+2 2643 B+1 3842 28+1 38+1
5+3 B+2 263+3 B+1 38+2 26+1 36+1 3

Figura 7.8: SBFDg3,)

Las ntimeros reales que aparecen en los arboles SBF Dy 53y y SBFD 4,1y son las pendientes
que nos interesa estudiar, pues las ecuaciones cuyos vectores asociados tengan estas pendientes
son las que tendran en su camino de explosion a un vector con pendiente 56 1/ (segtn sea el
caso).

Notamos que las fracciones que encontramos en SBFD(j gy, que son las pendientes de vec-
tores resultantes de aplicar matrices de SBMD a (1, 3), son de la forma

ap +b

m, a,b,c,dGZ*U{O}, ad—bc:l, (72)

mientras que las fracciones en SBFD g1, que son pendientes de vectores resultantes de aplicar
matrices de SBMD a (3, 1), son de la forma

a6+b

As be=—1 .
B d a,b,c,d e Z7U{0}, ad—bc (7.3)

(obsérvese que hay un cambio de signo con respecto a lo dicho en (7.2)). Pero {todo nimero
de la forma (7.2) 6 (7.3) es la pendiente de un vector resultante de aplicar composiciones de
I'y Da(1,8) 6 (8,1)7 Es decir, jtodo nimero de la forma (7.2) estd en SBFD gy y todo
namero de la forma (7.3) estd en SBFDs,1)? Esta pregunta equivale a preguntarnos si todas
las matrices de la forma (‘c1 3) con entradas enteras no negativas y determinante 1 aparecen en
SBM. Como vimos en el teorema 5.20, esto si sucede. Veamos por qué es que son equivalentes
las preguntas: si

aB +b

cf+d

esta en SBF D, ), entonces a es pendiente de M(é), donde M = (‘g g) estd en SBMD; y si

af +b
cf+d

estd en SBFD g1, entonces « es pendiente de M (7), donde M = (¢ ¢) esta en SBMD.

a
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Sabemos entonces que todo ntmero de la forma (7.2) ¢ (7.3) es pendiente de un vector
resultante de aplicar composiciones de I y D a (1,3) 6 (5,1), de modo que las ecuaciones
cuyo campo asociado esté definido por una matriz cuyo cociente de valores propios sea de la
forma (7.2) 6 (7.3) podré llevarse por explosiones a una cuyo campo asociado esté definido
por una matriz cuyo cociente de valores propios sea § 6 1/8. La pregunta es entonces ;qué
niameros reales pueden expresarse como (7.2) 6 (7.3)7 Antes de abordar esta pregunta, veamos
que podemos ser mas precisos y usar nuestra manera de localizar una matriz en SBMD a
través de los cocientes parciales de fracciones continuas para decir para cada numero de la
forma (7.2) 6 (7.3), exactamente qué composiciones de I y D llevan al vector (1,5) 6 (5,1) a
otro con esta pendiente.

b
Teorema 7.1. Sea o = aﬁ g ona bye,d € ZTU{0} y ad—bc = =£1. Ysea (a+b)/(c+d) =
c

lag, ai, ..., a, + 1]. Entonces « es la pendiente de
ap Ta1 Na DA 9n 1 Cﬁ"—d .
DollDQ---{I} -(6>:<a6+b , st ad-be= 1, y de

oo Jar a2 . {?}U‘" . (f) = (Zg_:_cz> , st ad-bec= -1.

afB +b
cB+d

Tenemos que « es pendiente de los vectores

d c\(1\ (d+cB c d\(B\ (d+cB
b a)\8) \b+ap Y a bJ\1) \b+ag)
Buscamos descomponer las matrices (‘bi g) y (2 ‘g) en productos de potencias de [ y D,

para lo que requerimos que tengan determinante 1. Escogemos el caso que lo satisfaga. Asi, si
ad — bc = 1, aplicamos la proposicion 5.23 a (g g), y obtenemos que

d C aop Ta1 Mas an
(b a):DOI D {?} g

como en las hipotesis del teorema, y sea ZT+2 = [ag, a1, ..., a,+1].

Demostracion. Sea o =

por lo que el vector dado por
ag a1 Ma2 DY @n 1
Do paz... D1 ( )

tiene pendiente o, y queda probada la primera parte de la proposicion. Ahora, si ad —bc = —1,

entonces aplicamos la proposicion 5.23 a (g ‘g), y obtenemos que

c d ap ya a D %n
(a b>_DO 1D2"'{1} )
por lo que el vector dado por
ao Ta a D @n
Do p ... (P} .(51

tiene pendiente «, y concluimos la prueba. O
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Veamos un par de ejemplos para este teorema.
Ejemplo 7.2. Sea f € R, 3 >0, y sea

48 +9
o =
B+ 2

Puesto que 4-2—-9-1=—-1y (9+4)/(3+1)=13/3 = [4,3], entonces

pr (- (6 D0 -CDE-(2)

tiene pendiente . Observamos que en este caso a,+1 = 3 y por lo tanto consideramos " = I?.

Ejemplo 7.3. Sea f € R, 3 >0, y sea

26 + 11
o =
56+ 28

Puesto que 2-28 =5-11 =1y (2+11)/(28 +5) = 13/33 =[0,2, 1,1, 6], entonces

o () =(0 ) (D6 D6 ()= 2)-()

tiene pendiente a.

Con el teorema 7.1, al dar la manera explicita de llevar a (1,5) 6 (5,1) a otro vector por
composiciones de [ y D, estamos también diciendo explicitamente la manera de regresar a (1, )
o (8,1) con composiciones I~' y D71 lo que tiene una lectura inmediata en términos de la
explosion. Traduciendo el teorema anterior al lenguaje de ecuaciones, obtenemos el siguiente
teorema.

Teorema 7.4. Dada la ecuacion

D-GYE) = e

si existe € R y a,b,c,d € ZT U{0} con ad — be = +1 tales que

¢ _ai+h
p cB+d
entonces si (a + b)/(c + d) = [ag, ay,...,a, + 1], al explotar (7.4) tomando ay veces el primer

cambio de coordenadas, ay veces el sequndo, ay veces el primero, etc, y a, veces el primero (si
n es par) o el sequndo (sin es impar), obtenemos la ecuacion

G- o))

J B st ad—bc=1

con

P — st ad —bc=—1.
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Demostracion. Tomemos la ecuacion (7.4) con

_af+b

4q
p  cf+d

como en el enunciado del teorema. Sea (a+0b)/(c+d) = [ag, ..., an+ 1]. Del teorema 7.1 tenemos
que si ad — bc = 1, entonces

o d
pa e .. [PV (f) _ (Z@i[)

por lo que aplicando la composicion adecuada de I~y D=1 al vector (¢8+d, a+b), obtenemos

el vector (f3,1):
—an s T—a1 Py—a0 cB+d\ (B
{7} " De[wp (a5+b)_<1>.

Ahora recordamos que el primer cambio de coordenadas de la explosion actta sobre el vector
asociado a la ecuacion como D! y el segundo cambio de coordenadas como I~!, por lo que se
sigue el enunciado del teorema para el caso ad — bc = 1. Si ad — bc = —1, entonces

w (1 d
Dun ... (DY (ﬁ) _ (Zgil))

y nuevamente aplicando las inversas correspondientes tenemos que

—an cas a1 y—ao (B FAY (1
{7} "D p (a6+b>_<ﬁ>'

Por como actian los cambios de coordenadas de la explosion se sigue el enunciado del teorema
en el caso ad — bc = —1. O

Ejemplo 7.5. Consideremos la ecuacion

&= (58 +28)x

y=(28+11)y (7:5)

con B > 0 € R. Esta ecuacion tiene vector asociado con pendiente (25 + 11)/(58 + 28), que
satisface las hipdtesis del teorema 7.4. Dado que 13/33 = [0,2,1,1,6]|, el teorema 7.4 nos dice
que al explotar la ecuacion (7.5) tomando 0 veces el primer cambio de coordenadas, 2 veces el
sequndo, 1 vez el el primero, 1 vez el sequndo y 5 wveces el primero, obtenemos una ecuacion
cuyo vector asociado tiene pendiente 3 (pues 2-28 —11-5= 1) (compdrese con el ejemplo 7.3).
Mostramos en la figura 7.9 el camino de explosion de la ecuacion 7.5:
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(58 + 28,28 + 11)

e AN
(58428, —38 — 17) (38 + 17,28 + 11)

RN

(38+17,—8—6) (3+6,28+11)

/N

(B+6,8+5) (=8 —5,26+11)

/N

(B+6,-1) (1,5+5)
/N
(L,B+4) (=B—4,8+5)
7\
(LB+3) (=B=3,8+4)
/N
(LB+2) (-=B—-2,8+3)
7\
(LB+1) (=B-1,8+2)
AN
(1,58) (=8.8+1)

arbol dual de Stern-Brocot modificado

268+11
56428

/ N\
—38-17 26+11
55+28 36+17

/\
—B—6 26+11
38+17 B+6

/ \

B+5 28+11
B+6 —B-5

/ \
—1
6 B+5

+6
’ AN
B+5
—[p—4

B+4
—B-3

B+4
/ \
B+3

/ AN

B+2 b+3

—B—2
// \

sel B2

soN
B

B+1
—p

Figura 7.9: Camino de explosion de ecuacion (7.5).

(B+6,26+11)

=

(38 + 17,28 + 11)

=

(58 + 28,28 + 11)

Ejemplo 7.6. Consideremos la ecuacion

= 38+T7)x

(7.6)

y=(28+5)y

con 3 € RY. El cociente de valores propios de la matriz que define al campo asociado a la



SBDas) 165

ecuacion es

2045

30+ 7
y satisface las hipdtesis del teorema 7.4. Dado que (24 5)/(3+7) = 7/10 = [0,1,2,3] y que
2.-7—3-5=—1, el teorema 7.4 nos dice que al explotar la ecuacion (7.6) tomando 0 veces

el primer cambio de coordenadas, 1 vez el sequndo, 2 veces el primero y 2 wveces el sequndo,
obtenemos una ecuacion cuyo vector asociado tiene pendiente 1/5. Lo corroboramos con el
camino de explosion de la ecuacion (7.6), que mostramos en la figura 7.10.

L 28+5
(3864 7,28+5) 38+7
// \\ / \
[ = _ﬁ_2 2ﬁ+5
(B8+T7,-8-2) (B+2.26+5) 3B+7 B+2
/N a
/ / 8+3 258+5
(B+2,8+3) (-B-3,28+5) B+2 —B-3

/N /A

(B+2,1)  (~1,8+3) L B+3

/ N\ /N

) -1 1
/ \ 5 / N\
— 1
(B+1,-08) (8,1) Bl 3

Figura 7.10: Camino de explosion de la ecuacion (7.6).

(B+2,28+5) 38+ 7,26+5)

(B+2,8+3)

(B+2,1)

=

Notamos que si tomamos 3 = 1 recuperamos el caso racional. Por ejemplo, podemos ver la

ecuacion (§> _ (i? g) <§) (7.7)
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como la ecuacion (7.6) con = 1. En este caso tendriamos que

7 2-1+45

10 3-1+7

y el teorema 7.4 diria que al explotar la ecuacion (7.7) tomando 0 veces el primer cambio de
coordenadas, 1 vez el segundo, 2 veces el primero y 2 veces el segundo, llegamos a una ecuacion
con vector asociado (1, 1), como ya habiamos visto en el ejemplo 6.9.

Bien. Resumamos lo que hemos dicho hasta ahora: las ecuaciones con vector asociado (p, q)
tal que ¢/p = (a8 +b)/(cf + d) con a,b,c,d € Z y ad — be = +1 son aquellas para las que
se obtiene mediante sucesivas explosiones otra ecuaciéon cuyo campo asociado es definido por
una matriz con cociente de valores propios 8 6 1/5. Conociendo a,b, c,d podemos usar las
fracciones continuas para decir exactamente cuantas explosiones son requeridas y qué cambios
de coordenadas debemos tomar. La pregunta que ahora nos ocupa es: ;qué ntmeros reales «
pueden expresarse como

af +b

T B+d

con a,b,c,d € Zt U {0} y ad — be = £17 La proposicion 3.7 dice que podemos hacer esto, por
ejemplo, si 3 es residuo de la fracciéon continua de «. Pero jsoélo en este caso es posible? Para
responder a esta pregunta con mas detalle, regresemos nuevamente a las fracciones continuas
para ver como se expresa la accion de I y D sobre la pendiente de un vector en términos
de fracciones continuas. Asi podremos decir como escribir la fracciéon continua de cualquier
expresion de la forma

af +b

Brd a,b,c,d € Z* U{0}, ad—bc= =1,

en términos de la fraccion continua de 3, y comprenderemos mejor la (estrecha) relacion entre
transformaciones modulares y fracciones continuas. Recordamos que llamamos transformaciones
modulares a las transformaciones de la forma

_cm:—l—b

flo) = cx+d

con a,b,c,deZ y ad—bc==+l1.

7.2. Fracciones continuas y transformaciones modulares

Es sabido que es dificil (o al menos impractico) operar con los nimeros reales en su repre-
sentacion en fraccion continua, por lo menos con las operaciones usuales (suma, producto, etc).
Sin embargo, como ya hemos visto, las fracciones continuas resultan adecuadas para expresar
ciertas operaciones geométricas. Todo lo que se pueda expresar en términos de estas operaciones
geométricas (como el algoritmo de Euclides o la accion de la explosion sobre el vector asociado
a una ecuacion) se expresard comodamente en el lenguaje de fracciones continuas. Esto es lo
que ocurre con las transformaciones modulares. Dado el vector fijo (a, b), consideramos el vector
(a,b+ pa) con p € R, que si (a,b) esta en el primer cuadrante y > 0, determina al rectangulo
resultante de colocar “sobre” el rectangulo determinado por (a,b) un rectangulo de base a y
altura pa (ver figura 7.11).
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b+pat ——— - - (a,b+ pa)

Figura 7.11: El vector (a,b + pa) determina al rectangulo resultante de colocar “sobre” el
rectangulo determinado por (a,b) un rectangulo de base a y altura pa.

La pendiente del vector (a,b + pa) se representa comodamente en fraccion continua en
términos de la fraccion continua de la pendiente de (a, b): si éste tiene pendiente b/a = [ag, a1, ...],
entonces el vector (a, b+ pa) tiene pendiente

a+b b
a =put o= [+ ag, a1, ..],

o més mnemotécnicamente, [u,0,b/al.

Ahora consideramos el vector (a + ub,b), que si (a,b) esta en el primer cuadrante y p > 0,
determina al rectangulo resultante de colocar “a la derecha” del rectangulo determinado por
(a,b) un rectangulo de base ub y altura a (ver figura 7.12).

Figura 7.12: El vector (a 4 ub, b) determina al rectangulo resultante de colocar “a la derecha”
del rectangulo determinado por el vector (a,b) un rectangulo de base ub y altura a.

También la pendiente del vector (a + ub,b) se expresa comodamente en fraccién continua
en términos de la fraccion continua de b/a = [ag, a4, ...]:
b — —
a+pb  a+pb
b b
a

1
0+ — = 0, i, ag, as, ...],

o més mnemotécnicamente, [0, i1, b/al.*

4Esto describe una interpretacién geométrica de fracciones continuas simples con cocientes parciales arbi-
trarios. A partir de lo anterior surge la pregunta de qué interpretacion geométrica analoga puede darse a las
fracciones continuas no simples, que aunque es interesante, se escapa de los objetivos de este texto.
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Ahora restringimos estas operaciones geométricas permitiendo iinicamente multiplos enteros
positivos p € Z*, o equivalentemente, tomando siempre p = 1 (podemos aplicarlo repetida-
mente). Nos quedamos con la interpretacion geométrica de la accion de I y D sobre el vector
(a,b). Asi, si f = [bo, b1, ba, ...], entonces el vector ](}3) = (Bgl) tiene pendiente

g1 L
e TS A B
p p

y el vector D(é) = (5}r1) tiene pendiente 5+ 1 = [1,0, #]. Lo resumimos en la figura 7.13.

[bo,bl,bg,...] [6]

0,1, bg, by, b2, ...] [bo + 1,01, 0, ...] 11,0, ] 0,1, 3]

Figura 7.13: Fracciones continuas de las pendientes de los vectores resultantes de aplicar [ y
D a un vector con pendiente 5 = [by, by, ba, ...].

Registramos en un arbol las fracciones continuas de pendientes de vectores resultantes de
aplicar I y D a (1, ) (figura 7.14). Tomamos como raiz la fraccion continua de = [by, by, ....],
y tomamos como descendiente izquierdo la fraccion continua de la pendiente de [ ( }3) y como
descendiente derecho la fracciéon continua de la pendiente de D(é) Los vértices de este arbol
son la expresién en fraccion continua de sus vértices correspondientes en el arbol SBF Dy g).

/[[ﬂ\

0.1, 5] [bo +1,by, ...

N / \

[0*2~6] [LLB] [ b +2 bl ]

/ N\ / N\ \b /\

[ngvﬂ] [1~2ﬁ] [0717171751 [2717[3] [0727b0+1~,b17"'} [ 1 bl ][0113b0+2 blyw-] [b0+3 b17~"]

Figura 7.14: SBF D1 p), ahora cada vértice expresado como fracciéon continua, donde
B = [bo, b1, ...].

Si ahora tomamos como raiz la fraccion continua de la pendiente de (3,1), 1/5 = [0, bg, by, ...]
obtenemos el arbol de la figura 7.15, que es SBFD 41, pero cada vértice escrito en fraccion

continua.
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[07 bO + 17b17 }

/

[O bo + 2, 1)1

/\

[0, b9 + 3, by, ...

]

1,0+ 2, by, .

Figura 7.15: SBFD

T~

[0, 5]

1,00+ 1,04, .

/\

J00,1,1,60 + 1,0y, ..

8=

J 2,00 + 1,61,

, ahora cada vértice expresado como fraccion continua, donde
[bo, b1, ...].
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En estos dos tltimos arboles tenemos a las fracciones continuas de las pendientes de todos
los posibles vectores resultantes de aplicar composiciones de I 'y D a (1, 3) o (8, 1). Notamos que
estas pendientes son de la forma [ay, ..., ay, 8] 6 [ag, a1, ...apn, bo+ any1, b2, ...| = lag, aq, ..., an, 0, ]
(lo que podemos probar con una rapida induccion). Méas atin, podemos hacer la siguiente afir-
macion.

aB+b

Afirmacién 7.7. Sea f = cAtd

[bo, b1, ba, ...]. Entonces el nimero con a,b,c,d € ZTU{0}, ad —

be = 1 tiene fraccion continua de la forma [ay, ..., an, B] 0 [ag, a1, ..., an + bo, b1, ...]. En parti-

cular
a b aAQ, +evy Gy, 0 _

st ad — bc =1, entonces b+ = 20 Al con n impar
Cﬂ‘i_d [GQ, .,an,an+1+b0,bl,...]
b AQy ey Qs 0
st ad — bc = —1, entonces b+ = 20 Al con n par.

Cﬂ‘i_d [GQ, .,an,an+1+b0,bl,...]

Esta afirmacion se puede probar también por una rapida induccion.

Tenemos entonces que dado § = [bg, by, ...] € RT, cualquier fraccion continua de la forma
[ag, ..., @n, 5] O [ag, ..., an, Gni1 + bo, b1, ...] es la pendiente de un vector resultante de aplicar
composiciones de I 'y D a (1,5) 6 (f,1). El reciproco lo sabiamos ya. Ahora usaremos los
resultados de capitulos anteriores para decir, dado el namero real a = [ay, ..., a,, 8] € R*, con
B = lbo, b1, ...], qué composmlon de I'y D aplicada a (1,3) 6 (f,1) es la que nos da un vector
con pendiente «; y dado o' = [ag, ..., Gp, Gny1 + bo, b1, ...], qué composicion aplicada a (1, ) 6
(8,1) nos da un vector con pendiente /. Con esto podremos describir mas detalladamente el
comportamiento de las ecuaciones bajo sucesivas explosiones. Pero antes de pasar a ello, notemos
que acabamos de responder qué ecuaciones pueden llevarse por explosiones a ecuaciones con
vectores asociados con pendiente § o 1/8: aquellas que tengan vector asociado cuya pendiente
se escriba en fracciéon continua como [ag, ..., @y, 5] 6 [ag, ..., Gn, i1 + bo, b1, ...]. {Qué tienen en
comin estos nimeros? En la siguiente seccion, y en el proximo capitulo ahondaremos en esta
pregunta. Mientras tanto, veremos como usar las fracciones continuas para saber qué explosiones
hacer en qué coordenadas para seguir obteniendo nodos, y qué vectores tenemos en el camino
de explosion.
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Proposicion 7.8. Sea o = [ag, a1, ..a,, ], con ag € ZT U {0} y a1,...,a, € ZT, y 5 =
[bo, b1, ...] >0 € RT. Entonces a es la pendiente del vector

D@ ... Do (f) st m es par, Y

Dy . (;) st m es impar.

Demostracion. Sean § = [by, by, ...] € RT, ag € ZT U {0} y aq,...,a, € ZT. De la proposicion
3.7 tenemos que

pnﬁ _'_ pnfl _ [ao a /8]
Qnﬁ + qn—1 B
donde p;/q; es el convergente ¢; de [ay, ..., a,|. Por otro lado sabemos que % es la pendiente

de

(qn—l Qn> (1> _ (Qn—l + Qnﬁ) d (Qn Qn—1> (B) _ (Qnﬁ + Qn—1>
— y de = .
Pn—1 Pn ﬁ Pn—-1 +pnﬂ n  Pn—1 1 pnﬂ +pn71
Una de estas dos matrices tiene determinante 1 (cual de ellas, depende de la paridad de n).
Basta entonces dar la descomposicion en producto de potencias de [ y D de

Gn—1 Qn qn  Gn-—1
Pn—1 Pn n  Pn—1
segun corresponda. Lo podemos hacer utilizando el teorema 5.1. Segiin éste, si n es par, entonces

(Qn Qn—1> — Daojar _Dan’

n  Pn—1

y ésta es la matriz que tiene determinante 1. Asi mismo, si n es impar, entonces

dn—1 Qn — paojar, ., Jan
Pn—1 Pn

y ésta es la matriz que tiene determinante 1. De aqui concluimos que el nimero real
lag, ay, ..., an, B] es pendiente de

D@y ... pon . (f) si n es par, y de
1

Doy ... . ( ) si n es impar.

B

O

Antes de seguir, veamos algunos ejemplos referentes a la proposicion anterior. Para estos
ejemplos es recomendable usar una computadora para calcular las fracciones continuas.
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Ejemplo 7.9. Sean f = ©m = [3,7,15,1,292,..], vy a = [3,2,4,1,3,7,15,1,292,...] =
(3,2,4,1,]. Entonces, aplicando la proposicion 7.8, tenemos que el vector

sy (1N (9 11\ (1) (11749
DD <7T>_(31 38) (w)_(387r+31

38m + 31
—— =13,2.4,1,3,7,15,1,292. ...| = |3,2.4,1 = .
117]__,_9 [777777 ] 7] [77’77-(} &

tiene pendiente

Ejemplo 7.10. Sea 8 = V2 = [1,2,2,..], y sea a = [0,5,4,V/2]. Asi que la proposicion 7.8
afirma que el vector
1 4 1 1 42+ 1

42 +1 _
V241 0,5,4,1,2,2,..] = a.
21V2 +5

Traduciendo la proposicion 7.8 al lenguaje de explosion de singularidades obtenemos el
siguiente teorema.

tiene pendiente

Teorema 7.11. Sea 3 >0 € R, y sea

G -G o) ")

con q/p = lag, a1, ...,an, B] >0, ag € Zt U{0} y ay,...,a, € Z*. Al explotar la ecuacion (7.8)
tomando aq veces el primer cambio de coordenadas, ay veces el sequndo, as veces el primero,
y asi sucesiwamente hasta a, veces el cambio de coordenadas que corresponda, obtenemos la

ecuacion
(0)-(2)0)
] 0 ¢/ \y

con

7 b sin esimpar

11 ,

4 — sin es par.

5

Ejemplo 7.12. Tomemos f =7 = [3,7,15,1,292,1,1, 1, ...]. Consideremos la ecuacion

() =G DC) o jwrzea =

Segin el teorema 7.11, al explotar la ecuacion (7.9) tomando 0 wveces el primer cambio de
coordenadas, 1 vez el sequndo, 2 veces el primero, y 2 veces el sequndo, obtenemos la ecuacion

: (7.10)
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con ¢'/p' = w. Podemos escribir q/p =[0,1,2,2, 7] como

om + 2

Tm+3

Vemos que al explotar tomando 1 vez el primer cambio de coordenadas, 2 veces el sequndo y 2
veces el primero, resulta una ecuacion como (7.10), con ¢'/p' = 7. En la figura 7.16 mostramos

el camino de explosion de la ecuacion (7.9), e ilustramos los vectores asociados en la figura
7.17. Compdrese con el ejemplo 7.6.

0,1,2,2, 7] =

(T + 3,57 + 2) Sm+2 [0,1,2,2,7]
Tm+3
VAN /N / N\
(Tm +3,—2r — 1) (27 + 1,57 + 2) —73:31 g:ﬁ [-3,-2,-7] [2,2,7]
AN /N / N\
(27 + 1,37 +1) (=37 — 1,57 +2) % _E’gTﬁ 1,2, 7] [-1,-1,-2, -]
7/ N\ / N\ /\
3m+1
@r+1,7) (-m37+1) o 0,2,7]  [-3,-7]
7/ N\ /' \ / N\
(27T+17_7T_1) (W+177T) ;:rr;]:_l WLH [07_17_11_71—] [07177‘—}
7\ 1/ / N\
(r+1,-1) (1,7) pr (m+1,-1)  [7]

Figura 7.16: Arbol de explosion de la ecuacion (7.9) siguiendo el teorema 7.11.

5t + 2

ES

3m+1 1

71 or g1 77t 3

Figura 7.17: Pendientes de vectores en camino de explosion de la ecuacion (7.9) expresadas en
fracciones continuas, siguiendo el teorema 7.11.
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Una vez mas, notamos que si § = 1 nos quedamos con los resultados que vimos para el caso
racional. Podemos escribir a todos los racionales como fracciones continuas con residuo 1. Si en
el ejemplo anterior tuviéramos p = 10, ¢ = 7, podemos escribir 7/10 = [0,1,2,3] = [0,1, 2,2, 1],
con lo que este ejemplo coincidiria con el ejemplo 6.9, que vimos para las explosiones en el caso
racional.

Ahora consideremos el caso de o = [aq, ..., ay_1, @y + by, by, ...], con B = [bg, by, b, ...]., @y
reales positivos. {Qué composicion de potencias de I'y D lleva a (1,3) o (3,1) a un vector con
esta pendiente? Respondemos esto en la siguiente proposicion.

Proposicion 7.13. Sean « = [ag, ..., ap_1, 0y + by, b1, ...] y B = [bo, b1, ...] en RT. Entonces «
es la pendiente del vector

D« ... Do . (;) St N es par,

Dot ..o (6) St M es impar.

1
Demostracion. Consideremos el nimero 1/ = [0, by, by, ...]. Tenemos que
Png + Pno1
[GQ, ey Ap—1, Qp + bo, b17 ] = [Go, ceey Qs 1/ﬁ] = fi,
Qnﬁ + qn—1

con p;/q; el convergente ¢; de [ay, ..., a,]. Pero

p”% + Pn-1 _ Pn + ﬂpnfl
Qn% + qn—1 dn + ﬂqnfl ’

por lo que [ag, ..., a1, @y, + bo, by, ...] es pendiente de
(Qn Qn—1> (]-) o (Qn + Qn—16> d (Qn—l Qn> (B) o (Qn—lﬁ + Qn>
= y de = .
n Pn-1) \S Pn + Pn-1 Pn1 D) \1 Pn-18 + pn
Procedemos ahora como en la prueba de la proposicion 7.8 y obtenemos que:

dn Qdn-1 ag 7a a :
= D*[" ... D sin es par,
(pn pnl) P Y

(qn—l Qn> — pDjar. .. %% g n es impar-
Pn—1 DPn

Asi, tenemos que |ag, ..., Gn_1, Gn + bo, by, ...] es pendiente del vector

D« ... D . (;) si n es par, y

Doy (f) si n es impar.
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Veamos algunos ejemplos.
Ejemplo 7.14. Sea f =7 =3,7,15,1,292,1,1,1,2,...], y sea
a=16,3,4,7,15,1,292,1,1,1,2,..] = [6,3,1 4+ 3,7,15,1,292,1,1,1,2...].
Aplicando la proposicion 7.13, tenemos que « es pendiente de
D°I°D- (D B (245 139) ' G) - (13114215)
Calculando la fraccion continua de (197 + 25) /(3w + 4) obtenemos

197 + 25

arra —[6:3,47,151,202,1,1,1,2,..]
™

como espemm’amos.
Ejemplo 7.15. Sea = (1+/5)/2 = [1,1,1,...], y sea
a=[34T.]=[33+1T1..1]

Aplicando la proposicion 7.13, tenemos que a es pendiente de

145 1 3 145 T+V5
D3I3‘ 2 — . 2 — 2
(F)-G ) (F) - (ads

Calculando la fraccion continua de (23 + 3+/5) /(7 4+ \/5) obtenemos

23 + 35

TOVE _13.4,1,1,1, ..,
7+5 | |

como esperariamos. Notamos que pudimos haber escrito o = [3,4, 12—‘/5] y aplicado la proposi-
cion 7.13.
Como siempre, si § = 1 recuperamos el caso racional. Reescribimos al racional r/s =

lag, ..., a,] como r/s = [ag, ..., an_1,a, — 1,1] de modo que tengamos residuo 5 = 1 y sepamos
asi cudndo llegamos a una ecuaciéon con vector asociado con pendiente 1.

Ahora si, los caminos abreviados y extendidos en la version modificada de SBD coinciden
con el camino de explosion, y podemos repetir las interpretaciones que dimos en el caso racional.

Ya vimos entonces cudndo una ecuacién tiene vector asociado que aparece en el camino de
explosion de otra (ya sea que aparezca él mismo, o que aparezca un miltiplo escalar de él).
También sabemos que si una ecuacion tiene vector asociado con pendiente o = [ag, ay, ...], ésta
puede llevarse por explosiones a ecuaciones con vector asociado cuya pendiente sea cualquiera
de sus residuos “pares”; es decir: s, = [an, Gpyi1,...] con n par, o el inverso de cualquiera de
sus residuos “impares”; es decir, s, = [a,, @pi1,-..] con n impar. Para seguir dando respuesta a
las preguntas que hicimos al inicio del capitulo, respondemos también cuando dos ecuaciones
pueden llevarse por explosiones a una misma ecuacion (modulo un multiplo escalar). Obtenemos
este resultado como corolario del teorema 7.11.
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Corolario 7.16. Dadas las ecuaciones

T p 0\ [z T p 0\ [z
@-G9C) o (-6 o
con p/q = [ag,a1,...] € RT yp'/qd = [bo,b1,...] € RT, si existen n,m € N tales que a, . =
btk para toda k € Nk > 1, entonces podemos explotar (7.11) y (7.12) un nimero finito
(generalmente distinto) de wveces y llegar a ecuaciones con vectores asociados con la misma
pendiente sin y m tienen la misma paridad, y a ecuaciones cuyos vectores asociados son reflejo
uno del otro respecto a la identidad st n y m no tienen la misma paridad. Concretamente,

requerimos explotar la ecuacion (7.11) "' a; veces, y explotar la ecuacion (7.12) Y b;
veces.

El corolario anterior nos hace notar que lo que tienen en comun ecuaciones para las que a
partir de algiin momento sus caminos de explosion coinciden es que la fracciéon continua de las
pendientes de sus vectores asociados tienen algin residuo en comin (de la misma paridad si los
caminos coinciden exactamente, y de paridad distinta si son término a término simétricos por la
identidad). Esto nos da una manera de clasificar a las ecuaciones con que estamos trabajando.
En la siguiente seccion veremos que también se puede hacer una clasificacion de niimeros reales
con este criterio, que estd muy relacionada con las transformaciones modulares, y en el proximo
capitulo veremos cémo se relaciona con lo que se conoce como aproximaciones racionales.

Para finalizar esta seccién, completaremos el mapa de relaciones entre los materiales con que
hemos trabajado a lo largo de este capitulo: fracciones continuas con residuo 3, transformaciones
modulares (con enteros positivos) aplicadas a § y composiciones de I y D aplicadas a (1, 5)
6 (B,1). Hasta el momento hemos visto las relaciones que mostramos en la figura 7.18. Para
completar el mapa, nos falta poder decir qué fracciéon continua corresponde a un ntimero de
la forma Zgj:g, y cudl corresponde al resultado de aplicar a (1, 3) o (5,1) una transformacion
lineal dada, expresada como producto de potencias de [ y D. Lo hacemos en las siguientes dos
proposiciones.

Fracciones Proposicion 3.7 Transformaciones
Continuas Modulares

Composiciones
de/yD

Figura 7.18: Cuadro de relaciones entre los tres materiales con que trabajamos a lo largo del
capitulo: fracciones continuas con residuo £, transformaciones modulares (con enteros
positivos) aplicadas a (3, y composiciones de las transformaciones I y D aplicadas a los

vectores (1,5) y (5,1).
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Proposicion 7.17. Sean ag € Z+* U {0}, ap, a1, ...a, € ZT, y sea B = [by, by, ...]. Entonces sin
es par

D[ D2 ... D . (;) tiene pendiente lag, at, ...,an, B8] v
Do a1 paz ... pan . (f) tiene pendiente lag, ai, ..., an, + by, by, by, .5

st M es impar

Do Ja1 paz .. fan (1) tiene pendiente lag, at, ..., an + by, by, ba,...] Y

p
D[ pez... o . (f) tiene pendiente lag, ai, ..., a,, B].
Demostracion. Se sigue de las proposiciones 7.8 y 7.13 O

b
Proposicion 7.18. Sea 3 = [by, by, ...], sea ag—td tal que a,b,c,d € ZTU{0} y ad —be = +1,
c

y sea (a+b)/(c+d) = |ag,ay, ..., a, + 1]. Entonces

a) Siad—bc=1ya>boc>d, setiene que

afB +b
cf+d

= |ag, a1, ...,an, 8], ymn es impar.

b) Siad—bc=1ya<boc<d, setiene que

af +b
cB+d

= |ag, a1, ...,a, + by, b1,...] yn esimpar.

¢) Siad—bc=—1ya>boc>d, setiene que

af +b
cf+d

= |ag, a1, ...,an, 5] yn es par.

d) Siad—bc=—-1ya<boc<d, setiene que

afB +b

Grd- lag, ay, ..., an + bo, by, ...] ymn esimpar.

af +b
cB+d
lag, ay, ..., a, + 1]. Ahora, si ad — be = 1, sabemos del teorema 7.1 que « es pendiente de

pooger.. {1y (;) - (Z 2) ' @

como en el enunciado de la proposicion, y sea (a+b)/(c+d) =

Demostracion. Sea o =
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de modo que si a > b o ¢ > d, entonces (recordar corolario 4.69) « es pendiente de

1
Do et ... [an .
(%)

y n es par. Por otro lado, tenemos de la proposicion 7.17 que

1
DeoJar ... Jan .
(3

tiene pendiente [ag, ay, ..., an, 5], de modo que

af +b
CB + d - [ao,@l, "'7an7ﬁ]7
con lo que queda probado a). Analogamente, si a < b o ¢ < d, entonces a4 7 es pendiente de
c
ai a a ]‘
DOII---D"-(B> (7.13)

y n es impar. De la proposiciéon 7.17 tenemos que el vector 7.13 tiene pendiente
ag, ay, ..., G + by, b, ...,

de donde
aB +b

cB+d

= [&0,&1, ey Oy T+ bo,bl, ]

Con esto queda probado b).
Supongamos ahora ad — bc = —1. Entonces « es pendiente de

oy (D) = (6 9) - (7)

de modo que si a > b o ¢ > d, entonces (nuevamente por corolario 4.69) « es pendiente de

paogar ... DHon . (f) (714)

y n es impar. Entonces el vector 7.14 tiene pendiente

[a07 A1,y ...y An, B]a

de modo que

afB +b
CB —f-d - [ao,@l, "'7an7ﬁ]7

a
con lo que queda probado ¢). Si a < b o ¢ < d, entonces es pendiente de

cf+d

D% ... [on (f) (7.15)
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con n par. El vector 7.15 tiene pendiente

lag, a, ..., an + bo, by, ...],

de donde 54
a
P = [ag, a1, ..., an + bg, by, ...]
y terminamos la prueba. O
Ejemplo 7.19. Sea f =2+ /5 = [4,4,..].
o Sea

22+V5) +1
a=——"—
3(2+v5) +2
Como 2-2—1-3=1,y3/5=[0,1,1,1+ 1], entonces a = [0,1,1,1,4,...].
o Sea
3(24 v5) + 11
o =
(2+V5) +4
Como 3-4—11-1=1,y14/5=12,1,3+ 1], entonces a = [2,1,7,4,...].

e Sea

112+ V5)+3
42++5)+1
Como 11-1—-3-4=—1,y14/5=1[2,1,3+ 1], entonces a = [2,1,3,4,...].

e Sea

1(2+V5) +2
o0a=——""—
2(2+v5) +3
Como 1-3-2-2=-1,y3/5=10,1,1,1+ 1], entonces a = [0,1,1,5,4, ...].
Con estas dos ultimas proposiciones completamos el cuadro de relaciones que buscidbamos,
que sintetizamos en la figura 7.19.

. Proposicion 3.7 :
Fracciones P Trar|1\§|fodrn?a0|ones
Continuas 0 ﬂu Zxres

— .
[ag, ay, ..., an, 3] Proposicion 7.18 afit

Composiciones
delyD

Daofar paz . .. {f?}an . ([1)))
DeoJerpez... {lj?}an . (/13)
Figura 7.19: Cuadro de relaciones entre los tres materiales con que estamos trabajando:

fracciones continuas, transformaciones modulares (con enteros positivos) y composiciones de
las transformaciones I y D.
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7.3. Particion de los niimeros reales

A lo largo del capitulo se pone de manifiesto la relacion que hay entre fracciones continuas
que comparten algin residuo, y las transformaciones modulares

ar +b
cx +d

con a,b,c,d € Z, ad — bc = +£1.5 Esta relacién es importante en el contexto de los ntimeros
reales, pues las transformaciones modulares permiten dar una particiéon de los niimeros reales
relacionada con su distribucion en la recta real.

Definicion 7.20. Decimos que o y 5 € R son racionalmente equivalentes si existen a,b,c,d € Z
tales que

a b
c d

aB+b
Brd

-1

Es decir, si B puede ser llevado a o por una transformacion modular.

6

La equivalencia racional en los reales es una relacion de equivalencia:® es reflexiva, pues

1-a+0
o =—;
0-aa+1
es simétrica, pues
. aB +0b da—b
si a=———, entonces f=——
cf+d —ca+a
y es transitiva, pues
b b hb
si a:aﬁ; Bzw entonces o= (ae +bg)y + (af + )
cB+d gy +h (ce + gd)y+ (cf + hd)

Asi, la equivalencia racional nos induce una particién de R. Con lo que hemos visto sabemos
que todos los racionales positivos pueden llevarse por una transformacién modular al 1. Como
ademas —a = ’éjgﬁ, concluimos que todos los racionales estan en la misma clase. También es
claro que un irracional no puede estar en la misma clase que un racional. Ahora ;como saber si
dos irracionales estan o no en la misma clase?” Como podemos intuir de los resultados en este
capitulo, las fracciones continuas pueden ayudar a caracterizar a irracionales que estan en la

misma clase.

Vimos que si a = [ag, ..., an, o, €1, ... € RY vy 8 = [bg, ..., b, o, c1,...] € RT, entonces a
y [ pueden llevarse por una transformacion modular a v = [¢g, ¢1, ...], por lo que a y /3 son
equivalentes.

Definiciéon 7.21. Sean « y ( reales. Decimos que las fracciones continuas de a = [ag, ay, as, ...]
y B = [bo, b1, b, ...| son eventualmente iquales si existen n,m € N tales que |a,1i| = |bmvi| para
toda i € N.

- . . . . . .
°Las transformaciones modulares permiten estudiar a las fracciones continuas desde la perspectiva de la

geometria hiperboélica.
6Para ver esto, también podemos asociar a la transformacion Zgis la matriz (g Z) y usar que PSL(2,7Z) es un

grupo bajo el producto para probar que las transformaciones modulares forman un grupo bajo la composicion.
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Teorema 7.22. (Serret [22] 1§6,[14]§5.3)
Sean o, € R. a y B son racionalmente equivalentes si y solo si sus fracciones continuas
son eventualmente iguales.

Este teorema mnos resulta natural después de los resultados que vimos en este capitulo.
Aunque el teorema de Serret no distingue entre irracionales a y 3 cuya equivalencia esté dada
por una transformaciéon modular

a8 +b

cf+d
con a,b,c,d € Z* y aquellos cuya equivalencia estd dada por una con a,b,c,d € Z, en el
contexto de ecuaciones diferenciales si los distinguimos, pues aunque como tipo de nimeros «
y —a estéan en la misma clase, el comportamiento bajo explosiones sucesivas de ecuaciones con
vector asociado con pendiente o y —a es completamente distinto. Algo parecido ocurre con la
distincion ad — bc = 1y ad — bc = —1, que no se aprecia en el teorema de Serret y si en el
contexto de ecuaciones diferenciales.

Hay otras areas en las que resulta relevante que « pueda ser llevado a  por una transfor-
maciéon de la forma ggis, con ad — bc = 1. Estas transformaciones son usadas, por ejemplo,
para dar una clasificacion de toros (este resultado puede consultarse en [20] IV§2).

Ahora, con las interpretaciones que tenemos de los cocientes parciales de una fracciéon con-
tinua, podemos decir méas sobre fracciones continuas que son eventualmente iguales:

«v

e En el contexto del algoritmo de Euclides, si a y [ son reales positivos racionalmente
equivalentes, al aplicar el Algoritmo a las parejas (1,«) y (1, 3), en un nimero finito de
pasos (distinto para cada pareja, generalmente) se obtiene el mismo rectangulo (salvo
homotecias).

e En el contexto de las formas vectorial y fraccionaria de SB, donde los cocientes parciales de
a = [ag, a1, ...] nos dan una manera de construir una sucesion de vectores cuyas pendientes
convergen a «, que dos reales positivos tengan fracciones continuas eventualmente iguales
significa que los ntimeros tienen esencialmente “la misma construccion”. Para explicar a
qué nos referimos con “la misma construccion”, recordemos que al dar la forma de palabras
de SB resaltamos dentro de las propiedades debidas al mecanismo de construcciéon del
arbol, que de cada subarbol de SBP podiamos obtener el arbol original SBP quitando
de cada palabra las primeras letras: las que coinciden con la raiz del subarbol (corolario
4.30). Si tomamos dos palabras infinitas que son iguales a partir de un punto, tenemos
la misma palabra, que se construye de la misma manera partiendo de subérboles de
SBP distintos. Asi que si a, 8 € R* tienen fracciones continuas eventualmente iguales,
digamos o = [ag, ay, ..., an, Y] v 5 = [bo, b1, .., bm, Y], entonces o y 3 se construyen de la
misma manera, partiendo para construir « del racional en SBF con sucesion (ay, ..., a,),
y partiendo para construir 8 del racional en SBF con sucesion (bg, by, ..., by,). A esto nos
referimos con que « y 3 tienen esencialmente “la misma construcciéon”.

e En el contexto del d&rbol SBD modificado, vimos a lo largo de este capitulo que si dos
reales positivos o y [ son racionalmente equivalentes, ambos son producto de aplicar
composiciones de I y D a un mismo vector (o su reflejo por la identidad).

Seguramente el lector tendra en la cabeza algunas interpretaciones més. En el proximo capitulo
veremos que si dos niimeros reales son racionalmente equivalentes, entonces admiten el mismo
grado de aproximaciones racionales.



Capitulo 8

Aproximaciones racionales

En este capitulo abordaremos la estructura de los niimeros reales desde la perspectiva de las
aprorimaciones racitonales. Digamos que queremos aproximar un real o por un ntimero racional
lo mas “simple” posible. Sabemos por la densidad de Q en R, que si tomamos un real arbitrario
«, encontraremos infinitos racionales tan cerca como queramos de a: dado € > 0 existen infinitos
p/q € Q que satisfacen

Esto significa que podemos aproximar cualquier real o por un racional, con un error tan pequeno
como queramos. Sin embargo, nos gustaria aproximarlo por un racional con denominador chico,
pues de alguna manera éstos son mas “simples”.  Queremos saber qué tan chico podemos tomar
el denominador de modo que el error siga siendo pequeno. La pregunta es entonces, dado a € R,
Lqué tan cerca tiene « a racionales con denominador pequeno? Esta es la pregunta que aborda
el tema de aprozimaciones racionales. En este capitulo buscamos responderla (y comprenderla)
ayudéandonos de las fracciones continuas, el arbol de Stern-Brocot y la particion de reales dada
por las transformaciones modulares. Llevaremos todos los resultados que podamos a términos
de los cocientes parciales de las fracciones continuas, pues con ellos veremos qué nos dicen las
aproximaciones racionales en nuestro problema de explosion de singularidades.

Cuén bien aproximable es un nimero « por racionales con denominador pequeno depende
de la distribucion en la recta real de los racionales dada por su construccion en SB y de la
construccion de o como limite de sus convergentes. Veremos que hay algunas relaciones entre
cuan bien aproximable es un ntimero « por racionales con denominador pequeno, y el tipo de
numero que « es: racional, irracional, algebraico o trascendente.

Por comodidad, al escribir p/q € Q supondremos implicitamente ¢ > 0. Queda a cargo del
lector hacer con cuidado las interpretaciones geométricas que requieran considerar g < 0. Para
estudiar las aproximaciones racionales a numeros reales, buscaremos acotar la distancia que

ISe puede usar la altura de un racional para medir qué tan “simple” es. Se define la altura de un racional
como h(p/q) = maz{|p|,|q|}. Con esta definicion, para toda N € N hay solo un nimero finito de racionales
con altura menor que N. Como nosotros consideramos racionales cercanos a un namero real, podemos tomar
como medida de qué tan “simple” es un racional p/q el tamafio de su denominador: |g|. También se cumple que
para toda N € N hay solo un nimero finito de racionales cercanos a un real a cuyo denominador tiene tamano
menor que N.

181
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hay entre un real « y racionales p/q por una funciéon de ¢:

1
< — f:7Zt =R
f(a)
Entre més rapido crezca f, menor serd el error al aproximar a « por un racional con un
denominador pequeno.

p
a__

q

En este capitulo nos basamos fuertemente en [22|, [6] y [15]. Todas estas son excelentes
referencias de consulta. Para dar mas fluidez al texto, dejaremos en este capitulo solo algunas
demostraciones que consideramos ilustrativas. El resto las hacemos en el apéndice 4. No damos
las pruebas de los resultados con asterisco (*). Pueden consultarse en [15], [6], y [21].

8.1. Las primeras cotas: Dirichlet, Vahlen y Hurwitz

Veamos para empezar que nuestras esperanzas para aproximar racionales por otros racio-
nales con denominador pequeno no pueden ser muy altas.

Lema 8.1. Sean p/q, r/s € Q tales que

,
Entonces P_ —.

q S

Demostracion. Por hipotesis

r s —qr 1
r 13‘ _lps—ar] _ 1
s q qs qs
Entonces |[ps — gr| < 1. Como p,q,r, s son enteros, entonces ps — qr = 0y p/q = r/s como
queriamos probar. O

Esto significa que si queremos aproximar al racional r/s por un racional distinto p/q con
un error muy pequeno, entonces el racional p/q debera tener un denominador grande. Ya que
s es fijo, entre mejor queramos la aproximacion, mayor debera ser ¢:

Es decir, los racionales en general no son bien aproximables por otros racionales con denomi-
nador pequeno. Con los irracionales tendremos mas suerte. Vayamos paso a paso. Digamos que
queremos aproximar reales por racionales con denominador 2. ;Cuén cerca podemos asegurar
que un racional de la forma p/2, con p € Z, estd de un real arbitrario a? Si subdividimos en
intervalos de longitud 1/2 vemos que debe exisitir p € Z para el que se satisface

\ <

’ 1
a J— —
4 )

N3

déndose la igualdad solo si aw = r/4, con r € Z (ver figura 8.1).
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+ 0

N

_2
2

0

N[
NN I

N [=
N

Figura 8.1

Es decir, podemos aproximar reales con racionales de la forma p/2 con un margen de error
de 1/4. Repetimos el razonamiento para aproximar reales con racionales con denominador a lo
mas N, con N € Z*: para ver cuan cerca estan de un real arbitrario «a racionales de la forma
p/N, subdividimos en intervalos de longitud 1/N y vemos que debe existir p en Z tal que

D 1
_ Y« =
- &l <ow
déandose la igualdad solo si a = /2N, r € Z (ver figura 8.2).

«v

1 1 1
T T T
—
i—1

N

L
N

|
Z|-
o

i il
N N

Figura 8.2

Iremos dando mejores cotas para la distancia | — p/q|. Comenzamos con el teorema de
Dirichlet, el primero en la serie de resultados orientados en esta direccion.

Teorema 8.2. (Dirichlet, 1842 [6])
Sea o € R, N € Z*. Existen enteros p,q tales que 1 < g < N y

p 1
a—Sl < —. 8.1
S (8.1)
0, lo que es lo mismo,
1
—p| < —. 8.2
g —pl < (8.2)
Demostracion. Subdividimos el intervalo [0, 1] en los siguientes N intervalos de longitud 1/N:
—1 1 N-1N
[ZT,%) para 1=1,2,.. N—1 y [T’N]

Y consideramos el conjunto
A={0,1,a—[a],2a — [2a],...,(N = 1) — [(N — 1)a]}

con N +1 elementos, donde [z] denota a la parte entera de x. Notamos que todos los elementos
de A estan en [0, 1]. Dado que tenemos N intervalos y N + 1 puntos en la uniéon de estos
intervalos, al menos uno de estos intervalos contiene a dos elementos de A.2 Entonces existen
enteros m,n, talesque l <n<m<I N -1y

1
|(ma — [ma]) — (na — [nal)] = |(m = n)a — ([ma] — [na])] < <.

Los enteros ¢ = m — n y p=|ma] — [na] son los enteros buscados. O

2 Aqui estamos usando el principio del palomar, que dice que si hay k palomas en un palomar con [ lugares,
y k > [, entonces al menos un lugar contiene a dos palomas.
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En la figura 8.3 ilustramos la prueba del teorema de Dirichlet. Notamos que la igualdad en
la desigualdad del teorema se da so6lo si « es racional.

ma — [mal na — [na]
1 -1 N-1 N _
0 ¥ NN ~ w1

Figura 8.3: Prueba del Teorema de Dirichlet.

En la prueba del teorema de Dirichlet trabajamos con el nimero |ga — p| en lugar de con
| — p/q|. Podemos pensarlo como la distancia de ga al entero mas cercano. Otra forma de
pensarlo es la que usamos en el capitulo 3 para hablar de los convergentes de una fraccion
continua como mejores aproximaciones racionales: vimos que |ga — p| significaba la “distancia
vertical” del punto (g, p) con coordenadas enteras a la recta y = ar. Bajo esta interpretacion,
el teorema de Dirichlet dice que para cualquier recta por el origen con pendiente « y cualquier
N € Z* existe un punto (¢,p) con ¢,p € Z y 1 < g < N cuya “distancia vertical” a la recta es
a lo mas 1/N (ver figura 8.4). La distancia es estrictamente menor si « es irracional.

Figura 8.4: Interpretacion geométrica del teorema de Dirichlet.
Usaremos mucho la equivalencia entre las desigualdades

C
;7 lga —p| < ¢ (8.3)

teniendo en mente tanto a la distancia entre o y p/q, como a la distancia entre rectas con
pendiente « y puntos con coordenadas enteras. Téngase siempre presente su interpretacion
geométrica.

Dirichlet nos asegura para cualquier real « la existencia de un racional p/q que satisface
(8.1). Si « es irracional, podemos probar que hay una infinidad de racionales que satisfacen la
desigualdad del teorema de Dirichlet.

Corolario 8.3. Sea « € R\Q, y sea N € Z". Existen infinitos enteros p, q tales que 1 < ¢ < N

Y

o — -
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Si « es racional, no podemos decir lo mismo. Existen racionales para los que soélo ellos
mismos satisfacen la desigualdad, como podemos deducir del lema 8.1. Si « = r/s con s > N,
y si p/q satisface

entonces p/q = a.

Dado que en el teorema de Dirichlet tenemos 1 < ¢ < N, entonces 1/N < 1/q, de donde
obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 8.4. Sea a € R. Entonces existe un racional p/q € Q tal que

< —. (8.4)

Si a es irracional, entonces existen infinitos racionales p/q € Q que satisfacen (8.4).

También podriamos concluir el resultado del corolario 8.4 usando a los convergentes de la
fraccion continua de . Recordamos (del corolario 3.9) que si p,/¢n ¥ Pr+1/qn+1 SON convergentes
de a € R, entonces
]ﬁ . Pn+1
Qn An+1

<

. 1 1
‘a L (8.5)

Gn |QnQn+1| dp

Asi, si « es irracional, tiene infinitos convergentes y hay por tanto infinitos racionales que
satisfacen (8.4). 3 Es natural que los convergentes de la fraccion continua de un nimero real
aparezcan al hablar de aproximaciones racionales. Recordemos que en el capitulo 3 probamos
que los convergentes son mejores aprozimaciones racionales, de modo que son los candidatos
ideales para aproximar reales por racionales con denominador pequeno.

Los ultimos resultados marcan una diferencia entre racionales e irracionales. De hecho, el
corolario 8.4 nos servira para caracterizar a los irracionales.

Corolario 8.5. Sea a € R. « es irracional si y sélo si existen infinitos p/q € Q que satisfacen

< . (8.6)

Con este corolario vemos que podemos obtener informaciéon de un niimero « conociendo
cuén cerca tiene racionales con denominador pequeno. En este caso, saber cuantos racionales
(finitos o infinitos) satisfacen la desigualdad (8.6) nos dice si « es racional o no.

Buscamos encontrar la funcion f : ZT — R que mas rapido crezca tal que para todo
irracional « existan infinitos racionales p/q que satisfagan

1
< —.

f(q)

3Para obtener la desigualdad (8.5) lo tinico que se usa es que |pnGni1 — Pnr1Gn|] = 1y que « estd entre
Dn/qn Y Pn+1/Gns1- Estas dos condiciones las satisfacen cualesquiera dos términos consecutivos del camino en
SBF con sucesion (ag,a1,..) para o = [ag, a1, ...], de modo que la desigualdad (8.5) la satisfacen no sélo los
convergentes de «a, sino todos los términos del camino en SBF con sucesion (ag, a1, az, ...)-

p
a__

q
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Encontramos ya que f(q) = ¢? funciona. Intentaremos mejorar esta cota primero multiplicando
¢® por una constante positiva: f(q) = cg? vy si tenemos éxito, buscaremos incrementar el
exponente: f(q) = ¢*™.

El primer incremento que haremos sera con f(q) = 1/2¢*. Nos preguntamos si se satisface
que para todo « irracional existen infinitos racionales p/q que satisfacen

< —. (8.7)

La respuesta es si. Lo probaremos con el teorema de Vahlen, que usa los convergentes de la
fraccion continua de a.

Teorema 8.6. (Vahlen, 1895 [22] 1§5)
Sea o € R, y sean pp_1/qn_1 Y Pn/qn convergentes consecutivos de c. Entonces se satisface
alguna de las siguientes desigualdades:

U2
2q¢2

1

Pn-1
< .
29%—1

qn—1

\

' Pn
o — — o —

an

Si « es irracional, basta entonces notar que tiene infinitos convergentes, por lo que hay
infinitos racionales que satisfacen (8.7). De hecho, todos los racionales que satisfagan (8.7)
deben ser convergentes de «, como vemos en el siguiente teorema.

Teorema 8.7. (Legendre [22] 1§5)
Sea o € R, y sean p,q enteros primos relativos tales que

Entonces p/q es un convergente de c.

Este resultado dice que los racionales que aproximan a « relativamente bien deben ser sus
convergentes. Si buscamos buenas aproximaciones racionales para «, debemos buscar entre sus
convergentes.

Para dar la siguiente mejora para la funcion f(q) usaremos el teorema de Hurwitz, tomando
f(q) = v/5¢°. Sin embargo, ya no podemos ir mas lejos. Hurwitz también prueba que esta cota
es la mejor posible.

Teorema 8.8. (Hurwitz, 1891 [22] 1§2) *

i) Para todo a € R\ Q existen infinitos racionales p/q que satisfacen

1
NGl

P
a__

q

<

(8.8)

ii) Si /5 es reemplazado en (8.8) por ¢ > \/5, entonces i) deja de ser cierto.

4En [9], Ford da una ingeniosa prueba geométrica del teorema de Hurwitz, en donde pone de manifiesto su
relacion con las transformaciones modulares y la division modular del semiplano complejo.
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Para demostrar la primera parte del teorema de Hurwitz usaremos el arbol de Stern-Brocot.
Recordemos que si A = (‘Cl g) estd en SBM, las pendientes de los vectores columna de A y
de sus descendientes izquierdo y derecho ((a,c),(a +b,c+ d) y (b,d)) estan ordenados de la

siguiente manera:

c c+d d
a a-+b <
El resultado que usaremos es que si un real « esta entre c/a y d/b, entonces alguno de los
racionales c¢/a, d/b 6 (c+ d)/(a + b) satisface la desigualdad (8.8) del teorema de Hurwitz. Lo
planteamos en el siguiente teorema adaptando a SBM un resultado analogo para sucesiones

de Farey ([22] 1§2).

Teorema 8.9. Sea A = (}) en SBM, y sea o € R tal que ¢/a < o < d/b. Entonces se
cumple una de las siquientes desigualdades:

‘ c‘ - 1 c+d - 1 . d 1
a——| < —, o — oa— - .

al  /ba? a+bl  V5(a+b)? bl /5b?

Es decir, si la recta y = ax tiene una pendiente irracional estrictamente entre las pendientes
de los vectores columna de A en SBM, (a,c) y (b,d), entonces o bien la pendiente de uno de
estos vectores o la de su suma es un racional que satisface la desigualdad buscada. Si queremos

verlo como distancia entre puntos con coordenadas enteras y la recta y = ax (ver figura 8.5),
escribimos

<

1
Vh(a+b)

1 1
laa — ¢| < — lba —d| < —= 06 |(a+ba—(c+d)|<

Vb5a’ \/5b

a b

/ c d
a a-+b a+b b
c c+d c+d d

Yy =ax
crdl . [(a+b)a — (c+d)|
b — d| -7 (a+b,c+d)
b d o lace — ¢
e
a (a,c)
b a a+b

Figura 8.5: Interpretacion geométrica del teorema 8.9.
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Si « es irracional, podemos aplicar el teorema 8.9 repetidamente para generar un nimero
infinito de racionales que satisfagan la desigualdad (8.8), y asi probar la primera parte del
teorema de Hurwitz. De hecho, sabiendo que los convergentes de « aparecen como vectores
columna de matrices en SBM, también podriamos usar el teorema 8.9 para probar el teorema de
Borel, que establece un resultado similar al de Vahlen usando los convergentes de las fracciones
continuas.

Teorema 8.10. *(Borel, 1903 [22] I§5)
Sea o € R. De cada tres convergentes consecutivos de o al menos uno de ellos satisface que

1
V52

Aqui topamos con pared en nuestra bisqueda de cotas de la forma 1/f(q) con f(q) = c¢*.
No podemos mejorar esta cota, como establece la segunda parte del Teorema de Hurwitz. Para
probarlo, exhibiremos un irracional a para el que la mejor cota posible es f(q) = v/5¢%.

Pn
o — —

an

<

Teorema 8.11. Sea ¢ > /5, y sea a = 1+T‘/5 Entonces la desigualdad

1
- 8.9
ng ( )

p
a__

q

se satisface sélo para un nimero finito de racionales p/q.

El nucleo de la prueba esta en ver que los convergentes de a = ”T‘/g, que son las mejores

aproximaciones racionales de «, estan lo suficientemente lejos de . De entrada sabemos que
solo los convergentes de « pueden satisfacer la desigualdad (8.9), de modo que si para alguna
N € N los convergentes de a de orden n > N no la satisfacen, entonces s6lo un niamero finito
de racionales (entre los convergentes de a de orden n < N) la puede satisfacer.

Notamos que, dado o € R, es equivalente decir que existe una constante ¢ > 0 € R para el

que la desigualdad
1

p
a__

q

tiene s6lo un numero finito de soluciones racionales p/q, y decir que existe una constante
¢ >0 € R para la que

1
C/q2

< |l — 1—)‘ para todo Pe Q. (8.11)
q q

Para probar esta equivalencia, si suponemos que la desigualdad (8.10) se satisface solo para un
namero finito de racionales, para concluir (8.11) basta tomar ¢ > ¢y ¢ mayor que el maximo
de los inversos de las distancias | — p/q| para los racionales p/q que satisfacen (8.10). Si ahora
suponemos (8.11), tomando ¢ = ¢, la desigualdad (8.10) se satisface para un numero finito de
racionales (ninguno).

Con estos resultados queda demostrado el teorema de Hurwitz completo; con él dimos la
mayor constante ¢ para la que la desigualdad (8.10) tiene infinitas soluciones enteras para un
irracional arbitrario a.

El hecho de que no podamos mejorar la cota f(q) = v/5¢* implica que no podemos aspirar
a mejorar la cota en el exponente de ¢, como vemos en la siguiente proposicion.
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Proposicion 8.12. Sea o € R tal que para alguna constante ¢ > 0 € R se tiene

1 <
cq?

o — ]—j‘ para todo b € Q.
q q

Entonces para todo € > 0 la desigualdad

tiene solo un numero finito de soluciones.

Que no podamos dar mejores cotas para algunos irracionales no significa que no podamos
hacerlo para ninguno. Si renunciamos a que las cotas funcionen para todos los irracionales,
podemos seguir mejorando las cotas para todos los que sea posible. Esto da una manera natural
de separar a los niimeros reales en ciertas clases, relacionadas con la particiéon de reales que
dimos en el capitulo 7. Irracionales que estan en la misma clase aceptan el mismo grado de
aproximaciones racionales.

Lo que haremos ahora es explorar el terreno de los distintos tipos de irracionales que admiten
distintas aproximaciones racionales.

8.2. Clases de irracionales y el espectro de Lagrange

Vimos que para la razoén durea % la cota del teorema de Hurwitz es inmejorable. ;Para
qué otros numeros es inmejorable esta cota? La respuesta es que para todos aquellos reales a

equivalentes a H—\/g, es decir, aquellos cuya fraccion continua es eventualmente igual a la de

2
1+—2‘/5, o que pueden ser llevados a % por una transformaciéon modular.

Teorema 8.13. Sea o = [ay, ..., an, 1,1,1,...]. Entonces, si c > /5, la desigualdad

se satisface sélo para un nimero finito de racionales p/q.

Al quitar toda la clase de equivalencia de 1+—2*/5, nos quedamos con irracionales para los que
podemos dar mejores aproximaciones racionales. Para éstos, la siguiente mejora en la constante

de la cota f(q) = cq® es con ¢ = /8, también dada por Hurwitz.

Teorema 8.14. * (Hurwitz [22] I§5)
Sea o = [ag, ay, ...] tal que a no sea equivalente a # > Entonces existen infinitos racionales
p/q tales que

P 1
a—=| < ——
' V8¢?

q
®Podemos expresar esto pidiendo que |a,| > 2 para infinitos n € N.
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;. Quiénes son ahora los nimeros para los que la constante /8 es inmejorable? Son aquellos
equivalentes a 1 ++/2 = [2,2,2,...]. Y si quitamos éstos, y los equivalentes a la razén aurea, po-
demos encontrar una mejor constante? Si. Podemos seguir con este procedimiento encontrando
constantes ¢ cada vez mayores para los que la desigualdad

se satisface solo para un numero finito de racionales p/q para ciertos irracionales «. A estas
constantes se les conoce como constantes de Lagrange, y al conjunto de ellas, que es un conjunto
infinito cuyos primeros elementos son:

{V/5, V3, V/221/5, \/1517/13, V/7565/29, ...},

se le conoce como el espectro de Lagrange. Se conoce mucho sobre el espectro de Lagrange, que
estd muy relacionado con el espectro de Markov. Estos temas pueden consultarse en [6] y |7].
La pregunta que surge es jpara todo nimero irracional « existe una constante ¢ = ¢(a) > 0

tal que la desigualdad
1
< -
cq?

p
a__

q
tenga so6lo un nimero finito de soluciones racionales?

Notamos que todos los irracionales que fuimos eliminando con una constante de Lagrange
satisfacen esto. Sin embargo, esto esta lejos de ser cierto para todos los irracionales, pues
podemos encontrar niimeros con aproximaciones racionales tan buenas como queramos, como
muestra el siguiente teorema.

Teorema 8.15. [15] §8
Sea [ : 77 — R, Entonces existe a € R tal que la desigualdad

a—Ll < 19

tiene infinitas soluciones para p/q € Q.

Demostracion. Sea f : Zt — RT. Construyamos « a través de su fraccion continua. Veamos
como tienen que ser los cocientes parciales de su fraccion continua [ag, ai, ...]. Tomamos ag un
entero positivo arbitrario. Pedimos que

1
Apig > ——.
T2 fan)

Ahora, segtn el lema 9.7 (ver apéndice 4),

B 1 1

- < — )
An—1 Qn Sn+1
q <3n+1 + = )
Gn

SEn [7] se dedica un capitulo a la relacién entre el espectro de Lagrange y el grupo modular, donde se retoma
el trabajo de Ford para probar el teorema de Hurwitz.

‘ Pn
a _
Gn
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donde s, = [ay, api1,...] s el residuo de orden n de la fraccion continua de a. Entonces
1 1
‘a _bn < <
Gn

O

El teorema 8.15 dice que podemos construir nimeros irracionales o para los que no encon-
tremos una constante positiva ¢ = ¢(«) tal que la desigualdad

<= (8.12)

tenga s6lo un nimero finito de soluciones racionales p/q. Lo interesante es que construimos este
irracional a través de su fraccion continua: pidiendo que los cocientes parciales de la fraccion
continua de « sean lo suficientemente grandes. Pronto ahondaremos en la relaciéon entre el
tamano de los cocientes parciales de la fraccion continua de un irracional, y cuan aproximable
es éste por racionales con denominador pequeno.

Los nimeros para los que existe una constante positiva ¢ para la que la desigualdad (8.12)
no tiene soluciones racionales los llamaremos mal aproximables.

Definicién 8.16. Decimos que o € R\ Q es mal aproximable si existe ¢ = c(a) > 0 tal que
para todo racional p/q se satisface

1 <
cq?

a—z—j‘ para todo £ € Q.
q q

Asi, la razon aurea, 1+ /2, todos los irracionales que estan en sus clases de equivalencia, y
todos para los que encontremos una constante de Lagrange, son todos mal aproximables.

., Como saber si un irracional es mal aproximable? Podemos caracterizarlos a través de su
fraccion continua. La clave estd en que tenemos una forma de medir la cercania de «a a sus
convergentes en términos de los cocientes parciales de su fraccion continua. Concretamente, en
el apéndice 4 probamos (desigualdad (9.22)) que

1 - ‘ Pn 1
g (lans| +2) Gn| = @2 lanpa]
Teorema 8.17. [22] I§5
Sea o € R\ Q, a = [ag, ay, as, ...]. « es mal aprozimable si y sdlo si existe M € R tal que

la;| < M para todo i € N.

Recordamos que Euler y Lagrange probaron que un irracional « es irracional cuadratico si
y s6lo si su fracciéon continua es periddica. Esto los hace mal aproximables, como establecemos
en el siguiente

Corolario 8.18. Sea a un irracional cuadrdtico. Entonces o es mal aprozimable.
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Podemos ver la equivalencia del teorema 8.17 en varios ambitos, pues tenemos varias inter-
pretaciones para los cocientes parciales a; de una fraccion continua [ag, aj, as, ...]: en el algoritmo
de Euclides, los caminos en SB, y la explosion de singularidades. En el algoritmo de Euclides,
que los cocientes parciales a; sean acotados significa que hay un ntimero maximo de cuadrados
que caben en los rectangulos que obtenemos en el procedimiento geométrico, que funciona para
todos los rectangulos obtenidos, de modo que el conjunto de parejas para las que esto sucede al
aplicarles el algoritmo de Euclides son aquellas cuyo cociente es mal aproximable, y solo éstas.
En el contexto de SB significa que los caminos en SBF en los que el nimero de descendientes
derechos consecutivos y de descendientes izquierdos consecutivos es acotado son aquellos que
convergen a irracionales mal aproximables (y solo éstos). Y en el contexto de explosion de las
singularides, significa que para las ecuaciones con vector asociado cuya pendiente es mal apro-
ximable (y solo para éstas), es acotado el numero de veces consecutivas que tomamos un mismo
cambio de coordenadas al seguir el camino de nodos.

Los ntimeros mal aproximables contienen al conjunto de los ntimeros algebraicos de grado
dos. Pero ja quién mas contienen? ;los algebraicos de mayor grado pertenecen o no a este
conjunto? No sabemos. Sin embargo, ya que hay un niimero no numerable de sucesiones acotadas
de enteros positivos, y un niimero no numerable de sucesiones no acotadas de enteros positivos,
podemos decir que hay un ntimero no numerable de niimeros mal aproximables, y un niimero no
numerable de niimeros que no son mal aproximables. Esto implica que hay nimeros algebraicos
y nimeros trascendentes que son mal aproximables, y hay nimeros algebraicos y nimeros
trascendentes que no son mal aproximables.

Movamos ahora nuestra atencion a mejorar la cota 1/f(¢q) incrementando el exponente en
f(q) = ¢*. Entonces podremos decir un poco més sobre los niimeros algebraicos y trascendentes.

8.3. Un paso mas alla: Liouville y Roth

Ahora queremos mejorar la cota dada por f(q) = ¢* cambiando el exponente de ¢. Ya vimos
que hay irracionales a para los que la desigualdad

<. (8.13)

deja de tener un nimero infinito de soluciones al incrementar el exponente de ¢. ;Para qué
irracionales sucede esto? El siguiente teorema, debido a Liouville, responde esto en cierta me-
dida. Es un teorema de gran importancia, pues permitié mostrar la existencia de los niimeros
trascendentes, ademas de dar una manera explicita de construir ejemplos de ellos.

Teorema 8.19. (Liouville, 1884 [22] V§1)

Sea o un algebraico de grado d > 2. Entonces existe ¢ = c(a) > 0 tal que

C<
qd

a—z—j' para todoz—9 € Q.
q q

Este teorema dice que un irracional « algebraico de grado d > 2 no puede ser aproximado
por racionales p/q con un margen de error del orden de 1/¢?. Si algtin irracional « sf pudiera
ser aproximado de esa manera para toda d € N,d > 2, entonces a deberia ser trascendente,
segin la contrapositiva del teorema de Liouville. La enunciamos a continuacion.
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Teorema 8.20. Sea o € R. Si para toda ¢ > 0 y para toda d € N,d > 2, existe un racional p/q
tal que

P &
oz——‘ < — (8.14)

q q

entonces o es trascendente.

La siguiente pregunta es jexiste un irracional para el que pasa esto? La cota c/q es bastante
rigurosa, pues f(q) = ¢¢ crece bastante rapido, y si para d tan grande como queramos debe
haber un racional para el que se satisfaga (8.14), el nimero « debe ser muy bien aproximable
por racionales con denominador pequeno. El teorema 8.15 sugiere que si hay irracionales que lo
satisfagan. Hay so6lo que construir un nimero que sea tan bien aproximable por racionales con
denominador pequeno, que el teorema de Liouville garantice que no pueda ser algebraico. Esta
fue la manera en que por primera vez se exhibié un ntimero trascendente, y con esto se probo
su existencia.

Proposicion 8.21. Sea
a=>» 107" (8.15)
n=1
Entonces o es trascendente.

Demostracion. Sea a como en el enunciado de la proposicion. Los enteros q(k) = 10" y p(k) =
105 52 107 sirven para probar que

p(k) ‘
a——=| < paratodace R,c >0, vy para toda d € N.
‘ q(k)|  q(k)?
Entonces « es trascendente. O

El namero (8.15) fue el primer trascendente en exhibirse. Podemos construir muchos nimeros
trascendentes de la misma manera que construimos éste. Se conocen como niumeros de Liouville,
y son trascendentes como consecuencia del teorema de Liouville.

Definicion 8.22. Decimos que a es un numero de Liouville si existen infinitos racionales
{ri/s1,ra/s2,73/83,...} con s, >0 tales que

Usando el teorema de Liouville podemos poner condiciones sobre los cocientes parciales de
la fraccion continua de « para asegurar que « es trascendente, lo que nos permite interpretar el
resultado con las diversas lecturas que dimos de los cocientes parciales de la fracciéon continua
de a.

Proposicion 8.23. Sea a = [ag, ay,...] € R\ Q, con ¢, = p,/qn su convergente de orden n. Si
los cocientes de [ag, ay,...] satisfacen
lani1] > ¢! para toda n > 0,

entonces o es trascendente.
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De hecho bastaria con que una subsucesion de {a,} creciera de esta manera para garantizar
el resultado. Notamos que las tdltimas dos proposiciones dan condiciones suficientes para que
un irracional sea trascendente. Sin embargo, estas condiciones no son necesarias.

Ahora nos preguntamos si al reemplazar en el teorema de Liouville f(q) = ¢? por un
exponente menor, la desigualdad
c
? <
se sigue satisfaciendo para todo racional p/q.

Enunciamos una serie de mejoras que se fueron haciendo al teorema de Liouville, hasta
culminar en el importante teorema de Roth.

Sea « algebraico de grado d > 2. Buscamos encontrar u(«) < d para el que exista una
constante ¢ = ¢(«) tales que la desigualdad

a__
q

:

se satisfaga para todo racional p/q con ¢ > 0. En 1909 Thue prob6 que basta tomar p > %d—k 1.
Después Siegel probo, en 1921, que basta tomar 1 > 2v/d. Dyson dio otra mejora en 1947,
probando que p > v/2d es suficiente. Pero la mas grande mejora la dio Roth en 1955 al probar
que basta tomar p > 2, quitando la dependencia del grado de algebraicidad de . Por su trabajo
le otorgaron la medalla Fields.

Teorema 8.24. * (Roth, [22] V§1)
Sea o € R algebraico de grado d > 2. Sea € > 0. Entonces la desigualdad

P 1
‘ < q2+s

tiene solo un niumero finito de soluciones racionales p/q.

O, enunciado de manera diferente

Teorema 8.25. * Sea a € R algebraico de grado d > 2 y e > 0. Entonces eziste ¢ = c¢(a, €) tal
que
c
q2+5

< ‘a—]—)‘ para todo £ € Q.
q q

En el resultado de Roth, el exponente que da para ¢ en la cota inferior de | — p/q| ya no
depende del grado de algebraicidad de «. La mejora al teorema de Liouville se puede apreciar
sobre todo para algebraicos de grado muy alto (de hecho si « es algebraico de grado 2, el teorema
de Roth es méas débil que el de Liouville). Roth prueba que la aproximacion por racionales de
denominador pequeno no tiene que ser tan buena como pedia Liouville para garantizar que un
irracional sea trascendente.

Usemos ahora el teorema de Roth para dar condiciones sobre los cocientes parciales de la
fraccion continua de un ntumero real que aseguran su trascendencia. Debilitamos las condiciones
que dimos en la proposicion 8.23.

Proposicion 8.26. Sea ¢ > 0 y a = [ag,aq,....| € R\ Q con ¢, = p,/qn su convergente de
orden n. Si |ani1] > ¢, entonces « es trascendente.
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Resumamos rapidamente lo que hemos dicho hasta ahora. Hemos analizado desigualdades
del estilo

P 1

T4 T @

para ver cuan cerca tiene un real a racionales con denominador pequeno. Lo primero que
vimos es que si « es racional, es pésimamente aproximable por otros racionales de denominador
pequerio: todos los racionales distintos de o = r/s satisfacen

En este sentido los convergentes ¢, = p,/q, de o = r/s estan “tan cerca como es posible” a a,
pues tenemos que

1 A
lsqn| S |

Vimos después que si « es irracional, entonces existen infinitos racionales p/q que satisfacen

D 1 .
oa——| < — (Dirichlet

| <7 ( )

Pl o L (Vahien)
o— = — ahlen

ql 2q

p 1 :
a——| < Hurwitz

q|  V5¢? ( )

Hurwitz prueba que la constante v/5 es inmejorable, pues si o = (1 4 v/5)/2, la desigualdad

con ¢ > \/5,

27

cq

solo se satisface para un numero finito de racionales. Sin embargo, si o no es equivalente a
(14 /5)/2, entonces hay infinitos racionales que satisfacen

1
V8¢
Si @ no es equivalente a (14 +/5)/2 ni a 1++/2, entonces hay infinitos racionales que satisfacen
P 5)
a—=| < —.
‘ V221 ¢?

q
Le siguen una serie de resultados asociados al espectro de Lagrange (para mas sobre este tema,
véase [6] y [7]).
Dijimos después que los irracionales « para los que existe ¢ = ¢(«) tal que

Q_B\<
q

! <
cq?

o — B‘ para todo b € Q.
q q

son los ntimeros mal aproximables, y que éstos son exactamente los que tienen en su fraccion
continua cocientes parciales acotados.



196 Aproximaciones racionales

Vimos después con el teorema de Liouville que si «a es algebraico de grado d > 2 entonces

existe ¢ = ¢(«) tal que

%< . paratodoge(@.

q q q
Con esto pudimos dar condiciones suficientes para que un ntimero « sea trascendente, y pudimos
traducirlas a condiciones sobre los cocientes parciales de la fracciéon continua de «, pidiendo que
crecieran lo suficiente. Finalmente, vimos que Roth debilita la cota del teorema de Liouville (en
el caso d > 2) diciendo que si « es algebraico, entonces para toda ¢ > 0 existe ¢ = ¢, ¢) tal

que
C
q2+s

o — b para todo b € Q.
q q

También pudimos usar este resultado para dar condiciones suficientes sobre los cocientes par-
ciales de la fracciéon continua de « para garantizar su trascendencia.

Resumamos qué implicaciones tenemos entre distintos tipos de irracionales. Si « es irracional
cuadrético, entonces a es mal aproximable. No sabemos si los algebraicos de grado d > 2 son o
no mal aproximables, o ninguna de las dos. En cuanto a los trascendentes, sabemos que debe
haber ntimeros trascendentes que son mal aproximables. Y también que hay trascendentes que
no son mal aproximables (los nimeros de Liouville, por ejemplo). Por otro lado, aunque si «
es de Liouville implica que es trascendente, la implicaciéon reciproca no es cierta (7 y e, por
ejemplo, son nimeros trascendentes, pero no son nimeros de Liouville). Un hecho interesante
con muchas implicaciones es que aunque hay un niimero no numerable de niimeros de Liouville,
éstos tienen medida de Lebesgue cero.

8.4. Explosion de singularidades y aproximaciones racio-
nales

Traduzcamos los resultados de las secciones anteriores al contexto de nuestro problema de
explosiones sucesivas. Las afirmaciones que haremos en esta secciéon son de caracter ilustrativo;
aunque no dan una manera de verificar si un nimero es irracional, irracional cuadratico, mal
aproximable, algebraico o trascendente, si nos hablan de cierta relacion entre el comportamiento
de ecuaciones cuyo campo vectorial asociado esta definido por una matriz con cociente de valores
propios «, y cuan aproximable es v por racionales. El propoésito de esta seccion es enunciar de
manera explicita esta relacion.

Enunciemos esto en las siguientes afirmaciones, usando los resultados de la seccion pasada.

Afirmacion 8.27. Consideremos la ecuacion

G) -G o)

con p,q € R. El cociente p/q es mal aprozimable si y sdlo si el nimero de veces consecutivas
que nos quedamos con un mismo cambio de coordenadas en el camino de explosion es acotado.

Esta afirmacion es consecuencia del corolario 6.8 y del teorema 8.17.

Ya vimos que los irracionales cuadraticos son mal aproximables, de modo que cada irracional
cuadrético tiene una constante de Lagrange.

De los resultados que vimos, podemos enunciar las siguientes dos proposiciones.
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Proposicion 8.28. Dada la ecuacion

(-6

el numero real q/p tiene constante de Lagrange V5 siy solo si el camino de explosion de la
ecuacion 8.16 tiene sucesion de la forma (ag, ..., a,,1,1,1,1,...).

Proposicion 8.29. Dada la ecuacion 8.16, q/p tiene constante de Lagrange V8 si y sdlo si el
camino de explosion de la ecuacion 8.16 tiene sucesion de la forma (ag, ..., an,2,2,2,2,...).

Podemos enunciar proposiciones similares para los primeros valores del espectro de Lagran-
ge.

También podemos afirmar que ya que la explosion de la singularidad de una ecuaciéon con
vector asociado con pendiente o no cambia sino el principio de la fracciéon continua de «,
entonces la explosion preserva lo mal aproximable.

Por la misma razon, si ¢/p es un ntimero muy bien aproximable por racionales, tanto asi que
los cocientes parciales de su fraccion continua satisfacen las condiciones de la proposicion 8.26
(v p/q es por tanto trascendente), entonces al explotar la ecuacion (8.16) obtenemos ecuaciones
cuyo campo asociado es definido por una matriz cuyo cociente de valores propios tiene fraccion
continua que también es muy bien aproximable por racionales, también satisface las condiciones
de la proposicion 8.26 y también es trascendente.

Proposicion 8.30. Dada la ecuacion (8.16), sean

las ecuaciones obtenidas al explotar (8.16) con ambos cambios de coordenadas. Si q/p es mal
aprozimable, entonces ¢'/p" y ¢"/p" también lo son.

Demostracion. Dado que q/p, ¢'/p’ y ¢"/p” son racionalmente equivalentes, sus fracciones con-
tinuas son eventualmente iguales. Ya que los cocientes de la fraccion continua de ¢/p son
acotados, los de las fracciones continuas de ¢'/p’ y ¢”/p” lo son también, y son por tanto mal
aproximables. O

Ahora usaremos las proposiciones 8.23 y 8.26 para dar condiciones sobre el comportamiento
bajo la explosion de una ecuacion para garantizar que el cociente de los valores propios de la
matriz que define al campo vectorial asociado a la ecuacién es un ntmero trascendente.

Afirmacion 8.31. Consideremos la ecuacion

()= C) 517

n—1
n 7

con p,q € R\ Q. Sea (ag, ay, ...) la sucesion del camino de explosion de (8.17). Si|an11]| > ¢
donde p,/q, es el convergente ¢, de o, entonces v es trascendente.

Esta afirmacion es consecuencia del corolario 6.8 y de la proposicion 8.23. También como
consecuencia del corolario 6.8 pero usando la proposicion 8.26, podemos pedir un poco menos
para asegurar la trascendencia de a.
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Afirmacion 8.32. Consideremos la ecuacion

() -G C) 519

con p,q € R\ Q. Sea (ag,a,...) la sucesion del camino de explosion de (8.18), y sea € > 0. Si
lani1| > @&, donde p,/q, es el convergente ¢, de a, entonces « es trascendente.

En muchos ambitos dentro del terreno de las ecuaciones diferenciales se piden condiciones
relacionadas con las aproximaciones racionales: las llamadas condiciones diofantinas y la con-
dicion de Brjuno son condiciones que de algiin modo piden que un ntimero no sea “demasiado”
bien aproximable por racionales. Particularmente, las aproximaciones racionales estan relacio-
nadas con los teoremas de linealizacion de Poincaré y Siegel, que son ampliamente discutidos
en [2] §22, §23. Las aproximaciones racionales estan relacionadas también con la teoria KAM y
el problema de los pequenos denominadores.



Capitulo 9

Explosion de singularidades en C

Veamos ahora al caso complejo y veamos qué tanto podemos extender los resultados que ya
tenemos. Consideremos para x,y € C la ecuacién

-GG e

con singularidad en el origen. La explosion de singularidades se lleva a cabo de manera analoga al
caso real. En el caso complejo al explotar el origen, éste se transformara no en una circunferencia
sino en una esfera (el divisor excepcional es homeomorfo a 5?).

Usamos los mismos cambios de coordenadas para cubrir la variedad M en que se transforma
una vecindad del origen:

Si (z,y) € C*\ {0} y x#0, entonces (v,y) — (z,u), con u= g
T

x
Si (z,y) € C*\ {0} y y#0, entonces (z,y) — (v,y), con ©v=—.
Y
De manera analoga al caso real, si explotamos el origen de la ecuacion (9.1) obtenemos las
nuevas ecuaciones

z\ (p O T v\ _ (p—q 0\ (v
G-+ G- )0

en las coordenadas (z,u) y (v,y) respectivamente, considerando que z,u, v,y € C, al igual que
p,q,p—qy q—p. Nos preguntamos nuevamente qué pasa al realizar explosiones sucesivas. ; Bajo
qué condiciones llegamos después de un ntmero finito de explosiones al caso dicritico?

Asociamos nuevamente vectores a ecuaciones, ahora asociando a la ecuacion (9.1) el vector
(p,q) en C? y repetimos la misma estrategia que en el caso real. Construimos su &rbol de
explosion (que mostramos en la figura 9.1), que es ahora un arbol de vectores en C?, y notamos
que si el cociente q/p es real, podemos repetir el analisis que tenemos para el caso real, pues todos
los vectores del arbol estan alineados (nuevamente, son los reales disfrazados de complejos).

Concluimos que si ¢/p € Q7 si llegamos al caso dicritico, y requerimos para llegar a ¢l de
> i a; explosiones si ¢/p = [ag, a1, ..., ay).
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/ (p,q) \

(p, q-p) (r-4,9)
(p,q-2p) (2p-q,4-p) (r-4,2q-p) (r-2q,q)
N\ O\ O\ /N

(p,q-3p)  (3p-4.9-2p) (2p-q,2q-3p) (3p-2q,9-p) (p-q,3q-2p) (2p-3q¢,29-p) (p-2¢,3¢-p)  (p-3¢,9)

Figura 9.1: Arbol de explosion de la ecuacion (9.1) con vector asociado (p,q) en C2.

Ahora jpodriamos llegar al caso dicritico si el cociente q/p ¢ R? Para abordar este caso
escribimos p = p1 +ips ¥ ¢ = q1 +1q2 ¥ notamos que podemos descomponer el arbol de explosiéon
de (9.1) que mostramos en la figura 9.2) en los dos arboles de la figura 9.3. Esto es porque para
obtener los nuevos valores propios en cada explosion, inicamente estamos efectuando restas de
numeros complejos, que llevamos a cabo restando parte real de parte real y parte imaginaria
de parte imaginaria. Asi, podemos abordar por separado las partes real e imaginaria.

D1+ ip2
/ q1 +1q2
p1+ips pL—q+i(p2 — q2)
q — p1 +i(qe — po) q +iqo

y AN y AN
( p1+ips ) (2171 — g1 +i(2py — Q2)> < p—q+i(p2— q2) > <p1 —2q +i(py — 2q2))

¢ — 2p1 + (g2 — 2p2) @ —p1+i(ge — p2) 2q1 — p1 + (22 — p2) q + 12

Figura 9.2: Arbol de explosion de la ecuaciéon (9.1) con vector asociado (py + ipa, ¢1 + iga).

(P1,q1)
/ \
(p17Q1 —101) (pl —Ch,(h)
~ ~ ~ ~
(p1, @1 — 2p1) (2p1 —qi,q1 —p1)  (Pr— @1, 20 — 1) (r1—2q1,q1)
(P2, CI2)
/ \
(p27 Q2 — p2) (pz — 42, Q2)
~ ~ ~ ~

(p2, g2 — 2p2) (2p2 — 2,92 — p2) (D2 — 2,22 — Do) (P2 — 2¢2, q2)

Figura 9.3: Podemos separar el drbol de explosion de la ecuacion (9.1) en los dos arboles que
se muestran en esta figura.
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Podemos usar la herramienta que dimos en el caso real para tratar de anular simultanea-
mente o bien p; y ps 0 bien ¢; y ¢o tomando los cambios de coordenadas adecuados (pues para
llegar al caso dicritico requerimos anular un valor propio: tanto su parte real como su parte
imaginaria).

Supongamos que explotamos la ecuacion (9.1) y llegamos en un ntimero finito de explosiones
al caso dicritico. En este caso requerimos seguir (en ambos arboles de la figura 9.3) un camino
de vectores en el arbol todos con pendiente positiva. En el arbol con raiz (pi,¢q;) llamemos
al n-ésimo término de este camino (pf,¢}); en el arbol con raiz (ps,¢2) llamemos al n-ésimo
término de este camino (ph,qy). Notamos que al construir estos caminos debemos tomar el
mismo descendiente (izquierdo o derecho) en ambos arboles, pues debemos hacer lo mismo a
la parte real y a la parte imaginaria de p y ¢. Si anulamos la parte real e imaginaria de un
valor propio en el mismo niimero de explosiones, significa que para algin n € N tenemos que
(Pt q) =k(1,1) pa. k€ Ry (ph,qy) = K'(1,1) p.a. K € Ry en una explosion mas se anulan
p1 ¥ pe (tomando el primer cambio de coordenadas) 6 ¢; y g2 (tomando el segundo cambio de
coordenadas). En este caso, ya que los caminos tienen exactamente la misma sucesion, tenemos
que q1/p1 = q2/p2 € Q7 es decir, q/p € QT. Supongamos entonces que anulamos la parte real
e imaginaria de p 6 ¢ en momentos distintos, es decir, que logramos anular ¢} cuando ¢j atn
no se anula, o p} cuando pj aun no se anula (el caso restante es simétrico). En el primer caso
tenemos que (p7,q7) = (p1,0) v (py,q5) # (p4,0), para mantener nula la segunda coordenada
de k(p},0) debemos tomar siempre el segundo cambio de coordenadas. Pero entonces nunca
lograremos anular la segunda coordenada de (ph, g5'), pues para obtener un vector con segunda
coordenada cero a partir de otro cuya segunda coordenada es distinta de cero debemos tomar el
primer cambio de coordenadas, lo que contradice que llegamos al caso dicritico. Analogamente
st (pt,q) = (0,47) y (py,q5) # (0,¢%). Para mantener nula la primera coordenada en (0, ¢}')
debemos tomar so6lo el primer cambio de coordenadas, pero entonces nunca lograremos anular
la primera coordenada de (p4, ¢5), lo que también contradice que llegamos al caso dicritico.

Concluimos que si llegamos después de un numero finito de explosiones al caso dicritico,
debemos anular las partes real e imaginaria del valor propio p 6 ¢ en el mismo ntmero de
explosiones, lo que nos deja como tnica posibilidad el caso ¢q/p € Q. Hemos probado asi la
siguiente proposicion.

Proposicion 9.1. Podemos llegar al caso dicritico después de explotar la ecuacion (9.1) un
numero finito de veces si y solo si el cociente de los complejos q y p es un racional positivo.

En [19], Niven hace una extension a los complejos de las aproximaciones racionales. Define
un entero complejo (o entero Gaussiano) como un complejo u + iv en que u,v € Z. Define un
complejo racional como un complejo que se puede escribir como cociente de enteros complejos
y define un complejo irracional como un complejo no racional. Con estas definiciones prueba
teoremas analogos a teoremas de aproximacion de irracionales por racionales en R. También
Ford hace una extension a los complejos generalizando los circulos de Ford. Desconocemos las
relaciones que este tipo de aproximaciones tengan con la explosion de singularidades en el caso
complejo.
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Unas palabras sobre la historia de las fracciones
continuas

Se puede consultar un estudio muy bien documentado de la historia de las fracciones con-
tinuas en [4]. Aqui s6lo mencionamos de manera panoramica algunos momentos historicos
importantes en el desarrollo de las fracciones continuas, y algunos matematicos importantes
que trabajaron con ellas.

Las fracciones continuas fueron utilizadas de manera intuitiva desde antes de que fueran
formalizadas. Tanto como método para dar aproximaciones (eran utilizadas por matematicos
hindtes con estos fines) como concepto (el concepto que esta detras de ellas se encuentra tan
temprano como el algoritmo de Euclides, que ya se conocia antes de que Euclides lo formalizara
en sus Elementos) estuvieron presentes en la mateméatica durante muchos anos antes de que
tomaran la forma que se les da actualmente en la teoria de ntmeros.

Podriamos decir que el primer intento de formalizacion de las fracciones continuas comenzo
con Fibonacci (1170-1250 a.c.) (quien planted también las fracciones continuas ascendentes, un
tipo distinto de fracciones continuas). Otro avance en la formalizacion de las fracciones continuas
vino con el matematico italiano Cataldi (en 1613), que sintetizo el trabajo de Bombelli (de 1572)
para obtener raices cuadradas que resulta equivalente a calcular su fracciéon continua.

El estudio de las fracciones se volvié mucho mas s6lido con el trabajo de Wallis a mediados
del siglo XVII, que fue el primero en darles el nombre de fracciones continuas. Wallis, buscando
calcular cierta integral y resolver la cuadratura del circulo, acude a Brouncker para encontrar
una expresion del valor de 4 /7. Brouncker lo introduce a las fracciones continuas y es quien lo
induce a su estudio. En 1655 Wallis publica su libro Arithmetica Infinitorum, donde prueba por
primera vez las formulas recursivas de los convergentes (tan protagonicas en el estudio actual
de las fracciones continuas, y en este trabajo).

Otra gran aportacion vino con Huygens (1629-1695), quien uso las fracciones continuas para
construir un planetario automatico. Buscaba usar el menor numero de dientes en un engrane
para aproximar cierto radio, logrando obtener un error muy pequeno usando la cualidad de
mejores aprorimaciones de las fracciones continuas.

Después vinieron los grandes matematicos Euler (1707-1783), Lambert (1728-1777), Lagran-
ge (1736-1783) y Legendre (1752-1833) a dar sus aportaciones a la teoria cada vez mas solida
de las fracciones continuas. Euler es considerado como uno de los que méas aportaron a la teorfa.
Publicé en 1737 De fractionibus continuis, donde prueba que todo ntimero racional puede escri-
birse como una fracciéon continua finita, que un irracional tiene fraccién continua infinita y que
una fraccién continua periodica es un irracional cuadratico. Lambert uso6 las fracciones continuas
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para mostrar que 7 y e son irracionales. Conjetura su trascendencia, pero esta tardaria todavia
muchos anos en ser demostrada. Lagrange hace también importantes aportaciones a la teoria
de fracciones continuas (incluyendo la prueba del reciproco de la afirmacion de Euler de que los
irracionales cuadraticos tienen fraccion continua periodica). Las fracciones continuas tuvieron
un papel importante en la historia de las matematicas cuando en 1882 Lindemann prueba la
trascendencia de 7, un problema abierto por méas de dos siglos, usando esta herramienta.

Con el paso del tiempo, cada vez mas mateméaticos se dedicaron a estudiarlas y el tema
cobr6 importancia en diversas ramas de la matematica que van mucho maés alla de la teoria de
numeros: sistemas dindmicos, topologia y criptografia son algunos ejemplos.



Apéndice 2

Mas resultados sobre el arbol de Stern-Brocot

Enunciaremos algunos resultados mas sobre el arbol de Stern-Brocot que no consideramos
necesarios para los resultados del texto, pero que puede resultar 1til establecer.

La siguiente proposicion es un resultado para la forma de palabras de SBD, analogo a la
proposicion 4.29 para SBPD que habla de la propiedad de autosimilaridad de SBPD.

Proposicion 9.2. Consideremos los subdrboles de SBPD con raizi y d. St anulamos la ultima
letra de cada palabra del subdrbol con raiz i, obtenemos nuevamente SBPD. Asi mismo, si
anulamos la iltima letra de cada palabra del subdrbol con raiz d, obtenemos nuevamente SBPD.

Los mismos comentarios sobre la prueba de la proposicion 4.29 aplican aqui; el resultado
es claro por la construccion de SBPD, pero se puede hacer una prueba formal con una réapida
induccion sobre los niveles del arbol.

Ahora veamos una manera de traducir caminos en SB a caminos en SBD y visceversa a
través de los padres en los arboles SB y SBD de un mismo elemento (matriz, vector o fraccion)
que ocupa distintas posiciones en SB y SBD. Para esto necesitaremos antes probar el siguiente
lema.

Lema 9.3. Sean A un drbol binario completo, A’ el subdrbol de A con raiz en viq, y A" el
subdrbol de A con raiz en vy 2. Entonces el vértice v, ,, de A estd en el nivel m — 1, lugar n de
A sin <2™/2 y en el nivel m — 1, lugar n — 2™ de A" si2™/2 < n < 2™,

Demostracion. A tiene exactamente un nivel mas que A" y A”, que es el primer nivel de A,
asi que todo vértice en el nivel k£ de A estara en el nivel k — 1 de A’ o A”. Asi, el vértice vy,
de A esta en el nivel m —1 de A" o A”. Es claro que vy, ,, estard en A’ sin < 2"™/2y en A"
si 2m/2 < n < 2™. Ahora, los vértices de A" y de A estan en el mismo lugar de izquierda a
derecha, asi que si n < 2™/2, el vértice vy, de A estara en el nivel m — 1, lugar n de A". Por
otro lado, los vértices del nivel k& de A que forman parte de A” estan 2F~! lugares recorridos a
la derecha de los lugares que tienen en A” (los 2! lugares del nivel k — 1 de A’), asi que si
2m/2 <n < 2™, el vertice v, de A” esta en el nivel m — 1, lugar n — 2™ de A. O

Proposicién 9.4. Sean v,,,, en SB y dvm en SBD, con m,r > 1 tales vy, ,, = dvm. Entonces
el vértice en SB del que es descendiente v, ,, es el vértice dvr,l,s(modgr_l) en SBD. Asi mismo,
el vértice en SBD del que es descendiente v, ¢ es el vértice Um—1,n(mod2m—1) €n SB.

Antes de hacer la demostracion, hagamos algunos comentarios. Por enredosa que suene, la
proposicion 9.4 no es tan complicada (es un ejemplo de las posibles desventajas de formalizar
una idea sencilla). El procedimiento que da se reduce a tomar un vértice en el lugar j del nivel i,
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subir un nivel y contar j lugares volviendo a empezar si se acaban. Procediendo de esta manera
encontramos a los padres de vértices de SB en SBD vy viceversa.

Demostracion. (de proposicion 9.4) Lo probaremos para la forma de palabras de los arboles
(que sirve también para la forma matricial). Si la proposicion se satisface en esta forma de los
arboles, se satisfard también en las otras por la construcciéon que hicimos de ellas.

Sea p una palabra de SBP, p = vfm = dvf .. Queremos ver como encontrar en SBP la
palabra de la que es descendiente p en SBPD, y como encontrar en SBP la palabra de la que
p es descendiente en SBPD. Abordemos primero el primer caso. Por construccion de SBPD,
tenemos que la palabra de la que es descendiente p en SBPD es p sin la primera letra, digamos
p’. Queremos encontrar a p’ en SBP. Hay dos casos posibles: p empieza con la letra i o con la
letra d. Si comienza con ¢, consideramos el subarbol de SBP con raiz en i. Por la proposicion
4.29, si quitamos a todas las palabras de este subarbol la primera letra (la i), obtenemos
nuevamente SBP. Pero si hacemos esto, obtenemos a p’ en el lugar de p. Esto significa que el
lugar que ocupa p en el subarbol de SBP con raiz i es el lugar que ocupa p’ en SBP. Y este
lugar nos lo da el lema 9.3: como p = vfhm y p comienza con i, entonces n < 2™/2, por lo
que (lema 9.3) p esta en el nivel m, lugar n del subarbol de SBP con raiz i. Y por lo tanto
P’ = Upm—1,. De manera analoga, si p comienza con d, consideramos el subarbol de SBP con raiz
en d. Por la proposicion 4.29, si quitamos a todas las palabras de este subarbol la primera letra
(la d), este arbol resulta SBP, y obtenemos a p’ en el lugar de p. Entonces el lugar que ocupa
p en el subarbol de SBP con raiz d es el lugar que ocupa p’ en SBP. Usando que p = vfm y
que comienza con d (y por tanto 2™/2 < n < 2™), del lema 9.3 tenemos que p’ = ’U;Zfl,nan—l'
Resumiendo, escribimos que ya sea que p empiece con ¢ o d, si p = vgn, entonces p’ =
Uflfl,n(mo Jom-1y- Con esto queda probado céomo encontrar en SBP la palabra de la que es
descendiente p en SBPD. Para encontrar en SBP la palabra de la que p es descendiente en
SBPD se procede de manera analoga, ahora tomando p’ como p sin la ultima letra, y usando
la poposicion 9.2. O

Viendo la demostraciéon podemos ver que la forma descrita en la proposicion 9.4 de pasar de
SB a SBD y viceversa se debe tinicamente a la forma en que fueron construidos, sin importar
qué interpretacion le demos a i y d. Apreciamos también que lo determinante en que asi sea la
forma de pasar de uno a otro es la cualidad de autosimilaridad de los arboles.

Ejemplo 9.5. Consideremos los vértices vgff) =(3,4) = dv;:Q. Entonces para (2,3), del que es
descendiente (3,4) en SBV, tenemos

(27 3) = dv;jﬂ(mod 22) — dv272‘

Y para (3,1), del que es descendiente (3,4) en SBD, tenemos

(37 1) = U;{S(mod?) = U;),l'

Estas reflexiones son interesantes, pues al usar la herramienta de SB para estudiar la estruc-
tura de los nimeros reales, es importante diferenciar entre las propiedades que ésta estructura
tiene por la naturaleza de los reales en si, y cuéles por la forma de construccion que llevamos
a cabo.
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Teniendo esta relacion, podemos traducir un camino en SB o SBD en una sucesion de
vértices en el otro. Los términos contigiios de esta sucesion van a satisfacer la relacion co-
rrespondiente a la de “ser descendiente”, dada por la proposicion 9.4. Asi, tenemos una forma

concreta de leer los términos de un camino en SB o SBD en el otro.

e N e N |
1/3\2 3/‘)\3 4/2\5 5/ \"1
1/4\2 /\ /\ /\ 5/3\7 8/3\7 /2\ 7/1\5

Figura 9.4: SBF en ejemplo 9.6: ‘Kg y d‘fg en SBF y SBFD.

| =

N

/N / \ /N

A A N A N AN A N ANAY

Figura 9.5: SBFD en ejemplo 9.6: ‘Kg y d‘fg en SBF y SBFD.
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Ejemplo 9.6. Consideremos los vértices szn Yy dv&, que son ambos la fraccion %, y tomemos

el camino en SBY ng = (%, %, %, %, %) Segin la proposicion 9.4, como % = dvi-()-, entonces
tenemos que

5 _d,F _d, F 3 _d, F _d.F

3 = Us6(mod23) — U3e 2 = UV26(mod22) — V22

2 _d,F _d F 1 d F _d, F

1= Ule(mod2l) — V1,2 1= Y0,6(mod20) = Yo,1-

)

o - - st o Ay F T
Asi mismo, si consideramos los vértices “vy 4 y vy 13, que son ambos la fraccion 5, y tomamos

11147

el camino en SBVD %6: = ( ————— ), como g = vy 3, entonces tenemos que
3 k)

172737373
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4 _d, F _d, F 1 _d, F _d, F
3 = U313(mod23) — U35 3= Y2130mod22) = V2.1
1 _d,F _d,F 1_d, F _d,F
2 = VL13(med2') — Y111 1 = Y0,13(mod20) = Vo,1-

Hechas estas afirmaciones, comentaremos algo acerca de distintas construcciones de arboles
relacionadas con el arbol de Stern-Brocot. Podemos tomar la idea bésica de la construccion de
alguna de las formas de SB y jugar un poco con otras maneras de plantearlo. Podemos, por
ejemplo, construir todas las pendientes racionales a partir de la suma de ecuaciones de rectas
(ver figura 9.6). Mientras logremos dar sentido a la construccion del arbol, podemos usar los
resultados de este trabajo para estructurar a los objetos que pongamos en los vértices (ya sean
funciones, matrices, curvas, etc).

/ r—y= \

rz—3y=0 20 — 3y =0 3 —2y =0 3r—y=0

Figura 9.6: Stern-Brocot en forma de suma de rectas.



Apéndice 3
Forma matricial de SBD, gy y SBD 3,

Podemos construir un arbol de matrices analogo a SBMD del que podamos obtener
SBYD; gy sumando los vectores columna de cada matriz. Dado que se da la igualdad

(¢ 0)- ()= () - () () 0
c d I5; c+dp c dp 1 ’

podemos construirlo multiplicando la segunda columna de cada matriz en SBMD por 3. A este
arbol, que mostramos en la figura 9.7, lo denotamos por SBMDy gy. Los vértices del arbol de
vectores SBVD ;) son los vetores diagonales de los paralelogramos generados por los vectores
columna del arbol de matrices SBMD; 5. También podemos construir el arbol de matrices

SBMD gy de igual modo que construimos SBMD (multiplicando por la izquierda por I y
D), pero partiendo de la raiz ((1) g), en lugar de la matriz identidad.

6 5)

N
wW =

Figura 9.7: SBMD g

Vemos que es equivalente aplicar las matrices de SBMD al vector (1,5) que aplicar las
matrices de SBMDq gy al vector (1,1). De cualquiera de estas dos maneras obtenemos el arbol
de vectores SBVD y p).

Costruimos SBMD 31y de manera aniloga, multiplicando el primer vector columna de cada
matriz en SBMD por (. Ver figura 9.8.

209
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(5 1)

Figura 9.8: SBMD g 1)
Ahora vemos que se tiene la igualdad
a b\ (BY _ (aB+b\ _ (aB b\ (1
c d 1) \e¢f+d) \cB8 d 1

de donde vemos que es equivalente aplicar las matrices de SBMD al vector (3, 1) que aplicar
las matrices de SBMD 31y al vector (1, 1) para obtener el arbol de vectores SBVD g 1.
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Demostraciones del capitulo 8

Como dijimos al comienzo del capitulo 8, por comodidad en las pruebas asumiremos ¢ > 0
al escribir p/q € Q, notando que deben hacerse con cuidado las interpretaciones geométricas
que requieran considerar ¢ > 0. Cuando asi sea conveniente, en enunciados que afirmen algo
para todo a € R, haremos la demostracion para el caso positivo teniendo en mente que si o =
lag, ai, ...], entonces —a = [—ag, —ay, ...]. Pueden deducirse los resultados para el caso negativo
del caso positivo (geométricamente es claro, pero debe hacerse con cuidado la interpretacion
geométrica).

Corolario 8.3 Sea « € R\ Q, y sea N € Z". Entonces existen infinitos enteros p,q tales
que 1l <g< Ny

| | < .
« .
q p N

Demostracion. Sea o € R\ Q. Supongamos que el conjunto

A={(p,9) |p.g€Zy |ga —p| <1/N}

es finito. Consideramos entonces M = min{|qa — p| | (p,q) € A}. Entonces M < 1/N. Sea T
un entero mayor que 1/M. Aplicamos el teorema de Dirichlet a « y T para dar p/, ¢’ € Z tales
que

1
' —p| < T < M < 1/N. (9.3)
Por definicion de A, (p/,¢') € A, asi que (9.3) contradice el hecho de que M es minimo. Por lo
tanto A debe ser infinito. O

Corolario 8.5 Sea a € R. « es irracional si y solo si existen infinitos p/q € Q que

satisfacen

P 1

a—=| < —. (9.4)
al ¢

Demostracion. Sea o € R. Solo falta ver que si o € Q, la desigualdad (9.4) se satisface s6lo

para un numero finito de enteros p, ¢. Sea entonces o« = r/s € Q. Si

_|rq—ps
qs

1
e

y si (p,q) # (r, s), entonces por el lema 8.1 tenemos que

rq — ps
qs

1
<?,

211
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y por lo tanto
1< [rg—ps| <> < s,
q

lo que s6lo pueden satisfacer un ntimero finito de parejas de enteros primos relativos p y ¢. O

Teorema 8.6 (Vahlen)
Sean a € R, y sean pn_1/qn-1 Y pn/qn convergentes consecutivos de «v. Entonces se satisface
alguna de las siguientes desiqualdades:

1 )
< 5&2 (0]

1

Pn—1 < - .
2qnfl

qn—1

' P
a—— a—

4n

Demostracion. Sea o« € RT y sean p,_1/qn-1 YV DPn/qn convergentes de «. Dado que ab <
1/2(a? + b*) para todos a,b € R, entonces

1 1 <1<1+ 1)
G Gn—1 2\  ¢_i)

Usando esto y que « esté entre p,_1/¢n-1 Y Pn/¢n tenemos que

n n— n n— 1 1 1
a-In +'a—p 0 <+,
Gn qn—1 In Qo1 UInn—1| 245 2G4
por lo que se satisface
n 1 - 1
NP R P
| 24y Gn-1]  2¢5_q
O
Teorema 8.7 (Legendre)
Sea o € R, y sean p,q enteros primos relativos tales que
D 1
o — — < _— 9-5
2| < o 9.

Entonces p/q es un convergente de c.

Demostracion. Sea o € RT| y sean p, ¢ enteros primos relativos que satisfacen (9.5). Como ya
vimos que las mejores aproximaciones racionales de « son sus convergentes, probaremos que p/q
es una mejor aproximacion racional de «, es decir, que si |[sa — 7| < |qa —pl|, ¥ (r,$) # (p,q),
entonces s > q.

Por hipotesis |ga — p| < 1/2q. Supongamos entonces que (r,s) # (p,q), y que |sa —r| <
l|ga — p| < 1/2q. Entonces

‘ r<1
a— — —.
s 2qs
De modo que
rop ‘ r D 1 1 q+s
-——| < |la—- - = — 4+ — = 9.6
S q‘_a s+a q‘ 2qs  2¢%  2¢%s (96)
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Ademés tenemos que

1
~ <l 1—7' . (9.7)
qs s q
De (9.6) y (9.7) tenemos que
1 - q—+s
gs  2¢%s’

lo que pasa si y solo si ¢ < s. Entonces p/q es una mejor aproximacion de « y es por tanto uno
de sus convergentes. O

Teorema 8.9 Sea A= (2Y%) en SBM, y sea o € RT\ Q tal que ¢/a < a < d/b. Entonces
se cumple una de las siguientes desiqualdades:

o — —

c 1 d
5 - = 9.8
‘ a ‘a b‘ = (9:8)

_ 1 'a_c+d‘< 1
V5a2’ a+b|  5(a+b)? Vb2

Demostracion. Sea A = (25) en SBM, y sea o € R* \ Q con ¢/a < a < d/b. Supongamos
que no se cumple ninguna de las desigualdades (9.8). Como « es irracional, es distinto de
(¢ +d)/(a+ b). Entonces

c (c+d
—<a<
a (a+0b)

~—

‘ <a<§
a (a+Db) b

<

ol ReH
—~
o
+
ISH
N—

Supongamos que se da el primer caso (a < (c+d)/(a+ b)) Ya que no se satisfacen ninguna
de las desigualdades (9.8), entonces se satisfacen las siguientes tres desigualdades

¢ 1 c+d N 1 d - 1 (9.9)
oa— — , -—a> — - —a> ) .
o= Va2 a+h Vsa+o? b NAE
Sumando la primera y tercera desigualdades de (9.9) obtenemos
d c¢c_ 1 (1 1 a® + b
> =+ )= )
b a5 \a® B V5a2b?
Desarrollando y usando que el determinante de A es 1 por estar en SBM tenemos
9.9 [ da — bec 9 19
V5a%b — = V/5ab > a® + b2 (9.10)
a

Ahora sumamos la primera y segunda desigualdades de (9.9) y obtenemos

1(1 1 ) a®+ (a+b)?

c+d e, 1 L B
a+b a~ VE\a® (a+b)?)  Ba2(a+b)?

También desarrollamos y usamos que (¢ +d)a — c(a+b) =1 (pues AI = (%) est4 también

en SBM) para obtener

V5a%(a + b)? ((C i dci((za;([;z)+ b)c) = V5a(a +b) > a® + (a + b)*. (9.11)
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Si ahora sumamos (9.10) y (9.11), nos queda
VBab + V5a(a +b) > 2a* + bv* + (a + b)?
y por lo tanto
0> (3—V5)a® + (2 — 2V5)ab + 2b%.

Manipulamos el lado derecho de la igualdad y lo reescribimos de manera conveniente:
1 1
0> 3 <(6 — 2V5)a? — 4(V5 — 1)ab + 4b2) = (V5 = 1)a+2b)%

Esto implica que 0 = ((v/5 —1)a — 2b), y por tanto (v/5— 1)a = 2b, lo que no puede ser, puesto
que a y b son enteros. Concluimos que nuestra suposicion fue falsa, y debe satisfacerse alguna
de las desigualdades (9.8), como dice el toerema.

Si (c+d)/(a+b) < a, al suponer que no se satisfacen las desigualdades (9.8) tenemos que
se debe cumplir que

1 c+d 1 1

& d
a——> , o — > - —a > . 9.12
A o R T E I v -
Procedemos de igual manera que en caso anterior, ahora sumando las desigualdades primera y
tercera de (9.12), y luego sumando la segunda y tercera. El resto es totalmente analogo. O
Teorema 8.11 Sea ¢ > /5, y sea o = 1+T‘/5 Entonces la desigualdad

1
a-Ll<«— (9.13)

q cq

se satisface solo para un nimero finito de racionales p/q.
Antes de demostrar este teorema, probaremos dos lemas que usaremos en la demostracion.

Lema 9.7. Sea o = [ag,aq,...] €R, con p,/qn Y Pni1/qni1 convergentes de . Entonces
1
Pl  Pn) . (9.14)
n+1  Gn G2 |anir + dn—1
n

En particular, si escribimos o = [ag, @y, ..., Qn, Spy1] Se tiene que

; 1
'a - . (9.15)
qn 2 qn—1
qn Sn+1 +
Demostracion. Sea o = |ag, a1, ...] € R, con p,/qn ¥ Pni1/qnr1 convergentes de o. Usando que

Pn+14n — Pnln+1 = (_1)n Y que @n41 = Qpyi1qn + Gn-1 tenemos que

Pt ) _ Pt " Dol _ (S (21"

An n .
Qn+1 Qn+1 Qn+1 Un4+19n + Gn-1
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Entonces dividiendo entre ¢, y tomando valor absoluto tenemos

B 1 B 1 B 1
B Gp, qr% + Andn— B gn—1 B
[ 1 Uni1G2 —HJ?L((J—)‘ q?

n

Pn+1 . ]ﬁ
qn+1 An

qn—1 .

n

An41 +

La identidad (9.15) es un caso particular de (9.14), si recordamos que « es el convergente de
orden n + 1 de [ag, a1, ..., an, Spi1]. O

Lema 9.8. Sea o = [ag, a1, as...] € R con convergente ¢; = p;/q;. Entonces paran > 1

an
qn—1

= [Gn, Ap—1, -+ al]-

Demostracion. Haremos inducciéon. Para la n = 1 vemos que

qQq ar [aa]
A==l
do 1
Supongamos ahora que
qn—1
- [an—l) Ap—2, -y al]‘
qn—2

Entonces usamos que ¢, = a,¢,—1 + ¢,—2 para obtener

Gn - nGn—1 + Gn—2 o qn—2
= — =aqa, +
n—1 qn—1 n—1
1
= a?’l —|—
[anfla Ap—2, ) &1]
- [anaan—lv )alL
y concluir la prueba. O

Ahora si pasamos a la demostracion del teorema 8.11.

Demostracion. (del teorema 8.11)

Sean ¢ > V5, o = ”2‘/5, y sea p,/q, el convergente ¢, de a. Del lema 9.7 tenemos que

n 1
'a ) - . (9.16)
In 9 qn—1
qn Sn-l—l +
Ahora, sabemos que v = [1,1,1,1,...]. Del lema 9.8 tenemos que
qn—1 1

Gn 1,1,1,...,1])’

de modo que

dn «a
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Podemos entonces escribir )
dn—1
=—+ En,
dn o

donde ¢, — 0 si n — oo. Usando esto y que s; = « para toda i € N en (9.16) tenemos que

1 B 1 o
1 B T2 :
@lat—te) @50 +2gte) GOt

' Pn
a —_—
n

Ahora, si ¢ = v/54¢, con € > 0, no importa cuan pequeila sea ¢, existe N € N lo suficientemente
grande tal que para toda n > N se tiene que €, < &, y por tanto

1 1 1
= = — para toda n > N.

= >
PZ(V5+e.) @(WVo+e) caq

Asf que a lo méas un nimero finito de convergentes de a satisfacen

‘ P
@]
n

entonces, como vimos en el teorema de Legendre (teorema 8.7), p/q es un convergente de «. Esto
significa que s6lo un ntimero finito de racionales satisfacen (9.13), como queriamos probar. [J

Proposicion 8.12 Sea o € R tal que para alguna constante positiva ¢ € R se tiene

1 <
cq?

a— ]—j‘ para todo Pe Q. (9.17)
q q

Entonces para toda € > 0 la desigualdad

(9.18)

tiene solo un numero finito de soluciones.

Demostracion. Sea o € R como en la hipotesis de la proposicion, y sea £ > 0. Sea A el conjunto
de racionales p/q que satisfacen (9.18). Sip/q € A, entonces |ga—p| < 1/¢°. Entonces, usando
que ||z| — |y|| < |z — y|, tenemos que |p| < |ag|+1/¢°"*. De modo que para cada ¢ el conjunto
de numeradores posibles p tal que p/q € A es finito. Si suponemos que A es infinito, entonces
debemos tener infinitos denominadores ¢ en A, por lo que debe existir r/s € A, tal que s > c'/%,
es decir, s° > c¢. Pero entonces, como 7/s € A, se tiene

T - 1 1
‘&_g‘_ 52te <Q’

lo que contradice (9.17). Por lo tanto, A debe ser finito. O
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Teorema 8.13 Sea a = [ag, ...,an, 1,1,1,...]. Entonces, si c > /5, la desigualdad

< — (9.19)

se satisface sélo para un nimero finito de racionales p/q.

Demostracion. Sea o = [ag, ...,an,1,1,1,1,...], y sea ¢ > V5. Repetimos la demostracion que
hicimos del teorema 8.11. Tenemos que s,, = % para toda n > N. Soélo faltaria ver que
4 1+V5 .
— si n — oo.
qn—1 2

Del lema 9.8 tenemos que paran > N + 1

an

- [an) Qp—1, .- AN, AN—-1, -+, al] - [17 ]-) ceey ]-) AN, AN—-1y -+, al]
qn—1
(recordemos que a, = 1 para n > N). Como ¢,/q,—1 estd entre sus convergentes
[, an_1,..;ans2] = [1,1,..,1] v [an, an_1,...,ans1] = [1,1,...,1,1], y ambos tienden a 1+T‘/5
si n tiende a infinito, entonces
¢ 1+56 :
— si n — 0o.
qn—1 2
Ahora procedemos como hicimos en la demostracion del teorema 8.11. O
Teorema 8.17 Sea o« € R\ Q, o = [ag, ay, as, ...]. @ es mal aprozimable si y solo si existe
M € R tal que
la;| < M para toda 7 € N,
Demostracion. Sea o € RT\ Q, o = [ag, a1, as, ...] con convergentes ¢, = p,,/q,. Encontraremos
cotas tanto superior como inferior para
Pn 1
o — —| =
n 4n—1
q727, <Sn+1 + . )
Gn
en términos de los cocientes {a;} de a = [ag, a1, as, ...]. Como
Ap+1 < Sp+1 = [an+1, an+27m] < An+1 + ]_, (920)
Y q
0<2L <1 (9.21)
dn

(pues ¢,_1 < ¢,), entonces sumando (9.20) y (9.21) y multiplicando por ¢> obtenemos

n—1
Qian+1 S QZ (371—1—1 + Z > S qi(anﬂ + 2),

n
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de donde

1 - 1 - 1

qr%(an-I—l + 2) N qn—1 n qr%an-l—l7
@ | Spr1 +—
y por tanto
1 DPn 1
— < |la——| < 9.22
@2 (ang + 2) Gn| = QROni1 (9.22)

Supongamos que « es mal aproximable. Veremos que los cocientes de su fracciéon continua son
acotados. Como « es mal aproximable existe ¢ = ¢(«) tal que

! <
cq?

a—g‘ para todo P € Q.
q q

En particular, para los convergentes p, /g, de a se tiene que (usando 9.22)

1

J— 2 .
Qnan+1

Por lo tanto
(pt1 < C para toda n € N.

Ahora supongamos que existe M tal que
p1 < M para toda n € N.

Veremos que a es mal aproximable. De nuestra suposicion tenemos que

1 1
<
(M + 2) Cbn+1 + 2

para toda n € N,
asi que tomando ¢ = M + 2, de (9.22) resulta

— < <

1 1 Pn
Q ara toda n € N.
> @Z(angr +2) ~ ’ P

Esto cubre a todos los convergentes de «. Para afirmarlo para todo p/q € Q vemos que si
p/q € Q no es convergente de «, entonces del teorema 8.7 (de Legendre) y usando que 2¢* <
(M + 2)q* = cq?, se tiene que

1 1 P
— < 52 S o — —|.
cq®  2q q
Esto prueba que o es mal aproximable. O

Teorema 8.19 (Liouwville, 1884 [22] V§1)
Sea a un algebraico de grado d > 2. Entonces existe ¢ = c(a) > 0 tal que para todo racional
p/q se tiene que
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Demostracion. Sea « un algebraico de grado d > 2. Sea
P(2) = agr® + ag12" + -+ arx + ag

el polinomio que define a a (un polinomio irreducible de grado d con coeficientes primos relativos
y con ag > 0). Desarrollando su serie de Taylor alrededor de « tenemos que

P(x +§:x_a }:I_a ™ ().

n=1

Sea A ={|xr—a|| P(zx) =0, # a}. Si A # (), sea m el minimo de los elementos de A, y
sea r = min{m,1}. Si A = (), sea r = 1. Veremos primero qué sucede con los racionales p/q
tales que |a —p/q| < r, y luego veremos qué sucede para los que no es asi. Sea p/q € Q. Si
o — p/q| < r, evaluamos P en p/q :

P d (E_a)n Q—ozn
~)| = M/ p e 1 | pm
‘P (Cl)‘_ ; a1 S; —— [P ()] (9.23)
Dado que o — p/q| < r < 1, entonces
q q
por lo que
o)< p-fg e
v o-_P
4 q n=1 TL'
Llamamos
d n
1 -y [P (a)]
M _n=1 n!
Asi, tenemos que
p 1 p‘
PO <371 51 9.24
‘ (QN M q (9.24)

Notamos que M > 0, pues ya que el grado de P™ es menor que el de P, si P™(a) =
0 tendriamos un polinomio de grado menor que d del que « es raiz, contradiciendo que es
algebraico de grado d. Ahora, por como tomamos 7, tenemos que si | — p/q| < r se tiene que
P(p/q) # 0. Veremos que entonces |P(p/q)| > 1/q%.

d d-1
P(l—)>—adp + ag- 1pd1+---—|—a1£—|—ao.
q q q q
Factorizando 1/¢? tenemos

P 1 _ _
‘P (5)‘ = agp® + ag1p™ g+ -+ arpg”t + agg”
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Dado que p,qy a;, t =1,...,d son enteros y P(p/q) # 0, entonces
1 < |agp® + ag_1p™ g+ + aipg” " + aog?

1 ‘p (?2) ‘ | (9.25)

q q
De (9.24) y (9.25) tenemos que

1 1
=<l
q q M q
' M
_d< Oé—z—)‘
q q

Ahora, si | — p/q| > r, entonces |a — p/q| > r/q?. Tomamos entonces 0 < ¢ < min{M,r}, de
modo que

ot
q q
y concluimos la prueba. O
Proposicion 8.23 Sea a = [ag, ay,...] € R\ Q, con ¢, = p,/qn su convergente de orden n.
Si los cocientes pariales de |ag, aq, ...| satisfacen
|Gpia| > g ! para toda n > 0,
entonces « es trascendente.
Demostracion. Sea a = [ag,a1,...] € RY, con a,y1 > ¢*'. Como vimos en la prueba del
teorema 8.17, de (9.22) tenemos que
1
’oz _Bn < 5 .
QN Qna’n-l—l
De modo que, como 1/ |a, ;1| < 1/¢*!, entonces
1 1 1
‘a— s S - S ST s 1
G|~ Gront T G4 et

Asi, dada ¢ > 0 y d € N, siempre podemos tomar n suficientemente grande para que

‘a L < 1+1 < %.
dn n q
Por el teorema de Liouville, entonces « es trascendente. O

Proposicion 8.26 Sea a = [ag, ay,....] € R\ Q, ye > 0. Si |ay1| > ¢ para toda n € N,
entonces o es trascendente.
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Demostracion. Sea e > 0y sea a = [ag, ay,...] € RT\ Q con a,41 > ¢ para toda n € N, donde
Pn/Gn es el convergente ¢, de a. De (9.22) tenemos que

1
'a _Pn < 5 .
qn 4y 0nt1
Como 1/an+1 < 1/45, se tiene que
1 1 1
‘a—]ﬁ < - <5 - = 5T para toda n € N.
dn qn0n+1 dyn QZ n y

Entonces por el teorema de Roth « es trascendente. O
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Figura 9.13: SBVD: Primeros seis niveles del arbol dual de Stern-Brocot en forma vectorial.
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