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3.1. Teorema de Hironaka y modificación tórica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.2. Blow up . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64



vi

4. La estad́ıstica de redes neuronales Bayesianas 68
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5.1. Modificación tórica y curva de aprendizaje en una mezcla binomial . . . . . . . . . . 94

5.2. Blow up y un perceptrón de tres capas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
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Introducción.

Los objetivos del siguiente desarrollo son entender en que consiste la teoŕıa del apren-

dizaje singular propuesta por S. Watanabe en 2001; ref. [29], y su relación con la geometŕıa

algebraica, principalmente con la teoŕıa de resolución de singularidades, además proponemos

en el apéndice B de este trabajo una manera de resolucionar las singularidades en el espacio de

parámetros de diferentes redes neuronales Bayesianas a través del teorema 3.1.7 y el corolario

4.3.3 propuestos en el caṕıtulo 3 y 4 respectivamente; haciendo uso de las bases Hilbert caracte-

rizamos novedosamente diferentes ejemplos de redes neuronales Bayesianas con variedades tóricas

asociadas al espacio de parámetros de las mismas, reproduciendo los resultados obtenidos por S.

Watanabe, ref. [26], [28], [29]; clarificando estos ejemplos y proponiendo un método más sis-

temático y riguroso en la teoŕıa del aprendizaje para máquinas singulares; ref. [35].

El siguiente trabajo esta dividido en dos partes principalmente. El desarrollo de estas dos

partes tienen como objeto exponer de manera introductoria dos teoŕıas muy distintas en esencia

como es el caso de algunos métodos de resolución de singularidades desarrollados por los teóricos

de la geometŕıa algebraica, [13], [14], [15]; y otra los conceptos básicos de la teoŕıa estad́ıstica de

máquinas de aprendizaje bayesiano conocida también como redes neuronales bayesianas desarrolla-

da por los teóricos de la inteligencia artificial, [3], [4], [7], [28], [29], [30]; expondremos el problema

fundamental que estos últimos presentan y la relación con las técnicas expuestas en la primera parte.

La primera parte consiste de cuatro caṕıtulos enfocados principalmente al estudio de resolu-

ción de singularidades mediante la técnica de modificación tórica y blow up usual como consecuencia

de este método, en el primer caṕıtulo exponemos los fundamentos de la geometŕıa convexa com-

binatoria, propiedades y definiciones de conos y politopos, abanicos y la operación geométrica de

subdivisión estelar regular y el puente que vincula estos conceptos con el álgebra mediante el con-
1
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cepto de monoides, estos últimos conceptos de importancia para la construcción y entendimiento

geométrico de variedades tóricas y blow up tórico, [11], [13]. En el siguiente caṕıtulo, definimos

variedades tóricas afines y sus principales morfismos los cuales estarán definidos a partir de un con-

junto de conceptos como el anillo coordenado de polinomios de Laurent, en este anillo asociaremos

una familia particular de monomios definidos por medio de un conjunto de conos y politopos tam-

bién muy particulares a saber (politopos de Newton y conos poliédricos racionales) unido a estos

calcularemos los generadores mı́nimos de dichos objetos mediante la técnica de bases de Hilbert,

con dichas bases podremos construir y representar de manera expĺıcita ideales tóricos de variedades

toricas afines, [11], [14], [27].

En el caṕıtulo tres expondremos brevemente una introducción a variedades tóricas proyectivas y

también en breve calcularemos anillos coordenados mediante cartas afines del cubriente af́ın aso-

ciado a ciertos conjuntos proyectivos. Este hecho se basa también del cálculo de bases de Hilbert

de conos poliédricos racionales.

Finalmente en el último caṕıtulo de esta primera parte definimos formalmente una singularidad

desde el punto de vista de variedades tóricas y desarrollamos la técnica de modificación tórica

a partir del cálculo de bases de Hilbert de conos poliédricos racionales asociados al politopo de

Newton del polinomio a desingularizar. También definimos la técnica del blow up usual, como

ideal tórico de una variedad tórica af́ın en particular, [11], [16], [18].

A partir de los métodos explicados en la parte uno, estaremos equipados con la herramienta sufi-

ciente para tratar ciertas familias de polinomios que son de interés en la teoŕıa de redes neuronales

bayesianas, los cuales surgieron al ser estudiados por el profesor S. Watanabe del Instituto de Tec-

noloǵıa de Tokio al calcular que cuando una red neuronal bayesiana aprende a partir de un conjunto

de datos estad́ısticos ésta tendrá un error en el aprendizaje del modelo predicho por la misma y el

modelo verdadero del problema que se esta estudiando, este error es medido a través de una curva

de aprendizaje pero esta a su vez depende de que tanto distan el modelo predictivo y el modelo

verdadero esta distancia es una métrica llamada distancia Kullback o también es conocida como

entroṕıa de la información a través de esta métrica los teóricos de ciencias de la computación desa-
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rrollaron la llamada geometŕıa de la información, [30], [32], [33], dicha métrica esta representada

por polinomios los cuales no tienen singularidad para cierto tipo de redes neuronales pero en su

mayoŕıa se ha demostrado que casi todas la redes neuronales bayesianas son singulares, [39], y por

consecuencia es dif́ıcil el cálculo de curvas de aprendizaje lo cual hace muy dif́ıcil el entrenamien-

to de esta neuronas artificiales en diversos campos como la medicina, la industria del petróleo,

reconocimiento de patrones y modelos de aprendizaje bayesiano en general, [36]. Las técnicas de

modificación tórica y blow up serán aplicadas a estas familias de polinomios en particular; y como

consecunecia el cálculo de la curva de aprendizaje asociada a algunos ejemplos de interés, [40], [41],

[42].

A continuación el contexto de la parte dos es comentado resumidamente.

La segunda parte de nuestro trabajo consiste de dos caṕıtulos primordialmente, en el primero de-

finiremos los conceptos respecto que es una máquina estad́ıstica de aprendizaje bayesiano, en que

clasificación entran estas a partir del concepto de la matŕız de información de Fisher y su ı́ntima

relación cuando esta es singular a los conceptos de geometŕıa algebráica, [4], [7], [8], [32]. En la

siguiente sección veremos la estad́ıstica de redes neuronales bayesianas los pricipales conceptos que

estamos interesados en abordar y sus definiciones en términos de ecuaciones expĺıcitas que repre-

sentan estos temas, abordaremos concretamente los conceptos de distancia Kullback o entroṕıa

de la información la relación de esta expresión con cierta función zeta y la obtención del polo más

grande de esta expresión, la determinación del polo más grande es de utilidad para la obtención de

otra expresión que será el tema principal para la teoŕıa de redes neuronales bayesianas y se trata

de el cálculo de la generalización del error o curva de aprendizaje este último concepto se

formalizará en un teorema de central importancia y es de los de mayor relevancia en la estad́ıstica

de redes neuronales bayesianas a saber el teorema de curvas de aprendizaje o generalización

del error de Watanabe Sumio, [30], [32], [38].

En la última sección tratamos el tema denominado máquinas singulares donde a su vez las R.N.B,

entran también en este contexto de clasificación, y exponemos la importancia y la problemática que

generan las singularidades en este tipo de máquinas surgidas a partir del hecho de que la matŕız
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de Fisher es singular y aśı el buen desempeño del entrenamiento y aprendizaje de estos modelos de

inteligencia artificial se ve afectado, [33], [35], [41].

En el último caṕıtulo de nuestro trabajo nos concentramos en dar diversas aplicaciones de las

técnicas de geometŕıa algebraica a la familia de máquinas singulares como es el caso de R.N.B

espećıficamente al conjunto algebraico obtenido del determinante de la matŕız de Fisher la cual es

singular, se abordarán varios ejemplos expĺıcitos de interés y de reciente publicación de estos últimos

años como es el caso de un perceptron de tres capas y máquinas de aprendizaje no supervisado, [40],

[44], una vez desingularizado el conjunto algebraico que afecta este modelo se procede al cálculo de

su curva de aprendizaje para su implementación y entrenamiento para futuras aplicaciones en la

ingenieŕıa artificial, también se desingulariza una máquina de aprendizaje en un ejemplo más corto

mediante modificación tórica, [41], [42],[43].



Caṕıtulo 1

Preliminares de geometŕıa convexa

Comenzaremos definiendo los conceptos principales para el estudio de politopos convexos y

conos, algunas propiedades de interés aśı como su relación con teoŕıa de monoides mediante un con-

junto de proposiciones y teoremas para finalmente definir operaciones estelares regulares mediante

abanicos, las pruebas de lemas y teoremas que son probados en este caṕıtulos fueron tomados de,

ver referencias, [13] G. Ewald, [11] D. Cox, J. Little, H. Schenck (lema 1.1.3 y lema

1.2.2), las pruebas hechas en la definición 1.1.6, son hechas por el autor.

1.1. Politopos, conos y abanicos.

1.1.1 Definición. Decimos que α es una combinación convexa de α1...αr ∈ Rn si existen

λ1...λr ∈ R tal que

(1) α = α1λ1 + ...+ αrλr

(2) λ1 + ...+ λr = 1,

(3) λ1 ≥ 0, ......, λr ≥ 0.

Si la condición (3) es omitida, tenemos una combinación af́ın de α1...αr, y α, α1...αr, son
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llamados af́ınmente dependientes. Si α, α1, ..., αr no son af́ınmente dependientes, decimos que son

af́ınmente independientes.

1.1 Definición. El conjunto de todas las combinaciones convexas de elementos de un conjunto

M⊂ Rn es llamado envolvente convexa y denotamos

conv M.

en particular, conv∅ = ∅. Analogamente, el conjunto de todas la combinaciones afines de

elementos de M es llamado el envolvente af́ın aff M. Denotaremos lin M como el envolvente lineal

de M y es el espacio lineal mas pequeño que contiene a M.

Śı M = {α1.....αr} es un conjunto finito, decimos que P:= conv M es un politopo convexo o

simplemente un politopo.

1.1.2 Definición. Un cono poliédrico convexo en M es un conjunto de la forma

σ = Con(S) = {
∑

j=1,...,r λju : λj ∈ R+, u ∈ S} ⊆M ,

donde S ⊆ M es finito. Decimos que σ es generado por S. También definimos Con(∅)= 0, y de

aqúı en adelante llamaremos a σ solo como cono poliédrico.

Śı α1, ...., αr son af́ınmente independientes, decimos que

Conv{α1, ...., αr}

es un (r-1)-simplejo o simplemente un simplejo.

En el futuro denotamos el producto escalar usual de dos vectores en el espacio eucĺıdeo n-dimensional

de Rn como, 〈 , 〉 .

1.1.3 Definición. Sea m ∈ M , m 6= 0, y s ∈ R, el conjunto Hp := {p ∈ M : 〈p,m〉 = s} es

un hiperplano y los conjuntos H+
m := {p ∈M : 〈p,m〉 ≥ s} y H−m := {p ∈M : 〈p,m〉 ≤ s} son los

semi-espacios acotados por Hp. Si σ ⊂ H+
m cono poliédrico convexo y s= 0, decimos que σ tiene un
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ápice en 0 y Hp es el hiperplano soporte del cono σ.

1.1.4 Definición. Dado un cono poliédrico σ ⊆ N , su cono dual es definido

σ∨ = {m ∈ Rn : 〈m,u〉 ≥ 0 ∀ u ∈ σ}.

1.1.5 Definición. Decimos que τ es una cara del cono poliédrico σ si existe un hiperplano Hp tal

que τ = Hp ∩ σ para algún p ∈ σ∨ y lo escribimos como τ � σ . Usando p = 0 muestra que σ es

una cara de śı mismo, σ � σ i.e., (σ = H0 ∩ σ). Las caras τ 6= σ son llamadas caras propias y

decimos τ ≺ σ.

Las caras de un cono poliédrico tienen las siguientes propiedades claras.

Lema 1.1.1. Sea σ un cono poliédrico, entonces:

(a) Toda cara de σ es un cono poliédrico.

(b) Una intersección de dos caras de σ es de nuevo una cara de σ.

(c) Una cara de una cara de σ es de nuevo una de σ.

Lema 1.1.2. Sea τ una cara de un cono poliédrico σ. Śı v, w ∈ σ y v+w ∈ τ , entonces v, w ∈ τ .

Observaciones: Una careta de σ es una cara τ de codimensión 1 i.e., dimτ = dimσ − 1. Un

vértice es una cara de dimensión cero y una arista de σ es una cara de dimensión 1.

1.1.6 Definición. Decimos que un cono poliédrico σ ⊂ M es fuertemente convexo si satisface

los enunciados equivalentes siguientes:

(a) {0} es una cara de σ.

(b) σ ∩ −σ = {0}.

(c) dimσ∨ = n donde n es la dimensión del espacio real n−dimensional real tal que M ⊂ Rn.

Demostración. (a)⇒(b). Si 0 � σ, entonces existe un hiperplano Hp con p ∈ σ∨ tal que {0} =

Hp ∩ σ, en particular para el hiperplano soporte cero vector tenemos que; {0} = H0 ∩ σ donde



8

H0 = {0} con 0 ∈ Rn, es claro que, −0 ∈ −σ, de donde se sigue {0} = H0 ∩ −σ y obtenemos la

siguiente relación de conjuntos, H0 ∩ σ ∩ −σ = {0} escrito de otra manera, {0} ∩ σ ∩ −σ = {0} lo

cual implica que, σ ∩ −σ = {0} de donde se sigue el resultado; q.e.d.

(b)⇒(a). Si σ∩−σ = {0}, nuevamente elejimos el hiperplano soporte H0 tal que H0∩σ∩−σ = {0},

esto implica que, H0 ∩ σ = {0} y H0 ∩ −σ = {0}; entonces conlcuimos que 0 � σ y también como

consecuencia 0 � −σ, q.e.d.

(b)⇒(c). Sean Hi hiperplanos soporte de σ con i = 1, ..., n, y sean {bi} sus rayos generadores de

cada hiperplano y elegimos p ∈ σ ∩−σ = {0} de modo que siempre podemos escribir este elemento

como la siguiente combinación convexa
∑

i λibi donde λi ∈ R+ por definición, de la relaciones

anteriores obtenemos la siguiente igualdad
∑

i λibi = −
∑

i λibi = 0 siendo que bi 6= 0 ∈ Rn ∀i, esto

implica que λi = 0,∀i; y muestra que el conjunto {bi} es l.i.

Puesto que Hi son hiperplanos soporte de σ, entonces tenemos 〈σ, bi〉 ≥ 0, donde ∀p ∈ σ y ∀i,

esto es igual a 〈p, bi〉 ≥ 0 y también implica que p ∈ σ∨; aśı el conjunto {bi} genera σ∨; por tanto,

dimσ∨ = n, q.e.d.

(c)⇒(b). Sea dimσ∨ = n, y {bi} el conjunto generador que expande σ∨, para todo generador

tenemos que 〈bi, σ〉 ≥ 0 ⇒ 〈bi,−σ〉 ≤ 0 ∀p ∈ σ; de donde conseguimos la siguiente relación,

〈bi, σ〉 = 〈bi,−σ〉 = 0, ∀p ∈ σ y esto implica que; 〈bi, p〉 = 〈bi,−p〉 = 0 ⇒ p = 0 ∈ Rn aśı {p} =

σ ∩ −σ; aśı concluimos la prueba, q.e.d.

1.1.7 Definición. Definimos el complemento ortogonal y la cara dual de τ � σ del siguiente

modo:

τ⊥ = {m ∈M : 〈m,u〉 = 0∀u ∈ τ},

τ∨ = {m ∈ σ∨ : 〈m,u〉 = 0∀u ∈ τ},

=σ∨ ∩ τ⊥

1.1.8 Definición. Sea σ ⊆ M un cono poliédrico contenido en Rn definimos el subespacio

más pequeño que contiene a σ. También definimos el interior relativo de σ, denotado por Relint(σ),
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como Relint(σ) := σ∨ \ σ⊥.

Si m ∈ σ∨, entonces también se tiene que.

m ∈ Relint(τ∨)⇐⇒ τ = Hm ∩ σ.

Lema 1.1.3. (Lema de separación). Sea σ1 y σ2 conos poliédricos en M que se intersectan

a lo largo de una cara común digamos τ = σ1 ∩ σ2. Entonces

τ = σ1 ∩Hm = σ2 ∩Hm,

para cualquier m ∈ Relintσ∨1 ∩ (−σ2)∨.

Demostración. Definimos para los siguientes conos poliédricos σ1, σ2 ⊆M, σ1−σ2 = {a− b : a ∈

σ1, b ∈ σ2}. Un resultado estándar de teoŕıa de conos nos dice que:

σ∨1 ∩ (−σ2)∨ = (σ1 − σ2)∨.

Ahora fijamos un m ∈ Relint(σ∨1 ∩(−σ2)∨). También probaremos en lema 2.1.1.2 (bases de Hilbert)

que σ∩ (−σ) es la menor cara de un cono respecto la relación de orden � definida en este caṕıtulo;

y afirmamos que si m ∈ Relint(σ) entonces la menor cara bajo dicha relación es Hm ∩ σ.

Prueba de la afirmación. Sea m ∈ Relint(σ) entonces por definición tenemos 〈m,u〉 > 0 ∀u ∈

σ∨/σ⊥. Y sea W = σ ∩ (−σ) la menor de las caras del cono σ y supongamos que W 6= ∅ entonces

existe un hiperplano Hm que se intersecta con ella, aśı obtenemos que: W = Hm ∩ (σ ∩ (−σ)) =

(Hm∩σ)∩(Hm∩(−σ)); siendo que 〈m,u〉 > 0∀u ∈ σ∨/σ⊥ i.e, 〈m,u〉 6= 0 aśı m 6∈ Hm y m 6∈ (−σ)

por tanto Hm ∩ (−σ) = ∅ y como W 6= ∅, solo queda que la menor cara pueda escribirse como

W = Hm ∩ σ, con esto probamos la afirmación.

Ahora de acuerdo a los hechos anteriores, tomamos m ∈ Relint(σ∨1 ∩ (−σ∨2 )) aplicamos nuestros

resultados en el cono poliédrico (σ1−σ2) ⊆M donde la menor cara esta dada por, (σ1−σ2)∩(σ2−σ1),

i.e;

Hm ∩ (σ1 − σ2) = (σ1 − σ2) ∩ (σ2 − σ1).
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Mostremos que τ − τ = (σ1 − σ2) ∩ (σ2 − σ1), una inclusión es clara siendo que por hipótesis

τ = σ1∩σ2. Para la otra inclusión, elegimos u ∈ (σ1−σ2)∩ (σ2−σ1) y lo escribimos de la siguiente

manera;

u = a1 − a2 = b2 − b1, a1, b1 ∈ σ1, a2, b2 ∈ σ2.

Entonces a1 +b1 = a2 +b2 implica que este elemento pertenece a τ = σ1∩σ2. Siendo que a1, b1 ∈ σ1,

tenemos que a1, b1 ∈ τ por el lema 1.1.2, y a2, b2 ∈ τ se sigue de manera similar. Y de ese modo

u = a1 − a2 ∈ τ − τ , como queŕıamos.

Concluimos que Hm ∩ (σ1 − σ2) = τ − τ . Intersectando con σ1, obtenemos

Hm ∩ σ1 = (τ − τ) ∩ σ1 = τ ,

donde en la última igualdad usamos nuevamente el lema 1.1.2. Repitiendo el procedimiento anterior

pero ahora intersectamos con −σ2, obtenemos de manera análoga,

Hm ∩ (−σ2) = (τ − τ) ∩ (−σ2) = τ ,

se sigue que Hm ∩ σ2 = τ , y con esto probamos el resultado, q.e.d.

1.1.9 Definición. Decimos que σ ⊆M es un cono reticular si se cumple (a).

(a) Los vectores α ∈ Zn ⊂ Rn serán llamados vectores reticulares y si σ = Con(α1, ..., αr)

con α1, ..., αr vectores reticulares entonces llamamos a σ un cono reticular. Similarmente sea

Conv(α1, ..., αr) y será llamado un politopo reticular si los vectores α1, ..., αr son vectores reti-

culares.

(b) Un vector reticular es primitivo o simple si sus coordenadas son primos relativos a pares. Si

σ = Con(α1, ..., αk) donde α1, ..., αk son vectores reticulares primitivos, decimos que σ es un cono

regular.

(c) También decimos que un cono σ = Con(α1, ..., αr) es simple o cono simplejo, si los vectores

α1, ..., αr son linealmente independientes, y se dice que σ es simplicial si cada cara propia de σ es

un cono simplejo.
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Nota: Si σ = Con(α1, ...., αk) es cono regular, como sabemos también es cierto que los ele-

mentos α1, ...., αk son primitivos, y además existen vectores primitivos αk+1, ...., αn ∈ Zn tales que,

det(α1, ...., αn) = ±1.

Teorema 1.1.1. Sea σ un cono n-dimensional en Rn con ápice 0, sean b1, ...., br las normales in-

ternas de las caretas de σ. Entonces

σ∨ = Con(b1, ...., br).

Demostración. Cada hiperplano soporte de σ por definición es Hi := {α : 〈α, bi〉 = 0}

de ah́ı se sigue que; 〈σ, bi〉 ≥ 0. Esto implica σ∨ ⊃ Con(b1, ...., br). Si 〈α, σ〉 ≥ 0, pero α no

pertence Con(b1, ...., br) := σ
′
, entonces , ah́ı existe una cara Con(b1, ...., br) de σ

′
y bi0 , tal que

α = −λ0bi0 + ..... + λsbis , con λ0, ...., λs positivos, y un ak tal que 〈 bij , ak〉 = 0 para j = 1, ...., s

pero 〈bij , ak〉 > 0. Ahora, 〈bij , ak〉 = −α〈bi0 , ak〉 < 0, lo cual es una contradicción q.e.d.

Lema 1.1.4.. Sean σ y σi conos en Rn.

(a) Si dim σ = n y σ tiene 0 como ápice, entonces dim σ∨ = n y σ∨ tiene 0 como ápice.

(b) cospanσ∨ = σ⊥.

(c) σ tiene 0 como ápice ⇐⇒ dim σ∨ = n.

(d) (σ1 + σ2)∨ = (σ1)∨ ∩ (σ2)∨.

(e) (σ1 ∩ σ2)∨ = (σ1)∨ + (σ2)∨.

(f) (σ∨)∨ = σ.

Demostración.

(d), (e) y (f) se siguen de la definición de conos duales.

(c) Sea σ 6= 0 con un ápice. Entonces, hay un hiperplano Hp con Hp ∩ σ = 0 y H+
p ⊃ σ. Sea

b ∈ σ un generador del rayo (H+
p )∨. En una vecindad suficientemente pequeña de b, encontramos
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vectores l.i b1, ..., br tal que, para Hpi = {α : 〈α, bi〉 = 0}. Tenemos también que σ ∩ Hpi = 0 y

σ ⊂ (Hpi)
+, i = 1, ..., n ( de otra manera Hp ∩ σ 6= 0 debeŕıa seguirse de que σ es un conjunto

cerrado). Claramente, bi ∈ σ∨, y , por tanto, Con(b1, ..., bn) ⊂ σ∨ implica que σ∨ debe ser n-

dimensional.

El regreso es análogo.

(a) Sea u ∈ int(σ). Entonces, para las caretas normales b1, ..., br como en el teorema 1.1.1,

〈u, bi〉 > 0, para i = 1, ..., r.

Aśı, para H
′
u := {α : 〈u, α〉 = 0}, por teorema 1.1.1, obtenemos,

H
′
u ∩ σ∨ = {0}.

(b) Nosotros obtenemos las siguientes afirmaciones equivalentes que prueban esta última parte:

b1. α ∈ cospanσ∨ = σ∨ ∩ (−σ∨).

b2. ⇐⇒ 〈α, σ〉 ≥ 0 y 〈−α, σ〉 ≤ 0.

b3. ⇐⇒ 〈α, σ〉 = 0.

b4. ⇐⇒ α ∈ σ⊥. q.e.d.

Lema 1.1.5. Sea τ una cara de σ y sea m ∈ Relint(τ⊥ ∩ σ∨) \ {0}. Entonces,

τ∨ = σ∨ + λ(−m), ∀ λ ∈ R+.

Demostración. Si nosotros podemos demostrar las siguientes inclusiones

τ ⊂ σ ∩m⊥ ⊂ σ ∩ (−m)∨

son igualdades, entonces la afirmación se sigue inmediatamente del inciso (e) del resultado anterior.

Para α ∈ σ ∩ (−m)∨, sabemos que 〈α,m〉 6 0, mientras m ∈ σ∨ significa que 〈α,m〉 > 0; aśı,

σ ∩ (m)⊥ = σ ∩ (−m)∨. Para τ ⊃ σ ∩ (m)⊥ es suficiente verificar lo siguiente:
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Si v ∈ σ \ τ =⇒ 〈m, v〉 6= 0.

Obviamente podemos asumir que v 6= −m esta sobre el plano generado por 0, v,y m,asumimos que

n = 2. Entonces, linτ = m⊥ y v no pertenece a linτ , aśı, 〈v,m〉 6= 0, q.e.d.

1.2. Ret́ıculas y monoides

1.2.1 Definición. En este trabajo una ret́ıcula es un grupo abeliano libre de rango finito.

Aśı una ret́ıcula de rango n es isomorfo a Zn.

1.2.2 Definición. Sean M y N dos ret́ıculas, y en los cuales definimos el siguiente homomorfis-

mo de ret́ıculas de la siguiente manera mediante el producto interno usual de Rn, <,> : M×N−→ Z,

identificamos a N con HomZ(M,Z), y decimos que N es la ret́ıcula dual de la ret́ıcula M, y de

la misma manera para M si este es identificado con HomZ(N,Z), y escribimos en cualquiera de los

casos N = M∨.

1.2.3 Definición. Sean M y N ret́ıculas duales, y asociamos a ellos espacios vectoriales respecti-

vamente de la siguiente manera, MR =M⊗ZR y NR =N⊗ZR sea σ = Con(S) ⊆ MR, para algún

conjunto S ⊆ M , decimos entonces que σ es un cono poliédrico racional.

Nota: Es fácil ver que todo cono reticular σ es un cono poliédrico racional.

1.2.4 Definición. Un semi-grupo, es un conjunto no vaćıo S con una operación asociativa,

+ : S×S−→ S.

Un semi-grupo es llamado un monoide si a esta operación exigimos que sea conmutativa y existe

un neutro, i.e, un elemento 0 ∈ S donde el cual

s+ 0 = s, ∀s ∈ S,
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y este satisface una ley de cancelación

s+ x = t+ x =⇒ s = t,∀s, t, x ∈ S.

Lema 1.2.1. Si σ es un cono en Rn, entonces, σ∩ Zn es un monoide.

Demostración. De la definición de un cono σ, x+ y esta en σ si x, y ∈ σ, en particular x+ y ∈ σ∩

Zn si x, y ∈ σ∩ Zn. El vector cero es el cero del monoide, q.e.d.

1.2.5 Definición. Un monoide se dice finitamente generado si existen a1, ..., ar ∈S, llamados

generadores, tal que

S=Z>0 a1 + ....+ Z>0 ar.

Un sistema de generadores es llamado mı́nimo si ni uno de sus elementos es generado por los otros.

Lema 1.2.2(Lema de Gordan). Si σ es un cono reticular en Rn, entonces, el monoide σ∩ Zn es

finitamente generado.

Demostración. Siendo que σ es un cono poliédrico racional, σ = Con(T ) para un conjunto finito

T ⊆ M . Entonces K = {
∑

m∈T δmm : 0 ≤ δm < 1} es una región acotada de MR w Rn, asi que

K ∩M es finito y aśı M w Zn. Note que T ∪ (K ∩M) ⊆ σ∩ Zn.

Afirmamos que T ∪ (K ∩M) genera σ∩ Zn como un semi-grupo. Para probar esto, tomamos

w ∈ σ∩ Zn y escribimos w =
∑

m∈T λmm donde λm > 0. Entonces λm = xλmy+ δm con xλmy ∈ N

y 0 6 δm < 1, asi que

w =
∑

m∈T xλmym+
∑

m∈T δmm.

El segundo sumando esta en K ∩M (recordemos que w ∈M). Se sigue que w es una combinación

entera no negativa de elementos de T ∪ (K ∩M) q.e.d.
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Lema 1.2.3. Si σ tiene un ápice, entonces, el monoide σ∩ Zn tiene (salvo renumeración) precisa-

mente un sistema mı́nimo de generadores. ver ref[23].

1.2.6 Definición. Un monoide es llamado saturado si α∗x ∈ S para α ∈ Z>0 y x ∈ G(S) implica

que x ∈ S.

Donde G(S) es un grupo que tiene por generadores a a1, ..., ak los cuales a su vez son generadores

del monoide S.

Lema 1.2.4. Para todo cono σ, el monoide σ∩ Zn es saturado.

Demostración. De la definición misma de σ∩ Zn se sigue el resultado q.e.d.

1.3. Subdivisión estelar, operación estelar regular

1.3.1 Definición. Sea P
′

un politopo o un cono k-dimensional y {(Pi)
′} el conjunto de

todas sus caras propias e impropias, y sea ϕ : P
′ −→ ϕ(P

′
) ⊂ Rn un homeomorfismo. Entonces

P = ϕ(P
′
) es llamado una k-celda en Rn y son caras de ϕ((Pi)

′
) si ϕ = id donde id es el homeo-

morfismo identidad que mapea el politopo de dimensión k de manera idéntica como un subconjunto

del espacio eucĺıdeo real n dimensional, entonces las celdas P son llamadas celdas rectas y todos

los conos siempre son elegidos de esta manera.

1.3.2 Definición. Un conjunto finito C de celdas de un espacio euclidiano es llamado complejo de

celdas si las siguientes condiciones son satisfechas:

(a) Si F ∈ C y F0 es una cara de F , entonces F0 ∈ C.

(b) Si F, F
′ ∈ C, entonces F ∩ F ′ es una cara común de F y F

′
.

1.3.3 Definición. Sea C un complejo de celdas, F ∈ C.

(a) Definimos st(F,C) := {F ′ ∈ C : F ⊂ F ′} y es llamado la estrella de F en C.

(b) Y clst(F,C) := {F ′′ ∈ C : F
′′ ⊂ F ′ ∈ st(F,C)} se dice que este conjunto es la estrella cerrada

de F en C.

(c) link(F,C) := {F ′ ∈ clst(F,C) : F
′ ∩ F} = {0} si C consiste de conos o

(d) link(F,C) := {F ′ ∈ clst(F,C) : F
′ ∩ F} = ∅ si C no consiste de conos y es llamado link de F

en C en ambos casos ver fig 1.1.
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1.3.4 Definición. Sean σ y σ
′

dos conos con ápice 0, tal que lin(σ)∩ lin(σ
′
) = {0}. Entonces

nosotros llamamos

σ ∗ σ′ = Con(σ ∪ σ′)

la union de σ y σ
′
.

Estas operaciones son de especial interés en geometŕıa algebraica en la definición tórica de blowing

up y blowing down que serán abordadas en el caṕıtulo 3.

1.3.4 Definición. Sea C un complejo de celdas, σ ∈ C, σ 6= ∅. Para un punto p ∈ Relint(σ),

llamamos la transición

C −→ (C \ st(σ,C) ∪ p ∗ (clst(F,C) \ st(σ,C)) =: s(p, σ)C

una subdivisión estelar (o subdivisión elemental) de C en dirección de p. La operación in-

versa s−1(p;σ) definida por s−1(p;σ)(s(p;σ)C) = C que es la subdivisión estelar inversa.

En palabras mas simples, lanzamos al exterior de una cara la estrella de una cara F y unimos un

punto del interior relativo de F a la frontera de la estrella. El resultado es la subdivisión estelar,

ver fig. 1.2 y fig.1.3.

1.3.5 Definición. Sea P ⊆ MR un politopo reticular y sea
∑

F el siguiente conjunto de conos∑
F = {σF |F � P }, de tal manera que si este conjunto cumple las siguientes propiedades,

(a) ∀σF ∈
∑

F , toda cara de σF es también una cara de
∑

F .

(b) La intersección de cualquiera dos conos σF ∩ σF ′ en
∑

F es una cara común de cada uno de

ellos.

Entonces decimos que el conjunto de conos
∑

F , es un abanico.

1.3.6 Definición. Un abanico es llamado regular si todos sus conos son conos simplejos

regulares y simplemente los denotaremos como
∑

en el transcurso de este trabajo.
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1.3.7 Definición. Sean
∑

y
∑′

abanicos en Rn, y L : Rn −→ Rn un mapeo lineal tal que, para

cada σ
′ ∈

∑′
, existe un σ ∈

∑
que satisface L(σ

′ ∩ Zn) ⊂ σ ∩ Zn. Entonces, decimos que L es

también un morfismo de abanicos

L :
∑′
−→

∑
.

1.3.8 Definición. Una subdivisión estelar s(ρ, σ) (en dirección de p donde ρ = R≥0p) es llamada

regular si esta preserva regularidad. También escribimos s(p, σ) = s(ρ, σ). Su operación inversa,

también llamada regular.

1.3.1 Teorema. Sea P ⊆ MR un politopo reticular y
∑

un como regular asociado a P , elejimos

σ ∈
∑
, σ = Con(α1, ..., αk) con α1, ..., αk simples, y sea ρ = λp, ∀λ ∈ R+, p simple, s(ρ, σ) es una

subdivisión estelar regular ⇐⇒

(∗) p = α1 + .....+ αk.

Demostración. Sea σ una cara de un cono regular n-dimensional σ′ (donde σ′ no necesariamente

está en
∑

). De donde conseguimos

σ′1 = Con(α1, .., αk, αk+1, .., αn)

tal que el det(σ′) = ±1. De esa manera s(ρ;σ) se descompone en conos n-dimensionales,

σ′1 = Con(p, α2, .., αk, αk+1, .., αn), ..., σ′k

= Con(α1, ..., αk−1, p, αk+1, .., αn).

Si (1) es cierto, obtenemos
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det(σ′i) = det(α1, .., αi−1, α1 + ...+ αk, αi+1, .., αn)

= det(σ′) = ±1, i = 1, ..., k.

Aśı, todos los nuevos conos que se construyen son de nuevo regulares.

Para probar la suficiencia, sean σ′1, ..., σ
′
k conos regulares, y sea

p = λ1α1 + ...+ λkαk, λ1 > 0, ..., λk > 0.

Entonces

det(α1, ..., αi−1, λ1α1 + ...+ λkαk, αi+1, .., αn) = λidet(σ
′) = ±λi = ±1

Siendo que λi > 0, esto implica que λi = 1, i = 1, ..., k, p = α1 + ... + αk es simple, puesto que de

otra manera, para p = rq, r > 1, q ∈ Zn, tendŕıamos

±1 = det(rq − α2 − ...− αk, α2, ..., αn) = rdet(q, α2, ..., αn) = rs,

para s ∈ Z, lo cual es una contradicción de acuerdo a nuestra última igualdad. Por tanto (1) es

cierto q.e.d.

Acabamos de revisar dos definiciones de manera muy combinatoria que para el último caṕıtulo

serán de interés particular, estas definiciones nos darán una intuición geométrica en la construcción

de blow up tórico, pero a su vez daremos la mismas definiciones pero en la terminoloǵıa de conos

y abanicos y es la que oficialmente estaremos usando en el transcurso de este trabajo.

1.3.9 Definición.(Estrella) Sea
∑

0 un abanico que pertenece a una ret́ıcula N , y σ0 cono reticular

de
∑

0. Definimos la estrella de σ0 en
∑

0 como

st
∑

0(σ0) := {σ ∈
∑

0 : σ0 � σ}.

1.3.10 Definición.(Subdivisión estelar). Sea p un vector reticular primitivo (con coordenadas

primos relativos). Decimos que un abanico
∑

1 es una subdivisión estelar de
∑

0 en dirección del

vector reticular p si este abanico se puede ver como el siguiente conjunto.
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∑
1 := (

∑
0 \st∑0

(σ0)) ∪ {τ + Con(p) : τ � σ ∈ st∑
0
(σ0)}.

Lema 1.2.5. Sea σ = Con(α1, ..., αk), k > 1 un cono regular, y sea σ una cara de un cono

regular n-dimensional σ′ = Con(α1, ..., αk, αk+1, ..., αn), y sea p = α1 + .... + αk. Entonces para

σi = Con(α1, ..., αi−1, p, αi+1, .., αk, ..., αn), i ∈ {1, ..., k}, ponemos σ
′∨ = Con(y1, ..., yk, .., yn) y

σ∨i = Con(y′1, ..., y
′
i−1, y

′
i, y
′
i+1, .., y

′
k, .., y

′
n) tal que;

(∗) − yi + yj = y′j , j = 1, ..., i− 1, i+ 1, ..., k.

Demostración. Hacemos los generadores αi = ei, i = 1, ..., n. Entonces, σ∨i tiene como genera-

dores los hiperplanos soporte, y′1 = e1 − ei, ..., y′i−1 = ei−1 − ei, yi = ei, y
′
i+1 = ei+1 − ei, ..., y′k =

ek − ei, yk+1 = ek+1, ..., yn = en. Ahora mediante una transformación unimodular conseguimos las

relaciones (*), q.e.d.

Figura 1.1: Link de la cara F en un politopo C; ref. [13].

Figura 1.2: Subdivisión estelar regular; ref. [13].
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Figura 1.3: Subdivisión estelar regular en un cubo; ref. [13].



Caṕıtulo 2

Variedades tóricas afines

En este caṕıtulo una vez desarrollada toda la herramienta necesaria que será de gran impor-

tancia junto con los conceptos de geometŕıa algebraica para el fundamento teórico y desarrollo de

variedades tóricas, con el objetivo de fundamentar y desarrollar la técnica de modificación tórica

como método de resolución de singularidades, también exponemos el blow up usual, con la finalidad

de justificar su aplicaciones en el desarrollo de la parte 2, todas las definiciones, teoremas y lemas

de este caṕıtulo incluyendo su demostraciones fueron tomadas de los siguientes autores; [13] G.

Ewald, [27] B. Sturmfels, [11] D. Cox, J. Little, H. Schenck, a excepción de las pruebas de

las afirmaciones que fueron dejadas por estos autores, fueron probadas por el autor de este trabajo

aśı como del lema 2.1.1.1, lema 2.2.1 y la primera parte del teorema 2.4.1.

2.1. Toro algebraico y morfismos asociados

El Toro. La variedad af́ın (C∗)n es un grupo bajo la multiplicación compleja coordenada

a coordenada. Un toro T es una variedad af́ın isomorfa a (C∗)n. A continuación revisamos este

hecho de la siguiente manera.

Sea R = C[ζ1, ...., ζ2n] el anillo de polinomios complejos en 2n variables, n ≥ 1. Entonces,

a:= R(ζ1ζn+1 − 1) + ....+R(ζnζ2n − 1),

es un ideal en R. Para zi := ζi+a∈ R/a, i = 1, ..., 2n. Aśı tenemos que (y donde escribimos 1

simplemente en vez de [1] ∈ R/a)
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zj ∗ zn+j = 1,

donde ∗ denota la multiplicación usual en el campo de los números complejos C y en lo siguiente

solo escribimos el productos de dos de ellos como, zjzn+j . Y aśı (zj)
−1 = zn+j para j = 1, ..., n.

De este hecho el conjunto de ecuaciones

ζiζn+i = 1, i = 1, ..., n.

definen la variedad af́ın V (ζ1ζn+1−1, ..., ζnζ2n−1). Para n = 1 obtenemos una hipérbola compleja.

Ahora sea T el conjunto de puntos

T := {(z1, ...., zn) ∈ Cn : zi 6= 0, i = 1, ...., n} = (C \ {0})n,

afirmamos que este conjunto es isomorfo a V (ζ1ζn+1−1, ..., ζnζ2n−1), bajo la proyección C2n −→ Cn

mas expĺıcitamente la proyección restringida PT : V (ζ1ζn+1 − 1, ..., ζnζ2n − 1) −→T y morfismo

inverso definido por

(PT )−1 : (z1, ...., zn) −→ (z1, ..., zn, (z1)−1, ...., (zn)−1)

lo cual muestra que cada uno son morfismos inversos uno del otro q.e.d. Como consecuencia de

este hecho tenemos la siguiente definición.

2.1.1 Definición. El conjunto T:= (C \ {0})n =: (C∗)n es llamado el n-toro algebraico com-

plejo.

Ahora estudiaremos dos morfismos de interés asociados al toro T, a saber son su carácter y sub-

grupos uniparamétricos. Los discutimos brevemente.

2.1.2 Definición. Un carácter de un toro T es un homomorfismo de grupos χ : T −→ C∗. Por

ejemplo, m = (a1, ..., an) ∈ Zn da un carácter χ : (C∗)n −→ C∗ definido por

χm(t1, ..., tn) = (t1)a1 ∗ ... ∗ (tn)an

Uno puede mostrar que todos los caracteres de (C∗)n son de esta manera. Aśı los caracteres de

(C∗)n forman un grupo isomorfo a Zn.



23

Es importante decir que dada la ret́ıcula M y m ∈M , de ésta ret́ıcula podemos conseguir el carácter

χm : T −→ C∗.

2.1.3 Definición. Un subgrupo uniparamétrico de un toro T es un homomorfismo de grupos

λ : C∗ −→ T . Por ejemplo, u = (b1, ...., bn) ∈ Zn produce un subgrupo uniparamétrico λu : C∗ −→

(C∗)n definido por

λu(t) = (tb1 , ...., tbn).

todos los subgrupos uniparamétricos de (C∗)n se producen de esta manera. Se sigue que el grupo

de subgrupos uniparamétricos de (C∗)n es isomorfo a Zn. Para un toro T, los subgrupos unipa-

ramétricos forman un grupo abeliano libre N de rango igual a la dimensión de T. Como con el

grupo de caracteres, un elemento u ∈ N produce un subgrupo uniparamétrico λu : C∗ −→ T .

Hay un apareamiento bilineal 〈, 〉 : M ×N −→ Z definido como sigue.

(a) (Intŕınseco). Dado un caracter χm y un subgrupo uniparamétrico λu, la composición χm ◦ λu :

C∗ −→ C∗ es carácter de C∗, que está dado por t 7−→ tl para algún l ∈ Z. Entonces 〈m,u〉 = l.

(b) (Concreto). Si T = (C∗)n con m = (a1, ..., an) ∈ Zn, u = (b1, ...., bn) ∈ Zn, entonces uno calcula

〈m,u〉 =
∑

i=1,..,n aibi, i.e., el apareamiento es el producto punto usual.

Se sigue que los caracteres y subgrupos uniparamétricos de un toro T forman grupos abelianos

libres de rangos finitos. En términos de producto tensorial, uno obtiene un isomorfismo canónico

N
⊗
ZC∗ w T v́ıa u 7−→ λu(t). Aśı a veces es costumbre escribir un toro como TN .

Desde este punto de vista, elegir un isomorfismo TN w (C∗)n induce bases duales de M y N, i.e.,

isomorfismos M w Zn y N w Zn.

2.1.1. Bases de Hilbert

Ahora fijemos una ret́ıcula N w Zn y su ret́ıcula dual M = N∨. Sea σ un cono reticular

correspondiente al espacio vectorial NQ w Qn y sea σ∨ su cono dual el cual es n-dimensional en

el espacio vectorial dual y denotemos el monoide σ∨ ∩M por Sσ el cual es finitamente generado

(Lema de Gordan).
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2.1.1.1 Lema. (Bases de Hilbert). El cono σ ⊆ N es n-dimensional śı y solo śı su cono dual

σ∨ ⊆M es fuertemente convexo. En este caso el monoide Sσ tiene un único conjunto finito mı́nimo

de generadores H ⊆M ' Zd y estos son irrreducibles.

Demostración. La necesidad y suficiencia fueron probados en el lema 1.1.4 y la definición 1.1.6.

Para probar la existencia del conjunto H tenemos por hipótesis que el cono σ∨ es fuertemente

convexo, i.e., σ∨ ∩ (−σ∨) = {0}, intersectando con M en ambos lados de la igualdad, se sigue que,

Sσ ∩ (−Sσ) = {0}; a continuación demostramos que bajo el orden parcial � el cono Sσ tiene a

Sσ ∩ (−Sσ) como la menor cara. Sea τ = Sσ ∩ (−Sσ) y afirmamos que τ es una cara de Sσ ya que

Sσ es cara de śı misma y −Sσ también lo es, del lema 1.1.1, la intersección de dos caras es una cara

de igual manera. Ahora mostremos que esta es la menor y es única.

Del lema de saparación 1.1.3; existe un hiperplano Hm con m ∈ Relint(S∨σ ∩ (−Sσ)∨) tal que,

Sσ ∩ (−Sσ) = τ = Hm ∩ Sσ = Hm ∩ (−Sσ).

Ahora suponemos que τ
′

es cara de Sσ y suponemos que es menor cara que τ , i.e., τ
′ � τ =

Sσ ∩ (−Sσ), esto implica que existe un hiperplano Hm con m ∈M , tal que,

τ
′

= Hm ∩ (Sσ ∩ (−Sσ)) = (Hm ∩ Sσ) ∩ (Hm ∩ (−Sσ)) = τ ∩ τ = τ .

Y de aqúı conseguimos el resultado; y ahora por el lema de Gordan 1.2.2 τ � Sσ es finitamente

generado y este conjunto es mı́nimo por el resultado anterior; solo nos resta mostrar que estos

generadores son irreducibles.

Supogamos que m ∈ τ no es irreducible. Entonces m = m1 +m2 donde m1 y m2 son elementos no

cero de Sσ y tomemos u ∈ σ ∩ (N \ {0}). Se sigue que

〈m,u〉 = 〈m1, u〉+ 〈m2, u〉

con 〈m1, u〉, 〈m2, u〉 ∈ N \ {0}, tal que

〈m1, u〉 < 〈m,u〉 y 〈m2, u〉 < 〈m,u〉.

Usando inducción sobre el elemento 〈m,u〉, concluimos que todo elemento de Sσ es una suma de

elementos irreducibles, denotemos por H a este conjunto de elementos tal que generan a Sσ. Y con
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ello concluimos la prueba, q.e.d..

El conjunto mı́nimo de generadores H de un monoide fuertemente convexo Sσ es llamado las

bases de Hilbert. En el apéndice A damos un algoritmo mediante bases de Grobner para su

cálculo expĺıcito.

2.2. Variedades tóricas afines y politopo de Newton

2.2.1 Definición. Los elementos de

C[t, t−1] := C[t1, ...., tn, (t1)−1, ..., (tn)−1] = C[ζ1, ..., ζ2n]/a

son llamados polinomios de Laurent, mientras que los términos

λ ∗ ta = λ ∗ ta1 ∗ ... ∗ tan , para a = (a1, ..., an) ∈ Zn, λ ∈ C∗,

se dice que son monomios de Laurent.

2.2.2 Definición. El soporte de un polinomio de Laurent f =
∑

finito λat
a es definido como

supp(f):= {a ∈ Zn : λa 6= 0}.

2.2.3 Definición. Sea ω = (ω1, ..., ωn) ∈ Rn cualquier vector fijo y para un polinomio f =
∑
λi∗tai ;

definimos la forma inicial inω(f) como la suma de todos los términos λi ∗ tai tal que el producto

interno 〈ω, ai〉 es maximal. Para un ideal I definimos el ideal inicial como el ideal generado por

todas las formas iniciales:

inω(I) := 〈inω(f) : f ∈ I〉.

2.2.4 Definición. A todo polinomio f =
∑

i=1,..,m λi ∗ tai en el anillo C[t] podemos asociar el

politopo New(f) := Conv{ai : i = 1, ...,m} en Rn llamado el politopo de Newton. La operación

algebraica de multiplicación corresponde a la operación de suma de Minkowski en politopos, para

mas detalle, ver, ref.[23].
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2.2.1 Lema. New(f ∗ g) = New(f) +New(g).

Demostración. Es suficiente mostrar que ambos politopos tienen los mismos vértices. Primero

notamos la siguiente relación general entre caras y formas iniciales:

τω(New(f)) = New(inω(f))

La demostración ya es clara para monomios f = ta y g = tb ya que ta ∗ tb = ta+b. Ahora sean

f =
∑

i=1,..,n λi ∗ tai y g =
∑

j=1,..,n λi ∗ tbj polinomios de Laurent. Y a continuación probamos la

igualdad de arriba. Donde τω(New(f)) denota una cara del politopo de Newton asociado al soporte

del polinomio f y ω ∈ Rn en particular ahora será un vector normal a esta cara; si la cara es de

dimensión cero, i.e., un punto en Rn este vector se elige en dirección de este punto. Ahora primero

mostramos que New(inω(f)) ⊆ τω(New(f)). Reescribiendo New(inω(f)) = New(max{〈ω, ai〉 :

ai ∈ supp(f)}i=1,...,n). Y solo recordamos que por definición de ideal inicial el conjunto de los

elementos 〈ω, ai〉 son de magnitud máxima y que tengan mismo valor ∀i = 1, ..., n, i.e., 〈ω, a1〉 = ... =

〈ω, an〉. Partiendo de este hecho tomamos una combinación convexa s1a1+...+snan ∈ New(inω(f))

y realizando producto interno con el vector normal ω tenemos,

〈ω, s1a1 + ...+ snan〉 = 〈ω, s1a1〉+ ...+ 〈ω, snan〉 = s1〈ω, a1〉+ ...+ sn〈ω, an〉 =

〈ω, ai〉(s1 + ...+ sn) = 〈ω, ai〉 = c

De donde s1+...+sn = 1 se sigue de la definición de envolvente convexo; también se tiene 〈ω, ai〉 = c

con c ∈ R y ∀ai lo cual define la ecuación de un hiperplano con vector normal ω y donde los vectores

ai pertenecen a este hiperplano, que lo denotaremos por Hp para algún p ∈ Rn, i.e; existe Hp tal

que, Hp ∩ New(inω(f)) donde τω es este conjunto y escribimos τω = Hp ∩ New(inω(f)); de la

convexidad de esta cara, cualquier combinación convexa de elementos de ella también pertenece a

esta cara, de esto concluimos que s1a1 + ...+ snan ∈ τω.

Y viceversa, para probar la otra inclusión; elegimos vectores a1, ..., an ∈ τω = Hp ∩ New(inω(f))

de tal manera que satisfacen la ecuación del hiperplano 〈ω, ai〉 = c ∀ i, c ∈ R y ai ∈ New(inω(f)),
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con esto probamos la igualdad.

Ahora utilizando lo probado anteriormente, veamos que:

τω(New(f ∗ g)) = τω(New(f) +New(g))

Desarrollando la primera igualdad conseguimos:

τω(New(f ∗ g)) = New(inω(f ∗ g)) =

New(max{〈ω, ai + bj〉 : ai + bj ∈ supp(f ∗ g)}i,j=1,...;n) =

New(max{〈ω, ai〉+ 〈ω, bj〉 : ai ∈ supp(f), bj ∈ supp(g)}i,j=1,...,n) =

New(max{〈ω, ai〉 : ai ∈ supp(f)}i=1,...,n +max{〈ω, bj〉 : bj ∈ supp(g)}j=1,...,n) =

New(max{〈ω, ai〉 : ai ∈ supp(f)}i=1,...,n) +New(max{〈ω, bj〉 : bj ∈ supp(g)}j=1,...,n) =

New(inω(f)) +New(inω(g)) = τω(New(f)) + τω(New(g)) = τω(New(f) +New(g)).

Concluimos que τω es cara de los mismos politopos en cuestión y tienen el mismo conjunto de

vértices y aśı ellos son iguales q.e.d.

Donde la última igualdad se prueba fácilmente de la definición de suma de Minkowski; ver, ref. [27].

Es importante destacar que a partir de este momento estamos interesados de manera concreta en

politopos de Newton del soporte de polinomios de Laurent i.e, New(supp(f)) = Conv{a ∈

Zn : λa 6= 0} y f ∈ C[t, t−1] importantes para nuestra construcción final de variedades tóricas

afines.

2.2.2 Lema y Definición. Sea el anillo C[t, t−1] = C[t1, ..., tn, (t1)−1, ..., (tn)−1] = C[ζ1, ..., ζ2n]/a

como ya se hab́ıa definido anteriormente. De modo que para un cono reticular, el anillo

Rσ := {f ∈ C[t, t−1] : supp(f) ⊂ σ}

es una álgebra monomial finitamente generada

Demostración. Siendo que σ es un cono reticular por tanto es poliédrico racional, aśı por el lema de
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Gordan 1.2.2, es finitamente generado, y por tanto a su vez supp(f) ⊆ σ es generado por un conjunto

finito de elementos, {a1, ..., ar} ⊆ σ tomamos f ∈ Rσ y lo escribimos como f =
∑

i=1,...,n λit
ai ; ahora

sea ai ∈ supp(f), de tal manera que los podemos escribir como, ai = a1 + ...+ar; ahora reescribimos

a f , donde siempre podemos ordenarlo de la siguiente manera,

f =
∑

i λit
ai = λ1t

a1ta2+...+ar + ...+ λrt
ar ta2+...+ar−1 = ta1f1 + ...+ tarfr.

donde f, f1, ..., fr ∈ Rσ; aśı concluimos que f ∈ Rσ = ta1 ∗ Rσ + ...+ tar ∗ Rσ; por tanto Rσ es un

álgebra monomial finitamente generada de la finitud inducida por {a1, ..., ar} ⊆ σ, con generadores

dados por el siguiente conjunto {ta1 , ..., tar} ⊆ Rσ; y aśı obtenemos el resultado; q.e.d.

Cabe notar que el anillo Rσ es subanillo de C[t, t−1] y no tiene divisores de cero. Recordamos

que toda C−álgebra finitamente generada sin divisores de cero define una variedad af́ın abstrac-

ta, a saber su espectro maximal.

2.2.5 Definición. Una variedad tórica af́ın es una variedad af́ın irreducible X que contiene un

toro TN ' C∗n como un subconjunto abierto de Zariski tal que la acción de TN sobre śı mismo se

extiende a una acción algebraica de TN sobre X.(Por acción algebraica, entenderemos que existe

un morfismo definido de TN ×X −→ X).

Como definición alternativa en este trabajo diremos que para un cono reticular σ, el espec-

tro maximal Xσ =spec(Rσ) es llamado variedad tórica af́ın abstracta (o encajamiento del

toro).

A continuación demostramos un teorema relacionado con esta variedad abstracta y algunos ejem-

plos son desarrollados.

Teorema 2.2.1 Sea σ ⊆ NR w Rn un cono poliédrico racional con monoide Sσ = σ∨ ∩M con M

ret́ıcula dual de N . Entonces

Xσ =spec(C[Sσ]) =spec(C[σ∨ ∩M ])
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es una variedad tórica af́ın. Además,

dimXσ = n⇐⇒ el toro de Xσ es TN = N
⊗
ZC∗ ⇐⇒ σ es fuertemente convexo.

Demostración. Por el lema de Gordan 1.2.2 , Xσ es una variedad tórica af́ın cuyo toro tiene

ret́ıcula de caracteres ZSσ ⊆M . Para estudiar ZSσ, notemos que

ZSσ = Sσ − Sσ = {m1 −m2 : m1,m2 ∈ Sσ}.

Ahora suponemos que km ∈ ZSσ para algún k > 1 y m ∈ M . Entonces km = m1 − m2 para

m1,m2 ∈ Sσ = σ∨ ∩M . Aśı m1 y m2 están en el conjunto convexo σ∨, tenemos

m+m2 =
1

k
m1 +

k − 1

k
m2 ∈ σ∨.

se sigue que m = (m+m2)−m2 ∈ ZSσ, tal que M/ZSσ es libre de torsión. Aśı

el toro de Xσ es TN ⇐⇒ ZSσ = M ⇐⇒ rangoZSσ = n.

Y de el hecho de que σ es fuertemente convexo ⇐⇒ dimσ∨ = n (definición 1.1.6 y lema 1.1.4), solo

resta mostrar que

dimXσ = n⇐⇒ rangoZSσ = n⇐⇒ dimσ∨ = n.

La primera equivalencia se sigue de que la dimensión de una variedad tórica af́ın es la dimensión de

su toro, la cual es la dimensión de su ret́ıcula de caracteres. La prueba de la segunda equivalencia

se sigue del hecho de que σ∨ − σ∨ es el menor subespacio que contiene σ∨ y de la definición 1.1.6

obtenemos el resultado. q.e.d.

Ejemplos de interés: (1) Fijamos 0 6 r 6 n y sea σ el cono reticular generado por σ =

Con(e1, ...., er) ⊆ Rn. Entonces

σ∨ = Con(e1, ...., er,±er+1, ....,±en),

el hecho anterior se sigue de la construcción de conos duales dada en teorema 1.1.1 y la corres-

pondiente variedad af́ın tórica es

Xσ =SpecC[x1, ...., xr, (xr+1)±1, ..., (xn+r)
±1] ' Cr × (C∗)n−r.
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Y esto proviene de los siguientes hechos:

C[x1, ...., xn, (xn+1)±1, ..., (xn+r)
±1]

' C[x1, ...., xn]⊗C C[(xn+1)±1, ..., (xn+r)
±1]

' C[x1, ...., xn]C[(xn+1)±1, ..., (xn+r)
±1]

= C[V1 × V2]⇒ Spec(C[V1 × V2]) = V1 × V2.

Los hechos anteriores son ciertos siendo que C[V1] ⊗C C[V2] es una C-álgebra sin nilpotentes, en-

tonces C[V1 × V2] es su anillo coordenado. Esto implica el hecho general que si σ ⊆ NR w Rn es un

cono regular de dimensión r, entonces Xσ w Cr × (C∗)n−r.

Ejemplo (2). Consideremos el plano af́ın C2 como variedad tórica af́ın Xσ para σ := Con(e1, e2) ⊂

R2, calculamos generadores para el monoide σ ∩ Z2 con bases de Hilbert lo cuales son: a1 =

e1, a2 = e2, a3 = e1 +e2 obtenemos la representación del anillo coordenado C[ζ1, ζ2, ζ3]/(ζ1ζ2−ζ3) =

C[u1, u2, u3], obtenemos la variedad tórica Xσ = 〈u3−u1u2〉 la cual es una superficie cuadrática en

C3.

2.3. Ideales tóricos

Dado un toro TN con ret́ıcula de caracteres M , y un conjunto finito A = {m1, ...,mn} ⊆ Zd

para cada mi conseguimos caracteres χmi : TN −→ C∗. Entonces consideramos el homomorfismo

ΦA : TN −→ (C)∗n

definido por

ΦA(t) = (χm1(t), ...., χmn(t)) ∈ (C∗)n.

Ahora sea XA ⊆ Cn =Spec(C[x1, ..., xn]) una variedad tórica af́ın que viene de un conjunto finito

A = {m1, ...,mn} ⊆ M w Zd y es construida tomando la cerradura de Zariski de la imagen en ΦA

como vemos a continuación. Nosotros podemos describir el ideal I⊆ C[x1, ..., xn] como sigue. ΦA
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induce un morfismo de ret́ıculas

Φ̂A : Zn −→M

que manda las bases estándar e1, ..., en a m1, ...,mn. Sea L el núcleo de este morfismo, tal que

tenemos la siguiente sucesión exacta

0 −→ L −→ Zn −→M .

i.e., los elementos de l = (l1, ..., ln) ∈ L satisfacen
∑

i=1,..,n limi = 0 y notamos las relaciones entre

los mi.

Dado l = (l1, ..., ln) ∈ L, y colocamos

l+ =
∑

li≥0 liei y l− =
∑

li<0 liei.

Donde l siempre se puede escribir de la manera l = (l+ − l−) , l+, l− ∈ Zn+. Se sigue fácilmente que

el binomio

xl+ − xl− =
∏
li>0(xi)

li −
∏
li<0(xi)

−li

se anula en la imagen de ΦA y aśı en XA de ah́ı vemos que XA es la cerradura de Zariski de la

imagen.

Propocisión 2.3.1. El ideal de la variedad tórica af́ın XA ⊆ Cn es

I(XA) = 〈xl+ − xl− |l ∈ L〉 = 〈xα − xβ|α, β ∈ (Z+)n, α− β ∈ L〉.

Demostración. La prueba de la igualdad derecha se sigue de lo siguiente; sea α−β ∈ L, entonces

Φ̂A(α − β) = 0, si escribimos l = α − β ∈ L y puesto que todo elemento l ∈ Zn puede ser escrito
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como un vector diferencia de su parte positiva y negativa, escribimos l = l+ − l−, entonces conse-

guimos de lo anterior que Φ̂A(l+) = Φ̂A(l−) =⇒ xl+ = xl− y de esa manera xl+ − xl− = 0 genera el

ideal 〈xl+ − xl− |l ∈ L〉. Para mostrar la primera igualdad, denotemos IL al ideal 〈xl+ − xl− |l ∈ L〉,

y notemos que IL ⊆I(XA). Probamos la inclusión opuesta. Escogemos un orden monomial en el

anillo C[x1, ..., xn] por ejemplo <L o <pos léxicogáfico o postlexicográfico y escogemos un isomor-

fismo de TN w (C∗)n. Aśı podemos asumir que M = Zn y el mapeo Φ : (C∗)n −→ Cn esta dado

por monomios de Laurent tmi en las variables ti, ..., tn. Si IL 6=I(XA), entonces podemos elegir

un f ∈I(XA) \ IL con término ĺıder mı́nimo de monomios xα =
∏
i=1,...,n(xi)

ai . Reescalando si es

necesario, xα se convierte en término ĺıder de f.

Aśı f(tm1 , ..., tmn) es idénticamente cero como un polinomio en t1, ..., tn, ah́ı debe haber una cance-

lación involucrando los términos que vienen de xα. En otras palabras, f debe contener un monomio

xβ =
∏
i=1,...,n(xi)

bi < xα tal que

∏
i=1,..,n(tmi)bi =

∏
i=1,..,n(tmi)bi .

Esto implica que

∑
i=1,..,n aimi =

∑
i=1,..,n bimi,

tal que α − β =
∑

i=1,..,n(ai − bi) ∗ ei ∈ L. Entonces xα − xβ ∈ IL por la segunda descripción de

IL. Se sigue que f − xα + xβ también esta en I(XA) \ IL que tiene término ĺıder estrictamente mas

pequeño; esto nos lleva a una contradicción y con ello completamos la prueba, q.e.d.

2.3.1. Definición. Sea L ⊆ Zn una subret́ıcula.

(a) El ideal IL = 〈xα − xβ|α, β ∈ Zn+ y α− β ∈ L〉 es llamado un ideal reticular.

(b) Un ideal reticular primo es llamado un ideal tórico.

Proposición 2.3.2. Un ideal I ⊆ C[x1, ..., xn] es tórico śı y solo śı este es primo y generado por

binomios.

Demostración. Una dirección es clara, de la definición anterior I es tórico entonces es ideal re-

ticular primo; i.e, primo y generado por binomios, se sigue de inciso (a). Ahora supongamos que
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I es primo y generado por binomios xαi − x
β
i . Entonces observamos que V (I) ∩ (C∗)n es no vaćıo

(este contiene a la coordenada (1, ..., 1)) y es un subgrupo de (C∗)n un elemento en la intersección

se ve de la siguiente manera zi = xαi en la i-ésima coordenada, estos elementos forman un subgrupo

bajo la multiplicación compleja coordenada a coordenada, con elementos identidad e inverso dados

por ziz
−1
i = 1 en cada coordenada, y de la misma manera para z−1

i = x−αi con α ∈ Z+ en cada

coordenada, también claramente esta operación es cerrada en V (I)∩ (C∗)n. Siendo que V (I) ⊆ Cn

es irreducible, se sigue que V (I) ∩ (C∗)n es una subvariedad irreducible de (C∗)n y es también un

subgrupo, vemos que T = V (I) ∩ (C∗)n es un toro; mediante este toro construimos la siguiente

ret́ıcula de caracteres asociada, como se muestra a continuación.

Proyectando en la i-ésima coordenada de (C∗)n nos da un carácter T ↪→ (C∗)n −→ C∗, que

por nuestra convención usual escribimos χmi : T −→ C∗ para cada mi ∈ A = {m1, ...,mn} ⊆ M

' Zd. Se sigue fácilmente que V (I) = XA; lo cual se prueba como sigue, con cada carácter χmi(t)

obtenemos el mapeo ΦA(t), definido al principio de la sección, la imagen ΦA(TN ) = T es un toro

que es cerrado en (C)∗n y de esto último se tiene que XA ∩ (C)∗n = T ., y siendo I primo de la

hipótesis, tenemos I =I(XA) por el teorema de los ceros de Hilbert. Entonces I es tórico por la

proposición anterior, q.e.d.

Todas las variedades tóricas afines se construyen a partir de ideales tóricos como vemos en el

siguiente ejemplo a continuación.

Ejemplo (3). Dado el cono σ generado por (3, 1), (1, 2), i.e., σ = Con((3, 1), (1, 2)) en el plano

Q2. Calculamos la bases de Hilbert asociadas al monoide Sσ = σ∨ ∩ Z2, siguiendo el algoritmo del

apéndice A o algún programa de álgebra computacional como Nórmaliz, conseguimos las bases

Hσ∨ = {(−1, 3), (0, 1), (1, 0), (2,−1)}.

La variedad tórica normalXσ∨ es el espectro del álgebra tórica C[Sσ] = C[H] = C[x]/IH. Concluimos

que Xσ∨ esta encajada en un 4-espacio como es el conjunto de ceros del ideal tórico.

IH = 〈x2x4 − (x3)2, x1x4 − (x2)2x3, x1x3 − (x2)3〉.
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2.4. Morfismos tóricos y pegado de morfismos

2.4.1. Definición. Sea Φ : Ck −→ Cm es un morfismo monomial es decir (toda componente

no cero de Φ es un monomio en la coordenadas de Ck), y sean Xσ ↪→ Ck y Xσ′ ↪→ Cm inclusiones de

variedades tóricas afines. Si Φ(Xσ) ⊂ Xσ′ , entonces ϕ := Φ|Xσ es un morfismo llamado morfismo

tórico af́ın de Xσ a Xσ′ . Si ϕ es biyectivo y el mapeo inverso ϕ−1 : Xσ′ −→ Xσ es de nuevo

un morfismo tórico, entonces, llamamos a ϕ un isomorfismo tórico, decimos que Xσ y Xσ′ son

isomorfos, y escribimos Xσ wtorico Xσ′ o brevemente,Xσ w Xσ′ .

Proposición 2.4.1. Todo morfismo tórico ϕ : Xσ −→ Xσ′ , determina únicamente un homo-

morfismo monomial ϕ∗ : Rσ′ −→ Rσ y viceversa.

Demostración. Sea ϕ un morfismo tórico y sean a < C[x1, ...., xk], a
′ < C[y1, ...., ym] ideales pri-

mos. Entonces, por definición, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Xσ w V (a) ↪→ Ck

↓ ϕ ↓ ↓ Φ

Xσ′ w V (a′) ↪→ Cm

donde Φ es monomial, i.e., de la forma Φ = (λ1x
c1 , ...., λmx

cm). El correspondiente homomorfismo

de álgebras

Φ∗ : C[y1, ...., ym] −→ C[x1, ...., xk], g −→ g ◦ Φ

que mapea yj a λjx
cj y aśı, es monomial. Se puede probar la siguiente afirmación

(∗) Φ(V (a)) ⊂ V (a′)⇐⇒ Φ∗(a′) ⊂ a.

Prueba de la afirmación:⇒) Suponemos que Φ(V (a)) ⊂ V (a′) aplicamos el conjunto algebraico

I en ambos lados, lo cual implica que, a′ =
√
a′ ⊆ I(V (a′)) ⊂ I(Φ(V (a))). Ahora sea f ′ ∈ a′ y a su
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vez f ′ ∈ I(Φ(V (a)))⇒ f ′ ◦Φ(x) = 0 donde x ∈ V (a) 3 Φ(x) = p ∀ p ∈ Φ(V (a)); notamos también

que, f ′ ◦ Φ(x) = (f ′ ◦ Φ)(x) = Φ∗(x) = 0 siendo que x ∈ V (a) ⇒ Φ∗ ∈ a, esto es cierto ∀ f ′ ∈ a′,

por tanto Φ∗(a′) ⊂ a.

De ah́ı, Φ∗ induce un homomorfismo monomial

ϕ∗ : Rσ′ = C[y]/a′ −→ C[x]/a = Rσ

‖ ‖

C[v] −→ C[u]

Y viceversa, un homomorfismo monomial ϑ : R′σ −→ Rσ puede ser levantado a un homomorfis-

mo monomial Θ : C[y] −→ C[x] con Θ(a′) ⊂ a. Esto corresponde a un homomorfismo monomial

Θ : Ck −→ Cm, x −→ (Θ(y1), ....,Θ(ym))

con Φ∗ = Θ. Tenemos Θ(a′) ⊂ a, aśı, Φ(V (a)) ⊂ V (a′) por (*), de ese modo Φ induce un morfismo

tórico ϕ : Xσ −→ X ′σ, con esto se prueba la proposición q.e.d.

Lema 2.4.1. Si Rσ w C[u1, ...., uk] = C[ζ]/a y Rσ w C[v1, ..., vm] = C[η]/a’ son dos representacio-

nes del anillo coordenado Rσ, entonces, existe una transformación de coordenadas entre (u1, ..., uk)

y (v1, ..., vm).

Demostración. Sea A = (a1, ..., ak) y B = (b1, ..., bm) dos sistemas de generadores del monoide

σ ∩ Zn, y sea ui := tai y vj := tbj y recordando que σ ∩ Zn ⊂ Rn entonces ai, bj ∈ Rn siendo

que es un espacio vectorial real; entonces existe una transformación lineal de coordenadas que de-

notamos por L donde L : σ ∩ Zn → σ ∩ Zn tal que L(ai) = bj y viceversa mediante L−1; de esa

manera existe una transformación de coordenadas inducida T : Ck → Cm, que definimos como

T (ui) = tL(ai) = tbj = vj y transformación inversa definida por T−1(vj) = tL
−1(bj) = tai = ui y

claramente son transformaciones lineales. Esto prueba la proposición q.e.d.

2.4.1. Definición. Para dos conos reticulares, donde σ ⊂ Rn = linσ y σ′ ⊂ Rm = linσ′, decimos

que σ y σ
′

son isomorfos y escribimos esto como σ w σ′, si m = n y existe una transformación
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unimodular L : Rn −→ Rn con L(σ) = σ′. Entonces, los monoides σ ∩ Zn y σ′ ∩ Zn son isomorfos

también.

2.4.2. Definición. Decimos que dos álgebras Rσ y Rσ′ son monomialmente isomorfas y denotamos

como Rσ w Rσ′ , si existen homomorfismos monomiales mutuamente inversos Rσ ←→ Rσ′ .

Teorema 2.4.1. Para conos reticulares σ ⊂ Rn = linσ y σ′ ⊂ Rn = linσ′, las siguientes condiciones

son equivalentes:

(a) σ w σ′ (b) Rσ w Rσ′ (c) Xσ w X ′σ

Demostración. Las implicaciones a) ⇒ b)⇒ c) son probadas mediante el siguiente diagrama y

probamos que es conmutativo.

σ −→ Rσ ↪→ Xσ = Spec(Rσ)

↓↑ L−1 ↓↑ ψ−1 ↓↑ ϕ−1

σ
′ −→ Rσ′ ↪→ Xσ′ = Spec(Rσ′ )

Donde definimos los homomorfismos monomiales hσ : σ −→ Rσ, hσ′ : σ
′ −→ Rσ′ , jσ : Rσ −→ Xσ,

jσ′ : Rσ′ −→ Xσ′ ; también por hipótesis sabemos que σ w σ
′

entonces existe una transformación

unimodular (definición 2.4.1) L tal que L(σ) = σ
′

y que a su vez L−1(σ
′
) = σ esta bien definido;

con este hecho construimos los homomorfismos monomiales siguientes:

hσ(a) =
∑
λat

a ∈ Rσ y a ∈ supp(hσ) ⊂ σ,

hσ′ (a
′) =

∑
λa′t

a′ ∈ Rσ′ y a′ ∈ supp(hσ′ ) ⊂ σ
′
,

ψ(hσ(a)) =
∑
λa′t

L(a) ∈ Rσ′ y L(a) = a′ ∈ supp(ψ) ⊂ σ′ ,

ψ−1(hσ′ (a
′)) =

∑
λat

L−1(a′) ∈ Rσ y L−1(a′) = a ∈ supp(ψ−1) ⊂ σ.

También elegimos generadores primos ta ∈ Rσ, a ∈ σ y ta
′ ∈ Rσ′ , a

′ ∈ σ
′

y definimos:

jσ(ta) = 〈ta〉 ∈ Xσ = Spec(Rσ),

jσ′ (t
a′) = 〈ta′〉 ∈ Xσ′ = Spec(Rσ′ ),

ϕ(〈ta〉) = 〈tL(a)〉 ∈ Xσ′ = Spec(Rσ′ ),

ϕ−1(〈t′a〉) = 〈tL−1(a′)〉 ∈ Xσ = Spec(Rσ).
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con 〈tL(a)〉 y 〈tL−1(a′)〉 ideales primos en los respectivos espectros de anillos coordenados Rσ y

Rσ′ . Vemos fácilmente que estos homomorfismos monomiales cumplen las siguientes identidades

y sin pérdida de generalidad podemos tomar λa = λa′ = 1 aśı: L ◦ L−1 = idσ, L−1 ◦ L = idσ′ ,

ψ ◦ ψ−1 = idR
σ
′ , ψ

−1 ◦ ψ = idRσ , ϕ−1 ◦ ϕ = idXσ , ϕ ◦ ϕ−1 = idX
σ
′ , aclaramos también que los

isomorfismos L, ψ, ϕ, son isomorfismos de, conos, álgebras de anillos coordenados, e ismorfismos de

variedades tóricas (morfismos tóricos) respectivamente, los dos primeros están bien definidos; uno

es transformación unimodular y el otro homomorfismo de álgebras; solo resta ver que ϕ es morfismo

tórico. Definimos el homomorfismo monomial Φ : Cn −→ Cn como Φ(〈ta〉) = 〈ta′〉 3 Φ(Xσ) ⊂ Xσ′

este homomorfismo induce el morfismo ϕ el cual es biyectivo, ya que para el generador t0 = 1Xσ con

vector reticular a = 0 ∈ σ, ϕ(t0) = tL(0) = 1X
σ
′ , aśı ϕ es inyectivo, ahora tomamos el generador

ta
′ ∈ Xσ′ , siendo que L(a) = a′ ⇒ ∃ ta ∈ Xσ 3 ϕ(ta) = tL(a) = ta

′
, aśı ϕ es sobreyectivo; notamos

que ϕ podemos escribirlo como ϕ = Φ |Xσ ; a su vez podemos ver también que ϕ−1 es de nuevo mor-

fismo tórico, por tanto ϕ es un isomorfismo tórico. Por otro lado también, ψ(hσ(a)) = hσ′ (L(a)),

ϕ(jσ(ta)) = jσ′ (t
a′); y con ello probamos que el diagrama conmuta y conseguimos los isomorfismos

deseados.

Ahora nos concentramos en mostrar c)⇒ a). Ya hemos visto en la proposición 2.4.1 que todo mor-

fismo tórico ϕ : Xσ −→ Xσ′ induce un homomorfismo monomial de C-álgebras ϕ∗ : Rσ −→ Rσ′ .

Primero mostramos que ϕ∗ se extiende a un único homomorfismo

Θ : C[ω1, (ω1)−1, ...., ωn, (ωn)−1] −→ C[z1, (z1)−1, ...., zn, (zn)−1],

de álgebras de monomios de Laurent con Rσ′ ⊂ C[ω, ω−1] y Rσ ⊂ C[z, z−1]: Elegimos un vector

reticular b ∈ σ′ tal que todos los vectores reticulares b + ej para j = 1, ..., n también pertenece a

σ′ (esto es posible del hecho de que σ′ es convexo). Con g0 = ωb y gj = ωb+ej = ωjg0 colocamos

Θ(ωj) = ϕ∗(gj)/ϕ
∗(g0), el cual es un monomio de Laurent bien definido de C[z, z−1] aśı ϕ∗(g0)

y ϕ∗(gj) son monomios de Laurent. De ah́ı, tenemos que Θ(ωj) = λjz
cj con λj ∈ C∗ y cj =

(cj1, ..., cjn) ∈ Zn para j = 1, ..., n.
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Como ϕ : Xσ −→ Xσ′ es un isomorfismo tórico por hipótesis, inmediatamente encontramos que Θ

es un isomorfismo de C−álgebras de monomios de Laurent, y que mapea inversamente zi a µjω
di

con µj ∈ C∗ y di = (di1, ..., dim) ∈ Zm para i = 1, ..., n. Hacemos las siguientes observaciones

de nuestra notación, tenemos que Θ(ωj) = λjz
cj donde ωj = ωej = ω(0,..,1,..,0) = ω0 ∗ ..ω1..ω0 ∈

C[ω1, (ω1)−1, ...., ωm, (ωm)−1] aśı para j = 1, ..., n tenemos ωe1 ∗ ... ∗ ωen = ω(e1,...,en) y ordenando

como columnas los vectores reticulares e
′s
j ∈ Rn vemos que δik = (e1, ..., en) ∈ Mn×n(R) es la

matŕız identidad, escribimos ω(e1,...,en) = ωδik . Y utilizando el hecho de que Θ−1 ◦ Θ(ωj) = ωj ⇒

Θ−1(λjz
cj ) = ωj , siguiendo el cálculo de abajo,

ωj = Θ−1(λjz
cj ) = λj ∗

∏
i=1,..,n Θ−1(zi)

cji

= λj ∗
∏
i=1,...,n(µi)

cjiωcjidi para j = 1, ...., n

de donde conseguimos las siguientes relaciones, y corriendo sobre el ı́ndice j = 1, ..., n se tiene

ω(e1,...,en) = ω(c1idi,...,cnidi) o de otra manera ωδik = ω
∑
cjidik con λj ∗

∏
i=1,...,n(µi)

cji = 1 también

obtenemos usando un cálculo análogo para zi = Θ(µiω
di) las ecuaciones siguientes:

∑
dijcjk = δik,

µi
∏
i=1,...,n(λj)

dij = 1.

Consecuentemente las matŕıces cij y dji son inversas una de la otra.

Por construcción de Θ, Θ(Rσ′) ⊂ Rσ. Sea A = (a1, ..., ak) y B = (b1, ..., bl) denotan sistemas de

generadores de los monoides σ∩Zn y σ′∩Zn, respectivamente. Entonces, Θ mapea cada generador

vs = ωbi de Rσ′ a un monomio κsz
Apv en generadores ui = zai de Rσ, donde κs ∈ C∗ y ps ∈ Zk>0

para s = 1, ...l. De otra manera , Θ(ωbi) =
∏
j=1,...,n(λjz

cj )bsj , y
∑

j=1,...,n cjbsj =
∑

i=1,...,k aipsi

donde los cj son filas de la matŕız cji la cual ya se probó que es invertible. Junto con la afirmación

análoga para Θ−1, esto implica que σ y σ′ son conos reticulares isomorfos, q.e.d.

Pegado de morfismos tóricos. Para construir variedades tóricas en general las cuales se

obtienen pegando ciertos conjuntos afines que veremos a continuación. La información del pegado
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esta codificada en un abanico
∑

en Rn, pero no es el más simple modo. Para el propósito presente,

regresamos al concepto esencial de conos duales de σ ∈
∑

y consideramos la variedades tóricas

afines asociadas Xσ∨ . La condición de que los conos de
∑

tienen 0 como ápice garantiza que sus

conos duales son todos de la misma dimensión n. Si τ es una cara de un cono σ, entonces,

tenemos una inclusión σ∨ ⊂ τ∨. Dado esto podemos ver que el morfismo iducido tórico de esta

inclusión ψτ,σ : Xτ∨ −→ Xσ∨ es un isomorfismo dado por una transformación de coordenadas sobre

las copias del n-toro algebraico T incluido en ambas variedades como subconjuntos abiertos. Que-

remos mostrar que ψτ,σ es una inclusión abierta. Aquello permitirá pegar cualquiera dos variedades

tóricas Xσ, Xσ′ a lo largo de subconjuntos abiertos correspondientes a la cara común τ = σ ∩ σ′,

ver fig. 2.1.

Lema 2.4.2. Con lo dicho anteriormente arriba. Sea τ una cara de σ entonces tenemos la identifi-

cación natural.

Xτ∨ w Xσ∨ \ {uk = 0}.

donde uk es el último generador de la representación en el anillo coordenado asociado a Xσ∨ .

Demostración. Sea τ∨ = σ∨ + R≥0(−m) la expresión entre generadores que relaciona a σ∨ y τ∨

esta relación fue probada anteriormente en el lema 1.1.4 del primer caṕıtulo.

De ah́ı conseguimos la siguiente expresión,

τ∨ ∩ Zn = (σ∨ ∩ Zn) + R≥0(−m).

El monoide τ∨ ∩ Zn, es de esta mamnera obtenido de σ∨ ∩ Zn por la introducción del generador

adicional −m que pertenece al espacio lineal de τ∨. Podemos asumir que ak := m ocurre en el

último miembro de los generadores a1, ..., ak de σ∨ ∩ Zn. El monoide τ∨ ∩ Zn, es aśı generado

por a1, ..., ak, ak+1 := −m. las relaciones entre estos generadores son
∑k+1

i=1 viai =
∑k+1

j=1 µjaj con

vi, µj ∈ Z≥0, vk+1 ≥ µk+1, y provienen del núcleo del morfismo de monomios que sirvió para la

construcción de ideales tóricos Φ̂(
∑k+1

i,j=1 viai − µjaj) = 0, también se tiene la siguiente relación al
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haber incluido el generador extra ak+ak+1 = 0, ahora restando µk+1ak+1 de ambos lados se reduce

µk+1 = 0. Y sumando vk+1ak en ambos lados y usando el hecho de que ak +ak+1 = 0, se sigue que,

∑k
i=1 viai −

∑k
j=1 µjaj + vk+1ak+1 + vk+1ak = vk+1ak,∑k

i=1 viai −
∑k

j=1 µjaj + vk+1(ak+1 + ak) = vk+1ak.

Entonces nos queda una relación que únicamente involucra a1, ..., ak.

Del lado de las álgebras monomiales asociadas R∨σ y R∨τ con generadores correspondientes ui := tai ,

la relación aditiva entre ak + ak+1 = 0 corresponde a la versión multiplicativa de los monomios

coordenados a uk ∗ uk+1 = 1 en Rτ∨ espećıficamente. Como aquello es lo único nuevo que se

definió en las relaciones al pasar de Rσ∨ a Rτ∨ y como los generadores ui son solo las funciones

coordenadas en las variedades tóricas Xσ∨ y Xτ∨ , aśı vemos que la proyección

(x1, ..., xk, xk+1) 7−→ (x1, ..., xk)

identifica Xτ∨ con subconjuntos abiertos de Xσ∨ dado por (xk 6= 0) (llamado subconjunto prin-

cipal abierto de Zariski), y con la inclusión como mapeo inverso se ha probado el resultado,

q.e.d.

Para dos conos σ y σ′ ∈
∑

, sea τ := σ ∩ σ′ una cara común entre ellos. Elegimos un sistema de

coordenadas apropiado v1, ..., vl para Xσ∨′ , de acuerdo al lema anterior, tenemos isomorfismos

Xσ∨ \ {uk = 0} w Xτ∨ w Xσ∨′ \ {vl = 0}

su composición produce un isomorfismo tórico

ψσ,σ′ : Xσ∨ \ {uk = 0} −→ Xσ∨′ \ {vl = 0}

correspondiente a la transformación de coordenadas

(u1, ...., uk, uk+1) 7−→ (v1, ...., vl, vl+1)
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de Xτ∨ .

2.4.3. Definición. El isomorfismo de arriba ψσ,σ′ es llamado el morfismo de pegado que pega

juntos las variedades Xσ∨ y Xσ∨′ a lo largo de Xτ∨ .

2.4.1. Variedades tóricas y abanicos

2.4.1.1 Definición. Sea
∑

un abanico en Rn. En la unión disjunta
⋃
σ∈

∑Xσ∨ , identificamos

dos puntos x ∈ Xσ∨ y x′ ∈ Xσ∨′ que son mapeados uno con el otro por el morfismo de pegado

ψσ,σ′ . El conjunto de puntos, aśı obtenido es llamado variedad tórica o encajamiento del toro X∑
determinado por el abanico

∑
.

X∑ es un espacio topológico cubierto por cubrientes abiertos de variedades complejas que

intersectan subvariedades abiertas de Zariski. Tal cubriente esta dado por copias de variedades

tóricas afines Xσ∨ , para σ ∈
∑

, las cuales son naturalmente incluidas en X∑, aśı queda definida

la topoloǵıa. Y estos datos son provistos por construcción.

2.5. Normalización de variedades tóricas afines

En esta sección caracterizaremos cuando una variedad tórica es normal su relación con conos

poliédricos y bases de Hilbert asociadas.

Teorema 2.5.1. Sea V una variedad tórica af́ın con toro TN . Entonces los siguientes enunciados

son equivalentes:

(a) V es normal.

(b) V =Spec(C[S]), donde S ⊆M es un monoide saturado (definición 1.2.6).

(c) V =Spec(C[Sσ]), donde Sσ = σ∨ ∩M y σ ⊆ N es un cono reticular.

Demostración. El conjunto V =Spec(C[Sσ]), para un monoide S contenido en una ret́ıcula, el

toro de V tiene caracter reticular M = ZS. También n = dimV , tal que M w Zn.

(a) =⇒ (b): Si V es normal, entonces C[S] = C[V ] es de cerradura entera en su campo de
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fracciones C(V ). Supongase que km ∈ S para algún k 6= 0 ∈ N y m ∈M . Entonces χm es una fun-

ción polinomial en TN y aśı una función racional en V y TN ⊆ V es una abierto de Zariski. Tenemos

χkm ∈ C[S] siendo que km ∈ S. Se sigue que χm es una ráız del polinomio mónico Y k − χkm con

coeficientes en C[S]. Por definición de normal, obtenemos χm ∈ C[S] i.e, m ∈ S. Aśı S es saturado.

(b) =⇒ (c). Sea A ⊆ S un conjunto finitamente generado de S. Entonces S esta contenido en

el cono poliédrico racional Con(A) ⊆ MR y rangoZA = n, implica que dimCon(A) = n. Se

sigue que σ = Con(A)∨ ⊆ NR es un cono poliédrico racional tal que S ⊆ σ∨ ∩M . Y la igual-

dad se sostiene cuando S es saturado, veamos a continuación ∀m ∈ σ∨ ∩ M ⇒ m ∈ M y

∀ k 6= 0 ∈ N ⇒ kmS ⇒ m ∈ S siendo que S es saturado. Entonces S = Sσ.

(c) =⇒ (a): Necesitamos mostrar que C[Sσ] = C[σ∨ ∩M ] es normal cuando σ ⊆ NR es un cono

poliédrico racional. Sean ρ1, ...., ρr rayos de σ. Y puesto que σ es generado por sus rayos teorema

1.1.1, tenemos

σ∨ =
⋂
i=1,...,r ρ

∨
i .

Intersectando con M conseguimos Sσ =
⋂
i=1,...,r Sρi , que implica claramente

C[Sσ] =
⋂
i=1,...,r C[Sρi ].

Si C[Sσ] es normal si cada C[Sρi ] es normal, aśı es suficiente probar que C[Sρ] es normal cuando

ρ es un rayo racional en NR. Sea uρ ∈ ρ ∩N el rayo generador de ρ. Aśı u es primitivo i.e,
1

k
uρ

no pertence a N ∀ k > 1, podemos encontrar bases e1, ..., en de N con uρ = e1. Esto nos permite

asumir que ρ = Con(e1), tal que

C[Sρ] = C[x1, x
±1
2 , ...., x±1

n ].

Pero C[x1, ...., xn] es normal (esto es dominio de factorización única), y afirmamos que su localiza-

ción,
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C[x1, ...., xn](x2∗...∗xn) = C[x1, x
±1
2 , ...., x±1

n ]

es también normal.

Prueba de la afirmación. Sea R un dominio normal con campo de fracciones K y S ⊆ R un

subconjunto multiplicativo, entonces la localización RS es normal. Sea q =
t

s
∈ K, t ∈ R y en

particular tomemos s ∈ S y siendo que R es normal, existe un polinomio mónico p(x) ∈ R[x] 3

p(q) = 0 y sea p(x) = (x − q) dicho polinomio, notemos que
p(x)

1S
∈ RS [x] con 1S la identidad

de S, ahora escribiendo de otra manera
p(x)

1S
= (

x

1S
− q

1S
) = (

x

1S
− t

s
) = 0; por tanto existe un

polinomio mónico
p(x)

1S
∈ RS [x] 3

p(
t

s
)

1S
= 0 con

t/s

1S
∈ C(RS) donde C(RS) denota el campo de

fracciones de RS . Con esto se completa la prueba q.e.d.

Ejemplo (a). El conjunto V =V(xy − zw) es la variedad tórica af́ın Xσ del cono poliédrico

σ = Con(e1, e2, e1 + e3, e2 + e3). Entonces por el teorema anterior implica que la variedad V es

normal.

La normalización de una variedad es fácil de describir. Sea V =Spec(C[S]) para un monoide S, tal

que el toro de V tiene carácter reticular M = ZS. Sea Con(S) denote el cono de cualquier conjunto

finitamente generado de S y sea σ = Con(S)∨ ⊆ NR. Entonces se tiene el siguiente resultado.

Proposición 2.5.1. El cono de arriba es reticular en NR y la inclusión C[S] ⊆ C[S∨ ∩M ] induce

un morfismo Xσ −→ V el cual es el morfismo de normalización de V .

Demostración. De manera general; V ′ = Spec(C[V ]′) y llamamos a V ′ la normalización de

V ′, la inclusión natural C[V ] ⊆ C[V ]′ = C[V ′] induce el morfismo V ′ −→ V , y el cual este es el

morfismo de normalizacón que queremos, aplicado de manera particular para nuestro caso llegamos

al resultado, q.e.d.

Variedades tóricas afines no singulares. Nuestro objetivo ahora es caracterizar cuando

una variedad es no singular, es importante notar que variedades no singulares implica que son

normales. Consideraremos únicamente variedades Xσ que se construyen a partir de conos poliédricos

racionales σ ⊆ NR.

Estudiamos Xσ donde σ tiene dimensión maximal. Entonces σ∨ es fuertemente convexo tal que
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Sσ = σ∨ ∩M . Es cierto también que la acción del toro TN sobre Xσ tiene un único punto fijo

denotado por pσ ∈ Xσ este hecho junto con las bases de Hilbert se relacionan en el siguiente

resultado importante para el estudio de variedades no singulares.

Lema 2.5.1. Sea σ ⊆ NR es un cono poliédrico racional de dimensión maximal y sea Tpσ(Xσ) el

espacio tangente de Zariski a la variedad tórica af́ın Xσ en el punto pσ. Entonces dimTpσ(Xσ) = |H|

donde H son las bases de Hilbert asociadas al cono σ.

Demostración. El ideal maximal de C[Sσ] correspondiente a pσ es m= 〈χm : m ∈ Sσ \ {0}〉 . Y

{χm}m∈Sσ es una base de C[Sσ], obtenemos

m=
⊕

m 6=0Cχm =
⊕

mirreducibleCχm ⊕
⊕

mreducibleCχm = (
⊕

m∈HCχm)⊕m2,

la suma de C-álgebras anterior implica el ismorfismo m/m2 '
⊕

m∈HCχm de donde se sigue que,

dim m/m2= |H|. Para relacionar este hecho con el ideal maximal mXσ,pσ en el anillo local OXσ,pσ ,

usamos el morfismo natural

m/m2−→ m Xσ,pσ /m2
Xσ,pσ

y como otro resultado estándar de álgebra conmutativa se puede probar que siempre es un iso-

morfismo. Aśı Tpσ(Xσ) es el espacio dual de mXσ,pσ / m
2
Xσ,pσ , y vemos que dimTpσ(Xσ) = |H|.

Consiguiendo lo que se queŕıa probar q.e.d.

Las bases de Hilbert H de Sσ producen Xσ = YH ⊆ Cn donde n = |H|. Este encajamiento af́ın

es especialmente agradable. Dado cualquier encajamiento af́ın Xσ −→ Cl, tenemos dimTpσ(Xσ) ≤ l.

En otras palabras, dimTpσ(Xσ) es la cota inferior más pequeña en la dimensión de un encajamiento

af́ın. El lema anterior muestra que cuando σ tiene dimensión maximal, las bases de Hilbert de Sσ nos

dan el más eficiente encajamiento af́ın de Xσ. A continuación el resultado principal de variedades

no singulares, recordemos que un cono es no singular o regular si es generado por un subconjunto

de unas bases de la ret́ıcula.

Teorema 2.5.2. Sea σ ⊆ NR cono reticular. Entonces Xσ es no singular śı y solo śı σ es regular
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o no singular, además, todas las variedades tóricas afines son de esta forma.

Demostración. Si una variedad tórica af́ın es no singular, entonces es normal, y por tanto de la

forma Xσ. También, si σ es regular como un cono, entonces Xσ es no singular como variedad. Solo

resta probar la necesidad. Fijamos σ ⊆ NR tal que Xσ es no singular. Y sea n = dimXσ = dimNR.

Primero supóngase que σ tiene dimensión n y sea pσ ∈ Xσ el mismo punto del resultado anterior,

aśı pσ es no singular en Xσ, el espacio tangente de Zariski Tpσ(Xσ) tiene dimensión n por definición.

De otra manera por el lema anterior implica que dimTpσ(Xσ) es la cardinalidad de las bases de

Hilbert H de Sσ = σ ∨ ∩M . De ese modo

n = |H| > |{ aristas ρ ⊆ σ∨}| > n,

donde la primera desigualdad se sostiene (cada arista ρ ⊆ σ∨ contribuye a un elemento de H) y la

segunda se sostiene del hecho de que dimσ∨ = n. Se sigue que σ tiene n aristas y H consiste de

rayos generadores de estas aristas. Y siendo que M = ZSσ, las n aristas generadoras de σ∨ generan

la ret́ıcula M = Zn y por tanto son bases de M . De esa manera σ∨ es no singular, y entonces

σ = (σ∨)∨ es regular siendo que la dualidad preserva regularidad.

Ahora supóngase que dimσ = r < n. Regresamos al caso anterior como sigue. Sea N1 ⊆ N la más

pequeña subret́ıcula saturada que contiene los generadores de σ . Entonces N/N1 es libre de torsión,

y se puede probar que esto implica la existencia de un subret́ıcula N2 ⊆ N con N = N1⊕N2. Note

que rango(N1) = r y el rango(N2) = n− r.

El cono σ pertenece a ambos (N1)R y NR. Esto nos produce variedades tóricas afines Xσ,N1 y

Xσ,N de dimensión r y n respectivamente. Además, N = N1 ⊕N2 induce M = M1 ⊕M2, tal que

σ ⊆ (N1)R y σ ⊆ NR ahora intersectando σ∨ en ambas inclusiones se inducen monoides Sσ,N1 ⊆M1

y Sσ,N ⊆M , respectivamente. Ahora utilizando las equivalencias mostradas en el teorema 2.4.1, y

escribiendo,

Sσ,N = Sσ,N1 ⊕M2,
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y en términos de álgebras de semigrupos puede ser escrito

C[Sσ,N ] w C[Sσ,N1 ]
⊗
CC[M2].

El lado derecho es el anillo coordenado de Xσ,N1 × TN2 y usando la prueba del ejemplo (1) sección

2.2 y el teorema 2.4.1 nuevamente. Tenemos,

Xσ,N w Xσ,N1 × TN2 ,

lo cual implica que

Xσ,N w Xσ,N1 × (C∗)n−r ⊆ Xσ,N1 × Cn−r.

puesto que asumimos que Xσ,N es no singular, se sigue que Xσ,N1×Cn−r es no singular en cualquier

punto (p, q) ∈ Xσ,N1 × Cn−r. Y afirmamos que

Xσ,N1 × Cn−r es no singular en (p, q) =⇒ Xσ,N1 es no singular en p.

Para probar esta afirmación solo hacemos uso de la definición de singularidad dada en la definición

3.1.2. Y ahora sea p = pσ ∈ Xσ,N1 , de el anterior caso σ es no singular en N1 y dimσ = dim(N1)R.

De ah́ı vemos que σ es claramente no singular en N = N1 ⊕N2 y con esto probamos el resultado

q.e.d.

2.6. Conjuntos proyectivos y conos normales.

2.6.1 Definición. Un n-espacio proyectivo complejo CPn es el espacio de clases de

equivalencia de pares de puntos tales que consisten de ĺıneas en Cn+1. La relación entre los puntos

es de la siguiente manera dado cualquier vector v := (η0, ..., ηn) define una ĺınea C∗v y dos de tales

vectores v, v′ ∈ Cn+1 \ {0} define la misma ĺınea śı y solo śı es un múltiplo escalar de la otra.

Podemos aśı asociar con cualquier elemento C∗v de CPn sus coordenadas homogéneas [η0, ..., ηn]
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donde al menos una componente ηj es no cero, y todas las componentes son determinadas salvo

un factor escalar común (no cero). El subconjunto Uj := {[η0, ..., ηn] ∈ CPn : ηj 6= 0} puede ser

identificado con el n-espacio af́ın Cn por el significado de los siguientes morfismos biyectivos

Uj −→ Cn,

[η0, ..., ηn] −→ (η0/ηj , ..., ηj−1/η
j , ..., ηn/ηj)

esto define un j-ésimo sistema de coordenadas inhomogéneas o coordenadas afines (ζj.i)i=1,..,n en

CPn. El n-espacio proyectivo es, aśı, cubierto por un cubriente de n+1 copias del n-espacio af́ın.

Para 0 6 j < k 6 n las trancisiones de los sistemas coordenados (ζj,i) a (ζk,l) proporcionan el

pegado de las cartas afines Uj y Uk que ya hemos visto y esta dado por una transformación de

monomios. Para ver que CPn es una variedad tórica, notamos que la intersección
⋂
i=1,..,n Ui es

inmediatamente identificada con (C∗)n, esto es, el toro T encajado en CPn. Sin embargo, la acción

natural del toro en Cn = U0 por multiplicación compleja coordenada a coordenada se extiende de

la manera siguiente,

((t1, ...., tn), [η0, ..., ηn]) −→ [η0, t1 ∗ η1, ...., tn ∗ ηn].

Ejemplo (a). Sea el plano proyectivo CP 2 = {[η0, η1, η2] : no todos ηi = 0}, las coordenadas

homogéneas η0, η1, η2 son determinados salvo múltiplo común.

Este plano tiene un cubriente definido por tres cartas afines a saber,

A0 = {(1, η1(η0)−1, η2(η0)−1) : η0 6= 0}, A1 = {(η0(η1)−1, 1, η2(η1)−1) : η1 6= 0} y A2 =

{(η0(η2)−1, η1(η2)−1, 1) : η2 6= 0}.

y colocamos z1 = η1(η0)−1, z2 = η2(η0)−1, obtenemos

A0 = {(z1, z2)}, A1 = {((z1)−1, z2(z1)−1)} y A2 = {((z2)−1, z1(z2)−1)}.

construimos anillos coordenados isomorfos a cada una de estas cartas afines, de la siguiente manera.

A los monomios de Laurent que definen las coordenadas de estos afines asociamos sus politopos de

Newton, la unión de ellos define el abanico regular como se ve abajo, también ver fig. 2.2.
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Los politopos de Newton asociados son, σ0 = Con(e1, e2), σ1 = Con(e2,−e1−e2), σ2 = Con(e1,−e1−

e2) de otra manera,

σ0 = R>0e1 + R>0(e2),

σ1 = R>0e2 + R>0(−e1 − e2),

σ2 = R>0e1 + R>0(−e1 − e2),

mediante el algoritmo de bases de Hilbert calculamos los conos duales de cada cono poliédrico de

donde:

σ∨0 = Con(e1, e2),

σ∨1 = Con(−e1,−e1 + e2),

σ∨2 = Con(e1 − e2,−e2),

mediante el abanico
∑

= {σ∨0 , σ∨1 , σ∨2 } obtenemos

Rσ∨0 = C[z1, z2] asociado a la variedad Xσ∨0
= A0,

Rσ∨1 = C[z−1
1 , z−1

1 ∗ z2] asociado a la variedad Xσ∨1
= A1

Rσ∨2 = C[z1 ∗ z−1
2 , z−1

2 ] asociado a la variedad Xσ∨2
= A2.

Ejemplo (b). La superficie de Hirzebruch Hk. Consideramos un a hipersuperficie en CP 1 ×

CP 2 = {([η0, η1], [ζ0, ζ1, ζ2]) : (η0, η1) 6= (0, 0), (ζ0, ζ1, ζ2) 6= (0, 0, 0)} determinada por la ecuación

ηk0ζ0 = ηk1ζ1, k ∈ Z.

Similarmente que el ejemplo anterior al determinar los politopos de Newton asociados aśı como sus

conos duales, se encuentran cuatro planos como cartas afines y sus pegados dependen de k se sigue

entonces:
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Rσ∨0 = C[ze1 , ze2 ] = C[z1, z2],

Rσ∨1 = C[z−e1 , ze1+ke2 ] = C[z−1
2 , z1z

k
2 ],

Rσ∨2 = C[z−e1 , ze2 ] = C[z−1
1 , z2],

Rσ∨3 = C[z−e1−ke2 , z−e2 ] = C[z−1
1 z−k2 , z−1

2 ],

de donde conseguimos las siguientes variedades tóricas asociadas,

Xσ∨0
=Spec(C[z1, z2]);

Xσ∨1
=Spec(C[z−1

2 , z1z
k
2 ]) ;

Xσ∨2
=Spec(C[z−1

1 , z2]);

Xσ∨3
=Spec(C[z−1

1 z−k2 , z−1
2 ]).

Este enfoque es útil para la resolución de polinomios con este tipo de parametrización y usaremos

este enfoque ampliamente a través de los desarrollos del apéndice B.

Figura 2.1: Conos normales asociados al politopo K; ref. [13].
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Figura 2.2: Conos duales asociados a cada cono asociado a los conjuntos proyectivos; ref. [13].



Caṕıtulo 3

Resolución de singularidades

En este caṕıtulo definiremos una singularidad desde el contexto de veriedades tóricas. En-

seguida mostraremos la existencia de resolución de singularidades enunciando sin demostración el

famoso teorema de Hironaka. Posteriormente definiremos el blow up tórico o modificación tórica,

a partir de retomar el concepto definido en la última sección del caṕıtulo primero, y se trata de

la subdivisión estelar regular, y este será junto con la técnica usual de blow up los métodos de

resolución de singularidades que se aplicarán en la última parte de nuestro trabajo, las definiciones

lemas y teoremas aśı como sus demostraciones de este caṕıtulo fueron tomadas de los trabajos

referenciados en la bibliograf́ıa de los siguientes autores, [13] G. Ewald, [15] H. Hironaka, [16]

R. Hartshorne, [32] S. Watanabe, a excepción de los ejemplos (a) y (b) y el teorema 3.1.7,

los cuales fueron probados por el autor de este trabajo.

3.1. Teorema de Hironaka y modificación tórica

Definición 3.1.1. Sea σ un cono reticular n−dimensional; cualquier cono se puede descom-

poner siempre en suma directa de espacios vectoriales, de la siguiente manera,

σ = σ0 + U ,

donde σ0 ⊂ Rn es un cono reticular con ápice 0 y U ⊂ Rn se dice que es el subespacio lineal

maximal de Rn incluido en σ, también U se define como U := σ ∩ (−σ) ya hemos estado familiari-

zados con este cono reticular en el caso de que σ ∩ (−σ) = {0}, y en ese caso hemos dicho que σ es
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cono fuertemente convexo; U será llamado el coespacio lineal de σ y lo denotamos como cospanσ.

Sea σ un cono reticular no trivial, esto es, este puede ser descompuesto como σ = σ0 + U

como ya se ha visto anteriormente. Esto puede ser reducido al caso de conos con ápice cero.

Teorema 3.1.1. Para un cono reticular n-dimensional σ ∈ Rn, sea d := n − dimσ0. Entonces, la

variedad tórica af́ın Xσ tiene estructura de un producto cartesiano

Xσ w Xσ0 × (C∗)d.

En particular, si el cono σ es regular, entonces,

Xσ w Cn−d × (C∗)d.

Demostración. Primero elegimos un conjunto de generadores a1, ..., ak′ para σ0 ∩ Zn y b1, ..., bk′′

para U ∩Zn, respectivamente. Su unión genera el monoide σ ∩Zn. Toda relación lineal de la forma∑
vi ∗ ai =

∑
µj ∗ bj = 0 es trivial, siendo que los conos σ0 ⊂ Rn y U ⊂ Rn se encuentran en

suma directa como subespacios vectoriales sobre R, aśı que cualquier relación que involucre ambos

conjuntos de generadores se descompone únicamente como la suma de relaciones que involucran

a1, ..., ak′ y otras que involucran a b1, ..., bk′′ . Ahora sean u1, ..., uk′ y v1, ..., vk′′ funciones coordena-

das que son representaciones de V ′ de Xσ0 en Ck′ y V ′′ de XU w (C∗)d en Ck′′ y pueden ser escritas

como ui = tai , i = 1, ..., k′ y vj = tbj , j = 1, ..., k′′, respectivamente. Entonces, u1, ..., uk′ , v1, ..., vk′′

son las funciones coordenadas para la subvariedad af́ın V de Ck′+k′′ que representan a Xσ. Aqúı no

hay relaciones algebraicas de la forma f(u) = g(v) con polinomios no constantes f y g puesto que

distintos sistemas de generadores en distintas dimensiones en este caso k′ y k′′ inducen distintas

construcciones geométricas de variedades tóricas y por tanto distintas funciones coordenadas en

ellas, i.e., Xσ0 ∩XU = , aśı al tomar un punto (x, y) ∈ Ck′×Ck′′ este pertenece a V śı solo śı x ∈ V ′

y y ∈ V ′′ w (C∗)d, i.e., V = V ′ × V ′′, lo cual prueba la afirmación, q.e.d..
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Definición 3.1.2.(Singularidad) Sea X∑ una variedad tórica n-dimensional y
∑

un aba-

nico regular. Un punto x ∈ X es llamado singular o una singularidad de X∑ śı alguna carta

af́ın Xσ∨ , σ ∈
∑

, a la que este pertenece, no es de la forma Ck × (C∗)n−k de acuerdo al teorema

anterior.

A continuación enunciamos el teorema principal debido a Heisuke Hironaka, sin demostración y

posteriormente enunciamos una variante de este importante teorema debido a Atiyah y el cual es

con el que estaremos trabajando.

Teorema Principal I (H. Hironaka 1963.) 3.1.2 Sea B un campo de caracteŕıstica cero. Si X

es un B- esquema algebraico, reducible e irreducible, entonces existe un sub-esquema D de X tal

que,

(i) el conjunto de puntos de D es exactamente los lugares singulares de X, y

(ii) si f : X̃ −→ X es la transformación de monomios de X con centro D, entonces X̃ es no singular.

Vemos que el subconjunto abierto complementario de X a D, lo denotamos como U, es

denso en el espacio base de X y f induce un isomorfismo de X|f−1(U) a X|U . Reemplazando la

condición (i) por estas condiciones sobre D, obtenemos el teorema principal I en la forma débil,

para ver detalles de la demostración ver [13].

Teorema 3.1.3 (Teorema de Hironaka-Atiyah). Sea f una función anaĺıtica real en una

vecindad de ω = (ω1, ...., ωn) ∈ Rn con f(ω) = 0. Entonces ah́ı existe un conjunto abierto V , una

variedad anaĺıtica real U y un mapeo anaĺıtico propio g de U a V tal que:

(a) g : U − ε −→ V − f−1(0) es un isomorfismo, donde ε = g−1(f(0)),

(b) Para cada u ∈ U , existen coordenadas anaĺıticas locales (u1, ...., un) tal que f(g(u)) = ±us11 u
s2
2 ∗

... ∗ usnn , donde s1, ...., sn son enteros no negativos; ver ref. [29].

Comentarios. Este Teorema es una versión del bien conocido teorema en geometŕıa algebraica

de resolución de singularidades debido a Hironaka. Donde f(ω) no es un polinomio pero es una

función anaĺıtica, las singularidades de f pueden ser localmente resueltas, la prueba de Hironaka es

completamente constructiva, y el mapeo g puede ser construido de procedimientos finitos recursivos



54

de blowing ups de variedades no singulares contenidas en conjuntos singulares. En el teorema ambos

U y W son espacios localmente Hausdorff y g es continua. En este caso g es un mapeo propio śı y

solo śı para un conjunto compacto arbitrario K, g−1(K) es compacto, [30], [32], [33].

Modificación tórica.

Teorema 3.1.4. El mapeo definido como

T ×Xσ∨ −→ Xσ∨ , (t, x) 7→ tx = (ta1 ∗ x1, ..., t
ak ∗ xk)

es una acción del toro sobre la variedad tórica af́ın Xσ∨, llamado la acción natural del toro.

Esta se extiende de manera natural al toro en śı misma. El toro encajado es una órbita de la acción,

llamada la gran órbita.

Demostración. Sea σ un cono en Rn con ápice cero, y sea A = (a1, ..., ak) un sistema de genera-

dores del monoide σ∨ ∩Zn. Ya sabemos que la elección de dicho sistema de generadores determina

la construcción geométrica de la variedad tórica af́ın Xσ∨ como una subvariedad algebraica V de

Ck. Sin embargo, sabemos que el mapeo T −→ Ck dado por t −→ (ta1 , ..., tak) mapea a T biyecti-

vamente sobre el subconjunto abierto denso V ∩ (C∗)k de V , i.e., el encajamiento del toro, y ahora

para x = (x1, ..., xk) ∈ V y t ∈ T , tenemos que (ta1 ∗ x1, ..., t
ak ∗ xk) define una acción de T como

grupo en V por multiplicación compleja coordenada a coordenada. Y el encajamiento del toro es

una órbita de la acción, llamada la gran órbita.

Para ver que la acción es independiente de la elección de A, damos dos sistemas de coordenadas que

generan la variedad abstracta af́ın Xσ∨ , correspondiente a elecciones diferentes A y A′ de generado-

res de monoides y aśı diferentes construcciones geométricas V = V (a) en Ck y V ′ = V ′(a) en Cm,

existe una transformación de coordenadas ϕ : V −→ V ′, ϕ induce una biyección entre las copias

encajadas de los toros en V y V ′, respectivamente. Entonces es fácil ver que, para todo punto dado

x = (x1, ..., xk) ∈ V su imagen ϕ(x) = (y1, ..., ym) ∈ V ′ y ∀ t ∈ T,

ϕ(ta1 ∗ x1, ..., t
ak ∗ xk) = (ta

′
1 ∗ y1, ..., t

a′m ∗ ym), la identificación de la variedad abstracta af́ın

Xσ∨ con la constrcucción geométrica V ⊂ Ck, es, de esa manera compatible con la acción del toro

sobre V , q.e.d.
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Lema 3.1.1. Si una singularidad x ∈ X∑ pertenece a una órbita Tk de X∑, entonces todos los

puntos de la órbita Tk son singularidades. El gran toro no contiene singularidades, ver ref. [5].

Demostración. Si un punto de Tk está en Xσ∨ , entonces aśı lo están todos los puntos. Por tanto

el lema es cierto por la definición de singularidad. En el gran toro T = (C∗)n, igualmente por

definición de singularidad, no hay singularidad, q.e.d.

Definición 3.1.3. Sean X∑, X∑′ variedades con encajamiento de toros T ⊂ X∑, T ′ ⊂ X∑′ .
Sea Ψ : X∑ −→ X∑′ un mapeo, y φ(c) : T −→ T ′ un homomorfismo tal que

Ψ(cx) = φ(c) ∗Ψ(x), ∀ c ∈ T .

Entonces, llamamos a Ψ equivariante respecto a φ.

Definición 3.1.4. (Modificación tórica) Sea
∑

un abanico regular, y sea s(p, σ) una sub-

división estelar regular de
∑

. Entonces, el morfismo tórico

Ψσ : Xs(p,σ)
∑ −→ X∑

inducido por el mapeo identidad id, Ψσ = id′, es llamado un blow down equivariante deXs(p,σ)
∑.

La operación inversa Ψ−1
σ se dice que es un blow up equivariante o blow up tórico de X∑.

Definición 3.1.5. Sea τ una cara propia de σ y sea a1, ..., ak un sistema de generadores de el mo-

noide τ ∩Zn y a1, ..., ak, ak+1, ..., aq generadores del monoide σ∨ ∩Zn. Los cuales inducen sistemas

de funciones coordenadas (u1, ..., uk) y (u1, ..., uk, uk+1, ..., uq) con ui = tai . Entonces hay un mapeo

natural definido por

ϕ : Xτ −→ Xσ∨

(u1, ..., uk) 7→ (u1, ..., uk, 0, ..., 0).
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Decimos que una subvariedad cerrada de una variedad tórica af́ın Xσ∨ es llamada una subvariedad

invariante af́ın (subvariedad tórica cerrada) si esta es de la forma ϕ(Xτ ) := Xσ∨ ∩ (uk+1 =

.... = uq = 0) de Xσ∨ .

Teorema 3.1.5. Sea X∑ una variedad tórica regular, y sea X∑
0

una subvariedad tórica

invariante definida por la estrella st(σ,
∑

) w
∑

0 de σ en
∑

; 1 < k := dimσ 6 n.

(a) Bajo el blow up tórico Ψ−1
σ , cualquier punto x ∈ X∑

0
es reemplazado por un (k-1)-Espacio

proyectivo k-dimensional.

(b) El blow down Ψσ es un morfismo tórico que es biyectivo en el exterior de Ψ−1
σ .

Demostración. Sea σ = Con(a1, ..., ak) y sea p := a1 + ...+ ak. Primero asumimos que dimσ′ = n

para un σ′ ∈ st(σ,
∑

), y σ′ = Con(a1, ..., ak, ak+1, ..., an). Entonces por subdivisión estelar regular

en dirección de p, σ′ es descompuesto en conos n-dimensionales σi := Con(a1, ..., ai−1, p, ai+1, ...ak, ..., an),

i = 1, ....k y por el teorema 1.1.1 podemos escribir que

(σ∨)∨ = Con(b1, ..., bk, ...bn), y

también calculamos los conos duales de los conos σi, y se obtienen aplicando los resultados del lema

1.2.5., aśı,

σ∨i = Con(b1 − bi, ..., bi−1 − bi, bi, bi+1 − bi, ..., bk − bi, bk+1, ..., bn),

donde i = 1, ..., k. Por tanto, X(σ∨)∨ tiene coordenadas (u1, ..., un) = (tb1 , ..., tbn) y Xσ∨i
tiene coor-

denadas (v1, ..., vn) =

(tb1−bi , ..., tbi−1−bi , tbi , tbi+1−bi , ..., tbk−bi , tbk+1 , ..., tbn). Sustituyendo las coordenadas ui respectiva-

mente como aparecen en las coordenadas vi, conseguimos el morfismo Ψσ|σ∨i esta dado por las

parametrizaciones,

ul = vlvi, ..., ui−1 = vi−1vi, ui = vi,

ui+1 = vi+1vi, ..., uk = vkvl, uk+1 = vk+1, ..., un = vn.
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Su inverso esta definido por vi 6= 0. Si vi = 0, las imagenes de todos los puntos (v1, ..., vi−1, 0, vi+1, ...,

vk, v
′
k+1, ..., v

′
n) son (0, ..., 0, v′k+1, ...v

′
n), para cualquier conjunto fijo v′ := {v′k+1, ...v

′
n} de coorde-

nadas, esto es, la fibra X
(i)
0 de Ψσ|Xσ∨

i
, arriba (0, ..., 0, v′k+1, ...v

′
n) es un (k-1)-espacio af́ın X

(i)
v′ .

Cualquiera de dos tales espacios X
(i)
v′ son isomorfos a cada uno de los otros en X

(i)
0 . Pero los es-

pacios X
(i)
0 , i = 1, ..., k, pueden ser considerados como las cartas afines del (k-1)-espacio proyectivo

definido por los generadores, b1− b2, b2− b3, ..., bk−1− bk, bk− b1 ellos están en (Con{p})⊥ y suman

el vector 0; i.e., son una subdivisión estelar regular en dirección de p, de acuerdo al teorema 1.3.1;

y todo este procedimiento, hemos mostrado anteriormente es similar al haber encontrado las bases

de Hilbert del cono inicial σ′ y posteriormente las bases de Hilbert de los conos σi, y este procedi-

miento es muy útil para conos de alta dimensión; la subdivisión estelar regular la utilizamos en la

prueba como un método constructivo para el blow up tórico Ψσ|σ∨i .

Ahora si la dimensión maximal de un cono σ′ ∈ st(σ,
∑

) es menor que n, decimos r = dimσ′ <

n, (σ′)∨ tiene cospanU 6= 0. Aśı σi = σ0i + U nuevamente aplicando el lema 1.2.5. construimos

los conos σ∨i , reemplazamos n por r, i = 1, ...k. Entonces se puede ver fácilmente que para cada

cospanσ∨i ,

cospan(U∨) = cospan(σ′)∨ = cospanσ∨1 = ... = cospanσ∨k ,

tal que X(σ′)∨ , Xσ∨1
, ..., Xσ∨k

tienen las mismas coordenadas uj para j > k. De ese modo todos los

argumentos de arriba pueden ser aplicados a cualquier variedad Xσ∨k
, y obtenemos el mismo resul-

tado para r < n, aśı terminamos la prueba q.e.d.

Definición 3.1.6. Sea X∑ una variedad tórica que tiene singularidades, y sea X∑′ una

variedad tórica regular para la que |
∑
| = |

∑′ |, y un morfismo tórico

Ψ : X∑ −→ X∑′
existe un isomorfismo en el toro. Entonces, llamamos a Ψ una resolución de singularidades de

X∑.
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Teorema 3.1.6. Una variedad tórica X∑ con singularidades tiene una resolución Ψ. Pode-

mos elegir Ψ como una composición de morfismos Ψ1, ....,Ψq que provienen de las subdivisiones

estelares s1, ..., sq:

∑′ ←−sq .....←−s1
∑

. ↑

. .

. .

↓ .

X∑′ −→Ψsq ..... −→Ψs1
X∑

Demostración. Primero, por subdivisiones estelares, regresamos a
∑

dentro de un abanico sim-

plicial
∑′. Sea σ ∈

∑′ un cono maximal no regular, dimσ = k. Aplicamos inducción sobre k y

asumimos que una (k-1)-cara σ0 de σ ha sido obtenida por subdivisiones estelares de
∑

. Aśı σ

es descompuesto dentro de k-śımplejos. Sea τ uno de ellos, τ = τ0 + %, donde τ0 ⊂ σ0 y τ0 es

regular. Salvo una transformación unimodular, podemos asumir que τ0 = Con(e1, ..., ek−1). En-

tonces, % = R≥0a con a primitivo, a = α1e1 + .... + αk−1ek−1 + αek (en Rk expandido por τ) y

α1, ..., αk−1, α ∈ Z≥0.

Si α = 1, τ es regular. Si α > 1, ah́ı existe un punto reticular b = β1e1 + ...+ βk−1ek−1 +
1

α
a, 0 ≤

βi < 1, i = 1, ..., k − 1. Obtenemos

α′ := |det(e1, ..., ei−1, b, ei+1, ..., ek−1, a)| < α = det(e1, ..., ek−1, a).

Aplicamos a
∑

la subdivisión estelar s(b;
∑

) en dirección de b. Todo cono k-dimensional afectado

por s(b;
∑

) se descompone dentro de conos con menor determinante que la matŕız de generadores.

Aśı, después de un número finito de pasos conseguimos conos de tal manera que al elegir cualquiera
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de ellos, digamos σ = Con(α1, ..., αr) obtengamos |det(α1, ..., αr)| = ±1, lo cual siempre es posible

siendo que σ ⊂ Zn, y que de acuerdo a la definición 1.1.9, estos conos, son conos regulares, con esto

concluimos la prueba, q.e.d.

Ejemplo (a). Consideremos la siguiente superficie cónica z1z2 = z2
3 la cual tiene singularidad en

(0, 0, 0) ∈ R3. Y sea σ = Con((1, 0), (1, 2)) el cono poliédrico que pertenece a cualquier abanico;

σ∨ = Con((0, 1), (2,−1)), donde los generadores del cono dual fueron calculados como vectores

normales a los generadores de σ. De esa manera obtenemos geométricamente la siguiente variedad

tórica af́ın X∨σ .

Xσ∨ =SpecC[z1, z2, z3] = C[v, u2v−1, u]

las relaciones entre los monomios generadores de esta variedad parametrizan la superficie cónica.

Ahora subdividimos σ en la dirección del rayo R>0(e1 + e2). Sea σ1 = Con(e1, e1 + e2) y σ∨ =

Con(e2, e1 − e2). Entonces, podemos conseguir la variedad Xσ∨1
=SpecC[v1, v2] = C[t2, t1t

−1
2 ], y el

blow down Ψ1 esta dado por

(z1, z2, z3) −→ (v1, v1v
2
2, v1v2).

Aśı primero, mapeamos cada punto (v1, v2) sobre el punto (v1, v2, v1v2) de una superficie regular

cuadrática, y entonces proyectamos sobre la superficie cónica, y entonces realizamos el blow up

tórico al proyectar esta superficie cónica (v1, v1v
2
2, v1v2). a la ĺınea {(o, v2)}, después sobre la ĺınea

{(0, v2, 0)} y entonces sobre el punto (0, 0, 0), mientras que las ĺıneas {(c, v2)} para c 6= 0 son ma-

peadas sobre las ĺıneas (c, v2, cv2) y entonces sobre las parábolas {(c, cv2
2, cv2)}.

Más claramente definimos el blowing up Ψ−1
1 de Xτ∨ donde τ∨ = Con(e1, e2, e3) es una cara de

σ∨ y una de las cartas de Ψ−1(Xτ∨) esta dada por Xσ∨0
donde σ0 = Con(e1, e1 + e2, e3), y, de ese

modo conseguimos, que σ∨0 = Con(e2, e1 − e2, e3). La construcción geométrica de Xσ∨0
es entonces,

(v1, v2, v3) = (t2, t1t
−1
2 , t3) de esta igualdad se sigue (z1z2, z3) = (v1, v1v

2
2, v3).
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Ahora, v3 = v1v2 de nuevo representa la superficie de arriba, esta vez obtenida del cono

cuadrático por blowing up tórico C3 a lo largo de {(0, z2, 0)}, ver fig. 3.1.

Observación. El procedimiento de desingularización desarrollado mediante subdivisión este-

lar arriba; se puede resumir y desarrollar para cálculos posteriores mediante el cálculo de las bases

de Hilbert sobre los generadores del monoide que definen el cono poliédrico del soporte definido

por el polinomio de la superficie puesto que los elementos de la base de Hilbert definen conos re-

gulares minimales y siendo que sus generadores generan todas las cartas afines de la variedad, lo

cual es misión de la subdivisión estelar regular, de ese modo tenemos procedimientos equivalentes

de construcción uno combinatorio y otro más algebraico. Veamos a continuación.

Consideremos nuevamente la superficie cónica anterior como el siguiente polinomio h(z1, z2, z3) =

z1z2−z2
3 elegimos una cara dual del cono definido por la superficie cónica σ∨ = Con(e1, e1+2e3) estos

generadores se encuentran contenidos en el cono definido por el conjunto supp(h) = {e1 +e2, 2e3}, y

calculamos las bases de Hilbert asociadas a este cono mediante el programa Nórmaliz o el algoritmo

sugerido en el apéndice A, con lo cual conseguimos la base de Hilbert Hσ∨ = {e1, e1 + e3, e1 + 2e3},

ahora podemos conseguir una construcción de la variedad tórica af́ın definida por el cono poliédrico

mediante las siguiente carta af́ın Xσ∨ = {(u1, u2, u3)} = SpecC[u1, u1u3, u1u
2
3], de donde consegui-

mos el mapeo de resolución

g : (z1, z2, z3) −→ (u1, u1u3, u1u
2
3).

aqúı la parametrización es similar a la obtenida anteriormente pero con posición en el anillo coor-

denado distinta, esto es debido a la elección de la cara contenida en el cono poliédrico elegida, pero

para nuestros propósitos de desingularización realizan el mismo efecto y ya que debido al teorema

de Hironaka-Atiyah se elige que u = (u1, u2, u3) 6= (0, 0, 0) ∈ R3, obtenemos

h(g(u)) = u2
1u3(1− u3

3).
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con lo cual se obtiene un polinomio con caracteŕısticas establecidas por el teorema de Hironaka-

Atiyah, también hemos conseguido utilizar un técnica basada netamente por el cálculo de las bases

de Hilbert la cual impĺıcitamente contiene la técnica de subdivisión estelar regular y donde esta con-

lleva a un modo muy extenso de cálculos pero sin embargo, nos funciona muy bien para formalizar

de manera amplia la definición de blow up tórico o modificación tórica.

Ejemplo (b). Consideremos el polinomio H(a, b, c) = a2b2 +2abc+c2 +3a2b4, (a, b, c) ∈ R3 el

cual es singular en (0, 0, 0) ∈ R3. Construimos el politopo de Newton definido por supp(H), del cual

obtenemos el siguiente cono poliédrico definido por, σ = Con((2, 2, 0), (1, 1, 1), (0, 0, 2), (2, 4, 0)).

Ahora conseguimos el siguiente cono dual asociado de acuerdo al teorema 1.1.1 tenemos que

σ∨ = Con(2e1 − e2 − e3,−e1 + e2, e3)

del cual obtenemos las bases de Hilbert asociadas al monoide σ ∩Z3 de acuerdo al apéndice A o el

programa Nórmaliz, aśı conseguimos

Hσ∨ = {e1 + e2, e1 + e2 + e3, e1 + 2e2},

ahora de acuerdo a nuestros resultados expuestos en el teorema 2.2.1 podemos obtener geométri-

camente la siguiente variedad tórica af́ın Xσ′∨ donde,

Xσ′∨ = Spec(C[Sσ′∨ ∩ Z3]) = Spec(C[u1u2, u1u2u3, u1u
2
2]).

Y que de acuerdo a la demostración del teorema 3.1.5, elegimos el conjunto de generadores

de Xσ′∨ los cuales forman una matŕız unimodular A este proceso fue equivalente a obtener la mejor

subdivisión estelar en dirección del vector reticular p = (2, 2, 0)+(1, 1, 1)+(0, 0, 2)+(2, 4, 0), en este

caso de acuerdo a las generadores A = Columnas((1, 1, 0)′, (1, 1, 1)′, (1, 2, 0)′), y parametrizamos

mediante este sistema de monomios de Laurent.

Por el teorema de Hironak-Atiyah, obtenemos el siguiente mapeo de resolución g1 : (a, b, c) −→

(u1u2, u1u2u3, u1u
2
2)/(0, 0, 0) tal que,
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H(g1(u1, u2, u3)) = u4
1u

4
2u

2
3 + 2u3

1u
4
2u3 + u2

1u
4
2 + 3u6

1u
6
2u

4
3

= u2
1u

4
2(u2

1u
2
3 + 2u1u3 + 1 + 3u4

1u
2
2u

4
3)

= u2
1u

4
2((u1u3 + 1)2 + 3u4

1u
4
3u

2
2)

= c2
1((b1 + 1)2 + 3b41d

2
1)

= c2
1(b′21 + 3(b′1 − 1)4d2

1)

= c2
1(b′21 + 3e4

1d
2
1)

volvemos aplicar por segunda vez la técnica de resolución mediante bases de Hilbert al polinomio

definido por h(b′1, d1, e1) = b′21 +3e4
1d

2
1, de donde conseguimos la base de Hilbert asociada al politopo

de Newton del supp(h), de ese modo se tiene usando el programa Nórmaliz o el algoritmo del

apéndice A, Hσ∨ = {e1, e1 + e2, e1 + 2e2}, de la cual conseguimos el siguiente mapeo de resolución

g2 : (b′1, d1, e1) −→ (s1, s1s2, s1s
2
2)/(0, 0, 0).

del cual se obtiene la siguiente variedad tórica af́ın; Xσ∨ = SpecC[s1, s1s2, s1s
2
2], de donde conse-

guimos

H(g1(g2(s1, s2, s3))) = c2
1s

2
1(1 + 3s4

1s
8
2s

2
2)

= c2
1s

2
1(1 + 3s4

1s
10
2 ).

el cual no es singular en (0, 0, 0) ∈ R3, además nuestro resultado reproduce el mismo cálculo para

la máquina de aprendizaje asociada a este polinomio el cual veremos a profundidad en la parte dos

de este trabajo, ver ref. [32], [39].

En resumen. La interpretación geométrica a todo esto es la siguiente, la estrella del abanico

construido a partir del cono poliédrico inicial st(Σ, σ) tiene que ver con el conjunto de normales

en σ y detecta el conjunto de conos cara que no son regulares en el abanico Σ construido a partir

de σ la forma de resolver esta irregularidad es mediante una subdivisión estelar regular, la manera
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de realizarla algebraicamente es encontrando los generadores asociados a los monoides de los conos

reticulares involucrados (bases de Hilbert), al hacer esto la subdivisión estelar se presenta como la

unión de los conos regulares que ya exist́ıan y sustituyendo las partes irregulares por subespacios li-

neales minimales como τ+Con(p) donde esta definido en el teorema 1.3.1 y Con(p) es el rayo vector

en la dirección en la que se realiza la subdivisión estelar, τ es una cara regular que no es cara de las

partes irregulares en la estrella, la regularidad es muy importante en resolución de singularidades

tóricas puesto que esta suma de espacios es regular, y que de acuerdo al teorema 2.2.1 entonces el

conjunto algebraico XU+τ+Con(p) asociado al cono poliédrico racional U + τ + Con(p) regular im-

plica la obtención de una variedad tórica af́ın, y de acuerdo a esta regularidad de poliédros también

aplica el teorema 3.1.1 de donde esta variedad tórica af́ın es posible verla como el siguiente producto

cartesiano de espacios Cn−d × (C∗)d (n dimensión del cono reticular y d = n − dim(τ + Con(p)))

donde es claro el encajamiento de nuestras variedades tóricas afines en variedades algebraicas no

singulares, a todo este procedimiento geométrico algebraico le llamamos blow up tórico o modifi-

cación tórica, ver. Ref.[11], [13], [14].

A continuación resumimos el desarrollo que hasta el momento llevamos en nuestro trabajo mediante

el siguiente teorema.

Teorema 3.1.7. Sea
∑
⊂ Rn un abanico singular o no regular, y σ ∈

∑
cualquier cono no

regular, sea Hσ∨ las bases del Hilbert asociadas a su cono dual. Entonces el proceso de encontrar

las bases de Hilbert del cono σ es equivalente a realizar el proceso de subdivisión estelar st(σ, p)

en dirección del vector reticular p.

Demostración. Hacemos uso del siguiente algoritmo de resolución singular para su prueba; con-

sultar blow ups de Nash, ver ref. [1].

1. Dado el cono σ, encontramos las bases de Hilbert Hσ∨ asociadas a su monoide σ∨∩Zd mediante

cualquier algoritmo como el sugerido en el apéndice A.

2. Econtramos el conjunto P = {h1 + ...+hd |hi ∈ Hσ∨}, donde cada p ∈ P es un vector reticular.

3. Calculamos el envolvente convexo de P , i.e., conv (P) como se dijo en la definición 1.1.

4. Encontrar la suma de Minkowski σ∨ + conv(P ), i.e., todas las combinaciones y desigualdades
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que definen este nuevo cono reticular.

5. Econtrar la localización o monoide del nuevo cono reticular σ′ = (σ∨ + conv(P ))v para cada

vértice; lo cual es equivalente a encontrar sus hiperplanos soporte (se puede probar del teorema

1.1.1; que los hiperplanos soporte siempre se encuentran contenidos en las bases de Hilbert).

6. Calculamos el determinante asociado a los vectores reticulares que generan el nuevo cono σ′ y

el cual denotamos por detσ′, si det(σ′) = 1 detemos el proceso por definición de cono regular, si

det(σ′) 6= 1 aplicamos el algoritmo entero a este nuevo cono σ′; hasta cumplir con la condición de

regularidad, i.e., det(σ′) = 1, y con elllo concluimos la prueba, q.e.d.

3.2. Blow up

A continuación estudiamos un importante mapeo birracional. El blow up. Primero construi-

remos el blow up de An en el punto O = (0, ..., 0). Consideramos el producto A × CPn−1, que

es una variedad quasi-proyectiva. Si x1, ..., xn son coordenadas afines de An, y si y1, ..., yn son las

coordenadas homogéneas de CPn−1, entonces los subconjuntos cerrados de A×CPn−1 son definidos

por polinomios en xi, yj , que son homogéneos con respecto a los yj .

Ahora definiremos el blowing up de An en el punto O es el subconjunto cerrado X de A× CPn−1

definido por las ecuaciones {xiyj = xjyi|i, j = 1, ..., n}.

X ↪→ A× CPn−1

↘ ϕ ↓

An

Tenemos un morfismo natural ϕ : X −→ An obtenido por la restricción del mapeo proyección de

An × CPn−1 sobre el primer factor. Estudiaremos las propiedades de X.

(1) Si p ∈ An, p 6= O, entonces ϕ−1(O) consiste de un solo punto. De hecho, ϕ da un isomorfismo

de X−ϕ−1(O) sobre An−O. Ahora sea p = (a1, ..., an) con algún ai 6= 0. Ahora si p× (y1, ..., yn) ∈

ϕ−1(p), entonces para cada j, yj = (aj/ai)yi, y (y1, ..., yn) es únicamente determinado como un pun-
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to en CPn−1. Si colocamos yi = ai, podemos tomar (y1, ..., yn) = (a1, ..., an). De esa manera ϕ−1(p)

consiste de un único punto. Además, para p ∈ An − O, colocamos ψ(p) = (a1, ..., an)× (a1, ..., an)

define un morfismo inverso a ϕ, mostrando que X − ϕ−1(O) es isomorfo a An −O.

(2) ϕ−1(O) w CPn−1. Y ϕ−1(O) consiste de todos los puntos O×Q, con Q = (y1, ..., yn) ∈ CPn−1,

sujeto a que no hay restricción.

(3) Los puntos de ϕ−1(O) están en correspondencia 1-1 con el conjunto de ĺıneas a través de O

en An. Claramente, una ĺınea L a través de O en An puede estar dado por ecuaciones paramétri-

cas xi = ait, i = 1, ..., n donde los ai ∈ k son todos no cero, y t ∈ A1. Ahora consideramos la

ĺınea L′ = ϕ−1(L − O) en X − ϕ−1(O). Esta dado paramétricamente por xi = ait, yi = ait, con

t ∈ A1 − O. Pero los yi son coordenadas homogéneas en CPn−1, y podemos igualmente describir

bien L′ con las ecuaciones xi = ait, yi = ai para t ∈ A1 − O. Estas ecuaciones tienen sentido

también para t = 0 y dada la cerradura cl(L′) de L′ en X. Ahora cl(L′) intersecta ϕ−1(O) en el

punto Q = (a1, ..., an) ∈ CPn−1, aśı vemos que mandar L a Q da una correspondencia 1-1 entre

ĺıneas a través de O en An y puntos de ϕ−1(O).

(4) X es irreducible. Es claro que si, X es la unión de X − ϕ−1(O) y ϕ−1(O). La primera pieza

es isomorfa a An − O, por tanto irreducible. De otra manera, hemos solo visto que todo punto de

ϕ−1(O) esta en la cerradura de algún subconjunto (la ĺınea L′) de X −ϕ−1(O). Aśı X −ϕ−1(O) es

denso en X, y X es irreducible.

Definción 3.2.1. Si Y es una variedad de An que pasa a través O. Definimos el blow up de Y

en el punto O como Ỹ = (ϕ−1(Y −O))−, donde ϕ : X −→ An es el blowing up de An en el punto

O descrita como arriba. Denotamos también por ϕ : Ỹ −→ Y el morfismo obtenido por restricción

ϕ : X −→ An a Ỹ . Para el blow up en cualquier otro punto p de An, hacemos un cambio lineal de

coordenadas que mandan p a O.

Notemos que ϕ induce un isomorfismo de Ỹ −ϕ−1(O) a Y −O, tal que ϕ es un morfismo birracional

de Ỹ a Y . Notemos también que esta definición aparentemente depende del encajamiento de Y en

An, pero de hecho se puede probar que el blowing up es intŕınseco.

El efecto de blowing up en un punto de Y es pull apart Y cerca de O de acuerdo a las diferentes
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direcciones de ĺıneas a través de O.

Ejemplo (c). Sea Y una curva cúbica plana dado por las ecuaciones y2 = x2(x+1). Haremos

blow up de Y en O. Sea t, u coordenadas homogéneas para CP 1. Entonces X, el blowing up de A2

en O, es definido por la ecuación xu = ty dentro de A2 ×CP 1. Este se mira como A2, excepto que

el punto O ha sido reemplazdo por un CP 1 correspondiente a las pendientes de las ĺıneas a través

de O, llamaremos a CP 1 la curva excepcional y es denotada por E.

Obtenemos la imagen inversa total de Y en X considerando las ecuaciones y2 = x2(x+1) y xu = ty

en A2 ×CP 1. Ahora CP 1 es cubierto por conjuntos abiertos t 6= 0 y u 6= 0 que consideramos sepa-

radamente. Si t 6= 0, podemos colocar t = 1, y usamos u como parámetro af́ın. Entonces tenemos

las ecuaciones

y2 = x2(x+ 1),

y = xu,

en A3 con coordenadas x, y, u. Substituyendo, conseguimos x2u2 − x2(x + 1) = 0. Aśı, obtenemos

dos componentes irreducibles, uno definido por x = 0, y = 0, u arbitrario, el cual es E y el otro

definido por u2 = x + 1, y = xu. Este es Ỹ , notamos que Ỹ intersecta E en los puntos u = ±1.

Estos puntos corresponden a las pendientes de las dos ramas de Y en O.

Similarmente uno puede revisar que la imagen inversa total de los ejes x consiste de E y otra curva

irreducible, que nosotros llamamos transformación estricta de los ejes x (esta es la curva cl(L′)

descrita arriba correspondiente a la ĺınea eje-L = x ). Esta transformación estricta intersecta E en

el punto u = 0. Considerando el otro conjunto abierto u 6= 0 en A2×CP 1, uno puede observar que

la transformación estricta en del eje-y intersecta E en el punto t = 0, u = 1.

El efecto del blowing up es separar las ramas de curvas que pasan a través de O de acuerdo a sus

pendientes. Si las pendientes son diferentes, su transformación estricta no se encontrará fuera del

conjunto cerrado X. Ellas se encuentran en E en puntos correspondientes a diferentes pendientes,
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ver, ref. [16].

Ejemplo (d). (Máquina de aprendizaje). Para la siguiente máquina estad́ıstica regular

definida más adelante de nuestro trabajo, usando la coordenadas apropiadas para este modelo

(ω1, ..., ωd) ∈ Cd se define la función de pérdida promedio f(ω) que es localmente escrita por

f(ω) =
∑

i=1,..,d ω
2
i

en el abierto W = {ω : ‖ω‖ < 1} este modelo tiene singularidad en el origen p = (0, ..., 0) ∈ Cd.

Utilizando blow up en este punto mediante la siguiente parametrización definida por el mapeo

g : (u1, ..., ud) −→ (ω1, ..., wd),

ω1 = u1 ωi = u1ui, 2 ≤ i ≤ d.

en esta parametrización por el teorema de Hironaka-Atiyah, escribimos

f(g(u1, ..., ud)) = u2
1 ∗ (1 +

∑
i=1,..,d u

2
i ). La cual ya no es singular en el origen, ver; ref. [32].

Figura 3.1: Modificación tórica resuelto en la superficie cónica; ref. [13].



Caṕıtulo 4

La estad́ıstica de redes neuronales Bayesianas

A continuación seguimos con la última parte de este trabajo, dando una noción breve del

concepto de redes neuronales Bayesianas (R.N.B.), definición de estas mismas, su importancia

teórica como modelos eficácez de la inteligencia artificial en la toma de decisiones, pronósticos de

datos, entre otros. Posteriormente abordaremos de manera introductoria los conceptos más centrales

de la teoŕıa del aprendizaje estad́ıstico Bayesiano incluyendo uno de los teoremas importantes de

este tópico, el teorema de Watanabe Sumio para curvas de aprendizaje, posteriormente la definición

en breve de máquinas singulares,con estos conceptos definimos la problemática del aprendizaje por

presencia de singularidades en el espacio de parámetros de la red neuronal, viendo este conjunto

como un conjunto algebraico. Terminamos la exposición de nuestro trabajo con ejemplos de interés

en su implementación, y de reciente publicación en estos últimos años, como es el caso de un

perceptrón de tres capas entre otros dos ejemplos más. La teoŕıa de este caṕıtulo que incluye,

definiciones, lemas y teoremas aśı como sus demostraciones fue tomada de los siguientes autores,

[32], [33], [37], [39] S. Watanabe; [24], [25] A.S. Poznyak; [12] L.D. Garćıa; [8] D.M.

Chickering; a excepción del corolario 4.3.3, el cual es una conclusión y resultado de la teoŕıa

vista en los caṕıtulos anteriores y es escrito por el autor de este trabajo.

4.1. R.N.B y teoŕıa del aprendizaje Bayesiano

Ahora consideramos (Ω,F) un espacio de medida y sea (R,B(R)) un sistema de conjuntos

de Borel de la ĺınea real tal que (Ω,F) es F−medible, y elejimos el triplete (Ω,F, P ) de tal ma-
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nera que defina un espacio probabiĺıstico, con Ω denotando el espacio muestral de eventos, F una

σ−ágebra definida sobre este espacio, y P la probabilidad de Kolmogorov; tomemos un conjunto

de observación de eventos que será denotado como X = {x1, ..., xn} ⊂ Ω, y diremos que la variable

xi = k ∈ X, son variables aleatorias, i.e., existe una función ξ valuada real, tal que ξ(xi) ∈ B para

cada conjunto de Borel B ∈ B, donde la i-ésima variable se encuentra en el estado k; en lo sucesivo

de los siguientes caṕıtulos trabajaremos con densidades de probabilidad P definidas en este espacio

probabiĺıstico (Ω,F, P ). Ahora consideramos un dominio U de n variables discretas x1, ..., xn donde

cada xi tienen un número finito de estados. Para este conjunto U tenemos la siguiente definición.

Definición 4.1.1. (R.N.B) Sea (Ω,F, P ) un espacio de probabilidad; una red neuronal Ba-

yesiana para el conjunto U ⊂ Ω, representa una unión de distribuciones de probabilidad en este

espacio donde cada una cumple el criterio de independencia condicional, de manera más formal es

una tupla de dos elementos (Bs,Θ), donde Bs es la estructura de la red, y Θ ⊂ Ω es el con-

junto de parámetros que codifica las distribuciones de probabilidad local. La estructura

Bs tiene dos componentes: La estructura global G, y la estructura local M . Donde G es una

grafo dirigido aćıclico que contiene un nodo para cada variable xi ∈ U . Las aristas en G denotan las

dependencias probabiĺısticas entre las variables de U y son las probabilidades de transición pij del

estado i al estado j (probabilidades condicionales bayesianas entre par de estados) y usamos par(xi)

para denotar el conjunto de nodos pariente de xi ∈ G, usamos xi para denotar tanto elementos en

U como los nodos del grafo G. El conjunto de estructuras locales M = {M1, ...,Mn} es un conjunto

de n mapeos, uno para cada variable xi, tal que Mi : {parxi, xi} 7→ Θ, ver, ref. [8].

Arquitectura de (R.B.N). Para este tipo de redes neuronales el conjunto de nodos de la estruc-

tura global forman tres conjuntos distintos, el primer conjunto de nodos son los nodos de entrada

y es la conexión a la base de datos a analizar, es segundo grupo de nodos son la capa intermedia

de la red y se les conoce como unidades ocultas o funciones sinápticas y es donde se realizan

los procesos cognitivos del aprendizaje sobre el conjunto de parámetros de la red, estas funciones

sinápticas sin entrar en mas detalle puesto que dependen del problema a resolver se clasifican en,

funciones sigmoides, treshold, o funciones lineales, estos nodos se activan mediante alguna regla de
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disparo para iniciar su aprendizaje, a veces es utilizado la técnica de la métrica de Hamming, ver

ref.[6], también estos nodos solo pueden tener una única salida que se conecta al tercer grupo de

nodos. El tercer grupo de nodos son los nodos de salida, los cuales a su vez es posible conectarlos

a otra red neuronal formando redes neuronales multicapa. Las aristas del grafo G juegan un papel

determinante para nosotros y son etiquetadas por funciones de ponderación y que para el caso de

R.N.B. son las probabilidades de tansición entre estados pij , ver fig. 5.1, ver [7], [28], [38].

A partir de aqúı nos enfocaremos más a fondo en que consisten estas probabilidades de trancisión

pij y su relación con el espacio de parámetros Θ.

Ahora nos enfocamos en la estructura más formal de R.N.B, y su relación con la geometŕıa alge-

braica, pero antes resumiremos la teminoloǵıa básica de R.N.B.

Teorema de Bayes 4.1.1. Sea (Ω,F, P ) un espacio de probabilidad y {θ1, ..., θn} ⊂ Ω un

conjunto de sucesos mutuamente excluyentes y exhaustivos, y tales que la probabilidad de cada

uno de ellos es distinta de cero. Sea xi un suceso cualquiera del que se conocen las probabilidades

condicionales p(xi|θj), entonces, la probabilidad P (θj |xi) esta dada por la siguiente expresión.

P (θj |xi) =
p(xi|θj)p(θj)∑n
j=1 p(xi|θj)p(θj)

.

Para ver detalles de la prueba, ver ref. [24], de la expresión anterior decimos que:

(a) p(xi) = Probabilidad de la variable xi ∈ U , en R.N.B. podrá ser calculada expĺıcitamente

por distribuciones de probabilidad Gaussianas, distribuciones binomiales etc.

(b) p(xi|θj) = Probabilidad condicional de xi dado el parámetro θj y coinciden con las probabili-

dades de transición aśı pij = p(xi|θj).

(c) p(xi, θj) = Unión de la probabilidad de xi y θj , p(xi, θj) = p(xi)P (θj |xi) = p(θ)P (xi|θj), además,

p(xi) =
∫
p(xi, θj)dθj (marginalización).

Regla de Bayes aplicada a máquinas de aprendizaje.
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Definición 4.1.2. Sea (Ω,F, P ) un espacio de probabilidad y D = {xn} ⊂ U ⊂ Ω y n = 1, 2, ..., N

el conjunto de nodos de entrada de una R.N.B., también este conjunto de datos puede ser vis-

to como una sucesión de vectores aleatorios, por ello también una R.B.N. puede ser considerada

como un proceso estocástico ahora elejimos θ ∈ Θ un parámetro. Entonces decimos que para;

P (θ|D) =
P (D|θ)p(θ)

p(D)
, P (D|θ) es la probabilidad condicional del conjunto de datos D dada la

probabilidad del parámetro θ; y p(θ) es la probabilidad priori o previa de θ; y P (θ|D) es la

probabilidad posterior o futura de θ dado el conjunto D.

Si el conjunto m es otro modelo de otro conjunto de datos, tenemos que; P (m|D) =
P (D|m)p(m)

p(D)
,

Modelo de comparación.

Donde P (D|m) =
∫
P (D|θ,m)P (θ|m), esta última probabilidad también se conoce como proba-

bilidad marginal (evidencia): y es la probabilidad de que al tomar parámetros de la probabilidad

previa seleccionados aleatoriamente generen al conjunto D.

Predicción de la variable x.

Dado el conjunto de datos D = {xn} ⊂ U y n = 1, 2, ..., N , la predicción de la variable x la rea-

lizamos mediante el siguiente cómputo P (x|D,m) =
∫
P (x|θ,D,m)P (θ|D,m)dθ, y P (x|D,m) =∫

P (x|θ)P (θ|D,m)dθ, (para muchos modelos).

Probabilidades previas hereditarias.

Con las definiciones anteriores podemos calcular probabilidades previas del parámetro θ, de modelos

que dependen de muchos parámetros, llamados hiperparámetros mediante las siguientes expresiones:

p(θ) =
∫
p(θ|α)p(α)dα

=
∫
p(θ|α)dα

∫
p(α|β)p(β)

=
∫
p(θ|α)dα

∫
p(α|β)

∫
p(β|γ)p(γ)dγ.
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De manera más espećıfica y de acuerdo a la primera definición. En resumen una R.N.B. y de

acuerdo a su definición 4.1.1 esta caracterizada de los siguientes mapeos y conjuntos, expĺıcitamen-

te. (a)Datos: D = {x(i), y(i)}i=1,...,N = (X,Y ) ⊂ RN × RN .

(b)Parámetros (ponderaciones o pesos): Θ = {{pij}, {vk}}.

(c)Probabilidad previa: P (Θ|α).

(d)Probabilidad posterior o futura: P (Θ|α,D) ∝ P (Y |X,Θ)P (Θ|α).

(e)Evidencia o probabilidad marginal: P (Y |X,α) =
∫
P (Y |X,Θ)P (Θ|D,α)dΘ.

(f)Predicción: P (y′|D,x′, α) =
∫
P (y′|x′,Θ)P (Θ|D,α)dΘ.

Cabe mencionar que el cálculo de estas últimas integrales son dif́ıciles de realizar y compu-

tacionalmente caras. Pero la inferencia Bayesiana tiene muchas ventajas; como una aparato ma-

temático formal para el entendimiento de la adquisición artificial del conocimiento y su implementa-

ción en máquinas o servomecanismos. Además de cumplirse a través de esta teoŕıa axiomas básicos

comparados a la inteligencia humana como son:

Siendo que si la probabilidad de un evento p(X) en la probabilidad de Kolmogorov se encuentra

definida en 0 6 p(x) 6 1

Si p(X) = 0 decimos que el evento X es definitivamente falso.

Si p(X) = 1 decimos que el evento X es definitivamente verdadero.

Si p(X|Y ) es el rango de creencia de que el evento X suceda siempre que el evento Y sea verdadero.

Definición 4.1.3. Decimos que una R.N.B. es un modelo paramétrico, dado un número fijo

de parámetros Θ, y registrado el tamaño de el conjunto de datos. Dado Θ, las predicciones son

independientes de los datos D, P (x,Θ|D) = P (x|Θ)P (Θ|D). Los parámetros son un resumen finito

de los datos. Podemos también llamar a esto modelo basado en aprendizaje (ejemplo de ello,

mezcla de k Gaussianas). Si permitimos que el número de parámetros crezca con el tamaño del

conjunto, o alternativamente las predicciones son dependientes de los datos, y los parámetros α

son usualmente un conjunto pequeño. Y P (x|D,α) es llamado aprendizaje basado en memoria

(ejemplo de ello la estimación de la densidad de kernel).
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De un caso paramétrico a uno no paramétrico. Consideremos el conjunto de datos D =

{x(1), ..., x(n)}, y sea x la predicción de un nuevo punto, y Θ parámetros, e hiperparámetros α.

Integrando sobre el espacio de parámetros Θ de un modelo paramétrico obtenemos un modelo no-

paramétrico.

P (x,D,Θ|α) = P (x|Θ)P (D|Θ)P (θ|α)(paramétrico).

P (x|D,α) ∝
∫
P (x|Θ)P (D|Θ)P (θ|α)dΘ (no paramétrico).

Definición 4.1.4. Sea D = {(x(i), y(i)) ⊂ Ω}i=1,..,N un conjunto de datos de una R.N.B. y son

independientemente tomados con probabilidad q(y|x)q(x). Esta probabilidad esta bien definida y

se ajusta a los datos del conjunto D, de ese modo decimos que la probabilidad q(x) es la probabili-

dad verdadera de los datos de entrada x, y q(y|x) es la probabilidad de inferencia verdadera

de la red neuronal.

Definición 4.1.5. Sea (Ω,F, P ) un espacio de probabilidad y elejimos ω ∈ Θ ⊂ Ω, un parámetro

que representa una probabilidad de inferencia de la red neuronal y sea ϕ(ω) su densidad de proba-

bilidad a priori o previa, definimos la densidad de probabilidad futura del parámetro ω como

ρn =
1

Zn
ϕ(ω)

∏
i=1,..n pii(ω) con pii(ω) = P (xi|yi, ω).

Notemos la evaluación como ponderación en toda la red. Donde Zn es la constante de normalización

que asegura que
∫
ρn(ω)dω = 1

Definición 4.1.6. De la misma manera definimos la inferencia estad́ıstica de la R.N.B como el

promedio del ensamble de probabilidades futuras del parámetro ω y se escribe

Pn(y|x) =
∫
P (y|x, ω)ρn(ω)dω.

Donde P (y|x, ω) es la probabilidad condicional de una salida o predicción de un vector y ∈ RN

dado un vector de entrada x ∈ RM .
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Definición 4.1.7 (Máquinas identificables y no identificables). Sea (Ω,F, P ) un espa-

cio de probabilidad y P (y|x, ω) la inferencia probabiĺıstica o probabilidad de predicción de una red

neuronal del vector de salida y ∈ RN y x ∈ RM un vector de entrada. Dado el mapeo ω 7→ P (y|x, ω)

y este es inyectivo decimos que la R.N.B es una máquina identificable en otra palabras, un mo-

delo es identificable śı y solo śı su parámetro esta determinado por su conducta. Si el mapeo no

es uno a uno entonces decimos que la R.N.B es una máquina no identificable y en lo sucesivo

estaremos interesados en este tipo de modelos.

Hay muchos modelos de redes neuronales que entran en este tipo de modelos y lo cual el concepto

de no identificable complica su implementación de manera que es dif́ıcil su entrenamiento y obtener

buenos resultados que aseguren el correcto aprendizaje de este tipo de máquinas y estan asociadas

ı́ntimamente a máquinas singulares, ejemplos de ellas son: perceptrón de tres capas, funciones de

bases radiales, máquinas de Boltzman, mezclas Gaussianas, entre otras de interés analizaremos dos

de este tipo en el próximo caṕıtulo. Esta situación de modelos no identificables es la causa del

problema de aprendizaje en R.N.B, como veremos y son la principal causa de que entren en juego

ciertos conjuntos algebraicos, como se ve a continuación.

Geometŕıa algebraica de R.N.B.

En los subsiguiente siempre consideraremos que las densidades de probabilidad de las máquinas

de aprendizaje: inferencia estad́ıstica P (y|x, ω) o predicción del vector y ∈ RM ; inferencia

verdadera de la red neuronal q(y|x); y q(y|x)q(x) es la distribución de probabilidad con

la que son tamados y entrenados los ejemplos de la máquina de inferencia de manera in-

dependiente. Todas esta densidades estarán definidas a través del espacio de probabilidad (Ω,F, P ).

Definición 4.1.8. Sea ω0 ∈ Θ ⊂ Ω un parámetro tal que P (y|x, ω0) = q(y|x) es decir el

parámetro que realiza que la inferencia verdadera de la red neuronal q(y|x) sea igual a la densi-

dad de probabilidad predictiva del vector de salida y ∈ RN . Para máquinas no identificables este

parámetro no es único y es un conjunto de parámetros, escribimos,
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W0 = {ω0 ∈ Θ ⊂ Ω : P (y|x, ω0) = q(y|x)},

decimos que este conjunto es el espacio de parámetros verdaderos y este conjunto es una

subvariedad no vaćıa que consiste de puntos singulares, cuando estas densidades de probabilidad

son funciones anaĺıticas decimos que este conjunto es un conjunto anaĺıtico, y si son polinomios

decimos que es un conjunto algebraico. Estos conjuntos son los conjuntos en los que estamos in-

teresados, aunque usaremos una definición alternativa para este conjunto que es de interés práctico

para el estudio de nuestras técnicas de resolución de singularidades en máquinas no identificables.

Definición 4.1.9. Definimos la distancia Kullback de una R.N.B, también conocida en la litera-

tura como entroṕıa de la información y es una forma de cuantificar cuánto dista la probabilidad

predictiva P (y|x, ω) de la variable de salida y ∈ RN a la inferencia estad́ıstica verdadera de la red

neuronal q(y|x), escribimos

(distancia Kullback) H(ω) =
∫

log
q(y|x)

P (y|x, ω)
q(y|x)q(x)dxdy.

donde q(x) es la probabilidad verdadera de la variable de entrada x.

Definición 4.1.10. La distancia Kullback induce otra importante definición y la de mayor rele-

vancia en este caṕıtulo. Definimos la curva de aprendizaje de una R.N.B. o generalización del

error conocida aśı en la literatura también, como

K(n) = En

{∫
log

q(y|x)

Pn(y|x, ω)
q(y|x)q(x)dxdy

}
.

Donde En{•} denota el valor esperado de todos los conjuntos de pares de ejemplos entrenados en

la red neuronal. Y Pn(y|x, ω) es la densidad de probabilidad promedio de todas las probabilidades

futuras o posteriores de las salidas de la red neuronal, i.e., la expresión del integrando de arriba,

es la distancia Kullback de la inferencia estad́ıstica verdadera de la red neuronal de la variable de

salida y ∈ RN , a Pn.
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Definición 4.1.11. Es importante notar que de esta última definición el conjunto algebraico

W0 definido en la definición 4.1.8. es equivalente al siguiente conjunto,

W0 = {H(ω) = 0 : ω ∈ Θ}.

y finalmente este conjunto algebraico el cual es no vaćıo, será estudiando en los ejemplos del caṕıtulo

siguiente mediante resolución de singularidades.

4.2. Máquinas singulares.

Definición 4.2.1. Sea (Ω,F, P ) un espacio de probabilidad con y ∈ RN un vector aleatorio

sobre este espacio, definimos la matŕız de información de Fisher, de la siguiente manera

I(ω) = En {∇ω logPn(y|x, ω)∇ᵀ
ω logPn(y|x, ω)} =∫

ω∈RM {∇ω logPn(y|x, ω)∇ᵀ
ω logPn(y|x, ω)}Pn(y|x, ω)q(x)dxdy,

donde Pn es como se definió en 4.1.6, en general esta expresión puede ser entendida como una

métrica en el espacio de parámetros siempre que esta matŕız sea definida positiva, de ah́ı que en

los inicios de teoŕıa estad́ıstica del aprendizaje mediante este concepto se desarrollo la geometŕıa

de la información, como lo es ahora para redes neuronales la geometŕıa algebraica.

Definición 4.2.2. Una máquina de aprendizaje es llamada máquina de aprendizaje regular si

la matŕız de información de Fisher es definida positiva, de otra manera diremos que es una máqui-

na de aprendizaje singular i.e., existe una parámetro ω ∈ Θ tal que detI(ω) = 0 tal parámetro

es llamado singularidad de la matŕız de Fisher. Cabe mencionar que la singularidad de la matŕız de

Fisher la probabilidad del parámetro ω no puede ser aproximado por cualquier forma cuadrática,

como en el caso de máquinas estad́ısticas regulares, ver ref. [39].

Ejemplo (b). Consideremos la siguiente función sináptica de una R.N.B, que emplea el modelo de

regresión de series de Fourier la cual es regular (matŕız de Fisher definida positiva). Sin embargo,

si una función con un parámetro ω = {ak, bk}, es escrita como
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f(x, ω) =
∑

k=1,..N aktanh(bkx), (0 ≤ x ≤ 1)

es usada en un modelo de regresión, entonces el conjunto

{
∂

∂ak
f(x, ω),

∂

∂bk
f(x, ω)

}
no es linealmente independiente si al menos uno de ak o bk es igual a cero. De esa manera este

modelo de regresión es singular. Se muestra que (ver ref. [39]), que el conjunto de todas las singu-

laridades de la matŕız de información de Fisher de esta máquina

S = {ω ∈ Θ : detI(ω) = 0}

es una variedad algebraica que es determinada por el ideal generado por

〈α〉 = 〈
∑

k=1,...,N akb
2h−1
k = 0〉, (h = 1, ..., N).

Esta variedad algebraica contiene singularidades.

Ejemplo (c). La distribución normal

P (x|b) =
1√
2π

exp

(
−‖x− b‖

2

)2

,

con a ∈ R, x, b, c ∈ RN , la cual es máquina estad́ıstica regular, mientras la mezcla de dos Gaus-

sianas

P (x|a, b, c) =
1√
2π

{
a exp

(
−‖x− b‖

2

)2

+ (1− a) exp

(
−‖x− c‖

2

)2
}

,

es singular. En general, si una máquina de aprendizaje tiene estructura de capas o variables ocultas

como es este último caso, entonces es singular, en general. Casi todas las máquinas de aprendizaje

de procesos de información neuronal (R.N.B) son singulares. También consultar ref., [29], [39], [40],
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[41].

La distacia Kullback y teorema de Hironaka-Atiyah. A continuación definimos la distancia

Kullback emṕırica promedio como

Hn =
1

n

∑n
i=1 log

q(yi|xi)
P (yi|xi, ω)

,

y sea H(ω) la distancia Kullback como la definimos anteriormente, si existe un parámetro ω0 tal que

H(ω0) = 0, entonces H(ω) satisface las afirmaciones del teorema de resolución de Hironaka-Atiyah,

i.e., ah́ı existen una variedad U y un mapeo de resolución g : U 7→W , tal que

H(g(u)) = A(u)2 con A(u) = uk11 ∗ ... ∗ u
kd
d .

usando el hecho de que la distancia emṕırica puede ser escrita como, para mayor detalle ver ref.

[30], [32], [33].

Hn(g(u)) = nA(u)2 +
√
nA(u)ξn(u),....(*)

donde

ξn(u) =
1√
n

∑
i=1,..,n ψ(xi, yi, u).

de ah́ı la función sináptica ψ(x, y, u) es definida del siguiente modo por

ψ(x, y, u) =
1

A(u)

(
H(g(u))− log

q(y|x)

P (y|x, g(u))

)
.

Donde la ecuación (*) es la representación estándar de función de probabilidad de una máquina de

aprendizaje singular.

Observación. La función ψ(x, y, u) puede ser escrita como ψ(x, y, g−1(u)) si H(ω) 6= 0. Sin em-

bargo sigue bien definida ahora si H(ω) = 0 en general. De otra manera probamos, que ψ(x, y, u)

es una función anaĺıtica de u aún cuando H(g(u)) = 0. El hecho de que ψ(x, y, u) este bien definida

en u puede ser probado de la propiedad de cruces normales de A(u), ver ref., [16], [20], [21], [39].
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4.2.1. Efecto de las singularidades en R.N.B

Veremos cual es el efecto de las singularidades en R.N.B mediante un ejemplo y posteriormente

en la siguiente sección, generalizamos el modo de corregir este efecto con un teorema probado por

S.Watanabe en R.N.B.

Consideremos la siguiente R.N.B caracterizada por los siguientes modelos de aprendizaje.

Probabilidad predictiva de la máquina definida por:

P (y|x, a, b) =
1√
2π

exp(−1

2
(y − af(b, x))2).

Inferencia estad́ıstica verdadera de la máquina:

q(y|x) =
1√
2π

exp

(
−1

2
(y − a0f(b0, x)√

n
)2

)
.

Donde y ∈ R, es una variable de salida, x ∈ Rn es una variable de entrada con distribución de

probabilidad verdadera q(x). El espacio de parámetros esta definido por W0 = {(a, b) ∈ R× RN}.

En este ejemplo asumiremos que f(b, x) = 0 es equivalente a b = 0. Entonces

W ∗ = {(a, b);P (y|x, a, b) = P (y|x, 0, 0),∀x, y} = {a = 0} ∪ {b = 0}

Por tanto, W ∗ no es una variedad pero una unión de variedades y (0, 0) es una singularidad deW ∗.

Enfatizamos que la distancia entre la probabilidad verdadera y singularidades es medida por
1

n
.

En estad́ıstica este escalamiento es frecuentemente usado para comparar el poder de diferentes

hipótesis de prueba.

La distancia Kullback de la distribución P (y|x, 0, 0) a la distribución verdadera q(y|x) en proporción

a
1

n
,

∫
q(x)P (y|x, 0, 0) log

P (y|x, 0, 0)

q(y|x)
dxdy =

a2
0

2n

∫
f(b0, x)2q(x)dx.

Ahora sea ϕ(a, b) la distribución previa del espacio de parámetros, es una función continuamente

diferenciable de a y además ψ(b) = ϕ(0, b), es una función de soporte compacto de b y ψ(0) > 0. Sea

también Dn = {(xi, yi); i = 1, .., n} es un conjunto de elemplos entrenados y que son tomados ide-

pendientemente de q(x)q(y|x). Ambos la distribución posterior o futura P (a, b|Dn), y distribución

predictiva P (y|x,Dn) son respectivamente definidas por
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P (a, b|Dn) =
1

C
ϕ(a, b)

∏
i=1,...n P (yi|xi, a, b),

P (y|x,Dn) =
∫
P (y|x, a, b)P (a, b|Dn)dadb,

dodne C es una constante de normalización. También afirmamos que esta R.N.B satisface la con-

dición

f(b, x) =
∑J

j=1 fj(b)ej(x)

donde {ej(x); j = 1, 2, ..J} es un conjunto de funciones ortonormales. Entonce se sigue

‖f(b)‖2 =
∑J

i=1 fj(b)
2 =

∫
f(b, x)2q(x)dx.

Tenemos el siguiente teorema .

Teorema 4.2.1.1 (Coeficiente de aprendizaje). Con la notación de arriba, asumimos que

∫ ψ(b)db

‖f(b)‖
<∞.

Entonces, la curva de aprendizaje de esta máquina o generalización del error de Bayes puede ser

expandido asintóticamente como

G(n) =
λ(a0, b0)

n
+ o

(
1

n

)
.

y definimos el coeficiente de aprendizaje que es independiente de n y esta dado por

λ(a0, b0) =
1

2

{
1 + a2

0‖f(b0)‖2 −
∑J

j=1 a0fj(b0)Eg

[
∂

∂gj
logZ(g)

]}
,

donde g = {gj} es una variable aleatoria que esta sujeta a la distribución Gaussiana J dimensional

cuyo promedio y matŕız de covarianza son cero y la identidad respectivamente. Y Eg denota los

valores esperados sobre g, y

Z(g) =
∫

exp(L(g))
ψ(b)db

‖f(b)‖
,

L(b) =
((g + a0f(b0)) ∗ f(b))2

2‖f(b)‖2
.

Demostración. Usando de la definición de distancia Kullback hacemos

r(y|x, a, b) = log
q(y|x)

P (y|x, a, b)
,
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en la curva de aprendizaje nos queda

G(n) = E

− log

∫
exp

(
−
∑n+1

i=1 r(yi|xi, a, b)
)
ϕ(a, b)dadb∫

exp (−
∑n

i=1 r(yi|xi, a, b))ϕ(a, b)dadb

.

Introducimos el parámetro de reescalamiento α =
√
na y definimos el promedio 〈S(α, b)〉 dado por

〈S(α, b)〉 =

∫
e−E1(a,b)S(α, b)ϕ(

α√
n
, b)dαdb∫

e−E1(α,b)ϕ(
α√
n
, b)dαdb

donde

E1(α, b) =
1

2n

∑n
i=1 d(α, b, xi)

2 − 1√
n

∑n
i=1 εid(α, b, xi),

d(α, b, x) = αf(b, x)− a0f(b0, x)

Aqúı εi = yi − a0f(b0, xi)/
√
n los cuales son ejemplos independientes tomados de la distribución

normal estándar. Entonces la curva de aprendizaje G(n) esta dada por

G(n) = E

[
− log〈exp

(
−e(α, b)√

n

)
〉
]
.

Donde

e(α, b) =
1√
2n
d(α, b, xn+1)2 − εn+1d(α, b, xn+1).

Se sigue que

G(n) = E

[
− log(1− 〈e(α, b)〉√

n
+
〈e(α, b)2〉

2n
)

]
+ o

(
1

n3/2

)
,

entonces por la ecuación

1√
n
E[〈e(a, b)〉] =

1

2n
E[〈e(a, b)2〉] + o

(
1

n3/2

)
,

obtenemos

G(n) =
1

2n
E[〈e(a, b)〉2] + o

(
1

n3/2

)
.

En otras palabras, el coeficiente de aprendizaje esta dado por
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2λ = limn→∞E[〈e(a, b)〉2],

si la convergencia de arriba se sostiene. Probemos su convergencia y valor ĺımite. Usando el hecho

de que f(b, x) =
∑J

j=1 fj(b)ej(x), y el teorema del ĺımite central la siguiente convergencia en ley se

sostiene,

E1(α, b)→ 1

2

∑J
j=1(αfj(b)− a0fjb0)2 −

∑J
j=1 gj(αfj(b))− a0fj(b0) = E2(α, b) + c0

donde {gj} es la variable aleatoria Gaussiana J-dimensional cuyo promedio y matŕız de covarianza

respectivamente son cero y la identidad, E2(α, b) es una función definida por

E2(α, b) =
1

2

∑J
j=1 α

2fj(b)
2 −

∑J
j=1 αfj(b)(gj + a0fj(b0)),

y c0 es una variable aleatoria pero una constante como función de (α, b). También definimos el

promedio 〈•〉∞ de S(α, b) por

〈S(α, b)〉∞ =

∫
e−E2(α,b)S(α, b)ψ(b)dαdb∫

e−E2(α,b)ψ(b)dαdb
.

Entonces se sigue que,

2λ(a0, b0) = limn→∞E[〈e(α, b)〉2] = limn→∞E[〈d(α, b, xn+1)〉2]

=limn→∞E
[∑J

j=1〈j(b)− a0fj(b0)〉2
]

=
∑J

j=1Eg
[
{〈αfj(b)〉∞ − a0fj(b0)}2

]
,

donde Eg muestra la esperanza sobre g. De ese modo

2λ(a0, b0) =
∑J

j=1Eg

[{
1

Z

∂Z

∂gj
− a0fj(b0)

}2
]

=
∑J

j=1Eg

[
(

1

Z

∂Z

∂gj
)2

]
−
∑J

j=1 2a0fj(b0)Eg

[
1

Z

∂Z

∂gj

]
+
∑J

j=1 a
2
0fj(b0)2,

donde,

Z(g) =
∫
e−E2(α,b)ψ(b)dαdb =

∫
exp

(
{
∑J

j=1 fj(b)(gj + a0fj(b0))}2

2‖f(b)‖2

)
ψ(b)db

‖f(b)‖
.

Y usando las identidades.{
1

Z

∂Z

∂gj

}2

=
1

Z

∂2Z

∂g2
j

− ∂

∂gj

{
1

Z

∂Z

∂gj

}
q,
∑J

j=1

∂2Z

∂g2
j

= Z +
∑J

j=1(gj + a0fj(b0))
∂Z

∂gj
,
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donde esta útima ecuación es demostrada por la integración parcial de α. Finalmente usando

la identidad

Eg

[
∂

∂gj

{
1

Z

∂Z

∂gj

}]
= Eg

[
gj

1

Z

∂Z

∂gj

]
,

obtenemos la prueba, q.e.d. ref.[33].

Ahora consideramos el principio de nuestro ejemplo escribiendo la función sináptica f(b, x)

en términos de su expansión en bases ortonormales ej . Tenemos que

P (y|x, a, b) =
1√
2π

exp

(
−1

2
(y −

∑N
j=1 abjej(x))2

)
.

Efecto de las singularidades en el espacio de parámetros. En este caso para la función

sináptica. Por ejemplo al estudiar el caso N > 2, para un modelo de regresión verdadero , ver ref.

[36], este modelo tiene espacio de parámetros singular W0 = {(a, b), a = 0, b = 0, : a ∈ R, b ∈ RN}.

Utilizando la técnica del blow up parametrizamos mediante ωi = abi, sustituyendo en el modelo de

la máquina conseguimos

P (y|x, a, b) =
1√
2π

exp

(
−1

2
(y −

∑N
j=1 ωjej(x))2

)
.

Se puede mostrar que ahora esta máquina de aprendizaje es un modelo regular estad́ıstico con

coeficiente de aprendizaje λ(ω0) = N/2 para un arbitrario parámetro ω0. Mientras que al no

utilizar las técnicas de resolución de singularidades el coeficiente de aprendizaje estará dado por la

fórmula del teorema anterior λ(a0, b0) y claramente λ(a0, b0) 6= λ(ω0). Con ello dislumbramos con

más claridad el efecto de las singularidades y su efecto en la curva de aprendizaje como se muestra

en el teorema 4.2.1.1.

4.3. El teorema de Watanabe Sumio y curvas de aprendizaje.

En este caṕıtulo nos concentramos en probar el teorema de Watanabe, y su implicación

más fuerte en un corolario para el cálculo expĺıcito de curvas de aprendizaje de redes neuronales

Bayesianas, y la relación estrecha que tienen estos resultados con resolución de singularidades. El
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objeto del desarrollo de la prueba también tiene como finalidad clarificar más a detalle la estructura

matemática de la teoŕıa de R.N.B.

(1)Teorema de Watanabe 4.3.1. Asumimos que f(ω) es una función anaĺıtica y ϕ(ω) es una

función de densidad de probabilidad en Rd. Entonces, existe una constante real C tal que para

calquier número natural n

G(n) ≤ λ1 log n− (m1 − 1) log(log n) + C,

donde el número racional −λ1(λ1 > 0) y el número natural m1 son los polos más grandes y su

multiplicidad de la función meromórfica que es continuación anaĺıtica, y esta dada por,

J(λ) =
∫
f(ω)<ε f(ω)λϕ′(ω)dω, (Re(λ) > 0).

Donde ε > 0 es una constante suficientemente pequeña, y ϕ′(ω) es una función de clase C∞0 que

satisface 0 6 ϕ′(ω) 6 ϕ(ω).

Demostración.

Lema 4.3.1. Asumimos que f(ω) y fn(ω) son funciones continuas y ϕ(ω) una función de densidad

de probabilidad. Entonces la desigualdad

G(n) 6 − log
∫

exp(−nf(ω))ϕ(ω)dω

se sostiene para un número natural arbitrario.

Demostración. De la desigualdad de Jensen, ref. [33], [32], tenemos que

− log
∫

exp(a(ω))b(ω)dω ≤ −
∫
a(ω)b(ω)dω

se sostiene para una función continua arbitraria a(ω) y una densidad de probabilidad arbitraria de

soporte compacto b(ω). Primero, asumimos que ϕ(ω) es una función de soporte compacto. Aplicando

la desigualdad de arriba al caso especial,

a(ω) = −n(fn(ω)− f(ω)), b(ω) =
1

Y
exp(−nf(ω))ϕ(ω),

donde Y =
∫

exp(−nf(ω))ϕ(ω)dω, obtenemos
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−log 1

Y

∫
exp(−nfn(ω))ϕ(ω)dω ≤ 1

Y

∫
n{fn(ω)− f(ω)} exp(−nf(ω))ϕ(ω)dω

para una función arbitraria de soporte compacto ϕ(ω). Siendo que el conjunto de todas las funciones

de soporte compacto es denso en el conjunto de todas funciones de densidad de probabilidad por

la norma L1, se sigue la prueba del lema q.e.d.

Para un ε > 0, un conjunto de parámetros Wε es definido por

Wε = {ω ∈W = supp(ϕ); f(ω) < ε}.

Introducimos a continuación la función de Sato-Berstein.

Teorema (Sato, Berstein, Bjork, Kashiwara) 4.3.2. Asumimos que existe ε0 > 0 tal que f(ω)

es una función anaĺıtica en Wε0 . Entonces existe una tupla de tres elementos (ε, P, b) donde (1)

ε < ε0 es una constante positiva,

(2) P = P (λ, ω, ∂ω) es un operador diferencial el cual es un polinomio para λ, y

(3) b(λ) es un polinomio tal que

P (λ, ω, ∂ω)f(ω)λ+1 = b(λ)f(ω)λ(∀ω ∈Wε, ∀λ ∈ C).

Los ceros de la ecuación algebraica b(λ) = 0 son reales, racionales y números negativos.

En el teorema P = P (λ, ω, ∂ω) es un operador diferenciable para ω cuyos coeficientes son funciones

anaĺıticas para ω. P puede ser entendido como un mapeo C∞ a C∞. Los operadores adjuntos son

formalmente definidos de la misma manera para operadores parciales diferenciales usuales,

∫
φ(ω)P (λ, ω, ∂ω) =

∫
P (λ, ω, ∂ω)∗φ(Λ)ϕ(ω)

para cualquier φ ∈ C∞, ϕ ∈ C∞. La racionalidad de los ceros de b(λ) = 0 es probada por medio de

resolución de singularidades (Atiyah,1970; Kashiwara, 1976). El más pequeo orden del polinomio

b(λ) que satisface las relaciones de arriba es llamado polinomio de Sato-Berstein o b−función. Ver

ref. [33], para la prueba.

Ahora sea ε > 0 suficientemente pequeo, podemos asumir que

‖ 5 f(ω)‖ > 0, ∀ω ∈W \W0,
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de el hecho de que f(ω) es anaĺıtica. ε > 0 es tomada suficientemente puquea tal que el teorema

anterior se pueda sostener. También podemos asumir que ε < 1 sin pérdida de generalidad.

Para una función anaĺıtica f(ω), definimos una función compleja J(λ) de λ ∈ C por

J(λ) =
∫
Wε
f(ω)λϕ(ω)dω.

De la cual tenemos el siguiente lema.

Lema 4.3.2. Sea f(ω) una función anaĺıtica en Wε y que ϕ(ω) es una función de clase C∞0 . Entonces

, J(λ) puede ser continuación anaĺıtica de una función meromórfica en todo el espacio complejo, en

otras palabras, J(λ) tiene únicamente polos en |λ| <∞. Sin embargo J(λ) satisface las siguientes

condiciones.

(1) Los polos de J(λ) son racionales, reales, y números negativos.

(2) Para un arbitrario a ∈ R, J(∞+ a
√
−1) = 0 y J(a±∞ ∗

√
−1) = 0.

Demostración. Sea J(λ) una función anaĺıtica en la región Re(λ) > 0. Primero, J(∞+a
√
−1) = 0

para a > 0 fijo. Para t > 0 definimos una función

Ĵ = exp(at)
∫
Wε
δ(t− log f(ω))ϕ(ω)dω,

donde Ĵa(t) es bien definida, porque δ(g(ω)) es bien definida si ‖5 g(ω)‖ > 0 para cualquier ω que

satisface g(ω) = 0, ref. [33]. De la definición, de Ĵa(t) es una función L1, y

J(a± b
√
−1) =

∫ log ε
−∞ Ĵa(t) exp

(
±bt
√
−1
)
dt,

que muestra que podemos aplicar el teorema de convergencia de Riemann-Lebesgue, resultando que

J(a±∞
√
−1) = 0 para a > 0 fijo. Por último usando el operador adjunto P ∗,

J(λ) =
1

b(λ)

∫
Wε
Pf(ω)λ+1ϕ(ω)dω =

1

b(λ)

∫
Wε
f(ω)λ+1P ∗ϕ(ω)dω.

Donde usamos la propiedad de la b-función. Porque P ∗ϕ ∈ C∞0 , J(λ) puede ser una con-

tinuación anaĺıtica a J(λ − 1) si b(λ) 6= 0. Usando continuación anaĺıtica, J(a ±∞
√
−1) = 0 aún

para a < 0. Si b(λ) = 0, entonces λ es a lo más un polo que se encuentra en la parte negativa del
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eje real. q.e.d.

Definición 4.3.1. Los polos de la función J(λ) están en la parte negativa del eje real y

contenidos en el conjunto {m + ν;m = 0,−1,−2, ..., b(ν) = 0}. Los cuales son ordenados del más

grande al más pequeńo y los escribimos como, −λ1,−λ2,−λ3, ..., λk donde λk es un número racional

y la multiplicidad de −λk es denotada por mk.

Ahora definimos la función I(t) valuada realmente por

I(t) =
∫
Wε
δ(t− f(ω))ϕ(ω)dω con, 0 < t < ε.

Como, ‖ 5 f(ω)‖ > 0 para ω ∈ Wε \W0, δ(t− f(ω)) es bien definida. Para t ≥ ε o t < ε entonces

definimos I(t) = 0.

Lema 4.3.3. Asumimos que f(ω) es una función anaĺıtica en Wε y que ϕ(ω) es una función

de clase C∞0 . Entonces I(t) tiene una expansión asintótica para t −→ 0

I(t) ∼=
∑∞

k=1

∑mk−1
m=0 ck,m+1t

λk−1(− log t)m.

donde (m! ∗ ck,m+1) es el coeficiente de los (m+ 1)-ésimo orden en la expansión de Laurent de J(λ)

en el polo λ = −λk.

Demostración. El caso especial de este lema es probado en la teoŕıa de distribuciones. Aho-

ra sea

Ik(t) ≡ I(t)−
∑K

k=1

∑mk−1
m=0 ck,m+1t

λk−1(− log t)m.

es suficiente mostrar que, para un arbitrario K fijo,

limt→0IK(t)tλ = 0, ∀λ > −λk+1 + 1.

De la definición de J(λ), J(λ) =
∑1

0 I(t)tλdt. El simple cálculo muestra
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0 t

λ+λk−1(− log t)mdt =
m!

(λ+ λk)m+1
.

Por tanto,

∫ 1
0 IK(t)tλdt = JK(λ),

donde JK(λ) es definida por

JK(λ) = J(λ)−
∑K

k=1

∑mk−1
m=0

m! ∗ ck,m+1

(λ+ λk)m+1
,

que es holomórfica en la región Re(λ) > −λK+1. Y haciendo t = e−x y usando la transformada

inversa de Laplace, se sigue que,

IK(e−x)e−x =
1

2πi

∫ τ+i∞
τ−i∞ JK(u)euxdu,

se sostiene para cualquier real τ > 0. Por el lema anterior, J(a± i∞) = 0, aśı JK(a± i∞) = 0 para

un real a arbitrario. Y siendo que JK(λ) es holomórfico en la región Re(λ) > −λK+1, la integral

de trayectoria compleja anterior puede ser de τ > 0 a τ > −λK+1. Por tanto,

IK(t)(e−x)e−x−τx =
1

2π

∫ +∞
−∞ JK(τ + iu)eiuxdu,

se sostiene para cualquier real x. De ese modo, haciendo x = 0, JK(τ + iu) ∈ L1. Los términos

del lado derecho de esta última ecuación tienden a cero cuando x −→ ∞ se sigue del teorema

de convergencia de Riemann-Lebesgue. Y haciendo t = − log x, obetenemos el resultado al que

queŕıamos llegar, q.e.d. Finalmente podemos probar el teorema de Watanabe, juntando todos

estos argumentos como sigue.

G(n) 6 − log
{∫

W exp(−nf(ω))ϕ(ω)dω
}
6

− log
{∫

Wε
exp(−nf(ω))ϕ′(ω)dω

}
= − log

∫ 1
0 e
−ntI(t)dt = − log

∫ n
0 e−tI(

t

n
)
dt

n
≈

− log

{∑∞
k=1

∑mk−1
m=0

∑m
j=0

ck,m+1(log n)j(m ∗ Cj)
nλk

∫ n
0 e−ttλk−1(− log t)m−jdt

}
=

λ1 log(n)− (m1 − 1) log(log n) + o(1),
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donde I(t) es definida por definición 4.3.1. con ϕ′(ω) en vez de ϕ(ω), y con esto conluye la

prueba, fin de la prueba del teorema 4.3.1. q.e.d.

Consecuencias importantes de este resultado se presentan a continuación en el siguiente teo-

rema.

(2) Teorema de Watanabe 4.3.3. Sea σ > 0 un valor constante. Asumimos que ϕ(ω) es una

densidad de probabilidad de clase C∞0 . Consideremos el caso de todas las R.N.B caracterizadas por

la siguiente máquina de aprendizaje con inferencia de máquina dada por el modelo

P (y|x, ω) =
1

(2πσ2)N/2
exp

(
−‖y − ψ(x, ω)‖2

2σ2

)
,

donde ambos ψ(x, ω) y ‖ψ(x, ω)‖2 satisface la condición (A) (que se explica abajo). Entonces, existe

una constante C ′ > 0 tal que para cualquier número natural n

|G(n)− λ1 log n+ (m1 − 1) log log n| 6 C ′,

donde el número racional −λ1(λ1 > 0) y un número natural m1 son los polos más grandes y su

multiplicidad de la función meromórfica que es continuación anaĺıtica de

J(λ) =
∫
f(ω)<ε f(ω)λϕ(ω)dω, (Re(λ) > 0),

donde ε > 0 es uan constante suficientemente pequeńa.

Condición (A) del teorema 4.3.3. Sea ψ(x, ω) una función vectorial valuada realmente de (x, ω) ∈

RM × Rd. Definimos las condiciones siguientes para esta función.

(1) ψ(x, ω) es una función anaĺıtica de ω ∈W = supp(ϕ) ⊂ Rd que puede ser extendida como una

función holomórfica sobre algún conjunto abierto W ∗, donde W ⊂W ∗ ⊂ Cd y W ∗ es independiente

de x ∈ supp(q) ⊂ RM .

(2) ψ(x, ω) es una función medible de x ∈ RM que satisface la condición

∫
supω∈W ∗‖ψ(x, ω)‖2q(x)dx <∞.

donde ‖ • ‖ es la norma del vector ψ(x, ω).
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Bosquejo de la prueba. Con los hechos dados por los lemas que se enuncian a continuación

y el cálculo que se desarrolla hasta el final obtenemos la prueba del teorema para mas detalle de la

prueba, ver ref.[33]. Lema 4.3.4. Sea {xi, ηi}ni=1 es un conjunto de ejemplos independientes tomados

de q(x)q0(η), donde q(x) es una densidad de probabilidad y q0(η) es la distribución normal estándar.

Afirmamos que una función ξ(x, ω) satisface la condición (A) y la expansión de Taylor de ξ(x, ω)

en ω̂ absolutamente converge en una región T = {ω; |ωj − ω̂j | < rj}. Para una constante dada

0 < a < 1, definimos una región Ta ≡ {ω; |ωj − ω̂j < arj}. Entonces, lo siguiente se sostiene.

(1) Si
∫
ξ(x, ω)q(x)dx = 0, existe una constante c′ tal que para un arbitrario n,

An = En

[
supω∈Ta |

1√
n

∑n
i=1 ξ(xi, ω)|2

]
< c′ <∞.

(2) Donde existe una constante c′′ tal que para un arbitrario n,

Bn = En

[
supω∈Ta |

1√
n

∑n
i=1 ηiξ(xi, ω)|2

]
< c′′ <∞. ver ref. [29].

Teorema 4.3.4. Definimos la fluctuación del aprendizaje como

ζn(ω) =

√
n(f(ω)− fn(ω))√

f(ω)
.

esta puede ser discontinua en ω0 ∈ W0, pero este teorema asegura que es acotada en el promedio.

Seguimos asumiendo que se cumple la condición (A). Entonces, existe una constante c′′′ tal que

para un arbitrario n

En
[
supω∈W\W0

|ζn(ω)|2
]
< c′′′.

Ahora definamos αn = supω∈W\W0
|ζn(ω)| y por el teorema anterior, tenemos En[α2

n] < ∞. La

generalización del error satisface

G(n) = −En
[
log
∫
W exp (−nfn(ω))ϕ(ω)dω

]
= −En

[
log
∫
W exp (−nf(ω))−

√
nf(ω)ζn(ω)ϕ(ω)dω

]
> −En

[
log
∫
W exp (−nf(ω)) + α

√
nf(ω)ϕ(ω)dω

]
> − log

{∫
W exp

(
−n
2
f(ω)

)
ϕ(ω)dω

}
− 1

2
En[α2

n],

donde usamos una desigualdad dada por αn
√
nf(ω) 6 (α2

n + nf(ω))/2. Y definimos para i = 1, 2
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Zi(n) =
∫
W (i) exp

(
−n
2
f(ω)

)
ϕ(ω)dω,

donde W (1) = Wε y W (2) = W \Wε. Entonces por el mismo método como la prueba del teorema

(1),

Z1 ≈ c1,m1

(log n)m1−1

nλ1
.

De otra manera,

Z2 ≤
∫
W\Wε

exp
(
−nε

2

)
ϕ(ω)dω ≤ exp

(
−nε

2

)
.

Por tanto

G(n) ≥ − log

[
c1,m1

(log n)m1−1

nλ1
+ exp

(
−nε

2

)]
+ const.

Con esto completamos nuestra prueba , q.e.d.

De este hecho se desprende el resultado fundamental de este trabajo, y es el cálculo de la curva de

aprendizaje y la relación con resolución de singularidades que ya se ha comentado en las pruebas

anteriores.

En el teorema (2), la funció c(n) definida por

c(n) = G(n)− λ1 log n+ (m1 − 1) log(log n),

es una función acotada, |c(n)| < C ′′. Si c(n+ 1)− c(n) = o

(
1

n log n

)
entonces de aqúı se sigue que

la curva de aprendizaje esta dada por

K(n) =
λ1

n
+
m1 − 1

n log n
+ o

(
1

n log n

)
.

Curvas de aprendizaje y resolución de singularidades.

También se sabe que, modelos estad́ısticos regulares tienen λ1 = d/2 y m1 = 1, que puede ser

mostrado como caso especial del teorema (2) Watanabe. Para modelos de máquinas no identificables

tal como redes neuronales Bayesianas tienen diferentes valores λ1 ≤ d y m1 ≥ 1, en general. De

la función meromórfica J(λ) definida en teorema (1) y (2)(Watanabe), es tarea de la geometŕıa

algebraica encontrar los polos λ1 y m1 aplicando técnicas de resolución de singularidades como
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las sugeridas por S.Watanabe, modificación tórica y blow up, en el conjunto algebraico {λ ∈ W :

H(λ) = J(λ) = 0}. el cual ya se hab́ıa definido una sección anterior.

Corolario 4.3.1. Asumimos que se cumplen las hipótesis del teorema (2). Si c(n + 1) − c(n) =

o

(
1

n log n

)
, entonces la curva de aprendizaje esta dada por

K(n) =
λ1

n
+
m1 − 1

n log n
+ o

(
1

n log n

)
.

De manera que para máquinas estad́ısticas regulares tienen λ1 = d/2 y m1 = 1, que puede ser

mostrado como caso especial del teorema (2) (Watanabe). Y para modelos no identificables tales

como R.N.B, tienen valores λ1 ≤ d/2 y m1 ≥ 1, en general.

Corolario 4.3.2. Afirmamos que las condiciones del teorema (1)(Watanabe) se cumplen. Si ϕ′(ω)

puede ser tomada como ϕ′(ω) > 0 para ω0 ∈ W0 arbitrario, entonces λ1 ≤ d/2 donde d es la

dimensión del espacio de parámetros. Ver ref. [32], [33].

Corolario 4.3.3. Sea una máquina de aprendizaje estad́ıstico P (y|x, ω) no singular (definición

4.2.2) definida en el espacio de probabilidad (Ω,F, P ) con distancia Kullback asociada a su espacio

de parámetros, i.e., el conjunto algebraico {λ ∈ W ⊂ Ω : H(λ) = J(λ) = 0} y sea el siguiente

polinomio una reparametrización tal que para un conjunto Θ ⊂ Ω, ∃ω ∈ Θ ⊂ Ω ⊂ Cn, 3 como

hemos visto H(ω) =
∑n

i=1 ciω
a con ci ∈ R, ωa ∈ C∗, ∀ i, y a ∈ Zn vector reticular (ver definición

2.2.4, politopo de Newton). Si y solo śı el cono reticular σ ⊆ supp(H(ω)) generado por los vectores

reticulares del soporte de H(ω) es no singular; es decir, det (σ) = 1.

Demostración. ⇒) La necesidad se sigue de los siguientes hechos; siendo que H(ω) es una repa-

rametrización del polinomio singular H(λ) entonces ∃ un mapeo de resolución g : H(λ) −→ H(ω)

por el teorema de Hironaka-Atiyah 3.1.3, tal que H(ω) es no singular; ahora sean σ′ ⊂ supp(H(λ))

y σ ⊂ supp(H(ω)) conos reticulares generados por los vectores reticulares del soporte de H(λ)

y H(ω) respectivamente; afirmamos que g se levanta a un morfismo de C−álgebras monomiales

finitamente generadas Rσ′ = {f | supp(f) ⊂ σ′} y Rσ = {f | supp(f) ⊂ σ} tal que H(λ) ∈ Rσ′

y H(ω) ∈ Rσ, la prueba de esto se sigue de su definición como mapeo de resolución. Entonces

por el teorema 2.4.1, siendo que Rσ′ ' Rσ =⇒ σ′ ' σ. Entonces ∃ una transformación unimo-
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dular L ∈ Zn × Zn la cual tiene una matŕız asociada a las bases de Hilbert H(σ′)∨ del cono dual

(σ′)∨ =⇒ L(σ′) = σ y de la unimodularidad de esta transformación tenemos det L(σ′) = det

σ = 1 =⇒ σ es no singular.

(⇐=. Ahora tomamos un cono reticular σ ⊂ supp(H(ω)) 3 det σ = 1 =⇒ ∃L ∈ Zn × Zn 3

L(σ′) = σ con L transformación unimodular, para algún cono σ′ ⊂ Zn =⇒ σ′ ' σ, entonces por

el teorema 2.4.1, este isomorfismo se levanta a un morfismo tórico Ψ tal que Rσ′ ' Rσ para hacer

compatible con la notación anterior podemos hacer g = Ψ siendo que los morfismos de C−álgebras

monomiales f.g. son tóricos como ya se ha dicho, entonces g es un mapeo de resolución de H(ω) y

por tanto este polinomio es no singular, afirmamos que si esto sucede la matŕız de información de

Fisher I(ω) asociada al modelo es no singular, i.e., det I(ω) 6= 0.

Prueba de la afirmación. Si H(ω) es singular la máquina de inferencia P (y|x, ω) es un modelo

no identificable por definición 4.1.8, de donde se sigue P (y|x, ω) = q(y|x) con q(y|x) la inferencia

estad́ıstica verdadera del modelo; de aqúı si aplicamos el operador ∇ω a P (y|x, ω) de la definición de

matŕız de información de Fisher (definición 2.4.2); tenemos que ∇ωP (y|x, ω) = ∇ωq(y|x) = 0 =⇒

det I(ω) = 0 y con esto concluimos la prueba, q.e.d.



Caṕıtulo 5

Modificación tórica y aplicaciones en R.N.B

En este caṕıtulo veremos algunas aplicaciones de resolución de singularidades en R.N.B. para

el cálculo de sus curvas de aprendizaje mediante los resultados del teorema de Watanabe y los

corolarios que de éste se derivaron aplicados a modelos conocidos en la literatura de la inteligencia

artificial, como mezclas binomiales y perceptrón de tres capas. Mediante estas curvas es posible

implementar estos modelos en sistemas de cómputo inteligente. Los ejemplos y sus demostraciones

de este caṕıtulo, fueron tomados de los siguientes autores, [29], [30], [32], [33] S. Watanabe.,

[43] K. Yamazaki, M. Aoyagui, S. Watanabe, [44] K. Yamazaki. Las máquinas de inferencia

estad́ıstica tratadas en este caṕıtulo, sus densidades de probabilidad estarán definidas en el espacio

de probabilidad (Ω,F, P ) con ω ∈ Θ ⊂ Ω espacio de parámetros.

5.1. Modificación tórica y curva de aprendizaje en una mezcla binomial

Aplicación (1). Mezcla de distribuciones binomiales. Consideramos la siguiente R.N.B.

caracterizada por la siguiente máquina de aprendizaje definida por las siguientes densidades de

probabilidad.

Probabilidad verdadera de x, q(x = k) = BinN (x; p∗) =
(
N
x

)
p∗x(1− p∗)N−x.

Inferencia probabiĺıstica verdadera del modelo P (x = k|w) = aBinN (x, p1) + (1− a)BinN (x, p2).

Donde el espacio de parámetros W esta definido por

ω = ({ai}Ki=1, {pi}
K+1
i=1 )

donde las coordenadas de los parámetros están definidas por 0 < pi < 1/2 y,



95

aK+1 = 1−
∑K

i=1 ai.

Este tipo de R.N.B es utilizado para el análisis de génes y análisis espectral de mutaciones. Este

consiste de K + 1 componentes. Resumimos el cálculo de la curva de aprendizaje en el siguiente

teorema.

Teorema 5.1.1. Sea una R.N.B. caracterizada por la máquina de aprendizaje definida por las

probabilidades dadas arriba, entonces para un número suficiente grande n de ejemplos entrenados,

se muestra de acuerdo al corolario 4.3.1, que la curva de aprendizaje esta dada por

K(n) =
3

4
log(n) + C,

donde C es una constante independiente de n. El teorema se cumple para el siguiente modelo de

dos mezclas binomiales. La distancia Kullback o entroṕıa de la información esta dada por,

H(x,a,b1, b2) =
∑N

x=0 q(x)log

(
q(x)

P (x|ω)

)
= (ap1 + (1− a)p2)2 + (ap2

1 + (1− a)p2
2)2 + ....+

= b22 + (ab21 + (b2 − ab1)2)2 + ...+términos de orden mayor.

la cual es singular en (0, 0, 0) ∈ R3 de lo anterior obtenemos el siguiente desarrollo, recordemos

que de acuerdo al teorema Watanabe (2), solo requerimos el cálculo del polo más grande λ1 y

su multiplicidad m1 de la función zeta J(z) para aśı poder obtener la curva de aprendizaje de la

máquina, de ello solo consideramos el primer polinomio de esta suma. De acuerdo a nuestra técnica

de modificación tórica notamos que el desarrollo del polinomio anterior puede ser generado a través

del siguiente ideal, con I < C[a, b1, b2]

I :=< b22; ab21; ab1b2 > .

De los generadores de este ideal conseguimos el siguiente politopo de Newton o cono poliédrico

racional
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σ = Con((0, 0, 2); (1, 2, 0); (1, 1, 1)),

ahora procedemos a construir una construcción geométrica de una variedad tórica af́ın Xσ∨ asociada

a dicho cono poliédrico como vemos a continuación.

Primero calculamos las bases de Hilbert asociadas al monoide Sσ = σ∨ ∩Z3, mediante el programa

Nórmaliz o el algoritmo del apéndice A, de donde conseguimos, este programa impĺıcitamente

calcula el cono dual asociada al cono a tratar

Hσ∨ = {e3; e1 + e2 + e3; e1 + 2e2}

La variedad tórica af́ın asociada es

Xσ∨ =SpecC[w3, w1w2w3, w1w
2
2],

de donde se tiene el sistema coordenado

a = w3;

b1 = w1w2w3;

b2 = w1w
2
2.

en esta parametrización obtenemos un mapeo de resolución g : X∑′ −→ X∑ de tal modo H(g(w)), w =

(w1, w2, w3) ∈ R3 es no singular en (0, 0, 0) de acuerdo al teorema de Hironaka-Atiyah

H(g(w))= w2
1w

4
2 + (w3w

2
1w

2
2w

2
3 + (w1w

2
2 − w1w2w

2
3)2)2 + ...+términos de orden mayor),

= w2
1w

4
2 + [w2

1w
2
2 + (w3

3 + (w2 − w2
3)2)]2 + ...+términos de orden mayor

= w2
1w

4
2 + w4

1w
4
2[w3

3(w2 − w2
3)2]2 + ...+términos de orden mayor.

= w2
1w

4
2(1 + w2

1(w6
3 + 2w3

3(w2 − w2
3)2 + (w2 − w3)4 + ...+términos de orden mayor).

de aqúı es fácil ver que al escribir los términos del integrando de J(z) como vemos

J(z) =
∫
H(g(w))z|g′(w)|du =

∫
((1 + w2

3w
2
1 + ...)w4

2w
2
1)z|w2

2w1|dw1dw2dw3 =
f(z)

4z + 3
.
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de donde se sigue que el polo mas grande de J(z) es λ1 =
3

4
y multiplicidad m1 = 1 y curva de

aprendizaje dada por

K(n) =
3

4
log(n) + C

q.e.d. Ver ref. [42].

5.2. Blow up y un perceptrón de tres capas

Ahora aplicamos nuestra teoŕıa a un perceptrón de tres capas, un perceptrón es un modelo

de red neuronal que surge de la analoǵıa de el sistema de visión del ojo humano donde los nodos

de entrada son los receptores de la información que capta el ojo (colores,formas etc.), este conjunto

de datos es llevado a una capa que son la funciones sinápticas de unidades ocultas que procesan la

información considerado como segunda capa de nodos en nuestra red, análogo al ojo humano hay

una tercera capa que lleva la información al cerebro y que es la forma en la que percibimos el mundo,

y esta última esta representada por los nodos de salida de nuestra red neuronal. Cada etapa del

proceso de información del perceptrón esta representada por funciones de densidad de probabilidad

como ya se han definido en la teoŕıa. A continuación encontramos la curva de aprendizaje para este

modelo caracterizado por las siguientes densidades.

Inferencia estad́ıstica verdadera de la red:

P (y|x, ω) =
1

(2πs2)N/2
exp

(
−1

2s2
‖y − fk(x, ω)‖2

)
,

con unidades ocultas definidas por la función,

fK(x, ω) =
∑K

k=1 akσ(bkx+ ck),

donde y, f(x, ω), y ah son vectores N dimensionales, x y bh son vectores M dimensionales, ch ∈ R,

y σ(x) = tanh(x) funciones sinápticas. Aqúı M,N y K son los números de unidades de entrada,

unidades de salida, y unidades ocultas. Esta máquina no estima la desviación estándar s > 0

constante, y consideremos que los ejemplos se escogen con distibución verdadera
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q(y|x)q(x) =
1

(2πs2)N/2
exp

(
− 1

2s2
‖y‖2

)
q(x).

Teorema 5.1.2 Dada la R.N.B definida por la máquina estad́ıstica anterior, la cual es entrenada

tomando ejemplos independientes de la distribución q(y|x)q(x). Si una distribución previa satisface

que ϕ(ω) > 0 en la vecindad del origen ω = 0, entonces el polo más grande de la función zeta J(z)

definida en teorema (2) Watanabe, es

λ1 6
K

2
min{M + 1, N}.

Demostración. Sea ω = (a, b, c) ∈ Θ el vector parámetro definido por

a = {ak ∈ RN ; k = 1, 2...,K}

b = {bk ∈ RM ; k = 1, 2, ...,K}

c = {ck ∈ R; k = 1, 2, ...,K},

ak = {akp ∈ R; p = 1, 2..., N}

bk = {bkp ∈ R; q = 1, 2, ...,M}.

La distancia Kullback o entroṕıa de la información esta dada por

H(a, b, c) =
1

2s2

∫
‖fK(x, a, b, c)‖2q(x)dx =

∑N
p=1

∑K
h,k=1Bhk(b, c)ahpbkp.

donde definimos Bhk(b, c), para mas detalle de la obtención de estos resultados; ver el apéndice B.

Bhk(b, c) =
1

2s2

∫
σ(bh ∗ x+ ch)σ(bk ∗ x+ ck)q(x)dx

Nuestro propósito es encontrar el polo de la función

J(z) =
∫
Wε
H(a, b, c)zϕ(a, b, c)dadbdc,

donde

Wε = {(a, b, c);H(a, b, c) < ε;ϕ(a, b, c) > 0}.

Aplicamos la técnica de blow up a la distancia Kullback H(a, b, c), introduciendo el mapeo de

resolución
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g : {uhp; 1 6 h 6 K; 1 6 p 6 N} 7→ {ahp; 1 6 h 6 K; 1 6 p 6 N}

que esta definido por

a11 = u11;

ahp = u11uhp, (h 6= 1 ó p 6= 1).

Sea u = (u11, u
′) tal que

H(u, b, c) = u2
11H1(u′, b, c)

H1(u′, b, c) = B11(b, c) +
∑K

h=2 2Bh1(b, c) +
∑N

p=2

∑K
h,k=1Bhk(b, c)uhpukp,

y el jacobiano |g′(u)| del mapeo g es

|g′(u)| = |det(∂aij
∂ukl

)| = |uNK−1
11 |.

definimos un conjunto de parámetros para δ > 0

U(δ) = {(u11, u
′, b, c);11 | 6 δ, |H1(u′, b, c)| < 1}.

por hipótesis existe δ > 0 tal que

g(U(δ)) ⊂Wε.

En orden de obtener una cota superior de la curva de aprendizaje, restringimos la región de inte-

gración del espacio de parámetros, de la siguiente manera

J(z) =
∫
g(U(δ))H(a, b, c)zϕ(a, b, c)dadbdc.

Del hecho de que ϕ(ω) > 0 en g(U(δ)). En el cálculo del polo de J(z), podemos asumir que

ϕ(ω) = ϕ0 constante en g(U(δ)).

J(z)=
∫
U(δ)H(g(u), b, c)zϕ0|g′(u)λdu′dbdc
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= ϕ0

∫ δ
0 u

2z
11u

NK−1
11 du11

∫
H1(u′, b, c)zdu′dbdc

=
ϕ0δ

2z+NK

2z +NK

∫
H1(u′, b, c)zdu′dbdc.

El polo de la función
δ2z+NK

(2z +NK)
es z = −NK/2. Sea −λ1 y −λ′1 respectivamente los polos más

grandes de J(z) y

J1(z) =
∫
H1(u′, b, c)du′dbdc.

Entonces, ya que H1(u′, b, c) > 0, J1(z) no tiene punto cero en el intervalo (−λ1,∞). Si z = −NK/2

es mayor que −λ1, entonces z = −NK/2 es un polo de J(z), de otra manera J(z) tiene un polo

mayor que −NK/2. Aśı λ1 6 NK/2.

En segundo lugar, consideramos otro blowing up g,

g : {ukp, vk; 1 6 k 6 K; 1 6 p 6M} 7→ {bkp, ck; 1 6 k 6 K; 1 6 p 6M}.

que es definido

b11 = u11

bkp = u11ukp, (k 6= 1) o (p 6= 1),

ck = u11vk.

Entonces como el mismo método de la primera parte, existe una función anaĺıtica H2(a, u′, v), tal

que

H(a, b, c) = u2
11H(a, u′, v),

que implica

J(z)=ϕ0

∫ δ
0 u

2z
11u

(M+1)K−1
11 du11

∫
H2(a, u′, v)zdu′dv
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= ϕ0
δ2z+(M+1)K

2z + (M + 1)K

∫
H2(a, u′, v)zdu′dv.

Por tanto λ1 6 (M + 1)K/2.

Combinando los dos resultados de arriba, el polo más grande de −λ1 de los polos de J(z) satisface

la desigualdad,

λ1 6
K

2
min{N,M + 1},

lo cual se completa la prueba, q.e.d.

Con esta información y de acuerdo al corolario 4.3.1, tenemos que la curva de aprendizaje esta dada

por

K(n) 6
K

2
min{N,M + 1} log(n) + o (log(n)).

Y una desigualdad para la generalización del error,

G(n) 6
K

2n
min{N,M + 1}+ o

(
1

n

)
.

Cuando consideramos una densidad normal de probabilidad previa ϕ es fácil generalizar el resultado

de arriba en el caso de que la red neuronal tenga, M unidades de entrada,K1 primeras unidades

ocultas, K2 segundas unidades ocultas,....,Kp unidades ocultas, y N unidades de salida. Asumimos

que las unidades ocultas y unidades de salida tienen parámetros bias. Entonces usando blow up,

podemos generalizar el teorema, ver ref. [32].

λ1 6 min{(M + 1)K1, (K1 + 1)k2, (K2 + 1)K3, ...., (Kp−1 + 1)Kp,KpN}.

Este resultado se sostiene cuando la función de regresión fK es el caso especial de y = 0.

5.3. Modificación tórica en máquinas de aprendizaje no supervisado.

Por último resolvemos el problema de una familia de máquinas singulares en particular y son

los llamados modelos paramétricos hereditarios empleados para resolver tareas de aprendizaje no



102

supervisado como es el caso de sistemas informáticos en mineŕıa de datos para el reconocimiento de

patrones estad́ısticos, y sistemas de software de clusterización para la clasificación del tratamiento

masivo de datos y predicción de datos no observables en el sistema.

Un ejemplo de este tipo de máquinas es el tratamiento masivo de información que viene de los

estudios de śısmica en yacimientos petroleros, en estos datos se recolecta información en cierta

área cúbica considerable de volumen del yacimiento, como es el caso de, porosidades, permeabili-

dad del medio, viscosidades de aceites contenidos, presiones, mojabilidad del medio, coeficientes de

compresibilidad entre otros, todos ellos seŕıan considerados parámetros observables, una cantidad

fundamental e involucrada en últimos desarrollos de vanguardia en estas tecnoloǵıa es la estimación

de la fractura del medio para la salida de flujo de aceites(petróleo) la cual es posible estimarla a

través de densidades de probabilidad Bayesiana, este tipo de variable será una variable latente del

modelo la cual no es observable, y es posible pronosticarla mediante aprendizaje no supervisado.

Este tipo de máquinas de aprendizaje no supervisado, consisten en su espacio de parámetros de

dos tipos de variables, las variables observables del sistema que son parámetros que lo caracterizan

desde el principio, y las variables latentes que son parámetros no observables como se dijo en el

ejemplo anterior y aplicamos redes neuronales Bayesianas para su predicción. El desarrollo de este

ejemplo viene dado de manera mas amplia en, ref. [44].

5.3.1. Estimación Bayesiana de variables latentes.

Consideramos la inferencia estad́ıstica verdadera del conjunto de variables observables Xn =

{x1, ..., xn}, que son independientes e idénticamente distribuidas donde

P (x|ω) =
∑K

y=1 P (x, y|ω),

con ω ∈ Rd un parámetro, x ∈ Rn es una variable observable, y ∈ {1, ...,K}, una variable latente.

Y la probabilidad verdadera de la variable x, esta dada por.
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q(x) =
∑K∗

y=1 q(x, y),

donde K∗ < K. Notamos que el modelo de aprendizaje tiene dimensión redundante en las variables

latentes comparadas con la inferencia verdadera. Asumimos la existencia de un espacio de paráme-

tros verdaderos por,

W = {ω∗ : P (x, y|ω∗) = q(x, y)}.

Denotemos ahora el conjunto de variables no observables por Y n = {y1, ..., yn}, que corresponden

a las variables latentes, aśı la forma completa de los datos es el par (Xn, Y n), el objetivo principal

es la estimació bayesiana de las variables latentes como P (Xn|Y n). La cual estará definida por,

P(Xn|Y n) =
Z(Xn, Y n)

Z(Xn)
...(∗),

Z(Xn, Y n) =
∫ ∏n

i=1 P (xi, yi|ω)ϕ(ω, η)dω,

Z(Xn) =
∑

Y n Z(Xn, Y n) =
∫ ∏n

i=1 P (xi|ω)ϕ(ω, η)dω,

donde ϕ(ω, η) es una distribución previa con el hiperparámetro η. La probabilidad verdadera de

Y n será únicamente determinada y calulado por,

q(Y n|Xn) =
q(Xn, Y n)

q(Xn)
=
∏n
i=1

q(xi, yi)

q(xi)
...(∗∗).

La exactitud de la estimación bayesiana de la variables latentes es medida a través de la generali-

zazión del error o curva de aprendizaje.
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K(n) =
1

n
EXY

[
ln

(
q(Y n, Xn)

P (Y n, Xn)

)]
.

El siguiente teorema resume el cálculo de este tipo de máquinas de aprendizaje no supervisado.

Teorema 5.3.1. Sea la distribución verdadera de las variables latentes y la distribución estimada

por las ecuaciones (*) y (**) respectivamente, y asumimos que la distancia Kullback HXY (ω) es

anaĺıtica y la distribución previa ϕ(ω, η) de los parámetros es de clase C∞0 , la curva de aprendizaje

de estos modelos es expresada como:

K(n) = (λXY − λX)
ln(n)

n
− (mXY −mX)

ln(ln(n))

ln(n)
+ o

(
ln(ln(n))

n

)
.

donde λXY es el polo más grande de la función zeta JXY (Z) definida en el caṕıtulo anterior y mXY

es la multiplicidad de este polo, para ver detalles de la prueba ver [44].

5.3.2. Aplicación en una máquina de aprendizaje de mezclas de modelos.

Consideramos el siguiente modelo de aprendizaje de la siguiente mezcla de distribuciones

dada por,

P (x|ω) =
∑K

k=1 akf(x|bk),

con función de distribución f de x y ω consiste de mezcla de radios {a2, ..., aK} y parámetros

componentes bk ∈ Rdc . Las mezcla de radios tienen restricciones ak > 0 y
∑K

k=1 ak = 1. Escribimos

a a1 en función de los parámetros a1 = 1−
∑K

k=1 ak. El modelo verdadero es expresado como

q(x) =
∑K∗

k=1 a
∗
kf(x|b∗k),

donde a∗k y b∗k son todas constantes. Los números de componentes son asumidos que sean K∗ < K.

El modelo verdadero genera datos (Xn, Y n), donde Y n = {y1, ..., yn} ∈ {1, ...,K∗}n son las com-

ponentes etiquetadas que son estimadas en las bases de los datos incompletos Xn. La distribución
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previa de los parámetros esta definida por

ϕ(ω, η) = ϕ(a, η1)ϕ(b, η2),

ϕ(a, η1) = Dir(a, η1),

donde a = {a1, ..., aK}, b = {b1, ..., bK}, y η = {η1, η2}, y Dir es una distribución simétrica de

Dirichlet incluyendo los hiperparámetros comunes η1 para todo ak.

Ahora definimos la función zeta y la distancia Kullback para todos los datos completos de este

modelo, variables observables y latentes (X,Y ),

JXY (z) =
∫
HXY (ω)zϕ(ω, η)dω,

HXY (ω) =
∑K∗

y=1

∫
q(x, y) ln

(
q(x, y)

P (x, y|ω)

)
dx.

Para la máquina de aprendizaje de una mezcla de modelos la curva de aprendizaje Bayesiano esta

acotada por teorema 5.3.2.1. Asumimos el las ecuaciones definidas en la parte de arriba para una

mezcla de modelos. Sin embargo supongamos que existe una función M(x) tal que

HX(ω) 6
∫

[q(x)− P (x|ω)]2M(x)q(x)dx,

donde el lado derecho es la distancias kullback y es anaĺıtica. La estimación de Bayes (generalización

de error o curva de aprendizaje) de las variables latentes definidas arriba con distribución previa

tiene las siguientes cotas de error asintótico:

K(n) >
(K −K∗)η1

2

ln(n)

n
+ o

(
ln(n)

n

)
.

El teorema se demuestra mediante los siguientes lemas los cuales hacen uso de la técnicas de

modificación tórica en las pruebas de los últimos dos lemas.

Lema 5.3.2.1 Sean los polos de las funciones zeta
∫
H1(ω)zϕ(ω)dω y

∫
H2(ω)zϕ(ω)dω, z = −λ1 y

z = −λ2, respectivamente. Se sostiene que λ1 6 λ2 cuando H1(ω) = H2(ω) en el soporte de ϕ(ω).
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Lema 5.3.2.2. Bajo las mismas condiciones como lema anterior, se sostiene que λ1 = λ2 si existen

constantes positivas C1 y C2 tal que C1H2(ω) 6 H1(ω) 6 C2H2(ω).

Lema 5.3.2.3. El polo más grande de la función zeta JXY (z) es

λXY =
K∗ − 1 +K∗dc

2
+ (K −K∗)η1,

mXY = 1.

Lema 5.3.2.4. El polo mas grande de la función zeta JX(z) tiene la cota,

λX 6
K∗ − 1 +K∗dc

2
+

(K −K∗)η1

2
.

Demostración del lema 5.3.2.3. Consideramos el espacio de parámetros restringido W1, que es

una vecindad del conjunto dado por,

ak = a∗k (2 ≤ k ≤ K∗),

ak = 0 (k > K∗),

bk = b∗k (1 ≤ k ≤ K∗),

por que los polos de la función zeta dependen únicamente de la vecindad del espacio de parámetros

verdaderos Wt, la distancia Kullback de acuerdo al modelo de máquina planteado en esta sección

es la expresión.

HXY =
∑K∗

k=1 a
∗
k

{
ln

(
a∗k
ak

)
+
∫
f(x|b∗k) ln

(
f(x|b∗k)
f(x|bk)

)
dx

}
q =

(
1−

∑K∗

k=2 a
∗
k

)
ln

(
1−

∑K∗

k=2 a
∗
k

1−
∑K

k=2 ak

)
+

∫
f(x|b∗1) ln

(
f(x|b∗1)

f(x|b1)

)
dx+

∑K∗

k=2

{
a ∗k ln

(
a∗k
ak

)
+
∫
f(x|b∗k) ln

(
f(x|b∗k)
f(x|bk)

)}
.

Hacemos una cambio de coordenadas Φ1(ω) donde la singularidades de la expresión anterior son

trasladadas al origen, donde queda:

a′k = ak − a∗k (2 6 k 6 K∗),
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a′k = ak (k > K∗),

b′km = bkm − b∗km (1 6 k 6 K∗, 1 6 m 6 dc),

b′km = bkm (k > K∗, 1 6 m 6 dc).

Y la expansión de Taylor de ln(1 + ∆x) alrededor de |∆x| = 0, obtenemos

HXY (Φ1(ω)) =
∑K∗

k=2 a
′2
k +

∑K
k=K∗+1 a

′
k +

∑K∗

k=1 b
′2
k .

Con esta expresión formamos la función zeta J1(z) de acuerdo a los teoremas de Watanabe quedando

la siguiente expresión,

J1(z) =
∫
HXY (Φ1(ω))zϕ(Φ1(ω); η)dΦ1.

De acuerdo al lema 5.3.2.2 las posiciones de los polos de J1(z) son las mismas que los de JXY (ω).

Ahora construimos la modificación tórica Φ2 para el desarrollo de la expresión en HXY (Φ1(ω)),

donde la transformación de monomios nos queda como,

u2 = a′2,

u2uk = a′k (2 < k < K∗),

u2
2uk = a′k (k > K∗),

u2vkm = b′km (1 6 k 6 K∗, 1 6 m 6 dc),

vkm = b′km (k > K∗, 1 6 m 6 dc).

Y obtenemos la siguiente expresión para la función zeta en esta parametrización,

J1(z) =
∫

Φ 2Φ1f1(Φ2Φ1(ω))u2z
2 ϕ(Φ2Φ1(ω); η)|u2|K

∗−2+K∗dc+2(K−K∗)dΦ2Φ1(ω) + ...,

donde f1 es una función que consiste de los parámetros excepto para u2 y un factor |u2| que es

derivado del jacobiano del mapeo de resolución Φ2. Es fácil confirmar que la distribución previa de

Dirichlet tiene un factor u
2(K−K∗)(η1−1)
2 , lo cual indica que J1(z) tiene un polo en z = −(K∗ − 1 +

K∗dc)η1. Considerando la simetŕıa de los parámetros en HXY (ω), determinamos que este es el polo

más grande y su orden es mXY = 1 con lo que se prueba el lema, q.e.d.

Demostración del lema 5.3.2.4. Basados en la desigualdad dada en el teorema 5.3.2.1, existe

una constante positiva tal que
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HX(ω) ≤ C1

∫
{P (x|ω)− q(x)}2dx.

Usando la parametrización Φ1(ω), obtenemos

HX(Φ1(ω)) = C1

∫
{
∑K∗

k=2 a
′
k(f(x|b′k + b∗k)− f(xb′1 + b∗1) +

∑K∗

k=2 a
∗
k(f(x|b′k + b∗k)− f(x|b∗k))

+ (1−
∑K∗

k=2 a
∗
k)(f(x|b′1 + b∗1)− f(x|b∗1)) +

∑K
k>K∗ a

′
k(f(x|b′k)− f(x|b′1 + b∗1))}2dx.

Puesto que f(x|bk) es un modelo regular, la expansión de Taylor en b′k nos queda:

f(x|b′k + b∗k) = b
′T
k

∂

∂b′k
f(x|b∗k) + ....

Entonces en el espacio de parámetros W1, existe una constante positiva C2 tal que,

H(Φ1(ω)) 6 C2{
∑K∗

k=2 a
′2
k +

∑K∗

k=2 b
′2
k + b21 +

∑K
k>K∗ a

′2
k }.

Sea HX(Φ1(ω)) igual a la expresión a la que tenemos arriba y consideramos la función zeta dada

por

J2(z) =
∫

Φ1(W1)HX(Φ1(ω))zϕ(Φ1(ω); η)dΦ1(ω).

De acuerdo al lema 5.3.2.1, un polo z = −µ de esta función proporciona una cota del polo más

grande de JX(z), tal que z = −λX > −µ. Realizamos una modificación tórica Φ3 en la expresión

para H(Φ1(ω)) definida por,

u2 = a′2,

u2uk = a′k (2 < k < K∗),

u2uk = a′k (k > K∗),

u2vkm = bkm (1 6 k 6 K∗, 1 6 m 6 dc),

vkm = b′km (k > K∗, 1 6 m 6 dc).

Donde obtenemos para J2(z)
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J2(z) =
∫

Φ 3Φ1(W1)f2(Φ3Φ1(ω))u2z
2 ϕ(Φ3Φ1(ω); η)|u2|K

∗−2+K∗dc+(K−K∗)dΦ3Φ1(ω),

donde f2 es una función de los parámetros excepto para u2, y el factor |u2| es debido al Jacobiano

del mapeo de resolución tórico Φ3. Confirmamos fácilmente que la distribución previa de Dirichlet

tiene un factor de u
(K−K∗)(η1−1)
2 . Por tanto, que J2(z) tiene un polo en z = −µ = −(K∗ − 1 +

K∗dc)/2− (K −K∗)η1/2, y con ello probamos el lema, q.e.d.

Demostración del teorema 5.3.2.1. De acuerdo al teorema 5.3.1, se sostiene que

K(n) = (λXY − λX)
ln(n)

n
+ o

(
ln(n)

n

)
.

Combinando los dos últimos lemas obtenemos,

K(n) > {K
∗ − 1 +K∗dc

2
+ (K −K∗)η1 −

K∗ − 1 +K∗dc
2

− (K −K∗dc)η1

2
} ln(n)

n
+ o

(
ln(n)

n

)
=

(K −K∗)η1 ln(n)

2n
+

ln(n)

n
.

Con esto completamos la prueba del teorema, q.e.d.

Conclusiones del ejemplo. Hemos podido desarrollar las pruebas de tres resultados importantes

para el caso de máquinas de aprendizaje no supervisado en una mezcla de modelos, donde estos

presentan singularidad dentro de su espacio de parámetros lo cual no permite vizualizar el cálculo

del polo más grande y su multiplicidad de la función zeta J(z) asociada a su modelo y que de

acuerdo a los teoremas de Watanabe probados en el caṕıtulo anterior el cálculo de estos valores,

nos permite obtener la curva de aprendizaje o estimar el error del aprendizaje del modelo de red

neuronal estudiado. De ese modo se ha empleado la técnica de modificación tórica para hacer una

resolución en el espacio de parámetros de la red neuronal y resolver el problema de aprendizaje en

estos ejemplos.



Figura 5.1: Arquitectura de una red neuronal de una capa. (Donde los {u1(t), ..., uM (t)} ⊂ Ω, son las
funciones de vectores aleatorios que ponderan los nodos de entrada, las funciones {ϕ1, ..., ϕn} ⊂ Θ ⊂ Ω son las
funciones sinápticas de la red o unidades ocultas donde se entrena la red neuronal, las ponderaciones WPn son
las funciones de transición de nuestra red neuronal hacia la capa de salida y en nuestro caso son densidades de
probabilidad bayesiana o inferencia verdadera de la máquina entre cada par de nodos P y n, por último tenemos la
salida de la red representada por funciónes {y1(t), ..., yP (t)} ⊂ Ω donde Σ significa la ponderación de todos los pesos
de la red desde la capa oculta, ver [28]).
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Conclusiones

Hemos estudiado de manera amplia dos técnicas de resolución de singularidades mediante

variedades tóricas y su importante aplicación para el desarrollo teórico del problema del aprendi-

zaje y su solución en redes neuronales Bayesianas en particular el problema de las máquinas de

aprendizaje singular que aparecen en una gran variedad de ejemplos de interés práctico en la in-

dustria, estos modelos han sido estudiados en la última década por Sumio Watanabe desarrollando

resultados y teoremas de gran importancia en esta área como el teorema para curvas de aprendi-

zaje (Watanabe 2001.), [29],[30], con el cual es posible estimar el error de entrenamiento de este

tipo de redes neuronales, donde el ingrediente fundamental para el cálculo de este tipo de curvas

de aprendizaje se encuentra en calcular el polo más grande de la función zeta y su multiplicidad

definida en el teorema 4.3.1 a través de los métodos de la geometŕıa algebraica expuestos en este

trabajo, en particular vimos tres ejemplos de interés, uno de reciente publicación como es el caso del

aprendizaje no supervisado en sistemas informáticos de mineŕıa de datos y clusterización [44]. Con

ello nace un puente entre los teoristas la inteligencia artificial y la geometŕıa algebraica, quedando

abierto el cálculo de la resolución de singularidades en el espacio de parámetros de otras familias

de máquinas de aprendizaje, con lo que se queda la pregunta, de que tipo de variedades algebraicas

generalizan las redes neuronales singulares. Resumimos nuestro trabajo de la siguiente manera.

a). Revisamos de manera amplia la teoŕıa de resolución de singularidades mediante variedades

tóricas.

b). Entendimos y revisamos en gran detalle la teoŕıa del aprendizaje singular, propuesta por
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S. Watanabe en 2001 ref. [29], para máquinas de aprendizaje hereditario y como esta se relaciona

con la geometŕıa algebraica.

c). Proponemos el teorema 3.7.1, y el corolario 4.3.3 como criterios alternativos para máquinas

singulares y como una técnica de resolución de singularidades en sus espacios de parámetros de ellas;

además de ser una metodoloǵıa con más formalización matemática que las mostradas en Watanabe

[29], [30], [32], [33], también es una técnica mas directa mediante el cálculo de la bases de Hilbert,

computacionalmente podŕıa resultar mas eficiente para espacios de parámetros de alta dimensión

asociados a familias de redes neuronales, como se muestra en el apéndice B para algunos ejemplos.

d). A partir del uso de las bases de Hilbert pudimos caracterizar varios ejemplos de interés de

máquinas de aprendizaje mediante variedades tóricas como se muestra en el apéndice B, lo que

nos da una luz para un futuro, de como podŕıamos caracterizar familias de redes neuronales más

generales mediante variedades algebraicas.



Apéndice A

Un algoritmo para el cálculo de las bases de Hilbert en una variedad tórica af́ın.

El siguiente algoritmo puede consultarse en, [27] B. Sturmfels.

Entrada: Un conjunto que expanda el cono poliédrico convexo σ, en la ret́ıcula N ' Zd.

Salida: Las bases de Hilbert H del monoide Sσ ⊂M = N∨.

0. Identificamos los monoides M y N con Zd.

1. Reemplazamos los generadores dados del cono σ por un nuevo conjunto generador {v1, ..., vd, vd+1, ..., vm}

que consisten únicamente de puntos reticulares tal que {v1, ..., vd} es una base de la ret́ıcula de Zd.

Y sea V la matŕız de m× d cuyas filas consisten de los vectores v1, ...., vm.

2. La imagen de V en Zm es una subret́ıcula saturada, i.e, Zm/imZ(V ) es abeliano libre. Calculamos

una matŕız entera (m− d)×m denotada por B cuyo núcleo sea igual a imZ(V ).

3. Calculamos las bases Graver GrB ⊂ Zm de la matŕız B.

4. Para cada vector no negativo s = (s1, ..., sm) en las bases Graver GrB determinamos y obtenemos

los vectores únicos u ∈ Zd, tal que u ∗ vi = si. Estos vectores son la única preimagen bajo V de s

en Sσ, y ellos constituyen la base de Hilbert del monoide Sσ.

Para otras alternativas del cálculo de bases de Hilbert de conos poliédricos, puede consultarse, [10]

D. Cox, J. Little, D. O Shea, [18] M. Henk, R. Weismantel, [22] D. Maclagan, R.R.

Thomas, S. Faridi, L. Gold, A.V. Jayanthan, A. Khetan, T. Puthenpurakal.



Apéndice B

Modificaciones tóricas: Justificación de cálculos.

En este apéndice desarrollaremos a mas detalle los resultados obtenidos en los desarrollos

del teorema 5.1.2, del lema 5.3.2.3 y lema 5.3.2.4, principalmente obtendremos las transformacio-

nes de monomios de estos tres ejemplos obtenidos de sus respectivas modificaciones tóricas. Todas

las máquinas de inferencia estad́ıstica tratadas en este apéndice estarán definidas en el espacio

de probabilidad (Ω,F, P ); también todos los desarrollos planteados están justificados mediante el

teorema 3.1.7 y el corolario 4.3.3 demostrados en el caṕıtulo 3 y 4 respectivamente.

En el teorema 5.1.2 afirmamos que,

H(a, b, c) =
1

2s2

∫
‖fK(x, a, b, c)‖2q(x)dx

=
∑N

p=1

∑K
h,k=1Bhk(b, c)ahpbkp.

lo cual se sigue del siguiente desarrollo y tomando en cuenta las densidades de probabilidad previa

y posterior dadas en el teorema tenemos.

H(a,b,c)=
∫
q(y, x) ∗ ln

(
q(y, x)

P (y, a, b, c)

)
∗ q(x)dxdy.

=
1

(2πs2)N/2
∫

exp

(
−(q y q2

2s2

)
∗ q(x) ∗ ln

[
1

(2πs2)N/2
exp

(
− q y q2

2s2

)]
− lnP (y, a, b, c) dxdy

=
1

(2πs2)N/2
∫

exp

(
− q y q2

2s2

)
q(x) ∗[

−1

2s2
q y q2 − ln(2πs2)N/2 +

1

2s2
‖y − fk(x, a, b, c)‖2 − ln

(
1

(2πs2)N/2

)]
dxdy.
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=
1

2s2

∫
‖y − fk(x, a, b, c)‖2 ∗ q(x)dx.

y para el caso de que y = 0 obtenemos el modelo de regresión el cual es explicada esta cuestión en

ref.[32], para mayor detalle de esta igualdad, de ese modo conseguimos la igualdad a la que se queŕıa

llegar, para la obtención de las sumas se hab́ıa definido la función fK(x, ω) =
∑K

k=1 akσ(bkx+ ck),

sustituyendo en la integral anterior, recordamos también que σ(x) = tanh(x), puesto que todas estas

funciones son anaĺıticas en el plano complejo y tienen desarrollo en serie de potencias aśı obtenemos

las sumas de arriba de donde definimos la función Bhk(b, c) =
1

2s2

∫
σ(bh∗x+ch)σ(bk∗x+ck)q(x)dx,

de donde a ∈ RNy b ∈ RM .

Ahora construimos la modificación tórica utilizando la noción de conjuntos proyectivos y conos

normales visto al final del caṕıtulo 2 de la primera parte; primero desarrollamos las sumas que

calculamos arriba de donde tenemos

H(a, b, c) =
∑N

p=1(B11(b, c)a1pa1p +B22(b, c)a2pa2p + ...+BKKaKpaKp)

= B11a
2
11 +B22a

2
21 + ....+BKKa

2
K1

+B11a
2
12 +B22a

2
22 + ....+BKKa

2
K2

+B11a
2
13 +B22a

2
23 + ....+BKKa

2
K3

+B11a
2
14 +B22a

2
24 + ...+BKKa

2
K4+

.............+ ......+ ......

+B11a
2
1N +B22a

2
2N + ....+BKKa

2
KN .

Este polinomio visto en la coordenadas ahk ∈ R, es singular en (0, 0, ..., 0) ∈ RN , construimos una

modificación tórica en estas coordenadas utilizando el concepto de conjuntos proyectivos como se

hab́ıa dicho anteriormente, definimos las cartas afines utilizando el siguiente conjunto proyectivo,

Uj = {[a11, ..., a1N , a21, ..., a2N , ..., aK1, ..., aKN ] ∈ RPKN−1 : ajj 6= 0}.

Donde RPKN−1 es el espacio proyectivo real KN − 1-dimensional, y también existe una biyección

como vimos en el caṕıtulo 2, al espacio af́ın KN − 1-dimensional real RKN−1, dada por,
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Uj : RPKN−1 7−→ RKN−1

Uj : [a11, ..., a1N , a21, ..., a2N , ..., aK1, ..., aKN ] 7−→

(1, a12a
−1
11 , ..., a1Na

−1
11 , a21a

−1
11 , ..., a2Na

−1
11 , ..., aK1a

−1
11 , ..., aKNa

−1
11 )

ahora en estas coordenas proyectivas redefinimos H(a, b, c) = u2
11H1(a, b, c), ya que:

H(a,b,c)=a2
12u

2
11B11 + a2

13u
2
11B11 + ...+ a2

1Nu
2
11B11 + a2

21u
2
11B22 + ...+ a2

2Nu
2
11B22 + ...+

a2
k1u

2
11BKK + ...+ a2

KNu
2
11BKK .

donde las nuevas coordenadas en el espacio af́ın RKN−1 son (u11, a12, ..., a1N , ...,

aK1, ..., aKN ) ∈ RKN−1, y en este nuevo anillo coordenado construimos el cono poliédrico de New-

ton asociado al polinomio reparametrizado, lo cual nos queda como σ = Con(2e1 + 2e2, ..., 2e1 +

2e1N , ..., 2e1 + 2eK1, ..., 2e1 + 2eKN ), que de manera matricial nos quedaŕıa el siguiente arreglo aso-

ciado al cono,

Aσ =

2 2 0 . . . 0

2 0 2 . . . 0

2 0 0 2 . . 0

. . . . . . .

. 0 . . . 2 0

2 0 . . . 0 2

Se puede mostrar de manera inductiva y utilizando el programa Nórmaliz o el algoritmo del apéndi-

ce A, que las bases de Hilbert asociadas a este cono poliédrico racional, estan dadas por el siguiente

arreglo
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Hσ∨ =

1 0 0 . . . 1

1 0 . . . 1 0

1 0 . . 1 0 0

. . . . . . .

. . 1 0 . . 0

1 1 0 . . . 0

donde los vectores reticulares de este arreglo nos representan un cono poliédrico regular, y como

indican nuestros resultados del caṕıtulo 3, tenemos por consiguiente una subdivisión estelar regular,

y por tanto una modificación tórica que nos permite obtener la siguiente variedad tórica af́ın,

tomando como exponente los elementos de esta base obtenemos la siguiente transformación de

monomios

a11 = v11;

u11 = v−1
11

ahp = u11 ∗ uhp; (h 6= 1 ó p 6= 1).

Con lo que conseguimos la primera modificación tórica construida en los resultados del teorema

5.1.2. Además cabe notar que agregamos una coordenada extra u11 siendo que trabajamos con el

conjunto proyectivo Uj , de donde construimos la carta af́ın

A0 = {(1, a12a
−1
11 , ..., a1Na

−1
11 , a21a

−1
11 , ..., a2Na

−1
11 , ..., aK1a

−1
11 , ..., aKNa

−1
11 ) ∈ RKN−1},

que de acuerdo a los resultados del caṕıtulo 3, es suficiente realizar la modificación tórica en esta

carta, siendo que los morfismos tóricos son propios y se extienden a toda la variedad.
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A continuación construimos la modificación tórica desarrollada en la prueba del lema 5.3.2.3,

de ese modo trabajamos directamente con el polinomio obtenido en el lema,

HXY (Ψ1(ω)) =
∑K∗

k=2 a
′
k

2 +
∑K

k=K∗+1 a
′
k +

∑K∗

k=1 b
2
km.

donde ω = (a′k, bkm) ∈ R(K−1)×d, a = {a′k} ∈ RK−1, b = {bkm} ∈ Rd, y 1 6 m 6 d, también

recordamos que Ψ1(ω) es una transformación que se hizo en el espacio de parámetros previa a

la modificación tórica para trasladar la singularidad al origen, lo cual nos queda el polinomio de

arriba.

Desarrollando estas sumas conseguimos

HXY (Ψ1(ω)) = a′2
2 + ...+ a′K∗

2 + a′K∗+1 + a′K∗+2 + ...+ a′K + b21m + ...+ b2K∗m.

= a′2
2 + ...+a′K∗

2 +a′K∗+1
2 +a′K∗+2 + ...+a′K + b211 + ...+ b21d+ b221 + ...+ b22d+ ...+ b2K∗1 + ...+ b2K∗d.

Este se encuentra definido en las siguientes coordenadas afines

(a′2, a
′
3, ..., a

′
K∗ , a

′
K∗+1, ..., a

′
K , b11, ..., b1d, b21, ..., b2d, ..., bK∗1, ..., bK∗d) ∈ R(K−1)×K∗d.

Y definimos las cartas afines mediante el siguiente conjunto proyectivo, análogo al ejemplo anterior,

Uj = {[a′2, a′3, ..., a′K∗ , a′K∗+1, ..., a
′
K , b11, ..., b1d, b21, ..., b2d, ..., bK∗1, ..., bK∗d] ∈ RP (K−1)×K∗d−1 :

aj ó bij 6= 0}

Donde RP (K−1)×K∗d−1 es el espacio proyectivo real (K − 1) × K∗d − 1-dimensional, y también

existe una biyección al espacio af́ın (K − 1)×K∗d-dimensional real R(K−1)×K∗d, dada por,

Uj : RP (K−1)×K∗d−1 7−→ R(K−1)×K∗d

Uj : [a′2, a
′
3, ..., a

′
K∗ , a

′
K∗+1, ..., a

′
K , b11, ..., b1d, b21, ..., b2d, ..., bK∗1, ..., bK∗d] 7−→

(1, a′3a
′
2
−1, ..., a′K∗a

′
2
−1, a′K∗+1a

′
2
−1, ..., a′Ka

′
2
−1, ..., b11a

′
2
−1, ..., b1da

′
2
−1, b21a

′
2
−1, ...,

b2da
′
2
−1, ..., bK∗1a

′
2
−1, ..., bK∗da

′
2
−1).
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Reparametrizamos nuestro polinomio con esta biyección que llamamos Ψ2 en este nuevo sistema

coordenado nos queda de la siguiente manera nuestro polinomio.

HXY (Ψ2(Ψ1(ω))) = a′3
2u2

2 + a′4
2u2

2 + ...+ a′K∗
2u2

2 + a′K∗+1u
2
2 + ...+ a′Ku

2
2 + b211u

2
2 + ...

+ b21du
2
2 + b221u

2
2 + ...+ b22du

2
2 + ...+ b2K∗1u

2
2 + ...+ b2K∗du

2
2.

de donde ahora construimos el politopo de Newton asociado a esta expresión, y aśı el cono asociado

es:

σ = Con(2e2 + 2e3, ..., 2e2 + 2eK∗ , 2e2 + eK∗+1, 2e2 + eK∗+1, ..., 2e2 + eK , 2e2 + 2e11, ...,

2e2 + 2e1d, 2e2 + 2e21, ..., 2e2 + 2e2d, ..., 2e2 + 2eK∗1, ..., 2e2 + 2eK∗d).

donde los vectores eK y eK∗d, son vectores reticulares unitarios del espacio af́ın R(K−1)×K∗d, la

notación de doble ı́ndice solo es para hacerla congruente con el último factor de este producto

cartesiano. Escribimos el arreglo matricial asociado a este cono lo cual nos queda

Aσ =
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2 2 0 . . . . . . 0

. 0 2 0 . . . . . 0

. . . 2 0 . . . . 0

2 0 . . 1 0 . . 0 0

. . . . . . . . . .

. . . . . . 1 0 . .

2 0 . . . . . 2 0 0

2 0 . . . . . . 2 0

2 0 . . . . . . . 2

Del mismo modo que el ejemplo anterior se puede mostrar de manera inductiva y utilizando el

programa Nórmaliz o el algoritmo del apéndice A, las bases de Hilbert asociadas a este cono y

calculando primero su cono dual el cual hace impĺıcitamente el programa Nórmaliz en nuestro caso

obtenemos el siguiente arreglo de vectores reticulares.

Hσ∨ =

1 0 . . . . . . . 1

. 0 . . . . . . 1 0

. . . . . . . 1 . 0

2 0 . . . . 1 0 . .

. . . . . . . . . .

2 . . . 1 0 . . . .

. 0 . 1 0 . . . . 0

1 0 1 0 . . . . . 0

1 1 0 . . . . . . 0

De donde obtenemos la siguiente transforamción de monomios para la modificación tórica Ψ2, y

de donde se ha introducido la coordenada proyectiva u2 = a′2
−1, la cual esta bien definida para el

conjunto proyectivo U2.
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a′k = u2uk; (2 < k < K∗)

a′k = u2
2uk; (K∗ < k ≤ K)

bkm = u2vkm; (1 ≤ k ≤ K∗; 1 ≤ m ≤ d).

Si la suma para el caso de las coordenadas bkm se extendiera para k > K∗, en este caso se define

la transformación bkm = vkm, y siendo que la matŕız identidad siempre es la representación de un

cono regular, la transformación sigue siendo una modificación tórica. De el conjunto proyectivo U2

se obtiene la siguiente carta af́ın

A2 = {(1, a′3a′2−1, ..., aK∗a
′
2
−1, a′K∗+1a

′
2
−1, ..., a′Ka

′
2
−1, b11a

′
2
−1, ..., b1da

′
2
−1,

b21a
′
2
−1, ..., b2da

′
2
−1, ..., bK∗1a

′
2
−1, ..., bK∗da

′
2
−1) ∈ R(K−1)×K∗d}.

Y de acuerdo a los resultados del caṕıtulo dos, se obtiene la variedad tórica af́ın en notación de

dicho caṕıtulo Xσ∨2
=Spec C[σ∨ ∩ Z(K−1)×K∗d] = A2 a través de esta carta af́ın y siendo que

la acción del toro TN la extiende sobre toda la variedad como se vio en cap. 3; también hacemos

notar que se reproducen los resultados para la modificación tórica de este ejemplo como en la ref.[28].

Y por último construimos la modificación tórica para la prueba del lema 5.3.2.4, donde volvemos a

utilizar la transformación Ψ1, para trasladar la singularidad al origen, de ese modo

H(Ψ1(ω)) =
∑K∗

k=2 a
′
k

2 +
∑K

k>K∗ a
′
k

2 + b21 +
∑K∗

k=2 b
′
km

2.

donde ω = (a′k, b1, b
′
km) ∈ R(K−1)×(d+1), a = {a′k} ∈ RK−1, b = {(b′km, b1) ∈ Rd+1, y 1 6 m 6 d},

desarrollando estas sumas conseguimos,

H(Ψ1(ω)) = a′2
2 + ...+ a′K∗

2 + a′K∗+1
2 + a′K∗+2

2 + ...+ a′K
2 + b21 + b′2m

2 + ...+ b′K∗m
2.

= a′2
2 + ...+ a′K∗

2 + a′K∗+1
2 + a′K∗+2

2 + ...+ a′K
2 + b21 + b′21

2 + ...+ b′2d
2 + b′31

2 + ...

+ b′3d
2 + ...+ b′K∗1

2 + ...+ b′K∗d
2.

Este polinomio se encuentra definido en las siguientes coordenadas afines.
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(a′2, a
′
3, ..., a

′
K∗ , a

′
K∗+1, ..., a

′
K , b1, b

′
21, ..., b

′
2d, b

′
31, ..., b

′
3d, ..., b

′
K∗1, ..., b

′
K∗d) ∈ R(K−1)×(K∗−1)d+1.

Y definimos las cartas afines mediante el siguiente conjunto proyectivo, análogo al ejemplo anterior,

Uj = {[a′2, a′3, ..., a′K∗ , a′K∗+1, ..., a
′
K , b1, b

′
21, ..., b

′
2d, b

′
31, ..., b

′
3d, ..., b

′
K∗1, ..., b

′
K∗d] ∈ RP (K−1)×(K∗−1)d :

aj ó b1, b
′
ij 6= 0}

Donde RP (K−1)×(K∗−1)d es el espacio proyectivo real (K − 1)× (K∗− 1) d-dimensional, y también

existe una biyección al espacio af́ın (K−1)× (K∗−1)d-dimensional real R(K−1)×(K∗−1)d, dada por,

Uj : RP (K−1)×(K∗−1)d 7−→ R(K−1)×(K∗−1)d

Uj : [a′2, a
′
3, ..., a

′
K∗ , a

′
K∗+1, ..., a

′
K , b1, b

′
21, ..., b

′
2d, b

′
31, ..., b

′
3d, ..., b

′
K∗1, ..., b

′
K∗d] 7−→

(1, a′3a
′
2
−1, ..., a′K∗a

′
2
−1, a′K∗+1a

′
2
−1, ..., a′Ka

′
2
−1, b1a

′
2
−1, b′21a

′
2
−1, ..., b′2da

′
2
−1,

b’31a
′
2
−1, ..., b′3da

′
2
−1, ..., b′K∗1a

′
2
−1, ..., b′K∗da

′
2
−1).

Reparametrizamos nuestro polinomio con esta biyección que llamamos Ψ3 en este nuevo sistema

coordenado nos queda de la siguiente manera nuestro polinomio.

HXY (Ψ3(Ψ1(ω))) = a′3
2u2

2 + a′4
2u2

2 + ...+ a′K∗
2u2

2 + a′K∗+1u
2
2 + ...+ a′Ku

2
2 + b21u

2
2

+ b′21
2u2

2 + ...+ b′2d
2u2

2 + b′31
2u2

2 + ...+ b′3d
2u2

2 + ...+ b′K∗1
2u2

2 + ...+ b′K∗d
2u2

2.

de donde u2 = a′2
−1 y ahora construimos el politopo de Newton asociado a esta expresión, y aśı el

cono asociado es:

σ = Con(2e2 + 2e3, ..., 2e2 + 2eK∗ , 2e2 + eK∗+1, 2e2 + eK∗+1, ..., 2e2 + eK , 2e2 + 2e11, 2e2 + 2e21, ...,

2e2 + 2e2d, 2e2 + 2e31, ..., 2e2 + 2e3d, ..., 2e2 + 2eK∗1, ..., 2e2 + 2eK∗d).
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donde los vectores eK y eK∗d, son vectores reticulares unitarios del espacio af́ın R(K−1)×(K∗−1)d,

la notación de doble ı́ndice solo es para hacerla congruente con el último factor de este producto

cartesiano. Escribimos el arreglo matricial asociado a este cono lo cual nos queda

Aσ =

2 2 0 . . . . . . 0

. 0 2 0 . . . . . 0

. . . 2 0 . . . . 0

2 0 . . 2 0 . . 0 0

. . . . . . . . . .

. . . . . . 2 0 . .

2 0 . . . . . 2 0 0

2 0 . . . . . . 2 0

2 0 . . . . . . . 2

Del mismo modo que el ejemplo anterior se puede mostrar de manera inductiva y utilizando el

programa Nórmaliz o el algoritmo del apéndice A, las bases de Hilbert asociadas a este cono y

calculando primero su cono dual el cual hace impĺıcitamente el programa Nórmaliz en nuestro caso

obtenemos el siguiente arreglo de vectores reticulares.

Hσ∨ =
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1 0 . . . . . . . 1

. 0 . . . . . . 1 0

. . . . . . . 1 . 0

1 0 . . . . 1 0 . .

. . . . . . . . . .

1 . . . 1 0 . . . .

. 0 . 1 0 . . . . 0

1 0 1 0 . . . . . 0

1 1 0 . . . . . . 0

De donde obtenemos la siguiente transforamción de monomios para la modificación tórica Ψ3, se

ha introducido la coordenada proyectiva u2 = a′2
−1, la cual esta bien definida para el conjunto

proyectivo U2.

a′k = u2uk; (2 < k < K∗)

a′k = u2uk; (K∗ < k ≤ K)

b′km = u2vkm; (1 ≤ k ≤ K∗; 1 ≤ m ≤ d).

Si la suma para el caso de las coordenadas b′km se extiendera para k > K∗, en este caso se define

la transformación b′km = vkm, y siendo que la matŕız identidad siempre es la representación de un

cono regular, la transformación sigue siendo una modificación tórica. De el conjunto proyectivo U2

se obtiene la siguiente carta af́ın

A2 = {(1, a′3a′2−1, ..., aK∗a
′
2
−1, a′K∗+1a

′
2
−1, ..., a′Ka

′
2
−1, b1a

′
2
−1, b′21a

′
2
−1, ..., b′2da

′
2
−1,

b’31a
′
2
−1, ..., b′3da

′
2
−1, ..., b′K∗1a

′
2
−1, ..., b′K∗da

′
2
−1) ∈ R(K−1)×(K∗−1)d}.

Y de acuerdo a los resultados del caṕıtulo dos, se obtiene la variedad tórica af́ın en notación de

dicho caṕıtulo Xσ∨2
=Spec C[σ∨ ∩Z(K−1)×(K∗−1)d] = A2 a través de esta carta af́ın y siendo que la

acción del toro TN la extiende sobre toda la variedad como se vio en cap. 3; también hacemos notar

que se reproducen los resultados para la modificación tórica de este ejemplo como en la ref.[40].



Lista de śımbolos.

st. Subdivisión estelar regular.

Link. El link asociado a una estrella.

σ. Cono reticular.

σ∨. Cono reticular dual.

Aσ. Arreglo matricial respecto los vectores ret́ıcula del cono σ.

Hσ∨ . Bases de Hilbert generadas por el monoide M .

Hσ∨ . Arreglo matricial asociado a las bases de Hilbert del cono σ.

Σ. Abanico regular asociado a un politopo convexo.

σQ. Cono poliédrico racional fuertemente convexo.

Zn. Espacio reticular de enteros n-dimensional.

Q. Campo de los números racionales.

M,N . Monoides isomorfos a Zn.
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Sσ. Monoide generado por el cono poliédrico racional σQ.

C. Campo de los números complejos.

C∗. Grupo multiplicativo de los números complejos.

R. Campo de los números reales.

RPn. Espacio proyectivo real n dimensional.

CPn. Espacio proyectivo complejo n dimensional.

C[M ]. Anillo coordenado asociado al monoide M .

C(V ). Campo de funciones de la variedad V.

T . Toro algebraico.

Xσ. Variedad tórica af́ın asociada al cono reticular σ.

Rσ. Algebra de monomios o anillo coordenado abstracto asociado al cono σ.

Ψ. Morfismo tórico blow down.

Ψ−1. Morfismo tórico blow up o modificación tórica.

R.N.B. Red neuronal Bayesiana.
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P (X). Densidad de probabilidad del evento X.

P (X|Y ). Probabilidad condicional del evento X dado el evento Y .

Θ = {ωα}. Conjunto de parámetros de una red neuronal.

Iij(ω). Matŕız de información de Fisher.

H(ω). Distancia Kullback o entroṕıa de la información.

K(n). Curva de aprendizaje o generalización del error.

C∞0 . Conjuntos de funciones continuas en todos sus órdenes de derivación.

Re(z). Parte real de un número complejo.
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