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Resumen

Las ecuaciones diferenciales parciales (EDP) no lineales no suelen tener soluciones analiti-
cas generales, por lo que es necesario hacer uso de herramientas computacionales para
describirlas. Los métodos de colocacién de Chebyshev ofrecen un balance de simplicidad
computacional y gran precisién en sus soluciones. Al aplicar estos métodos a diferentes
formas de la ecuacién de Burgers y la ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV) y compa-
rarlos con soluciones analiticas se encontraron errores de érdenes de magnitud bajos,

déandonos un nivel de precision muy alto en su solucién.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Ecuaciones diferenciales parciales no lineales

Una ecuacién diferencial es una ecuacién que relaciona las derivadas de distintos érdenes
de una funcién de una o mas variables. Existen varias maneras de clasificar este tipo de
ecuaciones. Se le llama ecuacién diferencial ordinaria (EDO) a las ecuaciones diferenciales
que tienen funciones que sélo dependen de una variable. Las ecuaciones diferenciales
parciales (EDP) son ecuaciones diferenciales caracterizadas por contener funciones que
dependen de varias variables, asi como derivadas parciales de estas funciones con respecto

a mas de una de esas variables.

Las EDP son utilizadas para describir diversos fenémenos en los campos de las ma-
tematicas aplicadas, biologia, finanzas, ingenieria y en la fisica, donde en esta ultima
es comun encontrarlas describiendo fenémenos relacionados con el sonido, la transferen-
cia de calor, electrodindmica, mecédnica de fluidos, elasticidad mecédnica y la mecanica

cuantica.

Al igual que las ecuaciones algebraicas las ecuaciones diferenciales tienen un orden. Este

se determina segun el grado de diferenciaciéon maximo de la ecuacién diferencial.

La clasificacién de ecuaciones algebréicas se extiende a las ecuaciones diferenciales en
términos de linealidad. Hay una diferencia crucial entre el andlisis de una ecuacion
lineal a una no lineal. La manera mas sencilla de distinguir linealidad en una ecuacién
es aplicando el principio de superposicién de soluciones, el cual establece que si u1(z)
y ug(z) son soluciones a una ecuacién diferencial, entonces ui(x) + ug(z) también es
solucién. Cualquier ecuacién que no cumpla con el principio de linealidad cae en la

categoria de no lineal.
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Una manera més general de tratar la linealidad en ecuaciones no necesariamente dife-
renciales involucra el manejo del concepto de un operador lineal L. En el caso de las
ecuaciones diferenciales el operador L es un operador diferencial que depende de la fun-
cion f = f(x1,x9,...,x,), de sus derivadas con respecto a las variables independientes, y

de las variables independientes. La linealidad impone los dos requerimientos siguientes:

1]

L{u+ v] = L[u] + L]v] , (1.1)
L[cu] = cL[u] (1.2)

donde ¢ es una constante arbitraria, y v y v son funciones.

Las ecuaciones no lineales son particularmente dificiles de resolver explicitamente, por

lo que los métodos para resolverlas de manera analitica son muy limitados.

Como se verd mas delante, en este texto enfocaremos nuestro estudio en la solucién de
EDP no lineales, con énfasis principal en la la ecuacién de Burgers y la ecuacién de

Korteweg—de Vries.

Una opcién para estudiar una ecuaciéon no lineal es aproximarla mediante ecuaciones
lineales. A este método se le conoce como linealizacién. Esta técnica es empleada fre-
cuentemente en la fisica y suele otorgar buenas aproximaciones del comportamiento del
sistema. Obviamente no se decidié hacer utilizar este enfoque debido a que dicha apro-
ximacién eliminar la no linealidad y simplificar la ecuacién no es parte del problema a

analizar.

La otra opcién que abordamos en el presente texto, consiste en resolver de manera apro-

ximada la ecuacién diferencial no lineal a través de un método computacional numérico.

1.2. Analisis y métodos numéricos

Histéricamente los métodos numéricos han sido de gran utilidad para ayudar a resolver
problemas de cardcter cientifico. La primera evidencia de la aplicacién de un método
numérico data del afio 7200 a.e.c. en Babilonia donde se aproxima el valor de v/2 a seis

decimales [2].

A diferencia de otros campos de las matemaéticas, los métodos numéricos no se concentran

en encontrar soluciones exactas, esto es debido a que en la préctica es frecuentemente
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dificil encontrar este tipo de soluciones, por lo que los métodos numéricos se concentran
mas bien en funcionar como una alternativa cuando no se pueden encontrar soluciones

analiticas o su solucién es demasiado dificil.

El primer objetivo en mente al desarrollar la tecnologia detras de las computadoras fue
el de poder llevar a cabo calculos mecanicos llevarian mucho tiempo en llevar a cabo a
una persona. Es por eso que a través del tiempo podemos distinguir que el desarrollo
de nuevos métodos numéricos estéd totalmente relacionado con el avance tecnolégico y

computacional.

A través de este texto se hard uso de métodos espectrales, un tipo de método numérico
orientado a la solucién de ecuaciones diferenciales que se caracteriza por la obtencién
de resultados con un gran grado de precision. Como se verd mas delante, estos métodos
son muy precisos y representan una carga computacional méas ligera que los métodos de
elementos finitos, sin embargo éstos se vuelven muy poco precisos cuando se emplean en
geometrias complejas o al tratar de resolver sistemas con discontinuidades. [3]. Dichos

métodos fueron desarrollados por el matemédtico americano Steve Orszag en 1969. [4]

1.3. Objetivos

Se escogid estudiar este tema por ser un buen punto de partida en el tema de métodos es-
pectrales, pues engloba la complejidad matematica de describir fenémenos relacionados
con la acistica y la mecéanica de fluidos, asi como el uso de un método particularmen-
te preciso para resolver ecuaciones diferenciales. Como es claro, el tema a tratar esta
relacionado con el andlisis numérico, drea que se ha visto fuertemente desarrollada en
las ultimas décadas debido al creciente desarrollo tecnoldgico en procesadores légicos

computacionales.

La facilidad para poder llevar a cabo cédlculos muy complejos con computadoras or-
dinarias de uso personal hacen de las simulaciones numéricas una de las principales

herramientas para el estudio de sistemas no lineales.

En el texto presente se hard uso de un método espectral llamado método espectral por
colocacién de Chebyshev para resolver varios casos de la ecuacién de Burgers. Como
se explicard en los capitulos subsecuentes, la caracteriastica principal de los métodos
espectrales es que éstos hacen uso de un grupo de funciones base en todo el dominio [3],
siendo el método espectral por colocacion de Chebyshev dicho método haciendo uso de

los polinomios de Chebyshev.
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Este método tiene la gran ventaja de ser bastante preciso aun cuando su desarrollo y
aplicacién suelen ser menos directos que en los casos de otros métodos numéricos, como

los métodos por diferencias finitas o métodos de elementos finitos.

Una vez obtenidos los resultados otorgados por este método, se llevara a cabo una
comparacién con los resultados analiticos de la ecuacién de Burgers. Esto con el ob jetivo
de encontrar el error relativo de la solucién numérica. También se llevara a cabo el estudio
de la respuesta de dicho error con respecto a parametros de fineza de las matrices de
diferenciacién (parte esencial del cémputo numérico llevado a cabo por los métodos de

colocacion). Estos resultados se comparardn con los obtenidos por Khater et al. [5].



Capitulo 2

Fundamentos

Viendo que nuestro estudio se concentra en el area de anélisis numérico aplicado la ecua-
cién de Burgers, muy conocida en la fisica, es necesario presentar el fondo de cada uno
de estos conceptos. Es por esto que en esta seccién se analizaran a detalle los conceptos
detras de los métodos espectrales, las ondas de choque y la ecuacién de Burgers, asi

como la relaciones entre todos ellos.

2.1. Los métodos espectrales

Se les llama métodos espectrales (ME) al conjunto de técnicas de andlisis de discretiza-
cion espacial basados en la expansién de soluciones como coeficientes de ciertas funciones

base [6]. Muy comunmente son utilizados para resolver ecuaciones diferenciales.

Las funciones base usualmente tienen soporte global, lo que significa que el conjunto de
funciones estd definida en un dominio infinito y no son necesariamente cero [3]. Una
vez obtenidos los coeficientes basados en estas funciones, éstos pueden ser considerados

el espectro de la solucién, por lo cual son llamados métodos espectrales [6].

Es por esta razén que los ME son particularmente poderosos, pues para calcular el valor
de la derivada en un punto del espacio requieren informacién de todos los demds puntos
del espectro, lo cual es muy difernete a los métodos de diferencias finitas. Esto significa
que los ME usualmente tienen un orden de aproximacion de orden muy alto. De hecho,
se ME dan el valor exacto de la derivada de cierta funcién, considerando que el error

que aparece es debido al truncamiento debido al conjunto de funciones base [6].

Desde el punto de vista computacional, los ME también tienen cierta ventaja. A dife-

rencia de los métodos de diferencias finitas, o métodos de elementos finitos, los ME no
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basan todo su poder de cémputo en la memoria de la computadora. Es por esta razén

que son muy utilizados para analizar flujos en mecanica de fluidos.

Por otro lado, la principal desventaja en los ME es que son geométricamente menos
flexibles que los métodos de érdenes menores [3]. Las discontinuidades en las funciones
y problemas donde haya ondas de choque suelen aumentar considerablemente el error

de céalculo.

Dicho lo anterior es importante notar que el objetivo de nuestro estudio es utilizar los
ME para describir las ondas de choque. Siendo que las ondas de choque se caracterizan
por la presencia de discontinuidades en algunas de las variables del fluido (tempera-
tura, presién, densidad, etc.), es muy comun recurrir a la ecuacidn de Burgers para
aproximar dichas discontinuidades mediante un perfil suave en el que pueden aparecer
pendientes pronunciadas. Esta ecuacién permite dar un tratamiento continuo a la ecua-
cién, aproximando la discontinuidad natural de las ondas de choque. El anélisis de esta
aproximacion, asi como la naturaleza detras de las ondas de choque se comentaran a

mayor detalle en las secciones siguientes.

2.1.1. Eleccion de funciones base

Por la misma naturaleza de los métodos espectrales, todas las funciones base deben
de ser funciones suaves [3]. En la literatura es normal encontrarnos con las siguientes

funciones utilizadas como funciones base: [6]

» Funciones trigonométricas (series de Fourier)
= Polinomios de Chebyshev
= Polinomios de Legendre
= Polinomios de bajo orden de Laguere
= B-Splines
Sin embargo, en este estudio sélo se hizo uso de los polinomios de Chebyshev como

funciones base. Las razones por las cuales se escogieron éstos y no los demés se dard a

conocer a continuacion.

Es importante notar que las opciones més comunes como funciones base son las series de
Fourier y los polinomios de Chebyshev. El principio para escogerlos es muy sencillo: si la
funcion a analizar tiene una naturaleza periddica, siempre es mejor usar series de Fourier

como herramienta, si no, los polinomios de Chebyshev son la eleccién més general. Como
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regla general se suele hacer uso de los polinomios de Cheyshev como funciones base antes
que cualquier otro set de polinomios. De haber periodicidad se puede hacer uso de otro

set de funciones. [3]

Como se vera més adelante, la ecuacién de Burgers no tiene condiciones de frontera

periddicas por lo que los coeficientes de Chebyshev representan una eleccién ideal.

2.1.2. Colocacién por Chebyshev

Los polinomios de Chebyshev son definidos en el dominio de z < |1| de la siguiente

manera:

T, (x) = cos(narccoszx), n=0,1,2, ... (2.1)

F1GURA 2.1: Primeros cinco polinomios de Chebyshev en un dominio de —1 < = < 1.

Se puede aproximar el valor de una funcién u(z) haciendo uso de una serie finita de
polinomios de Chevyshev, esto debido a las propiedades ortogonales de los polinomios
que permiten reescribir una funcién como una suma infinta (que a fines practicos puede

ser aproximada y truncada). Dicha funcién u(x) se escribiria de la siguiente manera:

N
un(x) = Z anTy(z), para una N finita. (2.2)
n=0

siendo a,, el n-ésimo coeficiente de Chebyshev. Ahora bien, la solucién mas directa que
se nos viene a la mente para trabajar con estos polinomios es manejar una distribucién
de puntos z; equidistantes dado el dominio en el que se va a trabajar, sin embargo,
la eleccién de una malla equidistante estd asociada con el fendmeno de Runge [3]. El

fendmeno de Runge es graficamente muy similar al fendmeno de Gibs, y ocurre debido a
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la inocurrencia de puntos suficientes donde evaluar regiones muy cercanas a los limites

del dominio (particularmente son regiones poco suaves).

Para evitar problemas debido al fenédmeno de Runge es necesario no hacer uso de una
malla basada en una distribucién méas adecuada al tratamiento de suavidad del problema.
Es por eso que se debe escoger una distribucién de malla con mayor densidad en los
limites del dominio. La distribucién més usada para los polinomios de Chebysher es la

distribucion de Gauss-Lobatto, la cual se puede escribir la siguiente manera:

7rj> )
i = - =0,...,N. 2.3
2;=cos (3F), 5 =0, (2.3)

esto es, manejando el dominio de los polinomios 7, como (—1,1). Para casos donde el

dominio es generalizado a (a,b), donde a < b, podemos utilizar la siguiente férmula [6]:

xj:;<(a+b)—(b—a)cos (?\?)), j=0,..,N. (2.4)

Gracias a las propiedades de ortogonalidad y manejo de funciones pares e impares, se
puede llevar a cabo un tratamiento para relacionar los polinomios de Chebyshev con
la expresién de la malla con los puntos de Gauss-Lobatto [3] [6]. Lo anterior describe
bastante bien la intencién detras de los métodos de colocacién en general, y ésta es de
colocar un conjunto de puntos dado un dominio, de tal manera que convenientemente

se ajusten a las propiedades de diferenciacién de la funcién o polinimios a utilizar.

Asi pues, los polinomios de Chebyshev T;, evaluados en los puntos de Gauss-Lobatto z;
estan dados por:
njm

T, (x) = cos <T> i k=0,..,N. (2.5)

Partiendo de la expresién anterior, se puede hacer uso del recurso de la transformada de
Chebyshev para ejecutar derivadas con gran facilidad. Sin embargo, debido la practicidad
del manejo computacional del método de colocacién de Chebyshev se prefirié manejar la
idea de construir la matriz de derivacién D;; correspondiente a los polinomios evaluados
en los puntos escogidos (2.3). Dicha matriz nos servird para llevar a cabo operaciones

de diferenciacién con un manejo computacional muy eficiente y sencillo.
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Considerando que la derivada de la funcién discreta uy se puede escribir como una

multiplicacién de matrices:

N
uy(z;) =Y Dijuw, (2.6)
=0

Entonces, mediante el uso de los polinomios de Chebyshev se pueden calcular los coefi-

cientes de la matriz D y se pueden generalizar sus valores de la siguiente manera [6]:

L (D™
%Wa i #J
—ertdis 1<i=j<N-1
2} —= =~
Dij=q ) (2.7)
T+’ 1,:]:
_2N;+17 i—i=N.

con el coeficiente ¢; definido de la siguiente maneras:

2, i=0,N
C; = (2.8)
1, 1<i<N-1.

Para el computo de esta matriz se escribieron las rutinas chebdif.py y chebPy.py que se

pueden encontrar los apéndices.

Es importante agregar que en la literatura, los términos método de colocacion y métodos
pseudoespectrales son intercambiables. Sin embargo, es importante notar que un método
de colocacion busca encontrar una solucién aproximada que satisfaga la ecuacién evalua-
da en los puntos de colocacién, mientras que un método es considerado pseudoespectral
si no todas las partes de su algoritmo son ejecutadas en términos espectrales. Dicho lo
anterior se puede considerar que un método de colocacién siempre es pseudoespectral,

mientras que un método pseudoespectral no es necesariamente un método de colocacién.

[7]

2.2. Ondas de choque

Fisicamente, las ondas de choque se caracterizan por ser ondas que se propagan por

un mecanismo de expansién-compresiéon dentro del medio donde la presion y densidad
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cambian de manera stubita. La aparicion de ondas de choque en la naturaleza a menudo

se asocia con fenémenos no lineales que eventualmente dan lugar a una discontinuidad.

Una manera muy clara de visualizar a una onda de choque es como si se tratara de
una discontinuidad en alguna de las propiedades que describen al medio (i.e. presién,

delensidad) que viaja a una velocidad finita [8].

La descripcion matematica de las ondas de choque es 1til para varios campos de la fisica,
principalmente la mecanica de fluidos, la aerodinamica y la actstica, aunque también es

particularmente 1til para describir fendmenos de trafico y detonaciones [9].

El caso mas sencillo de describir en la naturaleza es cuando un cuerpo alcanza la veloci-
dad del sonido ¢ a través del aire. Cuando v = ¢ el cuerpo viaja junto a las ondas que él
mismo emite, razon por la cual se crea una barrera de sonido. A toda esta superposicién
de ondas viajando en el frente se les puede tratar como una onda de choque, puesto
que en conjunto llevan a cabo una variacién abrupta de las propiedades del medio (en el

caso de un avién la variacién subita es de la presién) en variacion espacial muy corta [8].

FIGURA 2.2: Descripcién de cuando un jet viaja a velocidades subsénicas y superséni-
cas. Cuando el jet alcanza la velocidad del sonido, las ondas que emite se superponen
junto con él creando un efecto de onda de choque.

2.3. Ecuaciéon de Burgers

La ecuacién de Burgers es un caso particular de la ecuacién de Navier Stokes donde se
hace uso de muchas simplifiaciones con el fin de describir el comportamiento interno de
la no linealidad de la ecuacién [10]. Para poder llegar a ella es necesario partir de la

condicién de incompresibilidad del fluido:
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FiguraA 2.3: Cuando un jet viaja a la velocidad del sonido se crea una onda de choque
que se puede visualizar como una fluctuacién drastica en la presion del medio.
V-v=0 (2.9)

donde p es la densidad del flujo, p la presion, v el vector de velocidad del flujo y i es la

viscosidad del fluido [10]. Podemos notar que el resultado de V - v = 0 implica que el

flujo es incompresible, por lo que la variacion temporal de la densidad es cero (% =0).

También supongamos que los efectos de la gravedad son despreciables.

Expandiendo las operaciones vectoriales llegamos a la siguiente expresion:

9(pv)

5 +V-(pvv) +Vp—puViv=0,

ou @

Pot TP TPy TPV, T M\axz T a2 T 22) T

(2.10)

(2.11)

donde (u,v,w) son los componentes de la velocidad en las coordenadas (z,y, z) respec-

tivamente [10].

Haciendo un tratamiento unidimensional e ignorando los efectos del gradiente de presién

la expresién se reduce a:
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o, o o
pat p“ax 'ué)a:?

=0. (2.12)
Si consideramos que la viscosidad cinematica, cantidad en la cual no participa ninguna

fuerza, estd definida como v = pu/p, llegamos a la ecuacién de Burgers:

ou ou 0*u

== —y— 2.13
o Mox T Voa2 (2.13)
donde u = u(x,t). Para el caso donde la viscosidad se considera nula el término de la

segunda derivada se cancela y obtenemos la ecuacién de Burgers inviscida.

La ecuacién de Burgers es una ecuacién diferencial parcial (EDP) no lineal parabdlica
utilizada frecuentemente para describir fenémenos en los campos de acustica, mecdnica
de fluidos, ondas de tréfico, dindmica de gases y matematicas aplicadas [11]. Es nom-
brada en referencia al fisico americano-holandés Johannes Martinus Burgers que realizé

sus estudios en en el drea de mecédnica de fluidos.

También, como se mencioné anteriormente, puede aparecer el caso donde v = 0, que
quiere decir que el flujo no es viscoso y se suscitan discontinuidades en el flujo, des-
cribiendo ondas de choque [10]. Para el caso donde v es suficientemente pequenia (del
orden de 1073) [5], se puede aproximar el comportamiento de onda de choque sin tener
discontinuidades en la funcién. Es por eso que dicha ecuacién es utilizada para describir
las ondas de choque y al mismo tiempo conservear las propiedades de suavidad de la

funcion.

Otra caracteristica sobre la ecuacion de Burgers es que el componente que acompaiia a la
viscosidad da un comportamiento disipativo a la ecuacién. Esto quiere decir que la onda
de choque va perdiendo amplitud conforme esta evoluciona. Los efectos precisos de la
disipacién son debidos méas puntualmente al fenémeno que trata de modelar la ecuacion,
pero en términos fisicos ondulatorios dicha disipacién es normalmente producto de la

pérdida de energia de la onda por fricciéon o turbulencia.

Cabe agregar que existe una solucién analitica para la ecuaciéon de Burgers. Para el caso
unidimensional es necesario hacer uso de la transformacién de Cole-Hopf [10], como se

muestra a continuacion:

V@logv(:r,t)

u(x,t) = =2 o

(2.14)
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Haciendo uso de esta transformacién se puede llegar a la solucién [9]:
J75 (557 exp (9520 ) d
[ooexp (ZO5H0) da

r — F)2 z
G(z,z,t) = (275) —i—/o uo(s) ds (2.16)

(2.15)

Y ug es la condicién inicial de u, por lo tanto la solucién sélo se puede escribir de manera

explicita si las integrales tienen una solucion analitica.
También se puede demostrar que la siguiente funcion es solucién para la ecuacién de
Burgers (2.13):

u(z,t) = C 4+ Atanh < A (:c—Ct+B)> (2.17)

v

Este tipo de solucion es llamada choque de Taylor y podemos ver que esta expresion
tiene la forma u(z,t) = f(z — Ct), lo cual quiere decir que el perfil de la onda de choque

se conserva y viaja a una velocidad constante C' en una sola direccién.

En las secciones siguientes se mostraran las soluciones numeéricas a la ecuacién de Bur-
gers en los casos unidimensional y bidimensional, donde ambos casos se escriben como
sistemas de ecuaciones acopladas, y también la ecuaciéon KdV. Para todos estos casos
existen soluciones analiticas que se pueden consultar en las referencias més adelante, y

serviran para establecer la validez de nuestras soluciones numeéricas.

2.3.1. Ecuacion de Korteweg de Vries

Un caso que no tratamos a fondo en este estudio, pero es interesante mencionar es el de
la ecuacion Korteweg de Vries. Esta ecuacion es utilizada para describir ondas en aguas
no profundas, ondas en el 6ceano donde la densidad estd estrificada [12] y ondas i6n

acusticas en plasmas [13]

Escrita de la siguiente manera,

T +6u—=0, (2.18)
xXr X
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la ecuacién KdV se clasifica matematicamente como una EDP no lineal donde, contrario
a la ecuacion de Burgers, aparecen efectos de dispersién. Puntalmente dicho compor-
tamiento es debido a la tercera derivada de la ecuacién y fisicamente representa un
fenémeno interesante: la diferencia de velocidad de fase entre ondas de amplitudes gran-

des comparadas con las de amplitudes pequenas.

2.3.2. Ecuacion de Korteweg de Vries-Burgers

Combinando los efectos de disipacién (Burgers) y dispersién (KdV) obtenemos la ecua-

cién de Korteweg de Vries-Burgers.

ou Bu ou 0%u
== Qo — Y = 21
ot T Foms Ty Vo = (2.19)

Donde v es la viscosidad cinematica y p la viscosidad dindmica. Como es de esperarse,
los términos de p y v determinarén la tendencia disipativa y/o dispersiva de la ecuacion.

Durante los andlisis que veremos a continuacién analizaremos la solucién numérica de

esta ecuacion.



Capitulo 3

Metodologia

En este capitulo se llevard a cabo un analisis del método de colocacién basado en los
polinomios de Chebyshev para resolver diferentes casos de la ecuacién de Burgers. Como
se explicard mas delante, este método estd basado en expandir las funciones como sumas
de polinomios de Chebyshev para luego calcular las derivadas de la funcién haciendo
uso de matrices de diferenciacién (2.7). Una vez habiendo reescrito todas las variaciones
espaciales en términos de matrices de diferenciacién es necesario resolver la variacién
temporal del flujo. Para ésta se manej6 el método de Runge-Kutta de cuarto orden, en
vista de que la EDP se vuelve un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), y
no es recomendable hacer uso de métodos espectrales para resolver derivadas temporales,
puesto que el dominio no estd acotado, y una de las consideraciones més importantes
al usar métodos espectrales es tener un dominio bien definido para poder hacer uso del

caracter global de la diferenciacion.

Las ecuaciones de Burgers a resolver son las siguientes [5]:

= Burgers en 1D

ou ou 0%u

= Burgers en 2D

ou  ou  Ou _y(%ﬁ%)
ot ox oy  \oxZ  oy2)’

15
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= Sistema de ecuaciones de Burgers acopladas en 1D

ou  0%u ou ouv

o o PPy e, 0 (3:3)
o 0% ov ouv

- _ 20— = 4
ot o2 T ap TPy 70 (34)

= Sistema de ecuaciones de Burgers acopladas en 2D

ou ou ou Pu
ov ov ov v 0%
a—ku%—kva—y—v(@-kafyz) ; (3.6)
» KdV-Burgers
ou ou 0%u Pu
E + Oéuai l/w /J,ax3 s (37)

donde «, B,v y p son constantes arbitrarias.

Con el fin de poder determinar si nuestras soluciones se acercan a los resultados que
deberiamos esperar, se llevard a cabo el cémputo de las diferencias con las soluciones
analiticas para casos conocidos calculando el error relativo [5] [14]. De igual manera

serd necesario visualizar las diferencias graficamente.

3.1. Soluciones numéricas de las distintas formas de la

ecuacion de Burgers usando el método espectral de
Chebyshev

3.1.1. Ecuacion de Burgers en 1D
Consideremos a la ecuacion de Burgers:

—tou—=v— (3.8)

con la condicién inicial

u(z,0) = f(x). (3.9)
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Como se mostré en el capitulo anterior, podemos hacer uso de la matriz de diferenciaciéon
de Chebyshev (2.7) para calcular las derivadas de u(x,t). Notando que el método de
colocacion requiere de un conjunto de puntos no equidistantes entre si, se sugiere manejar

el siguiente patrén de puntos:

Ty = %((a+b)—(b—a)cos (%)), n=0,1,..N, (3.10)

debido a que los polinomios de Chebyshev estan definidos con los extremos en Ty = +1.
Esta distribucién de puntos guarda la misma relacién que la de la ecuacién (2.3), con la

diferencia de que ahora se permite manejar espectros de puntos en el intervalo (a,b).

Una vez discretizando y manejando la matriz de diferenciacion podemos llegar a la

expresion siguiente para ug(z;,t):

g (i, t) = Y _[Dalimu(n,t) (3.11)

donde [D,] representa la matriz de diferenciacién para la variable x y [Dy]in es el valor

del i-ésimo renglén y n-ésima columna de la matriz.

Visto esto de otra manera, la operacién que se muestra anteriormente es el resultado de

la multiplicacién de una matriz cuadrada por un vector.

Podemos calcular la segunda derivada de u(x,t) usando el resultado anterior:

N

sz(xi,t) = Z[Dm}mux($mt) ) (3'12)
n;TO N

umm(xiat) = Z (Z[Dm]”m[Dw]n])u(xjat) ) (313)
=0 n=0
jN

Uge (i, t) = 3 _[Fulijul;,t). (3.14)
=0

Viendo lo anterior nos damos cuenta que para esta matriz de diferenciacién D, podemos

encontrar derivadas de orden superior simplemente ejecutando una multiplicaciéon por
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s{ misma [? |:

N
[Fx]ij = Z[Dx]in[Dx]njﬂiaj = 07 17 "'7N' (315)

n=0
F, = D2. (3.16)

Se sugiere por parte de Khater y Trefethen hacer una distincién en el computo de los
valores de las derivadas en las condiciones de frontera. [5] [? |. La razén principal de
ello es para separar las operaciones matriciales de la primera y ultima columna de la
matriz D,. Esto facilita notablemente su identificacién y hacen el método mas facil de
replicar para otras EDP [? |. Esta distincién para las condiciones de frontera se lleva a

cabo definiendo d;(t) y d;(t) de la siguiente manera:

d;(t) = [Dzliouo(t) + [Dz]inun(t) , (3.17)

dz(t) = [Fx]iou(](t) + [Fm]iN’LLN(t). (3.18)

Dicho de otra forma, tanto d;(t) y d;(t) representan el cémputo de la suma de multipli-
cacién de la primera y dltima columna de la matriz D (o F) y el vector de valores de

u(t) en la frontera.

Una vez calculado lo anterior podemos sumarlo al computo de las diferencias para tener

el valor completo:

N-1
ug(2i,t) = di(t) + > [Dalmu(@n,t) , (3.19)
n=1
~ N-1
Uge (x4, 1) = di(t) + [Fylinu(zn,t). (3.20)

n=1

Sustituyendo las expresiones anteriores (3.19) y (3.20) en (3.8) obtenemos lo siguiente:

N-1

N-1
+oui(t) Y [Delintin(t) = v Y [Folintn(t) + aui(t)ds(t) — vdi(t) = 0. (3.21)
=1 n=1

dui (t)
dt

3
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Llaméandole a la expresion G(t,u(t)) = dul( ) v tomando en cuenta la condicién inicial

u(0) = wp podemos definir un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, lo que
significa que podemos resolver el sistema en el tiempo con el método de Runge-Kutta

de orden cuatro [5]:

,u(tn)) (

tn + AL/2,u(ty) + k1 At/2) (
tn + AL/2, uty) + kaAt)2) (3.24

(

(

G(t
G
G
G(t

(tn
(
(
(tn + At, u(ty) + ksAt)

At
Wtni1) = u(tn) + E(k;l + 2Ky + 2ks + k)

Una vez calculada u(x,t) por este método podemos compararla con la solucién analitica

u(z,t). Para eso calculamos la norma del error relativo [5]:

Nip — 2

- \U; — Uy
Nip 9
>
=1 "
Donde N;;, es el numero de puntos totales en el espectro de la solucién. Para este calculo
no se toman en cuenta los puntos de las condiciones en la frontera, debido a que estos
puntos son valores donde tanto el método numérico como la solucién analitica comparten
el mismo valor, por lo que su variacion es nula y ésto sesga levemente el calculo del error

comparando la solucién numérica y analitica.

3.1.2. Ecuacién de Burgers en 2D

Consideremos la ecuacién de Burgers en 2D:

ou | Ou, Ou_ <%+02U)
b "\ oa2 oy?

TRy el (3.28)

con una funcién arbitraria como condicién inicial

u(z,y,0) = f(x,y). (3.29)
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Podemos encontrar una solucién aproximada basdndonos en el método de colocacién
por polinomios de Chebyshev. Para ello es necesario encontrar un conjunto de puntos
para x y y. Estos puntos siguen la distribucién de Gauss-Lobatto vista en (2.3), con un

espectro en (a,b), dada por:

((a+b) — (b—a)cos (%)), n=0,1,..N, (3.30)

Iy =

N =N =

Ym = ((a—i—b)—(b—a)cos <%)), m=0,1,..M. (3.31)

Una vez teniendo estos puntos podemos hacer uso de las matrices de diferenciacién.
Estas matrices seran diferentes para cada coordenada y serdn llamadas D, y D,, esta

dltima calculada con la distribucion de ,.

Llevando a cabo un tratamiento similar que para el caso de la ecuacién de Burgers
unidimensional podemos llegar a las siguientes expresiones para cada una de las derivadas

espaciales:

N-1

ux(azi, yj, t) = dij + [Dx]munj (t) s (332)
n=1
M—-1

Uy(xia Yj, t) =€ + [Dy]imumj (t) ) (3'33)
m=1
~ N-1

ua:m(xi; Yj, t) = dij + [E:r]znun] (t) 5 (334)
n=1
M-1

Uyy(l'i, Yj, t) = éij + [Ey]imumj (t) ) (335)
m=1

donde d;; y czij estdn definidos por (3.17) y (3.18), respectivamente. Los valores de
€ij ¥ €;; en las expresiones anteriores estdn relacionados con el computo de matriz de
diferenciacién para los puntos donde uy y uy, se evaluan en las condiciones de frontera.

Dichos valores pueden ser calculados de la manera siguiente:

ei(t) = [Dyliouo(t) + [Dylinrun(t) (3.36)
&i(t) = [Fyliouo(t) + [Fylinrunr (t). (3.37)

Sustituyendo las expresiones (3.32), (3.33), (3.34) y (3.35) en (3.2) se obtiene:



Capitulo 3. Metodologia 21

1

du,-j(t) i N
g = i) di(t) + > [Dalinting () | = uig(t) | es(t) + Z[Dy]jmuim(t)

n=1 m=1

_ N-1 M-1
+ (dij (t) + Z [Fa;]munj (t)) +v (éij (t) + Z [Fy]jmuim(t)> . (3.38)

n=1 m=1

La expresién anterior junto con la condicién inicial (3.29) evaluada en los puntos de colo-
cacién forman un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que pueden ser resueltas
para u;;(t) con el método de Runge-Kutta de cuarto orden, como es calculado para el
caso unidimensional (3.22) con la diferencia de que el método incluye el computo en la

dimension de y para cada punto.

3.1.3. Sistema de ecuaciones de Burgers acopladas en 1D

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones de Burgers:

ou  0%u ou O(uv)

v 0% ov O(uv
a—ﬁ‘i‘?l}%—l-ﬁ E?x):(), (3.40)

donde u y v son los perfiles de la primera y la segunda onda respectivamente. Se trata de
un sistema de ecuaciones no lineales, de primer orden en tiempo, y de segundo orden en

la coordenada espacial. Para este sistema manejemos las condiciones iniciales siguientes:

u(z,0) = fi(z) (3.41)
v(z,0) = fa(z). (3.42)

Haciendo uso de las expresiones vistas para la ecuacién de Burgers unidimensional con
d y d para las condiciones a la frontera (3.19) y (3.20), y sustituyéndolas en (3.39) y

(3.40), e introduciendo el valor de r y 7 expresado de la siguiente forma:

7i(t) = [Da]iovo(t) + [Da]invn(t) , (3.43)

fi(t) = [Fx]iovo(t) + [Fz]iNUN(t) , (3.44)
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obtenemos las siguientes expresiones, que en conjunto forman un sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias:

dui(t) N-1 N-1 N-1
azlt = [Fle]inun(t) — 2ui(t) Z [Da]inun(t) — aui(t) Z [Dz]invn(t)
n=1 N n~71 n=1
— av;(t) [Dg]intn(t) + di(t) — 2u;(t)d;(t) — au;(t)ri(t) — av;(t)d;(t) , (3.45)
n=1
u;(0) = fi(zi) , (3.46)
N-1 N-1 N-1
dvzlit) _ [Fy]invn(t) — 2v(t) [Dy]invn(t) — Bui(t) [Da]invn(t)
n=1 . n=1 n=1
— Bu;(t) [Dy]inun(t) + 7i(t) — 2v(t)r; (t) — Bui(t)ri(t) — B (t)d;(t) , (3.47)
n=1
vi(0) = fa(s) (3.48)

Este sistema se resuelve numéricamente usando el método de Runge-Kutta de cuarto

orden.

3.1.4. Sistema de ecuaciones de Burgers acopladas en 2D

Consideremos el sistema de ecuaciones acopladas definidas por

gq:jLugz—{—ng:V(gj;%—gj;) ) (3.49)
?;+ugi+vg;=1/<giz+gzyg> , (3.50)
con la siguientes condiciones iniciales:
u(z,y,0) = fi(z,y) , (3.51)
v(z,y,0) = falz,y). (3.52)
Y las condiciones de frontera:
u(z,y,t) = p1(2,9,t) , (3.53)

v(z,y,t) = p2(z, Y, t). (3.54)
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Siguiendo el mismo tratamiento que para el caso del sistema de ecuaciones acopladas
unidimensional, ya que se trata del mismo tipo de ecuaciones, podemos sustituir las ex-
presiones (3.19) y (3.20) en (3.49) y (3.50), asi como las expresiones para las condiciones
de frontera para cada una de las dimensiones (tal como se analiz6 anteriormente en las

expresiones (3.17) y (3.18)).

Después de la sustitucién se llega al siguiente sistema de ecuaciones:

.. Nl =
Wil _ 00 (dij<t>+ [Dzhnunj(t)) — vyt ( )+ 2 [Diljmvan )

_ N-1 M—-1
—l—u(dij(t) - [Fx]munj(t)> —|—1/<e” + Z Y] jm i (t ) : (3.55)

n=1 =1
uij(0) = fi(@i, y;)- (3.56)
. N-1 M-1
dvgt(t) = —uy;(t) <wij(t) + [Da;]mvnj(t)> — vt <k” + Z ] jmVim ( )
n=1 =1

N-1 ~ M-1
+v <U7ij(t) + Y [Fulinvng (f)) +v <’<?z'j(t) + [Fy]jmvim(t)> ) (3.57)

i (0) = fa(ws, ;) (3.58)

Las expresiones de frontera discretizadas en dos dimensiones se expresan de la manera

siguiente:

Wi (t) = [Frliovo;(t) + [Frlinvn;(t)
kij(t) = [Dyljovio(t) + [Dyljmvin (t)
kij (t) = [Fyljovio(t) + [Fy]jnrvin (2).

dij(t) = [Daliouo; (t) + [Dzlinun;(t) (3.59)
dij(t) = [Feliouo; (t) + [Felivun; () , (3.60)

eij(t) = [Dyljouio(t) + [Dyljmuine(t) (3.61)
€ij(t) = [Fyljouio(t) + [Fyljmuine(t) (3.62)

wij(t) = [Dzliovoj (t) + [Dzlinvn;(t) (3.63)
(t) (3.64)

(t) (3.65)

(3.66)
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Sustituyendo las expresiones anteriores en el sistema podemos resolver para su derivada

en el tiempo con Runge-Kutta de orden 4 y obtener el perfil de comportamiento de

u(z,y,t) y v(w,y,t).

3.1.5. Ecuacién Korteweg de Vries - Burgers (KdV-Burgers)

Escribimos la ecuacién KdV-Burgers de la manera siguiente,

— — =v— 3.67
at T “or = Vo2 Mo (3.67)
considerando la condicion inicial descrita por
y las condiciones de frontera siguientes para u(z,t) y uz(x,t)
u(z,t) = g(t) , 3.69)
uz(w,t) = hi(t) (3.70)

donde ¢(t) y h(t) son el perfil de la onda en la frontera.

Podemos llevar a cabo el mismo procedimiento de discretizacién proponiendo una so-
lucién numérica, asi como se ha analizado en los cuatro casos anteriores. Sustituyendo

(3.19) vy (3.20) en (3.67) llegamos a la siguiente expresion:

du-(t) N-1 N-1 N-1
— o) > [Dalintn(t) = v Y [Falimtun(t) + 1Y [Galintin(t)+
n=1 n=1 n=1
awi(t)di(t) — vds(t) + pdi() =0, (3.71)

donde la matriz G, se expresa de la siguiente manera:
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N

n=0

con la condicién inicial:

u;(0) = f(x;) (3.73)

considerando también la facilidad de su computo basado en la multiplicacién de matrices

de la manera siguiente:

G, = D3. (3.74)

También es necesario notar que en la expresion (3.71) aparece el término d;(t). Siguiendo

la légica utilizada para calcular Ji(t), podemos escribir:

i(t) = [Gzliouo(t) + [Galinun(?) (3.75)

que facilita calcular la multiplicacién de la matriz G, y el vector u(t) evaluado en las

condiciones de frontera.

Después de resolver para la derivada con respecto al tiempo de la ecuacién (3.71), hacer
uso de (3.73) y sustituir las expresiones para la evaluacion de las condiciones en la
frontera podemos utilizar el método numérico de Runge-Kutta de cuarto orden para

obtener u(z,t).



Capitulo 4

Resultados

En este capitulo mostraremos los resultados numéricos obtenidos mediante los esquemas
descritos en el capitulo anterior. Las simulaciones numéricas fueron realizadas con la
ayuda de las librerias numpy y scipy, incluidas en la distribucién cientifica Anaconda
para Python. Las rutinas y métodos utilizados pueden ser consultados en el Apéndice
A.

4.1. Resultados numéricos de la ecuacion de Burgers

4.1.1. Ecuacion de Burgers unidimensional

Consideremos a la ecuacién de Burgers dimensional (3.8) con la solucién analitica si-

guiente, conocida como choque de Taylor: [14]

u(z,t) = 2 + (2/) tanh(z — ct)) (4.1)

Esta es una tipica solucién de onda viajera, que representa un perfil que viaja a velocidad

constante ¢ sin cambiar de forma.

Asumiendo valores de a = 0, b =1y ¢ = 0.1, con una N = 10 podemos comparar los
resultados analiticos y numéricos calculando el error relativo (3.27). Para los valores de
la tabla 4.1 variamos los valores de o y 7, asi como el valor de ¢ para el cual se evalua

u(x,t).

También se analizé la relacién que hay entre el tamano de la matriz de diferenciacion

N vy el error relativo calculado. Para llevar a cabo esto fue necesario fijar otras variables

26
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a=1.0 n |Eli=0.1 |Elt=0.2 |Elt=0.3
0.01 2.07x10~% 4.07x10~4 6.01x104
0.001 2.51x10~6 4.97x10°6 7.41x10°6
0.0001 7.50x1078 1.47x1077 2.16x10°7
a=0.1 n |Eli=0.1 |Elt=0.2 |Elt=0.3
0.01 6.29%x10~% 7.34x10% 5.02x10%
0.001 1.37x10°6 4.31x10°6 5.40x 106
0.0001 7.32%x1078 7.27x1077 8.33x10°7

TABLA 4.1: Resultados del computo del error relativo de la solucién numérica a la
ecuacion de Burgers unidimensional

de la ecuacién (3.8); en este caso se hizo el andlisis fijando « = 0.1, ¢ = 0.1 y n =
0.01. Se puede observar en la figura 4.1 que cuando N aumenta el error relativo tiende
a disminuir, como se esperaria que ocurriera. Es importante agregar que también se
llevaron a cabo simulaciones con valores de IN mayores a los mostrados en la grafica. Sin
embargo éstos tienden a darnos un valor de error relativo fuera de lo esperado, debido

a que las operaciones matriciales empiezan a cargar con overflow.

FIGURA 4.1: Error relativo variando el tamano N de la matriz de diferenciacion.

Otro caso que se analiz6 fue la comparacién de soluciones por el método espectral de
colocacion contra el resultado analitico de la EDP. Esto se puede llevar a cabo manejando
condiciones iniciales y de frontera que den lugar a un sistema integrable, para poder

obtener una solucién analitica como se mostré en (2.15).
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z=025 t Chebyshev  Solucién analitica

0.4 0.31752 0.31752
0.6 0.246 14 0.246 14
0.8 0.199 55 0.199 56
1.0 0.16559 0.16560
3.0 0.02775 0.02775

x=0.75 t Chebyshev  Solucién analitica

0.4 0.645 62 0.645 62
0.6 0.50267 0.502 68
0.8 0.385 34 0.385 34
1.0 0.295 85 0.295 86
3.0 0.030 44 0.03044

TABLA 4.2: Resultados computados para u(z,t) de las soluciones numéricas y analiticas
de la ecuacién de Burgers unidimensional.

Procediendo de la misma manera que Khater para poder comparar mas ficilmente,

utilizamos las siguientes condiciones iniciales:

u(z,0) =4z(l—2z), 0<zx<1, (4.2)

y condicién de frontera

u(0,t) =u(l,t) =0, t>0, (4.3)

para resolver y comparar analiticamente.

Usando el método de colocacién por Chebyshev con valores de N = 15, At = 0.001 y
1n = 0.1 podemos ver que las diferencias entre el método numérico y la solucién analitica
son practicamente nulas (tabla 4.2). Se han hecho también comparaciones de nuestro
método de Chebyshev con métodos numéricos de elementos finitos [15] encontrando
que, como se mencioné anteriormente, éstos ultimos nos otorgan una precision mucho
menor (con un error de un orden de magnitud cuyo valor es aproximadamente 107%)

que la encontrada con Chebyshev.

Si graficamos la evolucién de la onda podemos ver como ésta va adquiriendo un perfil

de onda de choque (figuras 4.2 y 4.3, para valores de n = 0.01 y n = 0.1).
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FIGURA 4.2: Perfil de la onda de choque descrita por la ecuacién de Burgers unidimen-
sional con n = 0.01

F1aURrA 4.3: Perfil de la onda de choque descrita por la ecuacién de Burgers unidimen-
sional con n =0.1
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N M At n |E|t=0.05 |E|t=0.25
10 10 0.0005 1.0 2.73x10~7 3.20x1077
10 10 0.0050 0.1 1.43x1076 6.18x10°6
10 10 0.0100 0.1 6.38x1076 2.33x10°¢
30 30 0.0005  0.01 1.86x1076 5.27x1074

TABLA 4.3: Resultados del computo del error relativo de la solucién numérica a la
ecuacion de Burgers en 2D

Analizando las figuras mencionadas anteriormente podemos ver como la viscosidad 7
esta relacionada con la atenuaciéon de la onda. Dicho de otra manera, entre mayor sea el

valor de 7 la onda decae mas rapidamente.

4.1.2. Ecuacion de Burgers en 2D

Asi como para el caso undimensional, también se utilizé el método de colocacién por
Chebyshev para resolver numéricamente el caso de la ecuacién de Burgers en 2D 3.28.

Los resultados de este método se compararon con la solucién analitica [16] siguiente:

u(z,y,t) = :
'Y, o 1_|_exp ((x+y—t)/(277)) ,

(4.4)

definida en una region donde a < x < b y 1 es el coeficente de viscosidad, que para este
caso puede calcularse como nn = 1/Re, donde Re es el nimero de Reynolds, que es una
cantidad adimensional utilizada en la mecdnica de fluidos para expresar el cociente entre
las fuerzas inerciales y fuerzas viscosas, para poder asi caracterizar flujos laminares y

flujos turbulentos [8].

Manejando el método para dos dimensiones que se trato en el capitulo anterior podemos
obtener un perfil de onda y su evolucién en dos dimensiones. Una vez desarrollado el
perfil de la onda bidimensional se calculé el error relativo para todos los puntos de la
solucién numérica contra la solucién analitica. Es importante agregar que las condiciones
iniciales y de frontera fueron establecidas en base a la solucién analitica [16]. Para ello se
variaron las dimensiones de la malla, N y M (previamente hemos utilizado inicamente
mallas donde N = M) asi como el paso temporal del método At y la viscosidad 7. Los

resultados se pueden observar en la tabla ( 4.3).

En al figura 4.4 podemos ver que mientras mayor sea el tamanio de las matrices de

diferenciaciéon, menor es el error relativo asociado a nuestra solucién. Este resultado
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es de esperarse en la mayoria de los métodos espectrales, sin embargo puede darse el
caso en el que el error relativo aumente respecto al tamano de la matriz. Esto es un
indicador de que el método utilizado para el computo de las matrices no es el mas
apropiado e inclusive puede tener problemas de desbordamiento aritmético (también

llamado overflow aritmético, por su nombre en inglés).

FIGURA 4.4: Error relativo para Burgers en 2D variando el tamafio N (donde N = M)
de las matrices de diferenciacion.

4.1.3. Sistema de ecuaciones de Burgers acopladas en 1D

Se resolvio el sistema de ecuaciones de Burgers acopladas descrito en (3.39) haciendo uso
del método espectral basado en polinomios de Chebyshev, asi como se vio en el capitulo
anterior. Al igual que en los casos anteriores, nuestro objetivo principal fue comparar el

perfil y evolucién de la onda contra las soluciones analiticas [5].

Las soluciones al sistema son u(x,t) y v(x,t):

20 — 1
4af —1

v(z,t) = ag (;i:i) —2A (f;%:) tanh[A(z — 2At)] , (4.5)

u(z,t) = ag — 2A( ) tanh[A(z — 2At)]

donde a < x < b, y la constante A = (1/2)ag(4daf—1)/(2a—1), con ag, oy 3, arbitrarios.
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N a b a B |E|t=0.5 |Eli=1.0
10 0 1 1.0 0.3 2.35x1074 0.12x10~4
10 —~10 10 0.1 0.3 5.23x1074 6.82x1073
20 -10 —10 0.1 0.3 3.68x1073 6.21x1073

TABLA 4.4: Resultados del computo del error relativo de la solucién numérica al sistema

de ecuaciones de Burgers acopladas.

N a b a B |E)t=0.5 |Elt=1.0
10 0 1 1.0 0.3 4.63x1074 1.55x10~%
10 -10 10 0.1 0.3 1.63x1073 7.53%x1073
20 -10 -10 0.1 0.3 6.39x103 6.11x102

TABLA 4.5: Resultados del computo del error relativo de la solucién numeérica al sistema

de ecuaciones de Burgers acopladas.

Después de llevar a cabo nuestra simulacién calculamos el error relativo de acuerdo a

(3.27). Los resultados se pueden revisar en las tablas (4.4) y (4.5) para u(z,t) y v(z,t),

respectivamente [5].

También se llevaron a cabo comparaciones de los perfiles de la onda evaluados en t = 1

(4.5), y una visualizacién en tres dimensiones del perfil de la onda junto con su evolucién

temporal para u(z,t) y v(z,t) (4.6, 4.7). En estas figuras se puede notar que ambos

perfiles para u y v tienen un comportamiento similar.

FIGURA 4.5: Comparacién de perfiles de soluciones numéricas y analiticas para u(z,t)
y v(z,t) evaluadas en t = 1 con los valores de N = 15, « = 1, 8 = 2, en el dominio

z € (—10,10)
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FIGURA 4.6: Perfil superficial de u(z,t) para el sistema de ecuaciones de Burgers con
los valores N =15, a =1, 8 = 2, en el dominio z € (—10,10)

FIGURA 4.7: Perfil superficial de v(x,t) para el sistema de ecuaciones de Burgers con
los valores N = 15, « = 1, § = 2, en el dominio z € (—10, 10)

Al graficar la respuesta del error relativo con respecto a N podemos notar que, a di-
ferencia de los casos anteriores, conforme el tamano de la matriz de diferenciacién va
aumentando el error relativo también aumenta (aunque sea una variacién muy pequenia),
como se puede ver en la figura 4.8. Este resultado aunque puede considerarse contra-
intuitivo debido al aumento del error con respecto al tamano de la matriz, sugiere un
problema de desbordamiento aritmético producto de numerosas operaciones matricia-
les. Mas delante se discutirda sobre alternativas para el calculo matricial utilizado en
nuestros algoritmos con la intencién de disminuir el error de desbordamiento aritmético

encontrado.
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F1GcuraA 4.8: Error relativo para el sistema de ecuaciones de Burgers acopladas variando
el tamano N en la matriz de diferenciacion.

N=M At n | El¢=0.1 | El¢t=2.0
10 0.0005 0.1 3.17x107° 9.35x107°
20 0.0010 0.01 8.34x 106 8.63x107°
30 0.0010 0.005 4.35%107° 1.72x10~4

TABLA 4.6: Error relativo para u(z,t) en el sistema de ecuaciones de Burgers acopladas
en 2D

4.1.4. Sistema de ecuaciones de Burgers acopladas en 2D

Se consideré el sistema de ecuaciones de Burgers acopladas en 2D visto en el capitulo

anterior (3.49). Este sistema tiene la soluciones analiticas siguientes [17]:

t) = 5 :
3 1

Ambas ecuaciones estan definidas en el dominio a < z,y < b, donde n = 1/R, y R como

el nimero de Reynolds.

Se calculé el error para algunas combinaciones de N y M, asi como el paso temporal y
la viscoscidad 7. Los resultados de estos calculos se pueden observar en las tablas 4.6 y

4.7.
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N=M At n |E|i=0.1 | Elt=2.0
10 0.0005 0.1 2.30x107° 6.15%x10°
20 0.0010 0.01 6.04x10~6 4.81x107°
30 0.0010 0.005 3.14x107° 0.31x107°

TABLA 4.7: Error relativo para v(z, t) en el sistema de ecuaciones de Burgers acopladas
en 2D

Podemos visualizar las diferencias entre las soluciones analiticas y numéricas en la figura

4.9. También se incluyé la figura 4.10 para mostrar el perfil de la solucién en 3D para

u(z,y,t) y v(z,y,1).

FIGURA 4.9: Perfil de las soluciones analitica y numérica para u(x,y,t) y v(z,y,t)
fijadas en y = 0.5 y t = 0.5.

Ademaés se analiz6 la tendencia del error relativo respecto al tamano de la matriz de
diferenciacién para u y v. Los resultados se pueden observar en las figuras 4.11 y 4.15,
respectivamente. Podemos ver que mientras amumenta el tamano de la matriz el error

tiende a disminuir.

Como se mencioné anteriormente, tanto para u como para v se puede como el error
disminuye conforme el tamano de las matrices de diferenciacion aumentan, como era de

esperarse.
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FIGURA 4.10: Perfil de las soluciones u(z,y,t) y v(z,y,t) con y = 0.5.

FIGURA 4.11: Error relativo contra N para u(z,y,t) para el caso de la solucién al
sistema de ecuaciones de Burgers en 2D.
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FIGURA 4.12: Error relativo contra N para v(z,y,t) para el caso de la solucién al
sistema de ecuaciones de Burgers en 2D.

N a b At « ﬁ |E’t:0'5 |E|t:1_0

10 0 1 0.001 1.0 0.3 2.35%x10~% 9.12x10~*
10 —10 10 0.1 0.1 0.3 5.23%x107° 6.82%x107°
20 —10 —10 0.01 0.1 0.3 3.68x107° 6.21x107°

TABLA 4.8: Resultados del computo del error relativo de la solucién numeérica al sistema
de ecuaciones de Burgers acopladas.

4.1.5. Ecuacién Korteweg de Vries - Burgers (KdV-Burgers)

La ecuacién KdV-Burgers 3.7 vista en el capitulo anterior tiene la solucién analitica

siguiente [12]

u(z,t) = A[1 + tanh(A(z — ct))] , (4.7)

definida en la regién a < = < b, donde las constantes A y ¢ toman los valores A = 1/6

y c=2/9.

Los resultados del cédlculo del error relativo entre la solucion analitica mostrada anterior-
mente y la solucién numérica producto de nuestro método numérico se pueden observar

en la tabla 4.8.
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También se realizaron visualizaciones graficas de la evoluciéon de la onda para N = 10
(figura 4.13) y N = 15 (figura 4.14). Los valores de N fueron escogidos pensando en
buscar si habia una ganancia notable en la disminucién del error relativo sin llevar un
impacto en el tiempo de cémputo. Como podemos observar, el tamafno de la matriz no

tiene un impacto significativo en el perfil de la onda para este orden de magnitud.

FicurA 4.13: Evolucién de la onda descrita por la ecuacién de KdV-Burgers para
N =10y At = 0.001.

FiGgurA 4.14: Evolucién de la onda descrita por la ecuacién de KdV-Burgers para
N =15y At = 0.001.

Asimismo, se analizé la relacién entre el error relativo |E| y el tamano N de la matriz

de diferenciacién.
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FiGuraA 4.15: Error relativo contra IV para la solucién de la ecuacién de KdV-Burgers
en 1D

Podemos observar que, a diferencia de la mayoria de los casos analizados anteriormente,
el error tiende a aumentar con respecto al tamano de la matriz. Esto puede ser debido
a problemas del cémputo de la matriz de diferenciacién. Algunas de las operaciones
llevadas a cabo hacen que los valores de las variables excedan los limites permitidos
por la unidad de procesamiento, resultando en overflow aritmético. Sin embargo, es
importante notar que el error relativo calculado sigue siendo de un orden muy pequeiio
(1073).
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Conclusiones

Las EPD no lineles suelen requerir de métodos numéricos para poderlas resolver. Los
métodos espectrales ofrecen una manera de resolverlas con gran precision, pero sélo se
les puede emplear bajo ciertas condiciones. Para poder describir el fenémeno de ondas
de choque se puede usar el modelo de la ecuacién de Burgers, que permite modelar los
choques no como discontinuidades de la funcién, sino como variaciones abruptas con

curvas bien definidas. Esto permite utilizar métodos espectrales.

Las mayoria de las EDP no lineales no suelen tener soluciones analiticas tales como las
estudiadas en este texto, y el niimero de ecuaciones no lineales que cuentan con solu-
ciones analiticas generales es muy pequeno. Incluso en el caso de la ecuacién KdV, que
entra dentro de esta categoria, la mayor parte de las soluciones no se pueden expresar
facilmente de forma analitica. Es por esta razén que resulta de interés resolver estas
ecuaciones haciendo uso de una herramienta numérica de alta precision. Tomando en
cuenta lo anterior junto con el alto desarrollo en el desempeiio computacional de orde-
nadores de uso personal en los tltimos afios, se escogié utilizar métodos espectrales para

el analisis.

Podemos ver que para cada caso analizado - ecuaciones de Burgers en 1D y 2D, sistema
de ecuaciones de Burgers acopladas en 1D y 2D y KdV Burgers en 1D - el error relativo
comparado con las soluciones analiticas es de un orden de magnitud bajo (107%) y
més preciso que los métodos de diferencias finitas utilizados en otros estudios [14]
[15]. Es esencial agregar que aunque al aplicar métodos espectrales en estas ecuaciones
obtengamos un error mucho menor que al resolverlas con métodos de diferencias finitas,
esto no significa que siempre arrojaran mejores resultados, ya que, como se menciond

anteriormente, los métodos espectrales funcionan bajo condiciones muy especificas.

40



Capitulo 5. Conclusiones 41

Analizando la relacién entre el error relativo y el tamano de la matriz de diferenciacién
obtuvimos resultados no esperados para los casos del sistema de ecuaciones de Bur-
gers acopladas en 1D y KdV-Burgers, donde conforme el tamano de la matriz aumenta
también aumenta el error relativo. Es importante agregar que para estos casos muchas
operaciones relacionadas con la matriz empezaron a tener problemas de desbordamiento
de aritmética. Esto significa que las variables asignadas para cada valor de la matriz
pueden superar el tamano méximo que se les habia especificado anteriormente y en con-
secuencia los resultados arrojados tienden a cargar un error. Otra explicacién posible
para entender por qué aparece este tipo de error es debido a que los polinimios utilizados

para describir su diferenciaciéon tengan un comportamiento asintético.

El método espectral utilizado se muestra particularmente 1til en problemas donde la
precisién es importante. Su implementacién no es tan directa como para los métodos
de diferencias finitas lo cual es claramente una desventaja en casos donde el tiempo de
implementacién es escencial, sin embargo, siempre que se cumplen los requisitos para
su manejo, dichos métodos arrojan resultados muy cercanos a las soluciones analiti-
cas. Su poca versatilidad al emplearlos tal vez sea su principal consideracién al decidir

emplearlos.

5.1. Trabajo a futuro

Considerando el tema de los casos con desbordamiento aritmético en las operaciones
matriciales, se piensa en tratar de resolver este problema haciendo uso de librerias de
aritmética de nimeros grandes, normalmente nativas del lenguaje de programacién C,
pero bien pueden ser manejadas con un lenguaje de alto nivel como Julia [18], orientado
precisamente a resolver problemas de computo cientifico. Comparar los resultados usando
este tipo de librerias con los obtenidos en este estudio podria ser muy 1util para nuestros

estudios futuros.

Otro estudio que podria arrojar més luz sobre el alcance y precision de los métodos
espectrales es el comparar nuestros resultados con los obtenidos con métodos espectra-
les de otro tipo, por ejemplo, usando métodos para obtener derivadas basados en la
transformada réapida de Fourier o manejando otro conjunto de polinomios como funcio-
nes base (B-splines o polinomios de Legendre). Habria que llevar a cabo también una
comparacién entre los tiempos de ejecuciéon dependiendo del método utilizado, pues en

muchos casos esto puede influir en la decisiéon al emplearlos.

Al igual que la ecuaciéon de Burgers y la ecuacion Korteweg-de Vries-Burgers, existen

muchas EDP no lineales que son usadas con frecuencia en los campos de la actstica y
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mecanica de fluidos. La ecuaciéon Benjamin-Ono que es una EDP no lineal utilizada para
realizar modelos de ondas internas en aguas profundas [19], serfa un buen ejemplo, ya
que también se conoce una solucién analitica con la cual se pueden hacer calculos de

error relativo.

Por otro lado, es particularmente interesante analizar una EDP no lineal en la cual se
desconozca una solucién analitica. Esta ecuacién tendria que ser el producto de un mo-
delo matemaético para un fenémeno fisico, lo cual implicaria llevar a cabo un estudio mas
profundo de la naturaleza empirica del fenémeno y de la ecuacién en si. En la solucién
de la ecuacién bajo métodos espectrales tendria que haber un estudio del error relativo
basado enteramente en observaciones empiricas del fenémeno, lo que posiblemente traiga
en consideracion un analisis estadistico, asi como un manejo estocéastico de la ecuacién.
Un caso a estudiar podria ser las ecuaciones para la descripcién de solitoners como las
ecuaciones senoidales de Gordon o ecuaciones de aguas superficiales. Dichas ecuaciones
tienen algunas soluciones analiticas, pero bien también se pueden realizar experimentos
para describir sus soluciones empiricamente y comparar los resultados con los otorgados

con las soluciones numéricas.



Apéndice A

Cdédigo

A.1. chebPy.py

import numpy as np

def cheb(N, a = -1, b = 1):
’?’Chebushev polynomial differentiation matrix.

Ref.: Trefethen’s ’Spectral Methods in MATLAB’ book.

N = N-1

x = 0.5%x((a+b)-(b-a)*np.cos(np.pi*np.array(range(0,N+1))/N))
c=np.zeros (N+1)

c[0]1=2.

c[1:N]=1.

c[N]=2.

c c * (-1)**np.linspace(0,N,N+1)

X np.tile(x, (N+1,1))

dX = X - X.T

D np.dot (c.reshape(N+1,1) ,(1./c) .reshape(1,N+1))
D D / (dX+np.eye(N+1))

D =D - np.diag( D.T.sum(axis=0) )

return D,x

A.2. Dburgers-1D.py

# -*- coding: utf-8 -*-

from __future__ import division
import numpy as np

from chebPy import *

from matplotlib import pyplot as plt
from scipy.integrate import odeint
import time

import datetime

43
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# Interval
a, b =0, 1

# Burger equations constants
alpha = 0.1

v = 0.01

c = 0.1

# Time to ewaluate

t_eval = 0.3

# Matriz size
N = 10

# Derivative matrixz based on Chebyshev polynomials
D, x = cheb(N,a,b)
D2 np.dot (D,D)

u0 = c/alpha + (2*xv)/alpha*np.tanh(x)

# Time

t_start = 0

t_end = 3.5

delta_t = 0.01 # For Runge-Kutta

t_num = (t_end - t_start)/delta_t

t = np.linspace(t_start, t_end, t_num)

def F(u, t, alpha, v, D, D2, N):
res = []
for i in range(1l, N-1)
d = D[i,0]*ul0] + D[i,-1]*ul[-1]
d_bar = D2[i,0]*ul0] + D2[i,-1]*ul[-1]
this = alpha * ul[i] * np.sum(D[i,:]J[1:N-1] * u[1:N-1]) + v * np.
sum(D2[i,:J[1:N-1] * u[1:N-1]) + alpha * ul[i] * d + v * d_bar
res = np.append(res, this)
res = np.append (0, res)
res = np.append(res, 0)

return res

u_sol = np.zeros((t_num, N))
u_sol[0, :] = u0
for t_n in range(0, np.int(t_num - 1) )
u_sol[t_n, :J[0] = c/alpha + (2%v)/alpha*np.tanh(a - c*x(t_start + t_nx*
delta_t))
u_sol[t_n, :J[-1] = c/alpha + (2*v)/alpha*np.tanh(b - c*(t_start + t_nx*
delta_t))
u_n = u_sol[t_n, :]

k1 = F(u_n, t_n, alpha, v, D, D2 , N)

k2 = F(u_n + kilxdelta_t/2, t_n + 1/2*xdelta_t, alpha, v, D, D2, N)
k3 = F(u_n + k2xdelta_t/2, t_n + 1/2xdelta_t, alpha, v, D, D2, N)
k4 = F(u_n + k3*delta_t, t_n + delta_t, alpha, v, D, D2, N)
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u_sol[t_n + 1, :] = u_n + 1/6*xdelta_t*x(k1l + 2*xk2 + 2%xk3 + k4)

print "The solution has {0} elements in time, N = {1} and delta_t = {2}".format(

u_sol.shape[0], u_sol.shape[1l], delta_t)

XX np.linspace(a, b, 301)

uu = np.polyval(np.polyfit(x, u0, N), xx)

t_to_eval = [0.1, 0.2, 0.25]
x_eval = 0.25

def error_norm_inf (u_compu, u_exact):

return np.max(np.abs(u_compu - u_exact))

def error_norm_rel(u_compu, u_exact):
up = np.sum((u_compu - u_exact) **2)
down = np.sum((u_exact) **2)

return np.sqrt(up/down)

t_n_eval = (t_eval - t_start)/delta_t
t = t_eval
u_exact = c/alpha + (2*v)/alpha*np.tanh(x - c*t)

norm_rel = error_norm_rel(u_sol[t_n_eval,:]J[1:N-1], u_exact[1:N-1])

print "alpha = {0}, Eta = {1}, t = {2}, N = {3} and delta_t
v, t_eval, N, delta_t)

print "The norm of relative errors is {1}".format(norm_rel)

= {4}".format (alpha,

A.3. Dburgers-2D.py

# -*- coding: utf-8 -*-

from __future__ import division
import numpy as np

from chebPy import *

from matplotlib import pyplot as plt

filename = "burgers_2D_collocation"

v =0.1

delta_t = 0.0005
t_eval = 0.25
y_eval = 0.25

N = 10
10
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D_x, x = cheb(N,a,b)
D_.y, y = cheb(M,a,b)
D_x2 = np.dot(D_x,D_x)
D_y2 = np.dot(D_y,D_y)

# Intial condition u0 = u(z,y,0)
u0 = 1.0 / (1.0 + np.exp((x + y)/(2%xv)))

# Time

t_start =

t_end = 0.5

t_num = (t_end - t_start)/delta_t

t = np.linspace(t_start, t_end, t_num)

# Using Runge-Kutta 4 manually

def F(u, t, v, D_x, D_x2, D_y, D_y2, N, M):
res = np.zeros((N, M))
for i in range(1l, N-1)

for j in range(1l, M-1)

z_ij = D_x[i,0]*ul0,j] + D_x[i,-1]*ul-1,j]
z_ij_bar = D_x2[i,0]*ul0,j] + D_x2[i,-1]1*ul-1,j]
q_ij = D_yl[j,0]*uli,0] + D_yl[j,-11*uli,-1]
q_ij_bar = D_y2[j,0]*uli,0] + D_y2[j,-1]1*uli,-1]
this = -uli,jl*(z_ij + np.sum(D_x[i,:J[1:N-1]*ul1:N-1, j

1)) - uli,jl*(q_ij + np.sum(D_y[j,:J[1:M-1]1*ul[i,1:M-1])) + v*(z_ij_bar + np.
sum(D_x2[i,:J[1:N-1]*ul1:N-1, jI)) + vx(q_ij_bar + np.sum(D_y2[j,:]J[1:M-1]*ul

i,1:M-11))
res[i,j] = this
return res
u_sol = np.zeros((t_num, N, M))
u_sol[0, 0, :] = w0
for t_n in range(0, np.int(t_num - 1) )
u_sol[t_n, :J[0] = 1.0 / (1.0 + np.exp((a + a - t_n*delta_t)/(2%v)))

u_sol[t_n, :J[-1] = 1.0 / (1.0 + np.exp((b + b - t_nxdelta_t)/(2*xv)))

u_n = u_sol[t_n, :]

k1 = F(u.n, t_n, v, D_x, D_x2, D_y, D_y2, N, M)

k2 = F(u_n + klxdelta_t/2, t_n + 1/2xdelta_t, v, D_x, D_x2, D_y, D_y2, N,
M)

k3 = F(u_n + k2#*delta_t/2, t_n + 1/2*delta_t, v, D_x, D_x2, D_y, D_y2, N,
M)

k4 = F(u_n + k3*delta_t, t_n + delta_t, v, D_x, D_x2, D_y, D_y2, N, M)

u_sol[t_n + 1, :] = u_n + 1/6*xdelta_tx*(kl + 2%xk2 + 2%k3 + k4)

def error_norm_inf (u_compu, u_exact):

return np.max(np.abs(u_compu - u_exact))

def error_norm_rel(u_compu, u_exact):

up = np.sum((u_compu - u_exact) **2)
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down = np.sum((u_exact)**2)

return np.sqrt(up/down)

t_n_eval = (t_eval - t_start)/delta_t
t = t_eval
u_exact = 1.0 / (1.0 + np.exp((x + y - t)/(2%v)))

print u_sol[t_n_eval,:]

print u_exact

norm_inf = error_norm_inf(u_sol[t_n_eval,:]J[1:N-1], u_exact[1:N-1])

norm_rel = error_norm_rel(u_sol[t_n_eval,:]J[1:N-1], u_exact[1:N-1])

print "eta = {0}, y = {1}, t = {2}, N = {3}, M = {4} and delta_t = {5}".format (v,
y_eval, t_eval, N, M, delta_t)
print "The norm infinity is {0}, while the norm of relative errors is {1}".format

(norm_inf, norm_rel)

A.4. burgers-1D-coulpled.py

# -*- coding: utf-8 -*-

from __future__ import division
import numpy as np

from chebPy import *

from matplotlib import pyplot as plt

from scipy.integrate import odeint

# Interval
# a, b = -10, 10
a, b = -10, 10

# Burger equations constants
alpha = 1.0
beta = 0.3

# Constants
a_0 = 0.05
A = 0.5%x(a_Ox(4xalpha*beta - 1))/(2xalpha - 1)

# Matriz size
N = 20

# Derivative matrixz based on Chebyshev polynomials
D, x = cheb(N,a,b)
D2 np.dot (D,D)

# Intial condition w0 = u(z,0) | uwz0 = u_z(z,0) | v0 = v(z,0) | vz0 = v_z(z,0)

u0 = a_0 - 2*%Ax((2*alpha - 1)/(4*alphaxbeta - 1))*np.tanh(A*x(x))

v0 a_0*x((2*beta - 1)/(2*alpha - 1)) - 2*xA*x((2*alpha - 1)/(4*xalpha*beta - 1))*np
.tanh (A*(x))
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ux0 = -2xAx*2*((2*xalpha - 1)/(4*alpha*beta - 1))*(1/np.cosh(A*x)) **2
vx0 = ux0

# Time

t_start =

t_end =

delta_t = 0.01 # For Runge-Kutta

t_num = (t_end - t_start)/delta_t

t = np.linspace(t_start, t_end, t_num)

# Diferential function for Runge-Kutta method

def F(u, v, t, alpha, beta, D, D2):

(1

res

for i in range(1l, N-1)
d = D[i,0]*uf0] +
d_bar = D2[i,0]*ul0] +
r = D[i,0]l*v[0] +
r_bar = D2[i,0]*xv[0] +
this = np.sum(D2[i,:]J[1:N-1]

* ul[1:N-1])
* np.sum(D[i,:]J[1:N-1]
i]*r - alphaxv[i]x*d

,:J[1:N-1]
alpha * v[il

- alpha * ul[i]

D[i,-1]1*ul[-1]
D2[i,-1]l*ul[-1]
D[i,-1]*v[-1]
D2[i,-1]*v[-1]
* ul[1:N-11) 2 *x uli]
* np.sum(D[i,:]J[1:N-1]1*v[1:N-1])
*# ul1:N-1]) + d_bar - 2*xul[i]l*d - alphax*ul

* np.sum(D[i

res = np.append(res, this)
res = np.append(0, res)
res = np.append(res, 0)
return res
def G(u, v, t, alpha, beta, D, D2):
res = []
for i in range(1l, N-1)
d = D[i,0]l*uf0] + D[i,-1]*u[-1]
d_bar = D2[i,0]*ul0] + D2[i,-1]*ul-1]
T = DI[i,0l*v[0] + D[i,-1]1*v[-1]
r_bar = D2[i,0]*v[0] + D2[i,-1]*xv[-1]
this = np.sum(D2[i,:J[1:N-1] * v[1:N-1]) - 2 * v[i] * np.sum(D[i
,:1[1:N-1] * v[1:N-1]) - beta * ul[i] * np.sum(D[i,:]J[1:N-1]J*xv[1:N-1]) - beta
* v[i] * np.sum(D[i,:][1:N-1] * u[1:N-1]) + r_bar - 2*v[il*r - beta*ul[il*r -

beta*v[il*d

res np.append (res,

res)

0)

res np.append (0,

res np.append(res,

return res

u_sol = np.zeros((t_num, N))
u_sol[0, :]1 = u0
v_sol = np.zeros((t_num, N))
v_sol[0, :1 = O

for t_n in range (0, np.int(t_num - 1) )

this)
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:1[0]

u_sol[t_n, a_0 - 2*xAx((2*alpha - 1)/(4*alphaxbeta - 1))*np.tanh

(Ax(a - 2xAx(t_start + t_n*delta_t)))
u_sol[t_n, :1[-1] = a_0 - 2xAx((2*xalpha - 1)/(4*alphaxbeta - 1))*np.tanh
(A*(b - 2*%Ax(t_start + t_n*delta_t)))

:1[0] a_0*x((2*xbeta - 1)/(2*alpha - 1)) - 2*xA*x((2*alpha -
1) /(4*xalpha*beta - 1))*np.tanh(A*x(a - 2*%A*x(t_start + t_nx*delta_t)))
:1[-1] a_0x((2xbeta - 1)/(2*alpha - 1)) - 2*xAx((2xalpha -
1) /(4*xalpha*beta - 1))*np.tanh(A*x(b - 2*Ax(t_start + t_nxdelta_t)))

v_sol[t_n,

v_sol[t_n,

_n = u_sol[t_n, :]
_n = v_sol[t_n, :]
k1 = F(u_n, v_n, t_n, alpha, beta, D, D2)
11 = G(u_n, v_n, t_n, alpha, beta, D, D2)
k2 = F(u_n + klxdelta_t/2, v_n + ll*delta_t/2, t_n + 1/2*delta_t, alpha,
beta, D, D2)
12 = G(u_n + klxdelta_t/2, v_n + llxdelta_t/2, t_n + 1/2*delta_t, alpha,
beta, D, D2)
k3 = F(u_n + k2x*delta_t/2, v_n + 12*delta_t/2, t_n + 1/2xdelta_t, alpha,
beta, D, D2)
13 = G(u_n + k2x*delta_t/2, v_n + 12xdelta_t/2, t_n + 1/2xdelta_t, alpha,
beta, D, D2)
k4 = F(u_n + k3xdelta_t, v_n + 13*delta_t, t_n + delta_t, alpha, beta, D,
D2)
14 = F(u_n + k3*delta_t, v_n + 13*delta_t, t_n + delta_t, alpha, beta, D,
D2)
u_sol[t_n + 1, :] = u_n + 1/6*xdelta_t*x(k1l + 2*xk2 + 2%*k3 + k4)
v_sol[t_n + 1, :] = v_n + 1/6*xdelta_t*(11 + 2*x12 + 2%13 + 14)

def error_norm_inf (u_compu, u_exact):
return np.max(np.abs(u_compu - u_exact))
def error_norm_rel(u_compu, u_exact):
up = np.sum((u_compu - u_exact) **2)
down = np.sum((u_exact) **2)

return np.sqrt(up/down)

t_eval = 0.5

t_n_eval = (t_eval - t_start)/delta_t

t = t_eval

v_exact = a_O0x((2*beta - 1)/(2*alpha - 1)) - 2%A*((2xalpha - 1)/(4xalpha*beta -
1))*np.tanh (A*x(x - 2xA*t))

norm_inf = error_norm_inf(v_sol[t_n_eval,:], v_exact)

norm_rel = error_norm_rel(v_sol[t_n_eval,:], v_exact)

print "a = {0}, b = {1}, delta_t = {2}, alpha = {3}, beta = {4}, N = {5} and t =
{6}".format(a, b, delta_t, alpha, beta, N, t_eval)

print "The norm infinity is {0}, while the norm of relative errors is {1}".format

(norm_inf, norm_rel)
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A.5. Dburgers-2D-coupled.py
# -*- coding: utf-8 -*-
from __future__ import division
import numpy as np
from chebPy import *
from matplotlib import pyplot as plt
from scipy.integrate import odeint
a, b =0, 1.0
eta = 0.005
delta_t = 0.001
t_eval =
y_eval =
N = 20
= 20
D_x, x = cheb(N,a,b)
Dy, y = cheb(M,a,b)
D_x2 = np.dot(D_x,D_x)
D_y2 = np.dot(D_y,D_y)
# Intial condition u0 = u(z,y,0)
u0 = 3.0/4 - 1 / (4*x(1 + np.exp((-4*x + 4*xy )/(32xeta))))
vO = 3.0/4 + 1 / (4%x(1 + np.exp((-4*xx + 4xy )/(32*eta))))
# Time
t_start = 0
t_end = 2.01
t_num = (t_end - t_start)/delta_t
t = np.linspace(t_start, t_end, t_num)
# Using Runge-Kutta 4 manually
def F(u, v, t, eta, D_x, D_x2, D_y, D_y2, N, M):
res = np.zeros((N, M))
for i in range(1, N-1)
for j in range(1l, M-1)
z_ij = D_x[i,0l*ul0,j] + D_x[i,-1I*ul-1,j]
z_ij_bar = D_x2[i,0]*ul0,j] + D_x2[i,-1]*ul-1,]]
q_ij = D_yl[j,0l*ul[i,0] + D_y[j,-11*uli,-1]
q_ij_bar = D_y2[j,0]l*ul[i,0] + D_y2[j,-1]l*uli,-1]
this = uli,jl*(z_ij + np.sum(D_x[i,:J[1:N-1]*ul1:N-1, j

1)) + vli,jl*(q_ij + np.sum(D_y[j,:1[1:M-1]*uli,1:M-11))
.sum(D_x2[i,:]J[1:N-1]*ul1:N-1,
-1]*uli,1:M-11))

j1)) + etax(q_ij_bar + np

res[i,j] = this

return res

def G(u, v, t, eta, D_x, D_x2, D_y, D_y2, M) :

+ etax*(z_ij_bar + np
.sum(D_y2[j,:]1[1:M
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res = np.zeros((N, M))
for i in range(1l, N-1)
for j in range(1l, M-1)

w_ij = D_x[i,0]*v[0,j] + D_x[i,-1]1*v[-1,j]
w_ij_bar = D_x2[i,01*v[0,j] + D_x2[i,-11*v[-1,j]
k_ij = D_yl[j,0lxv[i,0] + D_yl[j,-11*v[i,-1]
k_ij_bar = D_y2[j,01*v[i,0] + D_y2[j,-11*v[i,-1]
this = uli,jl*(w_ij + np.sum(D_x([i,:]J[1:N-1]*v[1:N-1, jI)

) + v[i,jl*(k_ij + np.sum(D_y[j,:J[1:M-1]*v[i,1:M-1])) + etax(w_ij_bar + np.
sum(D_x2[i,:1[1:N-11*v[1:N-1, jl)) + etax(k_ij_bar + np.sum(D_y2[j,:1[1:M-1]%*
v[ii,1:M-11))

res[i,j] = this
return res
u_sol = np.zeros((t_num, N, M))
v_sol = np.zeros((t_num, N, M))
for x_i in range(0, N - 1)
for y_i in range(0, M - 1)
u_sol[0, x_i, y_il = 3.0/4 - 1 / (4x(1 + np.exp((-4*x[x_i] + 4xy[
y_il )/ (32*xeta))))
v_sol[0O, x_i, y_i] = 3.0/4 + 1 / (4x(1 + np.exp((-4xx[x_i] + 4xy[

y_il ) /(32%xeta))))

for t_n in range(0, np.int(t_num - 1) ) :

u_sol[t_n, 0, :1 = 3/4 -1/ (4%(1 + np.exp((-4*%a + 4*xy - t_n*delta_t)
/(32*xeta))))

u_sol[t_n, -1, :1 = 3/4 -1/ (4%(1 + np.exp((-4*b + 4*xy - t_n*delta_t)
/(32*eta))))

u_sol[t_n, :, 0] = 3/4 -1/ (4%¥(1 + np.exp((-4*x + 4*a - t_n*delta_t)
/(32xeta))))

u_sol[t_n, :, -11 = 3/4 - 1 / (4*x(1 + np.exp((-4*x + 4*b - t_nx*delta_t)
/(32%eta))))

v_sol[t_n, 0, :]1 = 3/4 + 1 / (4%¥(1 + np.exp((-4*a + 4*xy - t_n*delta_t)
/(32%eta))))

v_sol[t_n, -1, :1 = 3/4 + 1 / (4*x(1 + np.exp((-4*b + 4*xy - t_nxdelta_t)
/(32xeta))))

v_sol[t_n, :, 0] = 3/4 + 1 / (4%x(1 + np.exp((-4*x + 4*a - t_nxdelta_t)
/(32xeta))))

v_sol[t_n, i, =11 = 3/4 + 1 / (4*%(1 + np.exp((-4*x + 4xb - t_nx*delta_t)
/(32*eta))))

_n = u_sol[t_n, :]

_n = v_sol[t_n, :]

k1 = F(u.n, v_n, t_n, eta, D_x, D_x2, D_y, D_y2, N, M)

11 = G(u_n, v_n, t_n, eta, D_x, D_x2, D_y, D_y2, N, M)
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k2 = F(u_n + kixdelta_t/2, v_n + lixdelta_t/2, t
D_x, D_x2, D_y, D_y2, N, M)
12 = G(u_n + klxdelta_t/2, v_n + lixdelta_t/2, t
D_x, D_x2, D_y, D_y2, N, M)
k3 = F(u_n + k2*delta_t/2, v_n + 12xdelta_t/2, t_
D_x, D_x2, D_y, D_y2, N, M)
13 = G(u_n + k2x*delta_t/2, v_n + 1l2xdelta_t/2, t_
D_x, D_x2, D_y, D_y2, N, M)
k4 = F(u_n + k3*delta_t, v_n + 13*delta_t, t_n +
D_y, D_y2, N, M)
14 = G(u_n + k3xdelta_t, v_n + 13xdelta_t, t_n +
D.y, D_y2, N, M)

u_sol[t_n + 1,

v_sol[t_n + 1,

XX

yy

np.linspace(a, b,

np.linspace(a, b,

t_to_eval [0.5]

def error_norm_inf (u_compu,

return np.max (np.abs(u_compu -

1] =
;] =
301)
301)

u_exact):

def error_norm_rel(u_compu, u_exact):
up = np.sum((u_compu - u_exact) **2)
down = np.sum((u_exact) **2)

return np.sqrt(up/down)

t_n_eval = (t_eval -
t = t_eval
y_n_eval = N/2 #0.5

u_exact

v_exact

# Error calculation
norm_inf_u

norm_rel_u

norm_inf_v

norm_rel_v

t_start)/delta_t

error_norm_inf (u_sol[t_n_eval,:

error_norm_rel(u_sol[t_n_eval,:

error_norm_inf (v_sol[t_n_eval,:

error_norm_rel(v_sol[t_n_eval,:

print "eta = {0}, y {1}, t = {2}, N = {3},
eta, y_eval, t_eval, N, M, delta_t)
print "The norm infinity for u(x,y,t) is {0},

is {1}".format (norm_inf_u,

print

is {1}".format (norm_inf_v,

norm_rel_u)

"The norm infinity for v(x,y,t) is {0},

norm_rel_v)

>

>

>

>

M

u_n + 1/6xdelta_tx*(kl + 2xk2
v_n + 1/6xdelta_t*(1l1l + 2x12

u_exact))

3/4 - 1/ (4%(1 + np.exp((-4*x + 4*xy[y_n_evall]
3/4 + 1/ (4%(1 + np.exp((-4*x + 4*xy[y_n_evall

y_n_evall],

y_n_evall,

y_n_evall,

y_n_evall,

{4} and

-n

_n

+ 0.5*xdelta_t, eta,

+ 0.5*xdelta_t, eta,
n + 0.5*xdelta_t, eta,
n + 0.5xdelta_t, eta,
delta_t, eta, D_x, D_x2,
delta_t, eta, D_x, D_x2,
+ 2xk3 + k4)
+ 2%13 + 14)

t)/(32%eta))))
t)/(32%eta))))

u_exact[:])

u_exact[:]1)

v_exact [:])

v_exact [:])

delta_t {5}".format (

while the norm of relative errors

while the norm of relative errors
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A.6. kdv-burgers.py

# -*- coding: utf-8 -*-

from _future_

_ _ import division
import numpy as np
from chebPy import *

from matplotlib import pyplot as plt

# Interval
a, b = -10, 10

# KdV-Burger equations constants

eps = 0.1

v = 0.1

mu = 0.1

# Solution’s constants
A = v*x2/(25*eps*mu)

B = v/(10*mu)

C = 6%xvx*x%2/(25*mu)

H*

Time to ewvalwuate

eval = 0.3

# Matriz size
N = 10

# Derivative matrixz based on Chebyshev polynomials

D, x = cheb(N,a,b)
D2 = np.dot(D,D)
D3 = np.dot(D,D2)
D = D[1:N-1,1:N-1]

D2 = D2[1:N-1,1:N-1]
D3 = D3[1:N-1,1:N-1]
x[1:N-1]

]
]

# Intial condition u0 = uw(z,0) | uz0 = u_z(z,0)

u0 = A*(9 - 6*np.tanh(B*(x)) - 3x(np.tanh(Bx(x)))**2)
ux0 = -6xA*Bx(np.tanh(B*x) + 1)*(1/np.cosh(B*x))**2
# Time

t_start = 0

t_end = 2

delta_t = 0.001 # For Runge-Kutta

t_num = (t_end - t_start)/delta_t

t = np.linspace(t_start, t_end, t_num)

# Using Runge-Kutta 4 manually
def F(u, t, eps, v, mu, D, D2, D3):
return eps * u * np.dot(D, u) + v * np.dot(D2, u) - mu * np.dot(D3,

u_sol = np.zeros((t_num, N-2))

u)
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u_sol[0, :] = w0
for t_n in range(0, np.int(t_num - 1) )
u_n = u_sol[t_n, :]

k1 = F(u_n, t_n, eps, v, mu, D, D2, D3 )

k2 = F(u_n + klxdelta_t/2, t_n + 1/2xdelta_t, eps, v, mu, D, D2, D3)
k3 = F(u_n + k2*delta_t/2, t_n + 1/2*delta_t, eps, v, mu, D, D2, D3)
k4 = F(u_n + k3*delta_t, t_n + delta_t, eps, v, mu, D, D2, D3)

u_sol[t_n + 1, :] = u_n + 1/6*xdelta_t*x(k1l + 2*xk2 + 2%*k3 + k4)

def error_norm_inf (u_compu, u_exact):

return np.max(np.abs(u_compu - u_exact))

def error_norm_rel(u_compu, u_exact):
up = np.sum((u_compu - u_exact)**2)
down = np.sum((u_exact) **2)

return np.sqrt(up/down)
t_n_eval = (t_eval - t_start)/delta_t
t = t_eval

u_exact = A*(9 - 6*np.tanh(Bx(x - C*t)) - 3*(np.tanh(B*(x - C*t)))**2)

norm_inf = error_norm_inf (u_sol[t_n_eval,:], u_exact)

norm_rel = error_norm_rel(u_sol[t_n_eval,:], u_exact)

print "Epsilon = {0}, Eta = {1}, Mu = {2}, t = {3}, N = {4} and delta_t = {5}".
format (eps, v, mu, t_eval, N, delta_t)
print "The norm infinity is {0}, while the norm of relative errors is {1}".format

(norm_inf, norm_rel)
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