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Introduccion

Desde el momento en que se formulé la conjetura de Goldbach que dice:

e Todo nimero par mayor que dos puede escribirse como suma de dos primos.

e Todo niumero impar mayor que cinco puede escribirse como suma de tres

Primos,

atrajo la atencion de los matematicos y se han hecho importantes trabajos al
respecto. Por ejemplo, en 1923 Hardy & Littlewood conjeturaron una férmula
asintotica para las particiones de la conjetura de Goldbach; en 1989 Robertson
& Fliegel dieron a conocer el Cometa de Goldbach y en 2013 Helfgott! demostré la
conjetura débil.

En este trabajo de tesis también abordaremos la Conjetura de Goldbach sélo
que nos enfocaremos, esencialmente, en ciertos aspectos de las representaciones
como sumas de primos de un entero.

Es importante mencionar que todo el trabajo vinculado con la representaciéon de
las parejas y triadas de Goldbach en las reticulas, asi como todo lo que corresponde

a los triangulos y envolventes convexas es propio de este trabajo de tesis, para ser

Wéase [11]
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mas precisos, a partir de la seccién 1.3.1 practicamente todo el trabajo es propio

de la tesis, en los casos donde se consulté alguna fuente ésta es mencionada.

Para comenzar, en el Capitulo 1 se definen los elementos basicos de la teoria
de reticulas. En la seccion 2 del mismo, se hace un analisis de la Conjetura de
Goldbach, pero a través del Cometa, en el cual se estudian los Sectores y las

bandas que se forman en él.

El Capitulo 2 estda dedicado a la conjetura binaria y a la representacién
reticular de las parejas de primos que suman a un nimero par. Como todos los
puntos reticulares asociados a un numero determinado estdn en la misma recta,
se construyen tridngulos reticulares y se analiza su comportamiento de forma
individual y en conjunto.

Finalmente, el Capitulo 3 esta enfocado en el problema terciario. En la primera
seccién —al igual que en el Capitulo 1, se estudia el problema terciario por medio
del comportamiento de la grafica correspondiente. En la seccion 2, nuevamente se
llevan las triadas a una reticula y ésta vez se construyen poligonos reticulares de

los que se extraen algunas caracteristicas individuales y en conjunto.

Nota

Todas las figuras que aparecen en la tesis (con excepcién de las 1.17 y 3.10 de
los capitulos 1y 3, en el pie de imagen se menciona su origen) fueron creadas para
este trabajo.

Aproximadamente el 50% de las figuras las creamos con los siguientes
programas comerciales: Geogebra, Wolfram CDF Player y Excel.

El otro 50 % de las figuras fueron hechas por el programa que cre6 José Antonio

Lépez Saucedo para el trabajo de investigacion que desarrolla con el profesor César
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Guevara sobre teoria aditiva de los niimeros. Para identificar las figuras hechas
por el programa de José Antonio nos podemos guiar por la presentacién de la
interface que aparece por primera vez en la pagina 9. Cabe senalar que José Antonio
agregd una interface especial para esta tesis que nos proporciona datos sobre la

funciéon A(T,), que es el drea de los tridangulos de Goldbach.

XIII






Capitulo 1

Reticulas y Conjetura de

Goldbach

1.1. Puntos Reticulares

En esta seccion definiremos algunos conceptos que se requerirdan de la teoria de
reticulas, como son puntos enteros o reticulares y poligonos reticulares. Estos nos
seran de gran utilidad en los capitulos 2 y 3. Posteriormente en esta seccion ex-
pondremos algunos resultados concernientes a las dreas de poligonos reticulares y

para esto abordamos el teorema de Pick.

Con frecuencia nos sucede que tenemos en nuestra posesion ciertos datos que
no son producto del azar, y que sabemos que fueron obtenidos a partir de algin
proceso vinculado con otro conjunto de datos bien definido. Por ejemplo, conocemos
perfectamente a los enteros positivos y por Lagrange sabemos que cada uno de

ellos puede ser escrito como suma de cuatro cuadrados enteros. Asi, por un lado



CAPITULO 1. RETICULAS Y CONJETURA DE GOLDBACH

conocemos mucho sobre el conjunto de los enteros, pero, del otro obtenemos
cuartetas de cuadrados que nos representan a cada entero, y ahora tendriamos
el reto de extraer informacién sobre los conjuntos de cuartetas que representan a
cada entero!.

Para el caso de este capitulo lo que tenemos son conjuntos de parejas de enteros
asociadas a los enteros pares, y especialmente nos referimos a las parejas de primos
que representan a los pares, es decir, estamos pensando en la Conjetura binaria
de Goldbach . La conjetura para los pares nos dice que todo entero par mayor que
dos se puede escribir como suma de dos primos , y ademas intuimos que entre mas
grande es el nimero parece que la cantidad de parejas de primos que los representan
crece?. Lo que ahora queremos es extraer mds informacién sobre esta cantidad de
parejas para cada nuimero par.

Cuando nos referimos a extraer mas informacién de las parejas, estamos
pensando en que pueden existir diversas maneras de hacerlo, por ejemplo alguien

podria tomar las parejas de primos cuya suma representa al nimero 36, que son
5431,74+29,13+23y 17+ 19

y después decide que si suma a los ocho primos y toma la parte entera de la raiz
de esa suma obtendra un entero asociado al 36. Si se hace lo mismo con todas las
parejas de primos de los pares, entonces tendré a un nuevo conjunto de constantes
asociadas, y ese nuevo conjunto posiblemente cumpla con alguna relacién que sea

de su interés y que le ayude a entender mas a los mismos enteros pares.

'Una muestra de esto es que 45 tiene més representaciones como suma de cuatro cuadrados
que el 46.

Es importante senalar que existe un area de las matematicas que trata ese tipo de problemas,
nos referimos a la Mineria de Datos. Esta disciplina tiene la finalidad de extraer informacion de
un conjunto de datos y transformarla en una estructura comprensible para un uso posterior.

2El Cometa de Goldbach nos da esta infomacién, ver la siguiente seccién, pagina 8.



1.1. PUNTOS RETICULARES

Para nuestro analisis de las parejas de Goldbach hemos considerado que una
via para conocer mas sobre este conjunto de parejas puede ser a través del uso
de una reticula en el plano, es decir, una malla con cuadros unitarios en la que
representaremos a los puntos de interseccién con coordenadas enteras. Como en
nuestro caso las parejas asociadas a la conjetura son enteros, entonces cada una
la podemos visualizar como un punto en la reticula. Antes de dar paso al estudio
de las parejas de Goldbach en el plano necesitamos primero enunciar una serie de

conceptos y resultados concernientes a las reticulas.

Definicién 1.1.1.

Un punto P = (z,y) es reticular o entero si x, y son nimeros enteros.

Definicién 1.1.2.

Una reticula es una coleccion de puntos enteros.

(-1.4) [(0,4) (1,4) (2,4) (3,4
i

(-1, 3) [(0,3) (1,3) (2,3) (3,3
b

(-1, 1) [(0, 1) (L, 1) (2,1} (3, 1)
£ ]

(-1, 0100, 0) (1,00 (2,00 (3,0

L ]
—

g
wie
e

(-1, -1){(0, -1) (1, -1) (2, -1) (3, -1)
-le e e ®

Figura 1.1: Reticula
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Definicién 1.1.3.

Un poligono reticular es un poligono simple® cuyos vértices son puntos enteros.

a

Figura 1.2: Poligono reticular.

Si queremos calcular el area de un poligono reticular, lo podemos hacer a través

del Teorema de Pick que enuncia lo siguiente:

El drea de un poligono reticular P estd dada por:

_ B
AP)=1+5 -1
donde I y B corresponden al nimero de puntos reticulares en el interior y en la
frontera de P, respectivamente.

Ejemplo 1.1.4. (Teorema de Pick)

El area del poligono de la figura 1.2 es 10. Este poligono tiene 3 puntos
reticulares al interior y 16 en la frotera, es decir, [ = 3 y B = 16. Sustituyendo

ambos datos en la formula del Teorema de Pick se tiene que:

3Un poligono simple es un poligono cuyos lados no adyacentes no se intersecan.

4



1.1. PUNTOS RETICULARES

54 »

4 .
3 .

2 .

1 [ .

Figura 1.3: Poligono reticular y teorema de Pick.
AP) =3+ _-1=3+8-1=10.

Pese a que trabajaremos con areas de triangulos reticulares, el teorema tiene
sus limitantes, éste no nos permite calcular el nimero de puntos interiores. Si se
quisiera sabes mds sobre este teorema puede consultarse en [7].

Veamos ahora la siguiente propiedad sobre areas.

Proposicién 1.1.5.
Sea T' un tridngulo reticular cuyos vértices son P = (p,q), Q = (r,s) y O = (0,0),

entonces el drea de T estd dada por:

A(T) _ ’ps - qT|
2
Demostracion.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 0 < ¢ < s. De esto se obtienen

los siguientes casos:
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Caso 1: 0<p=r

_ pls—dl _ |ps—pal _ |ps—rg
A(T) - 2 T T2 T 2
<
o (r,s)2
3
3
24
P
11 ®(p,q)
plO
1 0 1 i 3 3 5

Figura 1.4: Caso 1.

Caso 2: 0<p<r

AT) = rs = (A(A0Q(0,5))) + A(A(OP(p,0))) + AWML, p)(r;0)(r,9))) +
A(A(PQ(r,q))).

Después de calcular las areas

A(A(OPQ)) = rs — (? LBy (r—p)g+ <r—p><s—q>>

2

A(A(OPQ)) _ rs;pq + 2qr—2pr _ pr—rq—ps+pq

2 2

AAOPQ) =B -B -+ -+ BB

finalmente se llega al resultado

A(DOPQ)) = Bt = e,

2 2
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P

1 ®(p,q)
a0

1 0 1 2 3 3 5

Figura 1.5: Caso 2.
Caso 3: 0<r<p

5]
o (9.ng2
N
2]
1] #(p,q)
0lo

1 0 1 2 3 3 5 i

Figura 1.6: Caso 3.

La demostracién de este caso se hace con una construccién andloga a la del caso

anterior (figura 1.5). O



CAPITULO 1. RETICULAS Y CONJETURA DE GOLDBACH

Ahora que ya tenemos la informacion requerida sobre puntos en una reticula,
demos lugar a lo que es nuestro caso particular, que como ya mencionamos son los
puntos enteros vinculados a cada pareja de Goldbach. Pero antes de adentrarnos
en nuestro problema, pensamos que es importante explicar algunos elementos

importantes sobre la Conjetura de Goldbach.

1.2. Conjetura de Goldbach

En esta seccion enunciaremos la conjetura de Goldbach y presentamos uno de los

trabajos grdficos mds sobresalientes al que se le conoce como Cometa de Goldbach.

A partir de la carta que Goldbach escribié a Euler en 1742, se extrae lo que hoy
conocemos como Conjetura de Goldbach. De ésta tenemos dos casos, para enteros

positivos pares e impares:

e Todo niumero par mayor que dos puede escribirse como suma de dos primos.

e Todo numero impar mayor que cinco puede escribirse como suma de tres

PTIMOS.

De manera empirica vemos que cada entero par tiene mas de una representaciéon
como suma de dos primos. A la cantidad de estas representaciones le llamaremos
nimero de Goldbach y lo denotaremos por G(n). Vemos que en la medida que
los G(n) crecen parece que la conjetura serfa verdadera, es decir, no existirfa un
n tal que G(n) = 0. El comportamiento de la funcién G(n) fue representada por

primera vez en 1989 por Robertson y Fliegel[1], cuando publicaron un articulo en

8



1.3. COMETA DE GOLDBACH

el que se muestra la gréfica de la relacién n ~ G(n). El resultado obtenido fue tan

sorprendente que a la gréfica se le conoce como Cometa de Goldbach (figura 1.7).

s

Ao O R Sl 38 GOSN k. R -
Hamemiantas _ Asticulas
(G o g =] amancos [T w]  Var recist [ [ iakw fnat [ T | I Mussa apscs et cuse | Sk
Eitervaks vdido us arive 6y 10000 4= 3 a1 Mot v 4"

» =i S0L0 ve gracentin 15000 punios en i seyca 30004  Gumds congamn o ik
T Mt o reroamsn s 3 e M1, MeweT68 - 0
T M gulse

T e r W5 i tos congnimmien o T mickia[ T _Musskn | [ daticus  be [

Figura 1.7: Cometa de Goldbach. Todas las figuras con esta interface fueron creadas a partir del
programa que elaboré José Antonio Lépez Saucedo.

Para entender mas la conjetura ahora estudiaremos la anatomia del Cometa.

1.3. Cometa de Goldbach

En esta parte de la tesis mos dedicaremos a analizar la anatomia del Cometa
de Goldbach. Comenzaremos por explicar, principalmente, la aparicion de los
que llamamos sectores y lo haremos mediante la formula de Hardy-Littlewood.
Posteriormente generalizaremos este razonamiento y con esto tratamos de explicar

las subdivisiones dentro de cada sector del Cometa a las que llamaremos bandas.
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1.3.1. Sectores

En la figura 1.8 podemos ver dos grandes sectores separados por una linea roja.

3. Hermamients para ol sndiii de o valons ablenidas por s congeturs de GokShech = §
| Suma da paves w| wandos [3 -| Voo wacial [ Wik bt 1000000 | ™ Mussvs speon. siticula [T Sl
Exmdmras i ms arive 67 100000 3m3 Denicy [ T Mussve sproe an”Be [ il [iemine ]

ks SOLO ve prafcantn V5000 punion en s <3000 3 Gt coondigu mcidn o tale
T Wit o rvmmcn prmn * 3 - M Mg T8 =[5
T Musaios guime

e . S5 pasivn o congrasniee o] 0 mockiof 5 Wussie | [ olwticuks

be 35

Figura 1.8: Sectores del Cometa de Goldbach divididos por la linea roja.

A simple vista, se nota que el cometa tiene un comportamiento “aparentemen-
te”4 creciente, y se forman dos grandes sectores, asi como densas franjas en cada
uno de ellos. Y como suele suceder en matemaéticas, lo anterior no es producto del
azar.

Consideraremos como primer sector el que estd sobre la linea roja, y en él
estaran alojados todos los nimeros de Goldbach que corresponden a ntimeros pares
que son multiplos de 6 (en la figura 1.9 estédn en color azul). Los del segundo sector
corresponden a los que se ubican bajo la linea roja, y alli se encuentran aquéllos

que al ser divididos por 6 dejan residuo 2 6 4, o dicho en otras palabras, todos los

pares que son congruentes a 2 6 4 médulo 6, véase figuras 1.9 hasta 1.11.

4Recordemos que la Conjetura de Goldbach binaria sigue sin demostrarse.

10



1.3. COMETA DE GOLDBACH

-1 mmcﬂnum""m" y -_ ’H.ﬂw T - _ ; -
Herramientas  Resiculas e
[Famndepmss =] wmendos [7 o] Vi Wik G00m “ sl
B v S0, 43 3 ! T e e | 38

= 5 S SOLD 1o graficmdn 15000 pubor o e« 30004 [ ——_—
I Mumaing ion raimecs prmncs:* 1 M, M TS -
- Mimtocimos [ o 0% i s congraten of 7 ik [ i = [

Figura 1.9: Marcados en azul los nimeros congruentes con 0mod 6.

T - —
[—— ——

[Fomudepamcs =] mumancae ] Vi it sk vt e o e aniicudn

i e g e : : = e g
L - ¥ -y SOLO e pracanin 15000 purios en fmry=20004 Bl ik oy T e—————
[ Mumstin o semss prmos * 2 Mine1, Maws758 .

Husite gul,

e e et | % Mot conpmmion s 7 o] [CHRE] ™ Ao b 5

Figura 1.10: Marcados en azul los niimeros congruentes con 2mod 6.

Ahora daremos una explicacién de porque se forman estos dos sectores entre

los niimeros de Goldbach, que se ven explicitamente en el cometa. Para explicarlo

11
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£3 Hesamients pars o ansisic de dai vakine obtenidos por la cameties de Gokshach el
Herwmientss  Resicules
[Suama da pemos w] e 3 w] Vi i [ Wik st V00000 ™ Mussrs spro. el [ Sl

Eirborvalo viido us e Gy 100000 3-3 ks || T MUt apeon 4B L e —

i SOUD ve prafcmsin 15000 puston; en o 3000 & Giussder conigamcin ol sl
™ st i oo pncs: * 2 Murm ] Massn T -5
T Wseain "mt —— e —

i i - L M o congrustes a5 mécun{" T [HOBEAY [ o sticus b= [535

I Musais rimess

Figura 1.11: Marcados en azul los niimeros congruentes con 4 mod 6.

partimos de la férmula de Hardy-Littlewood [2]

HL(n) ~ 2Cy (loZn)Q I1 <p - 1) .

p p_2

El producto ]_[(g%l) corre sobre los primos impares que dividen a n. La constante
p

Cy=1] (1 — ﬁ) toma a todos los primos impares y 2Cy ~ 1.3203.
p

La férmula H L(n) nos proporciona una aproximacién del verdadero niimero de
Goldbach G(n). Nétese que el factor ]_[p(g%é) es un producto que se desarrolla con
los primos a partir del tres. En particular, el nimero de Goldbach de los ntimeros
que tienen como factor al 3 es grosso modo ‘el doble’ de aquellos en los que no es
factor. Mas atin, mientras mas grande sea un factor primo, menor es su aportacion

a la férmula del nimero de Goldbach, esto es, si los p; son primos grandes, entonces

12



1.3. COMETA DE GOLDBACH

los factores correspondientes (p’ ) tienden a uno. Veamos unos casos de nimeros

que son multilplos de seis y otros que no lo son®.

Ejemplo 1.3.1.

204 =2(2-2-3-17)

HL(204) ~ 2Cs ongy - (- 13) ~ 20.31
G(204) = 14

Ejemplo 1.3.2.

208 = 2(23 - 13)

HL(208) ~ 2Cs goongy * (13) ~ 10.51
G(208) = 7

Ejemplo 1.3.3.

512 = 28
HL(512) ~ 2Ch sty ~ 17.37
G(512) = 11.

De esta manera podemos notar que los niimeros que son multiplos de seis tienen
la tendencia a ubicarse en el sector que estd sobre la linea roja, en la figura 1.8 y
los otros la tienen por debajo.

Otra manera de tratar de entender la composicién de los sectores es a través de
las formas modulares, esto es, como la conjetura binaria es para los pares, entonces
podemos decir que todos los pares son de la forma 6k, 6k+2 6 6k +4, o en lenguaje

de mdédulos, decimos que todo entero par n cumple con una de las formas

®Nétese que a pesar de que HL(n) y G(n) no son iguales, conservan las proporciones. Prueba
de ello es el comportamiento del cometa.

13



CAPITULO 1. RETICULAS Y CONJETURA DE GOLDBACH

n = 0mod6
n = 2mod6
n = 4mod6

De regreso a las parejas de la conjetura de Goldbach, para cada par n se tiene

que si

n =p+ g con p, ¢ primos

entonces, para el primer caso, si n = 2mod6 se requiere que los primos p y ¢

pertenezcan a la misma clase residual, es decir, ambos tienen que cumplir con que:

p=1mod6
= 1mod6.

Para el segundo caso, si n = 4 mod 6, entonces se requiere que

p = 5modb6
q = 5mod6.

Finalmente, para el tercer caso, n = 0mod 6

p=1mod6

q = 5mod6
6

p = 5modb6

q = 1mod6.

14



1.3. COMETA DE GOLDBACH

Noétese que para formar las parejas en el tercer caso se utilizan las dos clases de
primos bajo el mismo médulo 6, mientras que para los casos uno y dos, es decir,
los que dejan residuo 2 6 4 sélo se ocupa una clase de primos.

Regresemos al tercer caso, si tenemos que n = p+¢, con p, q primos de diferentes
clases, entonces resulta que tenemos a nuestra disposicion dos conjuntos de primos
para formar a n, estos son los que estan contenidos en el conjunto de niimeros de
la forma 6k + 1 y 6k + 5 respectivamente. Pero en los casos uno y dos sélo podemos
contar con los primos de la forma 6k + 1 6 6k + 5 respectivamente.

Entonces, de manera natural podriamos sugerir que los pares multiplos de
seis tienen el doble de posibilidades para formar parejas de primos. Pero, para
plantear esto entonces requerimos contestar la pregunta ;qué nos asegura que las
cardinalidades de ambos conjuntos de primos son infinitas, para que tengamos
las posibilidad de elegir un elemento de cada conjunto siempre que queramos?
Para resolver esta interrogante nos apoyamos en las progresiones aritméticas de
Dirichlet®, que de manera particular nos asegura que hay una infinidad de primos
de las formas 6k + 1 y 6k + 5. No obstante, esto sigue sin ser suficiente, hasta
ahora ya sabemos que ambos conjuntos son infinitos, pero, ;jes posible que las
cardinalidades de ambos conjuntos sean tan distintas como lo son las de Ry Z7
Si esto ocurriera, podriamos tener inconvenientes a la hora de formar parejas.

Para solucionar este problema podemos sostenernos en un resultado que calcula

cierta clase de primos p menores a un numero z. El resultado dice que

m(x;a,b) ~ %,

donde (z;a,b) = |{p < x| p = amodb}|.

6Una progresién aritmética, a + nb, es de Dirichlet si (a,b) = 1.
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CAPITULO 1. RETICULAS Y CONJETURA DE GOLDBACH

Implicitamente esto nos sugiere que hay una equidistribucion de primos en
progresiones aritméticas con el mismo médulo, i.e, hay casi la misma cantidad de
primos de la forma a + nb que de la forma ¢ + nb, donde (a,b) = 1 = (¢,b). Si b es
cercano a x esta estimacion puede no ser cierta, pero se conoce que si b es pequeno
respecto a x, entonces si lo es (véase [3]).

Para el caso particular en el que b = 6, ¢(6) = 2, entonces para cada valor que

x)

puede tomar a, 7(z;a,b) « )

5, es decir, para una r dada, cada conjunto tiene

cerca de las mitad del total de primos que hay menores que ella.

Ya resolvimos los conflictos que podrian invalidar los calculos del niimero de
posibles parejas para los nimeros pares mediante combinaciones. Ahora veremos
si lo obtenido con este método coincide con lo que se habia dicho antes.

Aunque sabemos que el nimero de primos congruentes con uno o cinco modulo
seis que son menores que x es mas o menos la mitad de la cantidad total de
primos que hay menores que z, no necesariamente son iguales. Asi, con esto sean
a=m(n;1,6)y ¢ =m(n;5,6). El nimero de posibles combinaciones tomando dos

primos de la misma clase es

a _ _a _ ala=l) _ a?-qa
Gy = @22 — 2 3

c _ c! _ocle=1) _ B—c
5 = 22 — 2~ 2 -

En este calculo no se contemplan las parejas del tipo p+p, por lo que, para tomarlas
en cuenta, hay que sumar a y ¢ respectivamente.

Asi

:2]
Ca+a—_

2
C c“tc
C5 +c ==,

16



1.3. COMETA DE GOLDBACH

son el nimero de combinaciones posibles para los niimeros congruentes con dos y
cuatro modulo seis, respectivamente. Para aquellos que son divisibles por seis, la
cantidad de combinaciones es C7CY = ac, es decir, ac son las formas en las que se
pueden tomar los primos para formar la suma del ntimero par.

Ahora veamos para que condiciones se cumple que C{CY > C§,C%.

Como ya habfamos mencionado a y ¢ no necesariamente son iguales, entonces
alguno debe ser mayor que el otro. Sin pérdida de generalidad podemos suponer

que ¢ es mayor que a.

Entonces
2 _a 4 a dra ...
ac>a” =% + % > 4 (1)
Por otro lado,
A+c c+l

ac > << siy sélo si a > si y sélo si 2a > ¢+ 1 si y sélo si 2a > c.

2
Pero si recordamos que mw(z;1,6) « @ « 7(x;5,6) se tiene que, si bien a y ¢ no
son iguales, si son bastante cercanos, por lo que la condiciéon 2a > ¢ seguramente
se cumple. El cuadro 1.1 nos puede dar mas datos para apoyar la desigualdad.
Los datos empiricos nos dicen que generalmente el conjunto de los primos de
la forma 4n + 3 es mayor que el de los 4n + 1, en ciertos rangos, pero a partir del
teorema de Littlewood vemos que puede cambiar, y este nos indica que se da la
igualdad en diferentes rangos. El teorema dice lo siguiente :
Hay arbitrariamente grandes valores de x para los cuales hay mds primos de la
forma 4n + 1 hasta x, que numeros de la forma 4n — 1. Dicho de otra manera, hay

arbitrariamente grandes valores de x para los que

m(x;1,4) — mw(x;3,4) = X Ininlnz.

2lnx
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x m(x;1,6) | w(x;5,6) | Diferencia
100 11 12 1
500 45 48 3
1000 80 86 6
10000 611 616 5
50000 2556 2575 19
100000 4784 4806 22
200000 8988 8994 6
500000 20733 20803 70
1000000 | 39231 39265 34

Cuadro 1.1: Densidad de primos por clase médulo seis.

De manera implicita el teorema de Littlewood nos dice que en determinados
momentos puede darse la igualdad entre ambos conjuntos de primos. Aunque este
resultado es para moédulo cuatro, es natural pensar que también funcionaria si en
lugar de cuatro utilizaramos seis.

Entonces, si quisiéramos hacer el calculo combinatorio y comparar, el resultado
serfa el mismo que obtuvimos en (1), pues al apoyarnos en este teorema estamos
suponiendo que a = c.

Antes de dejar el andlisis de los sectores veamos otro comportamiento
interesante que se presenta en el sector inferior. Como ya sabemos, éste
estd formado por los enteros pares que son congruentes con 2 6 4 mod 6.

Cuando hacemos un acercamiento al sector inferior del cometa y marcamos

ambas clases de nimeros, se tienen las siguientes imégenes (figura 1.12).
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1.3. COMETA DE GOLDBACH

Figura 1.12: Ampliacién del sector inferior del Cometa de Goldbach, 2mod6 (izquierda) y
4mod 6(derecha).

Notese que el bloque de ntimeros de Goldbach de los pares congruentes con
4 mod 6, tiene una cota inferior mas grande que el de los congruentes con 2 mod 6
—esto es, la separacion entre la parte inferior del cometa y las marcas azules es
mayor en la imagen de la derecha que en la de la izquierda—. Recordemos que para
que dos primos impares sumen a un par que pertenezca a alguna de estas dos clase,
se requiere que ambos sean de la misma forma, para el caso en que n = 4mod6,
los primos deben ser de la forma 6k + 5, mientras que para cuando n = 2mod 6

tienen que ser de la forma 6k + 1.

Una posible explicacion del comportamiento que se observa en el sector inferior
es que, al menos empiricamente (cuadro 1.1 y figura 1.13), para una = dada existen
mas primos de la forma 6k + 5, que de la forma 6k + 1 menores o iguales a x, y
aunque la diferencia entre 7(x; 1,6) y 7(x; 5,6) no es muy grande, ésta permite que

haya mas parejas para los pares congruentes con 4 modulo 6.
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a=6Mib.b)=1(5.1)

500 s

300 ///r/-

200 o
o

100 - -

Figura 1.13: Densidad de primos de las forma 6k + 5(azul) y 6k + 1(rojo) hasta 1000.

Ya se traté lo que llamamos sectores, ahora es momento de que demos lugar
a los cimulos de puntos que se forman en cada uno de ellos, a estos cimulos los

llamaremos bandas.

1.3.2. Bandas

De la seccién anterior sabemos que los nimeros de Goldbach G(n) estén clasificados
en dos grandes sectores, en el que n es multiplo de 6 y en el que no lo es. Pero dentro
de cada uno de ellos se pueden apreciar cimulos que forman bandas aparentemente

bien definidas, al menos graficamente (véase figura 1.14).

A continuacién trataremos de dar una justificacién algebraica de la “aparente””

existencia de estas bandas.

"Decimos “aparente”’pues hay que recordar que el Cometa de Goldbach es parte de una
conjetura.
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Figura 1.14: Cometa de Goldbach con n en el intervalo (50000, 60000), este rango permite una
mejor apreciacién de las bandas. La banda de los n = 2p en rojo.

Comencemos por observar la banda roja marcada en la figura 1.14. Es
sorprendente ver que los nimeros alojados en esa banda corresponden a los G(n)
cuya n soélo posee dos factores primos y al ser n» un nimero par, esos nimeros
son de la forma n = 2p, con p primo. De manera inmediata surge la duda de
por qué este tipo de nimeros G(n) parecieran responder a un comportamiento
predecible, formando una banda, ain cuando el comportamiento en conjunto del

cometa parece ser inestable dentro de cada sector.

Es importante mencionar que esta banda de niimeros puede considerarse como
el piso inferior®. Ahora damos lugar al analisis de porque estos niimeros forman lo

que llamamos la banda roja.

8Con esto no decimos que todos los ntimeros en la parte inferior del cometa se encuentran en
la banda roja, solo que al tratarse de un gran cimulo de nimeros con una forma especifica que
ademds estd abajo en el cometa, lo proponemos como cota inferior.
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En la seccion anterior usamos la féormula de Hardy-Littlewood para justificar
la existencia de los sectores, ahora recurriremos nuevamente a ella para tratar de

explicar la formacién de las bandas. Recordemos que la férmula nos enuncia que

HL(n) ~ 207 o l;[ <§ - ;)

donde p es un primo impar divisor de n y Cy =[] (1 — ﬁ) toma a todos los
p
primos impares, 2Cy ~ 1.3203.

Para el caso de los nimeros pares de la banda roja, es decir, los que sélo tienen
dos factores primos, 2 y p primo, la férmula se reduce solamente a

HL(TT,) ~ 202m . (p—l)

p—2

Nétese que para p > 13, se tiene que 1.1 > (%

) > 1, y en medida que p es
mas grande ( ) es mas cercano a uno, de hecho, para p > 101, 1.01 > ( )

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.3.4.

n = 202 = 2(101)

HL(202) ~ 2Ch ot g9 ~ 9-56
G(202) =9

Ejemplo 1.3.5.

n = 206 = 2(103)

HL(206) ~ 2Cs oty ~ 101 ~ 9-67
G(206) = 7
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1.3. COMETA DE GOLDBACH

Ejemplo 1.3.6.

n = 998 = 2(499)

HL(998) ~ 202% %g ~ 27.68
G(998) = 17

Basandonos tnicamente en la férmula para justificar el comportamiento de
la banda roja, notemos que HL(n) estd determinado practicamente por el factor
205 "~ (logn)Q, y esto es porque el factor ( ) tiende a uno. Regresando a los ejemplos

anteriores se percibe que

HL(202) ~ 2Cs T g202 109 ~ 9.56 mientras que 2Cy —22 _ @ (206 Tog@oa)? ™~ 9.46

(202))2 ~ 99
HL(206) ~ 2C% a 92336)) }8? ~ 9.67 mientras que 2Cy —=2— @ (206))2 ~ 9.58
HL(998) ~ 2C gotogyr * 107 ~ 27-68 mientras que 20 cosy ~ 27.63

Notese que en todos los casos y a pesar de que n es pequeno, el factor

QCQ(ZOLQ ya es cercano a la férmula completa de Hardy-Littlewood, es mas,
gn)

podriamos considerar a este factor como “cota inferior”. Esto no contradice lo que
mencionabamos sobre la banda roja, ya que con los ejemplos de arriba sostenemos
que los nimeros de Goldbach de los 2p, obtenidos mediante la férmula completa,
estan poco mas arriba que los arrojados solamente por QCQW.

Ahora definimos la funcién F(n) = 20—~ Tognyz ¥ 81 la comparamos con la

gn)

aproximacién de Hardy-Littlewood, notaremos que para los pares de la forma

= 28, con  €Z*, ambas funciones toman los mismo valores. Ademés, para
los n = 2p*, con p primo y a €Z7 y, dado que poseen el mismo factor (1;%;) en la
férmula, entonces G(n) crece conforme a F'(n), pero amplificado en (£ 1). Ocurrirfa

de la misma manera para los n = 2°p”. Por lo tanto el conjunto de los n = 27 junto

con el de los n = 2p® y el de los n = 2%p”, forman una nube de puntos alrededor
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de la banda roja, todos ellos complementandose para formar la banda inferior del

cometa. Veamos unos ejemplos.

Ejemplo 1.3.7.
Sean a = 226, b = 242, ¢ = 248, d = 254 y e = 256, donde a = 2(213), b = 2(11?),
c=2331),d=2(217) y e = 28.

Entonces F(a) ~ 10.15, F(b) ~ 10.60, F(c) ~ 10.77, F(d) ~ 10.93 y F'(e) ~ 10.99.
Por otro lado HL(a) ~ 10.24, HL(b) ~ 11.78, HL(c) ~ 11.14 , HL(d) ~ 11.02 y
HL(e) ~ 10.99, mientras que los nimeros de Goldbach son 7, 8, 6, 9 y 8 para a,

b, ¢, d y e respectivamente.

Observemos que todos los valores obtenidos con la aproximacion de Hardy-
Littlewood son cercanos pese a que los numeros son de distintas formas, sucede
lo mismo con el nimero de Goldbach. Notemos también que la diferencia entre
HL(n) y F(n) restringidas a los nimeros de las formas mencionadas antes no es
tan grande.

Para tratar de sustentar que los nimeros de las formas 2p 2%, 2p® y 2°p°
conforman la banda inferior del cometa, o dicho de manera informal, los que estan
en la banda roja y sus alrededores, comparemos los datos de arriba con los arrojados
por otros niimeros que no corresponden con ninguna de las formas mencionadas y

que se encuentran en el intervalo 226 a 256.

Ejemplo 1.3.8.
Sean a' = 228,V = 230, ¢ = 238, d' = 246 y ¢ = 252, donde a' = 23(3 - 19),
W o=2(5-23), ¢ =2(7-17), d = 2(3-41) y & = 2(2-32-7).

Asi F(a') ~ 21.62, F(V) ~ 15.34, F(c) ~ 13.43, F(d') ~ 21.98 y F(€') ~ 26.11.

Los numeros de Goldbach son 12,9,9, 16 y 16 para da’, V', ¢, d' y €' respectivamente.
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1.3. COMETA DE GOLDBACH

Noétese que los nimeros de Goldbach obtenidos mediante la formula de Hardy-
Littlewood del ejemplo 1.3.8 son mayores que los correspondientes a los del ejemplo
1.3.7 pese a que todos se encuentran en el intervalo definido por el primer conjunto.
Por otro lado, los nimeros de Goldbach son en su mayoria mas grandes para los
nimeros del segundo ejemplo que para los correspondientes al primer ejemplo.
Aunque estos conjuntos son pequenos, nos dejan ver que a los nimeros que no son
de las formas 2p, 27, 2p® y 2°p® les corresponde un G(n) mayor y, en consecuencia,

se salen de los mérgenes de la banda roja, lo que significa que perteneceran a otra
banda.

Ya vimos cuales son los numeros que pueden estar en la banda inferior del
cometa, asi que ahora trataremos de hacer lo mismo para el resto de las bandas.

Antes de dar una construccién algrebraica, es conveniente que visualicemos algunas

imagenes (figura 1.15).
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Figura 1.15: Cometa de Goldbach con n en el intervalo (50000, 60000). Las marcas azules indican:
congruentes con 0 médulo 10 (izquierda) y congruentes con 0 médulo 14 (derecha).
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Las marcas azules en la grafica de la izquierda de la figura 1.14 corresponden a
los nimeros de la forma n = 2-5-k y las marcas azules en la grafica de la derecha a
los de las formas n = 2-7-k para k €Z". Notemos que en ambas gréficas, las marcas
azules aparecen en los dos sectores del cometa, la aparicion de estas marcas en el
sector superior ocurre cuando k£ es multiplo de tres. Adema&s, podemos observar
que las bandas senaladas con una flecha roja en ambas graficas son las mismas.

Entonces, con base en el analisis que se hizo sobre la banda inferior del cometa,
los niimeros enteros de las formas n; = 2% - 51 ny = 292 . 782 g = 293 . 58 . 73,
ny = 204 . 30 By = 295 .38 .75 y ng = 2%6 .3P6 . 576 .756’ con «y, i, Vi, 6; €Z ™,
son componentes de las bandas que se distinguen en ambas iméagenes de la figura
1.14.

A pesar de que ya tenemos algunos elementos de esas bandas, no olvidemos que
un factor importante de la banda inferior es el de nimeros de la forma n = 2p, por
lo que atin nos falta determinar cuales son los equivalentes a esos nimeros en las
“nuevas bandas”, o dicho de otra manera, falta definir a partir de qué primo los
numeros de las formas n;p, con i = 1, ..., 6, pertenecen a las bandas definidas por
cada i, y por ende, definir otras bandas para los primos menores a ese primo.

Si retomamos la formula de Hardy-Littlewood, veremos que cada ntimero de la

4

forma n; tiene el mismo factor, para i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, el resultado es %, g, 3

gl

Y

T 515 % : % - 2, respectivamente.

Ejemplo 1.3.9.
n1 = 800 = 2252, m; = 1000 = 2353
HL(800) = 2C5 5555 - § ~ 29.54, HL(1000) = 2C5 710085 -

5
(10g(800))2 (1000))2 "~ 4

~ 34.58

Ejemplo 1.3.10.
ny = 784 = 2172, my = 686 = 273
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HL(784) = 2Cy gtz - 5 ~ 27.96, HL(686) = 2Co oy 5 ~ 2548

Ejemplo 1.3.11.
ny = 900 = 223252, my = 1080 = 23335!

HL(900) = 2057500 - (2 4) ~ 68.4, HL(1080) = 20571980 - (2 4) ~ 77.94

Ejemplo 1.3.12.
ns = 882 = 213272 myz = 756 = 223371

HL(882) = 20y iy - (- 3) ~ 60.75, HL(756) = 2Coqatmay (- 5) ~ 54.52

Podriamos hacer lo mismo con las bandas correspondientes a los nimeros de
las formas ng = 2% - 5% . 7% y ng = 2% . 3% . 576 . 7% pues estas otras bandas no
son mas que la interseccién, dos a dos, de los ejemplos anteriores.

Con toda la informacién anterior, es natural tratar de establecer una extension
sobre el tipo de nuimeros que pertenecen a determinada banda y preguntarse si
llegaran a formarse maés.

Para resolver esta interrogante volvamos a la férmula de Hardy-Littlewood.
Primero observemos que para los niimeros que tienen los mismos divisores primos,
el producto H(%) se vuelve una constante y los HL(n) asociados a ellos crecen
conforme a 26’2 Togme - Entonces, si tomamos A = {p: | p; es un primo impar }’_;, un
conjunto de primos impares con r elementos, los nimeros de la forma n = 2 ﬁ i

=1
estan en la misma banda. Entonces, lo que queremos determinar es el prirrio qa

partir del cual los niimeros de la forma m = 2% [ p% - ¢ perteneceran a la banda
i=1
de los n = 22 [ p”.
i=1

Notemos que para p = 47, 1.03 > =1

) y, cuando marcamos con azul a los

multiplos pares de 47 en el cometa se observa que, a diferencia de las bandas que
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se formaban cuando haciamos lo mismo para 5 y 7, no hay bandas bien definidas

y las marcas azules estdan muy cerca de la banda de los 2p (figura 1.16).
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Figura 1.16: Cometa de Goldbach con n en el intervalo (50000, 60000). Las marcas azules indican
a los congruentes con 0 médulo 94.

Entonces, de manera particular diremos que para todos los primos p mayores o
iguales que 47, el factor 2%; = 1. Con esto estamos diciendo que si n es factorizado
por uno o mas primos mayores que 43, éstos no seran tomados en cuenta cuando
se calcule su nimero de Goldbach mediante la férmula de Hardy-Littlewood.

Ya que definimos el primo a partir del cual todos los primos mayores que él
no influirdn en el calculo del nimero de Goldbach, regresemos a las bandas que

construimos mediante la figura 1.14 y definamos a la banda inferior del sector
superior.

Recordemos que las seis nuevas bandas son: las de factores 2y 5, lade 2y 7, la
de2,5y7,lade3dyb,laded3y7ylade3, 5y 7, delas cuales se habia dicho que

los ntimeros de las formas 221 - 501, 202 . 702 203 . 5B .7 904 . 364 5y 9as . 365 .75

y 296 . 30 . 5% . 7% con oy, Bi, v, 0; €Z*, pertenecen a ellas respectivamente.
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De manera general diremos que los ntiimeros de las formas

2a1 . 5B H pii a2 72 H pii
pi =47 pi =47
23 . 563 .78 l_[ pii o4, 364 . 54 H pii
pi =47 pi =47
205 . 3P5 . 7 H pgi 206 . 3P6 . 56 . 706 H P
pi =47 pi =47

con «;, Bi, Vi, 0; €ZT v (; €Z, pertenecen a las bandas cuyos factores primos
menores que 47 son los mismos. Analogamente, la banda inferior del sector superior
del cometa estd compuesta por los nimeros de la forma 2¢-3° [] p} cona, 8 €Z™

i =47

y ¢ €Z (figura 1.17).
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Figura 1.17: Verde: Miiltiplos de 3. Rojo: Multiplos de 5. Azul: Multiplos de 7. Amarillo: Multiplos
de 3 y 5. Cyan: Multiplos de 3 y 7. Magenta: Multiplos de 5y 7. Gris: Multiplos de 3, 5y 7. Naran-
ja: Potencias de 2. Negro: 2p (Figura tomada de: http://www.ltg.ed.ac.uk/ richard/goldbach.html).

Ya dimos una posible composicion de cada banda, pero ain no hemos dicho
nada de cémo determinar cuando una banda se encuentra arriba de otra. Para esto

recordemos que la division de sectores se debié basicamente, a la presencia del tres
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como factor en algunos nimeros. Pero si a la vez recurrimos a las iméagenes
(figura 1.16), las bandas que estan en la parte superior de cada sector corresponden
a las que tienen como factores al cinco y al siete; las que siguen, un poco mas abajo
que éstas, solo tienen al cinco; y las que estan atiin mas abajo solo tienen al siete.
Notemos entonces, que mientras mas grande sea un primo, su banda se acerca cada
vez mas al “piso”de cada sector del cometa. Entonces, pese a lo que podria hacernos
pensar la férmula de Hardy-Littlewood para el nimero de Goldbach, ademés de la
cantidad de factores primos que tenga cada nimero, también importa el tamano
que ellos tengan, mientras mas grande es un primo, su aportaciéon a la magnitud
de la férmula de Hardy-Littlewood es menor. Esto también puede ser probado de

forma matematica’.

Recapitulando lo estudiado. En este capitulo ahora sabemos que un punto
reticular es un punto (x,y), con x, y nimeros enteros y, por otro lado un poligono
reticular es un poligono simple cuyos vértices son puntos enteros y que su drea se
puede estudiar a través del teorema de Pick. Ademds también mostramos que la
representacion del nimero de Goldbach G(n) en el Cometa dependerd del nimero
de primos distintos que factoricen a ese numero n y del tamano que éstos tengas.
Lo anterior es importante ya que son estas factorizaciones las que generan los

sectores y bandas que se presentan en el Cometa.

9La prueba puede consultarse en el apéndice del Capitulo 1.
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Capitulo 2

Conjetura binaria y triangulos de

Goldbach

2.1. Conjetura binaria y triangulos reticulares

Esta seccion la dedicaremos a representar en una reticula a las parejas de primos
que sumadas generan un entero par n determinado, y la cantidad de parajegas es

el nimero de Goldbach G(n).

Ya mencionamos al inicio del capitulo uno que estudiaremos a las parejas de la
conjetura de Goldbach pero colocados en una reticula, es decir, a cada pareja de
primos le asignaremos un punto en el plano. Para hacer esto requerimos definir un
orden y lo que serd la coordenada de primos, y asi se podra asignar a cada pareja

un lugar en el plano. Pero antes de dar una generalizacion veamos un ejemplo.
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Ejemplo 2.1.1.

Sea n = 34. Las representaciones de este niimero como suma de primos son 3+ 31,
5429, 11 + 23 y 17 + 17. Para cada pareja hay dos posibles representaciones en
términos de una pareja ordenada, por ejemplo, la suma 3+ 31 puede representarse
como (3,31) ¢ (31,3). En el primer caso, el punto se encuentra sobre la recta

identidad, mientras que en el sequndo, el punto estd por debajo de ella (figura 2.1).

(3,31
°

Figura 2.1: Puntos reticulares y parejas de primos.

Notemos (figura 2.1) que todas las sumas, representadas por parejas —se incluye
repeticion— estan sobre (6 bajo) la recta x + y = 34. De manera general, para
cualquier n par se tiene que todos los puntos reticulares asociados a las parejas de
primos estan sobre la recta z + y = n —véase que todas las rectas tienen la misma
pendiente—.

En la figura 2.2 (izquierda) se aprecia como se repiten las parejas de primos,
entonces de manera particular usaremos sélo los puntos que estan por debajo de la
funcién identidad, es decir, trabajaremos sélo con (31, 3), (29,5), (23,11) y (17,17),

como en la figura 2.2 (derecha). Es importante notar que por la simetria respecto
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(3,31)
L]
iH o529 H

(11,23)
L)

(23, 11) (23, 11)
. L)

Figura 2.2: Representacion de la reticula de las parejas de primos de 34 con repeticién (izquierda)
y sin repeticién (derecha).

a la identidad (figura 2.2 (izquierda)), los puntos de un lado tienen los mismo
sumandos que los del otro, por lo tanto, podemos utilizar cualquier conjunto y la

eleccion que hagamos no influye.

De manera general definimos A,, = {(p;, @) |pi + ¢ =n, pi =n— q;, p; = q,»}fi(?)
como el conjunto de puntos reticulares asociados a las parejas de primos que suman

n.

2.2. Triangulos de Goldbach

En esta seccion definiremos lo que serdn los tridngulos de Goldbach, a partir de
las parejas de primos en la reticula, construidos en la seccion anterior. Una vez
definidos los triangulos expondremos algunas de sus propiedades concernientes al

drea.
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Como todos los elementos de A, estdn sobre la misma recta, es imposible
construir un poligono reticular con ellos, pero si es posible construir tridangulos
que tengan uno de sus vértices en el origen y esto nos dard una serie de resultados

interesantes. Para esto requerimos formalizar algunos conceptos.

Definicién 2.2.1.
Definimos el triangulo de Goldbach asociado a un entero par y positivo n,
denotado por T,, como el triangulo cuyos vértices son O = (0,0), P = (pr, ¢), ¥y

Q = (ps, q5),! donde p, es el menor de los p;, y ps es el mayor, es decir,
Pr < i Y pi < s, parai=1i,..,G(n) donde (p;, ¢;) € Ay

Retomemos el ejemplo del nimero 34.

(23, 11)
.

Figura 2.3: Tj4.

A través del ejemplo podemos notar que al proyectar todos los puntos sobre el
eje de las abscisas y al acomodarlos en orden ascendente 17, 23, 29 y 31, el menor

corresponde al proveniente del punto (17,17), y el mayor del (31, 3). Por lo tanto

'Recordar que P y Q representan a las sumas de primos de n, es decir, n = p, +¢,, 7 = ps +¢s.
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2.2. TRIANGULOS DE GOLDBACH

los otros dos vértices con los que construiremos el triangulo reticular T34, ademas

del origen son P = (17,17) y @ = (31, 3).

2.2.1. Area de los triAngulos de Goldbach

Aunque podemos obtener mucha informacion acerca de un tridangulo, por ejemplo el
perimetro o las medidas de sus dngulos internos, en este trabajo nos adentraremos

en el area. Ahora damos lugar a unas proposiciones sobre ella.

Proposicién 2.2.2.

Para n tal que* G(n) = 2 se tiene que el drea de T, estd dada por

A(T,) = Mpepr)

2

Demostracion.
Por la proposicion 1.1.5, el area de un triangulo reticular cuyos vértices son

O =(0,0), P =(p,q),y Q= (r,s) estd dada por:

Como n = p, + q. = ps + ¢, se sigue que ¢. =n —p,. y qs = n — ps. Asi:

A (Tn) — |pr (n_ps);(n_pr)ps) I

A(T,) = [npr—prps gnps +prps|

A(T,) = |”(Ps2—Pr)|

n(ps—pr) 0

Dado que py > p, tenemos que A(T),) = =5

2La condicién G(n) mayor que dos hace que la diferencia entre p, y p, sea mayor que cero.
Ademsds, como n = p, + ¢ = ps + ¢s, no importa la coordenada que se tome, siempre y cuando
sea la misma en ambos casos.
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Observacion 2.2.3.
St p y q son dos numeros primos positivos tales que n = p + q, donde n es par,

entonces para n = 6 se tiene que’ p, ¢ = 3.

Corolario 2.2.4.

A(T,) es entero y par.*

Proposicién 2.2.5.
Para todo n tal que G(n) = 2, el drea de T,, nunca es congruente con 2mod6, es

decir, A(T,) # 2mod6.

Demostracion.

n(ps—pr) i
e Prl 2 2mod 6. Como los primos

Lo que se quiere demostrar es que A(T,,) =
ps v pr tienen que ser de la forma 6k + 1 6 6k + 5 —6 3—, entonces algunas de las

caracteristicas del factor® (ps; — p,) son

(6u+1)— (6v+1)=0mod6------ (1)
(6u+1) — (6v+5)=2mod6------ (2)
(6u +5) — (6v+5)=0mod6------ (3)
(6u+5)— (6v+1)=4mod6------ (4)
(6u+1)—3=4modG---------- (5)
(6u+5)—3=2modG6------n-- (6)

Como n es par y n = p, + ¢, entonces p, y ¢, cumplen con una de las siguientes

congruencias:

3Si ocurriera que p o ¢ es un primo menor que 3, entonces, ese primo debe ser 2. Supongamos
que el primo que es igual a 2 es p. Ahora, como la suma debe ser mayor que 4, ambos no pueden
ser iguales a 2 a la vez, por lo que g debe ser mayor o igual que 3, y como ¢ es primo, siempre
serd impar. Pero la suma de un par y un impar, es impar, lo cual contradice la paridad de n.
Sin>6yn= pj + g entonces pj;, g; > 3, por lo que p, y p, siempre seran impares.
5Como estamos suponiendo que p, > p,., entonces sélo p, puede ser igual a 3.
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2.2. TRIANGULOS DE GOLDBACH

(7)... Sin=2 méd 6 y p., q- = 5, entonces p,, ¢. = 1 mod6 y en el caso de que

pr = 3, entonces ¢, = 5mod6.

(8)... Sin=4 méd 6 y p., q- = 5, entonces p,, ¢. = 5mod6 y en el caso de que

p, = 3, entonces ¢, = 1 mod6.

(9)... Sin =0 méd 6 y p,, ¢- = 5, entonces p, = 1mod6 y q. = 5mod6

0pr=5mod6 y q. = 1mod6 y en el caso de que p,. = 3, entonces q, = 3.
Ahora supongamos lo contrario a la hipétesis, es decir, que A(7T,,) = 2mod6.

Caso 1: n = 2mod6

n(ps—pr)

5=, entonces para que A(T},) = 2mod6

Por la proposicién 2.2.2, A(T,) =

dado que n = 2mod 6 tiene que suceder que @ =16 4mod6.
Por lo tanto (ps — p,) = 2mod 6.
De (7), (1) y (5) se tiene que (ps — p,) = 0mod6 si p, =5

6 (ps — pr) =4mod6 si p, = 3, lo cual es una contradiccion.
Caso 2: n=2mod6

Con un razonamiento andlogo al del caso anterior se obtiene que (p;—p,.) = 4 mod 6.

Entonces, de (8), (3) y (6) se tiene que (ps — p,) = 0mod6 si p, =5
6 (ps — pr) = 2mod 6 si p, = 3, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto® A(T),) # 2mod 6. O

6Si n = 0mod6 y como A(T,) = w, entonces A(T,,) = 0mod, 6, por lo que no es
necesario hacer este caso.
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CAPITULO 2. CONJETURA BINARIA Y TRIANGULOS DE GOLDBACH

2.2.2. Una aproximacién para la funcién A(7),)

Ya hemos dado algunas de las caracteristicas del area de cada tridangulo. Ahora
veamos lo que sucede cuando graficamos la relacién entre el nimero par y el area

del tridngulo asociado. El resultado es bastante interesante (figura 2.4).

) bherramiencs para sl wnbiiis e Kk vaiene obbenidon por L contues de Gokdhech Sy
| Hemamienien  Ressuie |
| [Coteds Misshs gl w memandas [ = Wakor rechall [5 ko Bl 4100 i | Sak |
Bl rharvaks wihdo ms skl £y 1000 T 2 SOLD ve graicarin 15 PO Gisaica
—— Mirnell, M 28510048

- """m'\ ;
. MF miia lon congruenies a] 0 mécio] 55 _ Mussss | I ol asicuks

P Gusder confguacen o el |

Figura 2.4: Gréfica de la funcién A(T),).

Esta grafica podria recordarnos una funcién cuadrétrica, pero no sélo eso,

también esta acotada superiormente por una de ellas.

Proposicion 2.2.6.
., . . ., 2 .
La funcién A(T,) estd acotada superiormente por la funcion " — 2% es decir,

4 27
'rl»2 n n

Demostracion.

Por la proposicién 2.2.2 sabemos que A(T,) = M. Ademas, sabemos que p;,

pr son impares. Por otro lado ps = n — ¢s, p» = n — q,. Entonces
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A(Tn> _ n<ps2_ pr) _ n<n — (s ; (Tl B QT)) _ n(QT2_ QS) _ g(QT o QS)

y como ¢, < 5y gs < 5. Por lo tanto

2

n(g-—qs) _n/n n* n
Ay =tae) oy _won
(T) 2 oo 7)) Ty gt
Pero ¢, es primo impar, por lo tanto ¢, > 3, por lo que ”72 — 5 qs < %2 — 37”,
entonces
7’L2 n n
O

También es posible una funcién de aproximacion que también es cuadratica,
cuyo margen de error estd en cinco por ciento a partir de n = 300. Esta funcién

es’

F(z) = 0.252% — 18.58z + 9875.23

2.2.3. Area de los 15,

Tras ver el increible comportamiento de la funcién A(T,) (figura 2.4), es natural
preguntarse si es posible encontrarnos con caracteristicas parecidas a las del Cometa
de Goldbach. jSera que los nimeros de la forma n = 2p con p primo también se
encuentran en la parte inferior de la grafica de las areas? ;También se formaran

bandas?

"Esta funcién fue obtenida mediante el programa “R”.
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Veamos en dénde se encuentra el drea de los n = 2p, es decir, marquemos en la

grafica a los nimeros de esa forma (figura 2.5).

3 Maromsanta rs o sniben do fu seves b o 8 corgrhos de okdbach -
Herwruin bets i

B ] Vemcd [ imm Ve [
8 5001 purtos e 10000 200000
T e 2 sy
N i M 4 0000 ML
Wi o congrarion o T nbdl T bmms | o stk

Figura 2.5: Gréfica de la funcién A(T,,) con n en el intervalo (10000,20000), la cual permite
apreciar en color rojo la ubicacién en la grafica de los n = 2p con p primo.

El resultado una vez mas es sorprendente, éste contrasta completamente con lo
observado en el Cometa de Goldbach respecto a estos mismos niimeros. Recordemos
que en el Cometa de Goldbach los nimeros de la forma n = 2p se encuentran en
la parte inferior (figura 2.6).

Para tratar de explicar el comportamiento de los niimeros pares de la forma
n = 2p en la funciéon A(T,,) —observado en las figuras anteriores— proponemos la

siguiente conjetura, ésta es producto de nuestro estudio.
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Figura 2.6: Los n = 2p en el Cometa de Goldbach (izquierda) y en la funcién A(T,) (derecha)

resaltados con color rojo.

Conjetura 2.2.7.

Los triangulos relacionados con niumeros de la forma n = 2p; tienden a tener dreas

mayores que aquellos relacionados con niumeros que no son de esa forma y que

estdn en el intervalo (2p;_1,2p;).

Primero notemos que el hecho de que un nimero sea mayor que otro no

garantiza que en el drea de sus triangulos asociados pase lo mismo.

Ejemplo 2.2.8.

A(Ts2) = 468 mientras que A(Ts4) = 432, es decir, A(Tsy) < A(Ts2) atin cuando

592 < H4.

Ejemplo 2.2.9.

A(Ts648) = 7878960 mientras que A(Tsees) = 7872852, es decir, A(Tse1s) >

A(T5668) atin cuando 5668 > 5648.
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Respecto a determinar qué tiene que ocurrir para que el area de un 7,, sea

mayor que la de otro 7}, s6lo hemos obtenido la siguiente proposicién.

Proposicién 2.2.10.

Sim > n pero A(T,) > A(T,,), entonces a partir del triangulo T, generado por los
punto (0,0), (ps,,4s,) ¥ (Pr,.,qr,) y otro T,, generado por los punto (0,0), (ps,,,qs,, )
Y (Prons @) s tiene que (ps, = pr,) > (Psy = Pron)-

Demostracion.

Como A(T),) = w y de la hipétesis A(T,,) > A(T,,), es decir,

n(psn 7p7‘m) > m(psm 7Prm)
2 2 )

y como m > n, entonces m = n + i, para alguna ¢ e N*, entonces

1 (Psy, —Prm) (n+9) (Ps —Prm) _ "(Pspy —Prim) (Psm —Prm) N (Psy, —Prm)
2 > 2 - 2 + 2 > 2

Por lo tanto (ps, — pr,) > (ps,, — Pr.,.)- O

Entonces, la diferencia (ps, — p,,,) juega un papel importante a la hora de
obtener las areas, y este es nuestro primer argumento para sustentar la Conjetura

2.2.7.

ler sustento para Conjetura 2.2.7

Comencemos por notar que si n = 2p y n > 6, entonces n es congruente con 2 6 4
moédulo 6 y, ademas, en el Cometa de Goldbach estos niimeros son los que estan en
el sector inferior. Entonces, retomando el hecho de que si la suma de dos primos
modulo 6 deja residuo 2 6 4 se tendra que esos primos pertenecen a la misma clase

residual —salvo por el caso en el que tres sea uno de los sumandos®-. Esto

8Si 3 es uno de los sumandos, el tridngulo correspondiente a n = 2p contiene a todos los
tridngulos anteriores, ya que en ese momento estd alcanzando el drea mdxima (proposicién 2.2.6).
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2.2. TRIANGULOS DE GOLDBACH

nos dice que hay menos parejas de primos que podrian sumar a n = 2p, y por lo
tanto la distancia entre cada una de las abscisas que corresponden a las coordenadas
enteras de cada pareja de primos es de al menos seis, mientras que para los niimeros
congruentes con 0 modulo 6 la distancia minima es dos, es decir, las distancias entre
las abscisas de las parejas de primos cuya suma es congruente con 2 6 4 modulo
6 crecen como multiplos de seis, mientras que las de los primos relacionados a
los congruentes con 0 moédulo 6 crecen como multiplos de dos. Veamos algunos

ejemplos.

Ejemplo 2.2.11.
Sea ny =94 = 2(47), G(ny) = 5. ny = 4mod 6.
94 =89+5="T714+23=53+41 =47 +47
Las distancias entre los primeros sumandos de operaciones consecutivas, dos a dos,

son: 6, 12, 18, 6. Entonces la distancia total entre la primer y la ultima pareja es

42.

Sea ng =92 =2(2-23), G(ny) = 4. ng = 2mod6.
92 =89+3=79+13=73+19 =61+ 31
Las distancias entre los primeros sumandos de operaciones consecutivas, dos a dos,

son: 10, 6, 12. Entonces la distancia total entre la primer y la ultima pareja es 28.

Sea ny =90 = 2(32-5), G(n3) = 9. n3 = 0mod6.

90 = 79+11 = 73417 = 71419 = 67423 = 61+29 = 59+31 = 53437 = 47+43
Las distancias entre los primeros sumandos de operaciones consecutivas, dos a dos,
son: 4, 6, 2,4, 6, 2, 6, 6. Asi la distancia total entre la primer y la ultima pareja

es 36.
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Ejemplo 2.2.12.
Sea my = 502 = 2(251), G(my) = 15. my = 4mod 6.

502 = 499 + 3 = 491 + 11 = 479 + 23 = 461 + 41 = 449 4+ 53 = 443 + 59 =
431471 = 419+83 = 401+101 = 389+113 = 3534149 = 311+ 191 = 269+233 =
263 + 239 = 251 + 251
Las distancias entre los primeros sumandos de operaciones consecutivas, dos a dos,
son: 8,12, 18, 12, 6, 12, 12, 18, 12, 36, 42, 42, 6, 12. Entonces la distancia total

entre la primer y la ultima pareja es 248.

Sea my = 500 = 2(2-5%), G(my) = 13. my = 2mod 6.

500 = 487 4+ 13 = 463 + 37 = 457 + 43 = 439 + 61 = 433 + 67 = 421 + 79 =
3974103 = 373+ 127 = 3494151 = 337+163 = 307+ 193 = 277+233 = 271+299
Las distancias entre los primeros sumandos de operaciones consecutivas, dos a dos,
son: 24, 6, 18, 6, 12, 24, 24, 24, 12, 30, 30, 6. Entonces la distancia total entre la

primer y la ultima pareja es 216.

Sea mz = 498 = 2(3 - 83), G(m3) = 23. m3 = 0mod6.

498 = 491 + 7 = 487 + 11 = 479 + 19 = 467 + 31 = 461 + 37 = 457 + 41 =
439 + 59 = 431 + 67 = 419+ 79 = 409+ 89 = 401 + 97 = 397 + 101 = 389 + 109 =
367 + 131 = 359 + 139 = 349 + 149 = 347 + 151 = 331 + 167 = 317 + 181 =
307 + 191 = 271 + 227 = 269 + 229 = 257 + 241
Las distancias entre los primeros sumandos de operaciones consecutivas, dos a dos,
son: 4, 8,12, 6, 4, 18, 8, 12, 10, 8, 4, 8, 4, 8, 22, 18, . Asi la distancia total entre

la primer y la ultima pareja es 234.

A las distancias entre primos consecutivos se les conoce como saltos. Para

nuestro proyecto, ademas de considerar el salto usual entre primos —en el que
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todos los primos estan involucrados— también utilizaremos el salto entre primos de
la misma clase moédulo seis.

Pero antes de hablar de los saltos, veamos un argumento de probabilidad que
nos resulta util para el problema de las distancias.

La probabilidad de que un ntimero n sea primo esta dada por

1(-5);

p<n
que, por el teorema de los niimeros primos® sabemos que, para n suficientemente
grande, la probabilidad es cercana a m. Ahora bien, si ademas le pedimos a n que
sea un primo de la forma 6k +1 6 6k + 5, a lo anterior tendriamos que multiplicarlo
por %, es decir, la probabilidad de que un nimero sea primo de la forma 6k + 1

o de la forma 6k + 5 es cercana a . Esto nos dice que encontrar un primo

_1
2log(n)
que tenga una forma en particular es mas dificil que sélo encontrar un primo del
conjunto total, y por tanto, hay que recorrer mas niimeros, lo cual, intuitivamente,
nos hace pensar que tenemos que hay que alejarnos mas. Para apoyar esta idea
intuitiva nos apoyaremos en los saltos.

Como ya habiamos mencionado, llamamos salto a la distancia que hay entre
primos consecutivos. Respecto a este tema hay muchos trabajos importantes, entre
los que destaca aquel sobre campeones de salto'®, un campedn de salto es el salto

mas frecuente. Para darnos una idea de las frecuencias con las que aparecen los

distintos saltos veamos el cuadro 2.1.

9Puede consultarse este resultado en [9].
10Esta frase la recuperamos de [5].
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Todos los primos | Primos cong 1 mod6 | Primos cong 1 mod 6
Salto
2 3423 0 0
4 3396 0 0
6 5536 3042 3445
8 2259 0 0
10 2810 0 0
12 3072 2749 2752
14 1604 0 0
16 1093 0 0
18 1760 2216 2237

Cuadro 2.1: Frecuencia de saltos entre primos consecutivos menores o iguales a 350351.

Observando los datos del cuadro 2.1 nos damos cuenta de que en los tres casos
—salto usual, en el salto sobre los primos congruentes con 1 médulo 6 y en el salto
sobre los primos congruentes con 5 médulo 6- el salto més frecuente resulta ser
el 6, sin embargo, la frecuencia con la que aparece es facilmente rebasada por la
suma de las frecuencias del dos y el cuatro, en el primer caso, y por las de doce y
dieciocho en los casos dos y tres'!.

De lo anterior se deduce que cuando n es congruente con 2 6 4 modulo 6 la
diferencia (ps, — pr,) —que tiene correspondencia con el lado perpendicular a la
recta identidad de un tridngulo asociado'? a n— puede ser igual o més grande®® que
en el caso en que n es congruente con 0 mod 6 —de los que ya habiamos notado

que ninguno mayor que 6 es de la forma n = 2p—. Por ejemplo, en el caso de los

HPyede consultarse una tabla mas completa en el apéndice correspondiente a este capitulo.

12Nétese que la diferencia (ps, —p;, ) y la distancia entre los puntos (ps, ,qs,) ¥ (Pr, > qr, ) estén
a razén /2.

13Recordemos que aunque el salto de los n congruentes con 2 6 4 es mayor que el de los n
congruentes con 0 médulo 6, estos ultimos tienen ‘el doble’ de parejas que los otros, por lo que
es probable que la diferencia (ps, — p;.,) de los niimeros n congruentes con 0 mod 6 también sea
grande. Ver ejemplos 2.2.11 y 2.2.12.
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nimeros 50, 52 y 54 se tienen las diferencias (psy, — Prsy) = 16, (Dssy — Prep) = 18y
(Pssy,—Prsy) = 16y se cumple lo mencionado —nétese que 54 = 0mod 6, 52 = 4 mod 6
y 50 = 2mod 6—. Pero en el caso de los nimeros 76, 78 y 80 las diferencias son

(Psrg — Prrg) = 26, (Dsgg — Prog) = 325 (Psgo — Prso) = 30, por lo que lo mencionado
no se cumple —nédtese que 76 = 4mod 6, 78 = 0mod 6 y 80 = 2mod 6- (figura 2.7).

(2983) 31,23)
M 1,19)
7l T54
50 (47,7)
47.5)

Figura 2.7: Tridngulos Ts9, Ts2 v Tu4 (izquierda) y Tridngulos Trg, Trs v Tgo (derecha).

Ademas de la forma que poseen los niimeros pares n = 2p, con p primo, mayores
que 6 médulo 6 y la relacion que tiene con la diferencia (ps, — p;, ), hay otras
razones por las que creemos éstos niimeros tienen ganancia de area en sus triangulos
asociados respecto de otros.

Por construccién —péags. 32-34— todos lados perpendiculares a la identidad de
los tridngulos asociados a los nimeros pares n’ que no son de la forma n = 2p; —y
estan en el intervalo (2p;_1, 2p;)— pasan por el interior del tridngulo T5,,. Ademas,
cuando n = 2p;, un segmento de la recta identidad se convierte en uno de los lados
del triangulo T5,,, por lo que los lados correspondientes —de los tridngulos 7T,,— a

éste estan contenidos en T5,,. De este modo tenemos dos maneras de relacionar a
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los tridngulos correspondientes a los enteros n = 2p; con los de los n’ que no son
de esta forma y estan en el intervalo (2p;_1,2p;).

En el primer caso, que el tridngulo 7, quede completamente contenido en 75,
(figura 2.8 (izquierda)).

En el segundo caso, que el triangulo 7, quede parcialmente contenido en T,

(figura 2.8 (derecha)).

20 20 19'19)
17)
(1917}
15 154
19,13)
1 i
(31,7
34 L ]
5 32 | o
(313) (31,5)

Figura 2.8: Tridngulos T35 y T34 (izquierda) y Tridngulos T56 y T3¢ (derecha).

En el primer caso no hay nada que hacer, puesto que al estar T}, contenido
en T5,, se tendra que el area de 75, serd mayor que el area de T, i.e.,
A(Typ,) > A(Ty).

En el segundo caso es posible!* que la suma de las dreas de Ty, comprendidas
entre los lados paralelos AB y CD y las rectas OB y OD sea mayor al drea entre
las rectas OA y OC (figura 2.9), y por tanto se tenga que A(Ty,,) > A(T)).

Decimos ‘posible’ porque esto no podemos comprobarlo, pero el comportamiento de los GI(p)
nos hace pensar asi es.
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20

B

302

Figura 2.9: Tridngulos T3¢ y T3s.

2do sustento para Conjetura 2.2.7

Ademaés de los argumentos matematicos que se presentaron en la seccion anterior
para sustentar la conjerura 2.2.7 también tenemos una serie de funciones que, por
el comportamiento que presentan, pueden servir de sostén para nuestra conjetura.
Estas se presentan ahora.

La funcién de aproximacién de las areas correspondientes a los triangulos de

los nimeros de la forma n = 2p es la siguiente
H(z) = 0.252% — 7.60x + 4748.3,

y al compararla con la funcién F(z) = 0.252% — 18.58z + 9875.23 —la funcién de

aproximacién para todas las dreas!'®

— se tiene que F'(x) « H(z) para x > 467.14 y
c=1.

Sucede lo mismo cuando se comparan las funciones de aproximacion de las areas
obtenidas para los nimeros correspondientes que son divididos en las tres clases

residuales pares moédulo seis.

15Ver pégina 39.
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Entonces las funciones de aproximacion por clases son

f(x) = 0.252% — 14.87x + 8765 para los n = 0 mod 6
g(z) = 0.252% — 29.72x + 28450 para los n = 2mod 6
h(z) = 0.25x? — 11.18z + 7532 para los n = 4mod 6,

y de esto se propone que

9(x) « f(2) < h(z)

paral® x > 441653 y ¢ = 1.
Si construimos una vez mas las funciones de aproximacién por clases, sélo que

esta vez sin'” los n = 2p.

g (x) = 0.252% — 33.2z + 30171
B (x) = 0.252% — 13.65x — 8467.6,

y las comparamos con las funciones correspondientes, resulta que ¢'(x) « g(z) y
h'(z) « h(xz) para x > 494.54 y x > 0, respectivamente, y con ¢ = 1 en ambos
casos.

Si comparamos las funciones f(z), ¢’(z) y h'(z) a través del «, el resultado sigue
respetando las desigualdades entre las funciones originales, i.e., ¢'(z) « f(z) «
h'(x), no obstante los valores de = para los cuales se tienen esas desigualdades
si cambiaron. Para x > 1167.81 se tiene que ¢'(z) < f(z) mientras que g(z) < f(x)

para x > 132558 y ¢ = 1; para z > 14125.08 y ¢ = 1, f(x) « h'(x) mientras

6Este valor es para el caso f(x) « h(z). La desigualdad g(z) « f(x) se cumple para
x> 132558y c= 1.

7Como el tnico nimero que es de la forma n = 2p miltiplo de seis es 6, decidimos no hacer
la funcién f'(z).
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2.2. TRIANGULOS DE GOLDBACH

f(z) « h(z) para x > 4416.53. Si bien las desigualdades se matuvieron, para que
h'(x) rebasara a f(z) se requirié alejarse mucho mas que h(z), y f(x) rebasé a
'

¢'(z) antes que a g(x).

Aunque ya hemos dado algunos argumentos para sustentar la tendencia de estar
arriba que muestran las areas de los triangulos de los n = 2p, hay algunos ntimero
de esta forma cuya area de su triangulo asociado no cumple con eso. Por ejemplo,
para n = 11456 = 2(5728), A(T,) = 31446720 mientras que para los dos ntimeros
anteriores a él, A(Thiiasa—airory) = 32701120 y A(Thiias2—2(5726)) = 32621050,
claramente rebasan a A(T,,) por mas de 1000000.

Mediante funciones de aproximacion veremos que, aunque la diferencia en areas
parece ser grande, los n = 2p que no cumplen con que el area de su triangulo
asociado sea mayor que las de los anteriores a éste, y estan entre ése nimero y
el 2p anterior, necesitan un “estimulo”pequeno para alcanzar, e incluso rebasar,
a aquellos que si lo hacen. Para ello vamos a obtener una nueva funcién de
aproximacién para los n = 2p que no siguen la tendencia —cumplir lo mencionado

antes—, y otra para los restantes que no se incluyen en la primer funcién. Estas

funciones son

p(x) = 0.252? — 30.39z + 30416
¢(2) = 0.2522 — 3.24z — 768.69

que al compararlas con el « se tiene que para = > 1152.85 y ¢ = 1, p(z) « ¢(x).
Pero si cambiamos ¢ por valores entre 1.1 y 1.02, esta desigualdad se invierte para

x > 0 (figuras 2.10 hasta 2.11).
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aaccond /
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Figura 2.10: Gréfica de las funciones p(z) en azul y ¢(«) en morado. Escala 1 : 1000.

220000 ‘4
2000001
1800004 7
1600004 4
1400004 ,/
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Figura 2.11: Grafica de las funciones p”(z) = £5 - p(z) en azul y q(x) en morado. Escala 1 : 1000.

A manera de resumen, podemos construir tridngulos con las parejas de
primos que suman el mismo niumero par n, y estos triangulos tienen propiedades

interesantes como que su drea siempre €S un numero par y nunca congruente con
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2.2. TRIANGULOS DE GOLDBACH

2 modulo 6. Ademds, la imagen de la funcion drea del tridngulo A(T,) corresponde
a una grafica semejante a una pardbola. También es de resaltar que los tridngulos
relacionados con los nimeros de la forma n = 2p (p primo) tienen dreas mayores

que el resto de los triangulos.
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Capitulo 3

Problema terciario de Goldbach y

poligonos reticulares

3.1. Problema terciario y su grafica

En esta seccion nos dedicaremos a analizar el problema terciario de Goldbach vy
lo haremos a través de la funcion GI(n) y su grdfica. Para este caso obtendremos
funciones de aproximacion para ésta, hechas con base en la funcion para el caso

binario y con esto explicaremos el comportamiento de GI(n).

En los capitulos anteriores ya dedicamos espacios al estudio de los nimero
de Goldbach y a su visualizacién a través de lo que conocemos como Cometa de
Goldbach. Nuestra aportacién en esta parte fue la de representar a las parejas de
primos en la reticula y dar lugar posteriormente al estudio de los tridngulos que se

forman con base en los puntos sobre la reticula.
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CAPITULO 3. PROBLEMA TERCIARIO DE GOLDBACH Y POLIGONOS RETICULARES

En el capitulo presente sentimos que el paso natural es darle un lugar al estudio
de las tercias que forman los impares asociados a la conjetura terciaria, aquella que
nos enuncia lo siguiente:

Todo nimero n impar mayor o igual que siete puede escribirse como suma de tres
nUuMeros primaos.

Al niimero de estas ternas de primos p,, ¢, y r,, cuya suma es igual a n y que
cumplen que p, < g, < 7y, se le conoce como nimero de Goldbach terciario de
n, y lo denotaremos por GI(n). Por ejemplo, GI(33) = 9, es decir, el 33 tiene 9

formas de ser representado como suma de tres primos, éstas son las siguientes:

2+2+29 3+T7+23 5+3+23
3+11+19 7+7+19 3+13+17
S+11+17 7+13+13 11+ 11411

La conjetura de Goldbach ha sido muy estudiada en lo que corresponde a la
funcién G(n) —que es la parte binaria—, pero resulta que en la parte terciaria,
ain hay mucho que decir. Contrariamente a lo conocido que es el cometa en la
conjetura binaria, se tiene que la representacién grafica de la funcién GI(n) es
muy poco conocida, y con esto es precisamente con lo que queremos iniciar este
capitulo.

Para obtener datos gréficos de la funcién GI(n) fue necesario ampliar las
capacidades del software que usamos. Cabe mencionar que hicimos bisquedas de las
imédgenes que nos dieran una idea de la grafica requerida, pero no las encontramos.
Por las razones senaladas podemos decir que lo presentado a continuacién son
aportaciones propias de la tesis.

Con toda objetividad tenemos que mencionar que esperabamos que la gréafica

de las imédgenes de la funciéon GI(n), vinculada con las ternas de primos, tuviera un
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3.1. PROBLEMA TERCIARIO Y SU GRAFICA

comportamiento no tan atractivo como el que mostré el Cometa en la binaria, pero
el resultado fue sorprendente y totalmente diferente a lo mostrado por el Cometa.

La grafica de la funcién GI(n) es la siguiente (figura 3.1).

[ Hertamuenta pars el s de los vaiones cbAemdos por b conjriurs de Gokfech —
Hervsrmmertay

Beticule |
S uma e premes w| sumandos [3 ot racaat T Vs et o | 1 [P—
AR || uaca [ T Momstm apmom. a1 J —
| |, el

5] v
R SOLO gy aficaien TS0 pursiest i e X8 7 Gusde conkguacin o nli
L T ——— o] M, Maes 28110

s

™ Musens romesss [ [

Mumeba bos conguantes a5 bbb § | Mumitia | [ slwtiouks e [5E |

Figura 3.1: Gréfica de la funcién GI(n).

Se puede ver que existen dos grandes bifurcaciones —las cuales abordaremos
mas adelante—, y en comparacién con el Cometa, el crecimiento del ntimero de
Goldbach de los impares es mucho mas acelerado que el de los pares.

Antes de tratar de acercarnos a una explicacion de porque se generan las
bifurcaciones, veamos primero de qué manera se comportan las imagenes de la
funcién GI(n), y asi podremos entender més sobre los nimeros de Goldbach en su
forma terciaria.

Como n = p + q + r, y dado que se tiene que considerar que esta terna de
sumandos primos no tiene porque ser Unica, entonces en cada terna sucederd que

al menos uno de los primos estard forzado a ser menor que 3. !

'Por lo menos uno de los sumandos tiene que ser menos que 3, porque de lo contrario si los
tres son mayores, entonces la suma de los tres primos serd mayor que n y esto no es posible.
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Para nuestro estudio fijaremos a uno de los tres primos, supongamos que es p,
entonces, como p es fijo se tendra que los primos ¢ y r estan obligados a sumar
un numero par? (n — p). Asi, a partir de fijar un primo, ahora se puede usar como
elemento base de nuestro analisis a la cantidad de parejas asociadas a cada niimero
par (n — p), es decir, podemos usar nuestros conocimientos de los nimeros de
Goldbach en la forma binaria. De la conjetura binaria sabemos que hay G(n — p)
formas de escribir a n impar como suma de tres primos, pero con la caracteristica
de que cada tercia tendra siempre al primo p. Ademas, al ser p un primo menor

o igual que %, podemos hacer lo mismo para cada primo que cumpla con esta

3 )
condicién.

Lo anterior nos lleva a que

GI(n) = Z G(n—p)ec(O)

No obstante, el riesgo de repetir triadas es alto. Para visualizar esto

desarrollaremos los ejemplos para los nimero 33, 31 y 29.

Ejemplo 3.1.1 (Caso del 33).
La tercera parte de 33 es 11, entonces solo nos enfocaremos en los primos menores
o 1guales que 11, que son los que ocuparan el lugar del primer sumando de cada

terna. Las ternas son estas

3B3=2+2+29
B=3+7+23=3+11+19=3+13+17
3B3=5+5+23=

2Salvo cuando p = 2.

o8



3.1. PROBLEMA TERCIARIO Y SU GRAFICA

33=7+3+23=T+7+19=7+13+13
33=11+3+19 = = 11411 +11,

por lo tanto GI(33) = 9 y, el nimero de ternas dadas por la cota construida ({)?

es 12.

Ejemplo 3.1.2 (Caso del 31).
La tercera parte de 31 es 10.3, entonces tomaremos solo a los primos menores o

wquales que 10, asi, las ternas son estas:

3l =3+5+23=3+11+17
3l=5+3+23=5+7+19=5+13+13
A =7T+5+19=7T+7+17=7T+11+13

donde GI(31) =7, y el nimero de ternas dadas por la cota () es 8.

Ejemplo 3.1.3 (Caso del 29).

La tercera parte de 29 es 9.6, para los primos menores o iguales que 10:

29=3+3+23=3+7+19=3+13+13
29=50+5+19=5+7+17=5+11+13
29=T7T+3+19=T7T+5+17T=7+11+11

donde GI(33) =7, y el numero de ternas dadas por la cota ({) es 9.

Para los tres casos, consideraremos como triadas repetidas a aquellas en las que
el primo que tomamos como base es mayor que alguno de los sumandos restantes

de la triada. Ademds, en la medida que el primo p se acerca a %, aumenta la

3Las ternas marcadas con el mismo color —distinto de negro— son, salvo por el orden, iguales,
por lo que, para obtener GI(n) sélo cuenta una de cada color.
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posibilidad de que alguna de las triadas donde p aparece se repita. Lo primero que
podemos concluir es que mas que una aproximaxion, lo que tenemos es una cota

superior, 1.e.,

p, primo,
p<y

De lo anterior proponemos que sumar numeros de Goldbach de la conjetura
binaria es una via para acercarnos al valor de GI(n), y aunque lo que construimos

fue una cota superior, para nuestro proposito, ya es de gran utilidad.

3.1.1. Una aproximacién de GI(n)

En esta seccién retomamos la funciéon de Hardy-Littlewood para usarla —como en
el caso binario— en el estudio de GI(n). Para este caso de GI(n) usaremos la cota
de (I) que nos ayudard a entender su comportamiento.

En cuanto al crecimiento que muestra la grafica de GI(n), creemos que éste
puede interpretarse partiendo de la suposicién de que para cada n, se tendria que
G(n —p) es la misma para toda p, y lo denotaremos por G(n'). Como resultado de

esto tendriamos que?

P, primo,
p<%

4Usamos 7(%) porque la suma es hasta los primos menores o iguales que %.
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Pero, ya se habia dicho en el capitulo uno que G(n) es creciente y como m(n)
también lo es, entonces GI(n) es muy cercana a ser un producto de funciones
creclentes.

Con base en la construccion de GI(n) como producto de dos funciones, ahora
construiremos una nueva cota para el nimero de Goldbach de los impares.

A partir de la expresién (II) vemos que G(n') estd de alguna manera
reemplazando al término G(n — p) de la expresién (I). Por otro lado, como p < %,

2n

entonces se tiene que n — p > %', ademds como G(n) es creciente, entonces

G(22) < G(n —p) para p < %. De esto se sigue que

2n ,
Y, Gln-p) = (5 G
p,p'ri:tn,o,
P<3

En cuanto a las funciones 7(n) y G(n), sabemos que®

7(n) ~ Tog (1)

(leJT(Ln))2 L1 (i - ;)

pln

Ademas, con base en el analisis que se hizo sobre el Cometa de Goldbach en

-1
el capitulo uno, sabemos que el factor H (p—2> hace que la formula de Hardy-

pn
Littlewood sea menos estable, ya que ésta depende en gran parte de los primos que

dividen a n. Recordemos también que la formacion de sectores —en el cometa— se

-1
520 71y H b es la aproximacion de Hardy-Littlewood, la cual ya se habia
(log(n)) ‘ p—2

pln

abordado en el capitulo uno.
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debe a la aparicion del nimero tres como factor primo; y en cuanto a las bandas que
aparecen en cada sector, se debe a las combinaciones de los factores primos que las
determinaban. Es por estos elementos por lo que en un intervalo el comportamiento
de los nimeros de Goldbach es tan variable. En la figura 3.2 se puede apreciar que
la linea que oscila es la que nos determina el orden de aparicién de los nimeros de

Goldbach para el caso binario.

Figura 3.2: Cometa de Goldbach con marcas.

Ya hemos visto que la formula de Hardy-Littlewood

n p—1
20 gt | | <p - 2>

pn

es de comportamiento inestable y por tanto es muy complicado realizar el calculo

completo de ella en un intervalo determinado. Entonces, en vez de trabajar con la

férmula completa sélo utilizaremos® el factor QC’QW.

SEsta funcién vive en la banda inferior del Cometa de Goldbach. Véase Capitulo uno pags.
21-22.
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De esta forma, al sustituir 7(3) y G(%”) por sus respectivas aproximaciones

tenemos que

X o
p,,,TZ,.TO,G(”‘p“”?(z 7 Tog(®)

La figura 3.3 nos muestra los nimeros de Goldbach para los primeros 100
impares (los puntos azules), asi como a la funcién de aproximacién que construimos

para GI(n).

Figura 3.3: Grafica de los nimeros de Goldbach para los primeros 100 impares. En morado la

funcién 202@ . %-

Los datos empiricos nos indican que la funcion de aproximacion que construimos
es cercana a los puntos reales, pero esta funcién ain la podemos mejorar, y para

hacerlo nos apoyaremos en la siguiente observacién.
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Observacion 3.1.4.
St alguna de las ternas de primos que suman n tiene como sumando al 2, entonces

esa terna es de la forman =2+ 2+ p y es unica.

Demostracion.

Supongamos que n = 2+ p+qcon py q # 2, entonces n —2 = p + q. Como n
es impar, n — 2 también lo es. Ademas, como p y ¢ son primos diferentes de dos,
entonces ambos son impares y en consecuencia p + ¢ es par, y esto contradice la
igualdad n — 2 = p + ¢. Ademas, la unicidad de la terna es clara a partir de la

demostracion. W

Figura 3.4: Gréfica de los nimeros de Goldbach para los primeros 100 impares. En guinda la
2n n ./ 2n z
funcién QOQW . % y en morado la funcién 2Cy (lo;(%’g)ﬁ . (lo(_«f()g) — 1).

Por la observacién anterior ahora sabemos que —en caso de existir’—, para cada

n s6lo podria haber una terna que tiene al dos como sumando. Entonces, si el dos

"Notemos que en los tres ejemplos que dimos anteriormente, sélo uno tenfa al dos como factor
primo dentro de sus ternas. De hecho, que la terna n = 2 + 2 + p exista depende directamente de
la primalidad de n — 4
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estd contando, sucederd que al obterner el nimero de primos menores que %, se le

(%)) — 1). Véase

log(§

podra restar uno a m(%). Asi, la nueva cota serd 2Cs (ZO;(%;;))Q : (
la figura 3.4 para comparar las aproximaciones con los valores reales.

Ya presentamos una posible explicacion del comportamiento creciente que nos
muestra la funcion GI(n), y exhibimos una cota superior para sus imégenes.
Enseguida trataremos de explicar la bifurcacion que se observa claramente en la
figura 3.1.

Por auscultacién a través del programa nos fue posible identifcar a los GI(n),
pero diferenciando a que clase residual (médulo 6) pertenece cada n. En las figuras

3.5, 3.6 y 3.7 veremos las imdgenes de GI(n), pero en particular —-marcado en azul—

cuando los impares n dejan residuo 1, 3 y 5 al ser divididos por 6 respectivamente.

-] s 1 e S e B 9 oty Sa G ——

o] Ve [ T Ve [ T

Caics

BELD v b, 1000 gt T e = I
[ Somenn s, s e o ! a0 1 i

Figura 3.5: Gréfica de la funcién GI(n). En azul los nimeros n congruentes con 1 médulo 6.
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Figura 3.6: Gréfica de la funcién GI(n). En azul los nimeros n congruentes con 3 médulo 6.

T Herramenis pers o andia e

e - = S
Hevsmeertm  Reticsiar
B 2] Vit Vi et
e e R B ] B PO [
| Etidervigin wilde e art Ty WSO001 ;T.-: SOLD e graicion TSI0H pussun e P me <J005 [ (= ————
[ Musmoien b v prirss — Werd. Memi -p
S [‘_= e - .
I—me- - o Wusska fos conguenies o[ 5 middn] § ] T desicd b= 5E

Figura 3.7: Gréafica de la funcién GI(n). En azul los nimeros n congruentes con 5 médulo 6.

Las graficas nos sugieren que en la rama superior se alojan los impares que dejan
residuo 1 y 5 cuando son divididos por 6; en la rama inferior los impares que son

multiplos de 3. A partir de esto ya tenemos idea de como parece que se reparten las
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imagenes de la funcién GI(n) para cada nimero impar. Pero también es necesario
tratar de dar una justificacion matematica de este comportamiento. Para hacerlo
primero recurrimos a la construccién que proporcionamos para acercarnos a GI(n),
y ademas retomamos algunos elemento de la conjetura binaria.

Primero recordemos el hecho de que los primos p moédulo 6 sélo pueden ser de
la forma 6k + 1 6 6k + 5, es decir, p =1 6 5mod6 —salvo en los casos del 2 y 3—.
Ademas, al ser n un nimero impar, se tiene que n = 1, 3 6 5 médulo 6. Entonces,
tomando como base a n y a p determinaremos ¢ + r. Enseguida damos lugar a los
siguientes casos.
Caso 1
Si se tiene que n = 1 mod 6, entonces para cada caso de p se tiene que la suma de
los otros dos primos queda obligada a ser de la forma siguiente

Si p = 1mod6, entonces q +1r = 0mod6

Si p = 5mod6, entonces g +r = 2mod 6

Si p = 3, entonces g + 1 = 4mod6
Caso 11
Para n = 3mod 6 se tiene que

Si p=1mod6, entonces q +1r = 2mod6

Si p = 5mod 6, entonces ¢ + r = 4mod 6

Si p = 3, entonces ¢ + r = 0mod 6
Caso III
Para n = 5mod 6 se tiene que

Si p = 1mod6, entonces q +1r = 4mod6

Si p = 5mod6, entonces g + 1 = 0mod6

Si p = 3, entonces ¢ + r = 2mod 6
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Retomando el tipo de analisis que se hizo en el capitulo uno para el Cometa de
Goldbach, podemos decir que los multiplos de seis tienen casi el doble de parejas
que aquellos que no los son. De manera que al juntar lo que sabemos del Cometa
de Goldbach, con nuestro analisis anterior de los tres casos, se sigue que para los
niumeros congruentes con 1 6 5 médulo 6, a casi la mitad de los primos menores o
iguales a® % les corresponde un nimero par —q + r— que puede escribirse de muchas
formas; mientras que cuando n es congruente con 3, el tinico caso en el que su par
complementario tiene méas formas de escribirse es cuando p = 3. Es por esto que
los multiplos de 3 estan en el sector inferior de la grafica y el resto de los impares

en el sector superior.

Por otro lado, si hacemos un acercamiento sobre las dos clases marcadas en
el sector superior en la grafica nos daremos cuenta también de que, al igual que
en el sector inferior del Cometa de Goldbach y las clases residuales que estéan
representadas alli, una de ellas estd un poco mas arriba que la otra. Esto es, los
congruentes con 5mod6 tienen ligeramente mas triadas que los congruentes con

1mod6 (figura 3.8).

En el andlisis del Cometa de Goldbach se dijo que si n es congruente con
2mod 6, entonces ambos primos que forman la suma deben ser de la forma 6k + 1;
y si n es congruente con 4mod6 entonces esos primos tienen que ser de la forma
6k + 5. Ademés, en el capitulo I (pdg. 19) senalamos que los pares congruentes
con 4 mod 6 muestran que sus nimeros de Goldbach tienden a ser mayores que los
correspondientes a los pares congruentes con 2mod 6. Lo anterior podia deberse a
que para una x dada parece haber mas primos de la forma 6k + 5 que de la forma

6k + 1 menores o iguales a = (ver pags. 19 y 20).

87(z;a,6) ~ @ donde a es tal que (a,6) =1
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Figura 3.8: Acercamiento de la grafica del problema terciario en el sector superior. A la izquierda
las marcas azules indican a los niimeros congruentes con 1 médulo 6, a la derecha a los congruentes
con 5 bajo el mismo médulo.

De regreso al sector superior de la funciéon GI(n), vamos a suponer que para

n

5 sf hay mas primos p de la forma 6k + 5 que de la forma® 6k + 1 menores o

xr =
iguales a z, y lo hacemos con la finalidad de analizar si esto influye en lo observado

en la figura 3.8. Para este fin tenemos que notar lo siguiente.

Sin =5mod6 y como p = 5mod 6 entonces tiene que pasar que n—p = q+r =
0mod 6, es decir, cuando n = 5mod 6, més de la mitad de los sumandos G(n — p)

—aquellos que corresponden a los primos p de la forma 6k + 5— en

>, Gn—p)

p, primo,
p<%

dependen de que los primos ¢ y r cumplan con ¢+ r = 0mod 6, y ademas sabemos

que en esta relacion debemos usar dos clases residuales, por lo tanto, estos G(n—p)

9Recordemos que m(x;1,6) ~ @ ~ 7(x;5,6)
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son mas grandes que los correspondientes a los primos p de la forma 6k + 1 —y el

tres—.

Anélogamente, cuando n = 1mod6, y como p = 5mod6, entonces tiene que
pasar que n —p = q +r = 2mod 6. Por lo tanto, mas de la mitad de los sumandos

G(n — p) —aquellos que corresponden a los primos p de la forma 6k + 5— en

> Gn—p)

P, primo,
p<y

dependen de que los primos ¢ y » cumplan con g+ = 2 mod 6. Pero ya sabemos que
en esta relacion debemos usar solo una clase residual, y sus nimeros de Goldbach
son incluso de los mas pequenos, por lo tanto, estos sumandos G(n — p) son més

pequenos que los correspondientes a los primos p de la forma 6k + 1 —y el tres—.

Por otro lado, si en lugar de ver qué sucede con la diferencia (n—p) una vez que
fijamos la forma de p, nos enfocamos en determinar en que casos se tendra que esta
diferencia es congruente con 4 mod 6 —por ser la clase suyo nimero de Goldbach es

mas grande después de los correspondientes a 0 mod 6— se tiene lo siguiente.
Sin=1mod6y (n—p)=4mod6, entonces p = 3.
Sin=5mod6y (n—p)=4mod6, se tiene que p = 1mod 6,

lo cual es esquivalente a la comparacion que hicimos cuando determinamos los

sectores de la funcién GI(n).

Ademés, es posible aumentar en uno'® la diferencia entre los ntmeros de
Goldbach de los n = 1mod6 y los n = 5mod6, y para ello tenemos la siguiente

observacion.

10Recordemos que la existencia de la triada n = 2 + 2 + p depende de la primalidad de n — 4.
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Observacién 3.1.5.
Ningun impar congruente con 1 modulo 6 distinto de 7 puede ser escrito de la

forman =2+ 24 p con p primo.

Demostracion.
Supongamos que n es impar de la forma n = 2+ 2 + p. Recordemos que, salvo por
el 3, los primos impares médulo 6 son de la forma 6k + 1 6 6k + 5.
De esta manera,
Sin=24+2+4+pyp=1mod6, se tiene que n = 5mod6.
Sin=2+4+2+pyp=>5modb6, se tiene que n = 3mod6.
Notemos también que para que n sea congruente con 1 modulo 7 y que ademas se
pueda escribir de la forma n = 2 + 2 + p, p debe ser de la forma 6k + 3, pero el

unico primo de esa forma es 3.

Por lo tanto, ningin impar congruente con 1 moédulo 6 diferente de 7 puede

escribirse de la forma n =2 + 2 + p. [

Ya tenemos una serie de datos que nos muestran que los niimeros impares de
la forma 6k + 5 tienen un numero de Goldbach ligeramente mas grande que los
6k + 1. Ademés ya contamos con un razonamiento matematico que les proporciona
una base mas consistente.

Hasta ahora, la informacién obtenida de la funcién GI(n) del problema terciario
parece indicar que ésta tiene elementos similares a los del Cometa de Goldbach.
La gréfica de la funciéon G1(n) también se divide en dos sectores, y al igual que en
el cometa, uno de ellos tiene dos clases residuales —el sector superior contiene las
imagenes de los niimeros congruentes con 1 y 5 médulo 6—. Ademas, el tres juega,

nuevamente, un papel importante en la definicién de los sectores en la grafica de
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la funciéon GI(n). En el Cometa, los multiplos de tres estan en el sector superior y
en la funcién terciaria GI(n) en el inferior, y en ambos casos éstos permanecen en

un sélo sector y ninguna otra clase residual médulo 6 se mezcla con ellos.

3.1.2. Los primos py GI(p)

Con todas estas ‘similitudes™! podemos preguntarnos qué es lo que sucede con los
primos p y el lugar que ocupa su imagen en la funcién GI(n). Como éstos son
de la forma 6k + 1 6 6k + 5, es claro que tienen que estar en el sector superior,
pero, jsera posible que también estén en la parte superior del mismo? La siguiente

imagen muestra en rojo las imagenes de GI(p) para p primo impar (figura 3.9).

Figura 3.9: Gréfica de la funcién GI(n). Las marcas en rojo indican las imagenes de los nimeros
primos.

Aunque el resultado puede ser un tanto predecible no deja de ser impresionante

que se generan dos trayectorias con los valores de GI(p), que ademads tienen cierto

1 Que bien podrian hacernos pensar que algunos elementos —ya mencionados— de la grafica de
GI(n) es un tipo de reflexién respecto de la identidad del Cometa de Goldbach.
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paralelismo. Esto da lugar al surgimiento de nuevas dudas, ;por qué ocurre esto? y
.qué influye para que estos nimeros en particular estén atin més arriba que muchos
otros que pertenecen a las mismas clases?

Notese que hasta ahora sélo hemos trabajado con los sectores del Cometa de
Goldbach y gracias a ellos sabemos qué imédgenes de GI(n) componen cada sector
de la funcién del problema terciario, ademas, dimos una explicacién al hecho de
que el nimero de Goldbach de los impares congruentes con 5mod 6 tienda a ser un
poco mas grande que el de los congruentes con 1 méd 6. Sin embargo, si usamos sélo
los sectores —del Cometa— no podremos dar respuesta al problema de las imagenes
de los primos en GI(n), y es por esto que ahora nos apoyaremos en las bandas del
Cometa.

Recordemos que llamamos bandas a las acumulaciones definidas en cada sector,
las que se forman con base en la descomposicién en factores primos —mayores que
dos— de cada niimero par.

A partir de la formula de Hardy-Littlewood

n p—1
20 gt | | (p - 2)7

pln

con p corriendo sobre los primos impares que dividen a n, sabemos que no sélo
el nimero de factores primos distintos importa, sino también el tamano de estos,
ya que mientras mas grande sea p, el factor (1;%;) es mas pequeno, y por tanto
el numero de Goldbach se ve reducido si los primos que lo factorizan son grandes.
De las bandas que se muestran en la figura 3.10, nétese que todas ellas estan
compuestas por imagenes de niimeros cuyos factores primos son pequenos, es mas

ninguno tiene mas de un digito.
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Figura 3.10: Esto es un ejemplo de algunos pares y primos que las forman: Verde: Multiplos de
3. Rojo: Multiplos de 5. Azul: Multiplos de 7. Amarillo: Multiplos de 3 y 5. Cyan: Multiplos de
3 y 7. Magenta: Multiplos de 5 y 7. Gris: Multiplos de 3, 5 y 7. Naranja: Potencias de 2. Negro:
2p (Figura tomada de: http://www.ltg.ed.ac.uk/ richard/goldbach.html).

El andlisis de GI(p) con p primos lo haremos retomando lo que sabemos de
las bandas formadas en el cometa. Asi, veremos a GI(p) a través de la suma de
numeros de Goldbach correspondientes a los enteros pares. Esto es, ya habiamos
dicho que una forma de aproximar al nimero de Goldbach GI(n) para n en los

impares es mediante la suma

>, Gn—p)

p, primo,
P<E

la cual se construyé a partir de considerar a n como la suma de tres primos, i.e.,

n = p+ q + r, con la caracteristica de que p primo varia en un rango menor o

n

igual que 7. Al hacer esto la suma'? ¢ + r queda fija cada vez que asignamos un

12Que al mismo tiempo es igual a (n — p).

74



3.1. PROBLEMA TERCIARIO Y SU GRAFICA

valor especifco para p. Notemos que para este caso la informacién que extraemos
del Cometa de Goldbach la usaremos directamente al trabajar con la diferencia
(n—p).

Ahora, lo que queremos saber es en qué banda esta (n—p), y nos serd mas util ver
esta diferencia como producto de potencias de primos, i.e., (n—p) = 2%*-pi™* - - - p&m.
Es importante notar que (n — p) es par cuando p # 2, por lo que la construccién
que estamos dando sélo aplica para los primos p impares.

Con base en lo que sabemos sobre las bandas a partir de la formula de Hardy-

Littlewood, aplicado a (n—p) = 2% -p* - - - p&m, y considerando los datos arrojados

por el Software, proponemos la conjetura siguiente.

Conjetura 3.1.6.
Sin y m son dos nimeros impares distintos tales que’®> m < n pero GI(n) <
GI(m), y ademds cada uno de los términos (n —p;) y (m — p;) correspondientes a

cada sumando de

Q

GI(n)~ >, G(n—p)

Pi<y

GI(m)

Q

Z G(m — pi),

Di, primo,
PI< %

respectivamente, tienen una factorizacion que podemos caracterizar asi:

13Proponemos la siguiente igualdad porque queremos que n y m sean enteros cuya diferencia
tienda a dos.
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o,

. aq
{29 - 5] sy cons; < sj41 y a; # 0, para cada 3 < p; < 2}

P B%
{Qaz LR

cont; <tj1 y B #0, para cada 3 < p; < '}

respectivamente. Entonces, proponemos que para la mayoria de los t1; eviste un s,

tal que ty, < 1, 14

En caso de que para algunos (n — p;) y (m — p;), los factores s, y t1,,
respectivamente, fueran iguales, entonces se hace la comparacién para s, y ta,.
Si ocurre lo mismo con sy, y ¢z, entonces continuamos con el siguiente primo de la
factorizacion y asi sucesivamente.

Para entender mejor lo que estamos planteando en la conjetura 3.1.6,
construyamos algunos ejemplos. Como los nimeros de Goldbach de los impares
congruentes con 1 6 5 son mas grandes que los correspondientes a los multiplos
de 3, entonces solo haremos comparaciones entre impares que estén en el mismo

sector.

Ejemplo 3.1.7.

Sea m =53 yn =55. GI(53) = 16 y GI(55) = 15.

Los primos p impares menores que 53—3 Yy % son 17, 13, 11, 7, 5 y 3. Entonces, para
cada uno de ellos tenemos los pares m —p yn — p, y los escribiremos de la forma

ar

n_p:2a.p1 .. -

4 Notemos que si (n—p;) y (m—p;) estéan en el sector superior del Cometa, s, y ¢, son iguales
a tres, por lo que sa, y to, son los encargados de definir a partir de qué banda se encuentran los
ntimeros de Goldbach de (n — p;) y (m — p;). Por otro lado, si (n — p;) y (m — p;) estén en el
sector inferior, s1, y t1, definen a partir de qué banda se encuentran sus nimeros de Goldbach.
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Para m = 53 Para n = 55
53— 17=36=2%-3> 55—-17=38=2-19
53—-13=40=2%-5 55-13=42=2-3-7
53 —11=42=2-3-7 55—11=44=2%.11
53 —T7 =46 =2-23 55 — 7 =48 =2%.3
53 —5 =48 = 2.3

55 —3=52=22-13

Si nos fijamos tnicamente en los pares que no se repiten'®, nos daremos cuenta
que no todos los factores primos de los pares asociados al 53 son menores que los
asociados al 55, puesto que 23 no es menor que 19, 13 u 11. Sin embargo, tenemos
un 3 y un 5 como factores que hacen que el nimero de Goldbach crezca mas que

11 y 13, compensando lo del 23.

Notemos que dos de los tres factores mas pequenos de las factorizaciones de
(53 — p) que no se repiten —que estan en color negro—, son mas pequenos que los

correspondientes de (55 — p). Con esto, se cumple lo establecido en la conjetura.

Ejemplo 3.1.8.
Seam =77 yn="79. GI(T7) = 28 y GI(79) = 24.

Los primos p impares menores que % Y ? son 23, 19, 17, 13, 11, 7, 5 y 3.

15Los niimeros marcados con colores iguales —salvo el negro— son los pares que coinciden en
ambas listas.
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Param =77 Paran =179
77T—23=54=2-33 79 —23=56=2%.7
77—19=58=2-29 79-19=60=2%-3-5
77T—-17T=60=2%.3-5 79-17=62=2-31

77— 13 =64 = 26 79—-13=66=2-3-11
77—11=66=2-3-11 79—-11=68=22-17
TM—-T7T=70=2-5-7

79—-5=74=2-37
TT—3=74=2-37 79—-3=76=2%-19

Al factorizar los pares de cada lista y quitar los repetidos, podemos notar que,
en el caso del 77, permanecié un par multiplo de 3, uno de 5 y uno de 7, mientras
que al factorizar los pares asociados al 79 se encontré que el primo mas pequeno en
todas las factorizaciones fue el 7, es decir, tres de los cuatro factores mas pequenos
de las factorizaciones de (77 — p) que no se repiten —que estan en color negro—,
son mas pequenos que los correspondientes con (79 — p). Con esto, se cumple lo
establecido en la conjetura.

La conjetura anterior trata de explicar porque algunos niimeros impares tienen
un numero de Goldbach mas grande que otros, incluso dimos unos ejemplos que
son consistentes con el, pero aiin no hemos dicho nada acerca de los primos que
fue lo que nos motivé a utilizar las bandas y a desarrollar la conjetura 3.1.6.
Desafortunadamente, para tratar de explicar el comportamiento que muestran los
primos en la funcién GI(n) no contamos con méas que la gréfica, la Conjetura 3.1.6

y la teoria tras ella, por lo que sélo podemos lanzar esta otra conjetura.

78



3.1. PROBLEMA TERCIARIO Y SU GRAFICA

Conjetura 3.1.9.
: . . . : » :
St p es un nimero primo y, para cada p; primo impar menor que § se tiene que
aq . Oy g
pP—pi=2%8 " Sy, cons; < si1 Y a; # 0, entonces la mayoria de los sy, son

primos pequernosC.

Ejemplo 3.1.10.

Sea n = 313, n es un numero primo. Los primos impares menores o iguales que
3—;)3 son 103, 101, 97, 89, 83, 79, 73, 71, 67, 61, 53, 47, 43, 41, 37, 31, 29, 23, 19,
17,13, 11, 7, 5, y 3. Asi, los pares p — p; se factorizan de las siguientes formas

313—-3=2-5-31 313—5=22.7-11 313-7=2-3*-17
313 -11=2-151 313—-13=22-3-5* 313—-17=23%-37
313—-19=2-3-7° 313 —-23=2-5-29 313—-29=22-71
313—31=2-3-47 313—-37=22-3-23 313—41=2%-17
313—-43=2-3*-5 313—47=2-7-19 313-53=2%.5-13
313—61=22-3%-7 313—-67=2-3-41 313-T1=2-3-41
313—-73=2'-3.5 313-79=2-32-13 313-83=2-3%-17

313—-89=2°-7 313 —-97=23.33 313 — 101 = 2%-53
313-103=2-3-5-7

Notemos que de los 25 pares que escribimos como potencias de primos sélo para
4 de ellos s; > 43. En este caso se podria pensar que como este primo es pequeno
entonces de manera natural tendrian que aparecer primos menores o iguales que
43 entre sus factores. Pero, ante esta observacion consideramos adecuado construir
otro ejemplo con un nimero mayor, éste es el 1201. Para este caso resulté que de

las 76 diferencias (1201 — p;), sélo 15 de ellas no tienen factores primos menores

16De manera particular diremos que p es un primo pequeifio si es menor o igual que 43. Véase
pag. 27-28.

79



CAPITULO 3. PROBLEMA TERCIARIO DE GOLDBACH Y POLIGONOS RETICULARES

o iguales que 43. En ambos ejemplos obtenemos que aproximadamente una quinta
parte son los que no tiene ese tipo de factores, por lo tanto, con base en la teoria
expuesta en las secciones anteriores y los ejemplos, pensamos que la conjetura es
viable.

Como ya se menciond, la grafica de los nimeros de Goldbach de los impares
muestra que las imédgenes de la funcién GI(p), para los primos, tienden a estar
en la parte superior de ésta. Pero éste no es el tinico comportamiento notable
de las imédgenes de los primos en GI(n), ya senalamos que ellos también generan
dos trayectorias con un cierto ‘paralelismo’ (figura 3.11). Aunque no podemos dar
una justificacion plena de este comportamiento, si trataremos de bosquejar una

explicacion.

Figura 3.11: Gréfica de la funcién GI(n). Las marcas en rojo indican las imégenes de los nimeros
primos.

Recordemos que modulo 6, los primos impares deben ser congruentes con 1
6 5, salvo el 3. Ademads, ya habiamos notado que los niimeros congruentes con 5

modulo 6 tienen un numero de Goldbach GI(n) ligeramente més grande que el
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correspondiente a los congruentes con 1 médulo 6. Entonces, si identificamos a las
imagenes de los primos p en GI(n) con rojo, y si ademds queremos visualizar a

éstas separadas por las clases residuales 1 y 5 mddulo 6, entonces agregamos el

color azul para diferenciarlas, ver figuras'” 3.12 y 3.13.
En resumen, las imagenes de los primos p que son congruentes con 1 médulo
6 estan en la linea inferior, y los congruentes con 5 médulo 6 en la superior. Esto

nos proporciona una idea de esta extrana forma de acomodo de las imégenes de

los primos en la funcién GI(n).

s R - preery

== I e T T e s

Ut sl o e Ty I 3 by | Mo 2l [ §
= L et U 1) == LU

9 i e e l’_- S SO Ml

T baney

W o o T it T (AL W = [

Figura 3.12: Gréfica del problema terciario para valores en el intervalo (10000,15000). En rojo se
indican los ntimeros primos y en azul los congruentes con 1 médulo 6.

1"En el apéndice de la seccién pueden consultarse mas imdgenes sobre esto.
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Figura 3.13: Gréfica del problema terciario para valores en el intervalo (10000,15000). En rojo se
indican los ntimeros primos y en azul los congruentes con 5 médulo 6.

3.2. Poligonos de Goldbach

En esta seccion representaremos las triadas de primos para cada impar, pero ahora
es en el espacio, y ensequida consideramos las proyecciones sobre uno de los pla-
nos, ahora, con los nuevos puntos sobre un plano construiremos lo que serdn los
poligonos de Goldbach. Para hacer lo senalado nos apoyaremos en la envolvente
convexa y a partir de esto estudiaremos algunas de sus caracteristicas, como son

el drea, el numero de puntos en la frontera y el numero de puntos interiores.

En la seccion 3.1 de este capitulo hemos exhibido del problema terciario de
Goldbach, y ademés mostramos algunos aspectos del comportamiento que presenta
la gréfica de GI(n). Ahora, con base en lo analizado, consideramos que es momento
de adentrarnos en otro de nuestros puntos de interés. Este es el de llevar los

datos del problema terciario a una reticula para obtener nueva informacion que
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originalmente no se contemplaba en el estudio de las ternas de Goldbach. Ahora
demos lugar a las definiciones que requerimos para adentrarnos en el objeto de
nuestro estudio.

Recordemos que el problema terciario nos indica que para cada impar n mayor o
igual que siete existe al menos una terna de primos p, ¢, r cuya suma es n. Por otro
lado, si visualizamos esta terna como el punto en el espacio (p,q,r), entonces —de
manera semejante a la conjetura binaria—, se tiene que todas las triadas asociadas
a n estan en el plano z +y + 2z = n y, como ocurria con las rectas, para cada impar
n se tendra que los respectivos planos también son paralelos (figura 3.14). Nétese
que para cada n;, su plano correspondiente x + y + z = n; siempre tiene el mismo

vector normal (1,1,1).

Figura 3.14: Planos z + y + z = n, para n = 33,35 y 37.

Ademas, como p, ¢ y r son primos positivos que suman n, entonces ninguno
puede excederlo y, por tanto, todos los puntos que estan asociados a las triadas que
generan a n estdn en una porcién triangular del plano, cuyos vértices son (n, 0, 0),

(0,n,0) y (0,0,n). Véase figura 3.15.
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Figura 3.15: Plano  + y + z = n. En rojo el tridngulo con vértices (n,0,0), (0,7,0) y (0,0,n).

En las secciones que siguen haremos un analisis de las traidas de primos que
representan a cada impar, pero vistas desde una reticula. Nuestro interés principal
es estudiar el poligono que se forma con estos puntos y que a la vez esta contenido
en el plano x + y + z = n. Por otro lado, sabemos que es mas complicado trabajar
con los puntos directamente en un plano que tiene vector normal (1,1,1), que en
uno como el XZ. Es por esta razén'® por la que preferimos trasladar los puntos a
un plano a través de una proyeccion.

Notemos que en el plano X Z sélo puede haber una pareja de la forma (p, p)
por la condicion de que p < ¢ < r, y ademas las coordenadas de cada punto siguen
siendo enteras.

Para entender mejor lo que presentamos veamos un ejemplo.

18Y otra de las razones es porque hemos estado trabajando la teoria de reticulas en el plano.
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Ejemplo 3.2.1.

Sea n = 33. Las triadas que lo suman son

(2,2,29), (3,7,23), (3,11,19), (3,13,17), (5,523), (5,11,17), (7,7,19), (7,13,13),
(11,11,11),

y al proyectarlas sobre X Z nos queda

(2,29), (3,23), (3,19), (3,17), (5,23), (5,17), (7,19), (7,13), (11,11)

Si trazamos las rectas que pasan por los puntos que tienen las misma coordenada
en x (izquierda) o z (derecha), la gréfica en el plano nos queda como se muestra

en la figura 3.16.

-(2.29.\ 2, 29)

284 ok

264 %

{3, 23) | (5. 23 i3, 23) (5,23)
- L]

Figura 3.16: Proyeccién de las ternas asociadas a 33 en el plano XZ. A la izquierda las rectas
x = 3,5y 7. A la derecha las rectas z = 23,19 y 17.

Notemos que en los puntos marcados sobre las paralelas una coordenada es fija,
las dos imagenes en 3.16 representan la construccién que dimos para GI(n). Cada

paralela nos muestra cuantas triadas diferentes se estan anadiendo por cada primo
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a GI(n)," que aparece en alguna coordenada x (izquierda) o z (derecha). Si en
lugar de fijar x o z, fijiramos y, aun se seguirian formando rectas paralelas, solo

que ahora todas estarfan inclinadas a 45 grados (figura 3.17).

13 (7, 13)
[ ]

(11, 11)
-

. |
1'b\1 2 1
S

Figura 3.17: Proyeccion de las ternas asociadas a 33 en el plano X Z y las rectas z + 2z = 20,22 y
26.

Aunque ninguna de las rectas de las figuras anteriores corresponde realmente a
las rectas que se forman en el plano x4y + z = n, las que verdaderamente si estan,
son aquellas que se forman a partir de insersecar el plano = + y + 2 = n con los
planos x = p, y = p o z = p. Todas las rectas tienen el mismo vector normal
(0,1,-1), (—=1,0,1) 6 (1,—1,0), respectivemente, por lo que ain en el espacio se

ve que son paralelas.

19Cuyo rango de valores varia dependiendo de la variable a la que sea igual. En el caso que sea
igual a z, tiene que ser menor o igual que 7; si es igual a z, mayor o igual al mismo nimero y a
lo més n — 4.
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3.2.1. Poligono reticular y envolvente convexa

Dado que, por construccion, todos los puntos reticulares en el plano XZ
asociados a un impar n, tal que GI(n) > 3, no pueden pertenecer a la misma recta,
entonces es posible construir cualquier configuraciéon que nos sea posible hacer o
que podamos requerir. En el caso de este trabajo recurriremos a la construccion
de un poligono reticular sin tener que requerir el uso del origen. Consideramos que
ya no es necesario como si lo fue en el caso binario ya que todos los puntos se
encontraban en una recta y por lo tanto no podiamos formar el triangulo reticular

si no era considerando al origen.

Dentro de la variedad de poligonos reticulares nosotros usaremos los convexos y
para homogeneizar la construccién de cada uno de ellos decidimos usar la envolvente

convexa para cada conjunto de puntos.

Primero necesitamos definir lo que es un punto externo dentro de un conjunto
de puntos reticulares S. Decimos que G es un punto externo de S si existe una
recta que pasa por G de manera que el resto de los puntos de S se encuentran en
el mismo semiplano definido a partir de dicha recta. Si G no es externo decimos

que es un punto interno (figura 3.18).

Una manera de definir la envolvente convexa de S es tomando dos puntos
distintos de S, digamos A y B, y si el resto de los puntos de S quedan en el
mismo semiplano definido a partir de dicha recta, entonces el segmento de recta
AB es uno de los lados de lo que llamaremos envolvente convexa. Asi el conjunto
de segmentos de rectas con estas caracteristicas y que a la vez forman un poligono

es lo que conoceremos como envolvente convexa (figura 3.19).
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L]

*w

N
=

Figura 3.18: El punto G es externo ya que hay una recta que pasa por él y todos los puntos de
S — {G} estan en el mismo semiplano. Por otro lado, D es un punto interno ya que no existe un
recta que cumpla con que todos los puntos de S — {D} estén en el mismo semiplano.

Figura 3.19: Las rectas en verde constituyen la envolvente de S. Las recta en azul ejemplifican a
aquellas que no forman parte de la envolvente.

Es muy importante mencionar que en la literatura matematica podemos
encontrar mas de una forma de definir a la envolvente convexa, para consultar

mas de estas definiciones vea [4] y [6].
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Notese que la definicion que hemos dado intrinsecamente es un algoritmo que

nos lleva a la posibilidad de construir la envolvente convexa. Ademas, este poligono
— lvente— es tinico®® y el m4 n d lo, habri

convexo —o envolvente— es tinico”” y el mas pequeno, pues de no serlo, habria una
envolvente convexa E que esté contenida dentro del poligono construido a partir
del algoritmo, pero de ser asi al menos uno de los vértices, que son a la vez los
puntos externos, del primero, no estaria en F, y esto seria una contradiccion, ya
que por lo menos ese punto no estaria contenido en E y por lo tanto no es su

envolvente convexa (figura 3.20).

Figura 3.20: Célculo de la envolvente convexa de S mediante el algoritmo dado.

Ahora ya tenemos todos los elementos necesarios para definir lo que son los

poligonos reticulares que se derivan del problema terciario de Goldbach.

20Es tinico porque cada lado de la envolvente estd formado por dos puntos externos y como
cada segmento es tnico entonces el poligono también lo es.
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Definicién 3.2.2.
Sea

R, ={(p,q,7) € Z3 |p,q,r sonprimos,n =p+q+nr,p<q<r}

R ={(p,r) € Z? |p,r sonprimos,n —q=p+r,p<q<r}

Definimos a lo que llamaremos poligono de Goldbach asociado a n, denotado

por P,, como la envolvente convera de R) (figura 3.21).
(3..31)
-
(3.:29) (5,,29)
-
(3.,23) (5,,23)
-

(3..,19) (7, 19)
- -

(5,.17) (11. 17)
- -

(L3, 13)
L]

Figura 3.21: Poligono Psg.

Veamos otras propiedades de los puntos reticulares que nos seran ttiles en esta
seccion, bajo la idea de que las usaremos para estudiar a los poligonos de Goldbach

que definimos en el parrafo anterior.
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Definicién 3.2.3.

Decimos que un punto entero A = (x,y) es visible si sucede que en el segmento de
recta OA?' no tiene puntos enteros, diferentes de los extremos. Si en el segmento
OA se localiza mds de un punto entero (ademds de los extremos), entonces diremos

que A es un punto oculto (figura 3.22).

35+
ELS
25+
20
15

10

Figura 3.22: Punto visible (A) y punto oculto (C).

Proposicién 3.2.4.
Sea A = (x,y) un punto entero entonces A es visible si y sélo si el mdzimo comin

divisor de x y y es iqual a uno.

Demostracion.

Sea A = (x,y) un punto visible tal que mcd(x,y) = d, y ademds d # 1. Entonces
d|lz y dly, es decir, dky = x y dky = y, para ky, ks enteros, entonces sucede que
el punto (z,y) estd oculto por (ki, ks), y esto contradice la hipétesis, por lo tanto

d=1=med(z,y).

21Consideramos que O = (0,0).
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Reciprocamente, sea A = (z,y) un punto entero tal que med(z,y) = 1.
Supongamos que A es un punto oculto, es decir, existe un punto entero M =
(my,my) localizado en el segmento OA. Sean M’ y A’ las proyecciones de M y A,
respectivamente, sobre el eje x (figura 3.22 (derecha)).

Entonces AOM'M ~ NOA'A, asi

oM’ MM’ oM’ _ OA

OA’ = AA MM’ ~— AA

Como OM’ = |my|, MM' = |my|, OA" = |z| y AA" = |y|, entonces
) =131
Nétese que [my| < [z] y |ms| < [y| dado que M # A. De esta forma ¥ se puede

simplificar a la fracccién o, contradiciendo que x y y son primos relativos. ]

-t

Figura 3.23: Representancion gréfica de la proposicién 3.2.4 .
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Proposicién 3.2.5.
Sean x yy dos nimeros enteros y A el punto reticular A = (z,y). Entonces m + 1
(m = 1) es el mimero de puntos enteros en el segmento OA —incluyendo extremos—

si y solo si m = med(z,y).

Demostracion.
Supongamos que m = 1, entonces en el segmento OA sélo hay dos puntos enteros,

O y A. Por lo tanto A es visible y por la proposicién 3.2.4 med(z,y) = 1.

Ahora, si m > 1, entonces en el segmento de recta OA hay al menos un punto
entero distinto de los extremos. Sea B = (p,q) un punto visible en el segmento

OA, entonces med(p,q) =1y (mp,mq) = (z,y), es decir, (z,y) =m - (p,q) = m.

Reciprocamente, si m = med(x,y) y m = 1, entonces x y y son primos relativos y
por la proposicién 3.2.4 A = (x,y) es visible, y por tanto en el segmento OA hay

m+1=14+1= 2 puntos enteros.

Sim > 1,y como m|x y m|y entonces existen enteros ki, ko tales que mky =z y

mko = y.

Sea B = (ki,ks), y dado que ky = = y ky = X entonces mced(ky, k) = 1, y por lo
tanto B es visible y A estd oculto por B. Puesto que mB = A, entonces hay m + 1

puntos enteros en el segmento OA. O]

Observaciéon 3.2.6.
Si P = (a,b) y Q = (¢,d) son dos puntos reticulares cualesquiera, el nimero de

puntos enteros en el segmento PQ es m + 1 donde m = mcd(a — ¢, b — d).
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A partir de estas propiedades y del Teorema de Pick podemos demostrar que

el area de P, es un numero entero.

Proposicién 3.2.7.
El drea de cualquier poligono de Goldbach es un natural, es decir, A(P,) es un

natural.

Demostracion.

Sea {(p1,71), (p2,72), oy, (Dm,7Tm)} €l conjunto de vértices de P,.

Por el Teorema de Pick?® basta probar que el ntimero de puntos enteros en la

frontera de P, es par.

De la observacion 3.2.6 se sigue que en cada arista de P, que es (p;, 7;)(Di+1,Tix1),
hay [mcd(p; — piv1,7i — riv1) — 1] puntos reticulares, sin contar los extremos, por
lo que el nimero de puntos reticulares en la forntera de P, es el nimero de puntos

en cada arista sin extremos, mas el nimero de vértices, es decir,

m

b= Z(mCd(pi — Pit1,Ti —Tiv1) — 1) +m
i=1

m
B = 2 med(pi — Piy1,Ti — Tiv1),
i=1

donde (pm — Pm+1,Tm — Tm—s—l) = (pm —P1,Tm — Tl)-

22Recordemos que el Teorema de Pick nos dice que el drea de un poligono reticular estd dada

por:

A(P)=§+I—1,

donde B es el numero de puntos reticulares en la frontera de P e I el niimero de puntos reticulares
al interior de P.
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Asi, para ver que B es par, es suficiente demostrar que hay una cantidad par de

med(pi — piy1,Ti — Tig1) impares.

Observemos que si p;, pit1, Ti, Ti+1 son impares®? entonces las diferencias p; — pis1
y T; — Tix1 son pares, por lo que mcd(p; — piv1,7; — Tir1) €S par. Si pasara que
pi = piy1 entonces tendriamos la pareja (0,r; — 7;11), pero el maximo comun
divisor de esa pareja es r; — r;; 1. Andlogamente, si r; = 7r;y;1, entonces el

med(p; — piv1,0) = p; — pit1, que es par salvo en el caso que p; = 2 6 pyq = 2.

Asi, para probar que A(P,) es entero, s6lo es necesario analizar el caso en el que

uno de sus vértices es de la forma (2,r;) para algin j =1, ..., m.

Entonces, si p; = 2 se tiene que med(2 — pjy1,7; — 1j41) y med(pj—1 — 2,rj-1 —1})
son nuiimeros impares. Pero de la observacién 3.1.4%* se sigue que las tnicas aristas
que tienen un vértice de la forma (2,7;) son esas dos, y por tanto sélo hay dos
diferencias cuyo maximo comun divisor es impar. Por lo tanto B es par y en

consecuencia A(P,) es un nimero natural. O

Las sorpresas que nos han dado las representaciones aditivas de los enteros pares
no se terminaran pronto, recordemos en primer lugar al Cometa de Goldbach; la
franja de los ‘primos’ dentro del cometa y la grafica de las areas de los triangulos
asociados a los nimeros de Goldbach binarios. De la misma manera nos asombré ver
como crecia de una forma casi perfectamente bifurcada la relacién entre enteros

impares y ntimeros de Goldbach para la representacién terciaria con los primos,

23Recordemos que al ser p; v 7; las coordenadas en x y z de la terna n = p; + ¢; + 74,
respectivamente, sus rangos de valores son los intervalos (2,%) v (§,n — 4). Nétese también
que p; es el Unico —entre p; y 7,— que puede ser par.

24Fsta nos dice que si alguna de las ternas de primos que suman n tiene al 2 como sumando,
entonces esa terna es de la forma n = 2 + 2 4+ p y es uUnica.
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sin embargo no seguiremos con las propiedades de la funcién GI(n). En lo que
resta del capitulo analizaremos un poco mas a los puntos reticulares que forman
los poligonos de Goldbach.

En este contexto exploraremos mas a las areas que generan las envolventes
convexas. En primer lugar veamos la tabla de datos siguiente que nos indica la
relacion entre un ntmero impar; la cantidad de sus representaciones como suma
de tres primos;?* el drea de su envolvente convexa, y las dos columnas finales son
la cantidad de puntos reticulares que se quedan dentro o sobre la frontera de la
envolvente convexa. Los datos que se presentan en la gréfica son hasta el niimero

89, pero trabajamos hasta el 205.

Namero | GI(n) | A(P,) | Frontera | Interior
7 1 0 0 0
9 2 0 0 0

11 2 0 0 0
13 2 0 0 0
15 3 3 3 0
17 4 6 4 0
19 3 2 3 0
21 > 10 4 1
23 5 8 4 1
25 5 16 5 1
27 7 29 5t 2
29 7 22 6 1
31 6 24 5 1
33 9 49 6 3
35 8 47 5 3
37 9 60 6 3
39 10 72 8 2

25Lo que conocemos como ntimero de Goldbach para los impares, denotado por GI
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Ntamero | GI(n) | A(P,) | Frontera | Interior
41 11 84 6 D
43 10 84 6 4
45 12 106 7 5
47 13 89 7 6
49 12 124 7 )
51 15 150 8 7
53 16 144 8 8
95 15 188 7 8
57 17 186 9 8
59 16 164 8 8
61 16 204 7 9
63 20 252 7 13
65 21 266 7 14
67 20 228 9 11
69 20 290 13 7
71 22 290 6 16
73 21 276 12 9
75 22 340 10 12
77 28 389 7 21
79 24 358 11 13
81 25 432 11 14
83 28 395 7 21
85 27 444 10 17
87 28 525 9 19
89 24 522 9 15

La razén por la que sélo se trabajaron los datos hasta el 205 fue porque el calculo
de las areas de las envolventes convexas se tuvo que hacer de manera individual,
y en consecuencia pasaba algo semejante con los puntos internos y externos de la
envolvente. Hacer el programa que automatice el cédlculo de las areas ya no fue

posible para este trabajo de tesis, pero decidimos exponer aqui los datos hasta el
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205 porque consideramos que si tiene interés y parece que el comportamiento de

éstos si se cumplird de la misma manera para nimero mas grandes.

3.2.2. Puntos en la frontera

Recordemos que una consecuencia de los criterios para construir la envolvente
convexa es que frecuentemente ciertos puntos reticulares asociados al nimero de
Goldbach para impares, se tienen que quedar dentro de la envolvente, a pesar de
que estan cerca de alguno de los lados del poligono que se forma, es mas, parece
que proporcionalmente los frontera son mucho menos que los interiores. Enseguida

mostramos la grafica hasta el 205 (figura 3.24).

Frontera
30
0(189,28)
25 —
Q
20 Q

Q0
Q O&ap
V0, RsER R o
Q
10 OOQQQD Q® 90
OOO

Q ©]
5

0o @@
0 50 100 150 200 250

0(203,7)

OFrontera
Figura 3.24: Grafica de la relacién n y nimero de puntos en la frontera de P,.
La grafica nos indica un comportamiento muy inestable, por ejemplo el niimero
203 tiene solo siete puntos en la frontera y en el interior cien, mientra que el 189

tiene 28 en la frontera y 48 en el interior. En conclusion, parece dificil tratar de

modelar un tipo de comportamiento con estos datos.
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3.2.3. Puntos en el interior

Es de esperarse por lo antes mencionado, que los puntos interiores rebasen por
mucho a los frontera, pero la primera sorpresa es que el comportamiento ascendente
de la relacion impares-interiores no se presenta de una manera tan inestable, veamos

la figura siguiente (figura 3.25)

Interior
120
100 o)
0
80 0@ 50
oo%o%%
60 00920

40 %:?50%%00 00
. M o
0
0 50 100 150 200 250

Olnterior
Figura 3.25: Grafica de la relaciéon n y nimero de puntos en el interior de P,.

Claramente podemos apreciar que la configuracién de los datos nos indica que se
puede pensar en un comportamiento mas predecible, aqui ya podriamos considerar
la posibilidad de interpolar una funcién. Es importante recordar que la suma de las
ordenadas en los puntos interiores y frontera nos da como resultado los ntimeros
de Goldbach para la suma de tres primos, es decir, esta suma es igual a GI(n),
pero antes de seguir recordemos la grafica de GI(n) (figura 3.26).

Como vemos en la gréafica, el comportamiento es muy estable. Entonces, si
las ordenadas de estos puntos son el resultado de la suma de las ordenadas

de los mencionados puntos frontera e interiores de las envolventes, significa que
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Figura 3.26: Gréfica de la funcién GI(n).

posiblemente no existe un comportamiento tan inestable en los puntos frontera

como los muestra su gréfica.

3.2.4. Areas

Llegamos a la parte esperada en el contexto de lo que hemos llamado las sorpresas,
y lo mencionamos de esta manera porque ahora presentamos la relacion de los

enteros impares y el drea de su envolvente convexa. La grafica que sigue nos ilustra

el comportamiento de esta relacion.

Se puede apreciar (figura 3.27) que es sorprendente la manera en la que se
comportan los datos de las dreas, es decir, las graficas de los puntos frontera parecen
muy inestables; los correspondientes a interiores lo son menos, pero vemos que al
llegar a las areas hay una sorpresa. Como las areas dependen directamente del

equilibrio de los puntos interiores y frontera de la envolvente, entonces con mayor
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razén pensamos que si existe un tipo de arreglo mas estructurado de los puntos

frontera y los interiores.

Area
3500

i~
y=0.0867x%-2.3183x + 23.122 4F

3000 4
2500
2000
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1000

500

0 50 100 150 200 250

Polinémica (Area)

Figura 3.27: Gréfica de la funcién A(P,).

3.3. Analisis de las areas

En esta seccion analizaremos la funcion drea A(P,) de los poligonos de Goldbach,
para esto construiremos algunas cotas superiores a través de las dreas de triangu-
los rectangulos con medidas especificas para cada n impar, y cada tridngulo con-

tendrd al poligono correspondiente.

Ahora damos lugar al analisis de la grafica de las areas. Para ello recordemos
que todos los puntos con los que construimos a los P, estan sobre rectas paralelas
y como n = p + q + r, entonces en la medida que p crece, r disminuye. A partir de

lo senalado ya es posible construir un triangulo que contiene a P,. Si quisiéramos
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CAPITULO 3. PROBLEMA TERCIARIO DE GOLDBACH Y POLIGONOS RETICULARES

construir ese triangulo que contenga a P,, lo ideal seria que éste fuera rectangulo

—y es por lo de las paralelas—, y asi sélo habria que definir su base y altura.

Proponemos que la base de nuestro triangulo sea 3 — 2, y esto lo hacemos a
partir de que las ternas (p,q,r) que suman n fueron construidas al tomar p de
entre los primos menores o iguales a %, es decir, 2 < p < 7. De esta forma la base
de los triangulos rectangulos serd la diferencia entre el maximo y el minimo de los
valores posibles para p. De manera andloga, la altura sera 2?” — 4 pues r alcanza
su maximo cuando n — 4 es primo, i.e., p = 2 y su maximo cuando r = 2 = p.
Aunque los minimos y maximos para p y r solo se alcanzan cuandon =3pyn—4
es primo. Para estandarizar el drea de estos tridangulos tomaremos como base y

altura los valores mencionados ain cuando éstos no sean enteros. De esto se tiene

la siguiente proposicion.

Proposicién 3.3.1.
Si T es un tridngulo rectdngulo cuyos vértices son: M = (2,n —4), M' = (2,%) y
M" = (%, %), entonces P, estd contenido en T. Es decir, el poligono de Goldbach

asociado a cualquier impar n estd contenido en el triangulo M M'M"

Demostracion.
Supongamos que existe un punto P = (p;,r;) € P, tal que P ¢ T. Sea K el punto
de interseccién entre la recta x = p; y la hipotenusa de T, ademas L es el punto

con coordenada (p;, 5 ), véase figura 3.28.
El tridngulo M” LK es semejante a T', entonces

M’ M" MM’

LM" =~ KL -
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3.3. ANALISIS DE LAS AREAS

32
30
EES
26
24
224

20

Figura 3.28: Representacién grafica de la demostracién de la proposicién 3.3.1.

, 2
Por lo que KL = MM 0" = ((gj))(g —pi) = 2(% —p;) = 2 —2p;. De esta forma
3

el punto K tiene coordenadas®® (p;,n — 2p;). Ademas, como P estd sobre K, se

tiene que r; > n — 2p;, es decir, r; = n — 2p; + a, para alguna a > 0.

Por otro lado, n = p; + ¢; + r;, donde p; < ¢; < r;, por lo que n —r; = p; + ¢;.

Luego, al ser r; = n — 2p; + a, entonces
n—ri=n—(n—2p; +a)=2p; — a,..(%)
y como p; < ¢; entonces 2p; < p; + gj....(**).
De (*) y (**) se tiene que
2p; < pi + ¢ = 2p; — a,
lo cual es una contradicciéon puesto que a > 0.

Por lo tanto P, esta contenido en 7. O

26Nétese que %" — 2p; es la distancia de L a K, pero la ordenada de L es 7, por lo que la
ordenada de K es la suma 7 + 2?” — 2p;.
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3.3.1. Una funcién para A(P,)

Para terminar este capitulo construiremos funciones que acotan a los valores de
A(P,) y lo haremos con base en la manera en que puede cambiar P,. En primera
instancia usaremos la cota implicita de la proposicién anterior; luego reduciremos
el maximo valor de p para modificar la base y altura de los triangulos rectangulos;
finalmente usaremos métodos numéricos para mejorar las cotas anteriores.
Notemos que un triangulo 7" que cumple con las caracteristicas de la proposicién

3.3.1 tiene un drea igual a (% —2)(% —4) = 3(n — 6)?, ya que su base es (% —2)

2n

3 4). Entonces, como P, estd contenido en T, se sigue que

y su altura es (

A(P,) < A(T), es decir, A(P,) < §(n — 6)?, véase figura 3.29.

0D

6001

4001

2001

2001

Figura 3.29: Gréfica de A(P,). En morado la funcién §(n — 6)2.

Aunque parece que la cota que construimos a partir de las areas de los triangulos
rectangulos que contienen a P, tiene una buena aproximacion, es natural querer
mejorarla, y como mencionamos lo haremos reduciendo el maximo valor de p para

modificar la base y altura de los rectangulos.
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Veamos por qué P, estd estrictamente contenido en 7T'. Si P, fuera igual a T,

entonces el punto (2,%) € B,, de lo que se sigue que n = 2 + ¢ + %, por lo que

q= 2?” — 2, pero de ser asi se tendria que ¢ > r, lo cual es una contradiccién®’. Por
1

lo tanto P, < T'. Asi, lo que en realidad tenemos es que A(P,) < 5(n —6)>.

Como esta cota se obtuvo a partir de que 2 < p < %, entonces, si reducimos
el intervalo, es decir, si en lugar de acotar a p superiormente por % lo acotaramos
por 3 = 27" Entonces, en primera instancia es posible que el triangulo rectangulo
T con vértices M = (2,n —4), M’ = (2,%) y M" = (2, %) pueda no contener
completamente a P,,. Pero, también es posible que el area excedente de T' respecto

a P, compense la pérdida del drea que se genera al reducir el intervalo para p.

Los datos empiricos muestran que el area de los triangulos definidos para p < 27"

esta por debajo de la cota original y atn asi sigue siendo cota para el area de los

P, (figura 3.30).

Hasta ahora hemos acotado el area de los P, mediante la construccién de
triangulos, y aunque ambas cotas son buenas si es posible mejorarlas mediante
métodos numericos, ain cuando tras ellos no hay un razonamiento matemaético
mas alla del método mismo.

Lo que resulté realmente fascinante de emplear aproximaciones es que se pudo

mejorar la cota dada por la funcién %(n — 6)? después de cambiar solamente el

escalar que multiplica a (n — 6)2, por supuesto, esto seguramente se debe a ciertas

caractersticas intrinsecas de nuestros datos. En la figura 3.31 se muestran tres

distintas cotas para A(P,).

2"Recordemos que para garantizar la unicidad de las ternas establecimos que los tres primos
que suman n deben cumplir que p < ¢ < 7.
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40

|

-2001

Figura 3.30: En marrén la funcién k(n) = J5(5n — 28)(n — 7), cota superior obtenida al reducir

el intervalo de p. Salvo por el caso en que n = 7, k(7) = 0 al igual que A(P;), A(P,) < k(n). En
morado la funcién i (n — 6)2.

9

40y

10

) 1 i i 0 1 I 141 1B 11 m o

Figura 3.31: En morado la funcién ¢(n) = §(n—6)?, en marrén la funcién k(n) = 45 (5n—28)(n—7)
y en rojo k'(n) = %(n — 6)2. Al evaluar todas las funciones en 179, la funcién con el menor

error es k'(n), pues k'(179) = 876 ~ 2660.35, mientras que c(179) = 29929 ~ 332544 y
k(179) = 149124 5 3043.34.
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3.3. ANALISIS DE LAS AREAS

Recapitulando lo estudiado en este capitulo tenemos que la grafica del problema
terciario tiene un comportamiento “parecido” al del Cometa de Goldbach, en cuanto
a la existencia de sectores y bandas, y esto mismo serd de utilidad para explicar la
parte terciaria. Por otro lado, mediante el uso de envolventes convexas construimos
poligonos con estas tercias de primos, y mostramos que éstos también cumplen
interesantes propiedades como que su drea siempre es un numero entero y que es

posible acotar el drea de todos los poligonos mediante una funcion cuadrdtica.
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Conclusiones

Lo relevante de este trabajo es que se esta proponiendo una forma alternativa —que
ademas es visualizable— de utilizar la Conjetura de Goldbach, pero lo mejor es que,
ademas de los interesantes resultados que obtuvimos, todo indica que aun puede
extraerse mas informacion y, la cual, seguramente, sera tan sorprendente como lo

que encontramos.

Por ejemplo, en el caso binario, se trataron tridangulos reticulares, de los cuales
se consiguieron resultados muy interesantes, como que el area de todos ellos es par
y nunca congruente con dos modulo seis; también vimos el comportamiento de la
funcién asociada al area de los tridangulos que es bien comportada. Por otro lado
esta el lugar que ocupan los nimeros n = 2p en ella, lo cual es tan sorprendente
como la grafica de la funciéon misma, o que la funcién area esta acotada por una
funcién cuadratica bastante simple atin cuando, por todo lo que implica, uno

pensaria que deberia ser algo mas complicado.

Ademas de todo lo obtenido es importante notar que atin hay muchas cosas
que hacer al respecto. Como muestra de ello esta el hecho de que el area de los
triangulos de los nimeros 100 y 110 tienen la misma &rea, jsera que hay maés

niumeros con areas iguales?, hasta el 17500 sélo tenemos este caso; también falta
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ver que pasa con los nimeros de la forma n = 2%p®, ;serd que también estdn junto
a los n = 2p en la gréfica del area?

Ahora bien, en el caso terciario hubo més que decir, sobre todo porque no hay
muchos trabajos que hablen de las peculiaridades de la misma. Por ejemplo, fue
sorprendente ver que su grafica es casi una reflexién sobre el origen del Cometa de
Goldbach. Una vez en el plano, nos asombramos porque todos los poligonos tienen
area entera y todos ellos estan perfectamente acotados por un triangulo rectangulo,
y ya ni hablar del comportamiento de sus areas y la funcién tan simple de tienen
por cota superior.

Al igual que en el caso binario, aun hay muchas cosas que decir sobre esto. Por
ejemplo, seria interesante ver en donde estan los primos, hacer un énalisis sobre G 1
y los puntos en la frontera e interior de cada poligono y ver que mas se puede decir
al respecto. También nos encontramos con cuatro nimeros que tienen la misma
area, 41 y 43 y, 69 y 71, por lo que es valido preguntarse si habrd més ntimeros
asi y si también seran consecutivos.

Podemos ver que los problemas relacionados con la Conjetura de Goldbach ain

nos tendran muchos momentos gratos por descubrir.
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Apéndice A
Capitulo 1

Bandas

Mas bandas

a ______ P v = B W ()
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Figura 3.32: Cometa de Goldbach con n en el intervalo (50000, 60000). Las marcas azules indican
a lo congruentes con 0 moédulo 22
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Figura 3.33: Cometa de Goldbach con n en el intervalo (50000, 60000). Las marcas azules indican
a lo congruentes con 0 médulo 26.
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Figura 3.34: Cometa de Goldbach con n en el intervalo (50000, 60000). Las marcas azules indican
a lo congruentes con 0 moédulo 34.

Aunque las bandas de la figura 1.16 son las mas comunes, cabe mencionar que

primos pequenos como 11, 13 y 17 también generan bandas bien definidas.
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Prueba del problema del acomodo de las bandas

Proposicién 3.3.2.

p2—1

‘ -1
T Py > entonces 2— >
S p2 = p1—2 p2—2

Demostracion.

pi—l _ p2—1
Basta probar que e e 0

p1=1 _ pe=1 _ (p1—=1)(p2—2)—(p1—2)(p2—1)

p1—2  p2—2 (P1—2)(p2—2)

pi=l  p2—1 _ pip2—2p1—po+2—pipo+p1+2p>—2
p1—2  p2—2 (P1—2)(p2—2)

pi—=l _ p2—1 __ p2—p1

p1i—2  p2—2  (p1—1)(p2—2)

Como py, > p1, entonces py — p; > 0.

Por lo tanto

p1i—1 _ pa2—1 >0

p1—2 p2—2
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Apéndice B
Capitulo 2

Area de los triangulos de (Goldbach

A(T),) es entero: Prueba alternativa.

Demostracion.
A partir de la férmula dada en el Capitulo 3 para determinar que el area de los

poligonos P, es entera se tiene que

3
B = Z med(pi — Piv1; G — Giv1)

m=1

donde (p1,71) = (0,0), (p2,72) = (Ps,4s) ¥ (P3,73) = (Pr, qs)

De lo que se sigue que

B = mCd(psa QS> + mCd(ps —Pry4s — QT) + mCd(pr7 QT)(1>

al ser ps, pr, s y q- impares, en (1) los extremos son impares y el medio es par.
Ademas, como la suma par de impares es par, entonces B es par. Y por tanto

A(T,) es entero. O
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Tabla de areas de los triangulos de Goldbach

116

Numero | p. | ps | A(Ty) | = A(T,,) mod 6
6 313 0 0
8 5195 0 0
10 715 10 4
12 T 0 0
14 1] 7 28 4
16 13 ] 11 16 4
18 13 | 11 18 0
20 17 | 13 40 4
22 19 ] 11 88 4
24 19 | 13 72 0
26 23| 13| 130 4
28 23 | 17 84 0
30 23 | 17 90 0
32 29 119 | 160 4
34 31| 17| 238 4
36 31119 216 0
38 31 19| 228 0
40 371 23| 280 4
42 37123 294 0
44 41 | 31| 220 4
46 43 | 23| 460 4
48 43129 | 336 0
50 47 | 31 | 400 4
52 47129 | 468 0
o4 471 31| 432 0
o6 53 | 37 | 448 4
o8 53129 | 696 0
60 53 | 31| 660 0
62 59 | 31| 868 4
64 61 | 41 | 640 4




I

2=
~
3
S
ISH
(=}

Niamero | p, | ps | A(T})
66 61 | 37| 792
68 61 | 37| 816
70 67 |41 | 910
72 67 |41 | 936
74 71 | 37 | 1258
76 73 | 47 | 988
78 73 | 41 | 1248
80 73 |43 | 1200
82 79 | 41 | 1558
84 79 | 43 | 1512
86 83 [43 | 1720
88 83 |47 | 1584
90 83 |47 | 1620
92 89 | 61| 1288
94 89 | 4 | 1974
96 89 | B3 | 1728
98 79 | 61 | 882
100 97 | 53| 2200
102 97 | 59| 1938
104 101 | 61 | 2080

Blolbh|lololol oo b ol blolo il bnlol ol ol

Cuadro 3.1: Datos de los primeros 104 tridngulos de Goldbach. Extremos, area y congruencia de
area maédulo seis.

Area de los 15,

Tabla de salto de primos
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Salto | Todos los primos | Cong 1 mod 6 | Cong 5 mod 6
2 3423 0 0
4 3396 0 0
6 5536 3042 3445
8 2259 0 0
10 2810 0 0
12 3072 2749 2752
14 1604 0 0
16 1093 0 0
18 1760 2216 2237
20 847 0 0
22 750 0 0
24 874 1765 1735
26 376 0 0
28 405 0 0
30 582 1555 1626
32 150 0 0
34 178 0 0
36 223 856 809
38 107 0 0
40 135 0 0
42 125 741 739
44 41 0 0
46 38 0 0
48 46 441 444
50 25 0 0

Cuadro 3.2: Salto de primos hasta el 50
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Apéndice C
Capitulo 3

Los primos p y GI(p)

Graficas complementarias

[
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Figura 3.35: Gréfica del problema terciario para valores en el intervalo (30000,31000). En rojo se
indican los ntimeros primos y en azul los congruentes con 1 médulo 6.
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Figura 3.36: Gréfica del problema terciario para valores en el intervalo (30000,31000). En rojo se
indican los ntimeros primos y en azul los congruentes con 5 médulo 6.
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