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Zúñiga

3. Datos del Sinodal 1:
Doctora
Deborah
Dultzin
Kessler

4. Datos del Sinodal 2:
Doctor
Tonatiuh
Matos
Chassin

5. Datos del Sinodal 3:
Doctor
Jose Luis
Cervantes
Cota

6. Datos del Sinodal 4:
Doctor
Juan Carlos
Degollado
Daza

7. Datos del trabajo escrito.
Proceso de Acreción de materia alrededor de un hoyo negro.
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Introducción.

En astrof́ısica a los cuerpos celestes que tienen una densidad de materia mu-
cho mayor que una estrella común se les conoce como objetos compactos, los
cuales incluyen las enanas blancas, las estrellas de neutrones y los hoyos negros,
este ultimo tipo de objetos tienen como caracteŕıstica que las reacciones nu-
cleares dentro de ellos han cesado completamente y en consecuencia la presión
térmica del gas no puede soportar su propia fuerza gravitacional. Como sabemos
en una estrella ordinaria la presión del gas obedece la ecuación de estado del
gas ideal, en su interior el gas esta completamente ionizado y esta compuesto
de iones y electrones libres los cuales provocan una presión que junto con la
presión generada por la radiación de la estrella se mantiene en equilibrio con la
fuerza gravitacional [7].

La evolución de una estrella esta determinada principalmente por la cantidad de
masa que la forma. En la década de los 30’s el astrof́ısico Subrahmanyan Chan-
drasekhar [8], realizó diversos cálculos en los que mostraba que para estrellas
de masa superior a 1.4M� la fuerza gravitacional dominaŕıa sobre la presión, lo
que ocasionaŕıa un colapso, este ĺımite se conoce como ĺımite de Chandrasek-
har. Estos descubrimientos apuntaban a la formación de estrellas de neutrones
y agujeros negros.

Dado que este tipo de objetos no pueden ser estudiarlos observacionalmente,
necesitamos analizar la dinámica de la materia que existe alrededor de él. Por
ejemplo si consideramos un sistema binario formado por un hoyo negro y una
estrella normal muy cercanos entre si, esta ultima arroja parte de su atmósfera
por medio de los vientos solares, una fracción de ese material es capturada por
el hoyo negro, la materia atrapada puede llegar a liberar enormes cantidades de
enerǵıa ya que al ser absorbida el gas se calienta por fricción y emite rayos X.
Debido a la atracción gravitacional y a los efectos de fricción del sistema, el gas
no cae libremente. Si pudiéramos seguir la trayectoria de una part́ıcula veŕıamos
que gira alrededor del hoyo negro al chocar con otras part́ıculas el gas pierde
enerǵıa de movimiento y se acercara gradualmente al hoyo negro (Fig. 1), este
proceso de absorción se le conoce como Acreción.
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ÍNDICE GENERAL 2

Figura 1: Representación del proceso de acreción en un sistema binario com-
puesto por un hoyo negro y una estrella.

Aśı al momento de estudiar el sistema descrito anteriormente veŕıamos una es-
trella normal que gira alrededor de una compañera invisible y coincidiŕıa con
una fuente cósmica de rayos X. Además, si se logra determinar la masa del
objeto invisible encontraŕıamos que resulta ser de varias veces la masa del Sol,
entonces no habŕıa duda de que se trata de un hoyo negro.

El objetivo de este trabajo es estudiar la dinámica de la materia que se encuentra
alrededor de un hoyo negro, explicando el proceso de acreción de un fluido que
lo rodea, basándonos en la relatividad general formulada por Albert Einstein en
1915 [29], es por ello que en los caṕıtulos posteriores abarcaremos los conceptos
básicos de esta teoŕıa, los cuales nos serán de utilidad para el desarrollo del te-
ma. Como base tenemos las ecuaciones de campo de Einstein las cuales forman
un sistema de diez ecuaciones diferenciales acopladas y no lineales, es por ello
que encontrar las soluciones exactas no es fácil, salvo para ciertas situaciones
con alto grado de simetŕıa. Por otro lado resolveremos dichas ecuaciones uti-
lizando aproximaciones numéricas mediante los conceptos fundamentales de la
Relatividad Numérica.

Un caso de acreción interesante, que vamos a estudiar como primera aproxima-
ción es la Acreción de Bondi, la cual considera un flujo estacionario infinito de
materia que acreta hacia un hoyo negro de manera radial y es esféricamente
simétrico. Pero el objetivo principal de este trabajo es considerar un pulso de
materia cercano al hoyo negro. Para iniciar el análisis del problema conside-
raremos la ecuación de Continuidad y la ecuación de Euler para un fluido sin
presión, estas ecuaciones podemos resolverlas de manera anaĺıtica y los cálcu-
los son sencillos, por ello tomaremos un pulso de este fluido de prueba, para
poder describir su evolución al ser acretado. Sin embargo, sabemos que un gas
contenido en un cierto volumen genera una presión debida al movimiento de
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Figura 2: Representación art́ıstica de un objeto acretando hacia otro conside-
rando la curvatura del espacio-tiempo.

las moléculas que lo forman, es por eso que un caso interesante a resolver es el
pulso de materia de un fluido con presión, para ello ocuparemos la ecuación de
estados de un gas politrópico, ambos análisis serán desarrollados para verificar
y comparar los resultados correspondientes.

Por ultimo, tenemos el caso donde estudiaremos el pulso de materia consideran-
do su autogravedad, generada por la materia al curvar el espacio-tiempo (Fig.
2), entonces aqúı los cálculos ya no son tan simples y no pueden resolverse las
ecuaciones de manera anaĺıtica por lo cual recurrimoa a cálculos numéricos y
utilizaremos el programa OllinSphere2 el cual es una herramienta útil en la re-
solución de las ecuaciones de Einstein. Con los datos obtenidos del programa
podemos describir que sucede con la densidad de materia al ser absorbida por el
hoyo negro y comparar los diversos casos que se presentan, lo que nos ayudará a
entender el proceso de acreción.



Caṕıtulo 1

Relatividad General.

La parte fundamental de la Mecánica Clásica son las tres leyes que rigen el
comportamiento de una part́ıcula en movimiento, las cuales fueron postuladas
por Isaac Newton hace más de tres siglos [30], y son capaces de describir los
fenómenos que se observan alrededor de nosotros. Al considerar la Segunda
Ley de Newton que considera un sistema de referencia inercial donde la razón
de cambio del momento de un objeto puntual de masa mi es equivalente a la
fuerza que se ejerce sobre el cuerpo, es decir,

d

dt
(mi~v) = ~F , (1.1)

Además, cualquier sistema inercial con una velocidad constante con respecto
a un sistema fijo, cumple con las leyes de la F́ısica, esto nos permite definir
un tiempo absoluto para cualquier sistema de referencia inercial. Por otra parte
sabemos que existe una fuerza de atracción entre un objeto de masa gravitacional
mg y otro de masa M los cuales están separados una distancia ~r. Dicha fuerza
esta definida por la Ley de Gravitación Universal, la cual también fue postulada
por Newton alrededor del año 1685.

~F = −GM mg

r2

~r

r
, (1.2)

Donde G es la constante de Gravitación Universal, por otra parte podemos
considerar a M como una masa puntual o como una distribución esféricamente
simétrica.

Si consideramos que las ecuaciones (1.1) y (1.2) son equivalentes y las masas
mi = mg son constantes, obtenemos la siguiente relación:

d~v

dt
= −GM

r2

~r

r
, (1.3)

Esta expresión implica que todos los objetos masivos se mueven de la misma
manera en un campo gravitacional debido a una masa M. Newton decidió ata-
car el problema del movimiento y logro demostrar que las tres leyes de Keppler

4
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(donde se mostraba que las trayectorias que recorren los planetas son órbitas
eĺıpticas y que existe una relación entre los periodos de revolución y sus dis-
tancias al Sol), son consecuencia de la Fuerza de Gravitación. Por ello dos años
más tarde publicó su famoso libro titulado: Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica.

Pierre-Simon Laplace en base a los principia de Newton, publicó varios volúme-
nes bajo el t́ıtulo de Mecánica Celeste en las que desarrollo todas las consecuen-
cias de la f́ısica newtoniana, en uno de esos volúmenes, titulado El sistema del
mundo, explicaba que la gravitación universal no solo afectaba la estabilidad
del sistema solar si no también influye para su formación a partir de una nube
primordial de polvo y gas. Él observó que muchas estrellas hab́ıan aparecido
súbitamente y desaparecido después de brillar esplendorosamente durante va-
rias semanas, hoy en d́ıa conocemos este fenómeno como supernova y sabemos
que al explotar una estrella, esta arroja gran parte de su masa al espacio y
su núcleo, el cual permanece en el lugar de la explosión, se vuelve un cuerpo
oscuro. El razonamiento que llevo a Laplace al concepto de un cuerpo que no
deja escapar la luz fue considerar la velocidad de escape desde la superficie de
un cuerpo esférico como:

v2
esc =

2GM

R
, (1.4)

con R el radio del objeto de masa M. Esta ecuación describe a la velocidad
necesaria de un objeto para escapar de la fuerza gravitacional solo depende de
la masa que la provoca. Con esto es posible pensar que existe un cuerpo masivo
o tan compacto que la velocidad de escape es superior a la velocidad de la luz,
esto nos lleva a que los rayos luminosos no escapan de ese cuerpo si el radio
gravitacional es mayor al radio del cuerpo esférico.

Rg =
2GM

c2
, (1.5)

Esta expresión la halló Karl Schwarzschild en 1916 y constituye parte de una so-
lución exacta para el campo gravitacional formado por una estrella con simetŕıa
esférica no rotante. Sin embargo las consideraciones anteriores solo pod́ıan ser
especulativas ya que la velocidad de escape es válida para cualquier part́ıcula,
independiente de su masa pero para la época en que fue concebida la idea, no
se conoćıa el comportamiento de la luz bajo la acción de la gravedad. Por eso
los cuerpos oscuros de Laplace permanecieron en la oscuridad.

A principios del siglo XX, la Mecánica Clásica sufrió dos modificaciones funda-
mentales. La primera fue la Mecánica Cuántica, la cual describe los diferente
comportamientos de part́ıculas microscópicas, sin embargo, bajo ciertos limites
podemos demostrar que la teoŕıa cuántica se puede reducir nuevamente a la
mecánica newtoniana. La segunda modificación fue la teoŕıa de la relatividad
especial formulada por Albert Einstein en 1905. Uno de los experimentos funda-
mentales para el desarrollo de esta teoŕıa fue el de Michelson-Morley en el cual
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se demostró que la velocidad de la luz es la misma en todos los sistemas iner-
ciales. Por otro lado Lorentz hab́ıa desarrollado una transformación algebraica
que permit́ıa mantener invariante la ecuación de onda para la luz y fue Einstein
quien le dio una interpretación f́ısica a esa transformación de coordenadas, Las
consecuencias de esta asociación son bastante profundas ya que nos permite
estudiar el movimiento de una part́ıcula con respecto a un marco de referencia
inercial en el cual el tiempo y la longitud son relativos al sistema, además la
masa de una part́ıcula depende de la velocidad y puede ser relacionada con la
enerǵıa E = mc2.

Einstein considera que el espacio y el tiempo se convierte en un concepto unifi-
cado en donde la gravedad es la manifestaciónón de esto. Entonces un espacio de
cuatro dimensiones

(
x0, x1, x2, x3

)
≡ (ct, ~x) en donde se lleva acabo la transfor-

mación de coordenadas Lorentziana, no podemos considerarlo como un espacio
euclidiano. Si tomamos un desplazamiento infinitesimal en este espacio ds, en-
tonces el cuadrado de este desplazamiento, es invariante dado que (ds)2 = dsḋs,
el cual puede escribirse:

(ds)2 = gαβ dx
α dxβ , (1.6)

Donde la cantidad gαβ es conocida como la metrica, es importante notar que
usamos el convenio de suma de Einstein (que usaremos de aqúı en adelante).

En la mecánica clásica podemos considerar que el movimiento de cualquier
part́ıcula en cáıda libre es independiente de su composición y estructura. Este
principio se remonta al libro de Galileo Galileo Diálogos Sobre las Dos Nuevas
Ciencias. Esto es lo que nos permite considerar:

mi = mg . (1.7)

En donde mi es una masa gobernada por la aceleración de un objeto con res-
pecto a un sistema de coordenadas fijo y la segunda masa mg esta determinada
por la fuerza de gravedad, en consecuencia este principio nos permite describir
el camino que sigue una part́ıcula en un campo gravitacional ya que este es
independientes de la masa. Al incorporar la Relatividad Especial este principio
puede enunciarse de una manera más formal y es conocido como el Princi-
pio de equivalencia, el cual nos dice que. Las propiedades de un sistema no
inercial son las mismas que un sistema inercial cuando existe un cierto campo
gravitatorio. Esto nos lleva a considerar que las trayectorias de las part́ıculas
están determinadas solo por la geometŕıa del campo, por ejemplo, una part́ıcula
puede moverse, sin fricción, a lo largo de una superficie plana de dos dimensiones
siguiendo una linea recta que une dos puntos diferentes del plano. Pero el pro-
blema viene cuando uno trata de describir el movimiento de esa part́ıcula sobre
una superficie arbitraria, en este caso, dichas trayectorias son llamadas curvas
Geodésicas definidas como las curvas de menor longitud que unen dos puntos
diferentes en la superficie y están determinadas únicamente por la geometŕıa. A
partir de este conocimiento Einstein se dio cuenta de que para incluir la gravi-
tación en la teoŕıa de la relatividad, era necesario admitir que el espacio-tiempo
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es curvo y en el año de 1916 dedujo la fórmula matemática que relaciona la
geometŕıa del espacio-tiempo con la distribución de masa y enerǵıa, la cual se
conoce como las Ecuaciones de Einstein.

Gµν =
8πG

c4
Tµν . (1.8)

Esta expresión es un sistema de 10 ecuaciones complicada de resolver excepto en
algunos casos particulares, uno de ellos fue propuesto por Karl Schwarzschild,
el cual propuso considerar un problema simple pero real. El considero una masa
perfectamente esférica deformando al espacio-tiempo evidentemente esto implica
que la simetŕıa que se utiliza simplifica enormemente las ecuaciones, un hecho
importante que arroja esta solución es el radio de Schwarzcschild descrito por
la ecuación (1.5) El cual describe que la luz emitida sobre la superficie de una
masa M no puede llegar al radio critico (llamado horizonte de eventos) y que
queda atrapada para siempre, lo cual es exactamente la situación descrita por
Laplace para los cuerpos oscuros.

1.1. Ecuación de Geodésicas.

Si definimos la acción como la magnitud que expresa el producto de la enerǵıa
impricada en un proceso por el tiempo que dura este. Como queremos encontrar
una expresión para describir el movimiento de una part́ıcula en el espacio nece-
sitamos considerar las trayectorias en donde los cuerpos puedan maximizar la
acción, por ejemplo, en un espacio Euclidiano (plano) es simplemente una ĺınea
recta, para un espacio curvo esas trayectorias son conocidas como Geodésicas.
El problema radica en calcular la distancia que existe entre dos puntos en el
espacio-tiempo. En relatividad general, podemos deducir las ecuaciones de mo-
vimiento a partir del calculo de variaciones. Generalmente la longitud de una
curva que une dos puntos A y B esta definida como:

L =

∫ B

A

ds , (1.9)

Esta integral representa la suma de todos los elementos de ĺınea. Cualquier curva
entre A y B puede ser expresado en términos de un conjunto de coordenadas, xi
definidas de manera general por la métrica dada en la ecuación (1.6). Nosotros
podemos obtener una segunda curva a partir de una variación en el elemento
de linea a lo largo de cada punto de la trayectoria lo que nos permite expresar
la siguiente ecuación:

δL =

∫ B

A

δ(ds) , (1.10)

La variación en el elemento ds esta dado por:

δ((ds)2) = dxα dxβ δgαβ + 2 gαβ dx
α δ(dxβ) ,

δ(ds) =
1

2
ẋα dxβ δgαβ + gαβ ẋ

α δ(dxβ) , (1.11)
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Donde ẋα = dxα

ds , un hecho importante que debemos considerar es que la métrica
(1.6) es simétrica y que los indices que utilizamos son mudos, lo que implica que
podemos re nombrarlos a conveniencia. Ahora si usamos la regla de la cadena
en el termino δgαβ = (gαβ,µ)∂xµ para simplificar la ecuación, y consideramos

que gαβ,µ =
∂gαβ
∂xµ

nos lleva a la expresión:

δ(ds) =

(
1

2
ẋα ẋβ ∂xµ gαβ,µ + gαβ ẋ

α δ(dx
β)

ds

)
ds , (1.12)

Ahora necesitamos integrar para ello nos enfocaremos en el segundo termino de
la ecuación anterior:∫ B

A

gαβ ẋ
α δ(dx

β)

ds
ds =

[
δxβgαβ ẋ

α
]B
A
−
∫ B

A

d(gαβ ẋα)

ds
δxβds , (1.13)

El primer termino de la ecuación desaparece ya que necesitamos considerar que
la variación en los extremos de la curva es δxα = 0. Utilizando esta ultima
ecuación podemos reescribir la (1.10) de tal forma que:

δL =

∫ B

A

(
1

2
ẋαẋβgαβ,µ −

d(gαµẋ
α)

ds

)
δxµds , (1.14)

Ahora para cada elemento δxα se puede variar de forma independiente lo que
implica que el término entre paréntesis debe de ser cero en los extremos de la
trayectoria, es decir:

1

2
ẋαẋβgαβ,µ −

d(gαµẋ
α)

ds
= 0 , (1.15)

Diferenciando el producto en el segundo termino obtenemos:

1

2
ẋαẋβgαβ,µ − gαµ,ν ẋν ẋα − gαµẍα = 0 , (1.16)

La cual puede ser reescrita, utilizando la simetŕıa de la métrica y re nombrando
algunos de los ı́ndices, llegamos a que:

ẍβ +
1

2
gµν (gνα,β + gνβ,α − gαβ,ν) ẋαẋβ = 0 , (1.17)

Si consideramos que Γµαβ = 1
2g
µν (gνα,β + gνβ,α − gαβ,ν) los cuales son llamados

Simbolos de Christoffel, además tomamos que ẋα = dxα

dτ = uα donde considera-
mos que τ es el tiempo propio, lo que nos lleva a la ecuación:

duµ

dτ
+ Γµαβu

αuβ = 0 . (1.18)

A esta ultima expresión se le conoce como Ecuación de las Geodésicas la
cual nos describe las trayectorias que sigue una part́ıcula. Es útil notar que,
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para un objeto en función de las coordenadas, podemos expresar su derivad de
tal manera que, de acuerdo a la regla de la cadena, tenga la forma:

dA

d τ
=

∂A

∂ xλ
d xλ

d τ
= Aµ, λ u

λ, (1.19)

Esta ecuación es considerada la derivada covariante de una función A = A(xµ).
Entonces tenemos otra manera de escribir la ecuación (1.18) por medio de sus
derivadas covariantes.

uµ;ν u
ν = 0, (1.20)

Esta expresión es un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas, de segundo
orden para localizar a una part́ıcula en el espacio-tiempo en función del tiempo
propio. Dada su posición y su cuadrivelocidad iniciales, estas ecuaciones pueden
ser integradas numéricamente sin embargo podemos considerar casos simples en
donde podemos encontrar su solución de manera anaĺıtica [18].

Por otra parte podemos relacionar la ecuación (1.18) con la función lagrangiana
L, para ello partimos del Principio de mı́nima acción, o también conocido como
el Principio de Hamilton, el cual enuncia que:

De todos los posibles caminos por los que un sistema dinámico puede desplazarse
de un punto a otro en un intervalo de tiempo especifico, la trayectoria seguida
es aquella que minimiza la diferencia entre las enerǵıas cinética T = T (ẋi) y
potencial U = U(xi).[27]

En términos del calculo variacional podemos escribir el principio de Hamilton
como:

δ

∫ t1

t0

(T − U) dt = 0 , (1.21)

Donde sabemos que la diferencia entre estas enerǵıas es L = T −U = L(xi, ẋi).
La lagrangiana es una función escalar de donde se puede obtener la evolución
temporal, las leyes de conservación y otras propiedades importantes de un sis-
tema dinámico, si hacemos uso de las ecuaciones de Euler-Lagrange definidas
por la expresión:

∂L
∂xi
− d

dt

∂L
∂ẋi

= 0 , (1.22)

Estas ecuaciones pueden ser usadas para encontrar fácilmente las ecuaciones de
las curvas geodesicas. Para demostrar este hecho podemos plantear el siguiente
problema variacional, para el cuadrado de la longitud de una curva:

s =

∫ B

A

√
gαβ

dxα

dt

dxβ

dt
dt , (1.23)

Al resolver esta expresión podemos considerar que:

L(xα, ẋβ) =
1

2
gαβ ẋ

αxβ , (1.24)
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Si sustituimos esta expresión en la ecuación (1.22) tenemos que:

1

2

(
∂gαβ
∂xµ

ẋαẋβ
)
− d

dt

(
gµβ ẋ

β
)

= 0 , (1.25)

si usamos la simetŕıa del tensor métrico y usando la definición de los śımbolos
de Christoffel, podemos escribir la ecuación anterior como:

ẍβ + Γµαβ ẋ
αẋβ = 0 . (1.26)

Lo que nos lleva a la ecuación de las geodésicas descrita por (1.18). Esto quiere
decir que las ecuaciones de Lagrange para el movimiento de una part́ıcula sobre
una superficie es la misma que las ecuaciones de Euler-Lagrange para las geode-
sicas, lo que me permite describir el movimiento y sus cantidades conservadas.

Como ejemplo, nosotros podemos considerar un flujo estacionario, utilizando la
ecuación (1.20) y considerando el limite Newtoniajo, donde la velocidad de las
particulas, en cualquiera de sus componentes, es mucho menor a la velocidad de
la luz, podemos reducir la ecuacion de las geodesicas a la ecuación de Euler
para los fluidos:

∂t ~v + ~v · ~∇~v +
GM

r2
= 0, (1.27)

Esta ecuacion se verá con más detenimiento en los capitulos posteriores, pues
es una de las bases para resolver el problema que presentamos en este traba-
jo, pero antes necesitamos más informacion acerca de la fissica de fluidos que
mencionaremos más adelante.

1.2. Movimiento de un fluido.

Al considerar el principio de Equivalencia podemos deducir que el campo
gravitacional es consecuencia de la curvatura del espacio, sin embargo aun no
sabemos la razón por la que existe esta curvatura, como hemos visto la fuerza
de gravedad newtoniana esta definida por la masa de los objetos, lo que nos
lleva a suponer que la materia es lo que curva al espacio, sin embargo, no es la
única fuente de curvatura.

La relatividad especial nos enseña que la masa de un objeto es una de las
posibles manifestaciones de enerǵıa y es posible convertir una cosa a otra, a
través de la relación E = mc2. En general, la gravedad se acopla a cualquier
tipo de enerǵıa y momento en el espacio-tiempo, incluido la enerǵıa de cualquier
tipo de campos presentes o de la propia curvatura del espacio. Entonces lo que
necesitamos es describir la enerǵıa, la masa y el momento de la materia de una
manera conveniente, para ello consideramos un sistema continuo en el espacio-
tiempo, el cual puede ser un fluido perfecto. Es aśı que podemos definir para un
fluido el Tensor de Enerǵıa-Momento

Tµν ≡ (ρ+ p/c2)uµuν − pgµν (1.28)
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Lo primero que notamos es que Tµν es simétrico, y que la densidad (ρ) , la
presión (p) y la cuadri-velocidad (uµ) caracterizan a cualquier fluido.

Muchos de los sistemas f́ısicos macroscopicos, incluyendo el Universo mismo,
puede ser considerado como un fluido perfecto, pero antes que nada vamos a
considerar el caso en donde el fluido no tiene presión el cual es llamado en rela-
tividad como Polvo.

Entonces para poder describir su movimiento necesitamos dos ecuaciones fun-
damentales: la Ecuación de continuidad y la conservación de la enerǵıa
[22]. Como sabemos la materia no se crea ni se destruye, lo que implica que el
flujo que pasa a través de una superficie cerrada S se conserva durante toda su
trayectoria, es decir, ∮

S

ρ~v · d~S = − d

dt

∫
V

ρdV , (1.29)

Si aplicamos el teorema de Gauss
∫
v
~∇·~vdV =

∮
S
~v ·d~S llegamos a la expresión:

∂ρ0

∂t
+ ~∇ · (ρ0 ~v) = 0 , (1.30)

Esta ecuación es la forma diferencial de la ecuación de continuidad, una de
las expresiones mas importantes de la F́ısica, el primer termino representa la
variación de masa por unidad de tiempo y volumen a través de la superficie
mientras que el segundo factor es la masa que sale a través de la superficie de
un volumen que contiene a un cierto punto del espacio.

Ahora bien si utilizamos la definición de vector de flujo como ~j = ρ0 ~v y a
la ecuación de continuidad, en coordenadas cartesianas, podemos llegar a una
expresión para el cuadrivector de flujo,

jµ = ρ0 u
µ, (1.31)

y reescribir a la ecuación de continuidad como

jµ;µ = 0. (1.32)

Esta ecuación es válida en un sistema de referencia plano, por lo tanto, es válida
en todos los sistemas de referencia, gracias a la derivada covariante

En el caso sin presión y en presencia de un potencial gravitatorio. Las part́ıculas
al moverse libremente en el espacio curvo, generalizan al movimiento de los
fluidos. Al considerar el tensor energia-momento definido por la ecuación:

Tµ ν = ρ0 u
µ uν , (1.33)

Desarrollamos la derivada covariante y al sacarle la divergencia e igualarla a
cero Tµ ν ; ν = 0, reescribimos la expresión como

uµ (ρ0 u
ν); ν + ρ0 u

µ
; ν u

ν = 0 , (1.34)
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Pero el primer sumando se anula por la conservación del flujo (1.32), por lo que
la divergencia del tensor igualada a cero nos da la siguiente expresión:

(ρ0u
µ),µ = 0 , (1.35)

Si desarrollamos la derivada podemos escribir:

(ρ0c),0 + (ρ0u
i),i = 0 , (1.36)

Por ultimo podemos denotar esta ultima expresión como:

∂ρ0

dt
+∇ · (ρ0v) = 0 , (1.37)

La cual define a la ecuación de continuidad. De este modo, nos convencemos de
que el tensor dado por la ecuación (1.33), junto con la ecuación de continuidad,
describen a un fluido sin presión [17].

Agregar un término que, en el ĺımite newtoniano, de el término de presión en
las ecuaciones de Euler, ~∇ p/ρ0, es directo, basta con añadirle al de polvo un
término con presión, p sin embargo hay que sumarlo también en el término de
la densidad. De tal forma obtenemos la expresión descrita en (1.28).

Sabemos que al tomar la divergencia aparecerá un término p, ν g
µ ν que, al con-

siderar una presión que sea independiente del tiempo, nos llevará en el ĺımite
newtoniano (también se debe considerar que el término de la presión es muy pe-
queño comparado con la densidad) a tener sumado al término de las geodésicas,

un término con ~∇ p. Finalmente, al dividir entre la densidad, ρ0, recuperamos
las ecuaciones de Euler con todo y término de presión.

Sin embargo, para obtener una expresión que describa un fluido perfecto se
modifica el primer coeficiente del tensor dado por ecuación (1.28) obteniendo:

Tµ ν = ρ0 c
2 h

uµ uν

c2
+ p gµν , (1.38)

Con ρ0 la densidad de enerǵıa en reposo, h la entalṕıa por unidad de enerǵıa,
definida como h = 1 + ε+ p

c2 ρ0
, con ε la enerǵıa interna y p la presión, dejamos

expĺıcitos los términos con la velocidad de la luz para enfatizar a las unidades.
La expresión (1.38) es el tensor de enerǵıa esfuerzos del fluido perfecto, la cual
al aplicarsele la divergencia debe cumplir que Tµ ν ; ν = 0, si desarrollamos la
derivada covariante del lado derecho obtenemos la siguiente expresión:

ρ0 c
2 h

uµ; ν u
ν

c2
+

(
ρ0 c

2 ε, ν − p
ρ0, ν

ρ0
+ p, ν

)
uν

c

uµ

c
+ p, ν g

µν = 0. (1.39)

Donde recordemos que ρ0, ε y p son escalares, su derivada covariante se reduce a
la usual. Ahora, contraemos con uµ y consideramos que uµ u

µ
; ν = 0 obtenemos:(

ρ0 c
2 ε, ν − p

ρ0, ν

ρ0

)
uν = 0, (1.40)
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Usando esta ecuación de regreso tenemos que la podemos reescribir como

uµ; ν u
ν

c2
+

p, ν
ρ0 c2 h

(
gµν +

uµ uν

c2

)
= 0. (1.41)

Que es, finalmente, la ecuación generalizada de Euler para fluidos perfectos con
presión y enerǵıa interna, totalmente covariante. En efecto, notemos inicial-
mente que no son cuatro ecuaciones, ya sólo son tres independientes, pues, al
contraer con uµ queda idénticamente igual a cero. Segundo, el término ρ0 c

2 h =
ρ0 c

2 (1 + ε) + p = µ c2 + p, donde hemos definido a

µ = ρ0 (1 + ε) , (1.42)

como la densidad total de enerǵıa. En la f́ısica newtoniana, el término de pre-
sión es mucho menor que el término de densidad por la velocidad de la luz al
cuadrado. Esta es una de las razones de mantener unidades, poder tener in-
tuición de los órdenes de magnitud de las cantidades f́ısicas. Este término de
presión será significativo sólo en condiciones de muy altas presiones, como en
una estrella de neutrones; en los casos usuales, se puede despreciar. Aśı mismo,
el término uµ uν

c2 en general se puede despreciar frente al término de la métrica;
el que podŕıa pintar es la componente 00, pero, como en el caso newtoniano
consideramos que la presión no depende del tiempo, este término es cero, por lo
que la ecuación (1.41), en el ĺımite newtoniano se reduce a uµ; ν u

ν+
p, ν
µ gµ ν = 0,

que ya sabemos que nos llevará a las ecuaciones de Euler usuales, con µ repre-
sentando a la densidad newtoniana, pero sabemos que incluye la densidad en
reposo, ρ0 y una densidad de enerǵıa interna, ε ρ0.

Por último, como Tµ ν ; ν = 0, son cuatro ecuaciones, y ya vimos que incluye la
generalización covariante de las tres ecuaciones de Euler (tres, pues es una ecua-
ción vectorial). Entonces para ver la cuarta ecuación, regresamos a la expresión
que también obtuvimos de pedir que se anulara la divergencia, la ecuación (1.40).
Considerando que a, ν u

ν = d a
d τ , cuando a es una función de las coordenadas,

entonces podemos reescribir dicha ecuación como

mc2
d ε

d τ
+ p

d
(
m
ρ0

)
d τ

= 0,

donde re acomodamos un poco y multiplicamos por una masa caracteŕıstica del

sistema, la masa de cada part́ıcula de fluido, por ejemplo. Pero d
(
m
ρ0

)
= d V ,

con V un volumen caracteŕıstico del sistema. Como τ es un parámetro, puedo
entonces escribir esta ecuación como

dU + p d V = 0, . (1.43)

donde definimos a U = mc2 ε. Pero esta es la enerǵıa interna del sistema, por
lo que podemos ver que recuperamos la primera ley de la termodinámica para
procesos adiabáticos, dQ = 0.



CAPÍTULO 1. RELATIVIDAD GENERAL. 14

De este modo, vemos que la divergencia igual a cero del tensor de enerǵıa esfuer-
zos del fluido perfecto contiene a la generalización covariante de las ecuaciones
de Euler, aśı como a la de la primera ley de la termo, implicando que los procesos
descritos por estos fluidos, son adiabáticos.

1.3. Potencial gravitacional.

A partir de la ecuación para la métrica de Minkowski y la ecuación de las
geódesicas podemos encontrar una expresión para el potencial gravitacional,
para ello suponemos que tenemos un sistema coordenado descrito por el tensor
[12]:

gµν = ηµν + hµν , (1.44)

Donde el tensor hµν es pequeño pero no tanto como para ser despreciable el
cual consideramos como el campo gravitacional y ηµν es el tensor metrico en
coordenadas cartesianas descrito por:

ηµν =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,
A partir de esta definicion de gµν podemos encontrar una aproximacion New-
toniana para la ecuacion de las geodésicas, valida para una particula cuyas
componentes de la velocidad dxi/dt (i =1,2,3) son pequeñas comparadas con c.
Si consideramos un campo gravitacional cuasi-estatico de tal modo que pode-
mos escribir ∂0hµν ≡ c−1∂hµν/∂t es despreciable comparado con ∂ihµν .

Si en lugar del tiempo propio τ usamos el tiempo coordenado t como un paráme-
tro, entonces la ecuación de las geodésicas para una part́ıcula libre tiene la forma:

d2xµ

dt2
+ Γµνσ

dxµ

dt

dxσ

dt
= h(t)

dxµ

dt
, (1.45)

donde

h(t) ≡ −d
2t

dτ

(
dt

dτ

)−2

=
d2τ

dt2

(
d2τ

dt

)−1

, (1.46)

Si dividimos la ecuación (1.45) entre c2, la parte espacial de dicha expresión
puede ser reescrita

1

c2
d2xi

dt2
+ Γi00 +

(
1

c

dxj

dt

)[
2Γi0j + Γijk

(
1

c

dxk

dt

)]
=

1

c
h(t)

(
1

c

dxi

dt

)
, (1.47)

Donde vemos que el ultimo termino es despreciable. Dado que el valor para hµν

es igual a ηµσ−ηνρhσρ entonces el calculo se simplifica, considerando la definición
de los śımbolos de Christoffel podemos encontrar que, en primer orden,

Γi00 =
1

2
δij∂jh00 ,
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Γi0j = −1

2
δik(∂jh0k − ∂kh0j) , (1.48)

A partir de la ecuación (1.47) podemos llegar a la siguiente expresión:(
dτ

dt

)2

=
1

c2
gµν

dxµ

dt

dxν

dt
, (1.49)

De la cual podemos encontrar que dτ/dt = (1 + h00)1/2 = 1 + 1/2h00. Si mul-
tiplicamos por la masa a esta ultima ecuación llegamos a que puede ser escrita
de la forma:

m
d2xi

dt2
= −mδij∂j(

1

2
c2h00) +mcδik(∂jh0k − ∂kh0j)

dxj

dt
, (1.50)

Vemos que el termino de la izquierda, es la segunda ley de Newton (1.1), aśı que
los términos del lado derecho es la fuerza gravitacional de una part́ıcula, por
el principio de equivalencia. El primer termino podemos interpretarlo como la
fuerza debida a un potencial Φ, el cual definimos como:

Φ = −1

2
c2h00 , (1.51)

Mientras que el segundo termino es la velocidad de rotación. Sin embargo no-
sotros consideraremos un sistema no rotante, cuasi-estatico lo que nos permite
aproximar

d2xi

dt2
= −δij∂jΦ , (1.52)

Donde

Φ = −1

2
c2h00 + constante , (1.53)

Esta es la ecuación Newtoniana del movimiento para una part́ıcula moviéndose
en un campo gravitacional de potencial Φ, con esto podemos escribir:

g00 = −2Φ

c2
+ constante , (1.54)

al escoger la constante igual a 1, llegamos a la expresión:

g00 = −
(

1 +
2Φ

c2

)
(1.55)

Esta ecuación relaciona g00 y el potencial newtoniano Φ.

1.4. Ecuaciones de Einstein.

Como sabemos el Principio de Equivalencia nos permite considerar a la gra-
vedad como una manifestación de la curvatura del espacio, lo que nos proporcio-
na una propiedad geométrica del espacio-tiempo ademas tenemos que la fuente



CAPÍTULO 1. RELATIVIDAD GENERAL. 16

de esta curvatura es la materia descrita por el tensor de enerǵıa-momento. La
relación que existe entre ellas es descrita por las Ecuaciones de Einstein las
cuales nos permiten describir como la materia le dice al espacio cómo curvarse
y el espacio le dice a la materia cómo moverse. Hasta el momento las pruebas
experimentales y observacionales han tenido una extraordinaria precisión, esta
teoŕıa describe de una manera correcta la existencia de objetos exóticos como
las estrellas de neutrones, hoyos negros y el modelo cosmologico de la Gran Ex-
plosión.

Para poder entender la relación que existe entre el tensor de enerǵıa-momento
Tµν y la curvatura del espacio-tiempo usamos la siguiente expresión:

Gµν = κTµν , (1.56)

Donde Gµν es el tensor de Einstein el cual describe la curvatura del espacio,
ademas consideramos κ como una constante de proporcionalidad. Lo que nece-
sitamos es encontrar la forma del tensor Gµν , para ello es necesario que este
tensor sea simétrico y diferenciable para que concuerde con el tensor de enerǵıa-
momento, asimismo debe ser un objeto puramente geométrico por lo tanto debe
ser una función solamente de la métrica gµν y sus derivadas. Para que estas pro-
piedades se cumplan debemos tener en cuenta el tensor de Riemann descrito en
su forma covariante por Rβνλρ = gβαR

α
σλν , con el cual podemos definir al tensor

de Ricci [31], el cual es una contracción de dicho tensor Rνρ = Rαναρ, al cual
podemos volver a contraerlo para obtener el escalar de curvatura R = gµνRµν .
Con estas definiciones podemos reescribir la ecuacion (1.56) como:

Gµν = Rµν + α gµν R+ Λ gµν , (1.57)

Con α constante y Λ es conocida como la constante cosmologica. Un hecho
importante que podemos considerar es cuando tenemos un espacio plano, lo que
significa que Λ = 0 y donde Gµν = 0, esto permite que la expresión anterior
satisfaga la ecuación de conservación:

Tµν ;µ = 0 , (1.58)

Y en consecuencia tenemos que Gµν ;µ = 0, esto implica que la constante α =
−1/2. Al reescribir la ecuación (1.57) llegamos a que:

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR , (1.59)

La cual es conocida como la Ecuación Bianchi-Einstein, la cual podemos susti-
tuirla en la expresicon (1.56) para obtener la siguiente relacion

Rµν −
1

2
gµνR = κTµν , (1.60)

Calculamos el tensor de curvatura el cual nos da como resultado R = −κT
donde T ≡ Tµν entonces con esto podemos llegar a la siguiente ecuacion:

Rµν = κ(Tµν −
1

2
Tgµν) , (1.61)
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Esta expresión nos permite obtener la magnitud de κ por medio de la relación
que existe entre la Relatividad General y la F́ısica Newtoniana [21]. Para ello
consideramos un campo débil y estático, lo que implica que gµν = ηµν y que
las velocidades involucradas son mucho menores a la de la luz, en donde la
distribución de part́ıculas nos permite considerar que p/c2 << ρ, lo que nos
lleva a escribir al tensor de enerǵıa-momento (1.33) como:

T00 = ρc2 , (1.62)

Si tomamos la ecuación (1.61) y consideramos solo la componente 00 llegamos
a la expresión:

R00 = k(ρ− 1

2
c2g00) , (1.63)

Donde sabemos que u0 ≈ 0 y también g00 ≈ 1 aśı que obtenemos:

R00 ≈ −
1

2
κρc2 , (1.64)

Si tomamos el Tensor de Riemann en términos de los śımbolos de Christoffel:

R00 = ∂0Γµ0µ − ∂µΓµ00 + Γν0µΓµν0 − Γν00Γµνµ , (1.65)

Recordemos que estamos considerando un campo débil tenemos que Γµνσ es
pequeño lo que nos permite despreciar los dos últimos términos de la expresión
anterior , lo que nos lleva a que:

R00 ≈ −∂iΓi00 (1.66)

Donde Γi00 = 1
2δ
ij∂jg00 entonces podemos reescribir la ecuación (1.64) como:

−1

2
δij∂i∂jh00 ≈ −

1

2
κρc2 (1.67)

Dado que δij∂i∂j = ∇2 y de la ecuación (1.55) g00 = −(1 + 2Φ/c2), donde Φ es
el potencial gravitacional lo que nos da la expresión:

∇2Φ ≈ 1

2
κρc4 (1.68)

Al comparar esta expresion con la ecuación de Poisson en la mecánica clásica
dada por:

∇2Φ = 4πGρ , (1.69)

Podemos concluir que κ = 8πG/c2 por lo tanto usando este hecho podemos
reescribir la ecuación (1.56) como:

Gµν =
8πG

c4
Tµν . (1.70)

Esta expresión representa un sistema de diez ecuaciones diferenciales parciales
en 4 dimensiones, acopladas y no lineales. Escritas en su forma más general
estas ecuaciones poseen miles de términos. Debido a esta complejidad, soluciones
exactas se conocen sólo en situaciones con alto grado de simetŕıa. Una ejemplo
de este tipo de soluciones lo presenta Schwarzschild en 1916 y es la primera y
mas importante solución exacta de las ecuaciones de Einstein en el vaćıo.
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1.5. Solución de Schwarzschild.

La solución de Schwarzschild es llamada aśı en honor al f́ısico alemán Karl
Schwarzschild (1873 1916), que encontró la solución exacta, un poco más de un
mes después de la publicación de la teoŕıa de la relatividad general de Einstein.
Fue la primera solución exacta de las ecuaciones de campo de Einstein que no
sean la solución trivial espacio plano. Schwarzschild murió poco después de que
se publicase su trabajo, como consecuencia de una enfermedad que contrajo
durante su servicio en el ejército alemán durante la Primera Guerra Mundial.

Esta solución es considerada el más importante logro de la Relatividad General,
ya que nos permite realizar cálculos de muchos fenómenos f́ısicos presentes en la
naturaleza [23].Por ejemplo: la precesión de las órbitas planetarias, la deflexión
de la luz alrededor del sol, el corrimiento al rojo de la longitud de onda, las
estrellas de neutrones y los hoyos negros, entre otros. El punto de partida para
encontrar la expresión de la métrica de Schwarzschild es considerar un espacio-
tiempo estático y esféricamente simétrico, entonce a partir de la ecuación (1.6)
escrita en coordenadas esféricas:

ds2 = −eA c2 dt2 + eB dr2 + r2(dθ2 + sen2θdφ2) , (1.71)

Donde A y B son funciones de r solamente, las cuales pueden ser determina-
das por las ecuaciones de campo. Para ello tomamos las componentes métricas
siguientes:

g00 = −eA, grr = eB gθθ = r2, gφφ = r2 sen2 θ ,

La métrica es diagonal aśı que gij = 1/gij . Al calcular los śımbolos de Christoffel
para los términos no nulos y usando las componentes no triviales del tensor de
Riemann escrito de la forma y obtenemos las componentes del tensor de Ricci
Rβδ = Rαβαδ, obtenemos:

R00 = −eA−B
[

1

2
A′′ − 1

4
A′B′ +

1

4
(A′)2 +A′/r

]
, (1.72)

Rrr =
1

2
A′′ − 1

4
A′B′ +

1

4
A′ −B′/r , (1.73)

Rθθ = e−B
[
1 +

1

2
r(A′ −B′)

)
− 1 , (1.74)

Rφφ = Rθθsen
2θ , (1.75)

Donde la prima denota la derivada con respecto a r, dado que estamos con-
siderando las ecuaciones de campo en el vació necesitamos que Rµν = 0 para
todos los indices, usando las expresiones (1.72) (1.73) nos lleva a la relación:
A′ = −B′. Al integrarla nos queda A + B = k, con k constante. Tomamos la
ecuación (1.71) y realizamos un simple cambio en la escala de tiempo dado por
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t → e−k/2t lo que me permite tomar a k = 0 y por lo tanto A = −B. Con la
ecuación (1.74) podemos escribir

eA(a+ rA′) = 1 , (1.76)

Cuya solución es:

eA = 1− 2m

r
, (1.77)

Donde m es una constante. Si combinamos esto con el hecho de que A = −B
obtenemos

g00 = −eA = −
(

1− 2m

r

)
, (1.78)

grr = eB =

(
1− 2m

r

)−1

, (1.79)

De tal forma que la ecuación (1.71) nos queda de la siguiente forma:

ds2 = −
(

1− 2m

r

)
dt2 +

(
1− 2m

r

)−1

dr2 + r2 (dθ2 + sen2θdφ2) , (1.80)

Esta metrica es valida para un campo débil a grandes distancias del origen,
recordemos que el potencial gravitacional en este tipo de campo, es:

Φ = −GM
r

, (1.81)

La cual podemos relacionar con la ecuación para el potencial (1.55), lo que
me permite definir la magnitud de la constante m = GM/c2. En conclusión la
Métrica de Schwarzschild esta descrita por la ecuación:

ds2 = −
(

1− 2GM

r c2

)
c2dt2+

(
1− 2GM

r c2

)−1

dr2+r2 (dθ2+sen2θdφ2) , (1.82)

De esta relación podemos notar que los componentes de la métrica no dependen
del tiempo por lo tanto esta métrica es estática como hab́ıamos supuesto desde
un principio. Este resultado puede ser aplicado para una estrella de neutrones
o un hoyo negro mientras mantenga la simetŕıa esférica.

A partir de la forma de la ecuación de la métrica de Schwarzschild es claro
que el factor 2GM/rc2 es una importante medida del efecto de la masa sobre
la curvatura del espacio-tiempo. Si consideramos 2GM/rc2 menor a la unidad,
la curvatura es pequeña y en general los efectos relativistas son despreciables,
pero por otro lado si 2GM/rc2 es aproximadamente 1 los efectos relativistas
predominan, este fenómeno se presenta principalmente en los hoyos negros. Si
tomamos en cuenta los componentes métricos reescritos en términos del poten-
cial gravitacional Φ = −GM/r, lo que nos lleva a la conclusión de que las fuerzas
gravitacionales pueden ser interpretadas como la consecuencia de la curvatura
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del espacio-tiempo.

Para valores pequeños de GM/rc2 el elemento de linea puede ser considerado
el del espacio-tiempo plano en coordenadas esféricas y donde r representa la
distancia radial, podemos definir entonces:

x0 = ct, xr = rsenθcosφ, xθ = rsenθsenφ, xφ = rcosθ , (1.83)

Podemos obtener el elemento de linea cuya metrica esta dada por la ecuación
gµν = ηµν + hµν , donde a valores grandes de GM/rc2 tenemos que hµν es muy
pequeña, lo que implica que h00 = −2GM/rc2. Ahora tomamos las ecuaciones
(1.52) y (1.55) de la seccion anterior para obtener la relación:

d2~r

dt
= −∇Φ ; donde ~r = (x0, xr, xθ, xφ) , (1.84)

~F = −GM
r2

r̂ . (1.85)

La expresión anterior representa la Ley de la Gravitación Universal por lo que
podemos concluir nuevamente que para part́ıculas que se mueven con una ve-
locidad mucho menor a la de la luz, la Relatividad General se reduce a las
ecuaciones de la mecánica clásica. En esta caso la solución de Schwarzschild
nos proporciona una aproximación a la Fuerza Gravitacional lo que nos per-
mite describir las órbitas de las part́ıculas al moverse en el campo bajo ciertas
condiciones.

1.6. Trayectoria de una part́ıcula: Cáıda Libre.

El estudio de las trayectorias en la metrica de Schwarzschild nos permite
encontrar las leyes de conservacion de la energia y del momento angular, esto
se debe a que la metrica es independiente del tiempo y esfericamente simetrico.
Si consideramos el lagrangiano en terminos de esta metrica tenemos que:

L =
1

2

[
−
(

1− 2GM

r c2

)
c2ṫ2 +

(
1− 2GM

r c2

)−1

ṙ2 + r2dΩ2

]
, (1.86)

Donde dΩ = θ̇2+sen2θφ̇2. Observamos que la ecuacion anterior es independiente
de t y de φ al utilizar las ecuaciones de Euler-Lagrange dadas por la expresion

d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L
∂qi

= 0 (1.87)

Podemos encontrar que el momento se conserva debido a la simetria que estamos
usando

lφ = r2sen2θ
dφ

dτ
, (1.88)
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Y la energia tambien se conserva gracias a que la metrica es independiente del
tiempo, lo que nos lleva a la siguente ecuacion:

E =

(
1− 2M

r

)
dt

dτ
, (1.89)

Estas ecuaciones de movimiento se cumplen de manera general para una particu-
la que esta sujeta a una fuerza gravitacional, en secciones posteriores realizare-
mos un desarrollo más detallado de como llegar a estas expresiones considerando
cualquier metrica esfericamente simetrica. Es importante notar que los valores
de G = c = 1 para facilitar las expresiones y calculos siguientes.

La conservación del momento angular implica que las órbitas se encuentran so-
bre un plano, como lo hacen las órbitas en la teoŕıa Newtoniana. Sin embargo al
tener caida libre consideramos las componentes espaciales de la cuadri-velocidad
dφ/dτ = 0, lo que permite que las part́ıculas se muevan sobre el plano meridio-
nal. Una vez establecido esto, es simple reorientar las coordenadas para que la
part́ıcula se mueva en el plano ecuatorial entonces θ = π/2 asi que la compo-
nente de la velocidad en uθ = 0.

Consideramos la normalización de la cuadri-velocidad gµν u
µ uν = −1, donde

uµ = dxµ/dτ . la cual puede ser integrada para encontrar las expresiones de sus
tres componentes no nulas en términos de las constantes de movimiento E y lφ,
si reescribimos la expresión anterior usando la métrica de Shwarzschild, donde
θ = 0 y θ̇ = 0, obtenemos:

−
(

1− 2M

c2 r

)
(ut)2 +

(
1− 2M

c2 r

)−1

(ur)2 + r2(uφ)2 = −1 , (1.90)

Usando las ecuaciones (1.88) y (1.89), podemos reescribir la expresión anterior:

−
(

1− 2M

r

)−1

E2 +

(
1− 2M

r

)−1(
dr

dτ

)2

+
l2φ
r2

= −1 , (1.91)

Con un pequeño cambio podemos escribir esta ecuación para verificar que co-
rresponde con la enerǵıa en el caso newtoniano:

E2 − 1

2
=

1

2

(
dr

dτ

)2

+
1

2

[(
1− 2M

r

)(
1 +

l2φ
r2

)
− 1

]
, (1.92)

De tal forma donde E ≡ (E2 − 1)/2. Al reducir la expresión podemos encontrar
el potencial efectivo para el movimiento radial, de acuerdo a la ecuación

Veff (r) =
1

2

[(
1− 2M

r

)(
1 +

l2φ
r2

)
− 1

]
= −M

r
+

l2φ
2r2
−
Ml2φ
r3

, (1.93)
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Figura 1.1: Los potenciales efectivos relativista y newtoniano para un movi-
miento radial [13], observamos como a mayor distancia ambos potenciales son
similares pero para distancias menores la diferencia radica en que el potencial
newtoniano diverge, mientras que el relativista tiene una caida.

Si sustituimos en la ecuación (1.92) tenemos:

E =
1

2

(
dr

dτ

)2

+ Veff (r) , (1.94)

Al comparar la expresión para el potencial efectivo con el caso newtoniano el
cual esta definido por la ecuación:

Veff (r) = −M
r

+
l2φ

2r2
, (1.95)

El cual vemos que difiere por un factor de −M l2φ/r
3, cual tiene consecuencias

importantes para la órbita. Si analizamos la ecuación (1.93) para valores grandes
de r se aproxima al caso newtoniano, sin embargo cuando r decrece el termino
1/r3 toma un papel importante en la trayectoria de la particula. En el caso
relativista el potencial efectivo tiene dos valores importantes un máximo y un
mı́nimo los cuales podemos encontrar resolviendo dVeff/dr = 0, mientras que
el caso newtoniano diverge para valores muy pequeños de r Fig. (1.1).

rm =
l2φ

2M

1±

√
1− 12

(
M

lφ

)2
 . (1.96)

Si consideramos que lφ/M <
√

12 observamos que existe una barrera de poten-
cial con una altura máxima sin embargo si consideramos el potencial newtoniano
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dicha barrera es infinita.

Como estamos considerando la cáıda radial de una part́ıcula podemos suponer
que el infinito dicha part́ıcula se encuentra en reposo lo que me permite consi-
derar inicialmente los valores dt/dτ = 1 y E = 1. A partir de la ecuación (1.89),
en consecuencia E = 0. Al sustituir estos valores en la expresión de la enerǵıa
(1.94), teniendo en cuenta que lφ = 0, obtenemos:

0 =
1

2

(
dr

dτ

)2

− M

r
, (1.97)

La cual nos da la componente radial de la cuadri-velocidad dr/dτ . Tomamos la
componente del tiempo dt/dτ dada por la ecuación (1.89), entonces:

uµ =

((
1− 2M

r

)−1

,−
(

2M

r

)1/2

, 0, 0

)
, (1.98)

Reescribimos la ecuación (1.97) de tal forma que r1/2dr = −(2M)1/2dτ Inte-
grando ambos lados de la ecuación el resultado es:

r(τ) =

(
3

2

)2/3

(2M)1/3(τ∗ − τ)2/3 , (1.99)

Donde τ∗ es una constante de integración arbitraria que arregla el tiempo propio
cuando r = 0. A partir de la ecuación anterior, la conservación de la enerǵıa y
de la ecuación (1.97) llegamos a:

v(r) =
dt

dr
= −

(
2M

r

)−1/2(
1− 2M

r

)−1

, (1.100)

Mientras que la expresión de la velocidad clásica es ṽ(r) = (2M)1/2/r1/2. estas
expresiones muestran que al disminuir r desde el infinito v(r) aumenta hasta
alcanzar un máximo valor, después del cual la velocidad disminuye, y cuando
v(r)→ 0 entonces r → 2M . Por otro lado, cuando r decrese ṽ(r) aumenta pero
cuando ṽ(r)→∞ entonces r → 0.

Es importante notar como la relatividad general es capaz de reproducir las
ecuaciones de la Mecánica Clásica, bajo ciertas condiciones, por ello el problema
que que queremos discutir va más allá de las consideraciones que hemos tomado
hasta el momento, por ello es fundamental el estudio de la Relatividad Numérica
la cual nos permite dar una mayor aproximación al proceso de acreción de
materia hacia un hoyo negro. En la siguiente sección daremos las bases de esta
nueva teoŕıa, la cual tiene como objetivo resolver las ecuaciones de Einstein.



Caṕıtulo 2

Relatividad Númerica.

A principios del siglo XX fuimos testigos de una revolución del entendimien-
to de la gravitación. La teoŕıa de Einstein cambio radicalmente el modo en que
concebimos la gravedad y sus efectos, sin embargo, esta teoŕıa requiere de la
habilidad para resolver un sistema de 10 ecuaciones diferenciales acopladas y no
lineales las cuales gobiernan la estructura del espacio-tiempo y como vimos an-
teriormente solo eran posible resolverlas a través de problemas con alto grado de
simetŕıa. Pero a finales de siglo fuimos sorprendidos por las capacidades compu-
tacionales de los ordenadores los cuales fueron usados como una herramienta
para el estudio de sistemas que eran imposibles de resolver anaĺıticamente, gra-
cias a las computadoras somos capaces de realizar simulaciones para demostrar
la existencia de singularidades en un colapso gravitacional; la posible aparición
de horizontes de eventos toroidales; propiedades genéricas indicadas de singu-
laridades en contextos cosmológicos; proporciona una comprensión más precisa
de a rapidez de las estrellas de neutrones y arroja luz sobre la estructura de las
singularidades. Las mejoras continuas en la potencia de los ordenadores, jun-
to con la experiencia adquirida en la simulación de las ecuaciones de Einstein
señalar que, después de casi un siglo, estamos en el camino de la revelación lo
que estas ecuaciones han, hasta ahora, mantenido oculto. Las simulaciones por
ordenador son y serán cada vez más de una importancia crucial para dejarnos
estudio de sistemas gravitando fuertemente como los que contienen las estrellas
masivas y / o los hoyos negros.

La teoŕıa de la Relatividad Numérica se desarrollo como un campo de investi-
gación independiente a mediados de la década de los sesentas, comenzando con
los esfuerzos pioneros de Hahn y Lindquist, pero no fue sino hasta finales de los
setentas cuando las primeras simulaciones realmente exitosas fueron realizadas
por Smarr y Eppley en el contexto de la colisión de frente de dos agujeros ne-
gros [15]. En esa época, sin embargo, el poder de las computadoras era aun muy
modesto, y las simulaciones que pod́ıan realizarse se limitaban a problemas con
simetŕıa esférica, o a lo mas simetŕıa axial a muy baja resolución. Esta situación
ha cambiado, durante las décadas de los ochenta y noventas una verdadera re-

24



CAPÍTULO 2. RELATIVIDAD NÚMERICA. 25

Figura 2.1: Foliación del espacio-tiempo en hipersuperficies espaciales.

volución tuvo lugar en el campo de la relatividad numérica. Problemas cada vez
mas complejos en muy diversos aspectos de la teoŕıa de la gravitación se han
estudiado, desde la simulación de estrellas en rotación, al estudio de defectos
topologicos, el colapso gravitacional y las colisiones de objetos compactos.

El estudio de los hoyos negros es uno de los logros de la relatividad numérica
pero esto posee una complicación ya que los hoyos negros contiene regiones en el
espacio-tiempo donde el campo gravitacional, la densidad de materia y la cur-
vatura son infinitos, los cuales son llamados singularidades, entonces cuando se
trata de estudiar este tipo de objetos es crucial elegir un método computacional
que evita encontrarse en ese tipo de regiones en el curso de la simulación

Existen varios formalismos diferentes utilizados en la relatividad numérica. En
cada caso, lo que debe hacerse es separar las ecuaciones de campo de Einstein de
forma tal que podamos dar ciertas condiciones iniciales y a partir de ellas obte-
ner la evolución del campo gravitacional. Los diferentes formalismos difieren en
la forma especifica en que se hace esta separación. Aquel que utilizaremos para
el análisis de nuestro problema es el llamado formalismo 3 + 1 , en donde se
hace una separación entre las tres dimensiones del espacio y el tiempo.

2.1. Formalismo 3+1 .

Para estudiar la evolución en el tiempo de cualquier sistema f́ısico debemos
considerar las condiciones iniciales y plantear las ecuaciones que puedan predecir
de manera adecuada el desarrollo del sistema. En el caso de las ecuaciones de
Einstein, el espacio y el tiempo son simétricos, esto nos permite separar estas
varibles considerándolas un problema de Cauchy, ha este proceso se le conoce
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por el nombre de formalismo 3+1. [1]

Si consideramos un espacio-tiempo globalmente hiperbólico caracterizado por
no poseer curvas temporaloides cerradas, lo que significa que no permite viajes
hacia atrás en el tiempo pero puede ser foliado, es decir, separado en cortes
tridimensionales apilados, de tal forma que cada hoja es una hipersuperficie tipo
espacialoide, la cual en general no es única. Si denotamos a esta hipersuperficie
como Σt de tiempo t. Definimos el parámetro t como aquel que identifica a las
distintas hojas de la foliación, t puede considerarse entonces como un tiempo
universal. Consideremos ahora una cierta foliación, tomemos dos hipersuperficies
infinitesimalmente cercanas Σy y Σt+1, la geometŕıa de la region del espacio-
tiempo contenida entre ambas hipersuperficies puede determinarse a partir de
los siguientes parámetros:

1. La métrica tridimensional que mide las distancias dentro de la hipersu-
perficie misma:

dl2 = γijdx
idxj (2.1)

2. El lapso de tiempo propio entre ambas hipersuperficies que mide un ob-
servador que se mueve en la dirección normal a ellas (observador de Euler)

dτ = α(t, xi)dt (2.2)

donde α se le conoce como “función de lapso“

3. La velocidad relativa entre los observadores de Euler y las lineas con coor-
denadas espaciales constantes:

xit+1 = xit − βi(t, xj)dt (2.3)

Con el vector βi como el vector de corrimiento.

De acuerdo a las ecuaciones anteriores notamos que la foliación no es única y la
manera en que se propaga el sistema de coordenadas espaciales de una hipersu-
perficie a otra tampoco lo es, es decir, el lapso α y el vector de corrimiento βi

son funciones que pueden especificarse libremente. Estas funciones determinan
nuestro sistema de coordenadas y se conocen como f unciones de norma y en
términos de ellas podemos escribir la métrica:

ds2 = (−α2 + βiβ
i)dt2 + 2βidtdx

i + γijdx
idxj (2.4)

donde βi = γijβ
i. ademas tomando en cuenta las componentes del vector normal

nµ a las hipersuperficies dadas por las expresiones

nµ =

(
1

α
,
−βi

α

)
nµ = (−α, 0), nµnµ = −1 (2.5)

El cual por definición es la cuadri-velicidad para un observador euleriano.
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2.2. Curvatura extrinseca

Es importante notar que al formar la foliación del espacio tiempo y hablar
de curvatura tenemos que considerar la geometŕıa interna debido a estas hi-
persuperficies y aquella relacionada con la forma en que éstas se encuentran
en el espacio-tiempo. La primera de estás curvaturas es la llamada curvatura
intŕınseca la cual esta dada por el tensor de Ricci definido por los términos
de la métrica γij , y por otro lado tenemos la curvatura extŕınseca en termi-
nos del vector normal nα al transportarlo paralelamente de un sitio a otro de
la superficie, sin embargo observamos que al realizar este transporte el vector
resultante ya no es normal a la superficie, es por ello que definimos el tensor de
curvatura extŕınseca Kαβ como una medida de este cambio del vector normal,
para poder encontrar una expresión que describa este cambio consideramos el
operador de proyección Pαβ determinado por:

Pαβ := δαβ + nαnβ (2.6)

De tal forma que para cualquier vector vα tenemos que:(
Pαβ v

β
)
nα = 0 (2.7)

esto quiere decir que cualquier vector proyectado en la hipersuperficie es orto-
gonal a nα, usando este operador el tensor de curvatura extŕınseca se define
como

Kαβ := −P∇αnβ (2.8)

Donde P es las proyección de todos los indices libres a la hipersuperficie espa-
cial, este tensor tiene la propiedad de nαKαβ = 0 ademas de ser simétrico lo
que implica que solo depende del espacio, es por ello que podemos considerar
los sub́ındices i, j. Al sustituir la ecuación (2.5) en la definición de curvatura
extŕınseca (2.8) podemos definir en términos de la métrica espacial

Kij =
1

2α
(∂tγij +Diβj +Djβi) (2.9)

Considerando que Di representa la derivada covariante con respecto a la métrica
espacial. A partir de esta ecuación podemos reescribirla como:

∂tγij = −2αKij +Diβj +Djβi (2.10)

Lo cual relaciona el cambio en el tiempo de la métrica espacial con la curvatura
extŕınseca, es decir, esta ecuación es la ecuación de evolución para γij sin em-
bargo lo que hemos trabajado los conceptos de geometŕıa pero es imprescindible
utilizar la ecuaciones de campo de Einstein para obtener una mejor ecuación de
evolución para Kij .
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Figura 2.2: Dos hipersuperficies adyacentes. En la figura se muestra las defini-
ciones de la función de lapso y el vector de corrimiento

2.3. Las ecuaciones de Einstein en el formalismo
3+1

Si nosotros utilizamos el operador de proyección para separar las ecuaciones
de Einstein en 3 grupos dependiendo de la proyección que se realice. Uno de
los resultados que es necesario encontrar es la ecuación de evolución para este
tensor, la cuál nos dará la información dinámica del un sistema f́ısico, para ello
necesitamos utilizar el operador de proyección definido en la sección anterior por
la ecuacion (2.6) y al el vector normal a las hipersuperficies nα[11]. Si realizamos
una proyección normal a las ecuaciones de Einstein de tal manera que:

nαnβ(Gαβ − 8πTαβ) = 0 (2.11)

A partir de esta ecuación y después de algunos pasos algebraicos podemos rees-
cribir la esta ecuación como:

3R+
(
γijKij

)2
+KijK

ij = 16πρ (2.12)

Donde R(3) es el escalar de curvatura y trK = γijKij es la traza del tensor de
curvatura y ρ es la densidad de enerǵıa ρ := nαnβT

αβ . Como podemos observar
esta ecuación no tiene derivadas temporales por lo que podemos considerarla
como una ecuación de constricción del sistema, la cual esta relacionada con la
densidad de enerǵıa, es por ello que recibe el nombre de ecuación de cons-
tricción Hamiltoniana. [4].Si ahora realizamos una proyección mixta a partir
de:

P [nα(Gαβ − 8πTαβ)] = 0 (2.13)
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de igual forma llegamos a la ecuación

∇j
(
Kij − γijKij

)
= 8πji (2.14)

Con ji = P iβ(nαT
βα) que representa el flujo de momento medido por los ob-

servadores de Euler, ademas observamos que esta expresión no depende de la
derivadas temporales, por lo cual podemos obtener tres ecuaciones de constric-
ción de Momentos. La existencia de estas ecuaciones de constricción significa
que no podemos especificar de manera arbitraria las 12 cantidades dinámicas
como condiciones iniciales. Es imprescindible que se satisfagan estas ecuaciones
desde el inicio, en caso contrario no estamos resolviendo las ecuaciones de Eins-
tein.

Por ultimo consideramos una proyección de las ecuaciones de Einstein sobre la
hipersuperficie, lo cual nos dará como resultado la dinámica de Kij del sistema
si consideramos que [3]:

P (Gαβ − 8πTαβ) = 0 (2.15)

Esta expresión me da como resultado 6 ecuaciones de la forma:

∂tKij = βaDaKij +KiaDjβ
a +KjaDiβ

a − DiDjα+

α[R
(
ij3)− 2KiaK

a
j +Kijγ

ijKij ] + 4πα[γij(trS − ρ)− 2Sij ] (2.16)

donde Sij = Pαi P
β
j Tij es el tensor de esfuerzos. Si tomamos la ecuación (2.10)

y la expresion anterior vemos que forman un sistema cerrado de ecuaciones de
evolución, las cuales fueron desarrolladas por R. Arnowitt, S. Deser y C. W.
Misner o simplemente ecuaciones ADM.

Gracias a las identidades de Bianchi podemos asegurar que si las ecuaciones de
constricción se satisfacen para condiciones iniciales, entonces se satisfacen en
todo momento es decir, que las ecuaciones de evolución pueden propagar las
constricciones. Ahora lo que necesitamos es elegir las condiciones iniciales de tal
modo que se cumpla lo anterior para ello debemos resolver el problema de valores
iniciales para obtener de manera apropiada aquellos γij ,Kij que representen el
problema que se desea estudiar.

Las constricciones forman un conjunto de 4 ecuaciones diferenciales de tipo
elipico y en general son dif́ıciles de resolver, sin embargo existen diversos métodos
para hacerlo, el procedimiento mas común que se utiliza se le conoce como
“descomposición conforme” de York-Lichnerowicz. Este procedimiento parte de
considerar una transformación de la métrica del tipo

γij = φ4γ̃ij (2.17)

Donde la métrica γ̃ij se le conoce como métrica conforme [2]. Como hemos men-
cionado, en el formalismo 3+1 la elección del sistema de coordenadas esta dada
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en términos de las variables de norma: la función de lapso α y el vector de
corrimiento β. Estas funciones aparecen en las ecuaciones de evolución (2.10)
y (2.16) para la métrica y la curvatura extŕınseca. Sin embargo, las ecuaciones
de Einstein no nos dicen que valores deben tomar las variables de norma. Esto
es lo que debeŕıamos esperar, pues es claro que las coordenadas deben poder
elegirse libremente. Por un lado, nos permite elegir las cosas de manera que las
ecuaciones se simplifiquen, o de manera que la solución sea mejor comportada.
Por otro lado, surge inmediatamente la pregunta: ¿Cual es una buena elección
de las funciones α y β? Recuérdese que esta decisión debe tomarse incluso antes
de comenzar la evolución. Existen, desde luego, infinitas elecciones posibles.

Otro valor que debemos considerar en primer lugar es la función de lapso, la
cual nos determina como avanza el tiempo propio entre distintas hipersuper-
ficies espaciales, es decir, determina como esta rebanado el espacio-tiempo en
superficies de coordenada t constante. Debido a esto, a la elección del lapso se
le llama comúnmente una condición de foliación. Antes de considerar dife-
rentes condiciones de foliación, debemos mencionar un par de resultados que
son muy importantes al hablar sobre este tema. En primer lugar, consideremos
el movimiento de los observadores de Euler, es decir, aquellos que se mueven
siguiendo las lineas normales a las hipersuperficies que forman la foliación. Note
que no hay razón para suponer que estos observadores estén en cáıda libre, por
lo que en general pueden tener lo que se conoce como una aceleración propia
que mide la fuerza requerida para mantenerlos en una trayectoria diferente a la
cáıda libre. Esta aceleración esta dada por la derivada direccional de la cuatro-
velocidad de los observadores de Euler (el vector normal nµ ) a lo largo de si
misma:

aµ = nν∇νnµ (2.18)

vemos que esto involucra a la derivada covariante en 4 dimensiones ∇µ. No es
dif́ıcil mostrar que esta ecuación implica que la aceleración esta dada en términos
de la función de lapso por

ai = ∂ilnα (2.19)

Otra relación importante esta relacionada con la evolución de los elementos de
volumen asociados a los observadores de Euler. El cambio de estos elementos de
volumen en el tiempo esta dado por la divergencia de las velocidades de estos
observadores∇µnµ. Usando la definición de la curvatura extŕınseca encontramos
ahora

∇µnµ = −trK (2.20)

es decir, el cambio de los elementos de volumen en el tiempo es la traza de la
curvatura extŕınseca. Si regresemos ahora al problema de como elegir la función
de lapso. La manera mas obvia de elegir esta función es simplemente decidir
que queremos que el tiempo coordenado t coincida en todo punto con el tiempo
propio de los observadores de Euler. Esta elección corresponde a tomar α = 1
en todo el espacio, y de la ecuación (2.19) vemos que en este caso la aceleración
de los observadores de Euler es cero, es decir, están en cáıda libre y se mueven a
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lo largo de geodésicas. Debido a esto, a esta elección se le conoce como foliación
geodésica

2.4. Datos iniciales para hoyos negros.

Un hoyo negro es una región del espacio-tiempo que no puede comunicar-
se con el Universo exterior. el limite de esta región es una hipersuperficie de
3 dimensiones en el espacio-tiempo llamada la superficie del hoyo negro o el
horizonte de eventos. Nada puede escapar desde el interior del hoyo negro, ni
siquiera la luz. Las singularidades inevitablemente forman parte del estudio de
estos objetos, las cuales están dentro del horizonte de eventos. La solución más
general de las ecuaciones de Einstein para el hoyo negro estacionario es la métri-
ca de Kerr-Newman, la cual esta especificada por tres parámetros: La masa M,
el momento angular J y la carga Q del hoyo negro. Casos especiales son el de la
metrica de Kerr (Q = 0), la métrica de Reissner-Nordstrom (J = 0) y la metrica
de Schwarzschild (J = 0, Q = 0).

Esta ultima métrica la consideramos en el capitulo anterior dada por la ecua-
ción (1.82). Escrito de esta forma la coordenada radial r esta relacionada con
el área de una superficie esférica centrado en el hoyo negro de acuerdo con la
expresión euclidiana r = (A/4π)1/2. La solución de Schwarzschild mantiene una
región en el vació para cualquier espacio-tiempo esférico. Cuando r < 2M el
espacio-tiempo corresponde a un agujero negro vaćıo de masa M. El horizonte
de eventos se encuentra en r = 2M llamado el radio de Schwarzschild el cual se
conoce como el ĺımite estático y por ultimo cuando r > 2M los fotones tendrán
longitud de onda infinita medida por un observador estático en el infinito.

En el capitulo anterior vimos que la métrica de Schwarzschild mantiene la
enerǵıa y el momento angular constantes para una part́ıcula en cáıda libre,
si por otro lado consideramos las órbitas circulares de las part́ıculas al caer ha-
cia r = 3M , La enerǵıa y el momento angular de la part́ıcula están dados por
las ecuaciones: (

E

µ

)2

=
(r − 2M)2

r(r − 3M)
, (2.21)

(
l

µ

)2

=
Mr2

r − 3M
, (2.22)

Las órbitas circulares cuando r = 3M corresponde a las órbitas de los fotones
cuando (E/µ → ∞ las cuales son estables si r > 6M e inestables cuando
r < 6M . Lo que necesitamos es quitar la singularidad en la métrica r = 2M por
medio de una transformación de coordenadas, dejando invariante la curvatura

I =
48M2

r6
, (2.23)
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Por ejemplo si consideramos la transformación r = r̄(1 + M/2r̄)2 la ecuación
(1.82) nos lleva a la siguiente expresión:

ds2 = −
(

1−M/2r̄

1 +M/2r̄

)2

dt2 +

(
1 +

M

2r̄

)4 [
dr̄2 + r̄2(dθ2 + sen2θdφ2)

]
, (2.24)

Donde r̄ se le conoce como la coordenada isotrópica y describe solo la región
de la geometŕıa de Schwarzschild con r > 2M . El horizonte de eventos del hoyo
negro esta localizado en r̄ = M/2 [24].

La existencia de las constricciones en la Relatividad General implica que no es
posible elegir de manera arbitraria las doce cantidades dinámicas (γij ,Kij) como
condiciones iniciales. Estas deben elegirse de tal modo que las constricciones
se satisfagan desde el principio. Como sabemos las constricciones constituyen
un conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales eĺıpticas; entonces una manera
de resolver estas ecuaciones es el llamado procedimiento de York-Lichnerowicz
[16] [5] el cual consiste en una descomposición conforme de la métrica y de la
curvatura extŕınseca Sin embargo, es posible encontrar soluciones sencillas si se
revisa las ecuaciones de constricción.

De manera ilustrativa podemos dar solución a un problema en particular, el cual
es considerar el caso en donde la métrica es conformemente plana y el momento
de simetŕıa temporal es Kij = 0. en este caso las constricciones de momento se
satisfacen de forma trivial lo que nos deja solo con la ecuación hamiltoniana la
cual toma la forma:

∇2Φ = 0 (2.25)

La cual reconocemos inmediatamente como la ecuación de Laplace. Una solución
puede ser considerada en espacio-tiempo asintóticamente plano, donde Φ tiende
a cero lejos del campo gravitacional, en consecuencia en el infinito aśı que la
solución mas sencilla de esta ecuación satisface la condición de frontera Φ = 1 ,
lo cual nos permite utilizar la métrica de Mikowski dada por:

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 (2.26)

Pero la solución más interesante de la ecuación de constricción hamiltoniana
que podemos considerar esta dada de la siguiente forma:

φ = 1 +
k

r
(2.27)

Con k una constante arbitraria, por lo que la métrica en coordenadas esféricas
esta dada por:

ds2 =

(
1 +

k

r

)4

[dr2 + r2dΩ2] (2.28)

La cual nos describe a un hoyo negro de Schwarzschild en coordenadas isotrópi-
cas, donde la masa del agujero negro esta dada por M =2k [19]. Nuestro pro-
blema es considerar no solo aun hoyo negro si no a la materia que se encuentra
alrededor de él y es absorbida, en los siguiente capitulo se explicara con mayor
detalle dicho problema.



Caṕıtulo 3

Programa OllinSphere2.

El programa OllinSphere2 esta diseñado para resolver las ecuaciones de cam-
po de Einstein utilizando la formulación 3+1, esta compuesta por diversas su-
brutinas las cuales se elijen de acuerdo al sistema f́ısico que se desea resolver.
Como en cualquier programa que vamos a utilizar es importante conocer cada
uno de los elementos que lo componen, las carpetas y los archivos necesarios
para su funcionamiento, es por ello que en la siguiente sección daremos una bre-
ve explicación de aquellos que están relacionados directamente con el problema
que se quiere resolver. Una vez familiarizados con los archivos comenzaremos a
modificar nuestro código de tal manera que nos permita resolver el problema de
acreción de materia hacia un hoyo negro. [28]

3.1. Archivos.

A continuación daremos una descripción breve de los archivos que utiliza-
remos al momento de utilizar nuestro código. Recordemos que este programa
tiene diversas subrutinas ubicadas en varios archivos con un objetivo especifico.

1. INITIAL.F90: En este archivo declaramos el nombre de todas las subruti-
nas que se han creado para el programa OllinSphere2, si nosotros creamos
una nueva subrutina es importante colocar el nombre de la misma en es-
te archivo, ya que al momento de compilar el programa busca todas las
subrutinas que utilizara. A continuación se muestra un ejemplo

! ******************************

! ********* NOMBRE *********

! ******************************

! Initial data for a black hole and a fluid spherical shell.

if (idata=="NOMBRE") then

33
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if (contains(mattertype,"fluid").or.contains(mattertype,"dust")) then

call idata_NOMBRE

else

print *, ’NOMBRE initial data needs fluid type matter ...’

print *

print *, ’Aborting!’

print *

call die

end if

end if

2. PARAM.F90: Se declaran las variables, constantes o los valores fijos que
vamos a utilizar a lo largo del programa, en este mismo archivo debemos
de agregar el nombre de nuestra subrutina, para que el programa reco-
nozca las nuevas cantidades, es importante notar que una letra solo puede
ponerse una vez, por lo que es necesario antes de agregar algún parámetro
verificar que no haya sido utilizado con anterioridad.

! ************************

! *** INITIAL DATA ***

! ************************

! idata: Type of initial data.

character(30) :: idata = "minkowski" ! range=

(minkowski,schwarzschild,FRW,desitter,scalarpulse,&

ghostpulse,complexpulse,nonminpulse, &

reissnernordstrom,boson,boson2,fluidboson,&

fluidshell,acrecion,TOV,jacobson,bhpulse, &

nonstatic_ghostpulse,vlasovbackgroundBH,&

scalarDMbackground,complexDMbg,complexDMpert,FRWdust)

! ************************

! ****** NOMBRE ******

! ************************

C1: #Constante 1

C2: #Constante 2

C3: #Constante 3
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V1: #Variable 1

V2: #Variable 2

V3: #Variable 3

valores1 :: 10 #Valor por default 1

valores2 :: 12 #Valor por default 2

valores3 :: 15 #Valor por default 3

3. IDATANOMBRE.F90: Los archivos ”idata” son las subrutinas que debe-
mos crear para resolver el problema de nuestro interés, en estos archivos
utilizaremos los métodos numéricos necesarios para resolver el problema
de manera inicial.

4. PARAMETROS.PAR: Por ultimo debemos tener en cuenta que algunos
valores del problema los estaremos cambiando constantemente, por ejem-
plo el numero de puntos y el numero de pasos de tiempo que nosotros
definamos para la solución del problema, para evitar modificar el archivo
IDATA utilizaremos los archivos “NOMBRE.par“ ya que en ellos pode-
mos definir el valor de algunas de las variables que se utilizan además de
definir los archivos de salida

Listo, ahora que conocemos un poco más de este programa vamos a apren-
der a compilar es muy fácil y rápido solo debemos de ubicarnos en la carpeta
OllinSphere2 y escribir: make. Esta orden nos compila un archivo makefile
en el cual a su vez compila todas las rutinas que utiliza el programa dentro
de cualquier subdirectorio, este reconocerá todos aquellos archivos que tengan
extensión F90 es por ello que debemos tener mucho cuidado con archivos que
no este declarados en INITIAL.f90 o en PARAM.f90.

Una vez compilado los archivos .F90, podemos correr el código OllinSphere2
para ello es necesario colocarse en el directorio exe y escribir desde la terminal:
./ollinsphere parametros.par. De modo que el código leerá los datos del ar-
chivo de parámetros y creara un subdirectorio con los archivo de salida. con esto
estaremos empezando a dar una solución al problema que necesitamos resolver,
solo faltaŕıa la interpretación de nuestros datos y la realización de pruebas de
convergencia para obtener la validez de la solución.

Los archivos de salida que crea el programa tienen dos diferentes extensiones
los archivos.tl que son conocidos como archivos ’0D’los cuales muestran una
gráfica fija, pues son cantidades escalares obtenidas a partir de los arreglos es-
paciales como función del tiempo, mientras que los archivos.rl son aquellos que
presentan un movimiento conforme el tiempo computacional que utilizamos, a
estos archivos se les conoce como archivos ’1Déstos contienen los arreglos espa-
ciales completos a distintos tiempos.

PRECAUCION : Este tipo de archivo son bastante pesados, por lo
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que necesitamos tener cuidado al momento de ir corriendo el progra-
ma

3.2. Introducción al uso del programa OllinSp-
here2

Una vez que hemos entendido el funcionamiento del programa comenzaremos
a resolver el problema que nos interesa, para ello vamos a hacer las modificacio-
nes pertinentes y especificas.

Comenzaremos creando la subrutina que necesitamos para resolver el problema
que planteamos en el capitulo anterior. En este definimos la densidad de materia
dada por la ecuación, para este caso el programa tenia una subrutina similar
a la que necesitamos la cual la modificamos de manera sencilla, esta subrutina
resuelve la evolución para una distribución de un fluido inicialmente en reposo
considerando la métrica conforme y la constricción hamiltoniana para un factor
Φ, mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden. En ella incluimos la
expresión para la densidad. Una vez hecho las modificaciones convenientes lla-
mamos a este archivo idata acrecion.f90. Para que el programa OllinSphere2
funciones, necesitamos definir esta subrutina en el archivo initial.f90 en el cual
agregaremos consideraremos que tipo de materia debemos considerar, como se
muestra a continuación:

! ******************************

! *** ACRETION ***

! ******************************

! Initial data for a black hole and a fluid distribution.

if (idata=="acrecion") then

if (contains(mattertype,"fluid").or.contains(mattertype,"dust"))

then

call idata_acrecion

else

print *, ’Acretion initial data needs fluid type matter’

print *

print *, ’Aborting!’

print *

call die
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end if

end if

Una vez hecho esto abrimos el archivo param.f90 para agregar el nombre de
la subritina. En la seccion ****INITIAL DATA**** se definen todas las su-
brutinas que ocupa el programa, de manera predeterminada esta definida por
”minkowski” como se muestra en un ejemplo anterior, en la parte de “range =“
agregamos nuestro archivo y agregamos las constantes y variables que utilizamos
para resolver el problema:

! *****************

! *** FLUID ***

! *****************

! VARIABLES FOR DENSITY DISTRIBUTION

real(8) :: fluid_a0 = 0.d0

real(8) :: fluid_r0 = 0.d0

real(8) :: fluid_s0 = 1.d0

! VARIABLES FOR FLUID WITH PRESSURE

real(8) :: fluid_N = 1.5d0 ! 3/2, consistent with gamma=5/3

real(8) :: fluid_gamma = 1.6666 ! 5/3 for a monoatomic

non-relativistic gas.

real(8) :: fluid_kappa = 1.d0

real(8) :: fluid_q1 = 0.d0

real(8) :: fluid_q2 = 0.d0

real(8) :: fluid_atmos = 1.d-10

character(1000) :: fluid_method = "hlle"

! range=(center,upwind,limiter,hlle)

character(1000) :: fluid_limiter = "vanleer"

! range=(minmod,vanleer)

! TOV initial data:

!

! TOV_rho0: Central density of the star.

! TOV_N: Polytropic index.

real(8) :: TOV_rho0 = 0.001! CHECK IF THIS IS BROKEN, SEEMS NOT

! Acretion parameters

! It is considered a black hole and a density distribution,

!initallya at rest
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! maxf, minf, auxf

! const_1, const_2 values for the intial data of Psi

integer :: maxf = 0

integer :: minf = 0

integer :: auxf = 0

real(8) :: const_1 = 0.0

real(8) :: const_2 = 0.0

%

Una vez hecho esto solo queda crear el archivo de parámetros que utilizaremos
y en el cual definiremos el números de pasos necesarios y el tamaño de la maya
que empleamos.

# Test parameter file:

# Polvo sin curvatura del espacio-tiempo

# ****************

# *** GRID ***

# ****************

dr = 0.12 # Spatial interval. Grid spacing

Nr = 500 # Number of grid points

# *************************

# *** TIME STEPPING ***

# *************************

dtfac = 0.5 # Courant parameter (dtfac=dt/dr)

Nt = 2500 # Total Number of time steps

# *******************

# *** SLICING ***

# *******************

#slicing: Type of slicing condition.

#ilapse: Type of initial lapse:

# one: initial lapse equal to 1.

# isotropic: isotropic lapse for Schwarzschild data.

# psiminus2: alpha = 1/psi**2

# psiminus4: alpha = 1/psi**4

slicing = maximal # Type of slicing condition

#(static,harmonic,1+log,maximal,shockavoid,isoreg,isotropic)

ilapse = isotropic # Type of initial lapse

#(one,isotropic,isoreg,psiminus2,psiminus4)
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# *********************

# *** EVOLUTION ***

# *********************

spacetime = background # dynamic,background

integrator = icn # Type of integration method (icn,rk4)

order = two # Order for spatial finite differencing (two,four)

# **********************

# *** BOUNDARIES ***

# **********************

boundtype = eigen # Type of boundary condition

# ********************

# *** HORIZONS ***

# ********************

ahfind = .true. # Do we want to find an apparent horizon?

ah_*.tl (mass,area,radius)

# ******************

# *** MATTER ***

# ******************

#mattertype = fluid # Perfect fluid

mattertype = dust # dust

# *****************

# *** FLUID ***

# *****************

fluid_method = center # Method for fluid integration.

(center,upwind,limiter,hlle)

fluiddiss = 0.05 # Dissipation coefficient

# ***************

# ***************

# ***************

idata = acrecion # Type of initial data
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fluid_a0 = 30.0 # valor inicial del pulso

fluid_r0 = 50.0 # valor final del pulso

fluid_s0 = 0.0001 # altura del pulso

const_1 = 1.0

const_2 = 1.0

#constantes del fluido

fluid_N = 1.5 #Polytropic index.

fluid_gamma = 1.666666 #Adiabatic index.

fluid_kappa = 1 #Polytropic constant.

fluid_q1 = 0.0 # Coefficient for linear

# artificial viscosity term.

fluid_q2 = 0.0 # Coefficient for quadratic

# artificial viscosity term.

# ****************

# ****OUT FILE****

# ****************

directory = Polvo # Name of output directory

Ninfo = 50 # How often do we want to output

# information to screen?

Noutput0D = 1 # How often do we want 0D output?

Noutput1D = 50 # How often do we want 1D output?

outvars0D = fluid_rho0

outvars1D = fluid_rho0

Este ultimo archivo nos permiten modificar los parámetros, de tal forma que, al
momento de compilar el programa, solo se haga una vez y aśı correrlo las veces
que uno desee. Ahora veremos las trayectorias de una part́ıcula y como evolu-
ciona nuestra distribución de materia alrededor de un hoyo negro considerando
diferentes métricas.

3.3. Metodo Runge-Kutta

Las ecuaciones diferenciales sirven para modelar problemas f́ısicos que re-
quieren el cambio de una variable con respecto a otra. En la mayor parte de
ellos hay que resolver un problema de valor inicial, es decir, resolver una ecuación
diferencial que satisfaga una condición inicial dada. En general las situaciones
de la vida real este tipo de ecuaciones resultan complicadas de resolver con exac-
titud, por lo que se recurre a dos procedimientos para aproximar la solución. El
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primero consiste en simplificar la ecuación diferencial de modo que podamos re-
solverla exactamente y utilizar la solución de esta para aproximar una solución
a la ecuación original, sin embargo este método no es muy preciso y no todas
las ecuaciones diferenciales pueden ser resueltas de esta forma. Por otro lado
podemos usar métodos de aproximación que dan una solución mas exacta a la
ecuación diferencial original.

Uno de los métodos más utilizados para resolver numéricamente problemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones iniciales es el método de
Runge- Kutta de cuarto orden (RK4), el cual proporciona un pequeño margen
de error con respecto a la solución real del problema y es fácilmente programable
en un software para realizar las iteraciones necesarias.

Entonces consideramos la ecuación descrita de manera general como:

d y(t)

dt
= f(t, y) (3.1)

Con la condición inicial dada por y(t0) = y0. Al momento de integral esta
ecuación tenemos∫ y

y0

=

∫ x

x0

f(x, y(x))dx⇒ y = y0 +

∫ x

x0

f(x, y(x))dx (3.2)

Para poder aproximar esta ultima integral mediante un método numérico ade-
cuado, planteamos el problema paso a paso de tal forma que podemos escribirla
como:

yn+1 = yn +

∫ xn+1

xn

f(x, y(x))dx (3.3)

Para poder utilizar el método RK4 necesitamos definir el tamaño del paso h que
queremos utilizar y el numero máximo de iteraciones n tal que

k1 = f(xi, yi) (3.4)

k2 = f(xi +
1

2
h, yi +

1

2
k1h)

k3 = f(xi +
1

2
h, yi +

1

2
k2h)

k4 = f(xi + h, yi + k3h)

y realizamos la iteracion:

yi+1 = yi +
1

6
h(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) (3.5)

Para i = 0, ..., n − 1 La solución se da a lo largo del intervalo (t0, t0 + hn) Aśı,
el siguiente valor yn+1 es determinado por el presente valor yn mas el producto
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del tamaño del intervalo h por una pendiente estimada esta es un promedio
ponderado de pendientes de tal manera que:

pendiente =
k1 + 2k2 + 2k3 + k4

6
. (3.6)

Si queremos resolver una ecuación diferencial podemos realizar un programa
que facilite encontrar la solución al problema por lo que usamos el siguiente
algoritmo [6]:

Para aproximar la solución del problema de valor inicial

y’ = f(t,y), a < t < b, y(a) = alpha,

en (N + 1) números uniformemente espaciados en el intervalo [a,b]

ENTRADA extremos a,b; entero N; condición inicial alpha.

SALIDA aproximación w a y en los (n+1) valores de t.

Paso 1 Tome h =(b-a)/N;

t = a;

w = alpha;

SALIDA (t,w).

Paso 2 Para i = 1,2,...,N haga pasos 3-5.

Paso 3 Tome K1 =hf(t,w);

K2 =hf(t + h/2,w + K1 / 2);

K3 =hf(t + h/2,w + K2 / 2);

K4 =hf(t + h,w + K3);

Paso 4 Tome w = w + (K1 +2 K2 + 2 K3 + K4)/6; (calcule wi)

t = a + ih (Calcule ti)

Paso 5 SALIDA (t,w)

Paso 6 PARAR

Este método lo utilizaremos para encontrar la solución para la constricción
hamiltoniana en un caso especifico el cual veremos en el capitulo 5.



Caṕıtulo 4

Acreción

Como se menciono anteriormente el objetivo de este trabajo es analizar el
proceso de acreción de materia alrededor de un hoyo negro, para ello es im-
portante conocer los diversos procesos que se han estudiado, empezando con la
acreción tipo Bondi [25] el cual discutiremos una forma de encontrar la densidad
y la tasa de acreción de un fluido infinito considerando desde el punto newto-
niano y utilizando las ecuaciones de la hidrodinámica. Junto con este análisis
realizaremos de manera análoga el análisis de la acreción de Mitchel [20] donde
la diferencia radica principalmente en la teoŕıa relativista [9].

Sin embargo nosotros queremos estudiar este proceso considerando un pulso de
materia lo que nos lleva al análisis de la trayectoria de la part́ıcula sin considerar
su momento angular, es decir, en cáıda libre, el estudio de este hecho nos permi-
te considerar las diferentes métricas en coordenadas esféricas sin considerar la
autogravedad del pulso, para ello utilizaremos una manera anaĺıtica y numérica
usando el programa OllinSphere2.

4.1. Proceso de acreción tipo Bondi

Si consideramos una nube de part́ıculas que son absorbidas por el campo gra-
vitacional debido a una masa central, la trayectoria de cada part́ıcula podemos
suponerla de manera espiral ya que al perder enerǵıa mediante el choque entre
ellas, el momento angular va disminuyendo y se aproxima hacia el centro, al
proceso de absorción de part́ıculas se le conoce como Acreción. En esta sección
se pretende estudiar el proceso de acreción hacia un agujero negro de manera
no relativista, considerando una densidad de part́ıculas con geometŕıa esférica
alrededor de un objeto compacto consideraremos un fluido hidrodinámico. Si
consideramos una densidad de part́ıculas que chocan entre si, podemos reali-
zar el análisis del flujo de manera hidrodinámica. Una primera aproximación es
considerar un gas adiabático, el cual podemos caracterizar por un indice Γ el
cual indica la relación que existe entre el calor especifico a presión y volumen
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constantes [25].

Γ =
CP
CV

, (4.1)

y ademas depende del número efectivo de grados de libertad en el movimiento
molecular.

Γ =
f + 2

f
, (4.2)

Donde f es el número de grados de libertad del movimiento molecular. Por
ejemplo para un gas monoátomico como el helio, f =3 y Γ = 5/2 [14] Sabemos
que un gas adiabático no cede ni recibe calor, es decir, que la presión se mantiene
constante para toda la densidad ρ y esta dada como:

P = KρΓ , (4.3)

Definimos la velocidad del sonido us en un fluido como:

us ≡
(
dP

dρ

)1/2

=

(
ΓP

ρ

)1/2

, (4.4)

Podemos describir completamente el flujo partiendo de la ecuación de continui-
dad,

∇ · ρv =
1

r2

d

dr
(r2ρv) = 0 , (4.5)

Donde v es la velocidad radial si consideramos también la ecuación de Euler.

v
dv

dr
= −1

ρ

dP

dr
− GM

r2
, (4.6)

Las cuales están escritas para un gas en estado estable y un flujo esférico con
velocidad v > 0. Integrando la ecuación (4.5) podemos escribir:

4πr2ρv = Ṁ = constante , (4.7)

Usando la ecuación (4.6) y siguiente relación

1

ρ

(
dP

dr

)
=

d

dr

(
u2
s

Γ− 1

)
, (4.8)

Llegamos a la ecuación de Bernoulli:

1

2
v2 +

1

Γ− 1
u2
s −

GM

r
=

1

Γ− 1
u2
∞ , (4.9)

Donde usamos las condiciones de frontera para evaluar la constante de integra-
ción. El flujo queda determinado una vez que se tenga Ṁ , la distribución de la
presión P(r) y la velocidad. Como mostr´ó Bondi (1952), diferentes valores pa-
ra Ṁ nos llevan a distintas clases de soluciones para las mismas condiciones de
frontera, sin embargo solo nos interesa una única solución cuando la velocidad
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v aumenta monótonamente desde r = 0 hasta r = ∞. Para calcular la tasa de
acreción reescribimos la ecuación de continuidad (4.5) de la siguiente forma

ρ′

ρ
+
v′

v
+

2

r
= 0 , (4.10)

y la ecuación 4.9 como

v v′ + u2
s

ρ′

ρ
+
GM

r2
= 0 , (4.11)

De esta manera tenemos un sistema de ecuaciones con dos incógnitas que po-
demos resolver por el método de Cramer llegando a que las soluciones son:

v′ =
D1

D
p′ = −D2

D
, (4.12)

Donde

D1 =
2u2

s/r −GM/r2

ρ
, (4.13)

D2 =
2v2/r −GM/r2

v
, (4.14)

D =
v2 − u2

s

vρ
, (4.15)

La ecuación (4.12) muestra que para garantizar el crecimiento uniforme y monótono
de la velocidad conforme el radio decrece y simultaneamente evita las sin-
gularidades en el flujo, la solución debe pasar por un punto critico, donde
D 1 = D 2 = D = 0 para r ≡ rc, el cual podemos encontrar a partir de
las ecuaciones anteriores.

v2
c = u2

s =
1

2

GM

rc
, (4.16)

donde uc y rc es la velocidad y el radio respectivamente en el punto critico.
Este ultimo corresponde al radio Transónico en el cual la velocidad es igual a la
velocidad del sonido. Combinando las ecuaciones (4.9) y (4.16) con u∞ como la
velocidad en el infinito

u2
c =

(
2

5− 3Γ

)
u2
∞ , (4.17)

De la que podemos despejar el radio critico de la ecuación (4.16) tal manera
que nos queda:

rc =

(
5− 3Γ

4

)
GM

u2
∞

, (4.18)

El cual corresponde al radio transonico donde el potencial gravitacional es com-
parable a la enerǵıa interna térmica del ambiente por unidad de masa. Entonces
a partir de la expresión (4.7) y la relación:

ρ = ρ∞

(
us
u∞

)2/(Γ−1)

, (4.19)
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Podemos llegar a la expresión para la tasa de acreción

Ṁ = 4πρ∞vcr
2
c

(
uc
u∞

)2/(Γ−1)

,

La cual podemos rescribir en terminos del eigenvalor λc lo que nos lleva a que:

Ṁ = 4πλc

(
GM

u2
∞

)2

ρ∞u∞ , (4.20)

Donde

λc =

(
1

2

)Γ+1/2(Γ−1)(
5− 3Γ

4

)−(5−3Γ)/2(Γ−1)

, (4.21)

Para un gas ideal Maxwell-Boltzmann con peso molecular µ tenemos la presión,
la velocidad del sonido en el medio y la temperatura definidos como:

P =
ρkT

µmu
; u2

s =
ΓkT

µmu
; T = T∞

(
ρ

ρ∞

)Γ−1

, (4.22)

Podemos evaluar el valor de Ṁ para la componente ionizada del medio interes-
telar (que se supone hidrógeno puro µ = 1/2) donde Γ = 5/3 tenemos

Ṁ = 1.2x1010

(
M

M�

)2 ( ρ∞
10−24

)( T∞
104K

)−3/2

, gs−1 , (4.23)

Los perfiles de flujo transonico son faciles de deducir. Lejos del radio transóni-
co el potencial gravitacional de la masa central es dif́ıcilmente detectado y la
temperatura y la densidad permanecen cerca de sus valores en el infinito:

ρ ≈ ρ∞ T ≈ T∞ us ≈ u∞;
r

rc
>> 1 , (4.24)

De las ecuaciones (4.20) y (4.24) vemos que la velocidad del flujo decrece cuando
el radio r crece de acuerdo con la ecuación:

v

u∞
≈ λc

(
GMn

u2
∞

)2

r−2;
r

rc
>> 1 , (4.25)

Entonces dentro del radio transónico el flujo es significativo debido al campo
gravitacional de la masa central. Para r/rc << 1, el termino GM/r domina
sobre el termino u2

s/(Γ − 1) en la ecuación (4.9). El flujo de velocidades se
aproximan a la velocidad de cáıda libre y la desaceleración debido a la presión
del gas es despreciable.

v ≈
(

2Gm

r

)1/2

;
r

rc
<< 1 ;

(
1 < Γ <

5

3

)
, (4.26)
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Figura 4.1: Perfil de densidad, acreción estacionaria y esfericamente simetrica,
considerando los valores de ρ∞ = 10−21kg/m3 y u∞ = 104m/s

De acuerdo con estos datos podemos encontrar la razón de densidades donde
se observa que cuando el radio decrece la densidad aumenta, considerando las
ecuaciones (4.20) y (4.26) llegamos a

ρ

ρ∞
≈ λs

21/2

(
GM

u2
∞

)3/2

r−3/2;
r

rc
<< 1 ;

(
1 < Γ <

5

3

)
, (4.27)

Evaluando la ecuación (4.27) y r = 2GM/c2 indica que en el horizonte la densi-
dad del flujo hidrodinámico es mayor a la densidad de part́ıculas sin colisiones en
un factor de (c2/u2

∞). La razón de temperatura con r pequeña la obtenemos com-
binando la ecuación (4.27) con los valores de un gas ideal de Maxwell-Boltzmann
obtenemos

T

T∞
≈

[
λs

21/2

(
GM

u2
∞

)3/2
]Γ−1

r−3(Γ−1)/2 (4.28)

Si consideramos el caso donde Γ = 5/3 para la cual la aproximación newtoniana
de rs = 0, encontramos que r =

(
GM/u2

∞
)
<< 1 la solución critica satisface

v ≈
(
GM

2r

)1/2

(4.29)

Esto corresponde a los perfiles de densidad y temperatura a radios pequeños los
cuales son descritos por las ecuaciones:

ρ

ρ∞
≈ 21/2

4

(
GM

u2
∞

)3/2

r−3/2 (4.30)

T

T∞
≈ 1

2

(
GM

u2
∞

)
r−1 (4.31)
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Este tipo de acreción considera un fluido con presión y gracias a él encontrarmos
una expresión para la densidad dada por la ecuacion (4.30) en donde podemos
utilizar el valor para Γ = 5/3, el cual corresponde a un gas monoatomico,
vemos como la densidad depende principalmente de la distancia a la que se
encuentre la materia, si asignamos valores tipicos del medio interestelar donde
ρ∞ = 10−21 kgm−3, u∞ = 104ms−1 y donde G = 6.67x10−11N m2 kg−2 y la
masa M = 1M� = 2x1030kg podemos observar que la densidad de materia
aumenta conforme la distancia disminuye, hasta que diverge cuando el radio
tiende a cero Fig. (4.1).

Las condiciones de frontera en el infinito (4.24) con v = 0 no especifican de
forma única la solución newtoniana a las ecuaciones (4.5) y (4.6). De hecho,
como bondi señaló, existe una segunda clase de soluciones a dichas ecuaciones
que cumplan las mismas condiciones de frontera, esta clase se caracteriza por el
movimiento subsónico de las particulas. Una diferente solucion subsónica existe
para cada valor de λ en el intervalo de 0 ≤ λc < λs Fig(4.2), definida acuerdo
con la ecuación (4.16). Las soluciones subsónicas satisfacen tambien (4.24) para
r/rc � 1. Pero para r � rc, sin embargo, el flujo difiere significativamente
del flujo transonico. Considerando los casos subsónicos, en la ecuación (4.9)
el termino 1

Γ−1a
2 domina al termino 1

2v
2 cuando r decrece, entonces cuando

1 < Γ < 5
3 podemos llegamos a:

1

Γ− 1

[(
us
u∞

)2

− 1

]
≈ GM

u2
∞r

(4.32)

Esta ecuación representa el equilibrio termodinámico para una ecuación de es-
tado politrópica. Por lo tanto, el flujo se contraresta por la contrapresión en el
régimen subsónico. Esta presión es generada por el gradiente de densidad de
gran tamaño que se construye como materia accumulada en las proximidades
de la masa central. De la ecuación (4.32) encontramos:

ρ

ρ∞
=

(
us
u∞

)2/(Γ−1)

≈
[
1 +

(Γ− 1)GM

u2
∞r

]1/(Γ−1)

≈
[

(Γ− 1)GM

u2
∞r

]1/(Γ−1)

(4.33)

El crecimiento de la densidad dada por la ecuación anterior para el flujo subsóni-
co es claramente mayor que en el caso transónico (4.26). En general, las con-
diciones de frontera para la acreción hacia la superficie de un objeto compacto
puede ser determinada por dos casos, transónico y subsónico, en particular para
el hoyo negro debemos considerar el régimen transónico [26]
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Figura 4.2: Esbozo de algunas posibles soluciones a las ecuaciones bondi para
el flujo esférico, estacionario y adiabático sobre un punto de masa gravitatoria.
La ĺınea continua gruesa corresponde a acreción transónica [25]

Ahora es interesante verificar estos resultados pero ahora considerando no una
distribución esférica e infinita de materia alrededor del hoyo negro, si no tenien-
do en cuenta un pulso de materia, pero antes de ver el caso de un fluido con
presion vamos a estudiar el caso en donde tenemos una distribución homogénea
de polvo, el cual esta descrito por las ecuación de continuidad y la ecuación de
Euler, su dinámica que presenta este tipo de fluido es fácil de describir gracias
a las ecuaciones de las geodésicas vistas en el capitulo 2, por lo tanto tienen
una solución anaĺıtica. entonces el primer paso que debemos estudiar es la cáıda
libre por medio de las curvas geodésicas.

4.2. Acreción radial de un pulso de polvo.

Nuestro objetivo es describir la evolución de un pulso de materia cercano al
hoyo negro, es por ello que necesitamos estudiar las trayectorias de las part́ıculas
que conforman un pulso de polvo, para ello necesitamos encontrar las expresiones
de la cuadri-velocidad, simplemente utilizando las ecuaciones de geodésicas. Si
utilizamos el elemento de linea en coordenadas esféricas dado por la expresión:

ds2 = −g00dt
2 + 2g0rdt dr + grr dr

2 + r2dΩ2 (4.34)

Para encontrar la ecuación de movimiento de esta materia consideramos el Prin-
cipio de Mı́nima acción el cual nos describe la evolución a lo largo del tiempo
en un campo f́ısico de tal manera que podemos comparar la ecuación (1.18) con
las ecuaciones de Euler-Lagrange para la mecánica clásica dadas por la ecuacion
(1.87) y consideramos L como la Lagrangiana descrita de la siguiente forma en
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coordenadas esfericas como:

L =
1

2

(
−g00 c

2 ṫ2 + 2 g0rcṫṙ + grr ṙ
2 + r2 dΩ2 + k

)
(4.35)

Donde dΩ2 = θ̇2 + sen2θφ̇2 describe el angulo solido, ṫ = dt/dτ = u0 y
ṙ = dr/dτ = ur. Como sabemos L es una función escalar a partir de la cual se
pueden obtener la evolución temporal, las leyes de conservación y otras propie-
dades importantes de un sistema dinámico.

Al ver la expresión anterior podemos deducir de manera directa que la ecua-
ción no depende de t ni de φ, de tal forma que encontramos las dos primeras
ecuaciones de conservación para estos parámetros de tal forma que utilizando
(1.87)

d

dτ

(
∂L
∂ṫ

)
= 0 (4.36)

De lo cual deducimos de manera inmediata que ∂L
∂ṫ

= C1, esta constante esta
relacionada con la Enerǵıa del sistema aśı que llegamos a la ecuación:

−g00 ṫ+ g0r ṙ = E (4.37)

De la misma manera tenemos que:

d

dτ

(
∂L
∂φ̇

)
= 0 (4.38)

Lo cual nos lleva a la ecuación de conservación del momento angular en la
dirección z, entonces:

r2 sen2θφ̇ = lφ (4.39)

Donde lφ es el momento angular en dirección φ, esta expresion describe la con-
servación de momento angular. Otra relación importante que podemos deducir
de (1.87) considerando la coordenada θ lo cual podemos deducir la siguiente
ecuación:

d

dt

∂L
∂θ̇
− ∂L
∂θ

= 0 (4.40)

Por lo que llegamos a la expresión siguiente:

r2 θ̈ + 2 r ṙθ̇ −
l2φ cosθ

g2
rr r

2sen3θ
= 0 (4.41)

Al resolver la expresión anterior nos damos cuenta que una de las soluciones
posibles es considerar el movimiento sobre el plano ecuatorial de tal forma que
θ sea igual a π/2. Entonces las ecuaciones de las geodésicas, usando la simetŕıa
del espacio-tiempo y la normalización de la velocidad uµuµ = −k, donde k = 1
si consideramos particulas y k = 0 si consideramos luz. De esta forma podemos
escribir la ecuación:

−E
2

g00
+

2g2
or ṙ

2

g00
+ grr ṙ

2 +
l2φ

grr r2
= −k (4.42)
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Despejando la ecuación (4.42) tenemos la velocidad de la part́ıcula definida por
ṙ:

ṙ =

√√√√E2 − g00

(
k +

l2φ
grrr2

)
grr g00 + g2

0r

(4.43)

Junto con la ecuación (4.37) llegamos a la expresión

ṫ =
1

g00

−E + g0r

√√√√E2 − g00

(
k +

l2φ
grrr2

)
grr g00 + g2

0r

 (4.44)

Es importante notar que estas ecuaciones dependen de las componentes del ten-
sor métrico gµν por lo que podemos utilizar cualquier tipo de coordenadas para
describir nuestro problema, a continuación haremos un análisis de las compo-
nentes de la cuadrivelocidad ocupando tres de las mas importantes coordenadas,
esto nos sera muy útil más adelante.

4.3. Cáıda Libre: Coordenadas Penetrantes.

Para el caso particular utilizaremos el elemento de linea de Schwarzschild
para hoyos negros, escrita usando coordenadas Eddington-Finkelstein conocidas
como coordenadas penetrantes [10]. Podemos calcular las ecuaciones (4.43)
y (4.44) teniendo en cuenta que lφ = 0 lo cual nos indica el movimiento radial
ademas al considerar polvo tenemos k = 1.

g00 = 1− 2M

r
; g0r =

2M

r
; grr = 1 +

2M

r
(4.45)

Las componentes de la cuadri-velocidad estan dadas por las ecuaciones (4.43)
y (4.44) de tal forma que al sustituir las componentes de la métrica llegamos a
que las ecuaciones mencionadas se escriben como:

ur =

√
E2 − 1 +

2M

r
(4.46)

De manera análoga podemos calcular:

u0 =
Er + 2Mur

r − 2M
(4.47)

Las cuales determinan las componentes de la cuadri-velocidad para cada part́ıcu-
la dada su posición y tiempo. Por ultimo encontraremos las componentes de la
velocidad de manera análoga para las coordenadas conformes.
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4.4. Cáıda Libre: Coordenadas Conformes

El problema que queremos resolver es a partir de la métrica conforme definida
con la ecuación:

ds2 = −αdt2 + ψ4
(
dr2 + r2dθ2 + r2sen2θdφ2

)
(4.48)

De manera inmediata vemos una similitud con la métrica penetrante, lo cual nos
lleva a repetir el proceso anterior para encontrar las ecuaciones de conservación.
La métrica conforme tampoco depende del tiempo t ni de la coordenada φ de
tal manera que podemos definir la ecuación para la conservación de la enerǵıa
como:

−αṫ = E (4.49)

Del mismo modo podemos encontrar la ecuación de conservación para el mo-
mento angular descrito de tal forma que:

r2 ψ4sen2θφ̇ = lφ (4.50)

Podemos considerar que las part́ıculas se mueven en el plano ecuatorial de tal
forma que θ = π/2 asi podemos concluir que la ecuación de movimiento esta
descrita a partir de la expresion:

−αṫ2 + ψ4ṙ2ψ4φ̇2 = −1 (4.51)

A partir de las ecuaciones de conservación despejando ṫ y φ̇ respectivamente y
sustituirlas en las ecuaciones anteriores deducimos que ṙ2 es igual a:

ṙ2 =
E

αψ4
− 1

ψ4
−

l2φ
r2ψ8

(4.52)

Sin embargo consideramos que las part́ıculas esta en cáıda libre lo que nos lleva a
que lφ = 0, por lo tanto las componentes de la cuadri-velocidad en coordenadas
conformes depende del lapso y el factor conforme:

ur =

(
E

αψ4
− 1

ψ4

)2

u0 = −E
α

(4.53)

donde el factor conforme puede ser escrito como 1 + M
2r y el lapso esta definido

por α = 1−2M/r
1+2M/r . Podemos repetir los cálculos de manera similar que el anterior

caso, en donde encontramos que las componentes de la cuadri-velocidad en la
métrica conforme están dadas por:

u0 =
E(2r +M)2

(−2r +M)2
(4.54)

ademas

ur =

√
2 (E +M/r) (1− 2M/r)

√
1 + 2E − 2M

√
2(E+2M/r)

r

(4.55)
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Estas ultimas expresiones nos serán de mucha ayuda al momento de resolver las
ecuaciones de continuidad y de Euler para nuestro fluido de prueba, ya que el
programa OllinSphere2 que ocuparemos para verificar nuestros resultados tiene
por default este tipo de coordenadas.



Caṕıtulo 5

Resultados númericos

Anteriormente vimos que para si tenemos un problema que implique resolver
de manera general las ecuaciones de Einstein necesitamos especificar las condi-
ciones iniciales que satisfagan las ecuaciones de constricción en la formulación
3+1. Nuestro problema requiere considerar un hoyo negro en el espacio-tiempo y
un pulso de materia acretando de manera radial hacia él, realizaremos una des-
cripcion detallada de la evolución del sistema por medio del programa OllinSp-
here2, por lo que necesitamos utilizar la métrica conformemente plana, lo que
implica que γij = δij , la cual podemos escribir de manera general como:

ds2 = ψ(r)4(Adr2 + r2BdΩ2) , (5.1)

Donde ψ(r) es el factor conforme, A y B son funciones que dependen solo de r, las
cuales podemos elegir arbitrariamente, para simplificar las ecuaciones decidimos
utilizar A = B = 1. Si ademas consideramos la simetŕıa Kij = 0 podemos obser-
var que la constricción de momento se satisface trivialmente 8πji = 0 mientras
que la ecuación de constricción hamiltoniana esta descrita por la ecuación:

∇2ψ

ψ5
+ 16πρ = 0 , (5.2)

Donde ρ es la densidad de materia. Como podemos observar para encontrar una
solución a esta ecuación diferencial necesitamos utilizar un metodo numerico,
nosotros elegimos el método de Runge-Kutta visto en el capitulo 3. Entonces
para poder resolverla esta ecuacion podemos proponer la densidad ρ como una
función continua y cuatro veces diferenciable, donde los extremos se aproximen
a cero muy suavemente, es por ello que podemos utilizar la siguente ecuación:

ρ =


0 si r ≤ a
[(r − a) (r − b)]4 si a < r < b

0 si r ≥ b
(5.3)

Donde a y b son los limites inferior y superior de la región donde se encuentra la
materia y A es la amplitud de nuestro pulso. Entonces esta expresión nos divide

54
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Figura 5.1: Perfil de densidad para un pulso de polvo.

el espacio en tres regiones Fig.(5) En la region I y III vemos que la ecuación
(5.2) se reduce al caso en el vació por lo que tenemos una solución tipo hoyo
negro dada por la ecuación:

ρ = 1 + k/r (5.4)

lo que nos lleva a que en la region I k = M
2 en la ecuación (5.4), lo cual indicaŕıa

la condición inicial para la región II en la cual esta representada la materia al-
rededor del hoyo negro, si consideramos esto junto con la condición de inicial en
la región III entonces podemos asegurar que la región II en donde esta la distri-
bución de materia debe tener la forma de la ecuación (5.4) donde necesitamos
definir el valores de k

Ya que tenemos una solución para el Factor conforme, nos queda definir el tipo
de materia que debemos considerar, en este trabajo veremos esa distribución de
materia en la cual despreciaremos la contribución de presión debida al mismo
material, es decir, polvo y compararemos los resultados obtenidos con los de un
fluido perfecto.

Como vimos en caṕıtulos anteriores el polvo esta descrito solamente con la ecua-
ción de continuidad y el vector de flujo dados en las ecuaciones (1.30) (1.31) res-
pectivamente la solución a estas ecuaciones pueden ser resueltas de una manera
anaĺıtica. Sin embargo para el caso de fluido perfecto necesitamos considerar
la ecuación (1.38) la cual presenta un problema ya que no podemos resolverla
de manera directa, pero gracias a las herramientas computacionales podemos
llegar a encontrar resultados interesantes
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Figura 5.2: Perfil de densidad para un pulso de polvo, coordenadas penetrantes,
con A0 = 10−5 y r0 = 70M

5.1. Evolución: Fluido sin presión

Una vez familiarizado con las trayectorias que recorren las part́ıculas al caer
libremente necesitamos considerar las ecuaciones de continuidad y de Euler, las
cuales, como hemos mencionado, pueden ser resueltas de manera anaĺıtica lo que
nos permitirá describir que pasa con la densidad del pulso al acercarse al hoyo
negro. Entonces, para un fluido sin presión, necesitamos resolver la ecuación de
continuidad 1.30 la cual podemos escribir como:

√
−g ρ,t u0 +

√
−gurρ,r + ρ(

√
−gur),r = 0 (5.5)

Si consideramos que dρ
dt = ρ,t + vr ρ,r, donde vr = ur/u0. La ecuación que

obtenemos esta dada por:

dρ

ρ
= − (

√
−gur),r

(
√
−gu0)

dt (5.6)

Si utilizamos la regla de la cadena en el termino de la derecha y tomando en
cuenta que u0 = dt

dτ podemos reescribir la ecuación anterior como:

dρ

ρ
= − (

√
−gur),r

(
√
−gur)

dr (5.7)

Considerando que d(ln(v)
dr = 1

v
dv
dx entonces tenemos que:

dρ

ρ
= −ln(

√
−gur) (5.8)
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Figura 5.3: Evolución de la densidad para el caso sin presión, sin considerar la
auto-gravedad.

Si integramos esta expresión tenemos una ecuación para la envolvente descrita
por

ρ(r) =
k0√
−gur

(5.9)

Esta expresión es la solución de manera general para la ecuación de continuidad,
la cual llamamos envolvente, la ventaja que tenemos con esta expresión es que
podemos utilizarla sin importar que tipo de coordenadas utilicemos, siempre y
cuando tengamos una metrica esferica, esto nos permite estudiar la evolución
del polvo alrededor de un hoyo negro, sin considerar su autogravedad, desde
diferentes coordenadas. Como ejemplo podemos utilizar las coordenadas pene-
trantes para describir la evolución de un fluido sin presión y sin considerar su
auto-gravedad, lo que nos permite escribir la ecuación de continuidad como
(5.5). Entonces, dadas las componentes de la velocidad llegamos a la expresión:

∂0ρ+ vr∂rρ+ 2
E2 − 1 + 3M

2r

r(E2 − 1 + 2M
r )

vrρ = 0 , (5.10)

Donde vr = dr
dt = u1

ur . Para poder resolver esta ecuación usanmos la expresión

para la envolvente (5.9) en donde consideramos
√

(− g) como el determinante
de la metrica, ya que y utilizamos el hecho de que:

√
−g =

(
1− 4M2

r2

)
, (5.11)

podemos encontrara la expresión para la envolvente en coordenadas penetrantes[10]:

ρ(r) = A0

(
r0

r

)3/2

, (5.12)
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Figura 5.4: Evolución de la densidad para el caso sin presión, considerando la
auto-gravedad.

Como vemos la densidad del polvo diverge cuando r → 0, esto implica que a
distancia cercanas al hoyo negro la densidad del material aumenta de manera
exponencial como lo muestra la figura 5.1 Es importante notar que la ecuación
anterior tiene la misma forma que la ecuación (4.30) la diferencia radica en la
elección de los valores para la constante, sin embargo ambas depende de la dis-
tancia a la que se encuentre la materia.

El caso que más nos interesa calcular es aquel descrito con las coordenadas
conformes ya que si realizamos los cálculos pertinentes podemos encontrar la
ecuación de continuidad y la de la envolvente con estas coordenadas. Si utili-
zamos el programa OllinSphere2 tenemos que la densidad que queremos esta
dada por la ecuación (5.3) utilizamos los siguientes datos para poder describir
la evolución del polvo al momento de ser acretado hacia un hoyo negro

fluid_a0 = 30.0 # limite izquierdo de la densidad a

fluid_r0 = 50.0 # limite derecho de la densidad b

fluid_s0 = 0.0001 # Amplitud de la curva C

Como observamos en la figura 5.3 la evolución del polvo sigue con la forma
de la envolvente lo que nos permite demostrar que los cálculos numéricos y
los anaĺıticos concuerdan. Habiendo demostrado este hecho podemos empezar a
considerar la autogravedad de la materia.

5.2. Polvo Autogravitante.

Como hemos mencionado anteriormente la curvatura del espacio-tiempo es
una de las principales consecuencias de la teoŕıa de la relatividad general de
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Figura 5.5: Evolución de la densidad para el caso sin presión, Color rojo: Polvo
sin autogravedad; Color verde: Polvo Autogravitante. Al utilizar los mismos
tiempos de evolución en ambos casos notamos que el proceso autogravitante
crece más rapidamente.

acuerdo con la cual la gravedad es efecto o consecuencia de la geometŕıa curva
del espacio-tiempo. Los cuerpos dentro de un campo gravitatorio siguen una
trayectoria espacial curva. Si quisiéramos ejemplificar dicha curvatura imagine-
mos en un principio una tela completamente extendida, si nosotros pusiéramos
un objeto cualquiera veŕıamos como esa tela se curva bajo el peso del objeto,
entonces si colocamos un baĺın cercano a esa curvatura, caeŕıa hacia el objeto
más pesado pero a su vez al tener una masa la tela se curvatura bajo la ac-
ción del peso del baĺın. Entonces un caso interesante a estudiar es el pulso de
materia anteriormente descrito pero ahora considerando un fluido de prueba au-
togravitante. Ya que no podemos resolver la ecuación (5.5) de manera anaĺıtica
entonces nos apoyaremos en el programa OllinSphere2 ya que en el caso anterior
nos dio una buena aproximación. Para utilizar el código solo hay que modificar
la bandera

spacetime = dynamic # dynamic,background

Ya que este comando me permite considerar la curvatura del espacio-tiempo, al
elegirlo como dinámico el código interpreta la curvatura del pulso que estamos
considerando. Entonces al momento que realizamos la compilación del programa,
tratamos de mantener los valores para la maya y los pasos de tiempo, aśı como
también los datos iniciales para el la densidad lo que nos lleva a la Figura5.4,
en donde observamos una vez más la densidad diverge al acercarse al horizonte,
lo que es consistente con la parte anaĺıtica y el caso anterior. Sin embargo al
comparar ambas gráficas podemos observar la diferencia en el tiempo en donde
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Figura 5.6: Evolución de la densidad para el caso con presión, sin considerar
la auto-gravedad y para los siguientes valores: N = 1.5, γ = 1.666666, κ = 1,
archivo Fluido1.

el fluido de prueba sin autogravedad acreta más despacio lo que nos permite
suponer que el polvo al curvar al espacio hace que las part́ıculas caigan con una
velocidad mayor Figura(5.5).
En conclusión vemos que la densidad tiene la forma

ρ = C0 r
−n. (5.13)

Donde C0 y n son constantes, los cuales podemos encontrar de acuerdo a los
valores iniciales que consideremos y a las coordenadas que elijamos para plantear
el problema. Esto nos permite demostrar que el programa OllinSphere2 nos
describe de una manera correcta los resultados esto es de gran ayuda ya que
ahora analizaremos el caso en donde tenemos un pulso pero tomando en cuenta
un fluido que tiene presión, lo que nos lleva a que las expresiones de las geodésicas
no son suficientes para describir la evolución de dicha materia, pues el método
de solución a las ecuaciones de continuidad y de Euler ya no son anaĺıticas, sino
numéricas, entonces haremos uso del nuestro código que nos ha servido muy
bien hasta ahora.

5.3. Evolución: Fluido con presión

En el caso de un fluido hidrodinámico en donde la presión del gas esta
combinado conforme el tiempo pasa necesitamos utilizar la ecuación de estado
dada por la expresión

P = KρΓ (5.14)

Como vimos en secciones anteriores esta ecuación describe un gas politrópico, si
elegimos los valores adecuados para Γ que es el indice adiabatico y K que es el
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Figura 5.7: Evolución de la densidad para el caso con presión, considerando
la auto-gravedad y para los siguientes valores: N = 1.5, γ = 1.666666, κ = 1,
archivo FLuido.

indice politropico. Ya que el programa OllinSphere2 nos dio un buen resultado
para la evolución de polvo, ahora consideraremos un gas monoátomico con los
siguientes datos:

fluid_N = 1.5 #indice Politropico.

fluid_gamma = 1.666666 #indice Adiabatico.

fluid_kappa = 1 #Constante Poliatropica.

Los cuales corresponden a un gas monoátomico. Ahora vemos en la Figura5.3
como la densidad aumenta hasta un punto en donde vuelve a disminuir, esto
puede deberse a que la presión aumenta conforme el volumen va disminuyendo
ya que podemos escribir a la ecuación de estados en términos del volumen como:

P = K (m/V )
Γ
. (5.15)

En donde m es la masa de la materia que comparada con la masa del hoyo negro
es muy pequeña, aśı que todo radica en el cambio del volumen al ser acretada,
asi que la presión llega a crecer de tal forma que contrarresta por un tiempo la
fuerza gravitacional del hoyo negro, sin embargo, al aumentar el volumen una
vez más dicha fuerza predomina nuevamente lo que nos permite observar como
la densidad aumenta y diverge al acercarse al horizonte.

El ultimo caso que deseamos estudiar es el caso donde el fluido con presión curva
al espacio-tiempo y compararlo con los casos anteriores
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Figura 5.8: Evolución de la densidad para el caso con presión, considerando
la auto-gravedad y para los siguientes valores: N = 1.5, γ = 1.666666, κ = 1,
archivo FLuido.

5.4. Fluido Autogravitante.

Como sabemos el espacio-tiempo se curva debido a la materia que se encuen-
tra en él y a su vez la materia se mueve gracias a la curvatura, esta es una de
las conclusiones que podemos considerar de la relatividad general. los casos an-
teriores nos ayudan a explicar y entender la dinámica de las part́ıculas en casos
bajo ciertas condiciones pero cada uno de ellos nos puede acercar a la realidad.
El ultimo caso que consideraremos es el fluido con presión autogravitante en
donde las ecuaciones que hemos manejado se complican demasiado y los cálcu-
los numéricos se vuelven la única forma para tratar de resolver el problema sin
embargo al haber utilizado el código numérico que resuelve las ecuaciones de
constricción y plantea las ecuaciones de evolución y haber obtenido resultados
consistentes con los casos mas sencillos, nos permite estudiar nuestro problema,
de tal forma que obtenemos la Figura. 5.7. en donde vemos como se cumple el
hecho visto en el caso anterior, donde la densidad crece hasta que la presión
aumenta lo suficiente para contrarrestar la fuerza gravitacional, pero ahora que
tenemos autogravedad podemos observar que el fluido acreta de una manera más
veloz, si colocamos los dos resultados juntos Figura(5.8) vemos como el fluido
autogravitante en un principio alcanza una densidad mayor que el caso anterior
pero vemos como la velocidad con la que acreta disminuye considerablemente.
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