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Resumen

Este trabajo trata el análisis en los dominios de la frecuencia y el tiempo de una

máquina de inducción usando el Método del Elemento Finito.

Se emplea un análisis magneto-dinámico para estudiar la máquina de inducción

en el dominio de la frecuencia. La solución proporciona el par electromagnético, las

pérdidas y la densidad de flujo magnético. También se obtienen los parámetros del

circuito equivalente “T” de la máquina.

Una segunda aplicación involucra el análisis en el dominio del tiempo de la máquina

de inducción. Se usa la solución en el dominio de la frecuencia como condición inicial

para analizar el comportamiento en el tiempo del motor a velocidad nominal, teniendo

en cuenta los armónicos del campo magnético debido al ranurado del núcleo estator y

rotor.

Simulaciones de las pruebas de rotor bloqueado, operación en vaćıo, funcionamiento

a plena carga cuya metodoloǵıa está fundamentada en la norma internacional de prue-

bas de la IEEE-112 (2004), se realizan. Los parámetros y el desempeño a las condiciones

mencionadas, como par, corriente, factor de potencia, etc., se calculan y se comparan

con resultados de laboratorio para validar el modelado.
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Abstract

This thesis presents the frequency and time domain analysis of an induction machi-

ne, using the Finite Element Method.

The magneto-dynamic approach is used to study the induction machine in the

frequency domain. The solution gives torque, losses and magnetic flux densities. Also

the equivalent circuit parameters of a “T” circuit are obtained.

A second application involves the time domain analysis of the induction machi-

ne. The frequency domain solution is employed as an initial condition to analyze the

transient behavior of the motor for rated speed, taking into account magnetic field

harmonics due to the slotting of stator and rotor.

Simulations of locked rotor testing, load operation, full load operation whose met-

hodology is based on the international standard test IEEE-112 (2004), are carried out.

The parameters and performance under these operation conditions, such as a torque,

current, power factor, etc., are calculated and compared with test results to validate

the numerical simulations.
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3.8. Circuitos equivalentes que representan la jaula de ardilla del motor de

inducción. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

v
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5.2. Par electromagnético en relación la posición angular del rotor. . . . . . . 65

5.3. Curvas de la potencia absorbida, pérdidas por efecto Joule y pérdidas
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Índice de tablas

4.1. Tabla comparativa entre las mallas mostradas: Porcentajes de calidad . . 60

4.2. Tabla comparativa entre las mallas mostradas: Elementos . . . . . . . . 60

5.1. Comparativo entre los valores obtenidos de la simulación y datos de

laboratorio. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

5.2. Comparativo entre los valores obtenidos de la simulación y datos de

laboratorio. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
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Nomenclatura 
 

 

 

Símbolo Unidades Descripción 
   
P	 	 Número	de	polos

	 grados 	 Ángulo	eléctrico

	 grados 	 Ángulo	mecánico

	 Hz 	 Frecuencia	eléctrica

	 Hz 	 Frecuencia	mecánica

	 r/min 	 Velocidad	Síncrona

s	 	 Deslizamiento

	 r/min 	 Velocidad	del	motor

	 Hz 	 Frecuencia	de	deslizamiento	del	rotor	

	 A 	 Corriente	del	estator	en	la	fase	a

	 A 	 Corriente	del	estator	en	la	fase	b

	 A 	 Corriente	del	estator	en	la	fase	c

	 A 	 Corriente	del	rotor	en	la	fase	a

	 A 	 Corriente	del	rotor	en	la	fase	b

	 A 	 Corriente	del	rotor	en	la	fase	c

, 	y	 	 A 	
Corrientes	instantáneas	de	la	fase	a,	b	y	c	del	estator	

respectivamente

	 rad/s 	 Velocidad	angular	eléctrica

	 rad/s 	 Velocidad	angular	del	rotor

t	 s 	 Tiempo

MMF	 Avuelta 	 Fuerza	magnetomotriz

	 vueltas 	 Número	de	vueltas	en	la	bobina	del	estator	



XII 
 

	 Ω 	 Resistencia	eléctrica	en	el	devanado del	estator	

	 vueltas 	 Número	de	vueltas	en	la	bobina	del	rotor	

	 Ω 	 Resistencia	eléctrica	en	el	devanado	del	rotor	

Ф 	 Wb 	 Flujo	magnético	en	el	estator

Ф 	 Wb 	 Flujo	magnético	en	el	rotor

	 V 	 Tensión	en	el	devanado	del	estator

	 V 	 Tensión	en	el	devanado	del	rotor

	 H 	 Inductancia	del	estator

	 	 	 H 	 Inductancia	mutua	de	estator	y de rotor	

	 H 	 Inductancia	del	rotor

	 grados 	 Ángulo	de	la	posición	del	rotor

	 H 	 Inductancia	mutua	entre	dos	bobinas	de	estator	y	rotor

	 Wb	vuelta 	 Encadenamientos	de	flujo

	 	 Operador	derivada

	 kg∙m2 	 Momento	de	inercia	del	rotor

	 N∙m∙s 	 Coeficiente	de	amortiguamiento	mecánico	

	 N∙m 	 Par	electromagnético	

	 N∙m 	 Par	de	carga

	 Ω 	 Resistencia	del	devanado	estator

	 Ω 	 Reactancia	de	dispersión	del	devanado	estator	

	 Ω 	 Resistencia	correspondiente	a	las	pérdidas	del	núcleo

	 Ω 	 Reactancia	de	magnetización

	 Ω 	
Resistencia	de	la	jaula	 o	devanado 	rotor	referida	al	

estator

	 Ω 	
Reactancia	de	la	jaula	 o	devanado 	rotor	referida	al	

estator

	 A 	 Corriente	absorbida	por	el	estator

	 A 	
Corriente	absorbida	por	el	rotor	desde	el	punto	de	vista	

del	estator

Ф	 A 	 Corriente	de	excitación

	 A 	 Corriente	de	magnetización

	 A 	 Corriente		correspondiente	a	las	pérdidas	del	núcleo

	 V 	 Tensión	monofásica	aplicada	al	devanado	de	estator



XIII 
 

	 V 	 Voltaje	inducido	en	el	rotor

	 V 	
Voltaje	nominal	aplicado	por	fase	en condiciones	sin	

carga

	 A 	 Corriente	por	fase	en	condiciones	sin	carga	

	 W 	 Potencia	por	fase	en	condiciones	sin	carga	

	 V 	 Voltaje	aplicado	por	fase	en	condiciones	de	rotor	fijo

	 A 	 Corriente nominal por	fase	en	condiciones	de	rotor	fijo

	 W 	 Potencia	por	fase	en	condiciones	de	rotor	fijo	

	 Ω 	 Resistencia	equivalente	en	condiciones	de	rotor	fijo

	 Ω 	 Reactancia	equivalente	en	condiciones	de	rotor	fijo

	 Ω 	 Impedancia	equivalente	en	condiciones	de	rotor	fijo

W	 	 Función	de	peso	en	el	método	de	Galerkin	

Γ	 	 Trayectoria	de	integración

Ω	 	 Superficie	de	integración

A	 T∙m 	 Vector	del	potencial	magnético	

	 T∙m 	 Componente	del	potencial	magnético	en	la	dirección	z

	 T∙m 	 Potencial	magnético	en	el	dominio	de	la	frecuencia

B	 T 	 Vector	de	inducción	magnética

D	 C/m2 	
Vector	de	desplazamiento	eléctrico	o	inducción	

eléctrica

E	 V/m 	 Vector	de	campo	eléctrico

H	 A/m 	 Vector	de	intensidad	de	campo	magnético	

J	 A/m2 	 Vector	de	densidad	superficial	de	corriente	eléctrica

	 T 	
Vector	de	inducción	magnética	en	el	dominio	de	la	

frecuencia

	 C/m2 	
Vector	de	desplazamiento	eléctrico	o	inducción	

eléctrica	en	el	dominio	de	la	frecuencia	

	 V/m 	
Vector	de	campo	eléctrico	en	el	dominio	de	la	

frecuencia

	 A/m 	
Vector	de	intensidad	de	campo	magnético	en	el	dominio	

de	la	frecuencia

	 A/m2 	
Vector	de	densidad	superficial	de	corriente	eléctrica	en	

el	dominio	de	la	frecuencia



XIV 
 

	 C/m3 	 Densidad	volumétrica	de	carga

	 C2/N∙m2 	 Permitividad	eléctrica

µ0	 H/m 	 Permeabilidad	magnética	del	aire

χm	 	 Susceptibilidad	magnética

µr	 	 Permeabilidad	relativa

µ	 H/m 	 Permeabilidad	magnética	del	medio

	 S/m 	 Conductividad	eléctrica

	 	 Operador	nabla	

,	 ,	 	 	
Vectores	unitarios	en	las	direcciones	 ,	 	y	 ,	

respectivamente

∂	 	 Operador	diferencial	parcial

	 	
Vector	posición	que	vincula	el	eje	de	rotación	con	el	

elemento	diferencial	dΓ

U 	 V 	
Diferencia	de	potencial	entre	los	extremos	del	

conductor	sólido

R 	 Ω 	 Resistencia	DC	del	conductor sólido

I 	 A 	 Corriente	total	en	el	conductor	sólido	

S	 m2 	 Sección	del	conductor	sólido

L	 m 	 Longitud	del	conductor	sólido

	 A 	 Corriente	total	en	un	conductor	filamentario	

R 	 Ω 	 Resistencia	en	un	conductor filamentario	

U 	 V 	
Diferencia	de	potencial	entre	los	extremos	del	

conductor	filamentario

υ	 m/H 	 Reluctividad

	  Operador derivada 

    

    

    

    

    

    

 



Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

El objetivo de este caṕıtulo es proporcionar una revisión del estado del arte del

análisis de la máquina de inducción en los dominios de la frecuencia y el tiempo usando

el Método del Elemento Finito (MEF, por sus siglas). Además se plantean los objetivos

de este trabajo de tesis y la motivación de la investigación. Por último, se presenta la

organización del trabajo.

1.1. Antecedentes

El estudio del motor de inducción ha sido y sigue siendo de gran interés debido a

sus múltiples aplicaciones industriales. El MEF se ha convertido en una herramienta

computacional práctica para dicho propósito. Es un método numérico utilizado en va-

rias áreas de estudio que nos permite encontrar y aproximarnos numéricamente a la

solución de problemas que son dif́ıciles (en algunos casos imposibles) de ser resueltos

de forma anaĺıtica.

Para modelar el comportamiento electromagnético en motores de inducción se deben

de resolver las ecuaciones de Maxwell, el MEF permite resolver dichas ecuaciones, con

la ventaja de considerar la no linealidad de los materiales magnéticos y geometŕıas

en dos o tres dimensiones. Gracias a esto se obtienen soluciones más precisas como

la distribución del flujo magnético, la intensidad del campo magnético, densidad de

corriente y corrientes de remolino en cualquier lugar del motor.
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A continuación se enlistan las investigaciones más relevantes y recientes de la máqui-

na de inducción, donde se muestra la importancia que ha adquirido el método de elemen-

tos finitos como herramienta numérica para el diseño, análisis y solución de problemas

o fenómenos que se presentan en este tipo de máquinas.

Handgruber et al. (2014), mostraron un método nuevo para reducir la carga compu-

tacional de la simulación en 3-D que requieren las láminas de acero magnético de las

máquinas de inducción debido a las corrientes remolino. Se propone un modelo lineal

que considera la saturación de las máquinas debido a las reluctividad del material ob-

tenido a partir de un modelo no lineal en 2-D trabajado en el dominio de la frecuencia.

Para validar este método se compara contra la solución en el dominio del tiempo.

Yamazaki y Kanbayashi (2013) desarrollaron un método de optimización, para ob-

tener diseños avanzados de máquinas de inducción en tiempos computacionales razo-

nables. En el método propuesto se utiliza el método de elementos finitos combinando

el trabajo en el dominio del tiempo y la frecuencia. Se obtiene aśı un diseño avanzado

de un motor de inducción de jaula de ardilla utilizando el método propuesto.

Chen y Wu (2012) establecieron un modelo de pequeña señal del generador de induc-

ción doblemente alimentado y se propone un método de análisis de frecuencia dinámica

basada en la función de transferencia, a través de la linealización de las ecuaciones de

estado. Con la variación de la velocidad del viento como entrada y la variación de la

potencia electromagnética como salida, se establece la expresión de la función de trans-

ferencia objetivo y se introduce el cálculo de matrices de parámetros. La resonancia

del sistema es inducida cuando la frecuencia de perturbación de la velocidad del viento

está cerca de la frecuencia de oscilación inherente del sistema. La similitud de las ondas

simuladas en el dominio de tiempo a las curvas caracteŕısticas de amplitud-frecuencia

demuestra la validez del método de análisis propuesto.

Rainer et al. (2012) presentaron un procedimiento general para la evaluación de si-

mulaciones en elementos finitos de transitorios de máquinas de inducción. El algoritmo

propuesto permite la determinación de la densidad de flujo en el entrehierro magnético
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1.1 Antecedentes

para puntos de operación arbitrarios en estudio del movimiento del rotor. Los armóni-

cos de densidad de flujo magnético se pueden determinar en el estator, aśı como en la

superficie del rotor en movimiento. Para máquinas de inducción sesgadas, se incluye un

algoritmo de interpolación para el comportamiento axial de la densidad de flujo.

Wang y Chang (2011) propusieron un método de detección de fallas en ĺınea para

motores de inducción haciendo un análisis de componentes independientes en el domi-

nio de la frecuencia. Utilizando las formas de onda de corriente del estator en el dominio

del tiempo se aplica la transformada rápida de Fourier con el objetivo de extraer ca-

racteŕısticas de frecuencia de motores sanos, motores con falla debido a barras rotas en

el rotor o problemas en los rodamientos. Los resultados son validados utilizando datos

de laboratorio.

Stermecki et al. (2011) mostraron una técnica en el dominio de la frecuencia aproxi-

mada para determinar valores iniciales. Utilizando estas condiciones iniciales, la opera-

ción en estado estable del motor se obtiene con rapidez a difrencia de asumir condiciones

iniciales cero. Este procedimiento es empleado en modelos 2-D de motores de inducción

alimentados por tensión o corriente.

Chua et al. (2010) presentaron un algoritmo h́ıbrido que combina el análisis en

el dominio del tiempo con el dominio de la frecuencia para la detección de fallas en

rodamientos y barras rotas del rotor. Se uso un análisis de componentes independientes

para extraer caracteŕısticas de las señales de corriente en el dominio del tiempo, entonces

se combina con la información extráıda de la transformada rápida de Fourier para

revelar los defectos. Una ventaja del sistema propuesto es que el módulo de análisis en

el dominio del tiempo puede proporcionar una detección temprana de fallas con mı́nima

complejidad de cálculo. Los resultados obtenidos experimentalmente de un motor de

inducción trifásico jaula de ardilla alimentado por medio de un inversor, demostraron

que el método propuesto proporciona excelentes resultados.
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1.2. Justificación del trabajo

Durante décadas el motor de inducción ha sido la máquina rotatoria más empleada

a nivel industrial y en aplicaciones domésticas. En los páıses más avanzados, este tipo

de máquina es responsable del 70% del consumo de enerǵıa eléctrica total, por lo tanto

el estudio y análisis de esta máquina es de suma importancia.

La obtención de parámetros y definición de un modelo matemático que puedan

representar el comportamiento de las máquinas de inducción es muy importante pa-

ra análisis de potencia, aśı como en aplicaciones de control en éstas. Recientemente,

múltiples trabajos han sido desarrollados a favor del control de este tipo de máqui-

na (López-Garćıa et al. (2014), Jiménez-Mondragón et al. (2013), González-Montañez

(2011)).

En años recientes generadores del tipo inducción han sido introducidos al sistema

eléctrico nacional en la producción de enerǵıa eólica. Una tendencia es utilizar más

la máquina de inducción como generador ya que debido a su principio de operación el

mantenimiento es mucho menor comparado con una máquina śıncrona. Otra motivación

de realizar esta tesis es tener una metodoloǵıa para obtener los parámetros y conocer

el comportamiento de las máquinas de inducción de gran porte (media y alta tensión)

bajo una simulación MEF, antes de realizar las pruebas eléctricas usuales marcadas en

la norma IEEE-112 (2004), ya que estas pruebas representan un alto estrés mecánico y

altos niveles de calentamiento de la máquina, además de que debe existir un alto nivel

de seguridad para evitar daños al personal y a la máquina.

1.3. Objetivos

La realización de esta tesis tiene como objetivo principal el análisis de una máquina

de inducción tipo jaula de ardilla de 1044.4 kW, 4p, 7200 V @ 60 Hz en el dominio

de la frecuencia para obtener información del par electromagnético, las pérdidas y la

densidad de flujo magnético, a fin de comparar con resultados prácticos de laborato-

rio y determinar posibles mejoras en el diseño de la máquina; aśı como la obtención
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de parámetros que puedan representar el comportamiento dinámico de la máquina de

inducción a través de circuitos equivalentes.

Los objetivos particulares de la tesis son:

Realizar el análisis de la máquina de inducción en el dominio de la frecuencia

mediante el método de elementos finitos usando un modelo 2D.

Obtener los parámetros del circuito equivalente de la máquina de inducción bajo

estudio.

Usar la solución en el dominio de la frecuencia como condiciones iniciales para un

análisis en el domino del tiempo.

1.4. Hipótesis

En el modelo de campo del motor se tiene las siguientes hipótesis (estas se describen

con mayor detalle en la sección 4.2):

La conductividad eléctrica es constante.

Un modelo en 2D del sistema electromagnético, que describe correctamente a la

máquina de inducción.

Las corrientes de desplazamiento son despreciables.

Los materiales magnéticos son isotrópicos.

Se ignora el fenómeno de histéres.

La densidad de corriente en conductores filamentarios es uniforme.

1.5. Contribuciones de la Tesis

Las contribuciones de este trabajo de tesis son:
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En MEF, se crea un modelo detallado de una máquina de inducción jaula de

ardilla de mediana tensión tomando en consideración los detalles f́ısicos del motor

tales como: las ranuras del estator y rotor, la distribución de los devanados del

estator y los materiales. También se discute y se analiza la construcción de la

malla de calidad, que tome en consideracion las propiedades fisicas de la máquina

con tiempos de computo razonables.

Se presenta una metodoloǵıa para obtener los parámetros de un circuito equiva-

lente de la máquina de inducción jaula de ardilla de gran porte analizada en el

dominio de la frecuencia, antes de exponerla al estrés mecánico realizado al hacer

las pruebas de laboratorio marcadas en la norma IEEE-112 (2004).

1.6. Organización de la Tesis

En el Caṕıtulo 1 se presenta de forma general el trabajo de tesis realizado, se men-

cionan algunos trabajos que anteceden a éste y que propiciaron el interés por desarrollar

esta tesis. También se plantean los objetivos, hipótesis y contribuciones de este trabajo.

En el Caṕıtulo 2 se presenta la máquina de inducción con una breve introducción

histórica máquina rotatoria, cómo está constituida f́ısicamente, aśı como su principio de

funcionamiento a través del campo magnético giratorio, las ecuaciones que gobiernan

su comportamiento en el marco “abc” y “dq0” y el circuito equivalente de la máquina

de inducción trifásica en régimen permanente.

En el Caṕıtulo 3 se muestra una pequeña introducción al MEF, su concepto y como

es utilizado para la solución de problemas en dispositivos electromagnéticos. Se pre-

senta el MEF con la aproximación de Galerkin, para el modelo electromagnético del

motor de inducción (formulación con el potencial magnético vectorial) a partir de las

ecuaciones de Maxwell. Se describen las condiciones de frontera utilizadas, aśı como las

relaciones que permiten el acoplamiento de las ecuaciones de campo con las ecuaciones

de los circuitos externos de alimentación.
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En el Caṕıtulo 4 se realiza la construcción del modelo del motor de inducción, pre-

sentando las caracteŕısticas eléctricas, geométricas y f́ısicas de la máquina. Se describen

las consideraciones hechas para realizar el modelado del motor y se explica el mallado

utilizado para el modelo.

En el Caṕıtulo 5 se realizan cinco simulaciones en el dominio de la frecuencia de la

máquina, se presentan los valores obtenidos, gráficos del campo magnético y la densi-

dad de flujo magnético en la máquina de inducción, aśı como las curvas obtenidas de

las diferentes simulaciones. También se hace una simulación en el dominio del tiempo

tomando como condiciones iniciales los resultados de las simulaciones en el dominio de

frecuencia con el objetivo de analizar el transitorio a velocidad nominal de la máquina.

Se analizan los resultados obtenidos de las simulaciones. Se comparan los resultados

obtenidos por las simulaciones con valores de laboratorio.

En el Caṕıtulo 6 se dan las conclusiones a las que se llegaron en este trabajo de

tesis, aśı como las perspectivas de trabajos futuros.
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Caṕıtulo 2

LA MÁQUINA DE

INDUCCIÓN

2.1. Introducción

Después del descubrimiento de Oersted de que una corriente estacionaria produce

un campo magnético, parećıa lógico investigar si el magnetismo produćıa electricidad.

En 1831, unos 11 años después del descubrimiento de Oersted, Michel Faraday, en

Londres y Joseph Henry en Nueva York descubrieron que un campo magnético variable

en el tiempo produćıa una corriente eléctrica (Sadiku (1998)).

Según los experimentos de Faraday, un campo magnético estático no produce flujo

de corriente, pero un campo con variación en el tiempo produce un voltaje inducido

(llamado fuerza electromotriz o simplemente fem) en un circuito cerrado, que da lugar

a un flujo de corriente. Faraday descubrió que la fem inducida, en cualquier circuito

cerrado es igual a la razón de cambio en el tiempo de los eslabonamientos de flujo

magnético que ocurre en el circuito. Este es el principio de funcionamiento de una

máquina eléctrica, la ley de inducción electromagnética enunciada por Michel Faraday

entre 1830 y 1831.

Walter Baily(Hendry (1986)) demostró ante la Physical Society de Londres, la po-

sibilidad de producir una rotación mediante corrientes inducidas en un disco de cobre

en 1879.
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Galileo Ferraris(WEG (2015)) descubrió el campo magnético giratorio, utilizando dos

corrientes alternas independientes de igual frecuencia pero diferente fase en 1885.

Nikola Tesla de igual forma descubrió el campo magnético giratorio y fue el primero

que construyó y patentó este tipo de motores en Octubre de 1887(Seifer (1998)).La com-

pañ́ıa americana Thomson-Houston comenzó la construcción de motores de inducción

trifásicos en 1891.

Dolivo-Dobrowolsky, ingeniero de la empresa alemana AEG hab́ıa construido mo-

tores aśıncronos de doble jaula de ardilla en el año 1893(WEG (2015)).

Las compañ́ıas Westinghouse y la Thomson-Houston se unieron para fabricar motores

aśıncronos trifásicos(Seifer (1998)). El rotor de jaula de ardilla construido mediante ba-

rras de aluminio, fue patentado por H.G. Reist y H. Maxwell de la compañ́ıa General

Electric en 1916(Hendry (1986)).

Para resaltar la evolución tecnológica de estas máquinas, se tiene como dato que en

la actualidad un motor apenas tiene un 8% de peso que su antecesor en 1891(WEG

(2015).

2.2. Construcción f́ısica de la Máquina de Inducción

Básicamente las máquinas de inducción consisten de dos partes principalmente (Bol-

dea y Nasar (2010)).

- El estator: Es la parte fija, que consiste de devanados alojados en las ranuras

existentes en la periferia interna de un núcleo ferromagnético laminado (Figura: 2.1).

Los devanados del estator son alimentados con tensiones trifásicas, que producen un

campo magnético que gira a la velocidad śıncrona.

- El rotor: Es la parte giratoria, donde los conductores son colocados de manera

similar que los conductores del estator con el mismo número de fases. El rotor puede

ser construido de dos formas: Rotor devanado y Rotor en corto-circuito o jaula de

ardilla (Figura: 2.2). El núcleo de ambos es laminado ferromagnético.
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Figura 2.1: Núcleo magnético del estator.

(Potencia-Electromecánica (2015)

(a) Rotor devanado. (b) Rotor jaula de ardilla.

Figura 2.2: Tipos de rotores.

(Potencia-Electromecánica (2015)

2.3. Principio de funcionamiento

El principio de funcionamiento del motor de inducción puede ser explicado cómo

sigue (Fitzgerald et al. (2014): A partir del momento que los devanados localizados en

las ranuras del estator son sujetos a una fuente de alimentación alterna, se crea una

corriente alternada y su vez un campo magnético giratorio en el estator y consecuen-

temente en el rotor surge una fuerza electromotriz inducida debida al flujo magnético

variable que atraviesa al rotor. La fem inducida da origen a corrientes inducidas en el

rotor que tienden a oponerse a la causa que le dio origen. Estas corrientes reaccionan

sobre el campo rotatorio produciendo un par en el motor que hace al rotor girar en el

mismo sentido que el campo magnético. La velocidad del rotor nunca puede alcanzar

a la velocidad del campo magnético giratorio, esto es a la velocidad śıncrona. Si esta

velocidad fuese alcanzada, los conductores del rotor no seŕıan cortados por las ĺıneas del

campo magnético giratorio, por lo tanto, las corrientes inducidas no se produciŕıan y el

par electromagnético seŕıa nulo. Por eso, estos motores son también llamados aśıncro-

nos.
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Se puede asociar el ángulo mecánico descrito por la geometŕıa del motor con el

ángulo eléctrico, que pueden ser considerados iguales en una máquina de dos polos.

Sin embargo, las máquinas normalmente son construidas con devanados donde las ca-

racteŕısticas eléctricas se repiten, formando más de un par de polos. En este caso las

caracteŕısticas eléctricas, como el ángulo y la frecuencia, son iguales a las caracteŕısticas

mecánicas multiplicadas por el número de pares de polos, de acuerdo con las ecuaciones

(2.1) y (2.2).

θe =

(

P

2

)

∗ θm (2.1)

fe =

(

P

2

)

∗ fm (2.2)

Donde:

P es el número de polos.

θe es el ángulo eléctrico.

θm es el ángulo mecánico.

fe es la frecuencia eléctrica.

fm es la frecuencia mecánica.

En la ecuación (2.3) se define la velocidad del campo giratorio del estator, también

llamada velocidad śıncrona Ns, que posee una relación con la frecuencia eléctrica y el

número de polos de la máquina.

Ns =

(

120

P

)

fe (2.3)

Cuando el motor funciona sin carga, el rotor gira con una velocidad casi igual a la

śıncrona, con carga el rotor se atrasa más en relación al campo magnético giratorio, y

diferentes corrientes son inducidas para desarrollar el par necesario.

En la ecuación (2.4), se define al deslizamiento de un motor como la diferencia entre

la velocidad śıncrona Ns y la velocidad del motor Nm, a la velocidad śıncrona.

s =
Ns −Nm

Ns
(2.4)
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2.4 Campo magnético rotatorio

El movimiento relativo entre el flujo generado por el estator y la velocidad del

rotor induce tensiones en las barras del rotor, cuya frecuencia es llamada “frecuencia

de deslizamiento”, denotada por fr, que es el producto entre el deslizamiento s y la

frecuencia eléctrica del estator fe conforme la ecuación (2.5).

fr = s · fe (2.5)

La corriente que es inducida en el rotor a la frecuencia s · fe dada por la ecuación

(2.5), produce un campo rotatorio que va a la velocidad s·Ns. La suma de esta velocidad

y la velocidad de rotación del rotor Nm es igual a la velocidad śıncrona del campo

rotatorio de acuerdo con la ecuación (2.6), produciendo un sincronismo entre los dos

campos rotatorios.

s ·Ns +Nm = Ns (2.6)

La velocidad del rotor Nm también se puede expresar en función del deslizamiento

y la velocidad śıncrona Ns, de acuerdo con la ecuación (2.7).

Nm = Ns(1− s) (2.7)

Por lo tanto, el motor de inducción posee un principio de funcionamiento similar

al de un transformador, pero la frecuencia eléctrica del secundario es diferente de la

frecuencia eléctrica del primario. Una aplicación de esto se puede ver en Abdel-Khalik

et al. (2012) y en Bakhsh y Khatod (2013).

2.4. Campo magnético rotatorio

La explicación de la creación del campo magnético rotatorio se hará de forma gráfica

con ayuda de las ecuaciones mostradas a continuación (2.8-2.10) y las figuras 2.3 y 2.4.

ias = Im cos(ωet) (2.8)

ibs = Im cos(ωet− 120◦) (2.9)

ics = Im cos(ωet+ 120◦) (2.10)
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Figura 2.3: Corrientes de fase instantáneas bajo condiciones trifásicas balanceadas.

En el momento en que el devanado del estator es alimentado por una fuente trifásica

balanceada, se establecen corrientes trifásicas balanceadas dadas por las ecuaciones

(2.8) a (2.10), (en la Figura 2.3 se muestran estas corrientes variantes en el tiempo).

Considere la situación en t = 0 (ver Figura 2.3) cuando la corriente de la fase a,

está en su máximo valor Im. Note que la fuerza magnetomotriz (MMF, por sus siglas

en inglés) producida por esta fase, está en su valor máximo Fmáx mostrada como vector

en el primer esquema de la Figura 2.4 para una máquina de dos polos. En ese mismo

instante las corrientes Ibs e Ics (ver Figura 2.3), ambas están con un valor Im/2 con

valores negativos. Gráficamente en el primer esquema de la figura 2.4 se puede apreciar

que las componentes negativas de la MMF producida por las corrientes Ibs e Ics se

cancelaran mutuamente y las componentes positivas de Ibs e Ics se sumarán a Ias,

resultando en un vector cuya magnitud es de Fmáx = 3/2 centrado en el eje de la fase

a. La flecha verde muestra la dirección del campo en el estator de la máquina.

Figura 2.4: Producción de un campo magnético rotatorio por medio de corrientes trifási-

cas.
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2.5 Modelo de la máquina de inducción

Un análisis similar se realiza en el tiempo ωet = π/3, notando que se obtiene un

resultado similar al análisis anterior solo que ahora el vector resultante se encuentra

rotado 60 grados eléctricos en sentido contrario a las manecillas del reloj. (ver segundo

esquema de la Figura 2.4).

Y de igual forma para otros instantes de tiempo (ver Figura 2.4).

Por lo tanto, bajo las condiciones analizadas se dice que la onda de la MMF realiza una

revolución por ciclo eléctrico en una máquina de dos polos. En una máquina multipolos

la onda de la MMF viajará un ciclo eléctrico por cada par de polos.

2.5. Modelo de la máquina de inducción

Circuitos eléctricos acoplados magnéticamente son la operación central de transfor-

madores y máquinas eléctricas. En el caso de transformadores, circuitos estacionarios

son acoplados magnéticamente para propósitos de intercambio de niveles de voltaje y

corriente. En el caso de las máquinas eléctricas, circuitos en movimiento relativo son

acoplados magnéticamente con el propósito de transferir enerǵıa entre dos sistemas,

en este caso eléctrico y mecánico (Krause et al. (2013)). Debido a que estos circuitos

acoplados magnéticamente juegan un papel en la transmisión y conversión de potencia,

es importante establecer y expresar sus ecuaciones en una forma conveniente para el

análisis.

2.5.1. La máquina de inducción en el marco “abc”

Utilizando la Figura 2.5 mostrada, se definen notaciones e hipótesis para la descrip-

ción de la máquina de inducción en el marco “abc”.

1. La máquina de inducción simétrica trifásica está compuesta por bobinas en el

estator idénticas, de ı́ndices as, bs y cs con número de vueltas Ns y resistencia

Rs iguales.

2. La máquina de inducción simétrica trifásica está compuesta por bobinas en el

rotor idénticas, de ı́ndices ar, br y cr con número de vueltas Nr y resistencia Rr

iguales.
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2. LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

3. Los ángulos mecánicos entre bobinas del estator o del rotor iguales a 120◦.

4. Los ángulos eléctricos entre bobinas del estator o del rotor iguales a 120◦.

5. Una máquina de dos polos.

6. Una distribución senoidal para el flujo magnético.

7. Las tensiones, corrientes y flujos de estator y rotor son respectivamente: Vs, Vr,

is, ir, φs y φr.

8. Las inductancias propias y mutuas de estator y rotor son Ls, Lr , Lms y Lmr.

Estas son constantes e iguales entre devanados del estator o rotor.

9. El ángulo eléctrico de la posición del rotor y la velocidad angular del rotor son θr

y ωr.

10. Inductancias mutuas entre dos bobinas del estator y del rotor Lmcosθr.

Figura 2.5: Máquina de inducción simétrica trifásica.
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2.5 Modelo de la máquina de inducción

2.5.1.1. Expresiones de flujo y tensión

La ecuación de voltaje para el estator y el rotor se define como:

Vabcs = Rsiabcs+pλabcs (2.11)

Vabcr = Rriabcr+pλabcr (2.12)

donde:

p es d
dt .

λ son los encadenamientos de flujo magnético λ = Nφ.

Se observa de las dos expresiones anteriores, que el voltaje en el estator o rotor

está relacionado con la cáıda de tensión debido a la resistencia de cada devanado más

el voltaje inducido creado por tener un campo magnético rotatorio (ley de Faraday).

Los vectores de corriente y flujo magnético se definen como:

iabcs = [iasibsics]
T (2.13)

iabcr = [iaribricr]
T (2.14)

φabcs = [φasφbsφcs]
T (2.15)

φabcr = [φarφbrφcr]
T (2.16)

Se considera que el circuito magnético es lineal (sin saturación), por lo que para

obtener el flujo total en una bobina se pueden sumar los flujos parciales, quedando la

expresión del flujo magnético para los devanados del estator y rotor

φabcs = Lssiabcs + Lsriabcr (2.17)

φabcr = Lrsiabcs + Lrriabcr (2.18)

donde:

Lss =





Ls Lms Lms

Lms Ls Lms

Lms Lms Ls



 (2.19)
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2. LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

Lrr =





Lr Lmr Lmr

Lmr Lr Lmr

Lmr Lmr Lr



 (2.20)

Lsr = Lm





cos θr cos(θr + 2π/3) cos(θr + 4π/3)
cos(θr + 4π/3) cos θr cos(θr + 2π/3)
cos(θr + 2π/3) cos(θr + 4π/3) cos θr



 (2.21)

Lrs = Lm





cos θr cos(θr + 4π/3) cos(θr + 2π/3)
cos(θr + 2π/3) cos θr cos(θr + 4π/3)
cos(θr + 4π/3) cos(θr + 2π/3) cos θr



 (2.22)

Las matrices de inductancias poseen las siguientes propiedades:

Lss y Lrr son matrices simétricas.

Lsr y Lrs no son matrices simétricas.

Lsr = Lrs
T una matriz es transpuesta de otra

La expresión del par electromagnético puede ser obtenida directamente derivando

la enerǵıa en relación al ángulo mecánico, por lo tanto el par puede ser escrito como:

Te − TL = Jm
dωr

dt
−Dmωr (2.23)

Te = P iTabcs

[

d

dθr
Lsr

]

iabcr (2.24)

donde Te es el par electromagnético, TL es el par de carga, P el número de pares de

polos, Jm es el momento de inercia del rotor y Dm es el coeficiente de amortiguamiento.
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2.5 Modelo de la máquina de inducción

2.5.2. La máquina de inducción en el marco “dq0”

La solución anaĺıtica del sistema de ecuaciones referentes a los circuitos eléctricos

acoplados magnéticamente es dif́ıcil de encontrar y más aún cuando los coeficientes

vaŕıan en el tiempo como el caso de la máquina de inducción. Es por esta razón que

realizar transformaciones de variables se vuelven necesarias para obtener relaciones más

simples entre las nuevas variables en comparación a las variables existentes.

Con las ecuaciones de flujos y tensiones obtenidas de la máquina de inducción, se

muestran elementos no constantes que vaŕıan con el ángulo de posición del rotor θr. Una

transformación de variables puede realizarse para simplificar el modelo. Las matrices

de transformación se definen por la determinación de devanados en los ejes “d” y “q”

que generan la misma inducción en el entrehierro que los devanados originales en los

ejes “a”,“b” y “c”. Para dar un número completo de grados de libertad, una tercera

componente debe de ser definida, aśı las corrientes trifásicas son transformadas en tres

variables. Por lo tanto la tercer variable se define como la corriente de secuencia cero

io.

Aśı la transformación de variables esta dada por:

Xabc = Kxdq0 (2.25)

donde Xabc son las variables a ser transformadas y xdq0 son las variables nuevas. La

matriz K se denomina “matriz de transformación” y es no singular.

Se considera un vector Ks para el estator y otro Kr para el rotor, sin embago se

puede escribir para otras variables(flujos, corrientes o tensiones):

Xabcs = Ksxdq0s (2.26)

Xabcr = Krxdq0r (2.27)

donde:

xdq0s = [x0sxdsxqs]
T (2.28)

xdq0r = [x0rxdrxqr]
T (2.29)

y
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2. LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

Ks =

√

2

3







1√
2

cos θ − sin θ
1√
2

cos(θ − 2π/3) − sin(θ − 2π/3)
1√
2

cos(θ − 4π/3) − sin(θ − 4π/3)






(2.30)

Kr =

√

2

3







1√
2

cos β − sinβ
1√
2

cos(β − 2π/3) − sin(β − 2π/3)
1√
2

cos(β − 4π/3) − sin(β − 4π/3)






(2.31)

Aqúı β = θ − θr, θ es la posición del eje dq y θr está definido por

ωr =
dθr
dt

(2.32)

2.5.2.1. Expresiones de flujo magnético y tensión

Las ecuaciones de las tensiones presentan formas diversas en función de la locali-

zación de los ejes dq: ejes dq relacionados al estator fijo (ω=0), ejes dq referenciados

al rotor (ω=ωr) y ejes dq referenciados al campo rotatorio (ω=ωs), donde ωs es la

frecuencia de alimentación del motor.

A partir de la transformación, se obtiene un modelo en los ejes dq que puede ser

representado por las siguientes ecuaciones:

Expresiones de los flujos estatóricos y rotóricos.

φdq0s = lsidq0s + lmidq0r (2.33)

φdq0r = lmidq0s + lridq0r (2.34)

Expresiones de las tensiones estatórica y rotórica.

Vdq0s = Rsidq0s+pλdq0s + ωλdq0s (2.35)

Vdq0r = Rridq0r+pλdq0r + (ω − ωr)λdq0s (2.36)
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2.6 Circuito equivalente clásico de una máquina de inducción

2.6. Circuito equivalente clásico de una máquina de in-

ducción

El circuito equivalente de una máquina aśıncrona fue primeramente establecido por

Steinmetz en 1897. Después de su concepción éste se transformó en un modelo clásico

para su estudio.

El circuito equivalente representa la máquina de inducción en régimen permanente

y está constituido por resistencias e inductancias que toman en cuenta los diferen-

tes fenómenos que aparecen en la máquina durante su funcionamiento. La Figura 2.6

muestra este circuito, la norma IEEE-112 (2004) indica el cálculo de los parámetros

anaĺıticamente o experimentalmente a través de los diferentes métodos de pruebas.

El establecimiento de un circuito equivalente a partir de las ecuaciones electro-

magnéticas de la máquina pueden ser hechas de diversas maneras (Fitzgerald et al.

(2014), Krause et al. (2013) y Salon (1995)). En esta tesis se muestra un método que

relaciona las cantidades f́ısicas de la máquina y las del circuito equivalente. En particu-

lar, se muestra como son calculadas las corrientes primarias y secundarias del circuito

equivalente a partir del cálculo de elementos finitos de las corrientes estatóricas y rotóri-

cas. Esto permitirá extraer los parámetros del circuito equivalente a partir del cálculo

por elementos finitos.

Figura 2.6: Circuito equivalente monofásico de la máquina de inducción trifásica (referido

al estator).

Los parámetros del circuito se definen como:
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2. LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

R1 es la resistencia del devanado estator.

X1 es la reactancia de dispersión del devanado estator.

Rc es la resistencia correspondiente a las pérdidas del núcleo.

Xm es la reactancia de magnetización.

R2 es la resistencia de la jaula (o devanado) rotor referida al estator.

X2 es la reactancia de la jaula (o devanado) rotor referida al estator.

s es el deslizamiento.

Ĩ1 es la corriente absorbida por el estator.

Ĩ2 es la corriente absorbida por el rotor desde el punto de vista del estator.

Ĩφ es la corriente de excitación.

Ĩm es la corriente de magnetización.

Ĩc es la corriente correspondiente a las pérdidas del núcleo.

Ṽ1 es la tensión monofásica aplicada al devanado de estator.

Ẽ2 es el voltaje inducido en el rotor.

2.6.1. Pruebas clásicas par la identificación del circuito equivalente

Para utilizar el circuito equivalente de la máquina de inducción, es importante

identificar todos sus parámetros. Usualmente se realizan dos pruebas de laboratorio en

régimen permanente que a continuación se mencionan.

2.6.1.1. Prueba en vaćıo

En esta condición, la máquina trabaja libremente sin carga alguna, el deslizamiento

es cercano a cero (s ≈ 0). Debido al bajo deslizamiento, la impedancia del circuito

del rotor es casi infinita, (R2/s → ∞), las corrientes rotóricas son nulas y el flujo en el
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2.6 Circuito equivalente clásico de una máquina de inducción

Figura 2.7: Circuito equivalente aproximado en la situación sin carga.

entrehierro es creado por el estator. Por lo que el circuito equivalente se puede aproximar

por el mostrado en la Figura 2.7.

Donde Poc, Ioc y Voc es la potencia de entrada, la corriente de entrada y el voltaje

nominal aplicado por fase en condiciones sin carga.

Por lo tanto, la resistencia de la pérdida en el núcleo es

Rc =
3V 2

oc

Poc
(2.37)

La reactancia de magnetización puede calcularse como sigue:

Soc = 3VocIoc

Qoc =
√

S2
oc − P 2

oc

Xm =
Qoc

3I2oc
(2.38)

2.6.1.2. Prueba a rotor bloqueado

En este caso es importante alimentar la máquina a tensión reducida y con el rotor

bloqueado, obtener la corriente nominal. Siendo el deslizamiento igual a 1, considerando

que el efecto en la rama magnetizante es despreciable, la impedancia total en corto

circuito queda Ze = (R1 +R2) + j(X1 +X2) = Re + jXe (Ver Figura 2.8).

Donde Vsc, Isc y Psc es la tensión aplicada, la corriente nominal y la potencia de

entrada por fase en condiciones de rotor fijo respectivamente. Por lo tanto,

Re =
Psc

3I2sc
(2.39)
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2. LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

Figura 2.8: Circuito equivalente aproximado en la situación de rotor bloqueado.

Y en virtud de que R1 ya se conoce a partir de la prueba de resistencia del estator,

la resistencia equivalente del rotor es

R2 = Re −R1 (2.40)

Sin embargo,

Ze =
Vsc

Isc
(2.41)

Por lo cual,

Xe =
√

Z2
e −R2

e (2.42)

Aislar las resistencias de dispersión X1 y X2 es dif́ıcil de realizar, pero para fin

práctico estas reactancias se suponen iguales. Es decir,

X1 = X2 = 0,5Xe (2.43)
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Caṕıtulo 3

EL MÉTODO DE ELEMENTO

FINITO APLICADO A LA

MÁQUINA DE INDUCCIÓN

3.1. Introducción

La solución de muchos problemas encontrados en ingenieŕıa requieren resolver ecua-

ciones diferenciales y ecuaciones en derivadas parciales. En muchos problemas de este

tipo la solución es dif́ıcil o imposible de encontrar por lo que dividir en elementos el

problema original y en los que su comportamiento es sencillo, lleva a posibles soluciones

de gran calidad.

En muchos casos se obtiene un modelo adecuado utilizando un número finito de

componentes bien definidas. A tales problemas se les denomina discretos. En otros, la

subdivisión prosigue indefinidamente y el problema solo puede definirse haciendo uso

del cálculo infinitesimal. Ello conduce a ecuaciones diferenciales o expresiones equiva-

lentes con un número infinito de elementos implicados. A tales sistemas se les llama

continuos (Zienkiewicz et al. (1977)).

Para vencer la dificultad que presenta la solución de problemas continuos reales, los

ingenieros y matemáticos han ido proponiendo a través de los años diversos métodos

25



3. EL MÉTODO DE ELEMENTO FINITO APLICADO A LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

de discretización. El método del elemento finito es un método que permite aproximar

numéricamente la solución a partir de la discretización del problema. Actualmente son

muchas las áreas de aplicación del método: análisis estructural, transferencia de calor,

fluidos, transporte de masa, electromagnetismo, biomédica, geoloǵıa, etc.

La idea esencial del MEF consiste en dividir el dominio, recinto, o cuerpo sobre

el cual se trabaja en subdivisiones pequeñas llamados elementos y donde las uniones

de estos elementos se llaman nodos y el ensamble de los elementos se le llama malla.

Al tener dividido el problema en elementos es más fácil postular ecuaciones sencillas

y después ensamblar la información que viene de cada elemento, llegando a un siste-

ma de ecuaciones algebraicas cuya solución proporciona la aproximación buscada. En

1970 el método de elementos finitos comienza a ser adoptado para problemas de tipo

electromagnético, con un art́ıculo de Peter Silvester y colaboradores (Silvester y Chari

(1970)) titulado: “Finite element solution of saturable magnetic fields problems”.

El análisis de dispositivos electromagnéticos requiere del conocimiento de los fenóme-

nos electromagnéticos en el interior y en la región alrededor del dispositivo. Las ecuacio-

nes de Maxwell describen las relaciones entre los parámetros electromagnéticos, posibi-

litando el análisis temporal y espacial de los campos electromagnéticos. En la mayoŕıa

de los problemas reales la solución de estos es dif́ıcil de abordar por métodos anaĺıticos,

debido a la complejidad de la geometŕıa y la no linealidad de los materiales.

El análisis mediante el MEF del motor de inducción, permite tener una represen-

tación muy cercana a la realidad (esto dependiendo del tipo de mallado que se utilice)

del comportamiento de la máquina bajo condiciones transitorias o de estado estable.

Además se tiene una gran ventaja ya que se puede visualizar la distribución de la den-

sidad de flujo magnético, flujos de dispersión, la intensidad de campo magnético, entre

otras variables de interés (Jiménez-Mondragón et al. (2013)).

3.2. El método de los elementos finitos

La Figura 3.1 muestra los elementos finitos comúnmente utilizados en dos dimen-

siones. En este trabajo son utilizados elementos finitos triangulares de segundo orden,

estos elementos están definidos con seis nodos.
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3.2 El método de los elementos finitos

Figura 3.1: Diferentes elementos finitos. a. Elementos en 1D b. Elementos triangulares en

2D c. Elementos cuadrangulares en 2D (Bastos y Sadowski (2003)).

En electromagnetismo, el MEF está asociado a métodos variacionales y métodos de

residuales ponderados. En el primer caso, el procedimiento numérico no trabaja direc-

tamente con la ecuación f́ısica relacionada al problema, sino con una funcional (función

de funciones) que tiene que ser minimizada. Contrariamente, los métodos residuales se

establecen directamente de la ecuación f́ısica que tiene que ser resuelta. Esto es una

ventaja considerable comparada con los métodos variacionales ya que estos son simples

y sencillos de entender y aplicar. Esta es la principal razón del porque hoy en d́ıa el

MEF es establecido con métodos de residuales ponderados (Bastos y Sadowski (2003)).

3.2.1. El método de Galerkin

El método de Galerkin es un método de residuales ponderados que se aplica para

minimizar el residual de una ecuación en derivadas parciales. La función de ponderación

puede ser arbitraria, pero en el método de Galerkin, las funciones de ponderación

se seleccionan de tal manera que sean las mismas que las funciones usadas para la

expansión de la solución aproximada.

El método de residuos ponderados puede ser aplicado como sigue. Considere una

ecuación operador

ζ(x) = 0 (3.1)
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3. EL MÉTODO DE ELEMENTO FINITO APLICADO A LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

definida en la región Ω con condiciones de frontera en la frontera C. Se sustituye

una solución aproximada x̂ en la ecuación (3.1). Ya que x 6= x̂ se obtiene un residual ℜ

ζ(x̂) = ℜ (3.2)

El método de residuales ponderados requiere que la integral de la proyección del

residual en una función de ponderación especifica sea cero sobre el dominio de interés

(Salon (1995)):

(W,ℜ) =

∫

Ω

W ℜdΩ = 0 (3.3)

donde:

W es la función de ponderación.

Ω es el dominio en la cual la condición de frontera es aplicada.

La ecuación anterior (3.3) para un dominio discretizado Ω será

K
∑

k=1

∫

Ωk

Wk ℜkdΩ = 0 (3.4)

donde:

Wk es la función de ponderación para el nodo k.

K es el número de nodos en el dominio.

Ωk es la porción del dominio en el cual el nodo k está insertado.

La ecuación (3.4) corresponde a K ecuaciones, para K valores de potencial desco-

nocidos en K nodos presentes en la resolución del problema.

El potencial A(x,y) en 2D es representado por la ecuación:

A(x, y) =
∑

K

AkNk (3.5)

donde

Ak es el valor del potencial en el nodo k.

Nk es la función de forma o interpolación.
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3.3 Ecuaciones fundamentales del electromagnetismo

Nk es una función asociada al nodo k, tal que cuando x = xk y y = yk se tiene

A(xk, yk) = Ak. Esta función debe ser Nk(xk, yk) = 1. Todas las otras K − 1 funciones

deben valer Nk(xk, yk) = 0 para j 6= k. Se tiene aśı una función que actúa en el nodo

donde se define, con valor unitario en el nodo, y que decrece linealmente cuando se

aleja de un nodo en dirección a los nodos vecinos, siendo cero en estos nodos.

El método de Galerkin consiste en adoptar, funciones de forma iguales a las de

ponderación, (Sección 3.8). Esta elección conduce a un tipo particular de método de re-

siduos ponderados y permite realizar la integración por elemento, en lugar de realizarla

por nodo, como sugiere la ecuación (3.4).

3.3. Ecuaciones fundamentales del electromagnetismo

Las cuatro ecuaciones de Maxwell engloban las relaciones existentes en la teoŕıa

electromagnética. A través de éstas es posible el análisis del comportamiento espacial y

temporal de campos electromagnéticos, aśı como de la interdependencia existente entre

sus componentes.

Las ecuaciones de Maxwell están expresadas en función de los campos eléctricos

y magnéticos, y también de sus respectivas inducciones, eléctrica D, y magnética B.

Son éstos los cuatro campos vectoriales que componen y caracterizan el campo electro-

magnético. Las ecuaciones de Maxwell se expresan en forma diferencial como:

∇×E = −
∂B

∂t
(3.6)

∇×H = J+
∂D

∂t
(3.7)

∇ ·B = 0 (3.8)

∇ ·D = ρ (3.9)

donde

E .- Vector de campo eléctrico.

B .- Vector de inducción magnética.

H .- Vector de intensidad de campo magnético.

D .- Vector de dezplazamiento eléctrico o inducción eléctrica.

29
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J .- Vector de densidad superficial de corriente eléctrica.

ρ .- Densidad volumétrica de carga eléctrica.

Las ecuaciones de Maxwell se completan con relaciones constitutivas. Son estas

las responsables de establecer las caracteŕısticas del medio donde existen los campos

electromagnéticos: la presencia de no linealidades, inducciones remanentes, el compor-

tamiento de los campos en la interface entre medios diferentes, etc:

D = εE (3.10)

B = µ0(H+M) (3.11)

J = σE (3.12)

donde

ε .- Permitividad eléctrica del medio.

σ .- Conductividad eléctrica del medio.

µ0 .- Permeabilidad magnética del vaćıo.

M .- Magnetización del material. M = χmH

χm .- Susceptibilidad magnética del medio.

En este trabajo se consideran medios isotrópicos por lo tanto se tiene que:

B = µ0(H+ χmH)

= µ0µr H (3.13)

donde

µr = 1 + χm (3.14)

es la permeabilidad relativa. Se define la permeabilidad del medio µ como:

µ = µ0µr (3.15)

y esto permite escribir la relación entre B y H como:

B = µH (3.16)
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3.4 Formulación con el Potencial Magnético Vectorial

Las ecuaciones de Maxwell en el dominio de la frecuencia siguen teniendo las mismas

variables, las mismas constantes e incluso, las mismas relaciones constitutivas, por lo

que se escriben de la siguiente forma:

∇× Ẽ = −jωB̃ (3.17)

∇× H̃ = J̃+ jωD̃ (3.18)

∇ · B̃ = 0 (3.19)

∇ · D̃ = ρ (3.20)

El uso de la tilde sobre las magnitudes vectoriales indica que se trata de una variable

compleja, y las variables son evaluadas a una frecuencia angular ω dada (Humphries

(2010)).

3.4. Formulación con el Potencial Magnético Vectorial

Existen diversas formulaciones equivalentes, basadas en diferentes potenciales (po-

tencial magnético vectorial, potencial magnético escalar, potencial eléctrico escalar y

potencial eléctrico vectorial (Hayt y Buck (2001))), para resolver impĺıcitamente las

ecuaciones de Maxwell. Esto quiere decir que la solución de las ecuaciones diferenciales

en derivadas parciales en términos de los potenciales representa la solución del proble-

ma original de las ecuaciones de Maxwell (Bastos y Sadowski (2003)). Para el caso de

este trabajo de tesis se usa la formulación del potencial magnético vectorial, A, y el

potencial eléctrico escalar, V, formulación A-V, lo cual lleva a una forma sencilla en

2D para establecer el acoplamiento entre circuitos eléctricos y las ecuaciones de campo

magnético en la máquina de inducción.

La densidad de flujo magnético, B, puede ser expresada como el rotacional de un

campo vectorial de la siguiente manera:

B = ∇×A (3.21)
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3. EL MÉTODO DE ELEMENTO FINITO APLICADO A LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

ya que la divergencia del rotacional de un campo vectorial es igual a cero, lo cual

satisface la ec. (3.8):

∇ · ∇ ×A = 0 (3.22)

Sustituyendo la ecuación (3.21) en (3.6), se obtiene

∇×E+
∂B

∂t
= ∇×

[

E+
∂A

∂t

]

= 0 (3.23)

La ecuación (3.23) permite definir un potencial escalar eléctrico (V ), tal que,

E +
∂A

∂t
= −∇V (3.24)

La combinación de la ecuación para el campo eléctrico (3.24) y la relación consti-

tutiva (3.12), de la densidad de corriente, lleva a:

J = σE = σ

[

−
∂A

∂t
−∇V

]

(3.25)

Esta ecuación satisface la ley de conservación de la carga:

∇ · J = 0 (3.26)

Utilizando las ecuaciones (3.7),(3.16),(3.21) y (3.25) es obtenida la ecuación siguien-

te, donde su solución describe el comportamiento electromagnético de la máquina de

inducción.

∇×

(

1

µ
∇×A

)

+ σ

[

∂A

∂t
+∇V

]

= 0 (3.27)

La formulación puede establecerse en el dominio de la frecuencia, donde ∂/∂t se

reemplaza por jω

∇×

(

1

µ
∇× Ã

)

+ σ
[

jωÃ+∇Ṽ
]

= 0 (3.28)
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3.5 Aproximación para un sistema Cuasi-3D

3.5. Aproximación para un sistema Cuasi-3D

Las máquinas eléctricas rotatorias, y en especial la máquina de inducción jaula de

ardilla, presentan geometŕıas intrincadas, que incluso, utilizando computadoras con pro-

cesadores poderosos tardaŕıan demasiado en simular el comportamiento de la máquina

mediante el modelo de elementos finitos en tres dimensiones. Los resultados entre mo-

delos en 2D y 3D son relativamente pequeños pero deben de ser considerados. Dado

que, el modelo en 3D es más adecuado para el cálculo no aumenta la exactitud resul-

tados en el mismo rango de medida que se extiende el tiempo de cómputo (Ferkova

(2015)). Por tal motivo, se analiza un modelo cuasi-3D lo cual simplifica considera-

blemente el problema. Con una formulación del problema en un modelo cuasi-3D el

potencial magnético vectorial y la densidad de corriente sólo tienen una componente

en la dirección axial (z) de la máquina Bastos y Sadowski (2003), tal que:

A = A(x,y)k (3.29)

J = J(x,y)k (3.30)

donde k es el vector unitario en la dirección z. Con esta consideración la ecuación (3.27),

puede ser escrita en coordenadas cartesianas como:

∂

∂x

[

1

µ

∂Az

∂x

]

+
∂

∂y

[

1

µ

∂Az

∂y

]

= σ
∂Az

∂t
+ σ∇V (3.31)

Para el análisis en el dominio de la frecuencia en la que se tiene una velocidad

arbitraria del rotor. La velocidad del rotor se toma en cuenta al multiplicar la conduc-

tividad espećıfica de los barras del rotor por el deslizamiento s. El campo magnético en

el modelo por lo tanto es descrito por:

∂

∂x

[

1

µ

∂Ãz

∂x

]

+
∂

∂y

[

1

µ

∂Ãz

∂y

]

= jωσÃz + σ∇Ṽ (3.32)

Donde

Az es el potencial magnético vectorial.

ω es la frecuencia nominal.

σ la conductividad espećıfica.

µ es la permeabilidad efectiva del material.
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∇V es la diferencia de potencial en conductores.

La ecuación (3.32) se acopla a la tensión de alimentación externa con el fin de deter-

minar automáticamente las corrientes del estator bajo condiciones de carga arbitrarias

de la máquina de inducción. Resistencias e inductancias adicionales se añaden al cir-

cuito eléctrico para representar los anillos de extremo de la jaula de ardilla y cabezales

de devanado del estator ya que esto no se considera en un modelo de 2-D de elementos

finitos.

3.5.1. Permeabilidad efectiva

Usando el método de material efectivo, la información sobre la no linealidad se

incorpora al medio, lo que hace sea posible permitir que los vectores de campo ten-

gan componentes armónicos. Hay varios métodos disponibles para construir el material

efectivo de la curva B-H: El Método de RMS, el método DC, método de enerǵıa simple,

método de la enerǵıa promedio y otros (ver Paoli et al. (1998)).

En este trabajo se emplea el método de la enerǵıa promedio. Este procedimiento

para la definición del material efectivo es adecuado para la formulación en potencial

magnético vectorial. Suponiendo que la densidad de flujo magnético vaŕıa sinusoidal-

mente en el tiempo, la enerǵıa promedio almacenada en un cuarto de periodo T es

calculada utilizando la curva de magnetización dada originalmente como:

Wavg =
4

T

T/4
∫

0







B(t)
∫

B(0)

HdB






dt (3.33)

Usando notación compleja, la densidad de enerǵıa magnética promedio se asume

como (1/4)HeffBmáx. Por lo tanto, la permeabilidad efectiva se obtiene como:

µeff = (B2
máx)/(4Wavg) (3.34)
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3.5 Aproximación para un sistema Cuasi-3D

Figura 3.2: Curva de magnetización original y efectiva obtenida por el metodo de enerǵıa

magnética promedio (Paoli et al. (1998)).

3.5.2. Condiciones de Contorno

Para resolver la ecuación (3.31), se deben aplicar condiciones de frontera que pueden

ser de dos tipos:

a) Condición de Dirichlet : El valor del potencial magnético vectorial Az es fijo y cons-

tante en la frontera Γ1Az = A0. En toda esta frontera tenemos A0=0.

b) Condición de Neumann: El valor del potencial magnético vectorial no es conocido,

pero si la densidad de flujo a través de la frontera Γ2. En toda esta frontera se

tiene
∂Az

∂nΓ2

= q0 (3.35)

donde nΓ2
es el vector unitario en la dirección normal a la frontera Γ2.

Generalmente, para problemas electromagnéticos (q0 = 0).

3.5.3. Condiciones en las interfaces entre diferentes medios

El campo magnético, al pasar de un medio a otro con diferente permeabilidad, sufre

una variación en su dirección, como se presenta en la Figura 3.3

Asumiendo que no existan corrientes en el ĺımite de separación entre los dos me-

dios, se puede demostrar que las componentes tangenciales del campo magnético y las
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3. EL MÉTODO DE ELEMENTO FINITO APLICADO A LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

Figura 3.3: Variación angular del campo magnético H al pasar de un medio 1 a un medio

2 con permeabilidades diferentes.

componentes normales de la inducción magnética se conservan.

H1tg = H2tg (3.36)

B1n = B2n (3.37)

Estas últimas igualdades se pueden reformular en términos del potencial magnético

vectorial como:

a) Conservación de la componente tangencial del campo magnético: Como la compo-

nente tangencial del campo magnético se conserva en el ĺımite de separación entre

los medios (3.36), se concluye que

1

µ1

(

∂A

∂n

)

1

=
1

µ2

(

∂A

∂n

)

2

(3.38)

donde:

∂A
∂n representa la derivada del potencial magnético vectorial siguiendo la dirección

normal a la superficie de separación. µ1 y µ2 son las permeabilidades de los medios

1 y 2 respectivamente.
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3.6 Ecuaciones considerando conductores

b) Conservación de la componente normal de la inducción magnética: La continuidad

de la componente normal de la inducción magnética (3.37), queda expresada en

la siguiente forma:

(

∂A

∂tg

)

1

=

(

∂A

∂tg

)

2

(3.39)

donde:

∂A
∂tg indica la derivada del potencial magnético vectorial en la dirección tangencial

a la superficie de separación.

3.6. Ecuaciones considerando conductores

Se consideran dos tipos de conductores, que se diferencian por sus dimensiones en

la dirección perpendicular al sentido de la corriente: Los conductores sólidos poseen

dimensiones suficientemente grandes de modo que la corriente no se distribuye unifor-

memente en su sección debido al efecto piel. Los conductores delgados o filamentarios

como los que existen en las bobinas constituidas de espiras de hilos con secciones redu-

cidas, en las cuales la corriente se considera distribuida uniformemente en la sección.

3.6.1. Conductores sólidos

Sea un conductor de sección Sm y longitud L. La diferencia de potencial entre los

extremos del conductor es Um, tal como se muestra en la Figura 3.4.

Figura 3.4: Conductor sólido
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3. EL MÉTODO DE ELEMENTO FINITO APLICADO A LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

Substituyendo J de (3.25) en (3.26) , y notando que A es constante en la dirección

k para la formulación en 2D, se tiene que

∇ · (σ∇V ) = 0

(3.40)

∂

∂z

(

σ
∂V

∂z

)

= 0 (3.41)

Por lo tanto puede ser definido un potencial escalar eléctrico como:

V = V1z + V0 (3.42)

La diferencia de potencial en el conductor sólido puede ser calculada por la ecuación

siguiente (Bastos y Sadowski (2003)):

Um =

L
∫

0

−(∇V )dl = −V1L (3.43)

La corriente total en el conductor sólido es obtenida integrando (3.25) sobre la

sección Sm. Note que de (3.42) ∇V = V1 y de (3.43) V1 = −U
l , y usando (3.25) en la

dirección k resultan en:

Im =

∫

S
Jds = −

∫

S
σ
∂Az

∂t
ds +

∫

S
σ
Um

L
Sm (3.44)

Se define en (3.44), la resistencia DC del conductor sólido como:

Rm =
L

σSm
(3.45)

Aislando Sm de (3.45) y substituyendo en la ecuación (3.44) se obtiene:

Im =
Um

Rm
−

∫

S
σ
∂Az

∂t
ds (3.46)

Finalmente, las ecuaciones que describen los fenómenos para conductores sólidos

son:

∂

∂x

[

1

µ

∂Az

∂x

]

+
∂

∂y

[

1

µ

∂Az

∂y

]

− σ
∂Az

∂t
+ σ

Um

L
= 0 (3.47)
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3.6 Ecuaciones considerando conductores

Um = RmIm +Rm

∫

S
σ
∂A

∂t
dS (3.48)

donde

Um es la diferencia de potencial entre los extremos del conductor.

Rm es la resistencia DC del conductor.

Im es la corriente total en el conductor.

S es la sección del conductor.

L es la longitud del conductor.

La última ecuación muestra que la tensión sobre un conductor sólido está relacio-

nada a la suma de la cáıda de tensión sobre la resistencia DC (RI)y la cáıda de tensión

debido a las corrientes inducidas (R
∫

s σ
∂A
∂t ds).

3.6.2. Conductores filamentarios

Sean N conductores conectados en serie (todos con sección s suficientemente pe-

queña para evitar el efecto piel) constituyendo las espiras de una bobina, como se

muestra en la Figura 3.5 e If la corriente en un conductor.

Figura 3.5: Conductores filamentarios

A partir de la ecuaciones (3.47) y (3.48), se obtienen las ecuaciones para los con-

ductores filamentarios:

∂

∂x

[

1

µ

∂Az

∂x

]

+
∂

∂y

[

1

µ

∂Az

∂y

]

− σ
∂Az

∂t
+ σ

Uf

l
= 0 (3.49)

Uf = RfIf +Rf

∫

s
σ
∂Az

∂t
ds (3.50)
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Sustituyendo (3.50) en (3.49) se tiene que:

∂

∂x

[

1

µ

∂Az

∂x

]

+
∂

∂y

[

1

µ

∂Az

∂y

]

− σ
∂Az

∂t
+

If
s

+
1

s

∫

s
σ
∂Az

∂t
ds = 0 (3.51)

Como la densidad de corriente inducida σ ∂A
∂t es uniforme sobre la sección transversal

s, se puede escribir:

1

s

∫

s
σ
∂Az

∂t
ds ≃ σ

∂Az

∂t
(3.52)

el cual se cancela con el tercer término del lado izquierdo de la ecuación (3.51). Entonces

se reduce a:

∂

∂x

[

1

µ

∂Az

∂x

]

+
∂

∂y

[

1

µ

∂Az

∂y

]

+
If
s

= 0 (3.53)

Suponiendo que la superficie total de la bobina es S = sN , se obtiene:

∂

∂x

[

1

µ

∂Az

∂x

]

+
∂

∂y

[

1

µ

∂Az

∂y

]

+
N

S
If = 0 (3.54)

La tensión Uf en las terminales de la bobina puede ser escrita como:

Uf = NUt = NRtIt +NRt

∫

s
σ
∂Az

∂t
ds

Uf = N
l

σs
If +N

l

σs

∫

s
σ
∂Az

∂t
ds

= N
l

σs
If +

l

s
Ns

∂Az

∂t

= N
l

σs
If +

l

s
S
∂Az

∂t
(3.55)

El primer término en la ecuación (3.55) es la tensión en la resistencia de la bobina,

Rf = N l
σs . El segundo término es la tensión inducida en la bobina. Se puede simplificar

(3.55) al introducir Rf , tal que:

Uf = RfIf +Nl
∂Az

∂t
(3.56)

Finalmente, en la región de conductores filamentarios se resuelven las ecuaciones (3.54)

y (3.56).
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3.7 Interconexión Externa e Interna del Motor de Inducción

3.6.3. Sistema de ecuaciones para las diferentes regiones

Aśı las estructuras electromagnéticas que tienen conductores sólidos y conductores

filamentarios son descritas por las siguientes ecuaciones:

∇× (υ∇×Az) + σ
∂Az

∂t
=

σ

l
Uz (3.57)

Um = RmIm +Rm

∫

S
σ
∂Az

∂t
dS (3.58)

Uf = RfIf + L
dIf
dt

+Nl
∂Az

∂t
(3.59)

En (3.59) se ha introducido un término adicional, L
dIf
dt , con lo que se toma en cuenta

el flujo de dispersión debido a los cabezales en los devanados (ver Figura 3.6).

Figura 3.6: Cabezales en los devanados del estator de una máquina de inducción.

3.7. Interconexión Externa e Interna del Motor de Induc-

ción

Las condiciones de circuitos externos, necesarias para predecir de manera adecuada

la operación del motor de inducción, no se incluyen directamente dentro del modelo

de campo sino que se interconectan con éste para obtener el modelo completo de la

máquina.
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3.7.1. Alimentación externa del motor de inducción

Los devanados del estator de una máquina de inducción, se conectan a una fuente

de alimentación trifásica a través de la resistencia e inductancia de dispersión final de

cada devanado (ver Figura 3.7). Este circuito de alimentación externo se introduce en

la formulación de elementos finitos a través de las siguientes ecuaciones de voltaje para

cada devanado del estator (Escarela-Perez et al. (2009)):

Ufa = RfaIfa+ La
dIfa

dt
+Nal

∂Az

∂t
(3.60)

Uf b = RfbIf b+ Lb
dIfb

dt
+Nbl

∂Az

∂t
(3.61)

Uf c = RfcIf c+ Lc
dIf c

dt
+Ncl

∂Az

∂t
(3.62)

Figura 3.7: Fuente de voltaje trifásica que alimenta a la máquina de inducción.

3.7.2. Interconexión en el rotor

Los conductores del rotor también se interconectan a través de impedancias exter-

nas. En un rotor tipo jaula de ardilla, los conductores sólidos están en condición de

cortocircuito a través de anillos al final de cada extremo de las barras y cuentan con

una impedancia finita (Escarela-Perez et al. (2009)). En la Figura 3.8 se muestra el

circuito equivalente del rotor.

Las barras de la jaula de ardilla están representadas por los rectángulos grises en

la Figura 3.8. Todas las resistencias Rer que se muestran en la figura tienen el mismo
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3.8 La ecuación de campo en elementos finitos

Figura 3.8: Circuitos equivalentes que representan la jaula de ardilla del motor de induc-

ción.

valor y son incluidas para tomar en cuenta las secciones de los anillos en los extremos

de la jaula que interconectan las barras. De forma similar, todas las inductancias Ler

mostradas tienen el mismo valor y modelan, junto con las resistencias, las secciones de

interconexión de las barras.

La contribución de cada una de las resistencias de la sección entre barras del anillo

de cortocircuito Rer, a la resistencia efectiva de la jaula de ardilla, no sólo depende de

las dimensiones f́ısicas del anillo, también depende del número de pares de polos de la

máquina y de la resistividad del material con el que se construye la jaula de ardilla.

3.8. La ecuación de campo en elementos finitos

En este trabajo de tesis se utiliza el método de Galerkin en la discretización de la

ecuación (3.57). Para reducir la notación de esta ecuación se escribe en la forma (Arkkio

et al. (1987)):

∇× (υ∇×Az) +
σ

∆t
Az = gk (3.63)

En el método de residuales ponderados la ec. (3.63) se multiplica por un vector

función de peso Wk y se integra sobre el volumen V del dominio:
∫

V

{

[∇× (υ∇×Az)] ·Wz+
σ

∆t
Az ·Wz− gW

}

dV = 0 (3.64)

En el modelo en dos dimensiones Az es paralelo al eje z. La ec. (3.64) se puede

escribir como:
∫

V

{

−∇ · (υ∇Az)W +
σ

∆t
AzW − gW

}

dV = 0 (3.65)
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Usando la identidad vectorial,

∇ · (υ∇Az)W = ∇ · (Wυ∇Az)− υ∇W · ∇Az (3.66)

y el teorema de la divergencia, la ec. (3.65) se puede escribir como:

∫

V

{

υ∇Az · ∇W +
σ

∆t
AzW − gW

}

dV =

∮

S

υW
∂Az

∂n
dS (3.67)

En el análisis en dos dimensiones de la máquina de inducción, la integral de volumen

se convierte en una integral de superficie sobre la sección tranversal de la máquina:

∫

Ω

{

υ∇Az · ∇W +
σ

∆t
AzW − gW

}

dΩ =

∮

Γ

υW
∂Az

∂n
dΓ (3.68)

En el FEM la aproximación del vector potencial es:

Ãz =

Nn
∑

j=1

ajNj(x, y) (3.69)

donde:

aj es el valor nodal asociado con el nodo j de la malla de elemento finito

Nj es la función de forma asociado con el nodo j

Nn es el número de nodos en la malla de elementos finitos

Cuando el método de Galerkin y el método de elementos finitos se combinan, el

vector potencial es aproximado por la ec. (3.69) y las funciones de forma conectados a

los nodos libres (valores nodales desconocidos) se utilizan como funciones de peso W.

Entonces el número de ecuaciones es igual al número de nodos libres en la aproximación.

La ecuación para un nodo i es:

∫

Ω







υ





Nn
∑

j=1

aj∇Nj



 · ∇Ni +
σ

∆t





Nn
∑

j=1

ajNj



Ni − gNi







dΩ =

∮

Γ

υNi





Nn
∑

j=1

aj
∂Nj

∂n



 dΓ

(3.70)

En el análisis de máquinas eléctricas los valores en los nodos sobre la superficie

exterior de la máquina se fijan a un valor constante igual a cero. La integral de ĺınea

sobre está frontera (Γ) se desvanece conforme el ı́ndice i corre sobre los nodos libres
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3.8 La ecuación de campo en elementos finitos

dentro de la región solución y las funciones de forma asociadas con estos nodos son cero

sobre la frontera. Entonces la ecuación se puede escribir de la siguiente forma:

∫

Ω







υ





Nn
∑

j=1

aj∇Nj



 · ∇Ni +
σ

∆t





Nn
∑

j=1

aj∇Nj



Ni − gNi







dΩ = 0 (3.71)

Si el número de nodos libres es Nl, hay Nl ecuaciones no lineales para la solución de

los Nl valores nodales aj . El método iterativo de Newton-Raphson se usa para resolver

este conjunto de ecuaciones no lineales.
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Caṕıtulo 4

MODELADO DE LA

MÁQUINA DE INDUCCIÓN

4.1. Introducción

En este caṕıtulo se presentan los pasos seguidos para obtener el modelo de elementos

finitos de la máquina de inducción jaula de ardilla. De las dimensiones de la máquina,

de las caracteŕısticas eléctricas y magnéticas de sus materiales se puede obtener la

formulación del modelo cuasi 3D del dispositivo electromagnético en estudio.

4.2. Hipótesis del modelo de la máquina de inducción

En el caso de las máquinas eléctricas de baja frecuencia, el comportamiento elec-

tromagnético se describe con la solución de las ecuaciones de Maxwell. Para tener un

mejor aprovechamiento computacional se realizan las siguientes suposiciones:

1. Se asume un modelo en 2D del sistema electromagnético, en el cual se pueden

incorporar los efectos tridimensionales con valores de resistencias e inductancias

en las ecuaciones de circuitos.

2. La corriente de desplazamiento es despreciable en comparación con la corriente

de conducción. En otras palabras la corriente de desplazamiento puede omitirse
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4. MODELADO DE LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

cuando se opera a baja frecuencia (Bastos y Sadowski (2003)).

[

∂D

∂t
≪ J)

]

∴ ∇×H ≃ J (4.1)

3. En el modelo cuasi 3D, los medios magnéticos son isotrópicos, sin embargo no li-

neales, pudiendo sufrir el fenómeno de saturación, (3.16) pero se ignora el fenómeno

de histéresis.

4. Los medios dieléctricos y conductores son lineales, por lo tanto, la permitividad

del material (ǫ) y la conductividad del material (σ) son constantes.

4.3. Descripción del modelado del motor

Las caracteŕısticas eléctricas y magnéticas son de suma importancia para crear el

modelo para ser analizado con el método de elementos finitos.

4.3.1. Especificaciones eléctricas

La máquina de inducción considerada en esta tesis es un motor trifásico como el

que se muestra en la Figura 4.1.

Figura 4.1: Vista del motor de inducción modelado.(WEG (2015)
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4.3 Descripción del modelado del motor

Las caracteŕısticas eléctricas del motor son las siguientes:

Potencia nominal, Pn=1044.4 kW

Voltaje de alimentación nominal, Vfn=7200 V (Voltaje de ĺınea)

Frecuencia nominal, fn=60 Hz

El devanado del estator esta hecho de cobre, el paso de embobinado es de 11 y

N = 128 vueltas por fase, con dos bobinas por ranura. En la Figura 4.2 se muestra de

manera esquemática la forma en que se realiza el devanado de doble capa del estator

para las fases “a”, “b” y “c” indicadas por los numeros 1-4, 2-5 y 3-6 respectivamente.

Figura 4.2: Esquema del devanado de un estator de doble capa.

El devanado del rotor está compuesto por barras de cobre, cortocircuitadas por

anillos del mismo material creando una jaula de ardilla.

49

4_Mod_MI/figures/Embobinado.eps


4. MODELADO DE LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

4.3.2. Especificaciones geométricas

La máquina está conformada f́ısicamente de la siguiente manera (ver Figura 4.3):

La armadura del estator tiene 48 ranuras, y el núcleo del rotor tiene 58 ranuras,

espaciadas uniformemente a lo largo de la periferia de la máquina.

El diámetro externo del núcleo magnético del estator mide 690 mm.

El diámetro interno del estator es de 420 mm.

El diámetro externo del núcleo magnético del rotor mide 415.2 mm. La longitud

del entrehierro es de 2.4 mm.

El diámetro interno del rotor es de 190 mm

La longitud de núcleo magnético del rotor y estator es de 830 mm.

Figura 4.3: Sección transversal de la armadura del estator y rotor (distancias en mm).
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4.3 Descripción del modelado del motor

La geometŕıa y dimensiones de las ranuras del estator y rotor se muestran en la

Figura 4.4.

(a) Estator. (b) Rotor.

Figura 4.4: Dimensiones de las ranuras (distancias en mm)

.

4.3.3. Consideraciones para el modelado

Existen otras caracteŕısticas f́ısicas, geométricas y conceptuales que se tomaran en

cuenta con el fin de mejorar la precisión y la eficiencia del cálculo.

4.3.3.1. Cuña magnética en la ranura del estator

Una región importante que poseen estas máquinas y no se alcanza a ver en la Figura

4.9 es la llamada cuña magnética, la cual se encuentra en las ranuras del núcleo del

estator como se muestra en la Figura 4.5. La cuña magnética tiene dos funciones; su

primer función es la de mantener las bobinas en las ranuras y la segunda es que puede

proporcionar un camino magnético reducido a través de la abertura en la parte que

colinda con el entrehierro.
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4. MODELADO DE LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

Las principales ventajas sobre cuñas de ranura no magnéticas convencionales son

(Madescu et al. (2012),Skalka et al. (2012)):

Reducción de efectos armónicos de alta frecuencia en ranura como ruido magnéti-

co, armónicos en el par y pérdidas adicionales.

Reducción efectiva de la longitud del entrehierro, dando lugar a una corriente

inferior de magnetización.

Mejora el perfil de densidad de flujo magnético en el entrehierro que resulta

en la reducción de pérdidas pulsatorias y de superficie, que son los principales

componentes de las pérdidas parásitas.

Mejora de la eficiencia, lo que resulta en diseños de motores compactos.

Figura 4.5: Cuña magnética en las ranuras del núcleo del estator.

La cuña magnética consiste en un laminado de fibra de vidrio poroso. Este laminado

absorbe la resina durante el proceso de impregnación VPI (Vacuum Pressure Impregna-

tion) y se expande hasta 200% del valor nominal del espesor, evitando desplazamiento

axial y radial.
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4.3 Descripción del modelado del motor

4.3.3.2. Pearmeabilidad Homogénea Equivalente

En el modelado de un apilado de laminaciones, se crea un material homogéneo con

las mismas propiedades macroscópicas que el de una pila completa. Esto se hace con

el uso del concepto de circuito magnético. En nuestro caso se tiene que considerar los

paquetes y ventilaciones radiales que posee el estator y rotor como se muestra en la

Figura 4.6.

Figura 4.6: Paquete estator con canales radiales.

Se toma un sistema cartesiano y suponemos que el flujo está en la dirección “y”, la

reluctancia presentada por el sistema es la combinación en paralelo de las reluctancias

de la pila y los canales de ventilación radiales. Esto se ilustra en la Figura 4.7, (Salon

(1995)).

Figura 4.7: Reluctancias en paralelo.
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4. MODELADO DE LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

Para el caso de dos dimensiones, los valores de reluctancia son:

ℜa =
h

µ0ωa
(4.2)

ℜi =
h

µiωi
(4.3)

para el aire y para la laminación respectivamente.

donde

h es la altura del paquete.

ω es el ancho del paquete.

µ es la permeabilidad del material.

Quedando la permeabilidad equivalente

µeq =
µiωi + µ0ωa

ωi + ωa
(4.4)

4.3.4. Propiedades f́ısicas del modelo

Los devanados del estator y rotor están constituidos con materiales isotrópicos (co-

bre). El núcleo magnético del estator y rotor se construye de un material ferromagnético

isotrópico no lineal (acero laminado). La dependencia B(H) del núcleo magnético del

estator y rotor se observa en la Figura 4.8. El valor de saturación de este material es

Bsat=1.8 T .

Para el cálculo de las pérdidas magnéticas, basados en los valores de densidad de

flujo de la Figura 4.8, se usan las siguientes caracteŕısticas de las laminaciones del

material magnético:

Coeficiente de pérdidas de histéresis kh=170 W/T 2m3

Espesor de las laminaciones d=0.5 mm

Factor de apilamiento kf=0.96
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4.3 Descripción del modelado del motor
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Figura 4.8: Curva B-H de los materiales magnéticos en el dominio.

Por lo tanto, las regiones de dominio para el cálculo de los campos electromagnéticos

se pueden observar en la Figura 4.9.

Figura 4.9: Regiones de dominio para el cálculo de los campos electromagnéticos- 1.

Núcleo magnético del estator, 2. Devanados del estator, 3. Cuña magnética 4. Barras y

anillo de la jaula de ardilla de rotor, 5. Núcleo magnético del rotor.
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4. MODELADO DE LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

4.3.4.1. Condiciones de frontera del modelo

La evaluación del campo electromagnético en todas las simulaciones realizadas por

el FEM consideran como incógnita al potencial magnético vectorial Az en todo el

dominio solución. Aunque teóricamente se debeŕıa considerar el infinito para resolver

con precisión el modelo del motor por el FEM, es necesario emplear condiciones de

frontera que delimiten el dominio del problema. Esto tiene como objetivo disminuir

tiempos de simulación y despreciar zonas donde el campo magnético es pequeño o su

efecto es imperceptible en el modelado del motor con el FEM. La condición de frontera

del dominio seleccionado en este trabajo de tesis, ver Figura 4.10, es la periferia externa

del núcleo magnético del estator y la periferia interna del núcleo magnético del rotor.

El modelo del motor considera la condición de frontera Dirichlet de flujo magnético

nulo cruzando esta frontera. Expresada en términos del potencial magnético vectorial,

esta condición significa un valor cero para el potencial magnético vectorial a lo largo

de los dos ĺımites especificados.

Figura 4.10: Condición de frontera Dirichlet del modelo.

En este modelo se podŕıa considerar una condición de frontera más alejada de la

periferia de la máquina. Sin embargo, el área del núcleo magnético principal del estator

es mucho mayor que el área ocupada por los dientes del estator, que es donde puede

existir saturación. Entonces, el flujo pasa sin dificultad por el material magnético de

alta permeabilidad del estator, lo que resulta en que el flujo de dispersión en la periferia

externa de la máquina sea prácticamente nulo.
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4.3 Descripción del modelado del motor

4.3.4.2. Condición de periodicidad

La mayoria de las máquinas de inducción presentan condiciones de periodicidad o

anti-periodicidad, esto es que el dispositivo completo es obtenido por la repetición de

la geometŕıa de un sub-dominio “S”.

La condición de periodicidad impone a las fronteras que delimitan la porción pe-

riódica potenciales con valores iguales. Ya que la condición de anti-periodicidad impone

potenciales iguales en módulo, sin embargo de signos contrarios a las fronteras que de-

limitan la porción anti-periódica.

En la máquina analizada se puede utilizar la condición de periodicidad como se

muestra en la Figura 4.11.

Figura 4.11: Condición de periodicidad.

4.3.4.3. Mallado de la geometŕıa

La fase de pre-procesamiento es muy importante en la generación de una malla

valida en dominios con geometŕıas complejas. Crear una malla es una tarea crucial, la

cual se debe adaptar bien a las propiedades f́ısicas del problema en consideración. Aśı la

eficiencia en la solución y su respectivo tiempo de computo del problema está fuerte-

mente relacionada con la calidad de la malla.

Una malla en un dominio “S” de calidad consiste en la unión de un número finito de

elementos geométricos (triángulos y cuadriláteros para dos dimensiones o tetraedros,

pentaedros y hexaedros para tres dimensiones), los cuales deben satisfacer que:
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4. MODELADO DE LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

La variación en tamaño entre dos elementos adyacentes debe ser progresiva.

La densidad de los elementos en algunas regiones del dominio debe ser mayor

conforme a las propiedades f́ısicas del problema.

Cuando los elementos son del tipo triangular, la existencia de ángulos obtusos se

debe evitar.

En esta tesis se realizaron varias mallas con el fin de obtener la soluciones próximas

a la realidad con tiempos de cómputo razonables. A continuación se muestran solamente

algunas mallas realizadas que muestran el proceso evolutivo que sufrieron para obtener

una eficiencia en términos de tiempo de cálculo y aproximación a la solución.

Se buscó que la malla tomara en cuenta el fenómeno electromagnético de la máquina,

el cual se conoce de la teoŕıa convencional de máquinas de inducción. Una máquina

rotatoria es un sistema de conversión de enerǵıa eléctrica a mecánica y viceversa por

lo que las partes que deben tener más elementos es el entrehierro y las cercańıa a

éste, ya que es ah́ı donde está existiendo la interacción más importante de los campos

magnéticos del estator y rotor.

El mallador utilizado en este trabajo (FLUX2D (2014)) realiza mallas de segundo

orden (Ver sección 3.2). El mallador automático busca mallas que satisfagan las propie-

dades anteriormente mencionadas, pero no es óptima en relación a las variables f́ısicas

del dispositivo que se está simulando. Sin embargo, el mallador usado también posee

una configuración avanzada la cual permite tener control sobre la construcción de la

malla.

La construcción de la malla apegada a la geometŕıa de la máquina fue “artesanal”,

esto es, se realizó creando puntos los cuales se unieron con ĺıneas, se construyeron

entidades a las cuales se les asignó material y propiedades f́ısicas, creando aśı la máquina

completa. En las siguientes figuras de la malla se muestra solo una ranura de estator y

rotor ya que las operaciones de malla son periódicas.

La primer malla creada se muestra en la Figura 4.12 y posee las caracteŕısticas

mostradas en las tablas comparativas 4.1 y 4.2.
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4.3 Descripción del modelado del motor

Figura 4.12: Malla con 99.81% de elementos de calidad excelente y 284174 nodos.

Se nota que está malla posee un porcentaje casi del 100% de elementos con calidad

excelente (elementos que satisfacen los puntos anteriormente mencionados). Sin embar-

go no es eficiente en términos de tiempo de cálculo y memoria del sistema computacional

debido a la cantidad excesiva de nodos que contiene. Además no toma en cuenta las

caracteŕısticas del fenómeno electromagnético. Por lo que se decidió buscar una segun-

da malla.

La segunda malla se muestra en la Figura 4.13 y posee las caracteŕısticas mostradas

en las tablas comparativas 4.1 y 4.2.

Figura 4.13: Malla con 98.71% de elementos de calidad excelente y 53257 nodos.

En está malla la cantidad de nodos, elementos de ĺınea y de superficie disminuyeron

de manera considerable manteniendo un porcentaje con elementos de calidad excelente,

pero tampoco considera las caracteŕısticas del fenómeno electromagnético de la máqui-

na.

Se construyó una tercera malla como se muestra en la Figura 4.14, posee las carac-

teŕısticas mostradas en las tablas comparativas 4.1 y 4.2.

Figura 4.14: Malla con 83.58% de elementos de calidad excelente y 19019 nodos.
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4. MODELADO DE LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

Esta tercer malla fue la que se utilizó para realizar todas las simulaciones, ya que

conteńıa un menor número de nodos, los elementos de ĺınea y de superficie también

disminuyeron consderablemente. Los yugos del estator y rotor como se puede ver en la

Figura 4.15, contienen menos elementos ya que la variación del campo magnético en

esas zonas es muy suave.

Figura 4.15: Malla completa del modelo de la máquina de inducción utilizada.

Tabla 4.1: Tabla comparativa entre las mallas mostradas: Porcentajes de calidad .

Elementos de superficie Malla 1 Malla 2 Malla 3

Porcentaje de elementos con calidad excelente 99.81 98.71 83.58

Porcentaje de elementos con calidad buena 0.09 0.69 10.74

Porcentaje de elementos con calidad promedio 0.11 0.59 5.68

Porcentaje de elementos con calidad pobre 0 0 0

Tabla 4.2: Tabla comparativa entre las mallas mostradas: Elementos .

Elementos Malla 1 Malla 2 Malla 3

Número de nodos 284174 53257 19019

Número de elementos de Ĺınea 17129 8240 4517

Número de elementos de superficie 134382 24230 8630

Tiempo de cómputo NA 25 min 5 min
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4.3 Descripción del modelado del motor

4.3.4.4. Condiciones de operación

La determinación del campo electromagnético acoplado a circuitos se realizó con

FLUX2D (2014) el método del elemento finito como se describio en la sección anterior.

Se consideran las siguientes condiciones en todas las simulaciones:

Las fases para los voltajes trifásicos del estator son: ∠Va = 0◦, ∠Vb = −120◦,

∠Vc = 120◦

Todos los cálculos consideran la condición de contorno Dirichlet, esto es que el

flujo magnético que fluye mas allá de estos ĺımites es nulo.

En aplicaciones magneto-armónico se utiliza una posición particular del rotor

con respecto al estator. Esta posición se caracteriza por una rotación de un cierto

número de grados del rotor con respecto al estator, en la que se considera que el

valor de par electromagnético es aproximadamente igual con el valor medio que

existe del par cuando la posición del rotor cambia con respecto al estator.
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Caṕıtulo 5

SIMULACIONES DE LA

MÁQUINA DE INDUCCIÓN

5.1. Introducción

Este caṕıtulo presenta las simulaciones y análisis de resultados obtenidos de la

máquina de inducción. Las simulaciones magneto-armónicas de la máquina de induc-

ción se realizan a valores constantes de deslizamiento (valores de velocidad del rotor

constante) y son problemas que no consideran el movimiento del rotor con respecto al

estator. La frecuencia de la corriente en el circuito del rotor se ajusta de acuerdo a la

Ecuación 2.5.

En base al análisis magneto-armónico, las caracteŕısticas en estado estacionario de

la máquina que se calculan en esta sección son:

Posición inicial del rotor.

Caracteŕısticas de la máquina para un funcionamiento a carga nominal.

Par electromagnético en relación con el deslizamiento.

Par y corriente del estator correspondiente al valor de deslizamiento s=1.

Operación sin carga de la máquina.
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5. SIMULACIONES DE LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

Los parámetros del circuito eléctrico equivalente del motor de la Figura 2.6, se

evalúan utilizando los resultados de la simulaciónes de operacion sin carga y a rotor

bloqueado aplicadas a la máquina de inducción.

5.2. Simulación 1: Determinación de la posición del rotor

para una correcta determinación del par

Debido a que el núcleo del estator y rotor están ranurados, los resultados de simu-

laciones magneto-armónico dependen de la posición relativa rotor-estator, por lo tanto

se realiza una primer simulación llamada: “posición inicial del rotor”. Esta simulación

determina la posición para la cual el par electromagnético es igual al valor promedio

durante un ciclo de variación del par electromagnético cuando la posición del rotor

cambia con respecto al estator.

Figura 5.1: Movimiento del rotor en 90 grados.

La curva del par electromagnético en relación a la posición angular del rotor se

muestra en la Figura 5.2.

Basado en los resultados de las simulaciones (ver figuras 5.1 y 5.2), se observa que

el par es oscila entre 5629.41 Nm y 5630.73 Nm debido al efecto de las ranuras. El

valor promedio del par es 5630.1 Nm. Debido al barrido que hicimos de 0-90 grados

este valor corresponde a varias posiciones del rotor, una de ellas es 3.5 grados, este fue

el valor que se utilizó para todas las simulaciones restantes.
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5.3 Simulación 2: Caracteŕısticas de operación de la máquina a plena carga
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Figura 5.2: Par electromagnético en relación la posición angular del rotor.

Por lo tanto la posición angular de 3.5 grados del rotor será usada como “la

posición inicial”.

5.3. Simulación 2: Caracteŕısticas de operación de la máqui-

na a plena carga

Para los cálculos de operación con carga, se calcularon diferentes puntos de fun-

cionamiento con varios valores del deslizamiento “s”. En el análisis en el domino de

la frecuencia solo se requiere especificar la frecuencia en el estator (ver ecuación 3.32).

Durante las operaciones de carga, la frecuencia de las corrientes del estator es igual a

la frecuencia de alimentación, mientras que la frecuencia de la corriente del rotor es la

frecuencia de alimentación multiplicada por el deslizamiento.

La operación del motor con carga nominal corresponde con el estado de la máquina

donde la potencia mecánica en el eje del motor es igual a la potencia nominal Pn=1044.4

kW .

Con base en las condiciones de alimentación presentadas en el caṕıtulo anterior, el

valor del deslizamiento correspondiente a operación del motor con carga nominal es “a

priori” desconocido. Este deslizamiento nominal del motor se determina como sigue:
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5. SIMULACIONES DE LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

1. Un análisis magneto-armónico parametrizado, se efectúa para los valores de des-

lizamiento en el rango de s=0.001 hasta s=0.04, con paso de 0.0001.

2. Las siguientes cantidades son calculadas para cada valor de deslizamientos s,

basado en los resultados del punto anterior.

Los valores efectivos de las corrientes de fase Ia, Ib, Ic y el valor medio I1n

= (Ia + Ib + Ic)/3.

Las pérdidas en el núcleo magnético Pm (Bertotti (1998)).

Las potencias activa y reactiva absorbida por la máquina de la tres fuentes

de tensión, P1 y Q1, y el factor de potencia correspondiente cosθ.

cosθ = (P1 + Pm)/
√

(P1 + Pm)2 +Q2
1 (5.1)

El par electromagnético Te.

Las pérdidas por efecto Joule en el devanado del estator, PJ1=3 ·R1 · (I1n)
2

Las pérdidas de Joule en el circuito del rotor, PJ2=s · Pe = s(P1 − PJ1)

La potencia de salida del motor, P2=P1 − PJ1 − PJ2

La velocidad del rotor Nm=(1− s)Ns, donde Ns=1800 rpm es la velocidad

śıncrona.

El par de salida del motor, Tn=60 · P2/2 · π · n1;

La eficiencia del motor, ηn=P2/(P1).

3. A partir de la curva P2(s) de la Figura 5.4 se obtiene el valor de deslizamiento

nominal sn=0.0057 correspondiente a la potencia nominal del motor Pn.

Las tablas 5.1 y 5.2, contienen las caracteŕısticas del motor para un funcionamiento

con carga nominal en estado estacionario o estable y el balance de potencia respectiva-

mente.
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5.3 Simulación 2: Caracteŕısticas de operación de la máquina a plena carga
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Figura 5.3: Curvas de la potencia absorbida, pérdidas por efecto Joule y pérdidas magnéti-

cas de la máquina bajo estudio.
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Figura 5.4: Curvas de la potencia transmitida al rotor, potencia entregada y eficiencia de

la máquina bajo estudio.
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5. SIMULACIONES DE LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

Tabla 5.1: Comparativo entre los valores obtenidos de la simulación y datos de labora-

torio.

Parámetros I1n (A) nn (rpm) sn Tn(Nm) cosθn

Valores de simulación 98.4 1789.7 0.0057 5583 0.86

Valores de laboratorio 99.8 1789.6 0.00577 5597 0.87

Error relativo porcentual 1.4 0.005 1.2 0.2 1.1

Tabla 5.2: Comparativo entre los valores obtenidos de la simulación y datos de labora-

torio.

Parámetros P1n (W) Pj1n (W) Pmn (W) P2n (W) ηn (%)

Valores de simulación 1061852 9520 11205 1046334 98.02

Valores de laboratorio 1087580 9700 10560 1044180 96.01

Error relativo porcentual 2.4 1.8 6.1 0.2 2.1

En general existe una buena corelación entre los valores de las simulaciónes y las

mediciones, esto puede verse en las tablas 5.1 y 5.2.

Figura 5.5: Ĺıneas del campo magnético para la operación en estado estacionario de la

máquina con carga nominal (s = 0.0057).

En está Figura (5.5) se puede apreciar claramente las ĺıneas de campo magnético,

las cuales están formando dos polos. La máquina bajo estudio es de 4 polos y por

cuestiones de simetŕıa solo se muestran dos polos.
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5.3 Simulación 2: Caracteŕısticas de operación de la máquina a plena carga

Figura 5.6: Densidad de flujo magnético en la máquina a operando con carga nominal (s

= 0.0057).

En la Figura 5.6 se muestra la densidad de campo magnético en la máquina, se

nota que para este deslizamiento espećıfico (s=0.0057), se tiene un rango de densidad

de campo desde 0-2.27 T. En la práctica se busca que las inducciones máximas en el

yugo de estator y rotor sean de 1.4 T. y las inducciones máximas para dientes en estator

y rotor sea de 2.1 T. En la máquina bajo estudio se nota que se cumplen los ĺımites

con los que se trabaja en la industria.

Figura 5.7: Densidad de corriente en las barras del rotor para operando con carga nominal.

En la Figura 5.7 se muestra la densidad de corriente en las barras del rotor para

carga nominal. Se aprecia que se tiene un rango de densidades de corriente de 4.5-5.1

(A/mm2). En la industria estas densidades de corriente van relacionadas a la poten-

cia nominal de trabajo de la máquina asi como su sistema de transferencia de calor,

para este tipo de máquina que posee un intercambiador de calor la densidad maxima

aceptada en los conductores de rotor es de 5.3 (A/mm2).
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5. SIMULACIONES DE LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

5.4. Simulación 3: Par electromagnético frente al desliza-

miento del rotor.

El par electromagnético en relación al deslizamiento del rotor se muestra en la

Figura 5.8.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

2000

4000

6000

8000

10000

12000

14000

P
ar

 [N
m

]

Deslizamiento

 

 
Par Electromagnético [Nm]

Figura 5.8: Par electromagnético contra deslizamiento.

Este cálculo también ofrece la posibilidad de evaluar las siguientes caracteŕısticas

del motor:

Los valores de la corriente (I1s) y el par electromagnético (Tes) correspondiente a

la puesta en marcha de la máquina, es decir, por el valor s=1 del deslizamiento.

El valor del deslizamiento máximo sm y el par electromagnético correspondiente

Tem.

Los valores relativos de estas cantidades con respecto a la operación de la máquina

con carga nominal (Ten y I1n) se muestran en la Tabla 5.3.

El análisis en el dominio de la frecuencia se ha repetido a diferentes velocidades del

rotor y, de esta manera, se han calculado las caracteŕısticas mostradas en la Tabla 5.3.
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5.5 Simulación 4: Operación a rotor bloqueado

Tabla 5.3: Caracteŕısticas de la máquina para el arranque y el deslizamiento máximo.

Parámetros sm Tem(Nm) Tes(Nm) Tem/Ten Tes/Ten I1s (A) I1s/I1n

Valores de Simulación 0.03 14147 5595 2.6 1.0 602 6.1

Valores de Laboratorio 0.036 16903 6213 3.0 1.1 708 7.1

Error relativo porcentual 16.7 16.3 9.9 13.4 9.0 15.0 14.1

Aunque se han obtenido buenos resultados cuando la máquina de inducción opera

a su deslizamiento nominal. Los resultados para la operación de puesta en marcha de

la máquina y deslizamiento máximo, han estado lejos de ser precisos (ver tabla 5.3).

La influencia de los armónicos en el rotor cuando sucede el arranque, no se determinan

de manera eficiente por la simulación en el dominio de la frecuencia.

5.5. Simulación 4: Operación a rotor bloqueado

Este estudio es un cálculo en estado estacionario que consiste en la simulación de

rotor bloqueado. Para simular esta operación se utiliza un deslizamiento de s=1 y ali-

mentar el motor con una tensión reducida, que vaŕıa de 15% a 30% del valor nominal.

En las figuras 5.9 y 5.10 se muestra la corriente y las pérdidas por efecto joule en

el estator repectivamente, para la prueba de rotor bloqueado.
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Figura 5.9: Corriente en la prueba de rotor bloqueado.
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5. SIMULACIONES DE LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

Para el valor de corriente nominal 98.4 A corresponde una tensión aplicada de 866

V.
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Figura 5.10: Potencia absorbida en la prueba de rotor bloqueado.

Para una alimentación de tensión de 866 V corresponde una potencia activa de

30747 W

Figura 5.11: Densidad de flujo magnético operando a rotor bloqueado (s=1.0).

En la Figura 5.11 se puede ver la distribucion de la densidad de campo magnético.

Debido a que el deslizamiento es igual a 1, la frecuencia del rotor es la misma que la

frecuencia de la fuente (a plena carga la frecuencia del rotor es muy baja, menos de

10 Hz), por lo que el efecto piel en las barras del rotor es más pronunciado en esta

condición que en plena carga.
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5.6 Simulación 5: Operación sin carga de la máquina

Figura 5.12: Densidad de corriente en las barras del rotor a rotor bloqueado (s=1.0).

En la Figura 5.12, se muestra la densidad de corriente en las barras, a medida

que se inducen las corrientes en las barras del rotor, se produce un campo magnético

secundario que se opone y expulsa al campo magnetico primario debido al efecto piel.

5.6. Simulación 5: Operación sin carga de la máquina

Este estudio consiste en la simulación sin carga de la máquina, y se simula cuando

s=0.001, ya que representa un valor de deslizamiento mucho menor que el deslizamiento

nominal.

El objetivo de esta simulación es calcular las corrientes sin carga cuando el motor

está alimentado a tensión nominal.

Los resultados aparecen en las figuras 5.13 y 5.14:

Para el valor de deslizamiento s=0.001 corresponde una corriente de no-carga Ioc=34.7

A. y el valor de las pérdidas del hierro en el núcleo magnético es Poc= 11111 W.
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5. SIMULACIONES DE LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

Figura 5.13: Ĺıneas de campo magnético para el funcionamiento sin carga (s =0.001).

Figura 5.14: Densidad de flujo magnético para el funcionamiento sin carga (s=0.001).

5.7. Cálculo de los parámetros de circuito equivalente mo-

nofásico de la máquina de inducción trifásica

Los parámetros del circuito equivalente de la máquina son calculados a partir de los

resultados de la simulación de la operación sin carga y del modelo de rotor bloqueado

de la máquina de inducción (Guru y Hiziroglu (2001) y Fitzgerald et al. (2014)).

De la simulación de la operación sin carga se calcula la reactancia de magnetización

y la resistencia de pérdidas en el hierro, y a partir de la simulación de rotor bloqueado,

la resistencia del rotor referida al estator y la inductancia de dispersión del rotor referida

al estator, para el circuito equivalente de la máquina:
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5.7 Cálculo de los parámetros de circuito equivalente monofásico de la máquina de inducción trifásica

La resistencia Rm correspondiente a las pérdidas magnéticas se calcula como:

Rc =
3V 2

1n

Poc
= 4,66kΩ (5.2)

La inductancia de magnetización Lm del motor esta dada por:

Soc = 3VocIoc

Qoc =
√

S2
oc − P 2

oc

Xm =
Qoc

3I2oc

Lm =
1

2πf1n
= 318mH (5.3)

La resistencia del rotor R′
2 referida al estator se obtiene de:.

Re =
Psc

3I2sc
R′

2 = Re −R1

R′
2 = 0,73Ω (5.4)

La inductancia de dispersión del rotor L′
2 referida al estator es obtenida como

sigue:

Ze =
Vsc

Isc

Xe =
√

Z2
e −R2

e

X1 = X ′
2

L′
2 =

1

2πf1n
= 11,6mH (5.5)

La Tabla 5.4 presenta los valores de los parámetros del circuito equivalente de la

máquina de inducción modelada.
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5. SIMULACIONES DE LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

Tabla 5.4: Parámetros del circuito equivalente de la máquina de inducción simulada.

Parámetros R1 (Ω) L1(mH) Rc (kΩ) Lm(mH) R′
2 (Ω) L′

2 (mH)

Valores 0.33 11.6 4.67 318 0.73 11.64

5.7.1. Obtención de la curva Par-Velocidad a través del teorema de

Thévenin

El teorema de Thévenin establece que cualquier red lineal (con fuentes indepen-

dientes) puede sustituirse, respecto a dos terminales a y b, por una fuente de tensión

equivalente Ṽeq con una impedancia serie Z̃eq, como se muestra en la Figura 5.15 (Fitz-

gerald et al. (2014)).

Figura 5.15: Circuito equivalente de la máquina de inducción simplificado por el teorema

de Thévenin.

Del análisis del teorema de Thévenin aplicado al circuito equivalente de la máquina

de inducción se obtienen las siguientes expresiones:

Voltaje equivalente:

Ṽeq = Ṽ1

(

jXm

R1 + j(X1 +Xm)

)

(5.6)

Impedancia equivalente.

Z̃eq =
jXm(R1 + jX1)

R1 + j(X1 +Xm)
(5.7)

Corriente en el circuito rotor.

Ĩ2 =
Ṽeq

Z̃eq + jX2 +R2/s
(5.8)
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5.8 Simulación 6: Simulaciones transitorias a velocidad constante del rotor

Par electromagnético

Tn =
1

ωs

[

3V 2
eq(R2/s)

(R1eq + (R2/s))2 + (Xeq +X2)2

]

(5.9)

Con los parámetros que se obtuvieron de las simulaciones realizadas en elemento

finito (ver Tabla 5.4) y las expresiones obtenidas del teorema de Thévenin (5.6-5.9),

se obtiene la curva par-velocidad mostrada en la Figura 5.16. Se observa la curva Par-

velocidad obtenida a través de los parámetros del circuito equivalente con la curva

obtenida v́ıa FEM.
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Figura 5.16: Curva Par-Velocidad de la máquina de inducción.

Se puede observar en la Figura 5.16 una diferencia apreciable entre los valores del

par electromagnético que se debe principalmente en que la curva obtenida a través de

los parámetros de circuito equivalente no considera la no linealidad de los materiales

magnéticos y desprecia los efectos de las corrientes de remolino.

5.8. Simulación 6: Simulaciones transitorias a velocidad

constante del rotor

Este estudio corresponde un cálculo magnético transitorio. El objetivo es analizar

el comportamiento transitorio del motor a velocidad nominal, teniendo en cuenta los
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5. SIMULACIONES DE LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN

armónicos de campo magnético debido al ranurado de estator y del rotor y el movi-

miento del rotor.

Las simulaciones se llevaron a cabo con los siguientes valores de velocidad del rotor:

A velocidad nominal, nn=1789.7 rpm.

A velocidad correspondiente al deslizamiento cŕıtico, nm=(1-sm)ns = 1746 rpm.

A una velocidad muy baja de 60 rpm, donde el deslizamiento es muy cercano al

valor de partida s=1.

Tabla 5.5: Comparación entre análisis en el tiempo y la frecuencia

Caracteŕıstica de movimiento del rotor Par en el dominio de la frecuencia Par en el dominio del tiempo Par obtenido en laboratorio

Rotor bloqueado 5595.10 6284.36 6212.67

Par máximo 14147.24 13898.95 16902.94

Carga nominal 5582.79 5561.76 5597.0

La Tabla 5.5 presentan los valores del par electromagnético. Se nota que existe

una aproximación buena entre los valores de operación a carga nominal ya que en esta

operación se trabaja en estado estable. En cambio en la operación a deslizamiento

critico y rotor bloqueado la presencia de armónicos es mayor y esto causa una mayor

diferencia en los valores del par obtenido.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

6.1. Conclusiones

Esta tesis desarrolló un modelo de una máquina de inducción trifásica 1044,4kW

en el dominio de la frecuencia utilizando el método de elementos finitos, con lo

que fue posible realizar varias simulaciones y obtener parámetros confiables del

circuito equivalente de la máquina.

La teoŕıa detrás del método se desarrolló utilizando un análisis profundo de las

ecuaciones electromagnéticas con las que es posible realizar el modelado de la

máquina de inducción. Usando suposiciones válidas se obtuvo una formulación

con el potencial magnético vectorial (ecuación de difusión no lineal). En principio

dicha ecuación no se puede resolver directamente ya que tiene dos incógnitas: el

potencial magnético vectorial y el potencial eléctrico escalar. No obstante para

obtener el potencial eléctrico escalar se utilizaron las ecuaciones de los conductores

masivos y filamentarios que permiten la interconexión con dispositivos externos,

resolviendo aśı un problema de circuito-campo.

Se consideraron aspectos f́ısicos importantes que tiene la máquina, como es la

permeabilidad homogénea equivalente debido a los canales de ventilación radia-

les, el uso de cuñas magnéticas, periodicidad, condiciones de frontera, diferentes

densidades de mallado, etc. La malla que se utilizó en esta tesis se construyó to-

mando en cuenta los aspectos f́ısicos importantes de la máquina logrando que con
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6. CONCLUSIONES

el número de nodos y elementos creados resulte en un uso eficiente del recurso

computacional.

Con el análisis en el dominio de la frecuencia se pudo dar un panorama completo

de las variables de entrada-salida de la máquina de inducción, obteniéndose los

parámetros del circuito equivalente, voltajes y corrientes en estator y rotor, varia-

bles internas como el campo magnético y la densidad de campo magnético, todo

esto a diferentes puntos de operación y empleando un menor tiempo de cómputo

en comparación a los análisis en el dominio del tiempo.

Algunos resultados obtenidos en la tesis fueron validados con datos experimentales

de la máquina, los cuales muestran porcentajes de error aceptables. La caracteri-

zación electromagnética y eléctrica permiten afirmar que los resultados obtenidos

aqúı son correctos y coherentes ya que representan el comportamiento de este tipo

de máquinas y proporcionan una orientación a los diseñadores de motores para

el calculo de las propiedades y caracteŕısticas de la máquina sin la construcción

de un prototipo previo.

6.2. Perpectivas de Trabajos Futuros

A continuación se enuncian las perspectivas de trabajos futuros:

Simulación de la maquina en el dominio del tiempo y comparar los resultados

obtenidos en los dos análisis y de acuerdo los resultados mejorar las técnicas para

el modelado.

Aplicar técnicas de control al modelo de la máquina de inducción para analizar

su funcionamiento.

Debido a que la obtención de los parámetros dependen en gran medida de la geo-

metŕıa del dispositivo, Seŕıa conveniente estudiar, analizar e implementar mejoras

para el diseño y cálculo de parámetros de máquinas eléctricas rotatorias.
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López-Garćıa, I., F., B.C. y G., E.P. (2014). Evaluation of the passivity-based power control of a doubly-fed in-

duction generator with unknown constant torque. In XVI Congreso Latinoamericano de Control Automático.
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