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INTRODUCCION

“Un modelo de negociacién es un juego en el cual dos o mas jugadores tienen la
oportunidad de cooperar para beneficiarse conjuntamente, pero deben negociar un
procedimiento aceptable para repartir los beneficios de dicha cooperacion. El modelo de
negociaciéon especifica si se alcanzara un acuerdo, cuando se alcanzara y como se
repartiran las ganancias obtenidas, dependiendo de las reglas de la negociacion y las
caracteristicas de los negociadores. En este contexto, un problema de negociacién se
describe mediante un conjunto de pagos o utilidades posibles y un punto que representa
las consecuencias del desacuerdo. Una solucién para este problema especifica el pago
en el que jugadores racionales se pondrian de acuerdo si se enfrentaran al problema de
negociacion™.

Imaginemos a dos personas que recibiran un monto de dinero en caso de que puedan
acordar como dividirlo. ¢ Cual es la proporcion en la que acordaran? Un punto de partida
natural es cincuenta-cincuenta. Sin embargo en la vida real esto no es asi. La gente
difiere en sus necesidades, contribuciones, habilidades, preferencias y muchas otras
caracteristicas que puedan justificar divisiones diferentes.

Un caso particular podria ser la relacién existente entre un abogado y su cliente.
Supongamos que lo que esta en negociacion es dinero, producto de una demanda a
favor del cliente. Es evidente que las partes colaboran de diferente manera en la
relacion, por lo que no hay un argumento claro para suponer una distribucion equitativa,
lo mismo ocurre con otros profesionistas, como ingenieros o arquitectos que remodelan
una obra. También las propinas en un restaurante pueden considerarse una reparticion
de una negociacion. En muchos paises estas proporciones se han convertido en una
convencion. Por ejemplo, en los Estados Unidos, existe la convencion en la cual el
abogado recibe un tercio del monto de las demandas y el cliente los dos tercios
restantes. La propina del 15 por ciento es una convencion en gran parte del mundo.

Convenciones de este tipo tienen valor econdémico, ya que al coordinar las expectativas
de cada jugador, se reducen costos de transaccion y el riesgo de que la negociacion no
se lleve a cabo. En cambio, si no existe dicha convencién, uno esperaria que los costos
aumentaran.

Pero ¢por qué se establecen estas convenciones? ;Cémo saber cual reparticion se
establecera? Estas preguntas son abordadas por la teoria de juegos. El primero en
interesarse en este problema fue John Nash que propone la primera solucién al
problema, respondiendo a la siguiente pregunta: ;Qué caracteristicas debe tener el
pago en el que jugadores racionales se pondrian de acuerdo si se enfrentaran al
problema de negociacién? Nash propone una coleccién de axiomas que debe cumplir
dicha solucién, encuentra cual es y se demuestra su unicidad.

Ademas, plantea el problema de la necesidad de fundamentar esta solucién como una
resultante de una serie de ofertas y contraofertas de los negociadores en un contexto
de juegos no cooperativos. A este proyecto se le conoce como el Programa de Nash
para los juegos de negociacion.

' Marmol A.M., Monroy L., Rubiales V. Soluciones Maxmin en Juegos de Negociacién n-Personales [PDF]
Universidad de Sevilla. Departamento de Economia Aplicada Il [Fecha de Consulta: 01 de julio 2015]
_Disponible en: http://www.uv.es/asepuma/X/B46C.pdf



http://www.uv.es/asepuma/X/B46C.pdf

Existen avances posteriores en economia para resolver problemas de negociacion,
entre muchos otros problemas, gracias al desarrollo de Disefio de Mecanismos, como
lo describe Myerson? en su exposicién para recibir el Novel de Economia 2007. Sin
embargo lo que tenemos sobre la mesa es la posibilidad de aceptar “El Resultado” de
los juegos de negociacion.

2 Myerson R,B. Perspectivas Sobre de Disefio de Mecanismos en la teoria Econémica [PDF]
Universidad de Chicago. Revista Asturiana de Economia N.44 2009 [Fecha de Consulta: 01 de agosto
_2015] Disponible en: dialnet.unirioja.es/descarga/articulo/4008585.pdf



Metodologia

El presente trabajo hara un recorrido en orden cronolégico a través de los sucesos mas
significativos en el Programa de Nash. La estructura general del estudio presenta
definiciones relevantes al principio de los capitulos, para un desarrollo cabal de una
discusion posterior.

El contenido sera el siguiente:

En el capitulo 1 se presenta la Solucién de Nash (unicidad y caracterizacién) y su
contexto en un problema de negociacion. Adicionalmente se hara una critica a los
axiomas de Nash. El cuerpo axiomatico de Nash es desafiado y se presentan axiomas
alternativos.

No es sino hasta el capitulo 2 que se abordan los primeros intentos por afirmar/rechazar
que, en un juego no-cooperativo de negociacioén, se obtendra el Producto de Nash como
solucion. Dicho intento requerira de una amplia descripcion de teoria de juegos no-
cooperativa, pues hasta este punto, debido al espiritu cooperativo de los jugadores, no
era requerida una descripcion del juego, pues el conflicto encuentra una solucién a priori.

Es en este momento que se entiende que la solucion que encuentran los juegos
cooperativos, es unica y depende de los axiomas establecidos, mientras que en los no-
cooperativos, el resultado depende enteramente de la mecanica del juego, que dicho
sea de paso, busca retratar de la manera mas fiel un conflicto de negociacion real.

Se enuncia el Juego de Demanda de Nash, disefio que en principio arroja infinidad de
soluciones (Equilibrios de Nash), y que requiere de un proceso de seleccion de
soluciones. El grueso del contenido del presente trabajo retrata mecanismos que
convergen a una unica solucién, al igual que lo hacen los axiomas de Nash desde la
teoria cooperativa.

Se propone que la manera natural de negociar es en forma de ofertas y contraofertas,
por lo que se introduce un modelo de juego extensivo (arbol). Para ello, se resuelve un
modelo simple el cual se ira modificando hasta llegar al modelo de Stahl & Rubenstein.

El capitulo 3 presenta un tercer intento por modelar el problema de negociacién, ya que
las exigencias de informacién de los jugadores motivan la continuacién en la busqueda
de un retrato verosimil de una negociacion.

El enfoque evolutivo del juego modela a los negociantes como personas comunes y
corrientes y pone a prueba si el resultado al que llegarian es efectivamente la solucién
de Nash. Esto lo hacen en dos sentidos. El primero, al suponer que las personas que
negocian tienen limitaciones de informacién y racionalidad. Ademas, realizan acciones
gue son erroneas, aun desde el punto de vista de la racionalidad e informacion limitadas
supuestas. En segundo lugar, a diferencia de los otros enfoques, los juegos evolutivos
consideran a los negociadores dentro de la sociedad y son influidos por ella. En lugar
de que el juego se repita siempre por los mismos dos negociantes, éstos estan inmersos
en una poblacion, se enfrentan a diversos individuos y toman en cuenta, la experiencia
de esta poblacién. La accién de la “sociedad” en su conjunto influye sobre los
negociantes. Es mas, el equilibrio de la dinamica con la que los negociantes cambian
su estrategia es un patron de conducta social, por ejemplo, una convencion social.



Invito a que se tome especial atencién al “hilo negro” del trabajo, que si bien es claro
que se trata del Programa de Nash en si mismo, mas particularmente se puede rastrear
el concepto de poderes de negociacion (parametros de la solucion), ya que éste esta
presente en todo modelo concluido, pero su interpretacién econémica cambiara segun
el contexto del juego en cuestion. Asi, en teoria de juegos cooperativa (capitulo 1)
hablaremos de poder de negociacién de forma genérica, mientras que en el juego
extensivo (capitulo 2) se hablara de impaciencia y en el juego evolutivo (capitulo 3) se
reinterpretara como cantidad de informacion.

En el capitulo 4, se presentan una serie de experimentos realizados en materia de
negociacién. Dichos experimentos dan una dimension mas a la investigacion, puesto
que buscan la justificacion dltima del planteamiento de un cuerpo axiomatico: La
consecuencia mas relevante tendria que ser la obtencién del Producto de Nash como
solucion de experimentaciones reales. Las vicisitudes de los resultados exponen
material de investigacion ulterior.

Por ultimo, comparto mis reflexiones acerca del uso de Producto de Nash y su posible
aplicacion en instituciones que resuelvan problemas de negociacion.



CAPITULO 1
El Problema de Negociacion y la Solucion de Nash

Problemas de Negociacion

A continuacién presentamos una serie de definiciones, que nos permitiran trabajar
formalmente con el problema de negociacion. Sélo se trataran problemas de
negociacién entre dos personas que tienen funciones de utilidad crecientes.

Definicion: Un problema de negociacion es una pareja (X, d) donde X € R? y
d € X tales que en X existe al menos un elemento x tal que x>d y que cumplen:
PN1. El conjunto X es convexo.

PN2. El conjunto X es cerrado y acotado superiormente.

PN3. Se permite la eliminacion libre.

X es el conjunto de soluciones factibles. Cada elemento de X se interpreta como una
pareja de valores posibles de cada una de las dos funciones de utilidad. d es el punto
de desacuerdo que representa las consecuencias de no llegar a un acuerdo, por lo que
el punto de desacuerdo es una solucion factible.

A la coleccion de problemas de negociacién la denotamos como B. Es decir, la coleccion
de parejas de un conjunto X que cumpla con estas condiciones y un elemento de
desacuerdo d en X.

B ={(X, d) | Xcumple PN1, PN2y PN3y de X}.

Soluciones de Negociacion

“Una solucién de negociacion es una funcion G: B — R? con la propiedad que G(X,
d) pertenece al conjunto X. G(X, d) se interpreta como el par de pagos en el que
un par de jugadores racionales se pondrian de acuerdo si se enfrentaran al
problema de negociacion (X, d).”

En este capitulo, veremos qué condiciones deben cumplir los pagos en que dos
jugadores racionales se pondrian de acuerdo, bajo la formalizacién de Nash
(Axiomas de Nash).

Los Axiomas de Nash

El primero en abordar el problema de modelar los problemas de negociaciéon es Nash,
quién propone una solucién axiomatica, al estilo de los juegos cooperativos. Nash
encuentra que existe una solucidon unica que satisfaga sus axiomas. A continuacion
presentamos los axiomas que debe cumplir una funcion G:B — R? para ser una
solucion de Nash.

3 Ken Binmore, Teoria de Juegos, Pag.179



Definiciéon: Una funcion G:B — R? es una solucion de negociaciéon de Nash si
cumple:

Ax 1) Racionalidad Individual

La solucion del juego de negociacion G(X,d) debe ser mayor o igual que el pago de
desacuerdo para cada jugador y mayor estricto para uno de ellos, i.e.:

GX,d) =d
Ax 2) Pareto Eficiencia

y >6GX,d) = y &X

Ax.3) Independencia de transformaciones afines.
Es decir,
G (X)), o(d)) = «(G(X,d)),
donde T es una transformacioén afin estrictamente creciente.
Ax.4) Las alternativas irrelevantes no influyen en la resolucion de juego. Es decir,
sideY € X, entonces:

GX,d)eY = GX,d) = G(Y,d)

Ax.5) En situaciones simétricas los jugadores reciben lo mismo.

Observaciones Sobre los Axiomas de Nash

Axioma 1 Sobre la Racionalidad individual

El supuesto de racionalidad individual nos dice que los jugadores no llevaran a cabo
ninguna negociacién, si esta genera un pago menor al obtenido para alguno de los
jugadores en el caso de evitar la negociacion.

Axioma 2 Sobre la Eficiencia de Pareto

La propiedad de pareto-eficiencia establece que de existir una mejor solucién es porque
no es factible. La nocion de “mejor solucién” implica que el pago para un jugador puede

ser mayor, sin disminuir el pago del otro jugador.

Es interesante notar que la concentracion del pago en un solo jugador (todo para uno,
nada para el otro) es pareto-eficiente. Recordemos que estamos hablando de eficiencia,



por lo que solo interesa el aprovechamiento de los recursos, y no la forma en que estos
se distribuyen.

Es por este motivo que la pareto-eficiencia, usada como propiedad en solitario, no
retrata la ambicidén (racionalidad) de los jugadores por mejorar (o incluso, evitar
empeorar) sus pagos, tan solo porque los recursos ya han sido dispuestos en su
totalidad, sin importar su distribucién. Esta desafortunada carencia de la pareto-
eficiencia generara resultados poco intuitivos durante el desarrollo del juego extensivo
(Seccion 2.2). Sin embargo, ante la opcidn de los jugadores de plantear una
redistribucion de los pagos (contra-oferta) y una sancioén individualizada relativa al
tiempo de resolucion (poderes de negociacion: impaciencia), es que la negociacién
extensiva encontrara la solucioén de Nash.

Si sélo se pidieran los axiomas de racionalidad y de pareto eficiencia se genera un
conjunto de soluciones factibles al que llamamos conjunto de negociacion y que en
soluciones como la de la caja de Edgeworth, recibe el nombre de curva de contrato, y
no una solucion unica. Sin embargo, dadas todas las restricciones simultaneamente, se
llegara a la conclusion de que la solucion es unica y que ademas quedara determinada.

Como ya se menciond, es muy discutible el uso de la eficiencia de pareto como axioma.
Pareciera que restringe demasiado las soluciones factibles, evitando la descripcion de
posibles escenarios, que bien podrian aparecer en el caso de una negociacion real. No
obstante, opino que el uso del axioma de pareto-eficiencia, usado en un contexto
cooperativo, como lo hace Nash, tiene completa validez, pues cualquier punto interior
del conjunto de soluciones factibles (S R?), puede ser susceptible de mejora por lo
menos para un jugador, sin mermar la utilidad del otro, por lo que no hay motivo para
pensar que se llegara al punto de desacuerdo. Obsérvese que se esta abogando el uso
de la eficiencia paretiana junto con la existencia de otro axioma: axioma de alternativas
irrelevantes. El axioma de eficiencia de pareto puede ser discutible en si mismo, pero el
cuerpo axiomatico, en mi opinion, es sélido.

Quien siga teniendo sus reservas, tiene sus razones para tenerlas, pues de eso se trata
este trabajo, probar la plausibilidad (o no) de los axiomas de Nash.

Conjuntos de Negociacion

Los conjuntos de negociacién son un subconjunto de las soluciones factibles X
del problema de negociacion (X, d), que satisfacen los axiomas 1y 2.

Axioma 3: Sobre el cambio de escala en la funcion de utilidad

La propiedad, simplemente reconoce que la eleccidon de un origen y una unidad para la
escala de utilidad es arbitraria.

Como el conjunto de soluciones factibles es convexo (ver PN1), se puede aplicar una
transformacion lineal (cambio de escala), mas precisamente, una funcion afin
estrictamente creciente, y se siguen conservando las relaciones con respecto a la
funcion de utilidad, y por ende, efectivamente sea equivalente el uso de una escala
sobre otra.

Recordemos lo que es una funcién afin:
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Definicion: Funcion Afin

f(ax+ by) = af(x) + bf(y),
donde a + b =1.

Axioma 4 Independencia de Alternativas Irrelevantes

Para ilustrar el axioma de independencia de alternativas irrelevantes, Ken Binmore, en
su libro Teoria de Juegos, cuenta la siguiente historia:

“Dos personas eligen un plato para compartir en un restaurante
chino. El menu ofrece tres alternativas: Chow Mein, Chop Suey y
Egg Foo Young. ..., escogen Chop Suey. El camarero aparece
entonces y les informa de que se les ha terminado el Chow Mein.
Si esto hace que las dos personas cambien de decision y escojan
Egg Foo Young, entonces se habra violado el principio de
alternativas irrelevantes.”

A pesar de ser muy intuitivo, el axioma de independencia de alternativas irrelevantes es
el que se ha considerado mas discutible. Por ejemplo, Luce y Raifa, en su famoso libro
Games and Decisions lo critican. Kalai y Smorodinsky proponen substituirlo por uno de
monotonia. Al final de este capitulo resumimos las ideas de estos ultimos autores.

Axioma 5 Sobre la simetria

El axioma de Simetria dice que, si los poderes de negociacién son iguales, la solucion
de negociacion de Nash regular trata a los jugadores simétricamente.

Poderes de Negociacién: No hay motivo para suponer que las partes aportan a la
relacion lo mismo, es decir, que tienen el mismo poder. Para implementar esta idea,
introducimos el concepto de poderes de negociacion como una pareja de numeros
reales o y B no negativos y tales que a + =1 Lo que se requiere es encontrar una
solucion de negociacion G(X, d) con poderes de negociacion a 'y 3 de los jugadores 1y
2, respectivamente. Buscamos una solucién dentro del conjunto de negociacion, es
decir, que se encuentre en la frontera del conjunto de soluciones factibles, debido a la
propiedad llamada pareto eficiencia y que cumpla los demas axiomas.

Dados los axiomas de solucion de un problema de negociacién, en particular la
Eficiencia de Pareto, la solucion se encuentra sobre una trayectoria parametrizable. Sin
embargo, diferentes puntos de desacuerdo pueden ser considerados para el problema,
y por ende afectar los limites de la trayectoria en cuestién. Es por eso que la solucion la
expresaremos como combinacion lineal del segmento de recta tangente a X, cuyos
extremos son:

(rt) = {(TLTZ): (tq, tz)} ={(r,d,), (dy,t5)}

Sea ¢ (x1,x3) = (x,,x1) , donde ¢ simplemente es una funcién que invierte los pagos
de los jugadores y en consecuencia:
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G(p(X), p(@) = ¢(G(X,d))

Se sigue que, de no cumplirse con la simetria de los poderes de negociacién (o # 3 #
Y2), al intercambiar los pagos, pero conservando cada uno su respectivo poder de
negociacion,G (¢ (X), ¢ (d)), el pago sera distinto a cambiar los pagos y los poderes,
¢ (G(X,d)).

Aunque Nash haya resuelto el problema para este caso particular (solucion regular), es
facil demostrar, como se hara a continuacién, que no es necesaria dicha restriccion. No
hara falta restringir los poderes de negociaciéon a a = § = %, por lo que el quinto axioma
solo contribuira en forma de anecdética, como parte de la evolucion histérica del
Programa de Nash. Y se cambia por uno que especifique los poderes de negociacion.

Ejemplo de una solucién de Nash

Sea el problema de negociacion (X, d) y los
poderes de negociacion a y B, tales que:
a =08 =0ya+p =1. Consideramos
una recta soporte de X tal que sélo toca a
dicho conjunto en s y pasa por los puntos r
= (r,d2) y t = (dy,t) y, ademas, s corta al
segmento rt en las proporciones a 'y 8. Es
decir, s = ar + ft.

Definimos F(X,d) = s = ar + ft. Es facil
probar que la funcién F cumple los axiomas
Ax1-Ax4. De ahora en adelante, a la funcién
F la llamaremos la Solucién de Negociacién
de Nash Generalizada para los poderes de
negociaciéon a. y 3.

Grafica 1.1

Teorema (Nash) La solucion G: B — R? satisface los axiomas Ax1-Ax4, siy sélo si G
es la solucion de negociacion de Nash generalizada para algunos poderes de negociacion

ayp.

El ejemplo anterior es la demostracién de que la solucién generalizada de Nash para
poderes oy f talesque a + f =1, = 0,4 = 0 cumple con los axiomas Ax1-Ax4.
Ahora lo que se trata de demostrar es que, para G: B — R? que satisface los axiomas
Ax1-Ax4 existen a« y f tales que a+ =1, = 0,8 = 0, de tal manera que
G (X,d) = F(X,d), con F la solucion generalizada de negociacién de Nash
correspondiente a dichos poderes de negociacion «ay f. Con ello, se demostrara que,
para el problema de negociacion (X,d), la solucion es unica si se tienen fijados los
poderes de negociacion a'y f.

Demostracion:

Sea el problema de negociacion simple (Z,0), donde 0 es el vector nulo (0,0) y
Z = {(xl,xZ) € Rzl X1 +x2 < 1}
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(0.1)

5= G(Z,0)

o« >

0 (1,0)

Grafica 1.2

Por el axioma Ax2, la solucion s’= G(Z,0) se encuentra en algun punto del segmento
r'(1,0) y t'(0,1).

Entonces existen oy ftalesque a + f =1, =2 0, = 0Oys’esdelaformas ' =ar'+
Bt". Entonces, G(Z,0) = F(Z,0), donde F es la funcién de negociacion de Nash
generalizada correspondiente a los poderes a y B encontrados. Obsérvese que se
cumplen tanto la eficiencia de Pareto, como la racionalidad individual.

Ahora considérese un problema de negociacién cualquiera (X,d). Consideramos la
trasformacion afin estrictamente creciente 7: R? - R? tal que 7(d) = 0y (X)) C Z.

Por los axiomas Ax3 y Ax4, existen ay ftalesque a + f =1, =2 0, = 0
G(7(X), 7(d)) = F(Z,0), donde F es la funcidon de negociacion de Nash generalizada
correspondiente a los poderes a y £ encontrados.

Pero G(7(X), 7(d)) = 7(G(X,d)).
Entonces F(Z,0) = 7(G(X,d)).
Puesto que 7(X) = X"y que 7(d) = 0, yobservando que X ‘C Z, por Ax4 se sigue que:
F(Z,0) = F(X’,0)
Por el axioma Ax3:
F(z(X)), o(d)) = «(G(X,d)) (1.1)
Claramente zes una funcién biyectiva, por lo que:
G(X,d) = T (F(a(x), {d))) (1.2)
Usando el axioma Ax3 para t-1 en el lado derecho de la ecuacién (1.2):
G(X,d) = Fx™! («(x)), T (o)) = F(X,d) (1.3)
Recordemos que F es la funcion de negociacién generalizada correspondiente a los
poderes de negociacion o y f encontrados. tod

Ahora sabemos que la solucion es Unica, pero también es posible caracterizarla.
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Producto de Nash

La solucion de negociacion de Nash generalizada G (X, d) correspondiente a los poderes
de negociacién «ay f se puede caracterizar como aquel punto s € X, tal que:

(x € r)r(lﬁcx - d}{(xl —dy)*(x; — dz)’g} (1.4)

A este producto se le conoce como producto de Nash generalizado.

(rp —d)*(x — dz)'g =c

e m e m—————

0 Ty 51 N
Grafica 1.3

Es necesario confirmar que, si r y t se encuentran sobre la tangente a
(x; —d)*(x, —dy)? = c ens, entonces s = ar + ft, segun la definicién de G. Lo que
significa que el producto de Nash alcanza su maximo en s, donde s es la solucion del
problema de negociacion G.
Para ver que lo anterior es cierto, obsérvese que:

fe, (8)(x1 —51) + fir,(x2 —52) =0 (1.5)

La ecuacion (1.5) no es otra cosa que el producto del gradiente de f valuado en s
multiplicado escalarmente por (x-s), es decir:

Vi(s)T(x—s) =0 (1.6)

Evaluando las derivadas parciales obtenemos:

X1—51 X2—S2\ _
«(Z=)+ A=) =0 (17)
Esto se puede escribir como:

a(B22) 4 p(222) <o, (1.8)

St Sp=T3
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...porque d = (d4,d,) = (t;,7,). Y puestoque r yt se encuentran en la recta tangente,
se cumple en particular que:

«(G)+ A (=) =0 (1.9

Resolviendo para s; = ar; + ft; Y s, = ary, + fSt,, se sigue que s = ar + fSt, que era lo
que se queria demostrar.

La definicion dada hasta el momento de una solucién de negociacién de Nash
generalizada con poderes de negociacion a y b requiere que a + b =1, la cual es una
restriccion inconveniente. Sin embargo si hacemos la siguiente transformacion:
a = a/(atb), p = b/(a+b), s6lo tenemos que pedir que a=0, b=0, y se sigue que:

@) = Gy — dy)? (e, — dy)? (1.10)

{(xl —d)%(x; — dz)ﬂ}
Notese que a/b = o/, por lo que el resultado del problema de negociacion de Nash sélo
depende de la razén de los poderes de negociacion, por lo que:

(x; — dy)*(x, — d,)? se maximiza siempre que (x; — d;)*(x, — d,)? se maximiza.

Alternativas Irrelevantes: Axioma en tela de juicio

Existe una literatura amplia discutiendo los axiomas de Nash. Uno de los articulos mas
comentados es el de Kalai y Smorodinsky. Ellos consideran que el axioma 4, el de
alternativas irrelevantes es discutible. El argumento intuitivo que manejan es el
siguiente:

Ejemplo K-S U2
Consideremos el par de juegos de negociacion (S1,0) y (S2,0), tal s
que:

S+= cerradura convexa de {(0,1); (1,0) ; (3/4, 3/4)}
So= cerradura convexa de {(0,1); (1,0) ; (1, .7)}

Grafica 1.4

Lo que se puede apreciar es que efectivamente S; c S,. Para cualquier demanda x en
(0,1) del jugador 1, el jugador 2 puede exigir una cantidad mayor si el problema de
negociacion es (Sz, 0) y no (S4, 0). Entonces, es intuitivo esperar que la ganancia del
jugador 2 en la solucién de (S2, 0) sea mayor o igual a la ganancia de 2 en la solucion
de (S1, 0). Sin embargo, la solucién de Nash de (S, 0) es (1, .7) y la solucién de (S4, 0)
es (%4, %) .

Es por ello que el cuerpo axiomatico que proponen Kalai y Smorodinsky busca que
esto que les parece tan intuitivo esté reflejado dentro de éste. Entonces, contemplan
los mismos axiomas que antes, salvo el de alternativas irrelevantes, que es sustituido
por el axioma de monotonia.
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La funcion gs(x)
Antes de enunciar el axioma, familiaricémonos primero con un par de conceptos.

b1 (S) = sup{x € R|(x,y) € S}
b, (S) = sup{y € R|(x,y) € S}

(x) = { y si (x,y) es eficiente de Pareto de (X, d)
IsI=1 by(8) E.O.C.

Por lo que se sigue que gs(x) es el maximo que el jugador 2 puede conseguir, si el
jugador 1 obtiene x.

Axioma de Monotonia

Si (§1,d) y (S,,d) son un par de problemas de negociacion tales que

(1) b1(S1) = b1(S2)
(ii) gs, < gs,

= G,(S1,d) < G,(S,,d), donde G(S,d) = (G1(S,d), G5(S, d)).

Si tomamos la coleccién de axiomas que proponen Kalai y Smorodinsky también se
llega a una solucion unica que es la siguiente: Dado el problema de negociacion (S,d),
consideramos la recta que une al punto de desacuerdo d con el punto b(S) =
(b1(S), b,(S)). Alo largo de la recta los pagos de los jugadores van creciendo, la solucion
es el punto de la recta que esta en S y que tiene pagos maximos.

Otra forma de considerar la solucioén la solucién K-S es el unico vector (x*,y*) tal que

X _ Yy dicha razon tiene valor maximo
OO '

se cumple

x+

Grafica 1.5

Si la solucion se encuentra sobre la recta que une d con b(S), y si ademas, la solucion
se encuentra sobre la frontera de un conjunto convexo acotado superiormente, la razén
antes mencionada alcanza su maximo.

Se puede apreciar que el resultado no es necesariamente el mismo respecto a la
solucién de Nash. Por ejemplo, en el problema de negociacion (S+, 0) del ejemplo K-S,
la solucion K-S es (%, %) que es la misma de Nash. En cambio, en (S», 0), la solucién
es (1/1.3, 1/1.3), mientras que la de Nash es (1, .7) . En la soluciéon K-S se cumple la



16

intuicién de los autores de que el jugador 2 gana mas en el problema (S2, 0) que en el
(S1, 0).

Este analisis nos hace reflexionar acerca de la importancia de un axioma y su
trascendencia. Un axioma que pareciera ser totalmente legitimo, puede encontrar
rapidamente argumentos intuitivos que lo contradicen.

Llevémonos pues el recordatorio de que ningun cuerpo axiomatico econémico tiene que
satisfacer a todos, pero no por ello se debe de dejar de hacer teoria econdmica utilizando
alguno de ellos, o en nuestro caso, dejar se seguir los pasos del programa de Nash.
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Nota personal sobre Kalai y Smorodinsky vs. Nash

En lo personal, no concuerdo con la objecidén intuitiva que Kalai y Smorodinsky
presentan: La falta de monotonia. La razén es que lo que realmente se esta dando por
hecho, no es solo que la funcién de utilidad debe ser no-decreciente respecto al conjunto
de negociacién (lo que esta bien), sino también que la monotonia se debe de cumplir
sin importar el impacto que pudieran tener las nuevas estrategias disponibles para el
jugador complementario, lo cual pudiera traducirse directamente en pérdida para el
primer jugador, si suponemos que la eficiencia de Pareto aplica como parte del marco
axiomatico. La ampliacion de estrategias puede resultar desproporcional en favor de
uno u otro jugador, al contrario que lo se hace al unir dos puntos con una recta (d con
X*), una misma pendiente, una misma proporcion. Mas bien, la relacién no tiene por qué
ser monotona creciente en juegos de negociacion real.

Ejemplo: El juego de la jaula

Para ilustrar mi punto, usemos un juego un tanto sangriento que se me ocurrié al que
llamaré "La jaula". El juego radica en sobrevivir dentro de una mansion donde la Unica
forma de supervivencia implica la muerte del otro jugador. Los jugadores inician el juego
en cuartos separados y pueden usar cualquier objeto disponible para lograr su mision.
Imaginemos que las estrategias estan determinadas por las armas disponibles en cada
cuarto. Y que un primer conjunto de negociacion es S1=(Xpg,d) donde Xpg son el conjunto
de armas de la planta baja y d el punto de desacuerdo donde ambos jugadores toman
la cicuta. La utilidad bien puede estar dada por una tabla que asigna probabilidades
conjuntas de supervivencia para cada par de "combinaciones" de armas al momento del
enfrentamiento. Ahora, si ampliamos el campo de accién de los jugadores y se les
permite acceder al primer piso S1€ Sy, y digamos que por su posicién inicial, el jugador
| accede al cuarto de armas de la mansion y se hace de un rifle, mientras que el jugador
Il accede al bano y accede a una secadora de pelo (01(Xpg+1er,d)# G2(Xpg+1er,d)). Es
evidente que el nuevo conjunto de estrategias amplificado sélo favorece a un jugador y
que la funcién de utilidad del jugador Il se vera reducida, incluso con la ayuda de su letal
secadora de pelo, concluyendo que en un juego de negociacion, la utilidad no tiene por
qué ser monotona en relacion al conjunto de negociacion y que no se debe de suponer
que el jugador complementario no puede mejorar su posicion en detrimento del primero.

Reitero que estas observaciones tan sélo respaldan una opinion. Al fin y al cabo, la
preferencia de un axioma sobre otro, no se puede justificar al 100%, y si asi lo fuera,
seria porque dicho "axioma" es en realidad una propiedad derivada un cuerpo
axiomatico. A mi me parece que las consecuencias de un campo axiomatico son el
criterio que debe justificar la implementacién de un axioma. Es por ello que quise
introducir un juego intuitivamente desfavorable al uso del axioma de monotonia. Una
primera objecién que se puede hacer contra "la jaula", es que no cumple con el resto
del cuerpo axiomatico. En efecto, mi intencidon no es desechar la monotonia, sino
mostrar lo subjetivo que puede ser la predileccibn de un axioma sobre otro.
Irénicamente, el objeto de este trabajo, es estudiar un método de justificacion de
axiomas. Espero que estas observaciones sirvan para redondear la discusion y sugerir
temas colaterales de estudio.
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CAPITULO 2
Fundamentacion no cooperativa de la solucién de Nash

Introduccion a la fundamentaciéon no-cooperativa de la solucién de Nash

Nash considera que para que sus axiomas sean satisfactorios, es necesario construir
un juego donde los jugadores hacen ofertas y contraofertas y al acuerdo que lleguen,
en un contexto de juegos no-cooperativos, sea el mismo que se deriva de sus axiomas.

Tras la publicacién de su primer articulo en el que propone su solucién para juegos de
negociacién, Nash desarrolld las ideas basicas de los juegos no cooperativos,
introduciendo su concepto de equilibrio en juegos rectangulares como concepto de
solucion de dichos juegos. Por ello considerd que la solucion que habia propuesto para
los juegos de negociacion debia fundamentarse no cooperativamente.

El primero en intentar fundamentar no cooperativamente el Producto de Nash, como
solucion del juego de negociacion, fue del mismo Nash. Con un juego rectangular al
que llaman “Juego de Demanda de Nash”. Dicho juego tiene una infinidad de soluciones.
Nash propone un procedimiento de seleccion de equilibrios para fundamentar que la
solucion axiomatica seria la elegida. Sin embargo, las exigencias de racionalidad serian
muchas, por lo que el problema planteado continud abierto.

A esta linea de investigacion de fundamentar no-cooperativamente la solucién de Nash
se le conoce como Programa de Nash. Entendemos que, una motivacion de este
programa, es que la solucion corresponda a la que se daria entre personas reales.

En este trabajo, seguiremos a muy grandes rasgos los avances mas importantes que
se fueron dando en esta linea de investigacién. Seguiremos el orden histdrico. El juego
de negociacion puede llevarse entre n personas. Aqui solo abordaremos el problema
para dos jugadores.

Conceptos basicos de teoria de juegos no-cooperativa

Conocimiento Mutuo o "Common Knowledge"

Status de un juego en el que los jugadores tienen informacién, ademas de la informacion
misma, acerca de la informacion disponible... “se sabe que se sabe la informacion”. A
su vez, “se sabe que se sabe la informacién” es informacion, por lo que también se sabe
que: “se sabe que se sabe la informacion”... y ad infinitum.

En nuestro caso, la informacion primigenia seran las funciones de utilidad y las
estrategias disponibles de todo jugador por todo jugador, y que cumplen con la
caracteristica de “ser sabidas por alguien”... propiedad que parece redundante, que sin
embargo permite que la meta-informaciéon sea a su vez informacién, pudiéndose
conformarse asi el bucle, y con él, informacién adicional. Saber que un jugador esta
informado o desinformado, cambia la forma de juego de los participantes.
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Informacién completa

Es un atributo que puede presentar un juego, en el que tanto las funciones de utilidad
de los jugadores, como sus estrategias, son de “conocimiento mutuo” (common
knowledge).

Las estrategias son conocidas, sin embargo, los movimientos hasta ahora realizados
son informacion de otra indole.

Informacion Perfecta

En cada momento del juego, los jugadores cuentan con toda la informacion acerca de
los movimientos realizados hasta ahora.

Durante el desarrollo de las definiciones relativas a los juegos extensivos se profundiza
en el concepto de conjuntos de informacion. La idea principal es que si dichos conjuntos
estan conformados por un unico punto, sabremos perfectamente en que nodo de la
grafica (Juego en forma de arbol) estamos parados. En contraste, en el juego del dilema
del prisionero, cada jugador no sabe en qué vértice se encuentra, porque no sabe si
esta parado en el vértice “Me han traicionado" o en el vértice “Este policia no sabe nada”.

Juego Rectangular

En la representacion rectangular (o forma normal) del juego, cada jugador escoge una
estrategia simultdneamente y es la combinacion de estrategias seleccionadas, la que
determina un pago para cada jugador. A este tipo de juegos, que se resuelven en un
solo tiempo, se les llama juegos estaticos. Eso no quiere decir que la toma de decisiones
(seleccién de estrategias) tenga que ser estrictamente simultanea. Basta que los
jugadores no sepan cual fue/sera la seleccion de estrategia de los otros jugadores
(informacion imperfecta).

Un juego rectangular
Un juego rectangular G (game) se define de la siguiente manera:
G = {Sll ...,Sn; Uq, e, Up },

donde n es la cantidad de jugadores, S; denota el conjunto de estrategias disponibles
del jugador i, mientras que u; representa la funcién de utilidad de dicho jugador. i €
{1,en}.

Observacion: La diferencia entre un juego rectangular y uno extensivo, es que en el
segundo, se puede representar informacion acerca de los conjuntos de informacion, en
caso de requerirse, una grafica (un arbol mas precisamente) sera pues, mas
conveniente.

Por otro lado, en los juegos de representacion rectangular, no existe este tipo de
discriminacién, dando como resultado, el producto cartesiano de las estrategias de todos
los jugadores, sin interesar si ciertas combinaciones de movimientos son factibles, dado
un juego especifico.
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Por lo tanto, para fines practicos del discurso, hablaremos de un juego rectangular,
cuando se trate de un juego de informaciéon completa e informacién imperfecta.

Forma de Representacion Normal de un juego
Satisface:

1) Los jugadores en el juego
2) Las estrategias disponibles a cada jugador

3) Lafuncién de pagos asociada a todo el perfil de estrategias

Equilibrio de Nash

Una manera de motivar el concepto de equilibrio de Nash es pensar que lo que
realmente se busca es una Unica solucion del problema. ;Cémo debe de ser esa
solucion? Supongamos que se hace una prediccion de la solucion. Con el fin de que la
prediccion sea correcta, cada jugador debe de estar de acuerdo en escoger la estrategia
predicha. Por ello, cada estrategia debe de ser la mejor respuesta a las otras respuestas
predichas. Se dice que dicha predicciéon es estratégicamente estable, pues ningun
jugador va querer dejar de dar su mejor respuesta ante dicha prediccion, a la cual
llamaremos equilibrio de Nash.

Definicién: En un juego n-personal rectangular G = { Sy, ..., Sy;; Uy, ..., Uy, }, las estrategias
(s*4,...,s*5,) son equilibrio de Nash si, para todo jugador i, s*; es la mejor respuesta a
{(s*1, .., s™n) \ s*; } de los otros n-1 jugadores:

u(s*y, o, 8" ) 2 uls™y, o, S" 21, S0, S i41s ) S™ 1)
La definicion anterior nos permite encontrar un subconjunto de posibles soluciones,
alguna (dependiendo el criterio de seleccion) ha de ser designada como solucién. La
utilidad ahora radica en que podemos saber con certeza cuales definitivamente no son
una solucion. El equilibrio de Nash es entonces, una primera seleccion de la posible
solucién.

Equilibrio de Nash Estricto

u(s™y, v, S* ) >uls™y, o, S 21, S0, S 1410 ) S™ 1)
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CAPITULO 2.1 El juego de Demanda de Nash: El Primer Intento

Planteamiento del Juego de Demanda de Nash

Resumamos brevemente la fundamentacion no cooperativa de Nash para su solucion,
antes de exponer uno de los desarrollos mas interesantes en el programa de Nash, que
es el de Stahl-Rubinstein.

El juego de demanda de Nash es un juego bipersonal de negociacion con punto de
desacuerdo en d = (0,0). Con funciones de utilidad crecientes, tales que u(d) = (0,0) y

u(L1) = @1 u®xy) = (w(0),u2()

La descripcion del juego es simple: si los jugadores logran acordar una reparticién tal
que la suma de las demandas no exceda de 1 (del total), los jugadores reciben el pago
demandado. Si se excede del monto total disponible, x + y > 1, entonces el pago sera
el mismo que el punto de desacuerdo d.

Demandas Pagos Utilidad

x+y<1l xy w)u(y)
x+y>1 00 0,0

La eleccion de estrategias de los jugadores sucede simultaneamente, por lo que se trata
de un juego de informacién incompleta. Ningun jugador sabe cual sera la estrategia que
tomara el otro.
Supongamos que la jugadora |l opta por una posicién rigida, en la cual decide no aceptar
menos de 1 — x,, con x, € (0,1). Entonces, la estrategia (x,,1 — x,) es un equilibrio de
Nash estricto.

Supongamos que el jugador | elige la estrategia x,. La estrategia que maximiza la
funcion de utilidad de la jugadora Il sera entonces 1 — x,.

uy (X0, 1 = Xg) > uy(Xo, 1 — %)
Lo analogo sucede con el jugador |, si la jugadora Il decide jugar 1 — x,, entonces
estrategia que maximiza la funcion de utilidad del jugador | sera x,.

Uy (X0, 1 — Xg) > up(xp, 1 —xo)
Por lo tanto:

u(s™y, e, S™ ) > uls™y, o, S i1, S S ik 0 S 1)

Este juego tiene una infinidad de equilibrios de Nash.

Como se pudo ver, la eleccion de x, fue arbitraria en el intervalo (0,1). Se sigue que la
cantidad de Equilibrios de Nash estrictos sea no numerable.
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La eleccion de la estrategia x,, para que éste genere el producto de
Nash, requiere de suposiciones adicionales y de un tratamiento particular. En esta
ocasién nos contentaremos en el hecho de saber que dicho procedimiento existe.

Juegos Extensivos

La caracteristica mas importante de los juegos extensivos, es que pueden ser
representados graficamente con un arbol, cuyos vértices representan estados del juego
y las aristas simbolizan las alternativas o acciones que puede seguir alguno de los
jugadores y, que al efectuarse, llevan al siguiente estado. La raiz del arbol es la posicion
inicial del juego, donde uno de los jugadores elige de sus primeras alternativas. En un
juego extensivo no hay “jugadas simultaneas”, al menos en el caso de juegos de
informacion perfecta, y los jugadores se alternan para ir decidiendo sus alternativas. Las
hojas del arbol, a diferencia del resto de aristas, de efectuarse las elecciones que
encaminan a la raiz con ese vértice final, tienen asociados los pagos de los jugadores.

Caracteristicas adicionales, como la imperfeccion de la informacién o como jugadas de
azar pueden ser representadas en la misma gréfica (arbol) con ayuda de los conceptos
de conjuntos de informacién y de vértices de azar, pero son opciones que no
requeriremos, dadas las caracteristicas del modelo en cuestion: Un juego de informacion
perfecta.

Presentaremos un juego extensivo de negociacion al que le iremos imputando ciertas
caracteristicas, de tal forma que al final, el resultado sea el esperado: El Producto de
Nash maximizado como solucién. Sin embargo antes introduciremos algunas
definiciones basicas de juegos extensivos de informacion perfecta, como lo son el
concepto de estrategia de un jugador en estos juegos, el concepto de equilibrio perfecto
en subjuegos y el algoritmo de Zermelo o de induccidén hacia atras con el que se
construyen los equilibrios perfectos en subjuegos para los juegos finitos.

Definiciones Basicas de Juegos Extensivos

A continuacion se enuncian una serie de conceptos necesarios para proseguir con el
desarrollo del presente trabajo. La mayoria de ellos vinculados directamente a los juegos
extensivos.

Definicién: Juego Extensivo*

Un juego extensivo consta de:

a) Un conjunto N de jugadores

b) Un arbol con raiz (T, U), tal que para cada vértice v, Alt(v) o tiene mas de un
elemento o es vacio.

¢) Una particion de los vértices no finales en una coleccion de subconjuntos
SO, {Sf}j < de tal manera que existe una biyeccion entre dichas colecciones de

subconjuntos y el conjunto N U{0}, el conjunto S’ es el conjunto de vértices
del jugador j en Ny S° es el conjunto de vértices de azar.

4 Zapata,P., "Economia Politica y otros juegos", Facultad de Ciencias UNAM, 1997, pag. 64.
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d) Para cada vértice v de S°, una distribucion de probabilidad positiva definida en
Alt(v), y que la denotaremos como P(|v).

e) Paraj # 0, una particion de S/ en una coleccion de subconjuntos{S,{} tales que
el) para S,{ existe I,{ y para todo v en S,{ una biyeccion 4: Alt(v) — I,{.
e2) sivy zestan en s/, entonces v no es mayor que Zy Z no es mayor

que v.
Dichos subconjuntos S,{ se llaman los conjuntos de informacion del
jugador .
f) Paracadaj € N, una funcion de pago ; definida en un conjunto de partidas

de R. El conjunto de partidas de T se denota como Y.

En este trabajo sélo aparecen juegos de informacion perfecta. Un juego de
informacion perfecta es tal que todos los conjuntos de informacién S} contienen
un solo vértice. Por lo que cada vértice v de S’ tiene asociado un conjunto I;.

Estrategia en Juego Extensivo®

Una estrategia para el jugador j en el juego I' es una funcién ¢/ que a cada
conjuntos de informacion S} le asocia un elemento de I}.

Al conjunto de estrategias del jugador j en el juego n , lo denotamos como Z; y al
conjunto de perfiles como . Es decir, X = []Z;.

Las estrategias del jugador j en un juego de informacion perfecta son funciones
que a cada v de S’ le asocian un elemento de I;.

Subjuego

Parte de la forma extensiva; una coleccién de ramas y nodos que satisfacen tres
propiedades.

1) Comienza en un solo nodo de decision, que es a su vez, todo un conjunto de
informacion.

2) Contiene a todo sucesor de este nodo, y solo éstos.

3) Si un nodo es elemento de un conjunto de informacién y de un subjuego,
entonces el conjunto de informacién esta contenido en el subjuego.

Algoritmo de Zermelo

4) Identificar todos los subjuegos mas pequefios (Subjuegos que no contienen
subjuegos a su vez) que contengan a los nodos finales.

5) Sustituir cada uno de estos subjuegos por alguno de sus equilibrios de Nash.

6) Repetir (1) para el nuevo juego truncado obtenido en 2), tras incrustar los
equilibrios de Nash en la raiz de los subjuegos, obteniendo asi, una sub-
seleccion de pagos que responden intuitivamente a pagos “realistas”, puesto que

5 Zapata,P., "Economia Politica y otros juegos", Facultad de Ciencias UNAM, 1997, pag. 101.
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se supone racionalidad por parte de los jugadores con la opcién de movimiento,
por lo que se escogera la mejor respuesta.

Equilibrio de Nash de Subjuego Perfecto

Un equilibrio de Nash es subjuego perfecto, si las estrategias constituyen un equilibrio
de Nash en todo subjuego.

Observacion: Dada la definicién anterior, es facil apreciar que toda solucién obtenida
por medio del algoritmo de Zermelo es un equilibrio de Nash de subjuego perfecto, sin
embargo, para aplicar el algoritmo, es necesario pedir que el juego sea finito, con el fin
de poder garantizar la existencia de un equilibrio de Nash (en cada subjuego del
algoritmo), inconveniente que no presenta la definicion de equilibrio de Nash de
subjuego perfecto.
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CAPITULO 2.2 EL Juego de Negociacién de Stahl-Rubinstein

Stahl y Rubinstein, para llevar a cabo las ideas de Nash, consideraron que una
herramienta mas adecuada que los juegos rectangulares eran los juegos extensivos de
informacién perfecta. Con ellos se puede modelar la negociacién como una serie de
ofertas y contraofertas de los participantes como proceden los negociadores reales.
Habia que estudiar la relacion del producto de Nash con el resultado del Unico equilibrio
perfecto en subjuegos de un juego extensivo, en donde los negociadores se alternan
haciendo ofertas y contraofertas. Stahl abordé el caso del horizonte finito, un nimero
finito de periodos de negociacién y Rubinstein el caso del horizonte infinito. En 8795este
ultimo caso, se toma en cuenta el lapso que pasa entre un periodo de negociacién y otro
y se introduce el limite de equilibrios perfectos en subjuegos de juegos en donde el lapso
entre negociaciones es cada vez mas corto.

Consideraciones generales

En un caso de compra-venta de un inmueble, en general, si pc el precio maximo que
estd dispuesto a pagar el comprador es mayor que pyv el precio minimo al que el
vendedor esta dispuesto a llevar la venta a cabo (si es menor no habria negociacion,
pues ninguno estaria dispuesto a fijar un precio entre estos precios). Nos encontramos
con un juego de negociacion, puesto que queda pendiente la definicidn del precio exacto
de compra-venta. El juego es el de la demanda de Nash de la seccion anterior, pues el
establecimiento del precio determina una reparticion de la diferencia pc-pv. En general,
el juego que suele plantearse en la literatura es conocido como la reparticion de un
pastel o de un délar. Sirve para negociar con excedentes, los cuales nacen de manera
natural de multiples formas.

Vemos pues que los juegos de negociacién tienen gran potencial de aplicacion en la
vida real. La pregunta es ahora ¢ Qué precio se fijara para la compra-venta? O bien ¢ En
qué proporcién se dividira el excedente, el pastel o el délar? En lo que sigue hablaremos
resumidamente de la reparticion del ddlar (o del excedente) para hablar del problema
de negociacion como un juego extensivo.

Sea m = (ml,m2) el par de demandas que hacen los jugadores 1 y 2
respectivamente.

Donde m; + m, < 1, ya que de ser mayores las demandas al total disponible, la
negociacién no se llevaria a cabo, y por lo tanto, el pago sera de 0 para ambos jugadores
(el juego de la demanda de Nash).

Nétese que hay una equivalencia entre el 1 con el 100% de la demanda, por lo que si
m;, por ejemplo, es igual a %2, en el caso del inmueble equivaldria al punto medio de
posibles precios de venta, o sea, (precio maximo del comprador + precio minimo del
vendedor) / 2.

Denotemos como v; las funciones de utilidad de los jugadores que modelan la
“satisfaccion” que el jugador i obtiene por recibir m; del excedente. Las funciones de
utilidad dependen sdlo del resultado de la negociacion, sin importar lo que el otro jugador
haya obtenido, por lo que son de la siguiente forma: u;(m) = v;(m;).

Tal que v;: [0,1] — R es la funcién de utilidad. Suponemos que v;(0) = 0,
M = {m|m; + m, <1} es el conjunto de parejas de estrategias y u;: M —» R es la
funcion de pago del juego.
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Supondremos que los jugadores son adversos al riesgo, por lo que u,, u, son funciones
concavas, y por ende, el conjunto u(M) es convexo.

Demanda Jugador I
Utilidad Jugador I

1

Demanda Jugador II Utilidad Jugador II

Grifica 2.2.1 Grafica 2.2.2

Sea X = u(M) y d = u(0), por lo que nuestro problema de negociacion es (X,d) y
consideramos la solucién de negociacion generalizada de Nash s = G(X,d), donde s =
u(p) con p partes de “dolar”.

Compararemos dicha soluciéon con los equilibrios de subjuego perfecto de algunos
juegos extensivos que plantearemos.

Ejemplo de divisiéon del pastel

Sean las funciones de utilidad v;: R, — R, definidas por v,(z) = z¥y v,(z) = z%.

Siz>0y 0< y,§ <1, entonces v, ,v, son estrictamente crecientes y concavas.

Para respetar la propiedad de eficiencia de Pareto, los pares de utilidades deben ser de
la forma (zy , (1—2z )5) y el punto de desacuerdo es d = (0,0). Asi, el producto
generalizado de Nash es: (x; — d;)*(x, — d,)?, donde x; = z¥ y x, = (1 —12z)%, por lo
que el producto es: z*Y(1 — z )8, que se maximiza cuando:

ay BS

ay+ BS il-z= ay+ BS&°

El juego del ultimatum

Este juego toma la forma de negociacion extensiva de informacion perfecta mas simple
posible, donde el jugador | hace una oferta, y queda en la jugadora Il aceptar o rechazar
la oferta. Si la oferta es rechazada, los pagos correspondientes seran u(d) = u(d,,d,) =
(0,0).

Podria parecer demasiado simple el modelo, pero no impide que tenga aplicacion real.
De hecho, cuando hacemos una compra en una tienda en la cual no existe el regateo,
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nos encontramos ante esta situacién. Queda en nuestras manos aceptar o rechazar el
precio impuesto.

El juego del ultimatum y no el de la demanda de Nash es el que tanto Stahl como
Rubinstein consideran que se repite, aunque alternando el jugador que hace las
demandas.

Equilibrio de Nash en el juego del ultimatum

Examinemos, primero, algunos de los equilibrios del juego del ultimatum de una sola
tirada.

Sea t la estrategia pura de la jugadora Il, en la cual rechaza toda propuesta del jugador
I, si no se le ofrece el dolar completo y aceptar en caso contrario. Sea s la estrategia del
jugador I, en la que ofrece el délar completo a la jugadora Il, es decir, (s,t) = (0,1).

El resultado de (s,t) es poco intuitivo, puesto que | demanda cero y deja todo a ll. Sin
embargo (s,t) es un equilibrio de Nash. Veamos que la jugadora Il no recibira mas que
el délar entero y preferira aceptar el dolar a rechazarlo, por lo que t es respuesta 6ptima
a s. Si Il cambia pensando en aceptar otras cantidades, y no solo el délar completo, su
pago no cambia, pues para dicho pago solo importa la reaccion que tendria ante el
ofrecimiento del doélar. Desde el punto de vista del jugador | el escenario no es tan
atractivo, ya que si la jugadora |l va a responder con t y | cambia su oferta, por una parte
no completa del délar, nadie recibe nada, en particular, él no recibe nada, por lo que
queda indiferente entre ceder todo el dolar, no recibir nada; o tratar de ceder soélo parte
del dolar, ser rechazado...y recibir nada. Sin embargo, no es un equilibrio de subjuego
perfecto, pues en los vértices en los que | ha ofrecido otra divisién, no es 6ptimo para
rechazar la proposicién y no obtener nada en lugar de quedarse con algo positivo por
pequefo que sea.

También son equilibrios de Nash las parejas de estrategias tales que la jugadora Il
decide aceptar cualquier cantidad mayor o igual a 1-X con % en [0, 1] y rechazar pagos
menores, cuando el jugador | demanda X. Entonces, el juego tiene muchos equilibrios.

Sin embargo, ninguno de estos equilibrios, excepto cuando ¥ =1, es equilibrio de
subjuego perfecto, ya que requiere que la jugadora |l juegue de forma irracional cuando
se alcanzan subjuegos donde | ofreci6 una division distinta.

Equilibrio de Nash de Subjuego Perfecto en el Juego del Ultimatum Finito

Digamos por ejemplo que el jugador | demanda x < 99 centavos a su oponente, si la
jugadora Il rechaza dicha cantidad, se quedara con nada, en vez de 1 — x. No interesan
vendettas, u otro tipo motivaciones que justifiquen el rechazo del monto, como querer
ganar reputacién de “duro”, ya que el juego ni siquiera se va a repetir. Asi pues, se
puede observar que los equilibrios de subjuego perfecto son regidos por el concepto de
racionalidad, es decir, todo jugador prefiere un mayor pago, sin importar como sea el de
los otros jugadores.

Se puede apreciar que el concepto de equilibrio de Nash no es lo suficientemente
efectivo en el caso del juego del ultimatum, en el sentido que permite soluciones como
lo es el par de estrategias (s,t).
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Parece razonable buscar este tipo de solucién, equilibrios perfectos en subjuegos, que
no son otra cosa que un subconjunto de los equilibrios de Nash de los juegos extensivos
(y de su forma normal).

El Algoritmo de Zermelo en el Juego del Ultimatum

Estamos trabajando con un juego infinito, pues el jugador 1 tiene una cantidad infinita
de estrategias, x € [0,1], pero nos disponemos a utilizar el algoritmo de Zermelo para
encontrar los equilibrios perfecto en sub-juego.

La idea de solucion que plantearemos para juegos extensivos infinitos, cuando es
posible, es la del limite de equilibrios perfectos en subjuegos de juegos finitos cada vez
mas “cercanos” al juego infinito original.

Veamos en el juego del ultimatum como resulta el procedimiento. Trabajemos casos
finitos y apliquemos un proceso limite, y en nuestro caso, existira el limite.

Pensemos, por ejemplo, que el délar se divide en centavos y, por el momento no
podemos manejar fracciones monetarias mas pequefias. Es decir, el jugador | podra
exigir una cantidad entera de centavos, por ejemplo: 49 centavos sera una demanda
posible, pero 37.5 centavos no. Aplicando el algoritmo de Zermelo, como se hara a
continuacion, se puede demostrar que en este juego hay dos equilibrios perfectos en
subjuego. El primero consiste, como antes, en que el jugador | demande 1 y la jugadora
Il acepta todas las demandas. El segundo en que | demanda 99 centavos y la jugadora
Il acepta todas las demandas menos la de 1. Si aumentamos la precisién con la que le
es permitido al jugador | hacer demandas, vemos que de nuevo construiriamos un juego
con dos equilibrios perfectos en subjuegos.

Siguiendo el proceso al limite, las dos sucesiones de equilibrios tienden al que aparece
en todos los juegos, tienden a que | demanda el délar completo y Il acepta. Caso
antagonico de (s,t), equilibrio que se describe en la seccion anterior.

11 ./ I, 11 I -,
‘“/X{ A/ ¥{ A/ \R A/ \{
(0,100) (0,0 (X,1-X) (0,00  (99.1) (0.0) (100,0) (0,0

Grafica 2.2.3
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1) Identificar todos los subjuegos mas pequefios (Subjuegos que no contienen
subjuegos a su vez) que contengan a los nodos finales

I, 1§ i, 11
(0.1000 (0,00 (X.1-X) (0.0) (99,1)  (0.0) (100.0) (0,0

Grafica 2.2.4

En cualquier caso, “rechazar” no es una mejor respuesta para la jugadora Il, salvo que
el jugador | reclamara todo para si, que en cuyo caso, sera indiferente antes sus
opciones de movimiento. Por eso es que afirmamos que la jugadora Il aceptara
cualquier oferta, siguiendo la hipétesis de racionalidad, reaccién que puede ser
prevista por el jugado I, gracias a que el juego es de informacién completa.

2) Sustituir cada uno de estos subjuegos por alguno de sus equilibrios de Nash.

(0. 100) (X.1-X) ces (99.1)  (100,0)
0
(0,0)
Grafica 2.2.5

Ahora el jugador | esta en posicion de elegir su mejor respuesta, que es x = 99 centavos,
y asegurar asi, que la jugadora Il prefiera 1 centavo sobre nada.

La otra solucién podria ser demandar 100 centavos, y dejar a la jugadora Il indiferente.
Sin embargo, dicha situacién se tendria que retratar con vértice de azar. De asignar una
distribucion equiprobable, es decir, que la mitad de las veces elegira aceptar y la otra
mitad rechazar, dara como resultado una esperanza matematica de 50 centavos, que
es menor a 99. Binmore considera que la jugadora Il siempre aceptara la demanda de
100 centavos, obteniendo asi un segundo equilibrio de subjuego perfecto.
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Asi pues, el equilibrio en subjuego perfecto es (99 centavos, aceptar), que genera un
pago de (99,1).

Observacion: Haciendo un proceso limite para poder encontrar la solucién del problema

original, que es un juego con infinidad de estrategias para el jugador |, vemos que la

solucion es lirré(l —¢&,¢) = (1,0), donde ¢ es la precisién con la que el jugador hace sus
€E—

demandas y que en el ejemplo anterior era de 0.01 unidades monetarias.

Con los argumentos anteriores vemos que los dos equilibrios de cada juego finito del
ultimatum, en donde el conjunto de alternativas de | es {0, 6,26, ...,1} convergen al
equilibrio donde Il acepta nada, en la medida de que § converge a cero. Si directamente
pensamos en el juego infinito, es claro que no puede haber un equilibrio de subjuego
perfecto en el que el jugador Il rechace cuando | pide todo para él, pues | no podria
maximizar, para cualquier demanda que eligiera siempre existiria una opciéon mejor.

Mismo juego, dos etapas

Ahora pensemos que no estamos en la situacion de “lo toma o lo deja” del juego del
ultimatum, sino que ambos jugadores hacen ofertas y contraofertas a lo largo de varias
etapas.

Como prometimos, empezaremos a complicar el modelo. Ahora la jugadora Il tendra
mas opciones de negociacion, a saber, podra aceptar lo que ofrezca el jugador | o podra
hacer una contraoferta, dejando al jugador dos con las opciones de aceptar o rechazar.
El punto de desacuerdo, después de las dos etapas, permanecera el mismo (0,0)
durante el resto de la discusion.

Pensemos el juego con un numero finito de alternativas.

Ahora la jugadora Il sera quién pueda plantear la ultima oferta. El jugador | tendra que
tener en mente que no le conviene hacer una demanda demasiado ambiciosa, porque
la jugadora |l estara en posicion de rechazar y contra ofertar.

Se puede ver que los papeles de los jugadores se invierten. Si la jugadora Il rechaza
cualquier oferta de |, se alcanzara el nodo de la raiz de un subjuego, el cual es idéntico
al juego de ultimatum, salvo la inversion de los jugadores, generando, en el equilibrio de
subjuego perfecto, los pagos (0.01, 0.99).

Otro equilibrio subjuego perfecto posible que genera el mismo pago que el caso anterior
es aquel donde el jugador | ofrece 99 centavos a la jugadora Il y esta acepta, sin
embargo quiero hacer hincapié en que no es el mismo equilibrio, pues éstos estan
determinados por las estrategias empleadas y no por el pago que las mismas generan.

Dos etapas con impaciencia

Debido a que la duracion del juego debe tener un costo, pues no es lo mismo, casi para
ninguna persona, obtener una cantidad de dinero en el tiempo T que a periodos
después, tiene sentido introducir factores de descuento 81 y &2, que satisfacen 0 < §; <
1. Con ello la utilidad del jugador i por conseguir $x en el instante t es: v;(x)é°.

La motivacion que lleva a usar los factores de descuento es modelar el grado de
impaciencia de los jugadores. Mientras mas cercano a 1 sea el factor, mas paciente éste
sera.
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Haciendo un razonamiento como el que hicimos para el limite de la sucesion de juegos
del ultimatum finitos y también para el juego del ultimatum con infinitas alternativas, el
algoritmo de Zermelo establece que: Cada persona al hacer la oferta debe dejar en una
posicion indiferente al otro jugador. Asi, en el juego de dos etapas, haciendo el analisis
hacia atras, es decir, aplicando el algoritmo de Zermelo, vemos que la oferta de Il debe
ser una x tal que v, (1 — x) = 6;; v,(0) = 0, por lo que el ofertante final, la jugadora Il, se
llevara la mejor parte en la negociacion si ésta rechaza cualquier oferta del jugador I. De
ser asi, el subjuego en el que nos encontramos es el mismo que en el juego del
ultimatum, sdlo que los papeles cambian. La diferencia es que la utilidad ya no sera de
v,(1) sino de §,v,(1). Entonces, ya sabemos como actuaria la jugadora Il después de
rechazar cualquier cantidad x y por lo tanto, cuanto ganarian los jugadores 1y 2. El
jugador | ganaria 0 y la jugador Il ganaria §,v,(1). Entonces el jugador | preferira jugar
una estrategia que deje a la jugadora Il indiferente entre aceptar 6 rechazar. A saber,
debe pedir x tal que v, (1 —x) = 6,v,(1). Como la negociacién se llevara a cabo al
tiempo 0, el jugador | recibe v;(x) y lajugadora Il &,v,(1).

Observacién: Estamos trabajando con juegos extensivos que son juegos de informacion
completa, es decir se supone que los jugadores estan bien informados acerca de las
funciones de utilidad del otro, entonces, el jugador | puede saber cémo dejar a la
jugadora Il ante una posicién indiferente y viceversa.

Sean las funciones de utilidad tales que v, (x) = x. En el juego de dos etapas | recibiria
(1 —3,) vy ll recibiria 8,. Por lo que a la jugadora Il le convendria ser lo mas paciente
posible, aunque eso radica en su naturaleza, no en una estrategia que decida tomar.

Un aspecto importante de negociaciones con ofertas y contraofertas que ocurren
repetidamente, es que tan rapido se realizan las etapas de ese proceso. Para incorporar
esto al modelo, pensariamos que en la forma del modelo de repeticion en dos etapas
que acabamos de presentar las etapas ocurren en una unidad de tiempo. Para poder
hablar de un proceso de negociacion mas rapido, podemos hablar que las etapas
ocurren cada fraccion T < 1 ; Cémo afecta al proceso este cambio?

Lo que ganaria Il seria 85, mientras que | ganaria 1 — &; . Sabemos que 6, — 1 cuando
T — 0. Por lo que si las negociaciones se efectuan rapidamente, la jugadora Il tendra
una mejor posicion sobre la negociacion.

Si el juego se repite durante t periodos, haciendo un analisis semejante, se vera quien
tendria ventaja seria el jugador que hace la ultima oferta, por lo que dependeria de la
paridad de t para determinar cual de los dos jugadores tiene ventaja. Al pasar a horizonte
infinito no habra ese tipo de ventaja.

Observacion: Habra que hacer la distincion entre 1y t, donde 1 es la velocidad en la que
ocurren las negociaciones y t simboliza el nUmero de periodos transcurridos en la
negociacion. De este modo, para el juego del ultimatum, t=1 y en el juego de 2 etapas
t=1,2. Si no se desea retratar la impaciencia, 1= 1y de lo contrario, 0 <1< 1.

El Juego de Negociacién con Horizonte Infinito

Supondremos que el numero de etapas o periodos es infinito. Entonces, no existira un
periodo que sea la ultima etapa, en donde el jugador que hubiese hecho la ultima oferta
toma la ventaja.

Para construir el modelo de horizonte infinito, abandonaremos la simplificacién de que
v;(x) = x y supondremos que la funcién de utilidad v; de cada jugador i en el instante t
es concava. Mas aun, pediremos que v;(0) = 0y que v;(1) = 1, para asegurar que el



32

jugador i es indiferente en aceptar o rechazar la cantidad nula y poder seguir hablando
en términos porcentuales.

Debido a las especificaciones en v;, podemos redefinir las funciones de utilidad de la
siguiente manera:

u;(m, t) = v;(m)8;" con m = (my,my) y my +m, < 1.

La mecanica del juego sera la misma que anteriormente, solo que ahora los jugadores
siempre tendran la opcidén de la contraoferta, sin importar cuantos periodos hayan
transcurrido. Supondremos que el juego empieza en el instante 0, de ser rechazada la
primera oferta, el otro jugador puede hacer una contraoferta al tiempo 17, seguida de
una posible contra-contraoferta al tiempo 2 7, etc. Por simplicidad, por el momento,
supongamos que T = 1. Es decir, se hace una sola oferta en cada periodo.

Diferenciaremos los juegos infinitos G1 y G2, donde en el primero, sera el jugador |
quien haga la primera oferta. Analogamente, la jugadora Il iniciara el juego G2.

Esquema del juego G1:

] @ (9
X acepta
O — [ (v, Ly)
aceptar )
y
rechazar " ®¢——— @
Z
I rechazar @ eee
I
Esquema del juego G2:
I t ‘ (X7 I_X)
X acepta
11 — e 1l (1-y,y)
y aceptar_gg
rechazar —®¢———— @ /
z
I rechazar @ eee

II

Debido a los factores de descuento, las utilidades factibles se iran reduciendo con el
tiempo. Podemos caracterizar dichas utilidades de la siguiente manera:

Xt = u(M, t)

Buscaremos equilibrios en donde las estrategias de cada jugador j que son estacionarias
(no dependen del periodo t) y consisten en fijar una cantidad de reserva /i tal que si se
le ofrecen ; 0 mas aceptara la oferta y si le ofrecen menos la rechazara. Supongamos,
por ejemplo, que el jugador | ha decidido aceptar una oferta de “n” o mejor,
analogamente, la jugadora Il aceptara una oferta de “m” o mayor. Quiere decir que
nuestros jugadores tomaran una posicidn rigida durante todo el juego, es decir, jugaran

con estrategias fijas.
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Definamos los vectores a y b, de tal forma que:

a=u(m0) vy (2.2.1)

b =u(n,0), (2.2.2)
donde u = (uq,u,)
En el juego G1, donde la primera oferta la hace el jugador I, si éste propone el acuerdo
de que a Il le toque m al tiempo 0, entonces si |l acepta, | recibira m;=71-m, mientras que
la jugadora Il recibird m. El valor de la funcion de utilidad para la jugadora Il sera a, =
uz(m,0), si acepta, y b262 si hace una contraoferta de n al tiempo 1 y es aceptada. Por lo
que el jugador | procurara, por el principio de equilibrio que hemos encontrado, escoger
una cantidad de reserva n que deje indiferente, a la jugadora Il, entre aceptar y rechazar
bajo el supuesto de que Il ha elegido a m como cantidad de reserva. Se tiene en el
equilibrio:

u,(m,0) = u,(n,0)35, (2.2.3)

En general para cualquier periodo, para que m y n formen parte de un equilibrio, debe
cumplirse:

u,(m, 0)8,Y = uy(n,0)5, (2.2.4)

Si pensamos ahora en el juego G2, los papeles se invierten, m y n también deben
cumplir:

Uy (m, 08,9 = u, (n,0)5, ¢V (2.2.5)
Por comodidad, tomemos §; = e~"i.
Escribiendo las expresiones anteriores en términos de a y b obtenemos:
a, = bye P2t (2.2.6)

bl = ale_plt (227)

Si hacemos o = 1/p1, B = 1/p2,
Se sigue que:
(az/b2)P = (b1/a)* =" (2.2.8)
a,%a,? = b,%b,P = e~ta,%b,P (2.2.9)
Lo que quiere decir que los puntos a = (ar,az) y b = (b1,b2), que estan determinados por

las estrategias de los jugadores, pertenecen, en el equilibrio de subjuego perfecto, a la
misma curva x;°x’ = ¢, para c=0. Y no sdlo eso, sino que a y b son iguales.

¢ Pero qué c es la que se esta encontrando? ; Genera la curva 6ptima dentro de la familia
de curvas x1%” = ¢?
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La curva que logra el mejor reparto de utilidades es la que esta asociada al conjunto de
soluciones mas grande: X, = u(M, 0).

Grafica 2.2.6

a y b son iguales y pertenecen a la misma curva, pero sa qué curva? Para que las
negociaciones transcurran rapidamente y se evite el desgaste por impaciencia, el tiempo
de ejecucion de cada negociacion T debe tender O.

Seguimos con este el desarrollo a continuacion.

Consideramos que t # 1, (a,/b,)% = (a;/b))* =e**
Recordemos que ty T no son lo mismo, t cuenta la cantidad de periodos y T describe la
que tan rapido suceden éstos.

Cuando 7 — 0, e " - 1, porlo que az/b, — 1y bi/a; — 1. De aqui se sigue que ay b
convergen al mismo valor s, como solucién del juego de negociacién (Xo, 0).

Lo anterior se puede resumir como:

Teorema: Supongamos que el equilibrio estacionario y subjuego-perfecto
determinado por a, = bye P2ty b, = a;e P1t conduce al par de pagos s(7).
Entonces

s(t) » scuandot - 0,

donde s es la solucion de negociacion de Nash generalizada correspondiente a
los poderes de negociacion a =1/p; y f=1/p,.

Hemos encontrado un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos, al suponer que las
estrategias de los jugadores son de la forma: Cada uno escoge una cantidad debajo de
la cual no aceptara una oferta. De hecho es claro de la construccién del equilibrio que
es el unico equilibrio perfecto en subjuegos, donde las estrategias son de esa forma.
Falta demostrar que no hay otro equilibrio perfecto en subjuegos, cuando se permite
que las estrategias sean cualquiera de las posibles.
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Unicidad del Subjuego Perfecto En Subjuegos

Supongamos que existe mas de un equilibrio perfecto en subjuegos para el jugador |,
cuyos pagos relacionados son a1y A1, para el pago minimo y maximo respectivamente.
Rubinstein demuestra que el maximo pago y el minimo son el mismo.

Si se supone que hay varios equilibrios perfectos en subjuegos, entre los pagos del
jugador | correspondientes a dichos equilibrios habria uno maximo al que llamaremos
a1l y uno maximo al que llamaremos. Rubinstein demuestra que el maximo pago vy el
minimo son el mismo.

La demostraciéon se hara enseguida, pero antes quisiera hacer notar que de existir mas
de un equilibrio de subjuego perfecto, tendria haber al menos un pago relacionado a
dicha estrategia menor al maximo de ellos, por lo que si el jugador | pide x < A1, no se
dejara indiferente al jugador Il, sino que aceptara con gusto, ya que dicha oferta es
mayor que la oferta que Il haria, tomando en cuenta el decremento un tiempo después,
por lo que dicha estrategia, no seria un equilibrio de subjuego perfecto.

Teorema (Rubinstein): El juego de negociacion de horizonte infinito G tiene un unico
equilibrio perfecto en subjuegos.

Demostracion:

Supongamos que hay mas de un equilibrio perfecto en subjuegos. Sea A1 el mayor de
los pagos obtenidos por el jugador 1 y a: el minimo, obtenidos en equilibrios perfectos
en subjuegos en el juego G.

Sea B1 el mayor de los pagos obtenidos por la jugadora 2 y b1 el minimo, obtenidos
en equilibrios de perfectos en subjuegos en el juego H.

Demostraremos que:
ar = A1 Yy b2 = Bz (2.2.10)

Partamos del hecho de que la suma de las ofertas es, a lo mas, 1.

Se afirma que:
Ay £1-Db,6, (2.2.11)

Para hacerlo notar, vasta tomar la minima de las ofertas que aceptara la jugadora 2.
En el juego G, la jugadora 2 no aceptara nada peor que b2d,, ya que puede rechazar
cualquier oferta y proponer b2, que dejara indiferente al jugador 1. En el juego H, ella
puede ofrecer 1-x al tiempo 0. Si x es insuficiente para el jugador 1, éste podria hacer
la contra-oferta 1 - b5, al tiempo 1, que dejaréa a la jugadora 2 con b,5,. Este es el
peor de los escenarios para la jugadora 2, que no aceptara algo peor, entonces es el
mejor escenario para 1. Es decir, A; < 1 — b,6,.

Ahora afirmamos que:
al 2 1 - 3262

Supongamos que no. Entonces sea x < 1 — B,4,.
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Demostraremos que x no puede ser el pago para 1 en un equilibrio perfecto en
subjuegos.
Sea x <y <1 — B,0,.

B,6,<1—y (2.2.13)

Si el jugador 1 exige y en su primera oportunidad en el juego G, la jugadora Il aceptaria,
ya que 1-y es mas que lo maximo que obtendria si rechaza y. Ya que si |l rechaza lo
maximo que podria obtener es B23,. Por lo que si el jugador | cambiara la estrategia que
le proporciona x por una que le de y, mejoraria su pago. Es decir, x no puede ser
equilibrio perfecto en subjuegos. Se sigue que se cumple:

a, =1 - B,&, (2.2.14)

Haciendo un proceso similar, obtenemos en analogia:

B, <1-a,6; (2.2.15)
b, >1-A4,6, (2.2.16)
Usando (2.2.15) y (2.2.16)
A <1-6,(1—-A44.6y) (2.2.17)
A < (1-65)/(1—816,) (2.2.18)

Analogamente usando (2.2.14) y (2.2.15) se sigue que:

a; > (1-68,)/(1— 68,8, (2.2.19)

Pero, a; < A4, ypor (2.2.18)y (2.2.19), a; = A;. Entonces:
Un desarrollo equivalente para bo, B> muestraque b; = B; = (1 —6,)/(1 — 6,6,). m

Es interesante ver qué pasa cuando T no es 1, sino que los periodos transcurren
cada vez mas rapido. Es decir, squé pasa en el limite cuando t —» 0?

: 1-8% . 1—e7"2 . P2 P2
lim —_ stst = m — e~ T(p1tp2) = lim -
01 —-885 tol—e —0T(pr +p2)  (p1+p2)

P2
—=—yparalles
p2) y P

(p1+

P1

En el limite, el pago para el jugador | es (01 4p2)"

P2 P1
(p1+p2) " (p1+p2)
proporcion p1.p2. Esto es exactamente el resultado predicho en la solucion

generalizada de Nash con poderes de negociacion a = 1/ p1, B = 1/ p2.

Entonces la divisién del délar es (a;,1 — a;) = [ ] El dolar se divide en
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CAPITULO 2.3 Algunas Observaciones al Modelo de Rubinstein

Discusion del Algoritmo de Zermelo. El Juego del Ciempiés

El método de induccién hacia atras esta, como se ha visto, muy relacionado con el
analisis del modelo de Rubinstein. Aunque requiere de supuestos de una fuerte
racionalidad perfecta, como jugadores de ajedrez ideales, se consideraba un método
que siempre llevaba a resultados plausibles, el sencillo ejemplo de Rosenthal al que
llaman el juego del ciempiés da al traste con esa idea.

A continuacion se desarrolla este juego extensivo para el que el método de induccién
hacia atras no arroja un resultado intuitivamente correcto. Este sera, ademas de la
excesiva informacion con la que cuentan los jugadores en el modelo de Rubinstein, una
de las razones mas importantes para no dar por resuelto el programa de Nash.

El juego del ciempiés de Rosenthal

Un filantropo excéntrico esta dispuesto a donar hasta mil millones de pesos a una
Universidad. Invita a los rectores de la UNAM y de la UAG a su habitacion en el Waldorf
Astoria donde tiene los mil millones en un maletin y, explica a los rectores, que le
gustaria que éstos jugaran un juego para decidir a qué Universidad le dara el dinero. La
primera jugada consiste en que el filantropo ofrece 1 peso al rector de la UNAM, quien
puede aceptarlo o rechazarlo. Si lo rechaza ofrece 10 pesos a la UAG. Si el rector de la
UAG los rechaza, ofrece 100 al rector de la UNAM y asi sucesivamente. Después de
cada rechazo se ofrece una cantidad 10 veces mayor al otro rector. Si se dan diez
rechazos, al rector de la UAG le seran ofrecidos los mil millones. Si los rechaza, el
filantropo coge el dinero y se los vuelve a llevar al banco. Veamos su forma extensiva:

El primer paso del algoritmo de Zermelo dicta: “Identificar todos los subjuegos mas
pequenos que contengan a los nodos finales”.

© >e—r0e—r0e—>0—>0—r0—>0—>0—>0 (00

(10%0) (0,10") (10%,0) (0,10%) (1040) (0,105 (10%0) (0,107) (0,10°)

Como se muestra en la siguiente figura, inicialmente solamente existe un subjuego “mas
pequefio” que contenga vértices finales. El concepto de mas pequefio esta ligado a la
longitud de la partida méas larga del subjuego. En el caso de juegos de informacion
perfecta (como todos los utilizados en este trabajo) cada subjuego esta asociado a un
vértice no final. El subjuego encontrado es el que se genera después de 9 rechazos
alternados entre el jugador | y II.
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1= ((R1,R3,R5,R7,R9),(R2,R4,R6,R8)). ®—(0,0)

Donde R es la estrategia “Rechazar” tras i-1
rechazos previos.

(0,10°)

El segundo paso pide obtener el equilibrio de Nash del subjuego en cuestion, que para
el caso de un unico vértice de decision, es el mismo que la mejor respuesta a dicha

posicion.
El tercer paso consiste en substituir el subjuego por el pago generado con el equilibrio

de Nash, (0,10°), que en el contexto de la historia significaria que el rector de la UAG
aceptara el billéon de pesos antes que el magnate los regrese al banco.

Con esto habremos terminado la primera iteracion. Por lo que queda volver a aplicar el
primer paso.

‘ —>0—>0—>0—>0—>0—>0——>0—>0—> ()

(10°0) (0,10") (10%0) (0,10°) (10%0) (0,105 (1050) (0,107) (10%,0)

El subjuego a elegir sera muy similar, pero ahora sera el rector de la UNAM quién elija
la suerte de ambos convocados, quién podra prever el uso de una muy lucrativa
estrategia del rector de Guadalajara: “Aceptar”, por lo que antes de que esto suceda,
sera el quién de el primer paso y acepte la tampoco despreciable cantidad de 108 pesos.
Por lo que tras la segunda iteracién del algoritmo de Zermelo, el juego queda asi:

‘ — 0 —0—0—0—0—>0 —0 — (108,0)

(10%0) (0,10") (10%0) (0,10°) (10%0) (0,10 (10%0) (0,107)
El resultado del juego (final del cuento) es que el primer rector al que se le hace la oferta
de 1 peso, acepta.

El gran problema que enfrentan los jugadores en este juego es arriesgarse a perderlo
todo, pues asi estan definidos los pagos.
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Sin embargo, podriamos introducir pagos al modelo que generen una seleccion de
estrategias analogas a su predecesor, donde el argumento de "arriesgarlo todo" no es
aceptable. Por lo que no quedaran mas argumentos para rebatir el hecho de que el
Algoritmo de Zermelo puede arrojar resultados poco intuitivos.

Entonces, imaginemos ahora que los pagos del juego del ciempiés se asignan de la
siguiente manera:

QO >e—r0e—0—0-——-- > @ —> (100, 100)

(L (99,2) (1.99,1.99) (1.98,2.99) (2.98,2.98) ... (99,100.01)

En esta versidn del ciempiés, la dinamica de los pagos transcurre de la siguiente
manera:

En el nodo de decision inicial, que es del jugador |, puede aceptar el pago (1,1), o
rechazar y dar oportunidad a la jugadora Il de decidir.

Sin importar en nodo en el que nos encontremos, en caso de que el jugador o
jugadora rechace el pago correspondiente, vera afectadas sus ganancias en un
centavo, mientras que el otro jugador aumentara en 1 peso, si son aceptados los
pagos correspondientes del nodo siguiente.

Por un centavo, el jugador en turno decidira adelantarse al siguiente jugador para
evitar el decremento de su pago, generado una reaccién en cadena que evita que el
juego se desarrolle mas alla del primer vértice de decision.

¢ Es Intuitivamente correcto?

Este contra-ejemplo y la elevada exigencia de racionalidad mantienen abierto el
Programa de Nash. Sera Young quien dé el siguiente paso.
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CAPITULO 3

Un Enfoque Evolutivo de los Juegos de Negociacion

Motivaciones del enfoque evolutivo

En el capitulo anterior vimos como jugadores, siguiendo el algoritmo de Zermelo
(método del ajedrecista), llegaron a la solucién cooperativa propuesta por Nash. Este,
que es el enfoque de Rubenstein y Sthal para efectuar el programa de Nash, ha tenido
gran trascendencia. Toda una linea de investigacion se ha desarrollado a partir de dicho
trabajo que busca dar una fundamentacion no cooperativa a diversos conceptos de
solucion de los juegos cooperativos, como son el concepto de nucleo o el valor de
Shapley, entre otros. Sin embargo, para llevar a cabo el enfoque de Rubenstein-Stahl
hubo que crear un escenario particular, ademas de suponer un proceso limite,
informacién perfecta y completa. Para los juegos de negociacion entre gente comun y
corriente es muy poco realista suponer que actian con una capacidad de andlisis aun
mayor que la de los jugadores de ajedrez, utilizando un analisis de induccién hacia atras
y actuando de acuerdo al limite de una sucesién de equilibrios de una sucesién de
juegos.

Ademas, bastdé mostrar un juego extensivo disefiado por Rosenthal, el juego del
ciempiés, para ver que el método del ajedrecista puede arrojar un resultado que no es
intuitivamente aceptable. Para varios autores, como Binmore, Samuelson y Young, este
ejemplo reabrio el debate y el estudio de los juegos de negociacion que aparentemente
habia cerrado el modelo Stahl-Rubinstein.

Es por eso que la busqueda por encontrar un modelo mas apegado a la realidad sigue
en pie. Ya se han usado juegos rectangulares y juegos extensivos. Es ahora tiempo de
dar lugar a los juegos evolutivos.

A diferencia de las otras clases de juegos, en los que se estudia la conducta de un grupo
fijo de individuos, en los juegos evolutivos se estudian patrones de conducta social,
alcanzada a través de las acciones de individuos que se ven influidos por la
colectividad. Por ejemplo, cuales son las estrategias adecuadas para un jugador en un
momento dado en los juegos evolutivos dependera de una memoria colectiva. “Memoria”
porque los jugadores miraran atrds en el tiempo para informarse acerca de las
estrategias que han sido seleccionadas en iteraciones anteriores del juego en cuestion,
y “colectiva”, porque los participantes no dependeran Unicamente de su propia
experiencia sino que haran un sondeo entre otros de los participantes, quiza los mas
cercanos.

De este modo, cuando nos referimos a un jugador |, en realidad nos estaremos refiriendo
a un jugador Clase | o Tipo I. Los jugadores se definen por tomar un rol especifico, que
los identifica con un grupo de agentes, pues comparten una misma posicion dentro de
un juego. Asi, no es lo mismo ser el consumidor, que el vendedor, pero si es indiferente
estar en los zapatos de un consumidor u otro, porque ambos tienen el mismo abanico
de acciones disponibles, asi como una funcién de utilidad en comun.

Si se entiende a los jugadores como agentes econdmicos, y si se mira dentro de alguna
de las dos clases (compra-venta), no seran diferenciables unos de otros, ya que
comparten una misma funcién de utilidad y un mismo conjunto de estrategias.
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Los juegos evolutivos fueron introducidos por el bidlogo Maynard Smith y son procesos
dinamicos deterministas. En este trabajo utilizamos ciertos juegos evolutivos que son
procesos estocasticos disefiados por Peyton Young. Estos son procesos de adaptacion
que se basan en la historia de las estrategias utilizadas para establecer la mecanica con
que los jugadores eligen sus nuevas estrategias. Entender dichas historias como
estados dentro de un proceso de Markov, es lo que distingue a estos juegos evolutivos
de adaptacién, por lo que desarrollaremos es un juego de negociacion evolutivo con
mecanica adaptativa.

La mecanica de una negociaciéon con un juego evolutivo adaptativo es la siguiente:

Suponemos que en una colectividad, compuesta por dos clases de agentes, se realizan
repetidamente, a lo largo del tiempo, negociaciones entre dos personas, uno de cada
tipo de los dos posibles, por ejemplo los vendedores y los compradores. Una
negociaciéon se lleva a cabo en cada periodo y la colectividad lleva registro de las
elecciones que hicieron el comprador y el vendedor en los ultimos m periodos o turnos,
pues tiene limitaciones en el tamafo de su memoria. A este registro de m turnos le
llamamos una historia y cuando una nueva negociacién va a realizarse suponemos que
existe una historia h. Para un nuevo periodo, dos agentes con naturaleza de
negociacién diferente (un vendedor y un comprador) son elegidos de forma aleatoria,
aunque esta eleccion resulte indiferente, en cuanto a su funcion de utilidad, por formar
parte de su correspondiente clase. Los elegidos podran observar solo una parte de los
“m” turnos atras en el tiempo registrados en la memoria colectiva. O sea tomaran una
muestra de esa historia y, si no cometen errores, escogeran la estrategia de “mejor
respuesta”’ dada la muestra. Las estrategias utilizadas escribirdn un nuevo registro
histérico y, debido a las limitaciones de la memoria colectiva, el registro mas antiguo se
olvidara. Si las mismas estrategias son elegidas m veces seguidas y si las estrategias
elegidas conforman un equilibrio de Nash estricto, diremos que una convencién ha sido
alcanzada. Que exista una convencién no significa que ésta sea Unica e inamovible.

El desarrollo formal de los conceptos se presentara en el proximo apartado, hasta
entonces, contentémonos con terminar con la introduccion a dichos conceptos.

Concepto de Solucion en Juegos Evolutivos

Una distincion de los juegos evolutivos es que estan sometidos a perturbaciones. El
factor riesgo esta presente. En los procesos que introdujo Maynard Smith, estas
perturbaciones se deben a mutaciones que se presentan, con una pequefia
probabilidad, cuando la poblacién esta ya en un equilibrio. Los equilibrios que resisten
a las mutaciones que los empujan a salirse se llaman evolutivamente estables y son la
solucion en esos juegos evolutivos. En cambio, en los procesos de Young, las
perturbaciones se deben a errores que cometen los agentes, también con una pequeia
probabilidad, pero en cada periodo. Los errores hacen que los agentes se desvien de
sus mejores respuestas que ya de por si tenian la limitacion de ser “buenas” respecto a
una pequefia muestra de informacion. Entonces, lo que se estudian son los equilibrios
de estas dinamicas perturbadas a los que Young llama equilibrios estocasticamente
estables.

En los juegos de negociacion, una convencion “cercana” a la solucion de Nash sera el
equilibrio estocasticamente estable de cada negociacion con un juego de demanda. En
el caso del juego de demanda de Rubinstein, los jugadores fueron dotados de las
herramientas necesarias para encontrar “La solucién”, no siendo este el caso de los
juegos evolutivos. En ellos, una colectividad de personas que negocian con limitaciones
de informacién y de racionalidad alcanza un equilibrio con el que se establece una
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convencion social que es cercana a la solucién de Nash. Es decir, se modela a personas
mas realistas, pues tienen muchas limitaciones y se establece una dinamica social
estocastica derivada de estas limitaciones y asi es como se alcanza con la mayor
probabilidad la “convencién de Nash”.

Una convencién permite a los negociadores saber que esperar de su contraparte, y
evitar asi, el costo relativo del desacuerdo. Sin embargo la realidad es distinta. Las
normas cambian y la gente llega a desacuerdos. Es por eso que un proceso estocastico
sera conveniente para ilustrar este modelo.

Resulta natural preguntarse si una vez alcanzada una convencion, es posible salir de la
misma. En la vida real asi sucede. Pero si en determinado momento la muestra de la
historia es constante, siempre la misma, ¢,como salir de la norma sin salir perjudicado?
¢ Es posible? ;Por qué deja de existir dicha convencion para ser suplantada por otra?
¢ Efectivamente se llegara a otra convencion?

La conclusion sera que habra un costo de transicidén, pero no por ello dejan de
evolucionar las convenciones. Tras una serie de negociaciones con resultados
desfavorables los jugadores intentaran encontrar otra (o la misma) convencion.

Agentes Cadticos

Para poder llegar a las conclusiones anteriores una clave importante es la propiedad de
estos juegos evolutivos, que es la presencia de incertidumbre.

La indeterminacion del juego evolutivo se presenta en dos formas distintas. La primera
es que los jugadores so6lo captan aleatoriamente una pequefia cantidad de informacién
disponible (muestra aleatoria de la historia). Los jugadores recabaran informacion de la
memoria social sin preferencia particular de un elemento sobre otro.

Segunda, una vez obtenida una muestra, es posible que los jugadores no jueguen la
mejor respuesta. Las interpretaciones del fendbmeno anterior pueden ser varias: Los
jugadores aspiran a una negociacién mas fructifera, error humano, distorsion de las
condiciones actuales para la negociacion, etc.

De haber varias convenciones posibles, ¢cémo leer un resultado? Recordemos que el
juego se modelara con procesos estocasticos, por lo que la historia, que se actualiza
tras cada resolucioén, representa un estado dentro de un proceso de Markov. Interesa la
frecuencia relativa de la eleccion de estrategias. Por lo que si se expone el juego a una
infinidad de negociaciones, las estrategias mas socorridas tendran mayor peso dentro
de la funcién de densidad.

Finalmente, resultados concretos sobre la distribucion dependeran de la forma de
modelar las variables aleatorias, a las cuales se les imputara un comportamiento con
base en la resistencia que muestren de pasar de un estado a otro.

Un aspecto interesante de estos procesos estocasticos es que se puede asociar una
grafica dirigida a cada uno de ellos. La presencia de una resistencia para transitar de un
estado a otro permite asociarle a cada flecha de la grafica un peso o costo y asi el
problema de encontrar equilibrios de un proceso dinamico estocastico se convertira en
un problema de teoria de redes. Nos limita a entender la grafica como un conjunto de
clases de arboles, o simplemente como un conjunto de arboles, dependiendo
respectivamente, de si nos referimos al proceso no perturbado o al perturbado.
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En resumen:

- Los jugadores no son fijos, sino que son tomados de un gran “pool” de jugadores
potenciales. Para que dos jugadores en particular se enfrenten, depende sdlo de
factores exégenos al juego.

- Los jugadores no son hiper-racionales, aunque intentaran optimizar su posicién
dada la informacién con la que cuentan, que es acerca de los resultados
obtenidos en negociaciones anteriores.

- Los jugadores cometen errores frecuentemente lo que propicia que el juego es
sometido a perturbaciones constantemente. Procesos estocasticos como marco
teorico.

- Se modela, ademas, el problema con graficas de peso dirigido. Resistencias de
transicion como forma de medicion.

Un desarrollo bajo esta perspectiva evolutiva nos regalara caracteristicas comprobables
e interpretables con mayor apego a la realidad, pues toma en cuenta factores como:
nivel de racionalidad, nivel de informacion y un ambiente dinamico.

Reiteremos que el objetivo ultimo del presente trabajo es justificar el cuerpo axiomatico
que genera al maximo del Producto de Nash como solucién. ;Cémo? Con un ejemplo
mas de que, en condiciones mas realistas, también se alcanza el resultado antes
mencionado.

3.1 Definiciones y descripcion formal del modelo

A. Juegos de Adaptacion
Los juegos adaptativos presentan las siguientes caracteristicas:
A.1 Sea un juego ] = (N, {D;},{¢;}finito.

Una gran poblacion K que se enfrenta repetidamente en el juego rectangular | =
(N,{D;}.{¢;}). La poblacién esta partida en n sub-poblaciones, n = #( N). En cada
periodo hay una sola partida o encuentro del juego J y participan en ésta n jugadores,
uno de cada sub-poblacion, elegidos al azar.

En la seccion anterior dimos ejemplos de juegos con dos sub-poblaciones, como lo son
la poblacién de compradores y la de vendedores. Sera indiferente entre elegir entre un
comprador y otro; mismas consideraciones para la sub-poblacion de vendedores.

A.2 Los estados del proceso
Los estados del proceso son los registros de tamafio m sobre las acciones que llevaron

a cabo los jugadores en los ultimos m encuentros. El conjunto de estados es (D1 x
Dox...x Dn)™ . Cada elemento se llama “historia” y representa lo que recuerda la
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poblacion K en su conjunto de lo que ha ocurrido en los encuentros del juego. m es el
tamario de la memoria social.

Las acciones tomadas por el jugador j son elementos del conjunto (total) de estrategias
{Dj}. Las acciones tomadas por todos los jugadores son elementos del producto
cartesiano de las D; (n-adas de acciones). La repeticion del juego es esencial para poder
hablar de una historia, la cual se actualizara con la llegada de informacion nueva. Sin
embargo so6lo m n-adas de acciones seran recordadas, por lo que el resultado mas
antiguo se despedira definitivamente de la nueva historia.

A.3 Transiciones dentro de los estados del proceso

En cualquier periodo, el proceso esta en una historia h en (D1 x...x D,)™. Cada persona
k de K logra conseguir una muestra de informacién de s periodos de los m que
constituyen h, m =s, y elige una mejor respuesta a dicha muestra. La dinamica entre los
estados del proceso (h—h’) toma en cuenta que sélo puede recordar los ultimos m
periodos respetando la l6gica de la memoria, es decir, h/’= hi.1, parai=1, 2, ..., m-1,y hy/
es la mejor respuesta a las muestras de los que fueron elegidos para jugar.

Lo anterior quiere decir que la probabilidad de una historia al tiempo t+1 puede ser
pronosticada si se considera que el adversario jugara la mejor respuesta a una muestra
(si hay mas de una mejor respuesta, se escogera una de ellas al azar) y la mecanica de
seleccion de estrategias depende sdlo de ello (es un proceso de Markov). De ocurrir lo
anterior, se estara hablando de una mecanica sin errores. Sin embargo, no por ello el
juego queda totalmente determinado, ya que como se dijo, la muestra de “s” elementos
es aleatoria, por lo que la mejor respuesta queda definida en términos de una funcién
de densidad, que representa la frecuencia de apariciones de una mejor respuesta u otra
(dependiendo del vector aleatorio de dimensién s) (también la eleccién de una de las
mejores respuestas, si hay varias de ellas, se da al azar).

A.4 Funcion de Densidad: Resultado de un Proceso Aleatorio

La dinamica sin errores es un proceso estocastico, pues los jugadores son elegidos al
azar y eligen una muestra al azar.

Lo que ocurre en un periodo sélo depende de lo que paso el periodo anterior por lo que
la dinamica se expresa como un proceso de Markov finito, es decir, con una matriz P
donde el término Py es la probabilidad de que estando en el periodo anterior en h se
pase en el siguiente a h’. Los vectores propios de P asociados al valor propio 1 (uP=u;
cuyas coordenadas suman 1) son las distribuciones estacionarias del proceso.

En efecto, una transformacion lineal aplicada a la matriz de estados (por ejemplo un
cambio de calibracién a las funciones de utilidad) deberia mantener inalterada la funcién
de densidad con la que se elige una estrategia sobre otra, misma cualidad que
presentan los vectores propios con valor propio 1.

A.5 El Error r(h,h’)

El error r(h,h") se define simplemente como la cardinalidad del subconjunto de jugadores
de J, 0=r(h,h")sN , con #J<N, tal que NO eligieron una mejor respuesta, respecto a
ninguna posible muestra de tamafio s.

Este error nos concedera la posibilidad de salir de cualquier estado, incluso de una
convencion, como se explicara mas adelante.
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Perturbaciones estocasticas del proceso P

Se considera que cada persona de K, en forma independiente, se equivoca o
experimenta desviandose de su mejor réplica. De ser asi, para cada ¢
positivollpositivoera que cada persona de KP¢, que es una perturbacién del original.

Si bien es cierto que el proceso original es aleatorio, no por ello deja de depender del
estado inicial con el que se comienza.

Suponemos que cada persona se equivoca en forma independiente de los otros con una
pequefia probabilidad ¢. Eso da lugar a un proceso de adaptacion perturbado P¢, es
decir, un proceso de Markov que es una perturbacion del proceso P y que tiene la
siguiente forma:

Supongamos que el proceso esta en el estado h al tiempo t. Sea A; la probabilidad con
la que el jugador j se desvia de la mejor respuesta en una cantidad fija € (experimenta).
Sea J un subconjunto de jugadores j, 1< j<n.

La probabilidad de que los jugadores en J experimenten (y que N- Jno lo hagan) es de:

eV(Tje; ) (Tjes (1 — 4y)).
Ahora bien, si condicionamos el evento anterior al hecho de que al tiempo t nos

encontramos en h, la matriz de transicion Q de h a h’, cuando solo los miembros de J
se equivocan es:

Qnn? = Tljes q) ((sj)|h) e p; ((sj)|h), si h ‘es sucesor de h.
Qun’ =0, si h" no es sucesor de h.

Donde s es la ultima entrada del vector h".

Se sigue que, si ningun jugador experimenta, la probabilidad de transicion de ha h” es
de misma que en el proceso no perturbado P, °, evento cuya probabilidad es de

Hi=1,...,n(1 - /1i)-

El proceso perturbado de Markov tiene la siguiente funcion de transicion:

Pt = < 1—[ (1- e/li))Phh'0+ z elll 1_[,11. ((1— e/lj)) Qnn”

i=1,.,n JEN,J#0 jej
Es decir, el estado h” es alcanzado desde h con una probabilidad de tamafio P,),.

Con ello habremos logrado garantizar un proceso ergddico, es decir, el resultado final
alcanzado independientemente del estado inicial. El proceso convergera de forma
independiente del estado inicial hy,. Por lo que se acepta una tolerancia lo
suficientemente grande para garantizar un estado de recurrencia, concepto desarrollado
en breve.

Consideraciones necesarias del modelo perturbado se enuncian a continuacion.
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PR. Perturbaciéon Regular
Una perturbacion del proceso P = P° se llama regular si:

PR.1) P¢ - P9, cuando ¢ tiende a cero; El proceso perturbado converge
al proceso sin errores.

PR.2) Para toda ¢ positivo, P¢ es irreducible. Dados dos estados hy h’,
existe una sucesion de estados {h; = h, h,, ..., h; = h'} tales que, para toda
i=1,2,..., I-1, Pip,,, > 0.

Donde [ = #{h; € P%}

PR.3) Si el término hh’de la matriz P¢ es positivo, existe un nimero entero

. . Pl .
no negativo vuy tal que lim—2- existe y es positivo.

&0 gv/'h'
Proposicion 3.0.1: E/ proceso de adaptacion perturbado P¢ es regular.

PR.1 P¢ - P9, cuando ¢ tiende a cero.

Dada la forma del proceso P¢, resulta inmediato.

P = ( []a- 8/11-)) Pu+ Y ][4 )((- ) o’

i=1,..,n JEN,J= jeJ

Esto significa que cuando la probabilidad de equivocarse es muy pequena, el proceso
perturbado es muy parecido al original. El limite de u® cunado ¢ tiende a cero converge
a la distribucién estacionaria de P, lo que nos habla de que con una pequefia
perturbacion de P, se obliga a que el proceso se comporte de acuerdo a su potencialidad
esencial .

Se entendera mejor lo que es un proceso irreducible, al asociar a los procesos Py P¢ una
grafica dirigida. Volveremos a ellos.

PR.2 PZ es un Proceso Irreducible

Definiciéon: Un proceso es irreducible si, y sélo si, existe una probabilidad positiva de
pasar de un estado cualquiera a otro en una cantidad finita de periodos.

El proceso original P no es necesariamente irreducible y las distribuciones estacionarias
de P pueden ser muchas. En contraste P¢ tiene una sola distribucion estacionaria. De
las propiedades de las matrices no negativas, conocemos que una matriz no negativa
irreducible tiene un solo vector propio, excepto multiplos por escalares, asociado al valor
propio de mayor magnitud. P¢ es una matriz no negativa irreducible con valor propio de
magnitud maxima igual a 1, por lo que tiene un solo vector de distribucion estacionaria
ué, es decir, tal que u*P* = u”*.
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Dado P#, u®nos habla de la probabilidad con que se presenta cada uno de los estados.
Los equilibrios de estos procesos (equilibrios estocasticamente estables) son aquellos
que sobreviven en el limite cuando la probabilidad de equivocarse ¢ tiende a cero. Es
decir, tienen probabilidad positiva en dicho limite.

Entonces, lo que nos interesa es hacer ver que existe el limite de u® y estudiar sus
coordenadas positivas.

Para convencernos de que efectivamente que el proceso con errores P ' 'es irreducible,
basta hacer ver que, dadas dos historias h=(0'(1), o(2),...,a(m)) y h=(

(1), 6'(2), ..., o' (m) ) se puede pasar de h a h” en una cantidad finita de pasos, ya que
se pueden cometer errores de tamano €, por lo que en una cantidad finita de pasos, se
puede alcanzar el estado (0(2), 0'(3)..., U(m), U'(l)). Por lo tanto el estado (

o(3)...,o(m), o'(1), 5'(2) ) también puede ser alcanzado en una cantidad fintita de
pasos y finalmente hasta llegar a (o’(1), a'(2), ...,a"'(m) ).

PR.3 Factibilidad y Velocidad de Convergencia

La propiedad R.3 asegura que si el término hh’ de la matriz P" es positivo,
. , . . PEn . .
existe un numero entero no negativo vy, tal que lmgﬁ existe y es positivo.

E—

vpn €S la resistencia de pasar de h a h'. Es decir, desde la forma de Pf,- es
facil demostrar que v,,- es igual al minimo numero de errores r(h,h’) que se
tienen que cometer para pasar de h a h” lo que se habia definido como la
resistencia de pasarde hah’.

. ‘. . Py
Analicemos un segundo la expresién 0 < lozm 8,,’;1’;1, < 0,
E—

El primer ejercicio mental que podemos hacer es pensar en qué pasaria si vy, = 0.

Si la resistencia por pasar de h a h” es cero, es porque los n jugadores planean jugar su
mejor respuesta, dada la posicidn histérica h, es decir, no cometeran errores dadas las
muestras que recaben. El limite de la expresién anterior, con v,,,- = 0, converge a Pn,©,
claro, el proceso sin errores.

¢ Qué subyace bajo la propiedad PR.3?

La velocidad con la que se acerca P® a P° es del orden de la probabilidad de
experimentar de cada jugador € elevado por el minimo de errores vihn' que se necesitan
cometer para hacer la transicion Phy posible.

La expresion €Vbh’ |a podemos entender como la probabilidad de error global minima
necesaria para hacer la transicion posible. Siendo asi, la probabilidad de transicién y el
error global minimo de transicion, mantienen una estrecha relacion.

Como deciamos antes, la pregunta fundamental que tenemos es si u® tiene limite
cuando ¢ tiende a cero y cual es. Un teorema de Young responde que si y caracteriza
dicho limite.

Antes de enunciarlo necesitamos hablar de las graficas dirigidas asociadas a los juegos
de adaptacion.

Si nos dispusiéramos a entender los estados del proceso perturbado regularmente,
como veértices de una grafica, la intuicién nos dice que se obtendria una grafica dirigida,
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con peso y conexa; incuso completa si nos permitimos asignar un peso infinito a las
transiciones imposibles, al fin y al cabo, el problema se resolvera por medio de arboles
de peso minimo, por lo que las transiciones imposibles, nunca serian candidatas a
solucion. Esta idea nos permite evitar buscar resultados bajo la consigna de factibilidad.

La teoria de graficas sera una de las herramientas que utilizaremos para resolver el
problema, por lo que a continuacion nos damos a la tarea de re-expresar los elementos
de los juegos de adaptacién en términos de la teoria de graficas.

G. Graficas dirigidas asociadas a los juegos de adaptacion

A continuacién se enuncian una serie de definiciones y conceptos previamente
desarrollados, pero ahora, en términos de graficas.

G.1 Clase de comunicacién recurrente
Consideramos la gréfica dirigida T' = (V, A) donde V= (D4 x D2x...x D)™, es decir, el
conjunto de estados del proceso, las historias de tamafo m; y A = {(h, h’) tal que Pnv

>0}.

1-Def. Un estado h’es accesible desde h (h —h’), si existe una probabilidad positiva
de pasar del estado h al h” en una cantidad finita de periodos.

2-Def. Una Clase de comunicacién es un conjunto de estados que son mutuamente
accesibles.

3-Def. Una clase de recurrencia de P es una clase de comunicacién donde ningun
estado fuera de clase puede ser alcanzado.

4- Def. La cuenca de una clase de comunicacion recurrente H es el conjunto de
vértices h tales que un vértice de H es accesible desde h.

Proposicion 3.0.2: Un proceso es irreducible si y solo si tiene como unica clase de
recurrencia a V.

Una consecuencia de que un proceso estocastico P tenga una wnica clase de
recurrencia, es que la distribucion estacionaria u, que describe el tiempo promedio en el
que se esta en un estado, es independiente del estado inicial z°, es decir:

tlim ut(h|h®) =u®(h|h®) = u(h)
G.2 Convencion

Cuando en el juego de adaptacion, una clase de comunicacién recurrente consta de la
repeticion de una misma n-ada de estrategias y esta n-ada es un equilibrio de Nash
estricto, hablamos de una convencién. Es una historia que consta de un mismo equilibrio
de Nash estricto repetido m veces.

Para el caso de un juego bi-personal, una convencion h tiene la siguiente forma:

B = (), (Y, e, (2, 97))
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Donde (x*,y*) es Equilibrio de Nash estricto del juego.

Proposicion 3.0.3: Una historia es una convencion si y solo si es una clase de
comunicacion recurrente con solo un elemento.

G.3 Peso de la Grafica Dirigida Conexa

Consideramos la gréfica dirigida (V, A*) donde V= (D1 x D2x...x Dn)™y

A* ={(h, h’) tal que P%;; - = 0,con € > 0. La gréfica dirigida (V,A*) es conexa, es decir,
dadas dos historias h y h’ siempre hay una trayectoria finita de flechas que las unen.
Para cualquier € > 0, la grafica (V,A*) es la misma. Construimos la funcién de costo que
a cada flecha (h, h’) de A* le asocia vi:

G.4 h-Arbol

Para cada historia h, un h-arbol es una sub-grafica dirigida de (V,A*), donde el conjunto
de vértices es V= (D1 x Dox...x Dn)™ y el conjunto de flechas es un subconjunto de A* tal
que desde cada h’ distinta de h hay una unica trayectoria dirigida de flechas del arbol
que une a h’ con h.

El costo de un h-arbol es la suma de los costos de todas las flechas que pertenecen al
h-arbol.

G.5 Resistencia
La resistencia asociada a cada h-arbol es el peso asignado a cada arbol.

Sea ™ la grafica dirigida completa cuyos vértices son el conjunto de historias Z.
Sea 1" el conjunto de todos los h-arboles en Z.

Para todo h-arbol T* en Ty*, la resistencia de T* es:
r(T*) = Z (', )
(R R )eT*
G.6 Potencial Estocastico

En primera instancia, podemos preguntarnos cual es el arbol de resistencia (peso)
minimo, dado el conjunto de h-arboles, para un estado h en particular.

Una vez obtenida la resistencia minima para cada estado h, dado un conjunto de arboles
(Tn') podemos preguntarnos qué z-arbol es que tiene la menor resistencia.

Se define la funciéon y: Z—R como:

v(h) = min Z r(h’,h")
(rt € The)
(b et

Llamamos potencial estocastico '(h) de una historia h al minimo de los pesos de todos
los h-arboles.
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Proposicion 3.1:

a) Todos los estados de una clase de comunicacion recurrente tienen el mismo potencial
estocastico.

b) Los estados de minimo potencial estocastico pertenecen a alguna de las clases de
comunicacion recurrente (ccr).

Demostracion: Sea z en H; y sea T* un z-arbol en Z con resistencia y(z). Sea y otro
estado en E;. Elijase un camino de resistencia cerode z a y.

La union de T* y este camino contienen un y-arbol T" con la misma resistencia. Como
T’ tiene mayores combinaciones para formar un arbol de peso minimo que T*, se sigue
que y(¥) < y(z). Una construccion analoga demuestraque y(z) <y(y). m

Construiremos una nueva grafica dirigida con vértices en las clases de comunicacion
recurrente que por ser mucho menor facilitara encontrar los estados de menor potencial
estocastico.

G.7- La grafica bonsai

Siguiendo a Binmore, Samuelson y Young, llamaremos grafica bonsai a la grafica
dirigida completa que tiene como vértices a las clases de comunicacion recurrente (ccr)
del proceso P, es decir, hay una flecha entre cualesquiera dos vértices. Denotémosla
como I'° y como V° al conjunto de ccrs. Definimos el costo de la flecha que une a la ccr
H con la ccr H como el minimo costo entre todos los de las trayectorias que unen a un
vértice de H con un vértice de H'. Podemos definir potencial estocastico en esta grafica
como lo hicimos antes. Para distinguir el potencial estocastico de ambas graficas,
denotamos como y; al potencial estocastico de la ccr H;. La ccr de minimo potencial
estocastica en esta grafica bonsai tendra la propiedad de que todos sus vértices son de
minimo potencial estocastico en la grafica de todos los estados, como establecemos en
la siguiente proposicién que se demuestra en el apéndice.

LEMA 3.3 Para cada clase de recurrencia H; €V, y(z)= y; para toda z € H;.

Con esta proposicién se justifica el poder trabajar con una gréfica ccr’'s como aaristas
para buscar el vértice de menor potencial estocastico.

G.8- Equilibrios estocasticamente estables

Teorema B de Young. Para un juego de adaptacion sobre un juego ] = (N,{D;},{o;}
finito si P¢ es una perturbacion regular de P correspondiente a &, entonces u*, el limite
de ufcuando ¢ tiende a cero existe. Ademas, W*P* = u*y las coordenadas positivas de
U* corresponden a los estados que estin en las clases de comunicacion recurrente de
minimo potencial estocdstico en la grdfica bonsai.

El desarrollo de la demostracion esta en el apéndice al capitulo 3.
Definicién: Diremos que h es un equilibrio estocasticamente estable si yu;, es positivo.

Es decir, h es un equilibrio estocasticamente estable si y solo si pertenece a alguna
ccr de menor potencial estocastico.
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Con ello hemos concluido la presentacion de los conceptos preliminares para
aterrizarlos en el juego adaptativo de negociacién evolutiva.

Capitulo 3.2

Juego de Negociacion Evolutivo con mecanica adaptativa
Ruta critica

Contamos con las herramientas basicas para iniciar el planeamiento de nuestro tercer
paso en el Programa de Nash, que es:

“El juego de Demanda de Nash, jugado adaptativamente, arroja como resultado el
producto de Nash maximizado.”

En la siguiente seccién desarrollaremos el modelo del juego en cuestion. Por ahora
podemos anticipar la utilizacién del teorema B. Lo que quizas haga falta mencionar
son las proposiciones y/o lemas necesarios para la utilizacién del teorema.

Ciertas premisas ya han sido enunciadas, mientras que otras faltan por
desarrollarse, la justificacion de la fragmentacién del hilo demostrativo responde a
la preferencia por un orden contextual.

Los resultados necesarios para la demostracion del Teorema B son:

LEMA 3.1: Freidlin y Wenzel, 1984. Sea P un proceso de Markov irreducible finito. La
unica distribucion estacionaria ptde P tiene la propiedad de que la probabilidad de cada
estado es proporcional a la suma de la probabilidad de sus z-darboles, es decir,

H(Z) = V(Z)/ZWEZV(W)i donde V(Z) = ZTETZ P(T) y P(T) = H(z,z')eT Pzz'

LEMA 3.2: Sea P® un proceso de Markov regular perturbado. Sea p® la inica distribucion
estacionaria para cada ¢ elemento del [0,e*]. Entonces, lirr& ut = u® existe, p° es
fotnd
distribucion estacionariade P* y u°(z) > 0 ©y = miny(2)
Z

LEMA 3.3 Para cada clase de recurrencia Hj € V°, y(z) = y;j para toda z € H;.

Las demostraciones de los tres lemas se encuentran en el Apéndice al capitulo 3.
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El juego de adaptacién para el problema de negociaciéon

Supongamos que tenemos dos poblaciones (clientes / abogados), donde cada una
queda determinada por una misma funcién de utilidad u(x), v(y) respectivamente. Las
funciones u y v son crecientes y posteriormente les pediremos también concavidad
como es usual dentro de la teoria de utilidad de los agentes. Supongamos también que
el punto de desacuerdo es d = (0,0). Sean x, y las partes que demandan los jugadores
de su respectiva clase. Sin pérdida de generalidad, normalicemos las funciones de
utilidad de tal manera que:

u(0) =v(0)=0
u()=v@) =1

Al principio de cada periodo, un jugador tipo 1 y un jugador tipo 2 son escogidos de
manera aleatoria dentro de sus poblaciones. Luego, los jugadores demandan una cierta
cantidad dentro del intervalo (0,1] simultaneamente. Los resultados y los pagos se
comportan de la siguiente manera:

Demandas Pagos
x+y<1 u(x), v(y)
x+y>1 0,0

Obsérvese que existen dos casos. Cuando las demandas exceden a 1, es decir, al
100% factible, el pago es 0 para ambos jugadores, y cuando no, se logra un acuerdo
conformado por las funciones de pago asociadas a las demandas solicitadas. En esta
forma de modelar el hecho de que entre los dos pidan mas que 1 equivale a que hubo
un desacuerdo y se da el pago d.

Este el llamado “Juego de Demanda de Nash” que presentamos en el capitulo 2. Como
alli hicimos con el fin de convertir al conjunto de estrategias en finito se le considera de
la siguiente manera:

Sea X5 = {6, 26, ...,1 — 6,1}, donde 5 puede ser tan pequefio como se desee.
Al juego de demanda con conjuntos de estrategias igual a X, le lamamos Gg

El proceso evolutivo es un juego adaptativo de memoria m y con una probabilidad
cometer de error ¢.

Sean 0 < a,b < 1, donde a,b son las proporciones respectivas de muestra con las que
cuenta cada jugador, de tal manera que am,bm son el tamafo de la muestra tomada
por los jugadores de su respectiva poblacion.

Sea (X!, y!) el monto de las demandas realizadas por los jugadores al tiempo t.

Al final del periodo t, el estado es:

ht = {(xt—m+1 yt—m+1) (xt yt)}

Al principio del periodo t+1, el jugador tipo 1 seleccionado toma una muestra de tamafio
am de los valores-y isélo la informaciéon de la poblacion adversaria!® Simultanea e

independientemente, el jugador tipo 2 toma una muestra de tamafio bm de los valores-
xenh',

6 Mas que adversario, complemento del jugador j, jeN.
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Sea g(y) la funcién de distribucion de demandas-y en la muestra del jugador 1 al tiempo
t.

Por lo tanto, G¢(y) = [, g*(2)dz

Por lo que con probabilidad 1-¢, el jugador 1 escoge la mejor respuesta dado G¢(y), que
es:

xt*1 = argmax{u(x)G'(1 — x)}
XeX§

Donde:

argg{r&)s( f(x) = {x €Xs f(x ) = E{ré)a};( f(x)}

A modo de ejemplo se puede pensar en la funcion f(x) = -x2, que se maximiza para x =
0, entonces argmax(—x2)=0.

Vemos también que la funcién a maximizar es u(x)G'(1-x), que depende solo de x, dado
t. La interpretacién de la misma es que se quiere maximizar la funcién de utilidad, sin
sobrepasar el limite, recordemos que si x + y = 1, implica que la utilidad es 0. Es por eso
que a la funcién de utilidad la multiplicamos por la probabilidad de que y < (7 - x).

Convencién: Forma de solucién de juego

Proposicion 3.3 Para cada &, un estado h es una convencion si y sélo si es de la
forma: h={(x,1—x),(x,1—x),...,(x,1 —x)}, de tamafio m y donde x esta en
{6,26,..,1—6,1}.

Demostracion: Cada pareja de estrategias es un equilibrio de Nash estricto del juego de
demanda con conjuntos de estrategias X5 si y solo si es de la forma (x,1 — x), con x en
{6,26,...,1-6,1} . Por lo tanto hesunaconvencion si y solo si es de la forma
{(x,1—-x),(x,1—x),...,(x,1—x)}. O

Entonces, en las convenciones, hay un aprovechamiento del 100% de los recursos,
x+(1-x)=1.

Obsérvese que el nombre de convencion esta justificado, pues es un estado en donde
cualquier miembro de la sociedad que pertenezca a la primera poblacién y participe en
la negociacion en ese estado, obtendra como informacion, a través de cualquier muestra
que tome, que todas las personas de la primera poblacién han elegido 7 - x, entonces
con probabilidad 17 - ¢, elegira de nuevo x ya que cualquier reparticion (x, 7-x) con x en
(0, 1) es un equilibrio de Nash estricto. Lo analogo es cierto para el jugador de la
poblacion 2. Sdélo se desviaran los participantes de la convencidon con una pequena
probabilidad. Entonces si hx se ha alcanzado, casi seguramente la sociedad
permanecera en ese estado.

Otra propiedad importante de las convenciones en el juego de negociacién es que
cuando los jugadores no cometen errores, es decir cuando ¢ =0, y las muestras son
suficientemente incompletas, entonces el proceso converge a alguna de las
convenciones, lo que se prueba en el siguiente teorema:
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TEOREMA A Sea el juego de adaptacion en el juego de demanda de Nash Gs, cuando
=0, la memoria m y los tamaiios de muestra son am y bm, para las poblaciones 1 y 2
respectivamente, con a y b positivos menores o iguales que Y. Todas las clases de
comunicacion recurrente son convenciones y son todas las historias con reparticiones de
la forma (x, 1-x) que se repiten los m periodos y donde x es factible de acuerdo a Gs.

Prueba. La prueba consiste en encontrar un entero positivo N y una probabilidad
positiva p (independientes del tiempo f), tal que desde cualquier estado inicial s, la
probabilidad de converger a una convencion con a lo mas N pasos es al menos p.

Se sigue que la probabilidad de NO alcanzar una convencion en rN pasos es, a lo mas,
(1 —p)", que tiende a cero cuando r - o . Por lo que el conjunto de caminos que NO
converge a un estado absorbente tiene probabilidad cero, que es lo que se quiere
demostrar.

Consideremos a la poblacion K dividida en dos clases A y B. Tomemos al azar dos

agentes a y [, los cuales cuentan con informacién minima dentro de las clases Ay B
respectivamente.

k 1 k* 1 ., . .y . .
Sean —<5 Y =3 la proporcion de la informacion de a y 3 respectivamente. Sin

pérdida de generalidad, sea k'< k. Supongamos que en un tiempo t = m el proceso se
encuentra en un estado:

S = ((xt—m+1:yt—m+1)' s (X, )’t))
Existe una probabilidad positiva de que los agentes a y B sean seleccionados en cada

periodo desde t+1, hasta t+k. También existe una probabilidad positiva de que a tome
una muestra especifica durante todos estos periodos.

o= ((xt—k+1'yt—k+1)' s (X, }’t))

y B otra muestra (posiblemente menor)
0 *= ((xt—k*+1'yt—k*+1)' ey (xt'yt))

Sean x*y y*las mejores respuestas a o y o respectivamente.

Para los periodos del t+1 al t+k, existe una probabilidad positiva de que, efectivamente,
a y B hayan demandado sus respectivas mejores respuestas (x*, y*)aocyao”.

Por lo que se tiene con probabilidad positiva un estado al tiempo t+k de la forma:
St+k = ((x—m+t+kJY—m+t+k)J v (X6 Y0, (X5, 97, 0, (X*»y*))

St+k = ((x—m+t+kry—m+t+k): vy (xt'yt)rp)

donde
[(X—mttair Vemat+i)s - (X, V)] tiene dimensiéon (m-k)

y
p =[xy, .., (x*y")] tiene dimensién (k).
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Para los periodos t+k+1 al t+2k, existe una probabilidad positiva de que los jugadores a
y B, o jugadores indistinguibles’, seleccionen una muestra de p, que en el caso de a
sera todo el conjunto p y para B una sub-muestra de p. También es posible que se
seleccionen las mejores respuestas, dadas las muestras, ((1 -y, 1 —x*)), lo que
genera la corrida:

p=[1-y,1-x,..,(1-y"1—x")] de dimension (k).

Por lo que al tiempo t+2k, con probabilidad positiva, el estado sea:
Si 2k <m

St+2k = ((x—m+t+2kry—m+t+2k)' Ty (xt,yt),p,p')Correcion

La suma de los tamafios de p, p” puede ser igual a m.

A partir de ahora, al tiempo t + 2k +1, con probabilidad positiva, el jugador tipo a tomara
su muestra de p, mientras que 3 escogera de la muestra p'. Los términos de p se pueden
ir olvidando si 2k = m, pero parece que se puede ir completando la muestra adecuada
con los nuevos que se van generando.

Un jugador tipo a escogera como mejor respuesta, 1-y, tras observar y como unica
demanda, tras kK movimientos idénticos de parte del jugador tipo 3, etc.

A partir de este momento, 2k periodos despueés, podrian haberse olvidado todo lo que
se sabia en el estado inicial, si % = % lo cual sera indiferente, ya que con probabilidad

positiva, los jugadores a y B tomaran muestras exclusivamente de los estados
generados con las mejores respuestas al estado inicial p, o las mejores respuestas dado
P, que son los estados de p'.

Al tiempo t + 2k +1, con probabilidad positiva se puede obtener como muestra, para el
jugador q, toda la muestra ((x*,y*), (X*, y*), ..., (x*, y*)) de tamano k, analogamente, una
sub-muestra de ((1-y*,1-x*), (1-y*, 1-x¥), ..., (1-y*, 1-x¥)) de tamafio k, para el jugador 3,
por lo que la pareja de mejores respuestas seria (1-y*, y*).

Sizk<m

St+2k+1 — ((x—m+t+2k+1'Y—m+t+2k+1)' oor X2kt 1 Ves2k+ 1), PP (1 — y*:y*))

si 2k =m+1

Str2ke1 = (@, P, (1 =y, y"),

si2k=m

Al tiempo t+2k+2, sélo podemos asegurar que un jugador tipo a, podra tomar las (k-1)
muestras mas recientes de p, puesto que la muestra mas antigua pudo haber sido
olvidada. Sin embargo, con probabilidad positiva, dicho jugador puede tomar la muestra
(%, %), e, (x%,¥%), (1 — y*,¥*)) de dimensién (k). Para fines de eleccion de una mejor
respuesta, a observara y’ inica como demanda por parte del oponente.

7 Son indistinguibles los jugadores con una misma muestra, si pertenecen a la misma clase, puesto que
se comportan del mismo modo por compartir la misma funcién de utilidad.
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Por su parte, el jugador B podra seguir tomando, con probabilidad positiva, una sub-
muestra de p’, por lo que la mejor respuesta sera: (1-y', y).

A partir del periodo t + 2k +1 fue posible generar el primer elemento de la que sera la
convencion (1- y', y). Se ha demostrado que es factible seguir obteniendo el mismo
registro en lo subsiguiente, por lo que se afirma que se alcanzara la convencién al tiempo
t+2k+m, que sera cuando la historia sea de la forma ((1-y’, y),...,(1-y, y)). =

Se sigue que desde cualquier posicion inicial, tras N=2k + m periodos, es posible
alcanzar una convencién de forma casi segura.

Este teorema es particularmente importante porque nos dice que las Unicas clases
de comunicacién recurrente son las convenciones y, entonces, delimita el conjunto
de posibles estados que pueden ser los equilibrios estocasticamente estables. Es
decir, considerando el limite del proceso P? cuando €¢—0 se puede determinar cual
de todos los estados es el de menor potencial estocastico que sera como dice el
teorema B el de mayor peso dentro de la funcion de densidad p(x) descartando los
otros candidatos.

Potencial estocastico como solucién del juego

Para caracterizar la convencion de minimo potencial estocastico de este proceso
recurrimos a la grafica BONSAI donde los vértices son las convenciones. Cada
convencion se puede identificar con una de las x factible de acuerdo a Gs.

Por el teorema de Young que es la culminacion de la seccion 3.2, basta encontrar
la convencidén de minimo potencial estocastico para obtener los equilibrios
estocasticamente estables del proceso evolutivo de adaptaciéon de la negociacion.

Tenemos, entonces:

1) Las clases de comunicacion recurrente de P° son las convenciones
[Teorema A]

2) Si Ptes regular (substituyendo la hipétesis de irreductibilidad por la de que,
para cada ¢ > 0, P¢ tiene una Unica clase de recurrencia), entonces 4« (x*)>
0 < x* es una convencion de minimo potencial estocastico.
[Teorema B]

Con lo anterior en mente, nos disponemos a replantear el resultado que aboga por
el uso de los Axiomas de Nash y su resultado consecuente.

A continuacién enunciamos el teorema fundamental de los procesos de adaptacion de
Young que es la version para el caso finito de un teorema de procesos de Markov
debido a Friedlin y Wentzel.

TEOREMA C: Sea Gs el juego discreto de demanda con precision O jugado
adaptativamente con memoria my tamarios de muestra am y bm, para las poblaciones 1
v 2 respectivamente, donde 0 < a, b < .. Los equilibrios estocdsticamente estables de
los juegos Gs convergen a la convencion correspondiente a la solucion asimétrica de
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. . .y . e e e .. b
Nash en juegos de negociacion, a saber, la unica division que maximiza u(x)a v(l —x) ,
cuando O converge a cero.

La interpretacién de los poderes de negociacién, en este caso, es que si ambas partes
tienen la misma funcion de utilidad (u=v), pero diferentes cantidades de informacion
(a=#b), entonces la solucion favorece al mejor informado. Con ello podemos interpretar a
dichos poderes de negociacion a, B de los que se hablé en el primer capitulo como la
cantidad de informacion a, b. La proporcion de informacion juega, en este proceso de
adaptacion, el papel de los poder de negociacioén.

La demostracion general del teorema la hizo Young en su articulo de 1993, nosotros
nos apegamos a su version de 1998 que es mas particular, pero resulta mucho mas
didactica.

Para demostrar el teorema en la version sencilla, hacen falta introducir dos supuestos:

6 Las funciones u y v deben de ser de Clase C1 y concavas.

(ii) Todos los errores son locales, en el sentido de que cuando un jugador no
escoge su mejor repuesta, dada una muestra, el error aleatorio que comete
no puede diferir de dicha mejor respuesta por mas de 6.

Como explicamos en la seccion 3.2, los equilibrios estocasticamente estables son las
historias con minimo potencial estocastico que tienen que estar en alguna de las clases
de comunicacion recurrente. En nuestro caso, debido al teorema A, sdélo pueden ser
algunas de las convenciones, es decir las historias que repiten m veces alguna de las
divisiones de la forma (x, 1-x). Trabajaremos entonces con la grafica que tiene como
Unicos vértices a todas las convenciones, es decir, a cada una de dichas reparticiones
(la grafica bonsai) para ver cual de todas es la que tiene asociado el arbol de minimo
costo (o potencial estocastico minimo).

Veamos como se calculan las resistencias r(h,h") de dicha grafica. Obsérvese que las
resistencias r( h,h") se calculan entre un par de estados, como su nomenclatura lo
especifica, por lo que calcular resistencias entre conjuntos (de comunicacion recurrente)
como seria meritorio para el caso de las graficas Bonsai, requiere de un proceso de
asignacion previa, lo cual es inmediato puesto que solo se necesita utilizar el estado
absorbente del ccr en cuestion.

Usemos un ejemplo con el fin de ilustrar el calculo de la resistencia de pasar de una
convencion a otra. Sea & = .1, y supdngase que partimos de la convencién que repite a
la reparticion (.2, .8). Si nos encontramos en tal convencion es porque las ultimas m
demandas han sido iguales, a (.2, .8). Para pasar a una convencion distinta y dado que
los errores son locales, los estados posibles son (.1, .9) y (.3,.7).

Supongamos que el jugador 1 comete el error de demandar .3 por varios periodos. Una
vez que los errores se acumulen, estos van a cambiar las expectativas del jugador 2. La
pregunta es:

¢,Durante cuantos periodos el jugador 1 debe cometer ese error, para que se engendre
una muestra para el jugador 2 tal que ya sea una mejor respuesta el elegir .77?

Dicho de otro modo, cuantos errores seguidos “i” provocan el cambio de la mejor
respuesta, frente a una muestra existente que contiene dichos errores en i de los m
posibles registros.
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Si i es el numero de errores que comete el jugador 1, cambiar a la convencion (.3,.7)
con este tipo de errores es conveniente (para jugador 2) cuando:

v(.7) = (1 —i/bm)*v(.8)
vl-(x+8)=A—-i/bm)*v(l—x)

La desigualdad anterior se justifica argumentando que la utilidad esperada del jugador
2, si demanda .7, va a ser mayor a que si pide .8, dado que existe una muestra que
contiene i errores. En consecuencia, considerando esta muestra, la utilidad esperada de
2, al demandar .7, es de v(.7). Mientras que si demanda .8, la utilidad esperada es
v(.8) (1-i/m) + v(0)(i/m).

Despejando a i de la expresion anterior, se obtiene:

i=bmx*[(v(.8)—v(7))/v(.8)]

Un procedimiento similar se puede hacer para pasar desde (.2,.8) a (.3,.7) mediante
errores del jugador 2 ;Cuantos errores seguidos tiene que cometer 2 para engendrar
una muestra tal que 1 decida elegir .4 frente a esa muestra? Si denotamos como j el
numero de errores del jugador 2, la desigualdad obtenida es la siguiente:

(/am)*u(.3) = u(.2)

...que se puede interpretar como que al jugador 1 le conviene empezar a demandar .3,
en vez de su habitual .2. Despejando la ecuacion anterior para j, tenemos:

j = lam*u(2)/u(.3)]
Entonces, la resistencia de pasar de la convencion que repite (.2, .8) a la que repite (.3,
.7) es el minimo entre am * [u(.2)/u(.3)]y bm * [1 — v(.7)/v(.8)].

En general, six e X5, la resistencia de pasar de la convencion correspondiente a (x, 1-
x) a la correspondiente a (x +3, 1-(x +8)) se denota como r(x, x+0 ) y es igual a:

r(x,x + J) =min{bm(1—v(1_ (x + é))),am( u(x) )}

v(1—x) u(x +9)
. . ~ v(1- (x + 9)) u(x)
Para 5 suficientemente pequefa, bm (1 - W) €s menor que am (u(x+6)) y una
buena aproximacion es:
v(1l—x
r(x,x+6)=d*bm ( )v(l—x)

La aproximacion se deduce de la definicion de la derivada de una funcion.

Observemos que v es una funcién creciente, entonces si x crece, entonces 1-x decrece
y lo mismo ocurre con v(1-x). Por otro lado como v es cdncava, entonces v’ es
decreciente y v'(1-x) crece al crecer x. Es decir, r(x, x +3) es creciente.

Por otro lado, la resistencia de pasar de (x,1—x)a (x — 0,1 — (x — d)) se denotara
como r(x,x — 0) y esigual a:
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rxr= o) = minfon (1= 282D (D)
w9

Por analogia, para & suficientemente pequefia, am( D

) €S menor que

v(1-x) H i A .
bm (m) Y una buena aproximacion es:

r(x,x —06) = § am™ )

u(x)
r(x,x — 6) es decreciente pues u es creciente y u” es decreciente.

La resistencia de pasar de x a un vértice no vecino, es mayor, que pasar al vértice vecino
en la misma direccién, esto debido a que los errores son locales, y para pasar al vértice
no vecino, hay que pasar por el vecino primero y las resistencias son no negativas, por
lo que podemos ignorar dichas transiciones. Entonces, para cada vértice el arbol que
une a cada vértice a través de vecinos es el de minimo costo.

Podemos observar las funciones r(x, x+3) y r(x, x-6) en la grafica 3.1. Podemos asociarle
a cualquier x no negativa la convencién que repite el equilibrio de Nash estricto (x,1-x)
y reciprocamente.

Es claro que cada x” tiene asociado como arbol de minimo costo o potencial estocastico
aquel que dirige a las convenciones con una x mayor que X hacia la izquierda con

resistencia r(x” — 6,x") y las que parten de una x menor que x” tendrian un costo r(x~
+ 6,x).

La gréafica se muestra a continuacion:

r (X, x-9)

|
I
I
I
—

—

Grafica 3.1

Construyamos la grafica dirigida, cuyos vértices son las convenciones correspondientes
a X, para toda x X los pesos de las aristas quedaran determinados por las
resistencias.

Consideremos la funcion:
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fs(x) = min { r(x, x +3), r(x, x -6)}

Ahora fijémonos en el maximo de fs. La funcion r(x, x +3) es creciente y la funcion r(x, x
-8) es decreciente en X, entonces el maximo se alcanza en la £ que iguala a r(x, x +3)
con r(x, X -3), si X pertenece a Xs, si no es asi serian los dos puntos de Xs mas cercanos
a x. Claramente las convenciones que tienen asociado arboles de minimo costo son las
que corresponden a las x* en X5 que maximizan a fs, ya que esos puntos siempre tienen
las flechas dirigidas de tal manera que usan la resistencia menor posible. Cada una de
estas flechas tiene menor resistencia que cualquier flecha que salga desde x. Como el
dominio de f5 es discreto, tendremos a o mas dos maximos, y de existir mas de uno, la
funcidn alcanza su valor mas alto para convenciones vecinas. Supongamos que en Xs
es que fs alcanza su maximo.

Entonces el maximo se alcanza en el punto X (0 en los dos mas cercanos a éste de X5)

La interseccién de las funciones de resistencia garantiza que ningun jugador se vera
tentado a mejorar su porcién dentro de la negociacion.

En resumen:

- Las soluciones son en forma de convencion.

- Las unicas transiciones "candidatas" son entre convenciones vecinas.

- Laraiz del arbol con potencial estocastico esta lo mas cercano posible (version discreta
Xs) ala x*tal que el maximo de la funcion fs = fs(x*).

Hacer una transicion que no sea en la direccidon indicada por fs implica costos de
transicidon mayores, a saber Fs(x) = max{r(x, X +3), r(x, X -6)} y Fs(x) = f5(x) para toda x €
Xs.

Se sigue que X5 es la convencidon con minimo potencial estocastico, es decir es un
equilibrio estocasticamente estable del proceso adaptativo con juego Gs. Podria haber
dos equilibrios estocasticamente estables si existen dos maximos de f;,

Veamos ahora la relacion de los equilibrios estocasticamente estables del proceso con
la solucién de negociacion de Nash.

Si 6 es pequefio, podemos usar las aproximaciones de las resistencias, y el maximo de
fs esta en la interseccion de dichas funciones, a saber:

En el punto de interseccion x5 se da la igualdad:

v(l-x) u (%)
6*bmm— 6*amu(x)
u(x) v(l-x)

amu(x)_ mv(l—x) =0

Que no es otra cosa que la condicion de primer orden para maximizar:
a * ln(u(x)) + b *In(v(1 — x))

Como la funcién logaritmo de una funcién concava es céncava, basta esta condicion
para que x5 sea el maximo de la funcién.

Que es equivalente a maximizar:
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axu(x)+b+*v(l—x)

Es decir, hemos encontrado que los equilibrios estocasticamente estables de los
procesos adaptativos en los juegos de negociacion, cuando 6 tiende a cero convergen
a la misma solucion que haber jugado cooperativamente un juego de negociacién, bajo
los axiomas de Nash. La metodologia de trabajo dicta que la coincidencia de resultados
es un paso mas en la fundamentacion que lo que se espera de poblaciones reales que
negocian repetidamente es que se comporten de acuerdo a lo previsto por Nash.

Para complementar nuestra discusion, sera interesante introducir un ejemplo
experimental de una negociacién y sus respectivos resultados para reforzar la
relevancia del Producto de Nash.
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Apéndice (Capitulo 3)

LEMA 3.1 Freidlin y Wenzel, 1984. Sea P un proceso de Markov irreducible finito. La
unica distribucion estacionaria pde P tiene la propiedad de que la probabilidad de cada
estado es proporcional a la suma de la probabilidad de sus z-arboles, es decir,

wz = v(2)/Ewezv(w), dondev(z) = YreT, P(T) y P(T) = llzzer Prr

Demostracion:

Imaginemos los estados como vértices de la grafica. Para cualesquiera dos estados zy z” distintos,
denotemos la flecha dirigida de z a z" con el par ordenado (z, z).

Def. : z- ciclo:
Un z-ciclo es un subconjunto C de flechas tal que:

1) C contiene un unico ciclo dirigido que contiene a z
i1) Para todo w que no es elemento del ciclo, existe una unica ruta en C que vaya
de w al ciclo.

Grifica Ap.1

Sea Cz el conjunto de todos los z-ciclos.

Sea w en el z-ciclo tal que pertenece al unico ciclo y (w, z) pertenece a la grafica C, entonces se
sigue, gracias a las dos definiciones anteriores que:

Un z-ciclo C puede ser descrito de la forma:
C=T u{w2)} (a)
donde T es w-arbol con w#z.
En efecto, al agregar una arista dirigida (w,z) al w-arbol obtenemos:
1) Un tnico ciclo

i) Por definicion de w-arbol, toda trayectoria dirigida hacia el ciclo (w es elemento del
ciclo), es tnica.
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De igual forma, si w pertenece al ciclo y (z, w) es parte de la grafica C se puede construir C con
un z-arbol,

C=T U{(z,w)} (b)

usando el argumento de que toda trayectoria a z es unica y que z es elemento del ciclo.

Sea P un proceso de Markov irreducible sobre Z.

Con la igualdad P(S) = [l(zz)es P2z tenemos definida la probabilidad de un conjunto de
estados.

Denotemos como v(z) a:

v(z) = Z P(T)

TET,
La definicion e interpretacion de v(z) son mas que idoneas para describir las siguientes
propiedades:

Y PO = ) vR.,

CeCy, WIW#Z

Recordando la ecuacién (a), vemos que se trata de la probabilidad de estar en la raiz de w-arbol
(soporte de arboles) y pasar después a z, para toda w distinta de z.

Analogamente, recordado (b):

DY PO =) ) P

CeC, WW#Z
Se sigue que:
z v(W)Py, = v(z) Z Py
W:W*Z W:W*Z
Como: ZW:W#:Z PZW =1- Pzz
V(@) D Pay =@ (1= Py)
WW*Z
Finalmente:
V(@) =v(2) ) Py
=4

Se concluye que v(z) es un vector propio de P asociado a 1.

Ademas,

@) = Y VWP,

WIW#FZ

Para llegar al resultado del teorema sélo falta normalizar.
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W@ = ) VIR, ) vw)

WEZ WEZ

Esto es cierto porque avP=av, para toda a, en particular cuando a = Y, yez V(W)

u(z) = v(z)/z v(w), donde v(z) = Z P(T)

WEZ TET,

LEMA 3.2 Sea P° un proceso de Markov regular perturbado. Sea pi° la unica distribucion
estacionaria para cada ¢ elemento del [0,e*]. Entonces, ling put = u° existe, 1’ es
E—

distribucion estacionariade P’ y u°(z) > 0 & y = miny(2)
z
Demostracion:

Sea para todo z en Z,
v@ = > ] Parer
T€T, (Z,2)ET

Por el Lema 3.1 la distribucion estacionaria p° tan s6lo es una normalizacion de v(z) que satisface

Xu(z) =1

Seay = mZin v(z)

Por demostrar:

limpg >0 & y(2)=7

Para todo z-arbol T* en T,*, la resistencia de T* es:

r(T*) = Z r(z,z")
(z',z")eT*

Dada una z en Z, existe (por definicion de y) un z-arbol T* tal que r(T*) = y(2).
En efecto, al menos un arbol de la clase de arboles, con raiz en z, tiene el minimo peso.

Considere la identidad:

i P: . = T (T)-Y ez )pZ&‘,Z,,

(z',z)eT* (z',z2")eT*
La propiedad anterior puede ser justificada, si se considera que:

[z zere e"(@2") = 7T consecuencia de la definicion r(S), SCZ.
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Dado que y(z) es finito, se obtiene que:

0< lim e 7@29pE < o
07t z.z

Por un lado, si v(T*) >y

lim " T)-Y = ¢
e-0t ’

Por otro lado, si 7(T) = y(z) > 7,VT €T,

lim e 7vé(z) =0

e-0t ( )
En efecto, la cantidad de errores tamafio € que hay que cometer para terminar parados en z, dado
que z no es quien minimiza y(z), es mayor al minimo de errores ¥ que se cometen si se transita
en direccion a un estado estacionario. Es decir, v(z) es de orden mayor a €”, por lo que el limite

converge a Ccero.

Ahora, sir(T) =y(z) =y _
0< li%l+ eTve(2) <
E—

Por el lema 3.1:

w(z) =77 v(z)/ Z eV v(w), dondev(z) = Z P(T)

WEZ TET,
Se concluye que:

lim ué(z) =0 siy(z) >y

e-0t

lim ué(z) >0 siy(z) =7

e-07F

Se demostrd que en particular, lin(q) ué(z) = u° existe y que su soporte es exactamente aquel
E—

conjunto de estados z que minimizan y(z), el potencial estocastico.

Al tratarse de un proceso perturbado regularmente, P=— P9, y como pesatisface la ecuaciéon pe Pe
= pe para todo € > 0, se concluye que po PO = po, en otras palabras, p° es distribucion
estacionaria de PO.

Con esto hemos terminado la demostracion del lema 3.2

Como p° es una distribucion estacionaria de P°, u2= 0 para todo estado z que no pertenece a una

ccr, por lo que es suficiente calcular y sobre las clases de comunicacion recurrente, que como ya
vimos 7y es constante sobre cada clase de recurrencia H; de P°.

LEMA 3.3 Para cada clase de recurrencia Hj € V°, y(z)=y; para toda z € H;.
Fijese un estado zj en cada clase de recurrencia H;.

P.D. y(z)<v;
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1) Fijese una clase Hjy Tjun j-arbol en I’ O tal que su resistencia sea r(T;) = v;.
Construiremos un z-arbol en la grafica perturbada de los estados I'" cuya resistencia sea
i

2) Para toda i#j, existe una tnica flecha (i,i") € Tj cuyo peso es ri;-.

3) Sea " S I la trayectoria que une a z con z: de peso minimo (es decir ;). Esta
trayectoria de peso minimo que une a H; con Hj-.

4) Considérese T;" € H; un z-arbol.
T tiene |Hj|-1 flechas dirigidas; y por ser H;una clase de recurrencia de P°, r(T;") = 0.

5) Para todo estado z € UH; U (", sea &, una trayectoria dirigida de z a UH; tal que su
resistencia es cero. De no existir dicha transicion nula, z seria elemento de una clase de
recurrencia. Finalmente, sea szla unioén de flechas de:

)T, i
b) Ci” (LiNET;
c)&, z¢ UH Ul

Por construccion, para todo vértice en Z, existe una Unica trayectoria dirigida en sz al
previamente fijado z;. Por lo tanto, Tzl.es un z-arbol y tiene resistencia igual a y;.

Tomando en cuenta la definicion de la resistencia de un estado z; (y(z;)) que es la resistencia
minima de todos los z; — arboles llegamos a que y(z;) < y;.

P.D. ]/(ZJ) = Vi

Para demostrar que y(z;) = y;, fijemos una clase de recurrencia Hj cualquiera y el z.arbol de peso
minimo 7%;* de todos los zj-arboles en I'*. T_;* tiene resistencia igual a y(z;).

Con base en 7%;*, construiremos un Hj-arbol con resistencia igual a y(z;) en la grafica bonsai.

Para lograrlo, primero etiquetamos algunos de los vértices de 7%*.

1)_Vértices especiales:

[13%4]

Para cada clase de comunicacidén recurrente H;, pongamos una etiqueta “i” a cada vértice
perteneciente a dicha clase. A estos vértices que pertenecen a alguna de las clases, les llamamos
especiales.

2) Vertices delta:

Los vértices delta € T,;* son aquellos, a los que llegan dos o mas flechas. Procedamos a etiquetar
aquellos vértices delta, con la etiqueta “i” si se cumplen las dos propiedades siguientes:

2.a) El vértice delta "y" no estd en Hj, V H; € Z (por lo que actualmente no tiene etiqueta) y

2.b) Existe un camino de resistencia cero desde y hasta H;. Si existe mas de una ccr tal que existe
una trayectoria de resistencia cero que una a y con cada una de estas clases, la “i” es la etiqueta
correspondiente a cualquiera de ellas, por ejemplo, eligiendo al azar.

Obsérvese que el camino de resistencia cero tiene que existir, para alguna “i”, porque H; es una
clase de recurrencia de P°, por lo que la convergencia es casi segura a algiin elemento de dicha
clase, para lo cual, es necesario que exista el camino de resistencia cero.
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3) Predecesor especial de z:

Un predecesor especial “z” de z, es aquel vértice especial que cumpla con las siguientes
propiedades:

3.a) 3 un camino de z; a zen T,;*
3.b) A otro predecesor especial zi'en el camino de zj a z

Propiedad P1:

Si z; es un predecesor especial de z, entonces es el inico camino desde z; a z, y tiene una resistencia
Ik ... como minimo. Donde “k” es la etiqueta de z.

i.e. 1(zi,z)>Ti, lo cual es claro puesto que, cuando menos hay pasar de un elemento de H; a otro en
H.

A continuacion procederemos a aplicar ciertas operaciones sobre 7;* que mantendran la
propiedad P1, y que a su vez, haran que se pueda construir el arbol buscado en la grafica I'’, con
el fin de poder comparar el potencial estocastico con el soporte de la grafica I'’ y el de la grafica
', respectivamente.

La iteracion de dichas operaciones tendra como resultado eliminar todos los vértices delta.

Operacion: “Corta y Pega” Consideramos en 7%;* un vértice especial z y un vértice delta y con la
misma etiqueta que z. Tenemos dos casos:

1- zno es predecesor de y.
2- zes predecesor dey.

En el primer caso, cortamos las ramas que llegan a y. Posteriormente las pegamos de tal manera
que lleguen a z, obtenemos un arbol en el que y es un vértice final y deja de ser delta.

En el segundo caso, de nuevo cortamos las ramas que llegan a y, excepto la que pasa por z.
Posteriormente las pegamos de tal manera que lleguen a z, obtenemos un arbol en el que y ya no
es un vértice delta. A pesar de que a z pueden llegar dos 0 mas flechas, eso no lo convierte en
vértice delta, pues pertenece a una ccr.

En ambos casos, con las operaciones obtenemos un nuevo arbol en la grafica de los estados que
tiene un vértice delta menos y sigue teniendo la misma resistencia que antes, es decir y(z;).

En un niimero finito de pasos, habremos construido un arbol 7 que no tiene vértices delta vértices.
En el nuevo arbol, existen trayectorias que unen a cada una de las ccr con H; (la ccr que contiene
a z;) a través de trayectorias que unen vértices especiales z; de diferentes ccr con z;. Cada una de
estas trayectoria es al menos de valor riy y dicho nuevo arbol tiene potencial estocastico y(z;).
Construimos un arbol en la grafica bonsai que tenga flechas, donde estan las trayectorias de 7 que
unen a los vértices especiales de dos cer. Este arbol tiene resistencia menor o igual que y(z;) y es
un Hj-arbol que tiene resistencia mayor o igual que la del Hj-arbol de minima resistencia que es
y;- Por lo tanto, y(z;) = ;.

Es decir y; = y(z).
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TEOREMA B de Young . Para un juego de adaptacion sobre un juego J= (N, {D;},
{@}) finito si P¢ es una perturbacion regular de P correspondiente a &, entonces u* el
limite de u*® cuando ¢ tiende a cero existe. Ademas, u*P=u*y las coordenadas positivas
de u* corresponden a las clases de comunicacion recurrente de minimo potencial
estocastico.

Por el lema 3.2, sabemos que el limite de u® cuando ¢ tiende a cero existe y que aquellas
coordenadas que son distintas de cero corresponden a clases de comunicacion recurrente
con minimo potencial estocéstico yj, sin embargo, las graficas I'° que se utilizan para
llegar al resultado son las que tienen como vértices a los conjuntos de comunicacion
recurrente (grafica Bonsai) y no la grafica I'* cuyos vértices son los estados del proceso
P?, por lo que los potenciales estocasticos y(z) a los que se refiere el resultado no son los
mismos. Gracias al lema 3.3 sabemos que y(z)=yj para toda z € H; y para cada clase
de recurrencia Hj € V0. Teniendo en cuenta esta relaciéon entre ambas graficas el
resultado del lema 3.2 se generaliza dando lugar al teorema B.
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CAPITULO 4 Fundamentacién Experimental

El mundo real y el programa de Nash

Hemos interpretado al programa de Nash como la busqueda de fundamentar la solucion
axiomatica a través de modelos de negociacién que representen a las que ocurren en
el mundo real, en las que personas con muchas limitaciones de racionalidad e inmersas
en una sociedad que influye en ellas llevan a cabo una negociacién para hacer una
reparticion.

Una pregunta muy importante seria ¢ Las negociaciones reales se hacen de acuerdo
con la solucién de Nash o siquiera se le acercan? Hay mucho trabajo realizado en
torno a esta problematica y se ha desarrollado en varias direcciones, principalmente
en las tres que describimos a continuacion:

a) Aplicaciones de los modelos a situaciones reales. Por ejemplo, existen

aplicaciones del modelo de Stahl-Rubinstein a negociaciones del mundo real, en
donde se contrastan exitosamente las previsiones del modelo con las
situaciones que se dieron en ellas. Por mencionar un ejemplo, A. Okada
desarrolla un modelo para las negociaciones que se hicieron para establecer el
protocolo de Kioto y contrasta con los datos estadisticos en que se encontraban
los diversos paises. Segun las conclusiones del autor, el modelo logra prever la
posicion que tomaron varios de ellos en esta negociacion, por ejemplo, la
negativa de Estados Unidos a firmar el protocolo.

Simulaciones computacionales. Por ejemplo, el modelo computacional
basado en agentes es una de las metodologias utilizadas para analizar a los
juegos de negociacion. Este modelo trata de responder a la pregunta ;Cdémo
pueden las interacciones locales de agentes autbnomos heterogéneos generar
patrones de la sociedad en su conjunto? Y crea un buen ambiente para
experimentar con el modelo de Young. Los agentes de este método no son los
agentes agregados o agentes promedio propios de la macroeconomia. Ellos son
heterogéneos y cambian a lo largo del tiempo como los existentes en las
poblaciones reales. Son auténomos, aunque estan condicionados por normas
sociales o instituciones que a su vez han tomado forma por la interaccion de
agentes. Los agentes tienen racionalidad acotada, es decir, informacion y poder
de computo limitados.

Dada una regularidad social que debe ser explicada, por ejemplo en una

negociacién, los experimentos basados en agentes son como sigue: Se
considera una poblacion inicial de agentes heterogéneos y autonomos situada
en un ambiente espacial relevante que les permite interactuar de acuerdo a
reglas locales simples. Se estudia que regularidades se generan desde la
situacion inicial. Es un camino generativo para responder a la pregunta
planteada.

R. Axtell, J. Epstein and P. Young [2001] consideran un juego de negociacién
con muy pocas opciones y jugadores con el mismo poder y contrastan los
equilibrios estocasticamente estables de un proceso de adaptacion (al estilo del
que expusimos en el capitulo 3 con algunas variantes) con los resultados de las
simulaciones correspondientes. Mientras los equilibrios estocasticamente
estables prevén, en el largo plazo, una sociedad que se apega a la reparticién
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mas igualitaria posible, que seria la que corresponde a la solucion de Nash, en
dicho caso, lo que describen las simulaciones es que la concentracién de la
riqueza en una de las partes pueden surgir y permanecer durante un enorme
cantidad de periodos, suficiente para que no se vea mas que ese patrén durante
la mayor parte de la existencia de una sociedad. Se trata de un desequilibrio
persistente. Los problemas de determinar cuanto tiempo tarda en alcanzarse el
equilibrio que prevé el modelo o la existencia de desequilibrios persistentes
tienen gran importancia tanto teérica como practica.

d) Otro tipo de trabajos estan basados en experimentos de juegos de negociacion
dentro del laboratorio. En estos experimentos, personas que se presentan
voluntariamente participan en negociaciones disefiadas, a veces entre ellas
mismas, otras contra computadoras programadas. Dos libros muy interesantes,
entre otros, que analizan este tipo de experimentos son el de A. Roth y J.
Murnighan [1982] y el de K. Binmore [2007]. Este ultimo muestra que las
personas que participan en el juego del ultimatum no hacen induccién hacia atras
y, sin embargo, se acercan al equilibrio perfecto en subjuegos, es decir a la
solucién de Nash. Mas parecieran basarse en puntos focales que son producto
de experiencias colectivas o creencias sociales de tratos “justos” de acuerdo a
la negociacion que se realiza. Es lo mismo que ocurre en algunos experimentos
analizados en el libro de A. Roth y J. Murnighan.

En las dos siguientes secciones esbozamos brevemente algunos trabajos realizados
en las direcciones b y c.

Simulaciones: ;Qué tan largo es el largo plazo?
La acumulacion de riqueza, un estado de desequilibrio persistente

El problema del tiempo en que se alcanza un equilibrio estocasticamente estable, del
que el teorema de Young nos asegura su existencia, es muy importante. Si queremos
prever los patrones que realmente surgiran en una comunidad sumergida en un
conflicto, importa el tiempo en que se alcanzara un estado de equilibrio o por lo menos
acercarse a él. Si un equilibrio se alcanzara en un tiempo enorme relativo al de actuacién
de la sociedad que estudiamos, entonces dicho equilibrio no informa nada importante
de dicha sociedad. En este asunto, una buena simulacion puede dar mucha luz sobre
lo que se puede esperar realmente. Esbozaremos brevemente esta cuestion,
introduciendo un modelo muy simplificado de negociacién disefiado por Robert Axtell,
Joshua Epstein y Peyton Young [2001]. Estos autores contrastan los equilibrios
estocasticamente estables de un proceso de adaptacion en un juego de negociacion
con muy pocas opciones y los resultados de las simulaciones correspondientes.
Mientras los equilibrios estocasticamente estables prevén, en el largo plazo, una
sociedad igualitaria, en las simulaciones, la acumulacion de riqueza puede surgir y
permanecer durante un enorme periodo de tiempo, suficiente para que no se vea mas
que ese patrén durante la mayor parte de la existencia de dicha sociedad. Se trata de
un desequilibrio persistente. La realidad, llena de sociedades con clases ricas y pobres,
nos dice que las simulaciones son mas utiles para estudiar el problema. Mejor que
responder la pregunta ;Puede explicar esto? es contestar a 4 Puede hacerlo emerger?

Construyen su proceso especifico en una poblacion sumergida en una version del juego
de demanda de Nash. En este juego, partiendo de agentes iguales, en cuanto a riqueza
y poder, puede ocurrir que la propiedad se acumule en unas pocas manos. Esta
acumulacion no ocurre como un estado al que se tiende asintéticamente, es decir, la
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acumulacion no corresponde a la solucion de Nash, que es el unico equilibrio
estocasticamente estable. Sin embargo, en la simulacion que llevan a cabo repitiendo
el juego de demanda con un proceso adaptativo es un estado que se alcanza desde
varias posiciones iniciales tomadas aleatoriamente y al que resulta muy dificil abandonar
una vez alcanzado. El tiempo que requiere es enorme considerado relativamente a la
vida de la sociedad estudiada.

En la version del juego de demanda que utilizan Axtell et al, las estrategias de los dos
jugadores consisten en la estrategia B que es pedir el 30 por ciento de la riqueza a
repartir, M pedir el 50 por ciento y A el 70 por ciento. Los pagos se expresan en la
siguiente matriz:

.3,.3) (3,5 (3.7
(.5,.3) (5,.5) (0,0)
(7,.3) (0,00 (0,0)

Los equilibrios de Nash estrictos son (M,M), (A,B) y (B,A).

La dinamica de adaptacién es como sigue. En primer lugar, cada miembro de la
poblacion puede enfrentarse a cualquier otro distinto que él. No hay jugadores columna
y renglon. El numero de individuos de la poblacion es par y en cada periodo son
apareados aleatoriamente (con posibles repeticiones de los jugadores) y se realizan n/2
encuentros. Una persona puede participar mas de una vez en un periodo o no participar,
respetando la paridad del numero de jugadores. Su experiencia le servira para formar
una creencia de como es la probabilidad con la que sus oponentes utilizaran sus
estrategias. Es decir, cada miembro de la poblacién tiene memoria sobre lo que han
elegido sus oponentes en los ultimos m encuentros y es lo que sera su base para
optimizar con una alta probabilidad, mientras que con una pequefia probabilidad se
desvian del 6ptimo eligiendo su respuesta al azar. Cada agente tiene una memoria
distinta. Ademas, la poblacién esta partida en dos tipos de agentes. La caracteristica en
que se basa esta divisidon no otorga ningun poder dentro del juego. Puede tratarse del
color de la piel o del de los ojos o0 si son hombres o mujeres, o gordos o flacos. A pesar
de no otorgar algun tipo de fuerza, la memoria de los agentes recuerda como han
actuado frente a él mismo los de cada uno de los tipos y al enfrentarse a un agente
utilizara solamente la parte de su memoria relativa a los del tipo al que pertenece su
oponente. Si es la primera vez que se enfrenta a alguien de un tipo elegira azarosamente
con la misma probabilidad cada una de las 3 estrategias disponibles.

La dinamica sigue como antes, una restriccion que significa que cada persona olvida
lo que le paso en el enfrentamiento mas viejo y agrega el mas nuevo, puede también
ser el mismo. Los equilibrios de este proceso se componen de dos partes que nos dicen
cudl es el patron de conducta (reparticion emergente) al enfrentarse, tanto entre agentes
de la misma clase, como de tipos distintos. Este proceso resulta ser un proceso de
Markov perturbado regularmente y el teorema de Young establece que el unico equilibrio
estocasticamente estable del proceso es en el que los n participantes tienen memoria
de que todos sus oponentes, tanto de su propio tipo como del otro, y han elegido la
estrategia M durante los m ultimos periodos. Este equilibrio es alcanzado desde
cualquier estado, pero ¢lo hace en un tiempo razonable? Resulta que no ocurre asi.

Axtell et al llevan a cabo un enfoque computacional basado en agentes. Sitian a una
poblacion inicial de agentes heterogéneos y auténomos en un ambiente espacial
relevante permitiéndoles interactuar de acuerdo a reglas micro locales y simples y
estudian que regularidades se generan desde esa situacion inicial. Los autores reportan
que partiendo de varias situaciones iniciales en un numero no muy grande de iteraciones
se alcanza el equilibrio igualitario tanto frente a los iguales como frente a los diferentes.
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Pero también existen muchas situaciones iniciales en las que, a pesar de que en el
enfrentamiento entre iguales emerge una situacién igualitaria, todos eligen M, se llega
a la concentracion de la riqueza clases en los enfrentamientos entre desiguales. Esta
situacion no es esporadica, en el sentido de que se pasa por ella y se abandone
rapidamente. Alcanzar el estado de concentracion de la riqueza en las manos de los
que pertenecen a uno de los tipos de la poblacion implica quedarse en dicho estado por
al menos 10°® iteraciones que es un numero enorme en cuanto a la vida de una sociedad.
Es decir, lo que se observaria es una sociedad clasista y la tendencia al igualitarismo
(soluciéon de Nash) que es propia del equilibrio estocasticamente estable no se
detectaria.

Economia experimental (Juegos experimentales)

Se conoce con el nombre de economia experimental a los estudios basados en ciertos
experimentos econdmicos, realizados principalmente con la participacion de estudiantes
de este gremio. La gran mayoria de estos experimentos estan disefiados con algun
juego. Particularmente, se han usado abundantemente los modelos que podriamos
llamar “juegos de negociacién” como el juego de demanda de Nash, el juego del
ultimatum, simplificaciones del modelo de Rubinstein, etc. Aqui presentamos algunos
experimentos tomados del libro de A. Roth y J. Murnighan.

Experimento 1:

A dos personas se les entregaron cien boletos de loteria a repartir. La probabilidad de
ganar un premio era proporcional al numero de boletos que cada uno recibi6 tras la
negociacioén, pero los premios diferian segun el jugador. El premio, de conseguirlo, para
el jugador A, era de $20, mientras que el del jugador B era de $5. Si los boletos se
repartiesen en proporcion 20:80, la esperanza de pago para ambos jugadores seria de
$4. Si asumimos que los jugadores conocen el valor de los premios, esta reparticion
seria un punto focal. Sin embargo existe un segundo punto focal, que es la divisién
igualitaria de boletos. De hecho existe un tercer punto focal, que es a la mitad de los dos
focos anteriores. No obstante, de no tener informacién acerca de los premios, los boletos
tendrian virtualmente el mismo valor, por lo que la Unica convencion posible seria dividir
los boletos en proporcién 1:1.

En vista de la observacién anterior, se llega a la hipotesis de que la informacion durante
el juego puede afectar la resolucion del mismo. Es por eso que se disefiaron variantes
para el juego. Dentro de los tipos de informacion, se destacan dos para la
experimentacion:

Informacion acerca del valor de los premios. Informacién referente a la informacion con
la que cuenta cada jugador (meta-informacion), o conocimiento en comun.

Durante los experimentos efectuados por Roth en 1985, se hicieron pruebas sobre
varios escenarios, uno de ellos, el conocimiento comun, que se genera al informar a los
jugadores que su contraparte, cuenta con la misma informacion (que ellos mismos).

Es decir, que cada jugador sabe, que el otro jugador sabe, lo que cada uno sabe, etc.

Dados simultaneamente los dos criterios de informacién, se generan cuatro escenarios,
como lo muestra la grafica a continuacién®.

8 YOUNG, H.P., "Individual Strategy and Social Structure", Princeton University
Press, 1998. Pag. 115
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Conocimiento Mutuo Sin Conocimiento Mutuo

Boletosdel Boletosdel
JugadorA Jugador A
20 25 30 35 40 45 50 20 25 30 35 40 45 50

Distribucidon de valores cuando ambos jugadores conocen el valor de los boletos.

Conocimiento Mutuo Sin Conocimiento Mutuo

Boletosdel Boletosdel

Jugador A JugadorA

Distribucion de Valores cuando ambos jugadores desconocen el valor de los boletos.

Los experimentos refuerzan la hipotesis que afirma que, a mayor cantidad de puntos
focales, mayor es la probabilidad de discordancia. En experimentos con dos puntos
focales (cuando los jugadores conocen el valor de los premios, independientemente del
conocimiento comun), la frecuencia con la que no se llegd a un acuerdo, fue del 22%,
comparado con un 11%, cuando el punto focal era unico. Notable fue también el patrén
de dispersion, que en el caso de dos puntos focales, los acuerdos se esparcieron entre
las convenciones, mientras que al existir un solo punto, los acuerdos se concentraron
cerca del mismo.

Entonces podemos distinguir dos factores que afectan el desarrollo de un problema de
negociacioén: informacion y puntos focales (convenciones). Sin embargo, no hemos
hablado de cémo llegar a dichas convenciones. Para ello partiremos del supuesto de
que las acciones pasadas afectan el presente. Es decir, que la solucion de las
negociaciones, dependen de soluciones anteriores, o bien, que los negociadores
pueden ser persuadidos a favor de un punto focal en particular, influidos por las
negociaciones anteriores. Este hecho fue confirmado experimentalmente (Roth &
Schoumaker 1983) de la siguiente manera:

Experimento 2

El escenario es el mismo que en el experimento 1, s6lo que esta vez, los jugadores
negociaron 25 veces seguidas un juego con conocimiento comun (dos puntos focales).
Lo que no sabian era que durante las primeras 15 rondas, jugaban contra computadoras
pre-programadas para jugar un punto focal en especifico. Tras dichas rondas, se
ordenaron a los participantes usando como criterio de pareo, el mismo tipo de punto
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focal usado por las computadoras con ellos. No solo eso, sino que una vez pareados los
participantes, se publicaron los ultimos 5 acuerdos realizados por cada uno.

La conjetura de que los jugadores seguirian jugando el mismo punto focal en las ultimas
rondas se confirmd experimentalmente, incluso en los casos en los que los jugadores
pudieran haber exigido una mayor parte de los boletos a negociar sin haber confrontado
una gran resistencia por parte del otro jugador. Por ejemplo, la gran mayoria de
jugadores que debio6 pedir el 80% de los boletos (jugadores tipo B), acordaron un trato
de 50:50, tras haber jugado las primeras 15 rondas contra una computadora que
demandaba una reparticién de este tipo.

En contraste con el primer experimento, la proporcién de personas que no lograron un
acuerdo fue muy baja. Se tiene entonces evidencia empirica de las siguientes dos
proposiciones:

Las normas (convenciones) tienen valor econémico, ya que de no haberlas o haber
demasiadas (casi lo mismo), habra mas casos en los que no se llegue a un acuerdo, y
por ello no se alcance el maximo aprovechamiento de la negociacién, esto siempre que
el punto de desacuerdo no sea mayor que cualquier solucion factible; supuesto que
daremos por hecho, o que al menos se cumple la mayoria de las veces.

La eleccion de la norma puede ser condicionada por precedentes, como ya se habia
mencionado.

Expresado desde un punto de vista matematico, se podria interpretar este resultado
diciendo que el experimento planteado no es un proceso ergodico, puesto que las
negociaciones son inducidas por estado inicial (historia inicial).

Al respecto se puede observar que las iteraciones del experimento no son las suficientes
como para poder hablar de un proceso ergddico. Responde, mas bien al hecho de que
el primer equilibrio que se buscara sera la convencién reinante, mas no tiene por qué
ser esta definitiva.

No sdlo eso, el 50:50 es una reparticibn muy especial, es la reina de las convenciones.
Se presenta siempre como una opcion, incluso aunque no sea légicamente éptima, ya
que los jugadores siempre estaran dispuestos a creer que no tienen informacion
alguna...bueno, al menos, asi me lo explico yo.
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Conclusiones

Tras varios juegos de negociacion, las preguntas quedan en pie: ¢ Son los axiomas de
Nash plausibles? ;Debemos aceptarlos o rechazarlos? ¢ Tenemos bases suficientes
para responder?

Hemos encontrado ejemplos donde el producto de Nash maximizado no siempre es la
mejor solucion, o que ésta se genera de forma un tanto forzada, sin embargo hay que
ser justos y reconocer que tampoco es poca cosa encontrar un mismo resultado en
mecanicas tan variadas en diferentes juegos de negociacion.

El mismo Nash sefala que parte de la metodologia del "Programa de Nash" es rechazar
el cuerpo axiomatico de ser necesario.

Nos encontramos en la encrucijada de pretender "dar el si" a un cuerpo axiomatico, que
nunca podra ser totalmente fiel a una realidad, de hecho, ninglin cuerpo axiomatico
puede jactarse de ello, maxime cuando mas se aleja uno de las ciencias exactas, como
es el caso de la teoria de juegos aplicada a la economia.

No por ello el ejercicio carece de sentido o validez. El lector podra compartir con nosotros
que no siempre se puede dar uno el lujo de contar con resultados tedricos que favorecen
la eleccién de axioma sobre otro.

Por lo anterior me uno a la aceptacion de los axiomas de Nash como validos, si es que
acaso fuera necesario presentar una postura.

Sobre la aplicacion del modelo

Si bien los Axiomas de Nash fueron planteados en un contexto cooperativo, su utilidad
radicaria, en poder regular negociaciones en un juego real. Para poder dar uso a la
Solucién de Nash para Juegos de Negociacion, se necesita de una institucién que pueda
medir los poderes de negociacion y que pueda fomentar el uso de dicha solucion.

Los axiomas, de ser aceptados, tienen gran valor de aplicacion, ya que se cuenta con
un unico resultado que se desea conseguir. Dicho de otro modo, la formula para resolver
problemas de negociacion existe. La aplicacion es inmediata si se cuenta con un sistema
que pueda preservar la normatividad entre jugadores (instancia de arbitraje). Seria ya
solo cuestion de poder tabular valores para los diferentes poderes de negociacion y
hacer suposiciones acerca de las funciones de utilidad, que tratandose de
negociaciones, se puede pensar en dinero, por lo que la estructura de dichas funciones
no debe de ser un problema.

Por lo que una institucion como la CONDUSEF podria arbitrar conflictos entre
particulares e instituciones financieras con una metodologia mas automatizada.

Estoy consciente de que el cascabel del gato son los poderes de negociacion, puesto
que seria dificil e inexacto pretender asignar dichos valores a situaciones infinitamente
variables en el ambito competente a la comision antes mencionada. No obstante, creo
que la economia ha resuelto problemas mas complejos que este, y que lo mejor del caso
es que esta idea se puede extender para cualquier institucién con capacidad de arbitraje,
conjugando de esta manera la teoria cooperativa y la no cooperativa.
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