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Introduccion

Debido a la naturaleza poco intuitiva de la mecanica cuantica, el tener sistemas que
puedan ser modelados de manera simple, permitan su realizaciéon experimental y tengan
un pequeno numero de grados de libertad de forma que sean posibles soluciones numéri-
cas sin muchos recursos computacionales es de gran ayuda en el entendimiento de la
materia. Uno de estos sistemas, y sin duda de los mas exitosos, es la electrodinamica
cuantica en cavidades, llamada de manera corta CQED.

La CQED trata sobre la interaccién de la luz y la materia cuando ambos estan con-
finados en una “caja”. De forma precisa, trata sobre sistemas atémicos (o moleculares)
que se logran aislar mediante paredes altamente reflectantes interactuando con el cam-
po electromagnético cuantizado (modelado como conjunto de osciladores arménicos),
estando algunos de los modos del campo en resonancia, o cerca de la resonancia, con la
energia de transicion entre dos niveles atémicos.

-~ -
- -
. L

modo de radiacion

PUAVAVAVY,

atomos

- = m om .
- - .

Figura 1: Esquema de un sistema de N atomos y un modo del campo de radiacién cuantizado confinados
en una cavidad.

Ademads de la importancia tedrica por las predicciones hechas como los fenémenos
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INTRODUCCION

de colapso-revivamiento [1] o los estados comprimidos [2], la CQED ha tenido una gran
relevancia en el area experimental y en el drea de las aplicaciones. Por un lado, porque
muchos conceptos elementales de la mecanica cuantica como la paradoja EPR o del
gato de Schrédinger han podido ser investigados en experimentos de CQED [3,4]. En
segunda por la aplicacién de la teoria al desarrollo del laser [5] y su potencial aplicacién
al campo de la computacion e informacién cudnticas [6].

Entre los modelos tedricos que tratan el acoplamiento entre dtomos y el campo de
radiacién cuantizado se encuentra el modelo de Jaynes-Cummings [7]. Este modelo es-
tudia la interaccion entre un atomo de dos niveles y un modo del campo de radiacion.
A pesar de las simplificaciones que presenta, describe con cierto exito los fenémenos
observados en el experimento [8]. El modelo de Jaynes-Cummings es caso particular del
modelo de Tavis-Cummings [9] que describe sistemas de N dtomos de 2 niveles. Para
ambos modelos se han logrado obtener soluciones analiticas exactas.

Una generalizacion de los modelos mencionados es el modelo de Dicke [10], el cual
estudia sistemas de N atomos incorporando términos de interaccion despreciados en la
aproximacién de onda rotante (aproximacién usada en el modelo de Jaynes-Cummings
y en el de Tavis-Cummings). No existe una solucién analitica exacta para el modelo de
Dicke considerando un nimero finito N de particulas. Sin embargo el Hamiltoniano de
Dicke puede ser diagonalizado en el limite termodindmico [11] (considerando N — o0)
con lo cual es posible obtener una descripcion de los primeros estado energéticos del
Hamiltoniano.

Otro de los sistemas estudiados en la actualidad es el que describe los atomos de
tres niveles. Entre los tipos méas populares de estudio estan los clasificados como A,
V o = dependiendo de las transiciones realizadas en el atomo. Estos sistemas se han
podido estudiar en distintos casos, por ejemplo usando la aproximacion de onda rotan-
te [12,13]. También se ha investigado tomando en cuenta los términos contra-rotantes
pero considerando dos modos del campo electromagético [14] o tomando en cuenta el
término diamagnético y usando la regla de la suma de Thomas-Reich-Kuhn (TRK) [15].

Entre los casos poco tratados en la literatura cientifica se tiene el sistema atémico
de 3 niveles en la configuraciéon = interactuando con un modo del campo de radiacién.
Se han encontrado soluciones usando la aproximacion de onda rotante, cosa no hecha
sin usar tal aproximacién. En este trabajo se quiere tratar este problema mediante la
diagonalizacion del Hamiltoniano en el limite termodinamico.

Estructura de la Tesis
En el capitulo 1 se introduce la teoria de la interaccién radiacion-materia en la

mecanica cuantica. Se presenta el Hamiltoniano del sistema mostrando las dos formas
de modelar el término de interaccién: el procedimiento de acoplamiento minimo y el

XVI



INTRODUCCION

procedimiento de acoplamiento directo.

En el capitulo 2 se trabaja en la diagonalizacién del Hamiltoniano de Dicke en el
limite termodindmico. Esto se hard introduciendo las transformaciones de Holstein-
Primakoff al sistema para escribir los operadores atémicos en términos de operadores
bosénicos. Para la diagonalizacién se hara uso de las transformaciones de Bogoliubov.
Se concluye calculando algunos valores esperados y aplicando lo desarrollado a un caso
particular.

El capitulo 3 se centra en la diagonalizacién del Hamiltoniano de un sistema de N
atomos de 3 niveles interactuando con un modo del campo de radiacién en el limite
termodindamico. Para ello se usara la generalizacion de las transformaciones de Holstein-
Primakoff y, de nueva cuenta, mediante las transformaciones de Bogoliubov. Se mos-
traran las soluciones numéricas para un caso particular.
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Capitulo 1

Modelo tedrico de la interaccion
radiacion-materia

Como todo problema en mecanica cuantica no-relativista, nuestro punto de partida
es obtener el Hamiltoniano que describa al fenémeno. Para un sistema involucrando
radiacién y materia, los primeros términos que podemos reconocer del Hamiltoniano
son: el término de energia cinética para los dtomos y el término de energia libre para
los campos, que son descritos cuanticamente mediante operadores de momento y ope-
radores de creacién y aniquilacion, respectivamente. Pero, jcémo podemos modelar la
interaccién radiacién-materia?

En el presente capitulo estudiaremos dos formas de tratar el problema. El primero
de los métodos trata con el reemplazo del momento p por el momento p — eA en
el término cinético. Este método es conocido como procedimiento de acomplamiento
minimo o interaccion p - A. El otro método involucra la introduccién del término de
interaccién dipolar d - E, siendo el momento dipolar atémico d y el campo eléctrico E.
Este método es conocido como acomplamiento directo.

1.1. Procedimiento de acoplamiento minimo

1.1.1. Invariancia de norma para la ecuacion de Schrédinger

En mecanica cuantica, la fisica esta dada por las probabilidades de los resultados al
realizar mediciones. Estas probabilidades estdn relacionadas con el cuadrado del valor
absoluto de la funcién de onda (|)|?). Debido a esto la funcién de onda est4 determinada
hasta una fase total. Como ejemplo, consideremos la funcién ¢ (r,t) la cual satisface la
ecuacién de Schrodinger

00D

ot {pj + U(r)}w(rvt% (1.1)

2m
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1.1. PROCEDIMIENTO DE ACOPLAMIENTO MINIMO

donde U(r) corresponde a un potencial exterior y p es el operador de momento. Ahora
consideremos la funcion

@Z(I‘, t) = eiaw(rv t)

siendo o una constante real. Definida de esta forma la funcién de onda ¢ seguird cum-
pliendo la ecuacién (1.1). Tranformaciones de este tipo son conocidos como transfor-
maciones globales.

Por otro lado, la fase puede depender de la posicion y del tiempo, tal transformacion
es conocida como transformacion local. Ejemplo de esto es

J(e,8) = exp {%«aA(r,w}w(r,t» (12)
La funcién ¢ no cumple la ecuacién (1.1) sino que satisface la siguiente
h(r, t 1 2 Ar. )] -
ihawé? ) =5~ ihV — eVA(r,t)] W(r,t) + {U(r) - e%} P(r,t).  (1.3)
Pero, ;bajo qué transformaciones la ecuacién (1.3) serd invariante?
Antes de continuar recordemos las ecuaciones de Maxwell:
1
V- E(I‘, t) = g_p(rv t)v (14)
0
V-B(r,t) = 0, (1.5)
V x E(r,t) = —%B(r,t), (1.6)
VxBrt) = 2B+ ) (1.7)
R, VA goc? VT ’
Las ecuaciones (1.5) y (1.6) permiten escribir a los campos E y B de la forma [16]
B(r,t) = V xA(r,t), (1.8)
0
E(r,t) = —aA(r,t) — Vo(r,t). (1.9)

Al campo A se le llama potencial vectorial y al campo ¢ potencial escalar, y en su
conjunto son llamados potenciales electromagnéticos. De las relaciones anteriores obser-
vamos que los campo E y B también son obtenidos con los potenciales

A’ = A+ VA,
. DA
¢ = ~

Por tanto vemos que hay una libertad al determinar los potenciales electromagnéticos
al escoger la funcién A.

La eleccién de A permite en ciertos casos simplificar las ecuaciones para nuestros
campos electromagnéticos. Por ejemplo podemos escogerlo de forma que V- A = 0. Tal

2



CAPITULO 1. MODELO TEORICO DE LA INTERACCION RADIACION-MATERIA

eleccion es conocida como norma de Coulomb. Es importante recalcar que en ausencia
de cargas, la norma de Coulomb junto a la ecuacién (1.4) implican que ¢(r,t) = 0.

Postulemos que la ecuacién de Schrodinger deba ser invariante ante las transfomacio-
nes locales, como (1.2) [17]. Asi podemos introducir los potenciales electromagnéticos
en la ecuacion de Schrodinger, obteniendo

m(wg’ b _ {% [ BV — cA(r, t)} LU+ edir t)}¢(r, . (1.10)

Ahora, al aplicar la transformacién (1.2), la nueva funcién de onda ¢ cumplird

z‘h%g;’ ) = {% { — ihV — eA'(r, t)} 2 +U(r) + e/ (r, t)}w(r, t). (1.11)

Hemos conseguido que la forma de la ecuacién sea invariante. Este Hamiltoniano es el
que debemos de tratar al considerar particulas inmersas en campos electromagnéticos.
El desarrollo hecho nos ha conducido a considerar un Hamiltoniano de la forma

. 1 ’ L 1
ji o |:I§ . eA(I',t)} +U(r) + ep(r,t) + 5 / d3r {€0E2 + %Bﬂ )

donde hemos introducido la contribucién de la energia del campo libre. Recordemos que
en CQED queremos considerar campos en el vacio (descritos por osciladores armoni-
cos), al considerar la norma de Coulomb tendremos que ¢(r,t) = 0, por lo que el
Hamiltoniano queda expresado como

A 1 |. 2 1 3 2 | R
H—%lp—eA(r,t)} +U(r)+§/drlng —l—%B :

Finalmente desarrollemos el primer término del Hamiltoniano anterior
(Pp—eAP? =p>+ A —c(A-P+p-A).
Debido a que

p-[Ay(r)] = —ikV - [A(r)y(r)]
= —ih[w(r)v ~A(r) + A(r) - Vw(r)]

se satisface para cualquier funcién ¥(r), y usando la norma de Coulomb V - A = 0,
llegamos a que

La forma del Hamiltoniano a considerar es

H IA)2+62A2( ) — SA,t) +U()+1/d3 goB? + g2
=|—+ — r,t) — —A(r,¢t) - r = r — .
2m  2m ’ m by P 2 0 Lo

3



1.1. PROCEDIMIENTO DE ACOPLAMIENTO MINIMO

Para lo que sigue consideraremos un campo de radiacién débil (|p| > |eA]) de tal forma
que el Hamiltoniano pueda tratarse perturbativamente. Esto nos permite despreciar el
término A%(r,t) que es conocido como término diamagnético [18], quedandonos con

.2

2 p € . 1 3 2 J

H=|——-—A . — E —B°]. 1.12
B LA | U@+ [ ErfaE B (112)

1.1.2. Interaccion de un atomo con el campo

Para continuar el desarrollo consideremos un dtomo, que por simplicidad serd de
Hidrégeno. Sir, y m, denotan la posicién y la masa del protén y r., m. los del electrén,
tendremos

~ 2 ~ 2
2 Pe pp (& R e .
H = |2+ -2 4 " A(r,, 1) p, — —Alr.,1) - U(lr, — e
P b Alnt) By~ Al ) B + Uy~ )

1 1
+= /d3r {50E2 + —BQ],
2 Ho
donde U(]Jr, — r.|) denota el potencial que experimenta el electrén debido al ntcleo.
Denotemos al término del campo libre como

1 1
Hrad = — / d37” |:€0E2 —+ —B2:| . (113)
2 Ho

Sear = r,—r,, las coordenadas relativas, e introduzcamos las coordenadas del centro
de masa, entonces el Hamiltoniano queda expresado como

~ 2
. P p>
H = _+£_E{£A(R+%r,t) +ﬂA(R—%r,t>} P

2M  2p p|me My M
€ m Me A~
—MlA(RJr ﬁr,t) —A(R— Mr,t)] P+ U(|r]) + HRaa-

Aqui ¢ denota la masa reducida del sistema, M la masa total, P el momento asociado
al centro de masa y p el momento asociado a la coordenada relativa.

En el Hamiltoniano anterior observamos términos de la forma A (R + dr). Expan-
diendo este término en serie de Taylor alrededor de R obtenemos

AR+ 6r) ¥~ A(R) + (0r- Vr)AR) + - --
Estimemos la contribucién del segundo término relativo al primero [19]

o VrA(R)| _ |or|[VRA(R)
AR C O JA®)

~ |5r||K].

Para lo anterior hemos considerado al potencial vectorial descrito por ondas planas (ver
seccién 1.1.3) por lo que el cambio del potencial esta relacionado con el vector de onda

4



CAPITULO 1. MODELO TEORICO DE LA INTERACCION RADIACION-MATERIA

k. Recordemos que ér puede ser —(m./M)r o (m,/M)r, ademds la magnitud de r, el
vector relativo, es del orden del tamano del atomo. Por tanto

|or - VRA(R)] <o tamafio del atomo
|A(R)] ~  longitud de onda de la luz’

Concluyendo que si consideramos longitudes de onda mucho mayores al tamano del
atomo (caso al considerar el espectro visible) podemos aproximar

AR+ dr) ~ AR).

El planteamiento anterior es conocido como aproximacion del dipolo y consiste en con-
siderar el valor del potencial como constante dentro de la region atémica, implicando

A(0) ~ AR) ~ A(r.) ~ A(r,).

Esto hace que

2

- P p> e

H=—+4+——-——-A0)-p H 1.14
2M+2,u . (0) - p+ U(|r|) + HRaa, (1.14)

donde observamos que tenemos incluido el Hamiltoniano del d4tomo en ausencia de
campo electromagnético

P p
Hyom = —+—+U ) 1.15
o = 537 + 2+ V(D (1.15)
Por tanto el término de interaccién es
Hipe = ——A(0) - p. (1.16)
I

La generalizacion del término de interacciéon para un sistema de N particulas es
directa y se obtiene

€; A
Hip ==Y A (0) - Py
PR

donde 7 denota los distintos atomos en la cavidad.

1.1.3. Cuantizacién del potencial vectorial

Considerando el campo electromagnético en el vacio y recordando que trabajamos
con la norma de Coulomb, tenemos de las ecuaciones (1.8) y (1.9)

OA
E = —— (1.17)
B = VxA. (1.18)



1.1. PROCEDIMIENTO DE ACOPLAMIENTO MINIMO

Ademas la ecuacion (1.7) se reduce a

1 0E
VxB=—-—.
% 2 Ot
Todo lo anterior implica que
1 0’A
A=———:!
V x V x 2o

y dada la relacién Vx V x A = V(V-A)— V?A = —V?A por la eleccién de la norma
de Coulomb, obtenemos la ecuacion de onda

1 0%A

VA - ——=0.

2 ot?

Especialmente podemos expandir el potencial vectorial en términos de ondas planas.
La cuantizacién del potencial vectorial esta directamente dada por la cuantizacion

de las ondas planas mediante operadores de creacién y aniquilacién, teniendo (en el
esquema de Schrodinger)

AR) = Z A jeijlaw e R + ay ;Te R (1.19)
k,j

donde se tienen los operadores de creacién y aniquilacién ay, y ai' v los vectores unita-
rios ex j. Es necesario comentar que la constante )\ ; estd en funcién de la frecuencia
del modo y del volumen de la cavidad. Ademds, estos mismos operadores son los que
aparecen al cuantizar el término del campo libre H,,q4 pues por las ecuaciones (1.17) y
(1.18) vemos la relacién entre el potencial vectorial A y los campos electromagnéticos
Ey B.

1.1.4. Tratamiento cuantico para el Hamiltoniano H

El Hamiltoniano completo a considerar para un atomo es

~

H = Hatom + Hrad - EA(O) : IA)
(1.20)

En el esquema de Schrodinger consideremos la ecuacion de eigenvalores para el Hamil-
toniano del atomo libre

Hatom‘j> - EJ']) (1-21)

donde F; < Ej si 1 < j. Introduzcamos un conjunto de operadores atémicos generali-
zados como

Apm = [n){m)|. (1.22)
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Obsérvese que la accién de un operador atémico A, es la de llevar un estado |m) a un
estado |n). Estos operadores satisfacen la relacién

[Aij7 Akl] - jkAil - 5z'lAkj- (123)

En la representacion de los eigenvectores {|j)}, el Hamiltoniano del &tomo puede ser
expresado como

Hutom = _ EnAun. (1.24)

En general cualquier operador O que describa el comportamiento del a&tomo, como
el momento p y la posicion r, puede escribirse como

0= (n|O|m) Ay, (1.25)
Particularmente para el momento tendremos
D= (nplm)Anm.
Al satisfacerse la relacion
dr 1

5 1
% = % = _E, [I‘, Hatom] = _ﬁ(rHatom - Hatomr)’

podemos calcular los elementos de matriz de p en termino de los elementos de matriz
del momento dipolar er de la siguiente forma

. i L
(nlplm) = == (B — Eu){nlr|m) = F (nfex|m),
(mlpln) = —F="(mler|n).

asumiendo hw,,, = F, — E,, e identificando el momento dipolar atémico er que en
general tendra elementos de matriz complejos. Si definimos que

(nler|m) = iDy,

donde suponemos que D,,,,, es un vector real [21], el momento puede ser expresado como

o Hnm
P= Z e Dnm(Anm + Amn)
n<m

Asi, H; de la ecuacién (1.16) queda expresado de la forma

Hint = Z Z ,Uk,nm(ak: + akT)<Anm + Amn)7 (126)

k n<m
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siendo la constante de acoplamiento

Hkenm = _wannm © €,

donde hemos denotado k£ =k, j.
Por tanto el Hamiltoniano total es

}AI = hz QkakTak -+ Z EnAnn + Z Z /Lk,nm(ak -+ akT)(Anm -+ Amn) (127)
k n

k n<m

Lo anterior describe al sistema con un solo atomo. La generalizacién es directa para un
sistema con N atomos y conlleva poner a los operadores A,,,,, como operadores colectivos
descritos por

N
A= 37 AY) (1.28)
r=1

donde los Aﬁ{,?l corresponden a los operadores definidos en (1.22) para cada atomo r.
Para el caso de N dtomos también es comun escribir la constante de acoplamiento iy, ;m

de tal forma que se tenga una constante sobre v N, i.e.,

Hk.nm

VN

Para el caso a tratar, donde consideraremos un modo nuestro Hamiltoniano toma la
forma

Hk.nm —

H = hQata + Z E. A, + Z ,un],\,; (a4 a")(Apm + Apn)- (1.29)

n<m

Finalmente, un caso especial, y que se tratara en el presente trabajo, es el de un
sistema atomico de dos niveles, para el cual los operadores de (1.22) son los operadores
de pseudo-espin J,, J,, y el Hamiltoniano para el caso de N atomos queda descrito
como

H=hata+ EJ. + (0 +a)(J, + ).

1.1.5. Aproximacién de onda rotante

Observando la parte de interaccién del Hamiltoniano podemos apreciar, dentro de
la suma, cuatro términos. Estos son

» a;' A, donde el dtomo pasa del nivel m al nivel n (baja de nivel pues observemos
se realiza con n < m) creando un cuanto del modo k de radiacién.

» ap A, donde el dtomo pasa del nivel n al nivel m (sube de nivel) aniquilando un
cuanto del modo k de radiacién.
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» a;' A, donde el &tomo pasa del nivel n al nivel m creando un cuanto del modo k
de radiacion.

s a,A,,, donde el &tomo pasa del nivel m al nivel n aniquilando un cuanto del modo
k de radiacion.

Especialmente los tltimos dos casos (llamados términos contra-rotantes) violan la
conservacion de energia. Estos términos pueden eliminarse de la siguiente forma. Con-
sideremos el esquema de interacciéon (consideremos la dependencia temporal de los
operadores). En el producto de los operadores de la ecuacion (1.26) tendremos

Amnalezh(ﬁk—kwnm)t + Anma;fﬂezh(Qk—wnm)t + Amnake—zh(Qk—wnm)t + Anmake—zh(ﬂk—&—wnm)t7

donde € es la frecuencia del modo y w,,, es la frecuencia de transicién entre el nivel
|n) y el |m). Cuando se tienen valores cercanos a la resonancia (2 & wy,,) los valores
con Qi +wy, pueden despreciarse pues oscilan rapidamente en el tiempo. Esta accién es
llamada aprozimacion de onda rotante y bajo tal aproximacién el término (1.26) toma
la forma

Hl’nt = Z Z ,Uk,nm(akAmn + akTAmn>

k n<m

1.2. Procedimiento de acoplamiento directo

Como mencionamos en la introduccion del capitulo, ademas de la descripcién de la
interacion radiacién-materia basado en el término A - p existe otro esquema que reside
en el acoplamiento de un dipolo al campo eléctrico, y en esta seccién nos enfocaremos
a ella.

1.2.1. Motivacion del acoplamiento directo

Recordemos que un dtomo de hidrégeno consiste en un electrén y un protén separa-
dos por un vector r. Esto induce un momento dipolar d = er.

Nuevamente recordemos la aproximacion del dipolo. Al considerar longitudes de onda
del campo electromagnético mucho mayores al tamano del &tomo podemos considerar
al potencial A como constante en la regién atémica. Ya que el campo eléctrico esta re-
lacionado con el potencial vectorial podemos aproximar como constante al campo en la
misma region; es decir

E(0,t) ~E(R,t) ~ E(r.,t) ~ E(r,, t).

El dipolo en presencia del campo eléctrico E experimenta un potencial

Hd'ipolo =—-d- E(R, t) = —e€r - ]3(]3,7 t), (130)
por tanto el Hamiltoniano total del sistema atomo de hidrégeno y campo es
5 P2 p2
H = —+—+4U —er-E(R,t)+ H,,
2M+2/,L+ (‘r|> er ( Y )+ d
= Hygq + Haom — er - E(0,1). (1.31)
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1.2.2. Tratamiento cudntico para el Hamiltoniano H

Todo lo que sigue hara uso del desarrollo de la secciéon 1.1.4. Primeramente recal-
quemos la ecuacién (1.17) en donde vemos la relacion entre el campo eléctrico y el
potencial vectorial. Tal relacién conlleva a que el campo pueda ser expresado mediante
ondas planas y su cuantizacién sea de la forma

ER) = Z iek jei jla €™ — ay ;e R (1.32)
k,j

Podemos usar el desarrollo de 1.1.4 para llegar a la ecuacién (1.26), es decir,
(nler|m) = iDy,p,

con D un vector real. Asi nos es permitido expresar el operador de momento dipolar
como

m<n

Tomemos en cuenta que las funciones de onda de estados estacionarios para el caso

atoémico tienen paridades bien definidades, por lo que los elementos de la diagonal son
cero [19]

(alefe) = [ i) =o.
Por tanto
d=" "Dy (Aum — Apn). (1.33)
m<n
De la ecuacién (1.32) y (1.33) tenemos para el término de la interaccién dipolar

Hdipolo = Z Z gk,nm<ak - akT)(Anm - Amn>7

k n<m

donde

Jknm = Ek,annm - €.

El Hamiltoniano total es

JZI = hz QkakTak -+ Z EnATm + Z Z gk,nm(ak - akT)(Anm — Amn) (134)
k n

k n<m

Vemos los términos de de interaccién encontrados mediante el acoplamiento minimo
(1.26) y el acoplamiento directo (1.34) difieren por una transformacién canénica (por
ejemplo ar — iag, Apm — 1Anm) por lo que ambas descripciones son equivalentes.
Esto, considerando las aproximaciones expresadas en el desarrollo, enfatizando el des-
precio al término diamagnético. Aun sin despreciar tal término se puede demostrar la
equivalencia entre ambas descripciones [22].
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CAPITULO 1. MODELO TEORICO DE LA INTERACCION RADIACION-MATERIA
1.3. Transiciones de fase en la interaccién radiacién-materia

Uno de los fendmenos importantes observados en los sistemas atomos-radiacion es
la existencia de transiciones de fases cudnticas.

Estas transiciones se presentan al variar algin parametro fisico a temperatura abso-
luta cero (0 K') y describen cambios abruptos en la energia del estado base del sistema.

Para entender un poco este fenémeno, consideremos un Hamiltoniano H(g). Para
un sistema finito la energia del estado base generalmente varia de manera suave, como
funcién analitica de g [23]. Una posibilidad de excepcién ocurre cuando g acopla sélo
una cantidad conservada

H(Q) - HO + ng)

donde [Hy, Hi] = 0. En este caso Hy y H; pueden diagonalizarse simultdneamente por
lo que las eigenfunciones son independientes de g atin cuando los eigenvalores varien con
g. Esto permite que exista un cruce de niveles donde un estado excitado se convierte en
el estado base del sistema a partir de un cierto valor ¢ = ¢., creando un punto donde
el estado base no sea funcion analitica de g.

Para el caso de un sistema cuyos niimero de componentes sea muy grande puede no
presentarse un cruce de niveles, pero el comportamiento del estado base y el estado ex-
citado pueden tender a ser no-analiticas en g = g, al tomar el limite de las componentes
como infinitas.

En particular para el caso de la interaccién radiacién-materia se hace presente una
transicion de un régimen normal a un régimen superradiante siendo la magnitud del
acoplamiento campo-materia fi n, (1.27) el pardmetro g. Mientras que en el régimen
normal la razén de emisién de los dtomos es proporcional a N (el nimero de dtomos
en el sistema) en el régimen superradiante es proporcional a N? [24] .

11



1.3. TRANSICIONES DE FASE EN LA INTERACCION RADIACION-MATERIA

Figura 1.1: Transiciones de fase cudnticas (a) Para un sistema finito donde se observa un cruce entre
niveles en g = g., en este caso entre el estado base y el primer estado excitado. (b) Para un sistema
con un numero de componentes muy grande. Aunque no exista un cruce de niveles, puede haber un
punto no analitico (g = ¢g.) cuando el nimero de componentes tiende a infinito (linea continua).

12



Capitulo 2

Estudio del sistema atomico de dos
niveles

En el estudio de la interaccién entre atomos y radiacion, el sistema mas simple in-
volucra atomos de dos niveles interactuando con un modo del campo electromagnético.
Aunque en la naturaleza no se encuentren sistemas atémicos de dos niveles (o de un
nimero finito) es posible inducir con muy buena aproximacion este tipo de comporta-
miento a través de técnicas como el bombeo 6ptico [25].

Aunque una realizacion experimental de los términos contra-rotantes en el Hamil-
toniano sea imposible [26] existen propuestas experimentales para la observacién de
las transiciones de fase en el mddelo de Dicke [27]. Recientemente, observaciones de
transiciones de Dicke se han reportando en gases superfluidos [28]. En este capitulo nos
avocaremos a resolver el modelo a través de la diagonalizacion del Hamiltoniano en el
limite termodindmico y observar las transiciones de fase del sistema en los niveles mas
bajos de energia.

—

Figura 2.1: Esquema de un dtomo de dos niveles (|1) y |2)) interactuando con un modo de radiacién
Q. Se tiene un acoplamiento entre el campo y el 4&tomo de valor p.

13



2.1. TRATAMIENTO DEL HAMILTONIANO DE DICKE EN EL LIMITE TERMODINAMICO

2.1. Tratamiento del Hamiltoniano de Dicke en el limite ter-
modinamico

Consideremos un sistema de N atomos de 2 niveles, todos con la misma frecuencia
atémica w. Kl sistema se encuentra en una cavidad con un solo modo del campo electro-
magnético de frecuencia (). Partiendo del modelo de Dicke, tenemos el Hamiltoniano
(h=1)

B H
H=0a+w], + = (J. +J.)(a" +a), 2.1
v SUSRBICET) 2.)
para el cual p corresponde a la constante de acomplamiento. El operador J, es compo-
nente del operador de momento angular mientras que los operadores J, , J_, operadores
escalera, estan dados por

Ji = Jy+il,

donde J, y J, son los otros dos componentes del operador J [29]. Las componentes
satisfacen las reglas de conmutacion

[J, Ji] = i€kimIm

No existe una solucién analitica exacta para el Hamiltoniano (2.1) con un nimero
finito N de particulas, pero se puede tratar el problema en el limite termodinamico
(N — ), cosa que se hara en este capitulo siguiendo el desarollo mostrado en [11].

Los operadores colectivos atémicos {Jy, J.} pueden describirse mediante operadores
bosénicos {b, b}, los cuales satisfacen las siguientes reglas de conmutacién

bo| =0, e =0, o] =1

Tal descripcion es realizada mediante la transformacion de Holstein-Primakoff [31] rea-
lizada de la forma

T =biv/N —bib, J = (\/N — bTb> b, J.—=bib— g

recalcando que N denota el nimero de atomos que se encuentran en el sistema. Por lo
tanto el Hamiltoniano de (2.1) queda como

H = Quata +w (b*b . g) n \/Lﬁ{bT\/N b+ <\/N - bTb> b} (aT n a). (2.2)

Para facilitar el estudio de las transiciones de fase en el sistema consideremos una
alteracion del Hamiltoniano a través de la perturbacion de los operadores bosénicos
(atémicos y de radiacién) [30]. Tal alteracién nos ayudard a eliminar futuros términos
con lo cual la diagonalizacion sera mas facil.

at = a' + aV'N, (2.3)
bt — b + BVN,

14
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donde hemos tomado los coeficientes a, 5 € R. De esta forma los operadores J,, J_ se
transforman como

I, — (bT n WN) \/N — bt — BVN(b+ bt) — 2N

B bib + BV N (b + bf)
— Jm(buﬂﬁ)\/1_ N_ PN

V(0 5vE) |1 - YR8
G (\/N—b*b—ﬁmwww —62N) (v+BVN)

- e (- e

— VN* \/1—bTb+Bm(b+bT)) <b+,6\/ﬁ),

N*

donde N* = N(1 — 3?). Sustituyendo las transformaciones anteriores en la expresién
(2.2) obtenemos

H = (aT+a\/ﬁ> <a+a\/ﬁ>+w(bT—|—ﬁ\/ﬁ> <b+6\/ﬁ> —%

N[ . btb + BV/N (b + bt) btb + BV/N (b + bt)
Y RCTEET T NIV TP

i

+23\/N\/1— bTb—i_ﬁ\/]\[N*(b—i_bT)} <a~|—aT—|—2a\/ﬁ>.

Tomando el limite termodindmico en la expresion anterior podemos quedarnos hasta
orden cero en N, logrando un Hamiltoniano efectivo H(?

A = 0 (o + Vi) (a4 aVW) +o (8 + 5VR) (b4 5VR) - 7

* il ] il il
"y NW{bT <l_bb+5\2/§*(b+b)> . <1_bb+B\Q/§*(b+b)>b
il il
+28VN (1—bb+5\2/§*(b+b)> } (a—i—aT+2a\/N>.

Para continuar expandamos lo obtenido y, teniendo nuevamente en cuenta el limite

15
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termodinamico, eliminamos los términos con potencias de N en el denominador

H? = Qk{aTa%—a\/ﬁ(aTjLa)—l—Nag]+w[bTb+,6\/N(bT+b)+Nﬁ2}
—%—i—u[ 4oy f bTb—|—2\/_ﬁ(a+a)+2a(\/ﬁ ﬁ2)><

x(b+0b") + <,/ — 8%/ — >b+bT a+ab) —am/ - (0> + (b1)?)
—1—4045\/NN*}

Para mayor claridad agrupemos en términos de los operadores bosénicos {a, b}

R N
H? = Quata+ {w — 4pof/ —*] b'h+ [Qka\/ﬁ + 2upV N*] (a + aT)

{wﬁx/_+2ua(\/ﬁ \/ﬁ_Q)] b+bh) +u[\/:—52\/7]
x(b+b")(a+ a) {uaﬁf } b2 4 (b1)? {kavoﬁ +wNpg* -
N | 4WWW]. (2.5)

2

Al ser «, f parametros libres, los podemos escoger de tal forma que los términos
lineales en los operadores bosonicos desaparezcan, con lo que se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones

QraV'N + 2uBvVN* = 0, (2.6)
wBVN + 2uaVN* — 2ua NG = 0. (2.7)

VN*

A primera vista podemos identificar la solucién trivial a, 5 = 0. La solucién no trivial
para el sistema es

Q 2
a = _Qﬁk 1—<L°;>, (2.8)

1 ka
Qpw

Por tanto, si e > 1 tendremos para el sistema el caso trivial con «a,8 = 0 que
corresponde al régimen radiante, de otro modo tendremos la soluciéon no trivial co-
rrespondiente al caso superradiante. De todo esto se tiene que el punto critico de la

16
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transicion en
fhe =\ —. (2.10)

Para la regién superradiante, el Hamiltoniano (2.5) toma la forma

~ 4/1,2 ka 8
H? — Q.af 2 pp b+ bt T
pa'a + 0 + TV 0w b+0b")(a+a")
2 2 2
1 Qrw 9 2 weo Qpw
—1—-— b b —N|— ;
J{Qk( 4M2>}( e [Qk+16M2 7
mientras que en la region normal la forma del Hamiltoniano efectivo H® gerd
Nw
5
Es necesario recalcar lo siguiente para el tratamiento del caso de tres niveles. El
sistema de ecuaciones (2.6) y (2.7) puede ser obtenido al diferenciar la parte constante
del H® (expresién (2.5)) respecto a a y (3 respectivamente e igualando a cero. Por tanto
buscamos puntos criticos (en su sentido matematico) para a y . Nuestro proposito es

buscar valores que minimicen la parte constante de H® ya que est4 relacionada con la
energia base del sistema.

H? = Ouata+wb'o + p(b+ bt (a + o) —

2.2. Transformaciones de Bogoliubov para el Hamiltoniano
efectivo H?

En esta seccién se mostrard una métodologia diferente a lo realizado en [11] para
diagonalizacion del Hamiltoniano (2.5) a través de transformaciones de Bogoliubov.

Las transformaciones de Bogoliubov son transformaciones lineales candnicas (iso-
morfismos) entre conjuntos de operadores bosonicos [32]. Tales transformaciones han
sido introducidas también para operadores fermiénicos [33].

Definamos los operadores c;, 1", ¢y v o', llamados operadores de cuasi-particulas,
definidas como combinacién lineal de los operadores a,a’,b y b'. Debido a que tal
relacién es invertible, podemos expresar los operadores a,a’,b y b' como combinacién
lineal de los operadores de cuasi-particulas. Asi propongamos que tales relaciones sean

a = Yc1+ Yecs + chi + Wgc;, (2.11)
a' = me +ye’ +me +me, (2.12)
b = 7sc1 + yaca + mac) + mach, (2.13)
b = e’ e’ + me + me, (2.14)

donde por comodidad escojemos los parametros v;, m; € R. Dado que deseamos que los
operadores definidos sean operadores de creacién y aniquilacion deberan satisfacer las
relaciones de conmutacién

[ci,cj} =0, [cﬁ,cﬁ] =0, [ci,ch] = 0j. (2.15)
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Aprovechando las reglas de conmutacién de los operadores ¢;, ¢;' en los siguientes

conmutadores obtendremos

[a,a'] = [ne1+yec + micl + mach, yiert + yaco! + mier + TaCs]

2 2 2 2
Y1ty — T,

[0,0] = [yse1 + e + T3t + mach, yse1 + Yaco + Tyl + 7T4c$]
= 7+ —m -7,

[aa b} = [7101 + Y2ca + mic] + mach, yser + vaca + wael + 7T4C§]
= MT3 + Y24 — V3T — VaT2,

[a,bT] = [’ylcl + Y0y + Tl + mach, et 4+ e + e + 7r4cg}

= M3+ Y2V4 — TT3 — MaT4.

Ya que los operadores a,a’,b vy b satisfacen

0.0 =1, 6] =1, [ab7] =0, [ab] =0,

al igualar las relaciones de conmutacién obtendremos 4 ecuaciones

Vo - wt -
Vs 4+ —ms — 7y
Y173 + Y24 — V3T — YaT2

Y1773 + Yo Y4 — WM — TaTy

Y

S O =

Para determinar los coeficientes ~;, m; necesitamos 4 ecuaciones mas. Estos los podemos
encontrar al considerar nuestro Hamiltoniano. Primeramente, por simplicidad, repre-
sentemos los coeficientes del Hamiltoniano (2.5) de la forma

H® = hyata+ hob'b + hs(b+ ") (a + ab) + ha(b* + (b7)?) + hs.

(2.20)

Tomando en cuenta el comportamiento de los coeficientes h;, en la region radiante y

superradiante, tendremos

hlzgk

hy =

hy =

1% S1
h3 = Qkﬂi 8 Si
4 4p2+Qpw

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)



CAPITULO 2. ESTUDIO DEL SISTEMA ATOMICO DE DOS NIVELES

Sustituyendo las expresiones (2.11), (2.12), (2.13) y (2.14) en la expresion (2.20) y
agrupando en términos de los operadores de cuasi-particulas obtenemos

® = {4737T3h4 + k(77 +77) + ha (73 + 73) + 2hs (v + 1 4 3T + 7T17T3)} X
i 2 2 2 2
Xcr'er + [4747T4h4 + hi(v5 + m3) + ho(vi + 7)) + 2hg(v2ya + Yomma + Yame +
WM)] cofey + [hl(vm + mim) + ho(Y37a + mama) 4 ha(y174 + N4 + Y23
+72m3 4+ Y3 + Yamy + Ty + Tams) + 2ha(y3ms + ’747T3)} (02T01 + C1T02) +
+ {}h(’)’lﬂz + Y2m1) + ho(ysma + Yams) + ha(V1va + V17a + Y23 + Y23 4 Y372
+yam1 + Ty + moms) + 2he (Y374 + 7T37T4)} (c1e0 + C1TC2T) + [717T1h1 +

Yamzhg + ha(y1vs + V173 + Yam + mima) + ha(V3 + W%)} (e + (")) +

{727T2h1 + Yamahe + ha(Yoya + Yoma + Yama + Toma) + ha(Vi + Wi)] (c3+
(2")?) + hs + hs(m1ys + M3 + Yova + Yomma + V3T + Yamra + T3 + Toms) +
2hy(yams + yama) + ha (7} + 73) + ho(ms + 7).

Siendo los v;, m; coeficientes a definir los podemos elegir de forma que solo tengamos los
términos cl‘Lcl, 02702 y constante. Para que esto ocurra debemos de tener

hi(m172 + mime) + ho(ysys + mamy) + ha(y1v4 + 7174 + Y23+
Vo3 + 3o + Yamy + M + Wom3) + 2Ry (y3ma +ams) = 0, (2.26)

ha(yima +72m1) 4+ ha (Y37 + Yam3) + ha (V172 + 17+ Y275+
Va3 + Y3 + Yamy + My + Wom3) + 2hy (V34 + w3my) = 0, (2.27)
Yimiht + Y3mshe + hy(vivs + M + 3T + mims) + ha(hs +735) = 0, (2.28)
Yomaht + Yamaho + h3(Yaya + Yoma + Yama + moms) + ha(; +75) = 0. (2.29)

Lo anterior nos provee de 4 ecuaciones mas a fin de determinar los coeficientes para
la transformacién de Bogoliubov. Como los coeficientes que acompanan a los terminos
¢;Te; son las energias de excitacién definamos

€1 = 4ysmshy + hy(7F + 72) + ho(73 + 72) + 2hs(1ys + M3 + am 4+ mims), (2.30)
€o = 4yamahy + hi(va + 73) + ho(7: + 1) + 2Rhs(Y2ys + YaTa + Yame + momy). (2.31)
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2.2. TRANSFORMACIONES DE BOGOLIUBOV PARA EL HAMILTONIANO EFECTIVO A(®
Propongamos los coeficientes

cos(7)

= h = hy —
T 2\/@( 1+€1)7 ™ 2@( 1 61)7
sen(y) sen(7)
= ———~=(h = hy —
Y2 2\/@( 1+€2)7 T2 2\/@( 1 62)7
—sen(y) —sen(y)
= ——=(hy +€1), = ———(hy — €1),
73 9 r2€1 ( 2 61) 3 5 Tzq ( 2 61)
cos cos
b = WNM+@,Wf= WM%_@

2\/ h2€2

Estos coeficientes satisfacen las relaciones (2.16), (2.17), (2.18) y (2.19). Por otro lado
de las ecuaciones (2.28) y (2.29) obtenemos las siguientes expresiones para las energias
de excitacion en términos de los coeficientes h; y del angulo v de la forma

2h
<1 - h—486n2(7)> € = 2hahysen®(y) + hicos®(y) + hysen®(7)
2
—4hgsen(y)cos(y)\/ hiha, (2.32)
2
(1 - &0032(7)) &5 = 2hyhacos®(v) + hisen®(y) + hjcos®(v)

ha
+4hssen(y)cos(y)\/ hihs. (2.33)

Las mismas relaciones se obtienen de las definiciones (2.30) y (2.31) respectivamente.
Lo tdnico que nos falta determinar es el valor de v. Esto lo podemos hacer facilmente
sumando las ecuaciones (2.26) y (2.27) obteniendo la relacién

sen(y)cos(v)(h3 — h3) — 2hghasen(y)cos(y) + 2hsr/hiha(cos* () — sen?(7y)) = 0,

es decir,

2h3 hthtCLTLQ(’}/) + (2h4h2 + h% - hf)tan(v) - 2h3 AV hlhg = 0.

Al tener una ecuacién de segundo grado para tan(vy) tendremos la solucién

h% — h2 — 2hahy = \/(2hahy + W3 — h2)? + 16h2hyihy
Ahsy/Toihs '

Cabe mencionar que la eleccién del signo en la ecuacion anterior solo intercambia el
comportamiento entre €; y €5, por tanto para lo siguiente tomaremos el signo positivo

tan(y) =

h? — h3 — 2hyhy + \/(2haha + h} — h3)2 + 16h3h, hy
4hsv/hihy '

Podemos reescribir las expresiones (2.32) y (2.33) de manera que se expresen por

tan(y) = (2.34)
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CAPITULO 2. ESTUDIO DEL SISTEMA ATOMICO DE DOS NIVELES

medio de tan(vy)

) 2hahatan®(y) + hi + hitan®(y) — 4hstan(y)Vhihe (2.35)
€ = ’ .
1 1+ tanQ('y) — 2}?4 t(an('Y)
2

2haho(7y) + h3tan®(y) + h3 + 4hstan(y)v/hihy

2
€5 = (2.36)
1+ tan?(y) — %
Por todo lo anterior hemos podido definir el Hamiltoniano H® como
]:](2) = 6161T61 + EQCQTCQ + €. (237)

La importancia de la diagonalizacién del Hamiltoniano radica en que podemos usar las

eigenfunciones de los operadores ¢;ci, ca'cy para obtener las eigenfunciones del Hamil-

toniano y, asi, tener los estados de energia y los observables que deriven de ella. En la

expresion anterior denotamos como ¢, el nuevo termino constante del Hamiltoniano el
cual representa la energia base del sistema, definido de la forma

2 _ 2

€0 = hg+ hs\/ hihasen(y)cos(7) {l — l} + S [h2 4

2
€9 €1 2h2 €1 1S€n (7) +
hy {h% - 6%]6082(7) + {(hl —a)’ i (he — 62)2} 0031(7) 4

2h2 €9 €1 €9

(1 —e)®  (ha — )] sen’(y)
S

€9 €1 4

(2.38)

2.3. C(Calculo de algunos observables

Consideremos el caso mas simple en donde el sistema se encuentra en el estado base
de los operadores ¢; y ¢, en decir, tomando los estados |0;) y |02) tal que ¢;|0) =0y
2|0) = 0, construimos el estado producto |0) = |02)|01).

Primeramente tendremos que la energia del estado base serd
(0| H®10) = . (2.39)

Para calcular el promedio de fotones en la cavidad recordemos la ecuacién (2.3). Lo
que nos interesa calcular es el valor usando los operadores de antes de la transformacion.
Abusando de la notacion tendremos

(a'a) = ((a'+aVN)(a+aVN)) = (afa) + No?
(0](71e1" + Yaca! 4 mier + macy) (et + Yacy + 7T101 + 7T2C£)|0> + Nao?
= 7T%<01|0161T|01> + 7T§<02|0202T|02> + No? =7 + 7 + No?

cos*(7) sen®(7)
= A U(p —e) e A
4h1€1 ( ! 61) + 4h1€2

(hl — 62)2 + NO(2. (240)
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2.4. SOLUCIONES PARA UN CASO PARTICULAR

Otro de los observables que nos interesa es el promedio de excitaciones dado por
el promedio de J,. Siguiendo el razonamiento para el caso del promedio de fotones
obtenemos

N N N
() = (') = 5 = (0" + BVN)(b+ BYN)) — 5 = ('b) + NF* - =
N
= (0|(y3ert + yacat + mser + macs) (561 + Yaco + meh + mach)|0) + N — 5
N
= mm NG -
cos*(7) 2 sen’(7) 2 s N
—~ - - — = Al
4h262 (hg 62) + 4h2€1 (hz 61) + Nﬁ 9 (2 )

2.4. Soluciones para un caso particular

Consideremos el caso particular 2y = w = 1. En la Figura 2.2 observamos el com-
portamiento de los coeficientes o y 5 donde se aprecia la transicion a partir del punto
critico . = 0,5. Las energias de excitaciéon mostradas en la Figura 2.2 reproducen lo
encontrado en [11,26]. El comportamiento de la energia base y del promedio de fo-
tones también se asemeja con lo trabajado en [11] al igual que con el uso de estados
atémicos coherentes descritos en [34] pero se encuentra un comportamiento anémalo
(una singularidad) cerca del punto critico p.. Este comportamiento ha sido reportado
para el Hamiltoniano de Lipkin usando el mismo desarrollo mostrado [35] y se debe al
mal comportamiento de la transformacién truncada de Holstein-Primakoff cerca de la
transicion de fase.

Recalquemos de la Figura 2.3 el hecho que €; es el de menor energia. Por tanto
el primer estado excitado del sistema es |1) = |02)|1;) con la energia correspondiente
Ey1 = €1 + €p. Asi el gap entre la energia base del sistema y la energia del primer estado
excitado esta dado por €;. Observando el comportamiento de €; vemos que no se hace
negativo sino que llega a su minima expresion (¢; = 0) en el punto critico, es decir, no
hay un cruce entre niveles.
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0.5
0.2 04 H —a
[ — B
-0.5T
~1.0f

Figura 2.2: Comportamiento de los coeficientes a y 8 como funcién de p. Se ha calculado para los
valores 0, = w = 1. Se observa el punto critico en u. = 0,5.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 i

Figura 2.3: Energias de excitacién en el limite termodindmico como funcién de p. Se ha usado el caso
de resonancia 2 = w = 1. Se observa la transicién de fase en p. = 0,5 y que € es el término de menor
energia, siendo igual al gap entre la energia base y la energia del primer estado excitado.
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€o
N
N=10
-0.6f
— N=50
N=20
-0.81
-1.0f -
0.7 0.8
-1.2}
1 . . . A . .. - A . . - i’ " - - 1 " - u

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.4: Energia del estado base en el limite termodindmico como funcién de p. Se ha usado el caso
de resonancia € = w = 1, usando valores para N, el nimero de dtomos, de 10, 30 y 50. Se observa la
transicion de fase en p. = 0,5 y un comportamiento asintético al incrementar N.

Figura 2.5: Comportamiento del valor promedio de fotones por dtomo en el limite termodindmico
como funcién de p. Se ha usado el caso de resonancia €, = w = 1. Se observa la transicién de fase
en p. = 0,5. Cerca del punto critico se observa la singularidad debido al mal comportamieno de la
aproximacion cerca del punto critico el cual tiende a desaparecer al incrementarse V.
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CAPITULO 2. ESTUDIO DEL SISTEMA ATOMICO DE DOS NIVELES

Figura 2.6: Comportamiento del valor promedio del nimero de excitaciones atémicas J, por dtomo en
el limite termodindmico como funcién de u. Se ha usado el caso de resonancia 2 = w = 1. Se observa
la anomalia de la aproximacién en el punto critico u. = 0,5.

25



26

2.4. SOLUCIONES PARA UN CASO PARTICULAR



Capitulo 3

Estudio del sistema atémico de tres
niveles

En el argot de la computacién e informacién cuanticas un sistema que posee solo
tres niveles energéticos es llamado qutrit. Ejemplo de esto es un dtomo con tres niveles
de excitacién. En este capitulo usaremos de receta todo lo desarrollado en el capitulo
2 para diagonalizar el Hamiltoniano de un sistema de N atomos de tres niveles en
configuracion =, tomando en cuenta los términos contra-rotantes del Hamiltoniano.

3.1. Tratamiento del Hamiltoniano para el sistema de tres ni-
veles en el limite termodinamico

Consideremos el Hamiltoniano de un sistema de N atomos de tres niveles interac-
tuando con un modo del campo electromagnético cuantizado. Este esta descrito por

3 3
. 1
H = QCLTCL + E (.UZA“ + — W E ,UU(A” + Aji)(aT + CL),

i=1 i<j

donde af, a son los operadores de creacién y aniquilacién del campo electromagnético y
los A;; son los operadores colectivos atémicos introducidos en el capitulo 1. De manera
mas explicita, el Hamiltoniano anterior se escribe

. 1
H = Qala+wiAj + wodoy + w3 Ass + ﬁ

+ pos(Asz + As) }al + a). (3.1)

{M12(A21 + An2) + p13( Az + Ags)

Los operadores atémicos A;; pueden expresarse mediante operadores bosénicos b;, bjT
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3.1. TRATAMIENTO DEL HAMILTONIANO PARA EL SISTEMA DE TRES NIVELES EN EL L’I‘MITE
TERMODINAMICO

usando la generalizacién de las transformaciones de Holstein-Primakoff [36] siguiente

Ariist1 blby: ros=1,..n—1,
A = (An) =0t0(V),
(©

Ain = (B(N)),
n—1 1/2
N—ZbﬁbT] .
r=1

Omitiendo las comas en nuestra notacién, los operadores colectivos atémicos en térmi-
nos de los operadores bosénico {by, b} son

O(N) =

Ay = N —b'by — bylhy,

AZZ - blTbla
A33 - b2Tb27

gt t tp 11/2 _ t 7 11/2
Ay = I [N —b1'01 — by 52} , A= [N —b1'by — by 52] b1,
Agi = bl [N = byfby — bTbs]"?, Ayg = [N = byTby — byihy] by,

A32 = bQTbla AQS :blTbQ-

Asi el Hamiltoniano (3.1) se reescribe como

1
H = Qda'a+w [N —bTb; — byby| + wobi Tby + w3bsd +—{ (bT[N—bTb
1[ 10 2 2} 201 01 302 02 \/N Hiz2| 01 101

b1> + s (192T [N —by'by — b2Tb2] V2 +

1/2

1/2
~bolba| 4 [NV = byt = by
[N - b1Tb1 - bZTbQ} 12 52> + po3 (bzvh + blTbQ) }(GT + a)

1
= QCLTCL + (WQ — wl)blTbl + (CU3 — (Ul)bQTbQ + wlN + \/—N{(/lethr + ,ulgbgT) [N

1/2
b1y — bt 4 [N = 01T = 01 (praby + puaghs) + g (bﬁbl +

blTb2> }(aT +a).

Estamos interesados en estudiar las transiciones de fase en el sistema de tres niveles. Pa-
ra facilitarnos esto necesitamos perturbar al Hamiltoniano anterior. Asi que realicemos
las siguientes transformaciones a los operadores bosénicos

a' — a4+ aVN, (3.2)

b — b+ BVN,

bQT — bQT +52\/N,
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CAPITULO 3. ESTUDIO DEL SISTEMA ATOMICO DE TRES NIVELES

donde hemos considerando «, 31, 52 € R. Para mayor facilidad en los calculos definamos
W; = w; — wy, con lo que el Hamiltoniano (3.1) al insertar las transformaciones de los
operadores bosénicos toma la forma

H = Q|:CLT(I+OZ\/N(CLT—|—CL)+N062:|+u72|:b1Tb1+Bl\/N(b1T+b)+Nﬂf +wi N

- 1
+ws3 {52%2 + 52\/N(52T + by) + Nﬁ%} + \/_N{ (/lmblT + M13b2T + \/N(MIQ/BI

+M1352)) {N —bifby = BIVN (b +b1) — NBE —byTby — BoV/N (bof + by) —
1/2
N@} +{N—bﬂn—&VW@J+bﬁ—AW%—@%T—@¢N®J+@)—

1/2
Nﬁzﬂ (#12591 + p13be + \/N(Muﬁl + M13ﬂ2>> + 123 (52%1 + by Thy +

,61\/N(b2T +by) + 52\/N(b1T +b) + 2Nﬁ1ﬁg) }(GT +a+ 2\/N04).

Tomando en cuenta el limite termodinamico, podemos quedarnos con las raices cua-
dradas que aparecen en el Hamiltoniano a orden cero obteniendo un Hamiltoniano
efectivo H®)

H® = Q[aTaJra\/N(aT + a) +Noz2] + {bﬁbl + BV N (b, +b) +Nﬁf} +wi N

N*
+ws |:b2Tb2 + 52\/N(b2T + by) + Nﬂ%} +14/ N { (/L12b1T + 111352T + \/N,D) X
y ll B biTby + 51\/N(51T +by) B byTby + 62\/N(b2T + bz)} i [1 B bi'by

2N* 2N* 2N*

Nt +b by b N(byt +b
51\/_2(]\;*-1— 1) b 2+522\/]\:( 2 2)] (M1251+M1352+\/Nﬂ>

+\5% <szb1 + b1y 4+ BV N (byt 4 ba) 4+ BV N (byF 4 by) + 2N5152> } X

x(al + a + 2V Na), (3.5)
donde se ha definido i = p1201 + p13fe y N* = N(1 — 32 — 32).

3.2. Estudio sobre la configuracion =

En los sistema atomicos pueden no ser permitidos todas las transiciones posibles
entre los distintos niveles. Para el caso de un sistema atémico de tres niveles se tienen
las configuraciones A, V y Z, los cuales son representados esquematicamente en la
Figura 3.1
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3.2. ESTUDIO SOBRE LA CONFIGURACION =

(AP W; 13) W3 13)
Ha23 H23

h— ) w b ) o | e [2)
H12 M1

NP S—) Wy 1) Wy 1)

(a) (b) (c)

Figura 3.1: Configuraciones posibles en el 4tomo de tres niveles (a) Esquema de la configuracién = donde
no se presenta la transicién entre el estado |1) y el estado |3). (b) Para el caso de la configuracién A se
tiene prohibido la transicién entre los estados |1) y |2). (¢) En la configuracién V' no existe transicién
entre |2) y |3).

Para el trabajo consideremos atomos en la configuracién =. En tal sistema no es
posible una transicion entre el estado |1) y el estado |3), por lo que se tiene py3 = 0.
Para los sistemas en la configuracién = el Hamiltoniano (3.5) toma la forma

H® = Q[aTa—Fa\/ﬁ(aT + a) +Na2] + s {bﬁbl + BV N (b, +b) +Nﬁf} +w N

N*
‘H.Jg [bQTbQ + BQm(bQT + bg) + Nﬁ%] + \/ W{ <,u12b1T + \/N,Uqgﬁl) |:1
_51“91 + 51\/N(51T +by) B byTby + 52\/N(52T + bg)} n [1 B b1 1b,

IN* IN* 2N~
VN1t + by) + baby 4+ Bov/N (ot + b
Bl ( - 1) 22N3 ﬁ2 ( 2 2):| (:u12b1 + \/N,ul2ﬁl) + ,U:—;\j*
X <b2Tb1 + by by + BIVN (bt + by) + BV N (BT + by) + 2Nﬁ152> }(aT +a

X

+2vNa). (3.6)

Como nos interesa el caso termodindmico expandamos los terminos del Hamiltoniano
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CAPITULO 3. ESTUDIO DEL SISTEMA ATOMICO DE TRES NIVELES

y eliminemos aquellos que tengan alguna potencia de N en el denominador obteniendo

H® = QlaTaJra\/N(aT +a) —|—N0421 + Wy {bﬁbl + BVN(B T+ ) +Nﬁf} +w N

2N 2N
45 | baTby + BoV/ N (by' 4 by) + N 2}——04 2119(by + b)) — —af ¥
3[ 2!y + 2 (be 2) B5 NG Bipaz(by 4+ b1") N B
N
X Bapirz (b + ba') + 2012V N*(by + byT) + 2B1 112V N*(a + al) — N afy X

| N
XILL12(b1 + blT)(bg + bgT) — Cl/ﬂl,ulg ﬁ(‘lbﬁbl + QbQTbQ =+ (blT)Q + b%) + 40( X

N
X B1p1aVNN* — B N (b2 + boT) x

N*
X (CL -+ CLT) + 12 \/ N (bl + bﬂ)(a + GT) + 20&51#23@(8)2 + b2T> -+ 20&ﬁ2,u23 X

X\/N(Zh + blT) + 26W23(b1Tb2 + 52%1) + 25162u23\/ﬁ(a + @T) + Bipeg X
X (by + by (a + ab) + Bapas(by + b1 )(a + a') + ANy Bapias.

N
N (b1 + bi")(a + a') — B1Bapz

Como nos interesa eliminar las dependencias lineales en los operadores bosénicos
agrupemos la expresion anterior en término de los operadores {a, by, bo}

. | N | N
H(g) = QCLT(I -+ [(ﬁQ — 40(51,[1112 W:| blTbl —+ |:L53 — 20461[,612 m] bQTbQ + |:QOZ\/N

2N
+2B1 a2V N* + 25152#23”] (a+a')+ {@51” — ﬁaﬂfﬂn + 2a %

- 2N
X 12V IN* + 20&52#23”] (b1 +b1") + {w3ﬁ2\/ﬁ — =01 P22 + 2a X

VN*
X51H23\/N] (b2 + bo') + {— a Bz ]]\i] (b + (b:1)?) + {52#23 — B; x

N N* N
Xph2\[ 37+ Hiz)f W] (b +b1")(a + af) + [— B1B2pi2 N 51#23} X
| N
X(b2 + bQT)(CL + CLT) + |: — aﬁgﬂlz ﬁ] (bl + blT)(bQ + b2T> + {204/@3] X

X(blTbQ + bQTbl) -+ |:QO(2N + CJ2512N + CJ36§N + 40[61#12\/ NN* + wlN +

4N045152M23} .

Ya que «, 1, B2 son parametros libres, podemos seleccionarlos de tal forma que no
haya términos lineales en los operadores bdsonicos. Con esto obtenemos el siguiente
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sistema de ecuaciones

Qav N + 2B p1aVN* + 251 BapiasVN = 0, (3.7)
- — 2N
WQBI N — W@B%ﬂlg + 20[,&12 vV IN* -+ 20[62/123 vN = 0, (38)
2N
WsPoVN — ——a + 2 vN = 0. 3.9
352 \/ﬁ b1 Bafiiz B hi23 ( )

Primeramente el sistema de ecuaciones tiene la soluciéon trivial « = 0,87 = 0,82 = 0
que corresponde tener al sistema en el régimen radiante. Es posible factorizar en el
sistema de ecuaciones el nimero de particulas N por lo que los coeficientes a, 51 y 5o
son independientes de este parametro. Es imposible obtener una solucién analitica del
sistema de ecuaciones pues equivale a un sistema de 8" grado, por tanto la obtencién
de las raices de las ecuaciones se logra de manera numérica. Al hacer esto tenemos que
considerar lo expuesto en el caso de dos niveles, donde observamos que los coeficientes
«, B; tienen que minimizar el valor del termino constante del Hamiltoniano efectivo. Al
introducir las soluciones de los coeficientes «, 3; eliminamos los términos lineales en los
operadores bosonicos quedandonos con en el Hamiltoniano

. | N N
H® = Qa'a+ [652 — 4oz ﬁ] b 'by + {053 — 203112 N*] ba by + [— a X

Xﬁl,ulz\/ %} (b% + (blT)2) + {52#23 - 5%#12\/ % + Hiz2\/ ]X;} (b + blT)(a

+a®) + [ — B1Bapirz

N N
N + 51#23} (by + b1 (a + a') + [ — afaft12 N*] X

X(bl + blT)(bz + bQT) + |:204,u23:| (blsz + bQTbl) + |:QO(2N + CJQ/B%N + (ﬂg@%N
+40éﬁ1/j12 V NN* —+ wlN -+ 4NO(5162[U23:| . (310)

Obsérvese que solo en el término constante tenemos una dependencia con el niimero
de particulas de la misma forma que en el sistema de 2 niveles.

3.3. Transformaciones de Bogoliubov para el Hamiltoniano
efectivo H®)

Denotemos los coeficientes en el Hamiltoniano (3.10) de la siguiente forma

];[(3) = hlaTa + hgblTbl + hngTbQ + h4(b1 + blT)(CL + CLT) + h5(b2 + bQT)(CL + CLT) +
he (b1 + b17)(ba + bat) + Ay (b + (017)?) + hg(biTba + ba'hy) + h, (3.11)

donde sélo tenemos dependencia de N en hyg.
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Para realizar la diagonalizacion del Hamiltoniano (3.11) introduzcamos los operado-
res de cuasi-particulas dy, dy y d3, con sus respectivos adjuntos, los cuales son operadores
bosénicos. Propongamos la relacién entre estas y los operadores {a, by, by} de la siguiente

forma

a = mdy + yody + Y3ds + midy | + modsT + mds, (

a' = mdi" +yedy’ +sdst + mid) + mads + mads, (

by = vyady +ysdy + Yeds 4+ mady " + msda! + meds”, (3.14
bi' = qudi" +v5de + Yeds’ + mady + Tsdy + meds, (

by = rdi +vsds + Yods + mrdy ' + msds! + odsT (
byl = yrdi" + ysde + yodsT + mrdy + Tsdy + mods, (

donde hemos considerado por facilidad 7;,m; € R. De las reglas de conmutacion de
ambos conjuntos de operadores bosénicos obtenemos

[a.a']

[bla blT]

[an bQT]

[a, bs]

[b1, ba]

[71d1 + Yodz + Y3ds 4+ midi" + Todo' + madsT, yidi T+ yado! + v3dsT
+midy + mads + 7T3d3]

MRty —mom o =1, (3.18)
[Vady + Y5z + eds + madi T+ w5da" + madst, vadi T+ y5da’ + eds|
+mady + T5ds + 7T6d3]

Vit oo - =1, (3.19)
[v7d1 + 7sda + Yods + mrdy ' + msdat + modsT, yrdi T+ Ysda! + Yods!
+m7dy + Teds + 7r9d3]

VE Rt - o - =1, (3.20)
[W1d1 + Yody + yady + midy " + mady + mads", vady + Y5da + veds +
mady "+ msds + meds ']

M4 + V2T5 + Y376 — M1Ya — T2Ys — 376 = 0, (3.21)
[71d1 + Yods + Y3ds 4+ midi" + Tado' + madsT, yrdi + Ysda + Yeds +
mody "+ Tsdo 4+ mods ']

M7 + Y2Ts + Y3y — T1Y7 — T2Ys — W37V = 0, (3.22)
[74d1 + vsda + Yed3 + mady ' + msdo' + modsT, yrdy + Ysda + Yods +
modi T+ meda! + ods ']

VaT7 + V5T + Y69 — TaY7 — T5Ys — Yo = 0, (3.23)
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[a,bi] = [ndi + yads + v3ds + midi T+ mads! + madst vadi T+ y5do 4 yeds
+mydy + msdy + 7T6d3}
= MY+ VY + 37 — My — Moms — mame = 0, (3.24)
[a, bzw = [’71d1 + Yods 4+ Y3ds + midy T + Tadot + wads", yrdi T + ysda’ + Yods
+77dy + Tyde + 7r9d3}
= M7+ V2Y8 + V3V — My — Mamg — T3mg = 0, (3.25)
[bl, bzq = [74611 + Ys5da 4+ Yods + mady " + wsdot + medsT, yrdi T + s’ + vodsT

+7T7d1 + 7T8d2 + ngg}
= Yav7r +Y5Y8 + V6Y9 — Mamy — TETg — WMy = 0. (3.26)

De esta forma obtenemos 9 ecuaciones para determinar los coeficientes ~;, ;.

Sustituyendo las transfomaciones (3.12), (3.13), (3.14), (3.15), (3.16) y (3.17) en
el Hamiltoniano (3.11) y agrupando en términos de los operadores de cuasi-particulas
obtenemos

7®

€1d1Td1 + edeTd2 + €3d3Td3 + H1(d1Td2 + dsz1) + Hz(led:J, + dgTdﬂ + Hg(d2Td3
+dstdy) + Hy(dvdy + dotdy ") + Hs(dyds + dsdy ") + He(dads + ds'dy’) + Ho(d? +
(di")?) + Hs(d5 + (d2")?) + Ho(d3 + (ds")?) + eo, (3.27)

donde se ha definido los coeficentes

H,

hi(7172 + mima) + ha(Vavs + mams) + ha(vrys + mrms) + ha(7175 + 7175 + Y274
+Y274 + YaTe + Y51 + T + Toms) + hs (V198 + 178 + V27 + Yo7 + 7T +
Yem1 + Mg + Tamr) + he(Yays + VaTs + Y57 + V577 + Vo5 + YeMa + MaTg +
ms77) + 2Ry (yams + Y57a) + hs(Vays + ys5v7 + Tams + W), (3.28)
hi(y1vs + mims) + ha(ya¥e + Tame) + ha(Vrye + mrm9) + ha(7176 + 7176 + V374
+y374 + Va3 + Yo + T + T374) + hs (V179 + V179 + V3Y7 + Y377 + Y773 +
Yomr1 + Ty + T377) + he(YaYo + Va9 + YeV7 + Vo7 + Y76 + YoTa + Tumg +
m677) + 2h7(ams + Y67a) + hs(Vaye + Y67 + Ty + T6TT), (3.29)
hi(v2ys + m2ms) + ha(vs76 + msm6) + ha(ysY0 + Tsmo) + ha(V26 + Y276 + 375
+7375 + V573 + Y62 + MaTs + T3ms) + s (Y29 + V2To + Y378 + V378 + Y873 +
YoTrg + TaTy + T37s) + N (V570 + V5T + VeVs + VeTs + V86 + YoTs + T5Tg +
m6Ts) + 2h7 (V576 + Y67s) + hs (V579 + Y68 + 5T + TeTg), (3.30)
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H,

H;

€0

€1

€2

hi(ime + v2m1) + ha(vams + v5ma) + hs(yrms + s77) + ha(7175 + 175 + 727
+Y2m4 + YT + 5T + T + Toma) + hs (V198 + V178 + Y27 + Yo + 7T +
Y8T1 + Mg + Tomr) + he (Va8 + YaTs + V57 + Va7 + YrTs 4 ey + TuTg +
Ts77) + 2h7 (Vavs + Tsma) + hs(Vams + Y577 + Y75 + Y87), (3.31)
hi(yims + y37m1) + ha(vame + Yema) + ha(y7rmo + Yo77) + ha(7176 + 1176 + Y374
+374 + Va3 + Yem1 + M6 + T3ma) + hs (V179 + V179 + Y37 + Y377 + Y73 +
YoT1 + Mg + T377) + he (V4o + YaTo + YeV7 + V67 + Vo + Yo + TaTg +
m677) + 2h7(Yave + Tams) + hs(Vame + Yoms + Y67 + Y7 76), (3.32)
hi(yams + v3m2) + ha (V576 + Y67s) + ha(8m9 + Yoms) + ha(y276 + Y276 + V375
+375 + Y573 + Y62 + ToTe + T37s) + hs(Y2Ye + Yoo + Y378 + V3T + Ye73 +
YoTg + oy + T3mg) + he (V579 + Y579 + Y6¥8 + V6Ts + Va6 + Vo5 + M5y +
meTs) + 2h7 (1576 + T5me) + hs (V59 + Y68 4 Y876 + Yo7s), (3.33)
hi(nim) + ho(vama) + ha(vemr) + ha(y17s + N+ yam + mima) + hs (197 +
Y177 + Ve + 7)) 4 he(Yayr + Yamr + Yema + wamr) + he(v; + 7)) + hs(yam
+774), (3.34)
hi(v2ma) + ha(v57s) + ha(sms) + ha(V2Ys5 + Y275 + V57 + mams) + hs (Y27 +
Vo + sz + Tams) + he(V57s + V57 + Va5 + Tsms) + hr (V2 + m5) + hs(57s
+787s5), (3.35)
hi(y373) + ha(veme) + ha(Vomo) + ha(y376 + Y376 + Y63 + m376) + hs(V379 +
V3Tg + Yomr3 -+ T379) + he (V679 + V6T + YoTe + Temg) + hr (Vg + mg) + hs (s
+7976) (3.36)

ho + ha(m} + 75 + 73) + ha(mf + 75 + 7m5) + ha(n7 + 75 + 75) + ha(y17a +
V1T + Y275 + V25 + ¥3Y6 + V376 + Va1 + YsT2 + V673 + M1 T4 + M3Te +

m5m2) + hs(V177 + 177 4 2Ys + Y2Ts + Y39 + V3T + Y1+ Ve + YoTr3 +
T1T7 + T3y + Tema) + he(Yayr + a7 4+ Y58 + V5T + V60 + YeTo + V7T +
Y875 + Yo + TaT7 + WsTg + MeTo) + 2h7(Yama + V575 + Y676) + 2hg(mamr +
T5Ts + MM ), (3.37)

hi(f +77) + ha(7i + 73) + ha(V2 + 77) + 2ha(1ya + NTa + Y + Tiy)
+2hs(nyr + e+ yrm + mimr) + 2he(Yayr + Yamr + yrma + wamr) + 4hy X
X (yama) + 2hs(yayr + ma7), (3.38)

h1(722 + 775) + h2(7§ + 7T52)) + h3(’7§ + 7T§) + 2h4(7275 + Vo5 + Y572 + 7T27T5)
+2hs(y278 + Yams + Y8 + Mams) + 26 (V578 + V578 + Y875 + Ts7s) + 4hy X
X (1575) + 2hs (V578 + T57s), (3.39)
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es = My +m) + ha(y; +75) + ha(7s + 75) + 2ha(7275 + 9275 + Y572 + Tams)
+2h5(v278 + Yams + Ys72 + Mams) + 2h6(V578 + V5T + Vs75 + ME7Ms) + 4hy X
X (7575) + 2hg (V578 + m57s). (3.40)
De esta forma podemos ver que buscamos parametros 7;, m; que hagan a los coeficientes

H; = 0. Esto nos proveera 9 ecuaciones mas que sumadas a las anteriores nos permitiran
definir la transformacién de Bogoliubov.

Introduzcamos los parametros 0y, 6, y 03. Denotemos por ¢; = cos(6;) y s; = sen(6;).
Consideremos la matriz de rotacién
C1C3 — 8189583 —C281 (1S3 + C35189
A= €381 + €123 C1Co §183 — C1C3S9
—C283 52 CaC3

donde hemos considerado los parametros 6, 5 y 65 en la representacion de los angulo
de Euler por lo que satisfacen [37]

—Tr S ‘91,03 S ™ (341)

0<6,<m (3.42)

Consideremos el siguente ansatz para los coeficientes v;, m; de la transformacion de
Bogoliubov

"= ZMULH'@O; Y2 = QM(th@), V3= QM(hH_e?’)’
= gt e = gt e 6= 5l ea)
= gt e s = gt e 0= gl +ea)
T = 2:/4%@1 —e1); My = 2\1/4%%1 —ey); M3 = 2%@1 —e3),
M= (e - e T Rl =) o= 5 e ca)

- A (hs —e1); 75 = = (hs —e2); 7o = ok (hs — e3)

Con esto tendremos satisfecho las primeras 9 ecuaciones (3.18)-(3.26) . Usando las 9
ecuaciones restantes podemos determinar los valores para 61,605 v 03.
De H; = 0 obtenemos

0 = AllAgl(h% + 6162) + A12A22(h§ + 6162) + A13A23<h§ + 6162) + 2h4\/ hth(AHAQQ
+A91 A1) + 2hs\/ hihs(A11Aog + Aa1 Avs) + 2he\/ hahs(A12Ags + Ai3A09) + 2 X

h7 h8
L AgAgo(h2 — ———(hsh A3 A A5 A53). 3.43
X s 12422 (hs — erea) + m( ohg + e1e2)(A13A + A1aAss) ( )
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De Hy, =0
0 = A11A31(h% + ejes) + A12A32(h§ + ejes3) + A13A33(h§ + ejes) + 2hy\/hihao(Aq1 Asy
+A31A12) + 2hs/ hihs(A11Asg + A1 Avs) + 2he\/ hohs(A12Ass + Ai3Ass) + 2 X
hy hg
X — A1 Aso(h% — eqe hohs + e1e3)(A{3A30 + A A 3.44
Iy 12A32(h3 1€3) + m( 2h3 163)(A13As0 12A33). ( )
De H3 =0
0 = A21A31(h? + eses) + A22A32(h§ + ege3) + A23A33(h§ + eses) + 2hy\/hiha(Ag Aso
+As1A2) + 2hs/ hihs( Az Ass + As1Asz) + 2he/ hohs(AgeAss + AggAsy) + 2 X
h7 hs
X — Agg Asg(h2 — e9e3) + hohs + eses)(Agg Az + Agn A 3.45
Iy 92 A32(h3 2€3) m( 2h3 s€3) (A3 Asa 92 A33). ( )
De H4 =
0 = A11A21(h% - 6162) + A12A2z(h3 - 6162) + A13A23(h§ - 6162) + 2h4\/ h1h2(A11A22
+A91 A1) + 2hs/ hihs(A11Asg + Asi Avs) + 2he\/ hohs(A12Ass + AjgAss) + 2 X
hy hs
X A, A h+ee hah e169)(A13As0 + AjnAss). 3.46
Iy 12A99( 162) + m( ohg — e1e2)(A13Aa 12423) ( )
De H; =0
0 = A11A31(h§ —ere3) + A12A32(h§ —ere3) + A13A33(h§ —e1e3) + 2hy\/hiho(A11 Ase
+As1A12) + 2hs/ hihs (A1 Ass + A1 A1z) + 2he/ hohs(A12Ass + A13A3) + 2 X
hy hs
X —A15A h+ + hohs — Ai3Asy + A A 3.47
Iy 12 32( 6163) m( 2113 6163)( 134132 12 33) ( )
De H@ =0
0 = A21A31(h% — ege3) + A22A32(h3 — ege3) + A23A33(h§ — ege3) + 2hy\/hiho(Ag Asy
+A31A9) + 2hs/ hihs( A2 Asg + Asi Ass) + 2he\/ hahs(Aga Ags + AggAsg) + 2 X
hy hg
X Ay A h+ee hohs — eges)(AgzAse + AgnAss). 3.48
s 22 A3 ( 2e3) + m( ohs — ese3)( Az Asg 22 A33) ( )
De H; = 0 al igual que de la expresion (3.38)
2h7 2 2h8 2 12 2 12 2 12 /
h A12 \/WAHAB 61 = Allhl + A12h2 + A13h3 + 4h4 h1h2A11A12 +

h5\/ h1h3A11A13 + 4h6\/ h2h3A12A13 + 2h7h2A§2
+2h8\/ h2h3A12A13. (349)
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De Hg = 0 al igual que de la expresién (3.39)

2h 2h
|:]_ + h—;Ag2 — \/h—Q_Sh?)A22A23:| 6% = Aglh% + A%2hg + A§3h§ + 4h4\/ hthAglAgg +
4hsr/ hihs Ao Agz + 4he/ hohgAxg Asg + 2h7h2A32
+2h8\/ h2h3A22A23. (350)
De Hg = 0 al igual que de la expresién (3.40)
{1 Lyt ﬂAnggg} = AZR2 4 ALRE 1 AL + A/ Tala Ay Ags +
ho Vhahs
Ahs\/ hih3As1 Ass + 4he/ hahs Ay Asg + 2hrha A,
—|—2h8\/ h2h3A32A33. (351)

De las ecuaciones (3.49), (3.50) y (3.51) vemos que tenemos definidos las energias
de excitacion del sistema en términos de los h; que a su vez estan definidas por los
coeficientes «, 3; y los angulos 6,, 65 y 03. Solamente nos falta encontrar los valores de
los angulos para poder tener definidas nuestra transformacién de Bogoliubov.

En orden de resolver los valores para 6y, 65, 05, sumemos la ecuacion (3.43) con (3.44)
obteniendo

0 = A11A21h€ + A12A22h§ + A13A23h§ + 2h4\/ hlhg(AnAQz + A21A12) + 2h5 X
X/ h1h3(A11Ags + A1 Ars) + 2her/ hohs(A19Asg + A13Ase) + 2hrha A Ags +
hs\/ hahs(A13 A2 + A12Az). (3.52)

Sumando (3.45) con (3.46)

0 = ApAsih]+ AgAshi + Ai3Asshl + 2hy/hiho( A1 Asy + Az Agy) + 2hs X
X\ hihs(A11Ass + A1 A1) + 2he/ hohs(A12Ass + A13Ase) + 2hrha A Asy +
hs/ haha(A13Azs + A1 Ass). (3.53)

Y finalmente de sumar (3.47) con (3.48) obtenemos

0 = AgAgih? + AgAsh? + Agg Aggh? + 2hun/hiha(Agy Ay + Az Agg) + 2hs X
X \/M(A21A33 + Az Asz) + 2hg \/%(AQQA?)?) + AggAsy) 4 2hrhaAsy Asy +
hs\/haha(Ags Asy + Asz Asy) (3.54)
Con el sistema de ecuaciones (3.52), (3.53) y (3.54) podemos determinar los angulos
en la tranformacién de Bogoliubov pues solo implican a los coeficientes h;. Aunque tal

sistema pueda no tener una solucion analitica es posible lograr una solucién numérica
que se facilita al recordar que

sen(;) = /1 — cos?(6;)
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con lo que conseguimos un sistema de ecuaciones polinomiales para cos(6;), cos(6s) y
cos(s).

La representacion de la energia base del sistema en funcion de los angulos 61,05 y 03
y los coeficientes h; es

Al Ay 2 | Al A3 A3, 2
ey — —4 e (hl —61) + —4 ( 1) + —4 (hg — € ) + _4 2(h —62) + _462 (hz — 62)
A2 A2, A2 A?
+ 22 (hg —ex)* + 222 (hy —e3)? + “22(hg — e3)® + =2 (hg — e3)? + hy/hihy X
462 4e €3 4 4
A A Ao A As A A A As1 A Aq1 A
X|: 11 12+ 21 22_'_ 31 32:| +h5\/%|: 114113 + 214123 + 314133 +
€1 €2 €3 €1 €2 es
A A Ass A Ag0 A h- [ A2 A2
hay/aly| 21200 ¢ Sty Soedo | S B ety 22 - )
A%Z 2 2 h8 A12A13 A22A23
—2(hs — ho — hg — ho — hg —
e (hy — e3) +2\/Fh3 o (hy —e1)(hs —e1) + o (ha — e2)(hs — e2)
Ags A
+ 32 33(h2—€3)(h3—63):| 1 he. (3.55)
3

Todo lo trabajado en esta secciéon nos ha llevado a lograr llevar nuestro Hamiltoniano
a la forma

[:[(3) = elledl + egdgng + 63d3Td3 + €o, (356)

con lo cual obtenemos las eigenfunciones del sistema asi como todos los observables que
pueden calcularse con ella. Cabe recalcar que todas las transformaciones realizadas solo
son aplicables a los estados méas bajos de energia, en especial para el estado base.

3.4. Calculos numéricos para un caso particular

Todo lo desarrollado en este capitulo nos has llevado a definir todos los parametros
necesarios para diagonalizar el Hamiltoniano del sistema de 3 niveles en la configuracion
=. A continuacién se presenta la aplicacién para el caso de doble resonancia W, = W3 =
Qr =1y w; =0 (esto ultimo equivale a tomar w; como energia de referencia cero).

Al resolver las ecuaciones (3.7) - (3.9) obtenemos las graficas de las figuras 3.2 -
3.7. Lo primero que resalta es el contorno de la separatriz entre las distintas fases, el
cual ya ha sido reportado para el sistema en la aproximacién de onda rotante [13].
En el comportamiento de los coeficientes 5; y [ (coeficientes en la perturbacién de
los operadores bosénicos atémicos) se observa una singularidad en algunas porciones
cercanas a la transicién de fase que no se observa en «. Este comportamiento que no
se encuentra presente en los coeficientes de 2 niveles puede deberse al calculo numérico
pues al refinar el enmallado de la grafica puede observarse un disminucién en el ancho
de la singularidad.

En las figuras 3.8 - 3.9 se grafica el comportamiento del término constante del Ha-
miltoniano (3.10) por nimero de dtomos (hg/N) el cual se pretende minimizar con los

39



3.4. CALCULOS NUMERICOS PARA UN CASO PARTICULAR

02 04 06 08 1.0 12

Figura 3.2: Grafica 3D del comportamiento de o Figura 3.3: Gréfica de densidad para a en fun-
en funcién de p19 y a3 para el caso de doble reso-  cién de p1o y o3 para el caso de doble resonancia
nancia wo = w3 =2 =1y w; =0. En esta griafica o =w3=0=1y w; =0.

se puede identificar claramente el contorno de la

separatriz de la transiciéon de fase.

coeficientes «, 1, B2. Se alcanza a distinguir la separatriz de la transicion de fase y el
comportamiento anomalo heredado de 51 y 5. Este término que esta relacionado con la
energia base del sistema es muy parecido al caso con aproximacién de onda rotante [13]
obviando la anomalia.

Finalmente se calcularon las energias de excitacion ey, es y ez en base a las ecuaciones
(3.49) - (3.51) y la energia del estado base dado por (3.55). Débido a que el sistema de
ecuaciones (3.52) - (3.54) admite varias soluciones para 6. 05 y 03, se tomaron aquellas
que minimizaran la energia del estado base. Las distintas soluciones que minimizan la
energia del estado base solamente intercambian el comportamineto entre las energias
de excitaciéon de la misma forma que en el caso de 2 niveles. Las gréaficas obtenidas se
muestras en las Figuras 3.10 - 3.17. Aunque la singularidad es propia del estado base
no asi en las energias de excitacion. Se adjudica nuevamente este comportamiento al
calculo numérico, senalando de nuevo la disminucién de la anchura de la singularidad
al tener un enmallado mas fino en el computo.

Finalmente resaltemos que al igual que en el caso de 2 niveles, la energia de excitacion
ey es igual al gap entre la energia del estado base y la energia del primer estado excitado.
Aunque se observa la presencia de la singularidad no se observan valores negativos en
e por lo que no hay un cruce entre el estado base y el primer estado excitado.
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Figura 3.4: Gréfica 3D del comportamiento de (3
en funcion de 12 y pos para el caso de doble re-
sonancia wy = w3 = 2 = 1y w; = 0. Podemos
observar cierto comportamiento anémalo en algu-

nas partes de la zona de transicién

Figura 3.6: Grafica de densidad para 2 como fun-

cién de puy2 y pos para el caso de doble resonancia

we =w3 =0 =1y w = 0. Se observa un com-
portamiento parecido al del coeficiente (.

41
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Figura 3.5: Grafica de densidad para f; en fun-
cién de py12 y pes para el caso de doble resonancia
we = w3 =0 =1y w = 0. Se puede identificar
claramente el contorno de la separatriz en la tran-
sicién de fase y el comportamiento anémalo cerca
de la transicién.
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Figura 3.7: Grafica de densidad para 82 como fun-
cién de pyo v o3 para el caso W = w3 = Q2 =1
v w1 = 0. Nuevamente se puede identificar el con-
torno de la separatriz en la transicién de fase y el
comportamiento anémalo cercano a la transicion.



3.4. CALCULOS NUMERICOS PARA UN CASO PARTICULAR

Figura 3.8: Gréfica 3D del termino constante en el
Hamiltoniano H®) (denotado hg) como funcién de
12y peo3 para el caso Wo =Ws3 =0 =1y w; =0.
Aunque no se observe de manera clara la separatiz
el comportamiento asemeja a lo reportado en [13]
para la energia base del sistema. También se puede
observar el comportamiento anémalo presentado

en B y en [s.

H1z

Figura 3.10: Gréfica 3D de la energia base del sis-
tema por numero de dtomos como funcién de p1o
v o3 para el caso wo = w3 =N =1y w; =0. Su
comportamiento no difiere mucho de lo encontrado
para hg salvo un crecimiento de la anomalia.
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Figura 3.9: Grafica de densidad del termino cons-
tante en el Hamiltoniano H®) (denotado hg) como
funcion de 12 y pos parael casows = w3 =0 =1
v w1 = 0. Se presenta la separatriz de la transicién
aunque no manera clara por un comportamiento
més suave de la funcién.
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Figura 3.11: Grafica de densidad del estado base
por nimero de dtomos como funcion de py2 y pos
para el caso Wy = W3 = 2 =1y w; = 0. No se
observa mucha diferencia con lo mostrado en 3.9
salvo una mayor anchura de la anomalia.



CAPITULO 3. ESTUDIO DEL SISTEMA ATOMICO DE TRES NIVELES

Figura 3.12: Gréfica 3D de la energia de excita-
cién e; como funcién de pi3 y pes para el caso
Wy =3 = Q =1y w; =0. Compérese con el com-
portamiento de la energia de excitacion ¢; (Figura
2.3) del caso de 2 niveles con el que tiene cierta
semejanza.

Figura 3.14: Grafica 3D de la energia de excita-
cién esg como funcién de p19 y pes para el caso
Wy = w3 = =1y w = 0. Se observa una se-
mejanza con el comportamiento de la energia de
excitacion e de la Figura 2.3 salvo en la transicién
donde se tiene la singularidad por la aproximacion.
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Figura 3.13: Gréfica de densidad de la energia de
excitacion e; como funcién de pis y pe3 para el
caso Wy = W3 = 2 =1y w; = 0. Aunque en la
grafica 3D la anomalia se confunda con el compor-
tamiento de la transicion se puede apreciar aqui su
presencia.
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Figura 3.15: Gréfica de densidad de la energia de

excitacion ey como funcidn de pis y pes para el
caso W = w3 =N =1y w =0.



3.4. CALCULOS NUMERICOS PARA UN CASO PARTICULAR
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Figura 3.16: Gréafica 3D de la energia de excita- Figura 3.17: Grafica de densidad de la energia de
cién ez como funcién de pio y pos para el caso excitacion es como funcién de pio v pas para el
Wo =Wz =0 =1y w; =0. Se tiene un comporta- caso wWs =w3 =N =1y w; =0.

miento parecido a la energia de excitacion e;.
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Conclusiones

En el presente trabajo se estudiaron los sistemas atémicos de dos niveles y los siste-
mas atémicos de tres niveles en configuracion = tomando en cuenta los terminos contra-
rotantes en la descripcion. Para ello se procedié con la diagonalizacion del Hamiltoniano
tomando en cuenta el limite termodindmico (N — o0), con lo cual se logré obtener el
comportamiento de los estados mas bajos de energia, especialmente del estado base.

Para la diagonalizacion del sistema de dos niveles se introdujeron la transforma-
cion truncada de Holstein-Primakoff para describir a los operadores colectivos atomicos
mediante operadores bosénicos. Los operadores bosénicos en el Hamiltoniano fueron
perturbados para facilitar el tratamiento del Hamiltoniano. Se encontraron los valores
de la perturbacién para la cual se eliminaban los términos lineales en los operadores
bésonicos. Lo obtenido fue diagonalizado usando las transformaciones de Bogoliubov.
En todo el proceso fue posible encontrar soluciones analiticas. Diagonalizado el Hamil-
toniano fue posible identificar las expresiones del espectro de bajas energias (teniendo
€1, €) asi como la energia del estado base (ep). También se calcularon los valores espe-
rados para el promedio de fotones y el promedio de excitaciones en el sistema.

Se calcularon los valores para el caso 2, = w = 1 donde se localizé el punto critico
de la transicién en p. = 0,5. Entre los resultados a destacar se tiene la observacién
de singularidades cerca la transicion de fase. Estas singularidades han sido observadas
tratando el Hamiltoniano de Lipkin de la misma forma en que se presento en el traba-
jo [35]. Tales singularidades se deben a la mala aproximacién de las transformaciones
truncadas de Holstein-Primakoff cerca del punto critico. Se identificé el comportamien-
to de €; con el gap entre la energia base y la del primer estado excitado. Se concluye que
en el sistema no se presenta un cruce entre el estado base y el primer estado excitado
sino que se observa un punto no analitico, como era de esperarse en el caso del limite
termodindmico.

Se logré extender lo realizado en el caso de 2 niveles a un sistema de 3 niveles en
configuracion =. Para esto se hizo uso de la generalizaciéon del mapeo de Holstein-
Primakoff truncado por el limite termodinamico. Se obtuvieron ecuaciones algebraicas
para los parametros de la perturbacion del sistema asi como para los coeficientes de la
transformacién de Bogoliubov. No se obtuvieron soluciones analiticas para las ecuacio-
nes aunque se logré obtener soluciones numéricas para el caso wy = w3 =2 =1y w; = 0.
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CONCLUSIONES

Entre las novedades que se pudieron introducir en el trabajo estan los coeficientes
de la transformacion de Bogoliubov entre los dos conjuntos de operadores bosénico
para el caso de tres niveles. De igual forma se mostraron las energias de excitacion
del sistema diagonalizado de tres niveles. Ambos resultados, hasta donde se ha bus-
cado no se encuentra en la literatura. Se pudo observar la separatriz de la transicién
de fase y el comportamiento de la energia base que concuerdan con trabajos realiza-
dos usando la aproximacién de onda rotante [12]. Es importante recalcar que para el
caso de tres niveles se observaron las singularidades de la transformacion truncada de
Holstein-Primakoff en las energias de excitacion cosa que no ocurre en el de 2 niveles y
se adjudica tal resultado a errores en el calculo numérico pues entre mas refinado sea
el enmallado de las graficas se puede disminuir el ancho de la singularidad.

El método expuesto en este trabajo ofrece como ventajas el poder describir el Hamil-
toniano como oscilador arménico por lo que es factible encontrar los eigenestados del
sistema en los niveles méas bajos de energia. En desventaja se ha observado singularida-
des cerca del punto critico de la transicién de fase debido al mal comportamiento de la
aproximacion de las transformaciones de Holstein-Primakoff truncadas observados en
la energia base y los promedios de fotones y de excitaciones.

Es necesario recalcar que el trabajo realizado puede extenderse a los sistemas atomi-
cos de tres niveles en las configuraciones A y V. Ademas la diagonalizaciéon del Hamil-
toniano solo es el principio pues es posible el calculo de valores esperadores asi como
parametros de interés como la fidelidad, 1til en la descripcion de las transiciones de
fase [38].

Por ultimo es importante mencionar que aunque el tratamiento dado no requeria
de sofisticados métodos matematicos, pues los cédlculos realizados fueron algebraicos, se
tenia una enorme cantidad de términos por manipular. Para la investigacion mostrada se
utilizaron las librerias Sympy y OpenKet, que fueron de gran ayuda en la manipulacién
y verificacién en los cédlculos, demostrando gran flexibilidad del software cientifico no
solo en los cdlculos numéricos sino que también en la investigacion tedrica analitica.
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Apéndice

A. Tranformaciéon de Bogoliubov para el sistema de dos niveles

Las relaciones entre los conjuntos de operadores bosénicos {a,b} y {¢1, c2} introdu-
cidos en el capitulo 2 son los siguientes

cos(7)

cos(7)

2\/ h181 L

cos(7)

2\/ h2€2 L

o cost)

2¢/haga |

(h2 + 52)02 + (hg — €2>CQT

(hz —+ €2>CQT + (hz — 82)62

h hy — f
2@_( 1+€1)61+( 1 61)61_ +

(hl + 61)61]L + (hl — 51)01 +

sen(7)

sen(7)

sen(7)

] B 2v/haer |

sen(7)

2v/haey |

2v/hieg |
2\/ h1€2 L

(hg + 81)01T + (hg — 81)61

(h1 +e2)ca + (hy — 52)02Jr
(hl + EQ)CQT + (hl — 62)62

(hz + 81)01 + (hg — 51)01T

Para tener un esquema completo de las transformaciones de Bogoliubov a continuacion
se presentan las transformaciones inversas de las expresiones anteriores.

c = 20\0/'2%)1 :(81 + hi)a + (g1 — hl)aT_ — ;\6/7%
af = 20\0/‘2% :<51 +hy)al + (e — h)a - ;‘j%
o = 233"% :(52 +h)at + (g2 — h)al + 263/‘2(2%
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(51 + hg)b + (51 — hg)bT

(61 + hg)bT -+ (61 — hg)b

(82 + hg)b + (82 — hg)bT

(62 + hg)bT + (62 — hg)b
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B. Transformacién de Bogoliubov para el sistema de tres niveles
en configuracion =

Las transformaciones de Bogoliubov entre los conjuntos de operadores bosonicos
{a,b1,bo} v {dy,ds,ds} introducidos en el Capitulo 3 se presenta nuevamente a conti-
nuacion

a = 2;1% :(hl +e1)dy + (hy — 61)d1T: + 2:/4% {(hl +e9)dy + (hy — eg)d{f] +
2\1/4% :(hl +e3)ds + (hy — 63)d3T:

i = 2% :(hl Fen)ds + (hn el)dl: + 2\’/4% {(hl eyt (hy 62>d2} .
2;%3 :(hl +e3)ds" + (hy — eg)dg:

by = 2\’/4% :(hg +e1)dy + (hy — el)le: + 2\’/4% {(hg + e9)dy + (hy — 62)d2T] +
2\?%63 :<h2 + e3)dz + (ha — 63)d3T:

bt = 2% :(hg +e))dy '+ (hy — el)dl: + 2:/4% [(hQ + e2)dot + (ho — 62>d2} n
2\1/4% :(hQ + e3)ds’ + (hy — 63)d3:

by = 2:/4% :(hs +e1)dy + (hs — el)dﬁ: + 2\1/4% {(hg + e)dy + (hs — GQ)dQT:| +
2\;1% :(hg + e3)ds + (hs — 63)d3T:

byt = 2:/4% :(hg + el)le + (hg — el)dl: + 2:/4% [(h3 + 62)d2T + (hy — €2>d2} n
2:/4% :(hs + e3)ds" + (hs — eg)dg:

Los siguiente son las tranformaciones inversas de las transformaciones anteriores

A11 A12
d = —— h — hy)al hs)b — ho)by T
1 2%[(61—'— 1)a+ (ex 1)a}+2\/%{(61+ 2)b1 + (€1 2) 1}+
Az
hs)b — h3)by!
2M|:(el+ 3)ba + (€1 3)2]
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di" =

(e1 + hi)a’ + (ey — hl)a} + 2\;‘% [(e1 + )byt + (g — hg)bl] +

(61 + hg)bgT + (61 - h3)b2:|

(e2 + h1)a+ (ea — h )aT} + Az {(e + ha)by + (e2 — ha)b T} +
2 1 2 1 o Trnts 2 2)01 2 2)01

(62 + hg)bg + (62 — hg)bQT:|

A
(e2+ hy)al + (s — hl)a] +5 22

N {(62 + ha)by" 4 (eg — hg)bl] +

(62 + hg)bQT + (62 — h3)bgj|

A
(63 -+ hl)CL + (63 — hl)CLT:| + 32 |:(€3 —+ hg)bl + (63 — hg)blT:| —+
2€3
(63 + hg)bQ + (63 — h3)b2T:|
(e3+ hy)a’ + (e5 — hl)a:| + A {(63 + ho)bi T+ (e3 — h2)b1} +
2\/ h2€3

(63 + hg)bgT + (63 — h3)bgj|
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