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aproximación en el punto cŕıtico µc = 0,5. . . . . . . . . . . . . . . . . 25

IX
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3.10. Gráfica 3D de la enerǵıa base del sistema por número de átomos como
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anomaĺıa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

X
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la enerǵıa de excitación ε1 (Figura 2.3) del caso de 2 niveles con el que
tiene cierta semejanza. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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3.17. Gráfica de densidad de la enerǵıa de excitación e3 como función de µ12

y µ23 para el caso ω̃2 = ω̃3 = Ω = 1 y ω1 = 0. . . . . . . . . . . . . . . . 44

XI
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Introducción

Debido a la naturaleza poco intuitiva de la mecánica cuántica, el tener sistemas que
puedan ser modelados de manera simple, permitan su realización experimental y tengan
un pequeño número de grados de libertad de forma que sean posibles soluciones numéri-
cas sin muchos recursos computacionales es de gran ayuda en el entendimiento de la
materia. Uno de estos sistemas, y sin duda de los más exitosos, es la electrodinámica
cuántica en cavidades, llamada de manera corta CQED.

La CQED trata sobre la interacción de la luz y la materia cuando ambos están con-
finados en una “caja”. De forma precisa, trata sobre sistemas atómicos (o moleculares)
que se logran aislar mediante paredes altamente reflectantes interactuando con el cam-
po electromagnético cuantizado (modelado como conjunto de osciladores armónicos),
estando algunos de los modos del campo en resonancia, o cerca de la resonancia, con la
enerǵıa de transición entre dos niveles atómicos.

Figura 1: Esquema de un sistema deN átomos y un modo del campo de radiación cuantizado confinados
en una cavidad.

Además de la importancia teórica por las predicciones hechas como los fenómenos
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INTRODUCCIÓN

de colapso-revivamiento [1] o los estados comprimidos [2], la CQED ha tenido una gran
relevancia en el área experimental y en el área de las aplicaciones. Por un lado, porque
muchos conceptos elementales de la mecánica cuántica como la paradoja EPR o del
gato de Schrödinger han podido ser investigados en experimentos de CQED [3, 4]. En
segunda por la aplicación de la teoŕıa al desarrollo del láser [5] y su potencial aplicación
al campo de la computación e información cuánticas [6].

Entre los modelos teóricos que tratan el acoplamiento entre átomos y el campo de
radiación cuantizado se encuentra el modelo de Jaynes-Cummings [7]. Este modelo es-
tudia la interacción entre un átomo de dos niveles y un modo del campo de radiación.
A pesar de las simplificaciones que presenta, describe con cierto exito los fenómenos
observados en el experimento [8]. El modelo de Jaynes-Cummings es caso particular del
modelo de Tavis-Cummings [9] que describe sistemas de N átomos de 2 niveles. Para
ambos modelos se han logrado obtener soluciones anaĺıticas exactas.

Una generalización de los modelos mencionados es el modelo de Dicke [10], el cual
estudia sistemas de N átomos incorporando términos de interacción despreciados en la
aproximación de onda rotante (aproximación usada en el modelo de Jaynes-Cummings
y en el de Tavis-Cummings). No existe una solución anaĺıtica exacta para el modelo de
Dicke considerando un número finito N de part́ıculas. Sin embargo el Hamiltoniano de
Dicke puede ser diagonalizado en el ĺımite termodinámico [11] (considerando N →∞)
con lo cual es posible obtener una descripción de los primeros estado energéticos del
Hamiltoniano.

Otro de los sistemas estudiados en la actualidad es el que describe los átomos de
tres niveles. Entre los tipos más populares de estudio están los clasificados como Λ,
V o Ξ dependiendo de las transiciones realizadas en el átomo. Estos sistemas se han
podido estudiar en distintos casos, por ejemplo usando la aproximación de onda rotan-
te [12, 13]. También se ha investigado tomando en cuenta los términos contra-rotantes
pero considerando dos modos del campo electromagético [14] o tomando en cuenta el
término diamagnético y usando la regla de la suma de Thomas-Reich-Kuhn (TRK) [15].

Entre los casos poco tratados en la literatura cient́ıfica se tiene el sistema atómico
de 3 niveles en la configuración Ξ interactuando con un modo del campo de radiación.
Se han encontrado soluciones usando la aproximación de onda rotante, cosa no hecha
sin usar tal aproximación. En este trabajo se quiere tratar este problema mediante la
diagonalización del Hamiltoniano en el ĺımite termodinámico.

Estructura de la Tesis

En el caṕıtulo 1 se introduce la teoŕıa de la interacción radiación-materia en la
mecánica cuántica. Se presenta el Hamiltoniano del sistema mostrando las dos formas
de modelar el término de interacción: el procedimiento de acoplamiento mı́nimo y el
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INTRODUCCIÓN

procedimiento de acoplamiento directo.

En el caṕıtulo 2 se trabaja en la diagonalización del Hamiltoniano de Dicke en el
ĺımite termodinámico. Esto se hará introduciendo las transformaciones de Holstein-
Primakoff al sistema para escribir los operadores atómicos en términos de operadores
bosónicos. Para la diagonalización se hará uso de las transformaciones de Bogoliubov.
Se concluye calculando algunos valores esperados y aplicando lo desarrollado a un caso
particular.

El caṕıtulo 3 se centra en la diagonalización del Hamiltoniano de un sistema de N
átomos de 3 niveles interactuando con un modo del campo de radiación en el ĺımite
termodinámico. Para ello se usará la generalización de las transformaciones de Holstein-
Primakoff y, de nueva cuenta, mediante las transformaciones de Bogoliubov. Se mos-
trarán las soluciones numéricas para un caso particular.

XVII



INTRODUCCIÓN
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Caṕıtulo 1

Módelo teórico de la interacción
radiación-materia

Como todo problema en mecánica cuántica no-relativista, nuestro punto de partida
es obtener el Hamiltoniano que describa al fenómeno. Para un sistema involucrando
radiación y materia, los primeros términos que podemos reconocer del Hamiltoniano
son: el término de enerǵıa cinética para los átomos y el término de enerǵıa libre para
los campos, que son descritos cuánticamente mediante operadores de momento y ope-
radores de creación y aniquilación, respectivamente. Pero, ¿cómo podemos modelar la
interacción radiación-materia?

En el presente caṕıtulo estudiaremos dos formas de tratar el problema. El primero
de los métodos trata con el reemplazo del momento p por el momento p − eA en
el término cinético. Este método es conocido como procedimiento de acomplamiento
mı́nimo o interacción p · A. El otro método involucra la introducción del término de
interacción dipolar d ·E, siendo el momento dipolar atómico d y el campo eléctrico E.
Este método es conocido como acomplamiento directo.

1.1. Procedimiento de acoplamiento mı́nimo

1.1.1. Invariancia de norma para la ecuación de Schrödinger

En mecánica cuántica, la f́ısica está dada por las probabilidades de los resultados al
realizar mediciones. Estas probabilidades están relacionadas con el cuadrado del valor
absoluto de la función de onda (|ψ|2). Debido a esto la función de onda está determinada
hasta una fase total. Como ejemplo, consideremos la función ψ(r, t) la cual satisface la
ecuación de Schrödinger

i~
∂ψ(r, t)

∂t
=

[
p̂2

2m
+ U(r)

]
ψ(r, t), (1.1)

1



1.1. PROCEDIMIENTO DE ACOPLAMIENTO MÍNIMO

donde U(r) corresponde a un potencial exterior y p̂ es el operador de momento. Ahora
consideremos la función

ψ̃(r, t) = eiαψ(r, t)

siendo α una constante real. Definida de esta forma la función de onda ψ̃ seguirá cum-
pliendo la ecuación (1.1). Tranformaciones de este tipo son conocidos como transfor-
maciones globales.

Por otro lado, la fase puede depender de la posición y del tiempo, tal transformación
es conocida como transformación local. Ejemplo de esto es

ψ̃(r, t) = exp

[
i

~
eΛ(r, t)

]
ψ(r, t). (1.2)

La función ψ̃ no cumple la ecuación (1.1) sino que satisface la siguiente

i~
∂ψ̃(r, t)

∂t
=

1

2m

[
− i~∇− e∇Λ(r, t)

]2

ψ̃(r, t) +

[
U(r)− e∂Λ(r, t)

∂t

]
ψ̃(r, t). (1.3)

Pero, ¿bajo qué transformaciones la ecuación (1.3) será invariante?
Antes de continuar recordemos las ecuaciones de Maxwell:

∇ · E(r, t) =
1

ε0

ρ(r, t), (1.4)

∇ ·B(r, t) = 0, (1.5)

∇× E(r, t) = − ∂

∂t
B(r, t), (1.6)

∇×B(r, t) =
1

c2

∂

∂t
E(r, t) +

1

ε0c2
J(r, t). (1.7)

Las ecuaciones (1.5) y (1.6) permiten escribir a los campos E y B de la forma [16]

B(r, t) = ∇×A(r, t), (1.8)

E(r, t) = − ∂

∂t
A(r, t)−∇φ(r, t). (1.9)

Al campo A se le llama potencial vectorial y al campo φ potencial escalar, y en su
conjunto son llamados potenciales electromagnéticos. De las relaciones anteriores obser-
vamos que los campo E y B también son obtenidos con los potenciales

A′ = A +∇Λ,

φ′ = φ− ∂Λ

∂t
.

Por tanto vemos que hay una libertad al determinar los potenciales electromagnéticos
al escoger la función Λ.

La elección de Λ permite en ciertos casos simplificar las ecuaciones para nuestros
campos electromagnéticos. Por ejemplo podemos escogerlo de forma que ∇·A = 0. Tal

2



CAPÍTULO 1. MÓDELO TEÓRICO DE LA INTERACCIÓN RADIACIÓN-MATERIA

elección es conocida como norma de Coulomb. Es importante recalcar que en ausencia
de cargas, la norma de Coulomb junto a la ecuación (1.4) implican que φ(r, t) = 0.

Postulemos que la ecuación de Schrödinger deba ser invariante ante las transfomacio-
nes locales, como (1.2) [17]. Aśı podemos introducir los potenciales electromagnéticos
en la ecuación de Schrödinger, obteniendo

i~
∂ψ(r, t)

∂t
=

{
1

2m

[
− i~∇− eA(r, t)

]2

+ U(r) + eφ(r, t)

}
ψ(r, t). (1.10)

Ahora, al aplicar la transformación (1.2), la nueva función de onda ψ̃ cumplirá

i~
∂ψ̃(r, t)

∂t
=

{
1

2m

[
− i~∇− eA′(r, t)

]2

+ U(r) + eφ′(r, t)

}
ψ̃(r, t). (1.11)

Hemos conseguido que la forma de la ecuación sea invariante. Este Hamiltoniano es el
que debemos de tratar al considerar part́ıculas inmersas en campos electromagnéticos.

El desarrollo hecho nos ha conducido a considerar un Hamiltoniano de la forma

Ĥ =
1

2m

[
p̂− eA(r, t)

]2

+ U(r) + eφ(r, t) +
1

2

∫
d3r

[
ε0E

2 +
1

µ0

B2

]
,

donde hemos introducido la contribución de la enerǵıa del campo libre. Recordemos que
en CQED queremos considerar campos en el vaćıo (descritos por osciladores armóni-
cos), al considerar la norma de Coulomb tendremos que φ(r, t) = 0, por lo que el
Hamiltoniano queda expresado como

Ĥ =
1

2m

[
p̂− eA(r, t)

]2

+ U(r) +
1

2

∫
d3r

[
ε0E

2 +
1

µ0

B2

]
.

Finalmente desarrollemos el primer término del Hamiltoniano anterior

(p̂− eA)2 = p̂2 + e2A− e(A · p̂ + p̂ ·A).

Debido a que

p̂ ·
[
A(r)ψ(r)

]
= −i~∇ ·

[
A(r)ψ(r)

]
= −i~

[
ψ(r)∇ ·A(r) + A(r) · ∇ψ(r)

]
se satisface para cualquier función ψ(r), y usando la norma de Coulomb ∇ · A = 0,
llegamos a que

p̂ ·A(r) = A(r) · p̂.

La forma del Hamiltoniano a considerar es

Ĥ =

[
p̂2

2m
+

e2

2m
A2(r, t)− e

m
A(r, t) · p̂

]
+ U(r) +

1

2

∫
d3r

[
ε0E

2 +
1

µ0

B2

]
.
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1.1. PROCEDIMIENTO DE ACOPLAMIENTO MÍNIMO

Para lo que sigue consideraremos un campo de radiación débil (|p| � |eA|) de tal forma
que el Hamiltoniano pueda tratarse perturbativamente. Esto nos permite despreciar el
término A2(r, t) que es conocido como término diamagnético [18], quedándonos con

Ĥ =

[
p̂2

2m
− e

m
A(r, t) · p̂

]
+ U(r) +

1

2

∫
d3r

[
ε0E

2 +
1

µ0

B2

]
. (1.12)

1.1.2. Interacción de un átomo con el campo

Para continuar el desarrollo consideremos un átomo, que por simplicidad será de
Hidrógeno. Si rp y mp denotan la posición y la masa del protón y re, me los del electrón,
tendremos

Ĥ =

[
p̂e

2

2me

+
p̂p

2

2mp

+
e

mp

A(rp, t) · p̂p −
e

me

A(re, t) · p̂e
]

+ U(|rp − re|)

+
1

2

∫
d3r

[
ε0E

2 +
1

µ0

B2

]
,

donde U(|rp − re|) denota el potencial que experimenta el electrón debido al núcleo.
Denotemos al término del campo libre como

Hrad =
1

2

∫
d3r

[
ε0E

2 +
1

µ0

B2

]
. (1.13)

Sea r = rp−re, las coordenadas relativas, e introduzcamos las coordenadas del centro
de masa, entonces el Hamiltoniano queda expresado como

Ĥ =
P̂

2

2M
+

p̂2

2µ
− e

µ

[
µ

me

A

(
R +

mp

M
r, t

)
+

µ

mp

A

(
R− me

M
r, t

)]
· p̂

− e

M

[
A

(
R +

mp

M
r, t

)
−A

(
R− me

M
r, t

)]
· P̂ + U(|r|) +HRad.

Aqúı µ denota la masa reducida del sistema, M la masa total, P el momento asociado
al centro de masa y p el momento asociado a la coordenada relativa.

En el Hamiltoniano anterior observamos términos de la forma A(R + δr). Expan-
diendo este término en serie de Taylor alrededor de R obtenemos

A(R + δr) ' A(R) + (δr · ∇R)A(R) + · · · .

Estimemos la contribución del segundo término relativo al primero [19]

|δr · ∇RA(R)|
|A(R)|

≤ |δr||∇RA(R)|
|A(R)|

' |δr||k|.

Para lo anterior hemos considerado al potencial vectorial descrito por ondas planas (ver
sección 1.1.3) por lo que el cambio del potencial está relacionado con el vector de onda

4



CAPÍTULO 1. MÓDELO TEÓRICO DE LA INTERACCIÓN RADIACIÓN-MATERIA

k. Recordemos que δr puede ser −(me/M)r o (mp/M)r, además la magnitud de r, el
vector relativo, es del orden del tamaño del átomo. Por tanto

|δr · ∇RA(R)|
|A(R)|

≤ 2π
tamaño del átomo

longitud de onda de la luz
.

Concluyendo que si consideramos longitudes de onda mucho mayores al tamaño del
átomo (caso al considerar el espectro visible) podemos aproximar

A(R + δr) ' A(R).

El planteamiento anterior es conocido como aproximación del dipolo y consiste en con-
siderar el valor del potencial como constante dentro de la región atómica, implicando

A(0) ' A(R) ' A(re) ' A(rp).

Esto hace que

Ĥ =
P̂

2

2M
+

p̂2

2µ
− e

µ
A(0) · p̂ + U(|r|) +HRad, (1.14)

donde observamos que tenemos incluido el Hamiltoniano del átomo en ausencia de
campo electromagnético

Hatom =
P̂

2

2M
+

p̂2

2µ
+ U(|r|). (1.15)

Por tanto el término de interacción es

Hint = − e
µ

A(0) · p̂. (1.16)

La generalización del término de interacción para un sistema de N part́ıculas es
directa y se obtiene

Hint = −
∑
i

ei
µi

A(0) · p̂i,

donde i denota los distintos átomos en la cavidad.

1.1.3. Cuantización del potencial vectorial

Considerando el campo electromagnético en el vaćıo y recordando que trabajamos
con la norma de Coulomb, tenemos de las ecuaciones (1.8) y (1.9)

E = −∂A

∂t
, (1.17)

B = ∇×A. (1.18)
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1.1. PROCEDIMIENTO DE ACOPLAMIENTO MÍNIMO

Además la ecuación (1.7) se reduce a

∇×B =
1

c2

∂E

∂t
.

Todo lo anterior implica que

∇×∇×A = − 1

c2

∂2A

∂t2
;

y dada la relación ∇×∇×A = ∇(∇ ·A)−∇2A = −∇2A por la elección de la norma
de Coulomb, obtenemos la ecuación de onda

∇2A− 1

c2

∂2A

∂t2
= 0.

Especialmente podemos expandir el potencial vectorial en términos de ondas planas.
La cuantización del potencial vectorial está directamente dada por la cuantización

de las ondas planas mediante operadores de creación y aniquilación, teniendo (en el
esquema de Schrödinger)

A(R) =
∑
k,j

λk,jek,j[ak,je
ik·R + ak,j

†e−ik·R], (1.19)

donde se tienen los operadores de creación y aniquilación ak y ak
† y los vectores unita-

rios ek,j. Es necesario comentar que la constante λk,j está en función de la frecuencia
del modo y del volumen de la cavidad. Además, estos mismos operadores son los que
aparecen al cuantizar el término del campo libre Hrad pues por las ecuaciones (1.17) y
(1.18) vemos la relación entre el potencial vectorial A y los campos electromagnéticos
E y B.

1.1.4. Tratamiento cuántico para el Hamiltoniano Ĥ

El Hamiltoniano completo a considerar para un átomo es

Ĥ = Hatom +Hrad −
e

µ
A(0) · p̂.

(1.20)

En el esquema de Schrödinger consideremos la ecuación de eigenvalores para el Hamil-
toniano del átomo libre

Hatom|j〉 = Ej|j〉 (1.21)

donde Ei ≤ Ej si i ≤ j. Introduzcamos un conjunto de operadores atómicos generali-
zados como

Anm = |n〉〈m|. (1.22)
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CAPÍTULO 1. MÓDELO TEÓRICO DE LA INTERACCIÓN RADIACIÓN-MATERIA

Obsérvese que la acción de un operador atómico Anm es la de llevar un estado |m〉 a un
estado |n〉. Estos operadores satisfacen la relación

[Aij, Akl] = δjkAil − δilAkj. (1.23)

En la representación de los eigenvectores {|j〉}, el Hamiltoniano del átomo puede ser
expresado como

Hatom =
∑
n

EnAnn. (1.24)

En general cualquier operador Ô que describa el comportamiento del átomo, como
el momento p̂ y la posición r, puede escribirse como

Ô =
∑
n,m

〈n|Ô|m〉Anm. (1.25)

Particularmente para el momento tendremos

p̂ =
∑
n,m

〈n|p̂|m〉Anm.

Al satisfacerse la relación

p̂

µ
=
dr

dt
= − i

~
[r, Hatom] = − i

~
(rHatom −Hatomr),

podemos calcular los elementos de matriz de p̂ en termino de los elementos de matriz
del momento dipolar er de la siguiente forma

〈n|p̂|m〉 = −iµ
~

(Em − En)〈n|r|m〉 =
iµωnm
e
〈n|er|m〉,

〈m|p̂|n〉 = −iµωnm
e
〈m|er|n〉.

asumiendo ~ωnm = En − Em e identificando el momento dipolar atómico er que en
general tendrá elementos de matriz complejos. Si definimos que

〈n|er|m〉 = iDnm

donde suponemos que Dnm es un vector real [21], el momento puede ser expresado como

p̂ =
∑
n<m

µωnm
e

Dnm(Anm + Amn).

Aśı, Hint de la ecuación (1.16) queda expresado de la forma

Hint =
∑
k

∑
n<m

µk,nm(ak + ak
†)(Anm + Amn), (1.26)
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1.1. PROCEDIMIENTO DE ACOPLAMIENTO MÍNIMO

siendo la constante de acoplamiento

µk,nm = −ωnmDnm · ek,

donde hemos denotado k = k, j.
Por tanto el Hamiltoniano total es

Ĥ = ~
∑
k

Ωkak
†ak +

∑
n

EnAnn +
∑
k

∑
n<m

µk,nm(ak + ak
†)(Anm + Amn). (1.27)

Lo anterior describe al sistema con un solo átomo. La generalización es directa para un
sistema con N átomos y conlleva poner a los operadores Anm como operadores colectivos
descritos por

Anm =
N∑
r=1

A(r)
nm (1.28)

donde los A
(r)
nm corresponden a los operadores definidos en (1.22) para cada átomo r.

Para el caso de N átomos también es común escribir la constante de acoplamiento µk,nm
de tal forma que se tenga una constante sobre

√
N , i.e.,

µk,nm →
µk,nm√
N
.

Para el caso a tratar, donde consideraremos un modo nuestro Hamiltoniano toma la
forma

Ĥ = ~Ωka
†a+

∑
n

EnAnn +
∑
n<m

µnm√
N

(a+ a†)(Anm + Amn). (1.29)

Finalmente, un caso especial, y que se tratará en el presente trabajo, es el de un
sistema atómico de dos niveles, para el cual los operadores de (1.22) son los operadores
de pseudo-esṕın J±, Jz, y el Hamiltoniano para el caso de N átomos queda descrito
como

Ĥ = ~Ωka
†a+ EJz +

µ√
N

(a+ a†)(J+ + J−).

1.1.5. Aproximación de onda rotante

Observando la parte de interacción del Hamiltoniano podemos apreciar, dentro de
la suma, cuatro términos. Estos son

ak
†Anm donde el átomo pasa del nivel m al nivel n (baja de nivel pues observemos

se realiza con n < m) creando un cuanto del modo k de radiación.

akAmn donde el átomo pasa del nivel n al nivel m (sube de nivel) aniquilando un
cuanto del modo k de radiación.
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CAPÍTULO 1. MÓDELO TEÓRICO DE LA INTERACCIÓN RADIACIÓN-MATERIA

ak
†Amn donde el átomo pasa del nivel n al nivel m creando un cuanto del modo k

de radiación.

akAnm donde el átomo pasa del nivel m al nivel n aniquilando un cuanto del modo
k de radiación.

Especialmente los últimos dos casos (llamados términos contra-rotantes) violan la
conservación de enerǵıa. Estos términos pueden eliminarse de la siguiente forma. Con-
sideremos el esquema de interacción (consideremos la dependencia temporal de los
operadores). En el producto de los operadores de la ecuación (1.26) tendremos

Amna
†
ke
i~(Ωk+ωnm)t + Anma

†
ke
i~(Ωk−ωnm)t + Amnake

−i~(Ωk−ωnm)t + Anmake
−i~(Ωk+ωnm)t,

donde Ωk es la frecuencia del modo y ωnm es la frecuencia de transición entre el nivel
|n〉 y el |m〉. Cuando se tienen valores cercanos a la resonancia (Ωk ≈ ωnm) los valores
con Ωk+ωnm pueden despreciarse pues oscilan rápidamente en el tiempo. Esta acción es
llamada aproximación de onda rotante y bajo tal aproximación el término (1.26) toma
la forma

Hint =
∑
k

∑
n<m

µk,nm(akAmn + ak
†Amn).

1.2. Procedimiento de acoplamiento directo

Como mencionamos en la introducción del caṕıtulo, además de la descripción de la
interación radiación-materia basado en el término A · p existe otro esquema que reside
en el acoplamiento de un dipolo al campo eléctrico, y en esta sección nos enfocaremos
a ella.

1.2.1. Motivación del acoplamiento directo

Recordemos que un átomo de hidrógeno consiste en un electrón y un protón separa-
dos por un vector r. Esto induce un momento dipolar d = er.

Nuevamente recordemos la aproximación del dipolo. Al considerar longitudes de onda
del campo electromagnético mucho mayores al tamaño del átomo podemos considerar
al potencial A como constante en la región atómica. Ya que el campo eléctrico está re-
lacionado con el potencial vectorial podemos aproximar como constante al campo en la
misma región; es decir

E(0, t) ' E(R, t) ' E(re, t) ' E(rp, t).

El dipolo en presencia del campo eléctrico E experimenta un potencial

Hdipolo = −d · E(R, t) = −er · E(R, t); (1.30)

por tanto el Hamiltoniano total del sistema átomo de hidrógeno y campo es

H̃ =
P2

2M
+

p2

2µ
+ U(|r|)− er · E(R, t) +Hrad

= Hrad +Hatom − er · E(0, t). (1.31)
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1.2. PROCEDIMIENTO DE ACOPLAMIENTO DIRECTO

1.2.2. Tratamiento cuántico para el Hamiltoniano H̃

Todo lo que sigue hará uso del desarrollo de la sección 1.1.4. Primeramente recal-
quemos la ecuación (1.17) en donde vemos la relación entre el campo eléctrico y el
potencial vectorial. Tal relación conlleva a que el campo pueda ser expresado mediante
ondas planas y su cuantización sea de la forma

E(R) =
∑
k,j

iεk,jek,j[ak,je
ik·R − ak,j†e−ik·R]. (1.32)

Podemos usar el desarrollo de 1.1.4 para llegar a la ecuación (1.26), es decir,

〈n|er|m〉 = iDnm,

con D un vector real. Aśı nos es permitido expresar el operador de momento dipolar
como

d =
∑
m≤n

iDnm(Anm − Amn).

Tomemos en cuenta que las funciones de onda de estados estacionarios para el caso
atómico tienen paridades bien definidades, por lo que los elementos de la diagonal son
cero [19]

〈n|r|n〉 =

∫
d3r|ψn(r)|2r = 0.

Por tanto

d =
∑
m<n

iDnm(Anm − Amn). (1.33)

De la ecuación (1.32) y (1.33) tenemos para el término de la interacción dipolar

Hdipolo =
∑
k

∑
n<m

gk,nm(ak − ak†)(Anm − Amn),

donde

gk,nm = εk,nmDnm · ek.

El Hamiltoniano total es

H̃ = ~
∑
k

Ωkak
†ak +

∑
n

EnAnn +
∑
k

∑
n<m

gk,nm(ak − ak†)(Anm − Amn). (1.34)

Vemos los términos de de interacción encontrados mediante el acoplamiento mı́nimo
(1.26) y el acoplamiento directo (1.34) difieren por una transformación canónica (por
ejemplo ak → iak, Anm → iAnm) por lo que ambas descripciones son equivalentes.
Esto, considerando las aproximaciones expresadas en el desarrollo, enfatizando el des-
precio al término diamagnético. Aún sin despreciar tal término se puede demostrar la
equivalencia entre ambas descripciones [22].
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1.3. Transiciones de fase en la interacción radiación-materia

Uno de los fenómenos importantes observados en los sistemas átomos-radiación es
la existencia de transiciones de fases cuánticas.

Estas transiciones se presentan al variar algún parámetro f́ısico a temperatura abso-
luta cero (0 K) y describen cambios abruptos en la enerǵıa del estado base del sistema.

Para entender un poco este fenómeno, consideremos un Hamiltoniano H(g). Para
un sistema finito la enerǵıa del estado base generalmente vaŕıa de manera suave, como
función anaĺıtica de g [23]. Una posibilidad de excepción ocurre cuando g acopla sólo
una cantidad conservada

H(g) = H0 + gH1,

donde [H0, H1] = 0. En este caso H0 y H1 pueden diagonalizarse simultáneamente por
lo que las eigenfunciones son independientes de g aún cuando los eigenvalores vaŕıen con
g. Esto permite que exista un cruce de niveles donde un estado excitado se convierte en
el estado base del sistema a partir de un cierto valor g = gc, creando un punto donde
el estado base no sea función anaĺıtica de g.

Para el caso de un sistema cuyos número de componentes sea muy grande puede no
presentarse un cruce de niveles, pero el comportamiento del estado base y el estado ex-
citado pueden tender a ser no-anaĺıticas en g = gc al tomar el ĺımite de las componentes
como infinitas.

En particular para el caso de la interacción radiación-materia se hace presente una
transición de un régimen normal a un régimen superradiante siendo la magnitud del
acoplamiento campo-materia µk,nm (1.27) el parámetro g. Mientras que en el régimen
normal la razón de emisión de los átomos es proporcional a N (el número de átomos
en el sistema) en el régimen superradiante es proporcional a N2 [24] .
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Figura 1.1: Transiciones de fase cuánticas (a) Para un sistema finito donde se observa un cruce entre
niveles en g = gc, en este caso entre el estado base y el primer estado excitado. (b) Para un sistema
con un número de componentes muy grande. Aunque no exista un cruce de niveles, puede haber un
punto no anaĺıtico (g = gc) cuando el número de componentes tiende a infinito (ĺınea continua).
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Caṕıtulo 2

Estudio del sistema atómico de dos
niveles

En el estudio de la interacción entre átomos y radiación, el sistema más simple in-
volucra átomos de dos niveles interactuando con un modo del campo electromagnético.
Aunque en la naturaleza no se encuentren sistemas atómicos de dos niveles (o de un
número finito) es posible inducir con muy buena aproximación este tipo de comporta-
miento a través de técnicas como el bombeo óptico [25].

Aunque una realización experimental de los términos contra-rotantes en el Hamil-
toniano sea imposible [26] existen propuestas experimentales para la observación de
las transiciones de fase en el módelo de Dicke [27]. Recientemente, observaciones de
transiciones de Dicke se han reportando en gases superfluidos [28]. En este caṕıtulo nos
avocaremos a resolver el modelo a través de la diagonalización del Hamiltoniano en el
ĺımite termodinámico y observar las transiciones de fase del sistema en los niveles más
bajos de enerǵıa.

Figura 2.1: Esquema de un átomo de dos niveles (|1〉 y |2〉) interactuando con un modo de radiación
Ωk. Se tiene un acoplamiento entre el campo y el átomo de valor µ.

13
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2.1. Tratamiento del Hamiltoniano de Dicke en el ĺımite ter-
modinámico

Consideremos un sistema de N átomos de 2 niveles, todos con la misma frecuencia
atómica ω. El sistema se encuentra en una cavidad con un solo modo del campo electro-
magnético de frecuencia Ωk. Partiendo del modelo de Dicke, tenemos el Hamiltoniano
(~ = 1)

Ĥ = Ωka
†a+ ωJz +

µ√
N

(J+ + J−) (a† + a), (2.1)

para el cual µ corresponde a la constante de acomplamiento. El operador Jz es compo-
nente del operador de momento angular mientras que los operadores J+, J−, operadores
escalera, están dados por

J± = Jx ± iJy
donde Jx y Jy son los otros dos componentes del operador J [29]. Las componentes
satisfacen las reglas de conmutación

[Jk, Jl] = iεklmJm

No existe una solución anaĺıtica exacta para el Hamiltoniano (2.1) con un número
finito N de part́ıculas, pero se puede tratar el problema en el ĺımite termodinámico
(N →∞), cosa que se hará en este caṕıtulo siguiendo el desarollo mostrado en [11].

Los operadores colectivos atómicos {J±, Jz} pueden describirse mediante operadores
bosónicos {b, b†}, los cuales satisfacen las siguientes reglas de conmutación[

b, b
]

= 0,
[
b†, b†

]
= 0,

[
b, b†

]
= 1.

Tal descripción es realizada mediante la transformación de Holstein-Primakoff [31] rea-
lizada de la forma

J+ = b†
√
N − b†b, J− =

(√
N − b†b

)
b, Jz = b†b− N

2
,

recalcando que N denota el número de átomos que se encuentran en el sistema. Por lo
tanto el Hamiltoniano de (2.1) queda como

Ĥ = Ωka
†a+ ω

(
b†b− N

2

)
+

µ√
N

{
b†
√
N − b†b+

(√
N − b†b

)
b

}(
a† + a

)
. (2.2)

Para facilitar el estudio de las transiciones de fase en el sistema consideremos una
alteración del Hamiltoniano a través de la perturbación de los operadores bosónicos
(atómicos y de radiación) [30]. Tal alteración nos ayudará a eliminar futuros términos
con lo cual la diagonalización será más fácil.

a† → a† + α
√
N, (2.3)

b† → b† + β
√
N, (2.4)
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donde hemos tomado los coeficientes α, β ∈ R. De esta forma los operadores J+, J− se
transforman como

J+ →
(
b† + β

√
N
)√

N − b†b− β
√
N(b+ b†)− β2N

=
√
N − β2N

(
b† + β

√
N
)√

1− b†b+ β
√
N(b+ b†)

N − β2N

=
√
N∗
(
b† + β

√
N
)√

1− b†b+ β
√
N(b+ b†)

N∗
,

J− →
(√

N − b†b− β
√
N(b+ b†)− β2N

)(
b+ β

√
N
)

=
√
N − β2N

√1− b†b+ β
√
N(b+ b†)

N − β2N

(b+ β
√
N
)

=
√
N∗

√1− b†b+ β
√
N(b+ b†)

N∗

(b+ β
√
N
)
,

donde N∗ ≡ N(1 − β2). Sustituyendo las transformaciones anteriores en la expresión
(2.2) obtenemos

Ĥ = Ωk

(
a† + α

√
N
)(

a+ α
√
N
)

+ ω
(
b† + β

√
N
)(

b+ β
√
N
)
− Nω

2

+µ

√
N∗

N

{
b†

√
1− b†b+ β

√
N (b+ b†)

N∗
+

√
1− b†b+ β

√
N (b+ b†)

N∗
b

+2β
√
N

√
1− b†b+ β

√
N (b+ b†)

N∗

}(
a+ a† + 2α

√
N
)
.

Tomando el ĺımite termodinámico en la expresión anterior podemos quedarnos hasta
orden cero en N , logrando un Hamiltoniano efectivo Ĥ(2)

Ĥ(2) = Ωk

(
a† + α

√
N
)(

a+ α
√
N
)

+ ω
(
b† + β

√
N
)(

b+ β
√
N
)
− Nω

2

+µ

√
N∗

N

{
b†

(
1−

b†b+ β
√
N
(
b+ b†

)
2N∗

)
+

(
1−

b†b+ β
√
N
(
b+ b†

)
2N∗

)
b

+2β
√
N

(
1−

b†b+ β
√
N
(
b+ b†

)
2N∗

)}(
a+ a† + 2α

√
N
)
.

Para continuar expandamos lo obtenido y, teniendo nuevamente en cuenta el ĺımite
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termodinámico, eliminamos los términos con potencias de N en el denominador

Ĥ(2) = Ωk

[
a†a+ α

√
N
(
a† + a

)
+Nα2

]
+ ω

[
b†b+ β

√
N
(
b† + b

)
+Nβ2

]
−Nω

2
+ µ

[
− 4αβ

√
N

N∗
b†b+ 2

√
N∗β(a+ a†) + 2α

(√
N∗ − Nβ2

√
N∗

)
×

×(b+ b†) +

(√
N∗

N
− β2

√
N

N∗

)
(b+ b†)(a+ a†)− αβ

√
N

N∗
(b2 + (b†)2)

+4αβ
√
NN∗

]
.

Para mayor claridad agrupemos en términos de los operadores bosónicos {a, b}

Ĥ(2) = Ωka
†a+

[
ω − 4µαβ

√
N

N∗

]
b†b+

[
Ωkα
√
N + 2µβ

√
N∗
]
(a+ a†)

+

[
ωβ
√
N + 2µα

(√
N∗ − Nβ2

√
N∗

)]
(b+ b†) + µ

[√
N∗

N
− β2

√
N

N∗

]
×

×(b+ b†)(a+ a†)−
[
µαβ

√
N

N∗

]
(b2 + (b†)2) +

[
ΩkNα

2 + ωNβ2 −

Nω

2
+ 4µαβ

√
NN∗

]
. (2.5)

Al ser α, β parámetros libres, los podemos escoger de tal forma que los términos
lineales en los operadores bosónicos desaparezcan, con lo que se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones

Ωkα
√
N + 2µβ

√
N∗ = 0, (2.6)

ωβ
√
N + 2µα

√
N∗ − 2µα

Nβ2

√
N∗

= 0. (2.7)

A primera vista podemos identificar la solución trivial α, β = 0. La solución no trivial
para el sistema es

α = − µ

Ωk

√
1−

(
Ωkω

4µ2

)2

, (2.8)

β =

√
1

2

(
1− Ωkω

4µ2

)
. (2.9)

Por tanto, si Ωkω
4µ2
≥ 1 tendremos para el sistema el caso trivial con α, β = 0 que

corresponde al régimen radiante, de otro modo tendremos la solución no trivial co-
rrespondiente al caso superradiante. De todo esto se tiene que el punto cŕıtico de la

16
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transición en

µc =

√
Ωkω

4
. (2.10)

Para la región superradiante, el Hamiltoniano (2.5) toma la forma

Ĥ(2) = Ωka
†a+

[
4µ2

Ωk

]
b†b+

[
Ωkω

4

√
8

4µ2 + Ωkω

]
(b+ b†)(a+ a†)

+

[
µ2

Ωk

(
1− Ωkω

4µ2

)] (
b2 + (b†)2

)
−N

[
µ2

Ωk

+
Ωkω

2

16µ2

]
;

mientras que en la región normal la forma del Hamiltoniano efectivo Ĥ(2) será

Ĥ(2) = Ωka
†a+ ωb†b+ µ(b+ b†)(a+ a†)− Nω

2
.

Es necesario recalcar lo siguiente para el tratamiento del caso de tres niveles. El
sistema de ecuaciones (2.6) y (2.7) puede ser obtenido al diferenciar la parte constante

del Ĥ(2) (expresión (2.5)) respecto a α y β respectivamente e igualando a cero. Por tanto
buscamos puntos cŕıticos (en su sentido matemático) para α y β. Nuestro propósito es

buscar valores que minimicen la parte constante de Ĥ(2) ya que está relacionada con la
enerǵıa base del sistema.

2.2. Transformaciones de Bogoliubov para el Hamiltoniano
efectivo Ĥ(2)

En esta sección se mostrará una métodoloǵıa diferente a lo realizado en [11] para
diagonalización del Hamiltoniano (2.5) a través de transformaciones de Bogoliubov.

Las transformaciones de Bogoliubov son transformaciones lineales canónicas (iso-
morfismos) entre conjuntos de operadores bosónicos [32]. Tales transformaciones han
sido introducidas también para operadores fermiónicos [33].

Definamos los operadores c1, c1
†, c2 y c2

†, llamados operadores de cuasi-part́ıculas,
definidas como combinación lineal de los operadores a, a†, b y b†. Debido a que tal
relación es invertible, podemos expresar los operadores a, a†, b y b† como combinación
lineal de los operadores de cuasi-part́ıculas. Aśı propongamos que tales relaciones sean

a = γ1c1 + γ2c2 + π1c
†
1 + π2c

†
2, (2.11)

a† = γ1c1
† + γ2c2

† + π1c1 + π2c2, (2.12)

b = γ3c1 + γ4c2 + π3c
†
1 + π4c

†
2, (2.13)

b† = γ3c1
† + γ4c2

† + π3c1 + π4c2, (2.14)

donde por comodidad escojemos los parámetros γi, πi ∈ R. Dado que deseamos que los
operadores definidos sean operadores de creación y aniquilación deberán satisfacer las
relaciones de conmutación[

ci, cj

]
= 0,

[
ci
†, cj

†] = 0,
[
ci, cj

†] = δij. (2.15)
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2.2. TRANSFORMACIONES DE BOGOLIUBOV PARA EL HAMILTONIANO EFECTIVO Ĥ(2)

Aprovechando las reglas de conmutación de los operadores ci, ci
† en los siguientes

conmutadores obtendremos[
a, a†

]
=

[
γ1c1 + γ2c2 + π1c

†
1 + π2c

†
2, γ1c1

† + γ2c2
† + π1c1 + π2c2

]
= γ2

1 + γ2
2 − π2

1 − π2
2,[

b, b†
]

=
[
γ3c1 + γ4c2 + π3c

†
1 + π4c

†
2, γ3c1 + γ4c2 + π3c

†
1 + π4c

†
2

]
= γ2

3 + γ2
4 − π2

3 − π2
4,[

a, b
]

=
[
γ1c1 + γ2c2 + π1c

†
1 + π2c

†
2, γ3c1 + γ4c2 + π3c

†
1 + π4c

†
2

]
= γ1π3 + γ2π4 − γ3π1 − γ4π2,[

a, b†
]

=
[
γ1c1 + γ2c2 + π1c

†
1 + π2c

†
2, γ3c1

† + γ4c2
† + π3c1 + π4c2

]
= γ1γ3 + γ2γ4 − π1π3 − π2π4.

Ya que los operadores a, a†, b y b† satisfacen[
a, a†

]
= 1,

[
b, b†

]
= 1,

[
a, b†

]
= 0,

[
a, b
]

= 0,

al igualar las relaciones de conmutación obtendremos 4 ecuaciones

γ2
1 + γ2

2 − π2
1 − π2

2 = 1, (2.16)

γ2
3 + γ2

4 − π2
3 − π2

4 = 1, (2.17)

γ1π3 + γ2π4 − γ3π1 − γ4π2 = 0, (2.18)

γ1γ3 + γ2γ4 − π1π3 − π2π4 = 0. (2.19)

Para determinar los coeficientes γi, πi necesitamos 4 ecuaciones más. Éstos los podemos
encontrar al considerar nuestro Hamiltoniano. Primeramente, por simplicidad, repre-
sentemos los coeficientes del Hamiltoniano (2.5) de la forma

Ĥ(2) = h1a
†a+ h2b

†b+ h3(b+ b†)(a+ a†) + h4(b2 + (b†)2) + h5. (2.20)

Tomando en cuenta el comportamiento de los coeficientes hi, en la región radiante y
superradiante, tendremos

h1 = Ωk (2.21)

h2 =

{
ω si µ ≤ µc

4µ2

Ωk
si µ > µc

(2.22)

h3 =

{
µ si µ ≤ µc

Ωkµ
4

√
8

4µ2+Ωkω
si µ > µc

(2.23)

h4 =

{
0 si µ ≤ µc

µ2

Ωk

(
1− Ωkω

4µ2

)
si µ > µc

(2.24)

h5 =

{
−Nω

2
si µ ≤ µc

−N
[
µ2

Ωk
+ Ωkω

2

16µ2

]
si µ > µc

(2.25)
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Sustituyendo las expresiones (2.11), (2.12), (2.13) y (2.14) en la expresión (2.20) y
agrupando en términos de los operadores de cuasi-part́ıculas obtenemos

Ĥ(2) =

[
4γ3π3h4 + h1(γ2

1 + π2
1) + h2(γ2

3 + π2
3) + 2h3(γ1γ3 + γ1π3 + γ3π1 + π1π3)

]
×

×c1
†c1 +

[
4γ4π4h4 + h1(γ2

2 + π2
2) + h2(γ2

4 + π2
4) + 2h3(γ2γ4 + γ2π4 + γ4π2 +

π2π4)

]
c2
†c2 +

[
h1(γ1γ2 + π1π2) + h2(γ3γ4 + π3π4) + h3(γ1γ4 + γ1π4 + γ2γ3

+γ2π3 + γ3π2 + γ4π1 + π1π4 + π2π3) + 2h4(γ3π4 + γ4π3)

]
(c2
†c1 + c1

†c2) +

+

[
h1(γ1π2 + γ2π1) + h2(γ3π4 + γ4π3) + h3(γ1γ4 + γ1π4 + γ2γ3 + γ2π3 + γ3π2

+γ4π1 + π1π4 + π2π3) + 2h2(γ3γ4 + π3π4)

]
(c1c2 + c1

†c2
†) +

[
γ1π1h1 +

γ3π3h2 + h3(γ1γ3 + γ1π3 + γ3π1 + π1π3) + h4(γ2
3 + π2

3)

]
(c2

1 + (c1
†)2) +[

γ2π2h1 + γ4π4h2 + h3(γ2γ4 + γ2π4 + γ4π2 + π2π4) + h4(γ2
4 + π2

4)

]
(c2

2 +

(c2
†)2) + h5 + h3(γ1γ3 + γ1π3 + γ2γ4 + γ2π4 + γ3π1 + γ4π2 + π1π3 + π2π4) +

2h4(γ3π3 + γ4π4) + h1(π2
1 + π2

2) + h2(π2
3 + π2

4).

Siendo los γi, πi coeficientes a definir los podemos elegir de forma que solo tengamos los
términos c1

†c1, c2
†c2 y constante. Para que esto ocurra debemos de tener

h1(γ1γ2 + π1π2) + h2(γ3γ4 + π3π4) + h3(γ1γ4 + γ1π4 + γ2γ3+

γ2π3 + γ3π2 + γ4π1 + π1π4 + π2π3) + 2h4(γ3π4 + γ4π3) = 0, (2.26)

h1(γ1π2 + γ2π1) + h2(γ3π4 + γ4π3) + h3(γ1γ4 + γ1π4 + γ2γ3+

γ2π3 + γ3π2 + γ4π1 + π1π4 + π2π3) + 2h4(γ3γ4 + π3π4) = 0, (2.27)

γ1π1h1 + γ3π3h2 + h3(γ1γ3 + γ1π3 + γ3π1 + π1π3) + h4(γ2
3 + π2

3) = 0, (2.28)

γ2π2h1 + γ4π4h2 + h3(γ2γ4 + γ2π4 + γ4π2 + π2π4) + h4(γ2
4 + π2

4) = 0. (2.29)

Lo anterior nos provee de 4 ecuaciones más a fin de determinar los coeficientes para
la transformación de Bogoliubov. Como los coeficientes que acompañan a los terminos
ci
†ci son las enerǵıas de excitación definamos

ε1 ≡ 4γ3π3h4 + h1(γ2
1 + π2

1) + h2(γ2
3 + π2

3) + 2h3(γ1γ3 + γ1π3 + γ3π1 + π1π3), (2.30)

ε2 ≡ 4γ4π4h4 + h1(γ2
2 + π2

2) + h2(γ2
4 + π2

4) + 2h3(γ2γ4 + γ2π4 + γ4π2 + π2π4). (2.31)
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2.2. TRANSFORMACIONES DE BOGOLIUBOV PARA EL HAMILTONIANO EFECTIVO Ĥ(2)

Propongamos los coeficientes

γ1 =
cos(γ)

2
√
h1ε1

(h1 + ε1), π1 =
cos(γ)

2
√
h1ε1

(h1 − ε1),

γ2 =
sen(γ)

2
√
h1ε2

(h1 + ε2), π2 =
sen(γ)

2
√
h1ε2

(h1 − ε2),

γ3 =
−sen(γ)

2
√
h2ε1

(h2 + ε1), π3 =
−sen(γ)

2
√
h2ε1

(h2 − ε1),

γ4 =
cos(γ)

2
√
h2ε2

(h2 + ε2), π4 =
cos(γ)

2
√
h2ε2

(h2 − ε2).

Estos coeficientes satisfacen las relaciones (2.16), (2.17), (2.18) y (2.19). Por otro lado
de las ecuaciones (2.28) y (2.29) obtenemos las siguientes expresiones para las enerǵıas
de excitación en términos de los coeficientes hi y del ángulo γ de la forma(

1− 2h4

h2

sen2(γ)

)
ε21 = 2h4h2sen

2(γ) + h2
1cos

2(γ) + h2
2sen

2(γ)

−4h3sen(γ)cos(γ)
√
h1h2, (2.32)(

1− 2h4

h2

cos2(γ)

)
ε22 = 2h4h2cos

2(γ) + h2
1sen

2(γ) + h2
2cos

2(γ)

+4h3sen(γ)cos(γ)
√
h1h2. (2.33)

Las mismas relaciones se obtienen de las definiciones (2.30) y (2.31) respectivamente.
Lo único que nos falta determinar es el valor de γ. Esto lo podemos hacer fácilmente

sumando las ecuaciones (2.26) y (2.27) obteniendo la relación

sen(γ)cos(γ)(h2
1 − h2

2)− 2h4h2sen(γ)cos(γ) + 2h3

√
h1h2(cos2(γ)− sen2(γ)) = 0,

es decir,

2h3

√
h1h2tan

2(γ) + (2h4h2 + h2
2 − h2

1)tan(γ)− 2h3

√
h1h2 = 0.

Al tener una ecuación de segundo grado para tan(γ) tendremos la solución

tan(γ) =
h2

1 − h2
2 − 2h4h2 ±

√
(2h4h2 + h2

2 − h2
1)2 + 16h2

3h1h2

4h3

√
h1h2

.

Cabe mencionar que la elección del signo en la ecuación anterior solo intercambia el
comportamiento entre ε1 y ε2, por tanto para lo siguiente tomaremos el signo positivo

tan(γ) =
h2

1 − h2
2 − 2h4h2 +

√
(2h4h2 + h2

2 − h2
1)2 + 16h2

3h1h2

4h3

√
h1h2

. (2.34)

Podemos reescribir las expresiones (2.32) y (2.33) de manera que se expresen por
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medio de tan(γ)

ε21 =
2h4h2tan

2(γ) + h2
1 + h2

2tan
2(γ)− 4h3tan(γ)

√
h1h2

1 + tan2(γ)− 2h4
h2
tan2(γ)

, (2.35)

ε22 =
2h4h2(γ) + h2

1tan
2(γ) + h2

2 + 4h3tan(γ)
√
h1h2

1 + tan2(γ)− 2h4
h2

. (2.36)

Por todo lo anterior hemos podido definir el Hamiltoniano Ĥ(2) como

Ĥ(2) = ε1c1
†c1 + ε2c2

†c2 + ε0. (2.37)

La importancia de la diagonalización del Hamiltoniano radica en que podemos usar las
eigenfunciones de los operadores c1

†c1, c2
†c2 para obtener las eigenfunciones del Hamil-

toniano y, aśı, tener los estados de enerǵıa y los observables que deriven de ella. En la
expresión anterior denotamos como ε0 el nuevo termino constante del Hamiltoniano el
cual representa la enerǵıa base del sistema, definido de la forma

ε0 = h6 + h3

√
h1h2sen(γ)cos(γ)

[
1

ε2
− 1

ε1

]
+

h4

2h2

[
h2

2 − ε21
ε1

]
sen2(γ) +

h4

2h2

[
h2

2 − ε22
ε2

]
cos2(γ) +

[
(h1 − ε1)2

ε1
+

(h2 − ε2)2

ε2

]
cos2(γ)

4
+[

(h1 − ε2)2

ε2
+

(h2 − ε1)2

ε1

]
sen2(γ)

4
. (2.38)

2.3. Cálculo de algunos observables

Consideremos el caso más simple en donde el sistema se encuentra en el estado base
de los operadores c1 y c2, en decir, tomando los estados |01〉 y |02〉 tal que c1|0〉 = 0 y
c2|0〉 = 0, construimos el estado producto |0〉 = |02〉|01〉.

Primeramente tendremos que la enerǵıa del estado base será

〈0|Ĥ(2)|0〉 = ε0. (2.39)

Para calcular el promedio de fotones en la cavidad recordemos la ecuación (2.3). Lo
que nos interesa calcular es el valor usando los operadores de antes de la transformación.
Abusando de la notación tendremos

〈a†a〉 = 〈(a† + α
√
N)(a+ α

√
N)〉 = 〈a†a〉+Nα2

= 〈0|(γ1c1
† + γ2c2

† + π1c1 + π2c2)(γ1c1 + γ2c2 + π1c
†
1 + π2c

†
2)|0〉+Nα2

= π2
1〈01|c1c1

†|01〉+ π2
2〈02|c2c2

†|02〉+Nα2 = π1
1 + π2

2 +Nα2

=
cos2(γ)

4h1ε1
(h1 − ε1)2 +

sen2(γ)

4h1ε2
(h1 − ε2)2 +Nα2. (2.40)
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Otro de los observables que nos interesa es el promedio de excitaciones dado por
el promedio de Jz. Siguiendo el razonamiento para el caso del promedio de fotones
obtenemos

〈Jz〉 = 〈b†b〉 − N

2
= 〈(b† + β

√
N)(b+ β

√
N)〉 − N

2
= 〈b†b〉+Nβ2 − N

2

= 〈0|(γ3c1
† + γ4c2

† + π3c1 + π4c2)(γ3c1 + γ4c2 + π3c
†
1 + π4c

†
2)|0〉+Nβ2 − N

2

= π2
4 + π2

3 +Nβ2 − N

2

=
cos2(γ)

4h2ε2
(h2 − ε2)2 +

sen2(γ)

4h2ε1
(h2 − ε1)2 +Nβ2 − N

2
. (2.41)

2.4. Soluciones para un caso particular

Consideremos el caso particular Ωk = ω = 1. En la Figura 2.2 observamos el com-
portamiento de los coeficientes α y β donde se aprecia la transición a partir del punto
cŕıtico µc = 0,5. Las enerǵıas de excitación mostradas en la Figura 2.2 reproducen lo
encontrado en [11, 26]. El comportamiento de la enerǵıa base y del promedio de fo-
tones también se asemeja con lo trabajado en [11] al igual que con el uso de estados
atómicos coherentes descritos en [34] pero se encuentra un comportamiento anómalo
(una singularidad) cerca del punto cŕıtico µc. Este comportamiento ha sido reportado
para el Hamiltoniano de Lipkin usando el mismo desarrollo mostrado [35] y se debe al
mal comportamiento de la transformación truncada de Holstein-Primakoff cerca de la
transición de fase.

Recalquemos de la Figura 2.3 el hecho que ε1 es el de menor enerǵıa. Por tanto
el primer estado excitado del sistema es |1〉 = |02〉|11〉 con la enerǵıa correspondiente
E1 = ε1 + ε0. Aśı el gap entre la enerǵıa base del sistema y la enerǵıa del primer estado
excitado esta dado por ε1. Observando el comportamiento de ε1 vemos que no se hace
negativo sino que llega a su mı́nima expresión (ε1 = 0) en el punto cŕıtico, es decir, no
hay un cruce entre niveles.
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Figura 2.2: Comportamiento de los coeficientes α y β como función de µ. Se ha calculado para los
valores Ωk = ω = 1. Se observa el punto cŕıtico en µc = 0,5.

Figura 2.3: Enerǵıas de excitación en el ĺımite termodinámico como función de µ. Se ha usado el caso
de resonancia Ωk = ω = 1. Se observa la transición de fase en µc = 0,5 y que ε es el término de menor
enerǵıa, siendo igual al gap entre la enerǵıa base y la enerǵıa del primer estado excitado.
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Figura 2.4: Enerǵıa del estado base en el ĺımite termodinámico como función de µ. Se ha usado el caso
de resonancia Ωk = ω = 1, usando valores para N, el número de átomos, de 10, 30 y 50. Se observa la
transición de fase en µc = 0,5 y un comportamiento asintótico al incrementar N.

Figura 2.5: Comportamiento del valor promedio de fotones por átomo en el ĺımite termodinámico
como función de µ. Se ha usado el caso de resonancia Ωk = ω = 1. Se observa la transición de fase
en µc = 0,5. Cerca del punto cŕıtico se observa la singularidad debido al mal comportamieno de la
aproximación cerca del punto cŕıtico el cual tiende a desaparecer al incrementarse N .
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Figura 2.6: Comportamiento del valor promedio del número de excitaciones atómicas Jz por átomo en
el ĺımite termodinámico como función de µ. Se ha usado el caso de resonancia Ωk = ω = 1. Se observa
la anomaĺıa de la aproximación en el punto cŕıtico µc = 0,5.
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Caṕıtulo 3

Estudio del sistema atómico de tres
niveles

En el argot de la computación e información cuánticas un sistema que posee solo
tres niveles energéticos es llamado qutrit. Ejemplo de esto es un átomo con tres niveles
de excitación. En este caṕıtulo usaremos de receta todo lo desarrollado en el caṕıtulo
2 para diagonalizar el Hamiltoniano de un sistema de N átomos de tres niveles en
configuración Ξ, tomando en cuenta los términos contra-rotantes del Hamiltoniano.

3.1. Tratamiento del Hamiltoniano para el sistema de tres ni-
veles en el ĺımite termodinámico

Consideremos el Hamiltoniano de un sistema de N átomos de tres niveles interac-
tuando con un modo del campo electromagnético cuantizado. Este está descrito por

Ĥ = Ωa†a+
3∑
i=1

ωiAii +
1√
N

3∑
i<j

µij(Aij + Aji)(a
† + a),

donde a†, a son los operadores de creación y aniquilación del campo electromagnético y
los Aij son los operadores colectivos atómicos introducidos en el caṕıtulo 1. De manera
más explicita, el Hamiltoniano anterior se escribe

Ĥ = Ωa†a+ ω1A11 + ω2A22 + ω3A33 +
1√
N

{
µ12(A21 + A12) + µ13(A31 + A13)

+ µ23(A32 + A23)
}

(a† + a). (3.1)

Los operadores atómicos Aij pueden expresarse mediante operadores bosónicos bi, bj
†
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usando la generalización de las transformaciones de Holstein-Primakoff [36] siguiente

Ar+1,s+1 = br
†bs; r, s = 1, ..., n− 1,

Ar+1,1 =
(
A1,r+1

)†
= br

†Θ(N),

A1,1 = (Θ(N))2,

Θ(N) =

[
N −

n−1∑
r=1

br
†br

]1/2

.

Omitiendo las comas en nuestra notación, los operadores colectivos atómicos en térmi-
nos de los operadores bosónico {b1, b2} son

A11 = N − b1
†b1 − b2

†b2,

A22 = b1
†b1,

A33 = b2
†b2,

A21 = b1
† [N − b1

†b1 − b2
†b2

]1/2
, A12 =

[
N − b1

†b1 − b2
†b2

]1/2
b1,

A31 = b2
† [N − b1

†b1 − b2
†b2

]1/2
, A13 =

[
N − b1

†b1 − b2
†b2

]1/2
b2,

A32 = b2
†b1, A23 = b1

†b2.

Aśı el Hamiltoniano (3.1) se reescribe como

Ĥ = Ωa†a+ ω1

[
N − b1

†b1 − b2
†b2

]
+ ω2b1

†b1 + ω3b2
†b2 +

1√
N

{
µ12

(
b1
†
[
N − b1

†b1

−b2
†b2

]1/2

+
[
N − b1

†b1 − b2
†b2

]1/2
b1

)
+ µ13

(
b2
† [N − b1

†b1 − b2
†b2

]1/2
+

[
N − b1

†b1 − b2
†b2

]1/2
b2

)
+ µ23

(
b2
†b1 + b1

†b2

)}
(a† + a)

= Ωa†a+ (ω2 − ω1)b1
†b1 + (ω3 − ω1)b2

†b2 + ω1N +
1√
N

{
(µ12b1

† + µ13b2
†)
[
N

−b1
†b1 − b2

†b2

]1/2

+
[
N − b1

†b1 − b2
†]1/2 (µ12b1 + µ13b2) + µ23

(
b2
†b1 +

b1
†b2

)}
(a† + a).

Estamos interesados en estudiar las transiciones de fase en el sistema de tres niveles. Pa-
ra facilitarnos esto necesitamos perturbar al Hamiltoniano anterior. Aśı que realicemos
las siguientes transformaciones a los operadores bosónicos

a† → a† + α
√
N, (3.2)

b1
† → b1

† + β1

√
N, (3.3)

b2
† → b2

† + β2

√
N, (3.4)
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donde hemos considerando α, β1, β2 ∈ R. Para mayor facilidad en los cálculos definamos
ω̃i = ωi − ω1, con lo que el Hamiltoniano (3.1) al insertar las transformaciones de los
operadores bosónicos toma la forma

Ĥ = Ω

[
a†a+ α

√
N(a† + a) +Nα2

]
+ ω̃2

[
b1
†b1 + β1

√
N(b1

† + b) +Nβ2
1

]
+ ω1N

+ω̃3

[
b2
†b2 + β2

√
N(b2

† + b2) +Nβ2
2

]
+

1√
N

{(
µ12b1

† + µ13b2
† +
√
N(µ12β1

+µ13β2)

)[
N − b1

†b1 − β1

√
N(b1

† + b1)−Nβ2
1 − b2

†b2 − β2

√
N(b2

† + b2)−

Nβ2
2

]1/2

+

[
N − b1

†b1 − β1

√
N(b1

† + b1)−Nβ2
1 − b2

†b2 − β2

√
N(b2

† + b2)−

Nβ2
2

]1/2(
µ12b1 + µ13b2 +

√
N(µ12β1 + µ13β2)

)
+ µ23

(
b2
†b1 + b1

†b2 +

β1

√
N(b2

† + b2) + β2

√
N(b1

† + b1) + 2Nβ1β2

)}
(a† + a+ 2

√
Nα).

Tomando en cuenta el ĺımite termodinámico, podemos quedarnos con las ráıces cua-
dradas que aparecen en el Hamiltoniano a orden cero obteniendo un Hamiltoniano
efectivo Ĥ(3)

Ĥ(3) = Ω

[
a†a+ α

√
N(a† + a) +Nα2

]
+ ω̃2

[
b1
†b1 + β1

√
N(b1

† + b) +Nβ2
1

]
+ ω1N

+ω̃3

[
b2
†b2 + β2

√
N(b2

† + b2) +Nβ2
2

]
+

√
N∗

N

{(
µ12b1

† + µ13b2
† +
√
Nµ̃

)
×

×
[
1− b1

†b1 + β1

√
N(b1

† + b1)

2N∗
− b2

†b2 + β2

√
N(b2

† + b2)

2N∗

]
+

[
1− b1

†b1

2N∗
−

β1

√
N(b1

† + b1)

2N∗
− b2

†b2 + β2

√
N(b2

† + b2)

2N∗

](
µ12b1 + µ13b2 +

√
Nµ̃

)
+
µ23√
N∗

(
b2
†b1 + b1

†b2 + β1

√
N(b2

† + b2) + β2

√
N(b1

† + b1) + 2Nβ1β2

)}
×

×(a† + a+ 2
√
Nα), (3.5)

donde se ha definido µ̃ ≡ µ12β1 + µ13β2 y N∗ ≡ N(1− β2
1 − β2

2).

3.2. Estudio sobre la configuración Ξ

En los sistema atómicos pueden no ser permitidos todas las transiciones posibles
entre los distintos niveles. Para el caso de un sistema atómico de tres niveles se tienen
las configuraciones Λ, V y Ξ, los cuales son representados esquemáticamente en la
Figura 3.1
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Figura 3.1: Configuraciones posibles en el átomo de tres niveles (a) Esquema de la configuración Ξ donde
no se presenta la transición entre el estado |1〉 y el estado |3〉. (b) Para el caso de la configuración Λ se
tiene prohibido la transición entre los estados |1〉 y |2〉. (c) En la configuración V no existe transición
entre |2〉 y |3〉.

Para el trabajo consideremos átomos en la configuración Ξ. En tal sistema no es
posible una transición entre el estado |1〉 y el estado |3〉, por lo que se tiene µ13 = 0.
Para los sistemas en la configuración Ξ el Hamiltoniano (3.5) toma la forma

Ĥ(3) = Ω

[
a†a+ α

√
N(a† + a) +Nα2

]
+ ω̃2

[
b1
†b1 + β1

√
N(b1

† + b) +Nβ2
1

]
+ ω1N

+ω̃3

[
b2
†b2 + β2

√
N(b2

† + b2) +Nβ2
2

]
+

√
N∗

N

{(
µ12b1

† +
√
Nµ12β1

)[
1

−b1
†b1 + β1

√
N(b1

† + b1)

2N∗
− b2

†b2 + β2

√
N(b2

† + b2)

2N∗

]
+

[
1− b1

†b1

2N∗
−

β1

√
N(b1

† + b1) + b2
†b2 + β2

√
N(b2

† + b2)

2N∗

](
µ12b1 +

√
Nµ12β1

)
+

µ23√
N∗
×

×
(
b2
†b1 + b1

†b2 + β1

√
N(b2

† + b2) + β2

√
N(b1

† + b1) + 2Nβ1β2

)}
(a† + a

+2
√
Nα). (3.6)

Como nos interesa el caso termodinámico expandamos los terminos del Hamiltoniano
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y eliminemos aquellos que tengan alguna potencia de N en el denominador obteniendo

Ĥ(3) = Ω

[
a†a+ α

√
N(a† + a) +Nα2

]
+ ω̃2

[
b1
†b1 + β1

√
N(b1

† + b) +Nβ2
1

]
+ ω1N

+ω̃3

[
b2
†b2 + β2

√
N(b2

† + b2) +Nβ2
2

]
− 2N√

N∗
αβ2

1µ12(b1 + b1
†)− 2N√

N∗
αβ1 ×

×β2µ12(b2 + b2
†) + 2αµ12

√
N∗(b1 + b1

†) + 2β1µ12

√
N∗(a+ a†)−

√
N

N∗
αβ2 ×

×µ12(b1 + b1
†)(b2 + b2

†)− αβ1µ12

√
N

N∗
(4b1

†b1 + 2b2
†b2 + (b1

†)2 + b2
1) + 4α×

×β1µ12

√
NN∗ − β2

1µ12

√
N

N∗
(b1 + b1

†)(a+ a†)− β1β2µ12

√
N

N∗
(b2 + b2

†)×

×(a+ a†) + µ12

√
N∗

N
(b1 + b1

†)(a+ a†) + 2αβ1µ23

√
N(b2 + b2

†) + 2αβ2µ23 ×

×
√
N(b1 + b1

†) + 2αµ23(b1
†b2 + b2

†b1) + 2β1β2µ23

√
N(a+ a†) + β1µ23 ×

×(b2 + b2
†)(a+ a†) + β2µ23(b1 + b1

†)(a+ a†) + 4Nαβ1β2µ23.

Como nos interesa eliminar las dependencias lineales en los operadores bosónicos
agrupemos la expresión anterior en término de los operadores {a, b1, b2}

Ĥ(3) = Ωa†a+

[
ω̃2 − 4αβ1µ12

√
N

N∗

]
b1
†b1 +

[
ω̃3 − 2αβ1µ12

√
N

N∗

]
b2
†b2 +

[
Ωα
√
N

+2β1µ12

√
N∗ + 2β1β2µ23

√
N

]
(a+ a†) +

[
ω̃2β1

√
N − 2N√

N∗
αβ2

1µ12 + 2α×

×µ12

√
N∗ + 2αβ2µ23

√
N

]
(b1 + b1

†) +

[
ω̃3β2

√
N − 2N√

N∗
αβ1β2µ12 + 2α×

×β1µ23

√
N

]
(b2 + b2

†) +

[
− αβ1µ12

√
N

N∗

]
(b2

1 + (b1
†)2) +

[
β2µ23 − β2

1 ×

×µ12

√
N

N∗
+ µ12

√
N∗

N

]
(b1 + b1

†)(a+ a†) +

[
− β1β2µ12

√
N

N∗
+ β1µ23

]
×

×(b2 + b2
†)(a+ a†) +

[
− αβ2µ12

√
N

N∗

]
(b1 + b1

†)(b2 + b2
†) +

[
2αµ23

]
×

×(b1
†b2 + b2

†b1) +

[
Ωα2N + ω̃2β

2
1N + ω̃3β

2
2N + 4αβ1µ12

√
NN∗ + ω1N +

4Nαβ1β2µ23

]
.

Ya que α, β1, β2 son parámetros libres, podemos seleccionarlos de tal forma que no
haya términos lineales en los operadores bósonicos. Con esto obtenemos el siguiente
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sistema de ecuaciones

Ωα
√
N + 2β1µ12

√
N∗ + 2β1β2µ23

√
N = 0, (3.7)

ω̃2β1

√
N − 2N√

N∗
αβ2

1µ12 + 2αµ12

√
N∗ + 2αβ2µ23

√
N = 0, (3.8)

ω̃3β2

√
N − 2N√

N∗
αβ1β2µ12 + 2αβ1µ23

√
N = 0. (3.9)

Primeramente el sistema de ecuaciones tiene la solución trivial α = 0, β1 = 0, β2 = 0
que corresponde tener al sistema en el régimen radiante. Es posible factorizar en el
sistema de ecuaciones el número de part́ıculas N por lo que los coeficientes α, β1 y β2

son independientes de este parámetro. Es imposible obtener una solución anaĺıtica del
sistema de ecuaciones pues equivale a un sistema de 8vo grado, por tanto la obtención
de las ráıces de las ecuaciones se logra de manera numérica. Al hacer esto tenemos que
considerar lo expuesto en el caso de dos niveles, donde observamos que los coeficientes
α, βi tienen que minimizar el valor del termino constante del Hamiltoniano efectivo. Al
introducir las soluciones de los coeficientes α, βi eliminamos los términos lineales en los
operadores bosónicos quedandonos con en el Hamiltoniano

Ĥ(3) = Ωa†a+

[
ω̃2 − 4αβ1µ12

√
N

N∗

]
b1
†b1 +

[
ω̃3 − 2αβ1µ12

√
N

N∗

]
b2
†b2 +

[
− α×

×β1µ12

√
N

N∗

]
(b2

1 + (b1
†)2) +

[
β2µ23 − β2

1µ12

√
N

N∗
+ µ12

√
N∗

N

]
(b1 + b1

†)(a

+a†) +

[
− β1β2µ12

√
N

N∗
+ β1µ23

]
(b2 + b2

†)(a+ a†) +

[
− αβ2µ12

√
N

N∗

]
×

×(b1 + b1
†)(b2 + b2

†) +

[
2αµ23

]
(b1
†b2 + b2

†b1) +

[
Ωα2N + ω̃2β

2
1N + ω̃3β

2
2N

+4αβ1µ12

√
NN∗ + ω1N + 4Nαβ1β2µ23

]
. (3.10)

Obsérvese que solo en el término constante tenemos una dependencia con el número
de part́ıculas de la misma forma que en el sistema de 2 niveles.

3.3. Transformaciones de Bogoliubov para el Hamiltoniano
efectivo Ĥ(3)

Denotemos los coeficientes en el Hamiltoniano (3.10) de la siguiente forma

Ĥ(3) = h1a
†a+ h2b1

†b1 + h3b2
†b2 + h4(b1 + b1

†)(a+ a†) + h5(b2 + b2
†)(a+ a†) +

h6(b1 + b1
†)(b2 + b2

†) + h7(b2
1 + (b1

†)2) + h8(b1
†b2 + b2

†b1) + h9, (3.11)

donde sólo tenemos dependencia de N en h9.
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Para realizar la diagonalización del Hamiltoniano (3.11) introduzcamos los operado-
res de cuasi-part́ıculas d1, d2 y d3, con sus respectivos adjuntos, los cuales son operadores
bosónicos. Propongamos la relación entre estas y los operadores {a, b1, b2} de la siguiente
forma

a = γ1d1 + γ2d2 + γ3d3 + π1d1
† + π2d2

† + π3d3
†, (3.12)

a† = γ1d1
† + γ2d2

† + γ3d3
† + π1d1 + π2d2 + π3d3, (3.13)

b1 = γ4d1 + γ5d2 + γ6d3 + π4d1
† + π5d2

† + π6d3
†, (3.14)

b1
† = γ4d1

† + γ5d2
† + γ6d3

† + π4d1 + π5d2 + π6d3, (3.15)

b2 = γ7d1 + γ8d2 + γ9d3 + π7d1
† + π8d2

† + π9d3
†, (3.16)

b2
† = γ7d1

† + γ8d2
† + γ9d3

† + π7d1 + π8d2 + π9d3, (3.17)

donde hemos considerado por facilidad γi, πi ∈ R. De las reglas de conmutación de
ambos conjuntos de operadores bosónicos obtenemos

[
a, a†

]
=

[
γ1d1 + γ2d2 + γ3d3 + π1d1

† + π2d2
† + π3d3

†, γ1d1
† + γ2d2

† + γ3d3
†

+π1d1 + π2d2 + π3d3

]
= γ2

1 + γ2
2 + γ2

3 − π2
1 − π2

2 − π2
3 = 1, (3.18)[

b1, b1
†] =

[
γ4d1 + γ5d2 + γ6d3 + π4d1

† + π5d2
† + π6d3

†, γ4d1
† + γ5d2

† + γ6d3
†

+π4d1 + π5d2 + π6d3

]
= γ2

4 + γ2
5 + γ2

6 − π2
4 − π2

5 − π2
6 = 1, (3.19)[

b2, b2
†] =

[
γ7d1 + γ8d2 + γ9d3 + π7d1

† + π8d2
† + π9d3

†, γ7d1
† + γ8d2

† + γ9d3
†

+π7d1 + π8d2 + π9d3

]
= γ2

7 + γ2
8 + γ2

9 − π2
7 − π2

8 − π2
9 = 1, (3.20)

[a, b1] =
[
γ1d1 + γ2d2 + γ3d3 + π1d1

† + π2d2
† + π3d3

†, γ4d1 + γ5d2 + γ6d3 +

π4d1
† + π5d2

† + π6d3
†]

= γ1π4 + γ2π5 + γ3π6 − π1γ4 − π2γ5 − π3γ6 = 0, (3.21)

[a, b2] =
[
γ1d1 + γ2d2 + γ3d3 + π1d1

† + π2d2
† + π3d3

†, γ7d1 + γ8d2 + γ9d3 +

π7d1
† + π8d2

† + π9d3
†]

= γ1π7 + γ2π8 + γ3π9 − π1γ7 − π2γ8 − π3γ9 = 0, (3.22)

[b1, b2] =
[
γ4d1 + γ5d2 + γ6d3 + π4d1

† + π5d2
† + π6d3

†, γ7d1 + γ8d2 + γ9d3 +

π7d1
† + π8d2

† + π9d3
†]

= γ4π7 + γ5π8 + γ6π9 − π4γ7 − π5γ8 − π6γ9 = 0, (3.23)
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a, b1

†] =
[
γ1d1 + γ2d2 + γ3d3 + π1d1

† + π2d2
† + π3d3

†, γ4d1
† + γ5d2

† + γ6d3
†

+π4d1 + π5d2 + π6d3

]
= γ1γ4 + γ2γ5 + γ3γ7 − π1π4 − π2π5 − π3π6 = 0, (3.24)[

a, b2
†] =

[
γ1d1 + γ2d2 + γ3d3 + π1d1

† + π2d2
† + π3d3

†, γ7d1
† + γ8d2

† + γ9d3
†

+π7d1 + π8d2 + π9d3

]
= γ1γ7 + γ2γ8 + γ3γ9 − π1π7 − π2π8 − π3π9 = 0, (3.25)[

b1, b2
†] =

[
γ4d1 + γ5d2 + γ6d3 + π4d1

† + π5d2
† + π6d3

†, γ7d1
† + γ8d2

† + γ9d3
†

+π7d1 + π8d2 + π9d3

]
= γ4γ7 + γ5γ8 + γ6γ9 − π4π7 − π5π8 − π6π9 = 0. (3.26)

De esta forma obtenemos 9 ecuaciones para determinar los coeficientes γi, πi.

Sustituyendo las transfomaciones (3.12), (3.13), (3.14), (3.15), (3.16) y (3.17) en
el Hamiltoniano (3.11) y agrupando en términos de los operadores de cuasi-part́ıculas
obtenemos

Ĥ(3) = e1d1
†d1 + e2d2

†d2 + e3d3
†d3 +H1(d1

†d2 + d2
†d1) +H2(d1

†d3 + d3
†d1) +H3(d2

†d3

+d3
†d2) +H4(d1d2 + d2

†d1
†) +H5(d1d3 + d3

†d1
†) +H6(d2d3 + d3

†d2
†) +H7(d2

1 +

(d1
†)2) +H8(d2

2 + (d2
†)2) +H9(d2

3 + (d3
†)2) + e0, (3.27)

donde se ha definido los coeficentes

H1 = h1(γ1γ2 + π1π2) + h2(γ4γ5 + π4π5) + h3(γ7γ8 + π7π8) + h4(γ1γ5 + γ1π5 + γ2γ4

+γ2π4 + γ4π2 + γ5π1 + π1π5 + π2π4) + h5(γ1γ8 + γ1π8 + γ2γ7 + γ2π7 + γ7π2 +

γ8π1 + π1π8 + π2π7) + h6(γ4γ8 + γ4π8 + γ5γ7 + γ5π7 + γ7π5 + γ8π4 + π4π8 +

π5π7) + 2h7(γ4π5 + γ5π4) + h8(γ4γ8 + γ5γ7 + π4π8 + π5π7), (3.28)

H2 = h1(γ1γ3 + π1π3) + h2(γ4γ6 + π4π6) + h3(γ7γ9 + π7π9) + h4(γ1γ6 + γ1π6 + γ3γ4

+γ3π4 + γ4π3 + γ6π1 + π1π6 + π3π4) + h5(γ1γ9 + γ1π9 + γ3γ7 + γ3π7 + γ7π3 +

γ9π1 + π1π9 + π3π7) + h6(γ4γ9 + γ4π9 + γ6γ7 + γ6π7 + γ7π6 + γ9π4 + π4π9 +

π6π7) + 2h7(γ4π6 + γ6π4) + h8(γ4γ9 + γ6γ7 + π4π9 + π6π7), (3.29)

H3 = h1(γ2γ3 + π2π3) + h2(γ5γ6 + π5π6) + h3(γ8γ9 + π8π9) + h4(γ2γ6 + γ2π6 + γ3γ5

+γ3π5 + γ5π3 + γ6π2 + π2π6 + π3π5) + h5(γ2γ9 + γ2π9 + γ3γ8 + γ3π8 + γ8π3 +

γ9π2 + π2π9 + π3π8) + h6(γ5γ9 + γ5π9 + γ6γ8 + γ6π8 + γ8π6 + γ9π5 + π5π9 +

π6π8) + 2h7(γ5π6 + γ6π5) + h8(γ5γ9 + γ6γ8 + π5π9 + π6π8), (3.30)
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H4 = h1(γ1π2 + γ2π1) + h2(γ4π5 + γ5π4) + h3(γ7π8 + γ8π7) + h4(γ1γ5 + γ1π5 + γ2γ4

+γ2π4 + γ4π2 + γ5π1 + π1π5 + π2π4) + h5(γ1γ8 + γ1π8 + γ2γ7 + γ2π7 + γ7π2 +

γ8π1 + π1π8 + π2π7) + h6(γ4γ8 + γ4π8 + γ5γ7 + γ5π7 + γ7π5 + γ8π4 + π4π8 +

π5π7) + 2h7(γ4γ5 + π5π4) + h8(γ4π8 + γ5π7 + γ7π5 + γ8π4), (3.31)

H5 = h1(γ1π3 + γ3π1) + h2(γ4π6 + γ6π4) + h3(γ7π9 + γ9π7) + h4(γ1γ6 + γ1π6 + γ3γ4

+γ3π4 + γ4π3 + γ6π1 + π1π6 + π3π4) + h5(γ1γ9 + γ1π9 + γ3γ7 + γ3π7 + γ7π3 +

γ9π1 + π1π9 + π3π7) + h6(γ4γ9 + γ4π9 + γ6γ7 + γ6π7 + γ7π6 + γ9π4 + π4π9 +

π6π7) + 2h7(γ4γ6 + π4π6) + h8(γ4π9 + γ9π4 + γ6π7 + γ7π6), (3.32)

H6 = h1(γ2π3 + γ3π2) + h2(γ5π6 + γ6π5) + h3(γ8π9 + γ9π8) + h4(γ2γ6 + γ2π6 + γ3γ5

+γ3π5 + γ5π3 + γ6π2 + π2π6 + π3π5) + h5(γ2γ9 + γ2π9 + γ3γ8 + γ3π8 + γ8π3 +

γ9π2 + π2π9 + π3π8) + h6(γ5γ9 + γ5π9 + γ6γ8 + γ6π8 + γ8π6 + γ9π5 + π5π9 +

π6π8) + 2h7(γ5γ6 + π5π6) + h8(γ5π9 + γ6π8 + γ8π6 + γ9π5), (3.33)

H7 = h1(γ1π1) + h2(γ4π4) + h3(γ7π7) + h4(γ1γ4 + γ1π4 + γ4π1 + π1π4) + h5(γ1γ7 +

γ1π7 + γ7π1 + π1π7) + h6(γ4γ7 + γ4π7 + γ7π4 + π4π7) + h7(γ2
4 + π2

4) + h8(γ4π7

+γ7π4), (3.34)

H8 = h1(γ2π2) + h2(γ5π5) + h3(γ8π8) + h4(γ2γ5 + γ2π5 + γ5π2 + π2π5) + h5(γ2γ8 +

γ2π8 + γ8π2 + π2π8) + h6(γ5γ8 + γ5π8 + γ8π5 + π5π8) + h7(γ2
5 + π2

5) + h8(γ5π8

+γ8π5), (3.35)

H9 = h1(γ3π3) + h2(γ6π6) + h3(γ9π9) + h4(γ3γ6 + γ3π6 + γ6π3 + π3π6) + h5(γ3γ9 +

γ3π9 + γ9π3 + π3π9) + h6(γ6γ9 + γ6π9 + γ9π6 + π6π9) + h7(γ2
6 + π2

6) + h8(γ6π9

+γ9π6) (3.36)

y

e0 = h9 + h1(π2
1 + π2

2 + π2
3) + h2(π2

4 + π2
5 + π2

6) + h3(π2
7 + π2

8 + π2
9) + h4(γ1γ4 +

γ1π4 + γ2γ5 + γ2π5 + γ3γ6 + γ3π6 + γ4π1 + γ5π2 + γ6π3 + π1π4 + π3π6 +

π5π2) + h5(γ1γ7 + γ1π7 + γ2γ8 + γ2π8 + γ3γ9 + γ3π9 + γ7π1 + γ8π2 + γ9π3 +

π1π7 + π3π9 + π8π2) + h6(γ4γ7 + γ4π7 + γ5γ8 + γ5π8 + γ6γ9 + γ6π9 + γ7π4 +

γ8π5 + γ9π6 + π4π7 + π5π8 + π6π9) + 2h7(γ4π4 + γ5π5 + γ6π6) + 2h8(π4π7 +

π5π8 + π6π9), (3.37)

e1 = h1(γ2
1 + π2

1) + h2(γ2
4 + π2

4) + h3(γ2
7 + π2

7) + 2h4(γ1γ4 + γ1π4 + γ4π1 + π1π4)

+2h5(γ1γ7 + γ1π7 + γ7π1 + π1π7) + 2h6(γ4γ7 + γ4π7 + γ7π4 + π4π7) + 4h7 ×
×(γ4π4) + 2h8(γ4γ7 + π4π7), (3.38)

e2 = h1(γ2
2 + π2

2) + h2(γ2
5 + π2

5) + h3(γ2
8 + π2

8) + 2h4(γ2γ5 + γ2π5 + γ5π2 + π2π5)

+2h5(γ2γ8 + γ2π8 + γ8π2 + π2π8) + 2h6(γ5γ8 + γ5π8 + γ8π5 + π5π8) + 4h7 ×
×(γ5π5) + 2h8(γ5γ8 + π5π8), (3.39)
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e3 = h1(γ2
2 + π2

2) + h2(γ2
5 + π2

5) + h3(γ2
8 + π2

8) + 2h4(γ2γ5 + γ2π5 + γ5π2 + π2π5)

+2h5(γ2γ8 + γ2π8 + γ8π2 + π2π8) + 2h6(γ5γ8 + γ5π8 + γ8π5 + π5π8) + 4h7 ×
×(γ5π5) + 2h8(γ5γ8 + π5π8). (3.40)

De esta forma podemos ver que buscamos parámetros γi, πi que hagan a los coeficientes
Hi = 0. Esto nos proveerá 9 ecuaciones más que sumadas a las anteriores nos permitirán
definir la transformación de Bogoliubov.

Introduzcamos los parámetros θ1, θ2 y θ3. Denotemos por ci = cos(θi) y si = sen(θi).
Consideremos la matriz de rotación

A =

 c1c3 − s1s2s3 −c2s1 c1s3 + c3s1s2

c3s1 + c1s2s3 c1c2 s1s3 − c1c3s2

−c2s3 s2 c2c3


donde hemos considerado los parámetros θ1, θ2 y θ3 en la representación de los ángulo
de Euler por lo que satisfacen [37]

−π ≤ θ1, θ3 ≤ π (3.41)

0 ≤ θ2 ≤ π (3.42)

Consideremos el siguente ansatz para los coeficientes γi, πi de la transformación de
Bogoliubov

γ1 =
A11

2
√
h1e1

(h1 + e1); γ2 =
A21

2
√
h1e2

(h1 + e2); γ3 =
A31

2
√
h1e3

(h1 + e3),

γ4 =
A12

2
√
h2e1

(h2 + e1); γ5 =
A22

2
√
h2e2

(h2 + e2); γ6 =
A32

2
√
h2e3

(h2 + e3),

γ7 =
A13

2
√
h3e1

(h3 + e1); γ8 =
A23

2
√
h3e2

(h3 + e2); γ9 =
A33

2
√
h3e3

(h3 + e3),

π1 =
A11

2
√
h1e1

(h1 − e1); π2 =
A21

2
√
h1e2

(h1 − e2); π3 =
A31

2
√
h1e3

(h1 − e3),

π4 =
A12

2
√
h2e1

(h2 − e1); π5 =
A22

2
√
h2e2

(h2 − e2); π6 =
A32

2
√
h2e3

(h2 − e3),

π7 =
A13

2
√
h3e1

(h3 − e1); π8 =
A23

2
√
h3e2

(h3 − e2); π9 =
A33

2
√
h3e3

(h3 − e3).

Con esto tendremos satisfecho las primeras 9 ecuaciones (3.18)-(3.26) . Usando las 9
ecuaciones restantes podemos determinar los valores para θ1, θ2 y θ3.

De H1 = 0 obtenemos

0 = A11A21(h2
1 + e1e2) + A12A22(h2

2 + e1e2) + A13A23(h2
3 + e1e2) + 2h4

√
h1h2(A11A22

+A21A12) + 2h5

√
h1h3(A11A23 + A21A13) + 2h6

√
h2h3(A12A23 + A13A22) + 2×

×h7

h2

A12A22(h2
2 − e1e2) +

h8√
h2h3

(h2h3 + e1e2)(A13A22 + A12A23). (3.43)
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De H2 = 0

0 = A11A31(h2
1 + e1e3) + A12A32(h2

2 + e1e3) + A13A33(h2
3 + e1e3) + 2h4

√
h1h2(A11A32

+A31A12) + 2h5

√
h1h3(A11A33 + A31A13) + 2h6

√
h2h3(A12A33 + A13A32) + 2×

×h7

h2

A12A32(h2
2 − e1e3) +

h8√
h2h3

(h2h3 + e1e3)(A13A32 + A12A33). (3.44)

De H3 = 0

0 = A21A31(h2
1 + e2e3) + A22A32(h2

2 + e2e3) + A23A33(h2
3 + e2e3) + 2h4

√
h1h2(A21A32

+A31A22) + 2h5

√
h1h3(A21A33 + A31A23) + 2h6

√
h2h3(A22A33 + A23A32) + 2×

×h7

h2

A22A32(h2
2 − e2e3) +

h8√
h2h3

(h2h3 + e2e3)(A23A32 + A22A33). (3.45)

De H4 = 0

0 = A11A21(h2
1 − e1e2) + A12A22(h2

2 − e1e2) + A13A23(h2
3 − e1e2) + 2h4

√
h1h2(A11A22

+A21A12) + 2h5

√
h1h3(A11A23 + A21A13) + 2h6

√
h2h3(A12A23 + A13A22) + 2×

×h7

h2

A12A22(h2
2 + e1e2) +

h8√
h2h3

(h2h3 − e1e2)(A13A22 + A12A23). (3.46)

De H5 = 0

0 = A11A31(h2
1 − e1e3) + A12A32(h2

2 − e1e3) + A13A33(h2
3 − e1e3) + 2h4

√
h1h2(A11A32

+A31A12) + 2h5

√
h1h3(A11A33 + A31A13) + 2h6

√
h2h3(A12A33 + A13A32) + 2×

×h7

h2

A12A32(h2
2 + e1e3) +

h8√
h2h3

(h2h3 − e1e3)(A13A32 + A12A33). (3.47)

De H6 = 0

0 = A21A31(h2
1 − e2e3) + A22A32(h2

2 − e2e3) + A23A33(h2
3 − e2e3) + 2h4

√
h1h2(A21A32

+A31A22) + 2h5

√
h1h3(A21A33 + A31A23) + 2h6

√
h2h3(A22A33 + A23A32) + 2×

×h7

h2

A22A32(h2
2 + e2e3) +

h8√
h2h3

(h2h3 − e2e3)(A23A32 + A22A33). (3.48)

De H7 = 0 al igual que de la expresión (3.38)[
1 +

2h7

h2

A2
12 −

2h8√
h2h3

A12A13

]
e2

1 = A2
11h

2
1 + A2

12h
2
2 + A2

13h
2
3 + 4h4

√
h1h2A11A12 +

4h5

√
h1h3A11A13 + 4h6

√
h2h3A12A13 + 2h7h2A

2
12

+2h8

√
h2h3A12A13. (3.49)
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De H8 = 0 al igual que de la expresión (3.39)[
1 +

2h7

h2

A2
22 −

2h8√
h2h3

A22A23

]
e2

2 = A2
21h

2
1 + A2

22h
2
2 + A2

23h
2
3 + 4h4

√
h1h2A21A22 +

4h5

√
h1h3A21A23 + 4h6

√
h2h3A22A23 + 2h7h2A

2
22

+2h8

√
h2h3A22A23. (3.50)

De H9 = 0 al igual que de la expresión (3.40)[
1 +

2h7

h2

A2
32 −

2h8√
h2h3

A32A33

]
e2

3 = A2
31h

2
1 + A2

32h
2
2 + A2

33h
2
3 + 4h4

√
h1h2A31A32 +

4h5

√
h1h3A31A33 + 4h6

√
h2h3A32A33 + 2h7h2A

2
32

+2h8

√
h2h3A32A33. (3.51)

De las ecuaciones (3.49), (3.50) y (3.51) vemos que tenemos definidos las enerǵıas
de excitación del sistema en términos de los hi que a su vez están definidas por los
coeficientes α, βi y los ángulos θ1, θ2 y θ3. Solamente nos falta encontrar los valores de
los ángulos para poder tener definidas nuestra transformación de Bogoliubov.

En orden de resolver los valores para θ1, θ2, θ3, sumemos la ecuación (3.43) con (3.44)
obteniendo

0 = A11A21h
2
1 + A12A22h

2
2 + A13A23h

2
3 + 2h4

√
h1h2(A11A22 + A21A12) + 2h5 ×

×
√
h1h3(A11A23 + A21A13) + 2h6

√
h2h3(A12A23 + A13A22) + 2h7h2A12A22 +

h8

√
h2h3(A13A22 + A12A23). (3.52)

Sumando (3.45) con (3.46)

0 = A11A31h
2
1 + A12A32h

2
2 + A13A33h

2
3 + 2h4

√
h1h2(A11A32 + A31A12) + 2h5 ×

×
√
h1h3(A11A33 + A31A13) + 2h6

√
h2h3(A12A33 + A13A32) + 2h7h2A12A32 +

h8

√
h2h3(A13A32 + A12A33). (3.53)

Y finalmente de sumar (3.47) con (3.48) obtenemos

0 = A21A31h
2
1 + A22A32h

2
2 + A23A33h

2
3 + 2h4

√
h1h2(A21A32 + A31A22) + 2h5 ×

×
√
h1h3(A21A33 + A31A23) + 2h6

√
h2h3(A22A33 + A23A32) + 2h7h2A22A32 +

h8

√
h2h3(A23A32 + A22A33) (3.54)

Con el sistema de ecuaciones (3.52), (3.53) y (3.54) podemos determinar los ángulos
en la tranformación de Bogoliubov pues solo implican a los coeficientes hi. Aunque tal
sistema pueda no tener una solución anaĺıtica es posible lograr una solución numérica
que se facilita al recordar que

sen(θi) =
√

1− cos2(θi)
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con lo que conseguimos un sistema de ecuaciones polinomiales para cos(θ1), cos(θ2) y
cos(θ3).

La representación de la enerǵıa base del sistema en función de los ángulos θ1, θ2 y θ3

y los coeficientes hi es

e0 =
A2

11

4e1

(h1 − e1)2 +
A2

12

4e1

(h2 − e1)2 +
A2

13

4e1

(h3 − e1)2 +
A2

21

4e2

(h1 − e2)2 +
A2

22

4e2

(h2 − e2)2

+
A2

23

4e2

(h3 − e2)2 +
A2

31

4e3

(h1 − e3)2 +
A2

32

4e3

(h2 − e3)2 +
A2

33

4e3

(h3 − e3)2 + h4

√
h1h2 ×

×
[
A11A12

e1

+
A21A22

e2

+
A31A32

e3

]
+ h5

√
h1h3

[
A11A13

e1

+
A21A23

e2

+
A31A33

e3

]
+

h6

√
h2h3

[
A12A13

e1

+
A22A23

e2

+
A32A33

e3

]
+

h7

2h2

[
A2

12

e1

(h2
2 − e2

1) +
A2

22

e2

(h2
2 − e2

2) +

A2
32

e3

(h2
2 − e2

3)

]
+

h8

2
√
h2h3

[
A12A13

e1

(h2 − e1)(h3 − e1) +
A22A23

e2

(h2 − e2)(h3 − e2)

+
A32A33

e3

(h2 − e3)(h3 − e3)

]
+ h9. (3.55)

Todo lo trabajado en esta sección nos ha llevado a lograr llevar nuestro Hamiltoniano
a la forma

Ĥ(3) = e1d1
†d1 + e2d2

†d2 + e3d3
†d3 + e0, (3.56)

con lo cual obtenemos las eigenfunciones del sistema aśı como todos los observables que
pueden calcularse con ella. Cabe recalcar que todas las transformaciones realizadas solo
son aplicables a los estados más bajos de enerǵıa, en especial para el estado base.

3.4. Cálculos numéricos para un caso particular

Todo lo desarrollado en este caṕıtulo nos has llevado a definir todos los parámetros
necesarios para diagonalizar el Hamiltoniano del sistema de 3 niveles en la configuración
Ξ. A continuación se presenta la aplicación para el caso de doble resonancia ω̃2 = ω̃3 =
Ωk = 1 y ω1 = 0 (esto último equivale a tomar ω1 como enerǵıa de referencia cero).

Al resolver las ecuaciones (3.7) - (3.9) obtenemos las gráficas de las figuras 3.2 -
3.7. Lo primero que resalta es el contorno de la separatriz entre las distintas fases, el
cual ya ha sido reportado para el sistema en la aproximación de onda rotante [13].
En el comportamiento de los coeficientes β1 y β2 (coeficientes en la perturbación de
los operadores bosónicos atómicos) se observa una singularidad en algunas porciones
cercanas a la transición de fase que no se observa en α. Este comportamiento que no
se encuentra presente en los coeficientes de 2 niveles puede deberse al cálculo numérico
pues al refinar el enmallado de la gráfica puede observarse un disminución en el ancho
de la singularidad.

En las figuras 3.8 - 3.9 se grafica el comportamiento del término constante del Ha-
miltoniano (3.10) por número de átomos (h9/N) el cual se pretende minimizar con los
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Figura 3.2: Gráfica 3D del comportamiento de α
en función de µ12 y µ23 para el caso de doble reso-
nancia ω̃2 = ω̃3 = Ω = 1 y ω1 = 0. En esta gráfica
se puede identificar claramente el contorno de la
separatriz de la transición de fase.

Figura 3.3: Gráfica de densidad para α en fun-
ción de µ12 y µ23 para el caso de doble resonancia
ω̃2 = ω̃3 = Ω = 1 y ω1 = 0.

coeficientes α, β1, β2. Se alcanza a distinguir la separatriz de la transición de fase y el
comportamiento anómalo heredado de β1 y β2. Este término que esta relacionado con la
enerǵıa base del sistema es muy parecido al caso con aproximación de onda rotante [13]
obviando la anomaĺıa.

Finalmente se calcularon las enerǵıas de excitación e1, e2 y e3 en base a las ecuaciones
(3.49) - (3.51) y la enerǵıa del estado base dado por (3.55). Débido a que el sistema de
ecuaciones (3.52) - (3.54) admite vaŕıas soluciones para θ1. θ2 y θ3, se tomaron aquellas
que minimizarán la enerǵıa del estado base. Las distintas soluciones que minimizan la
enerǵıa del estado base solamente intercambian el comportamineto entre las enerǵıas
de excitación de la misma forma que en el caso de 2 niveles. Las gráficas obtenidas se
muestras en las Figuras 3.10 - 3.17. Aunque la singularidad es propia del estado base
no aśı en las enerǵıas de excitación. Se adjudica nuevamente este comportamiento al
cálculo numérico, señalando de nuevo la disminución de la anchura de la singularidad
al tener un enmallado más fino en el computo.

Finalmente resaltemos que al igual que en el caso de 2 niveles, la enerǵıa de excitación
e1 es igual al gap entre la enerǵıa del estado base y la enerǵıa del primer estado excitado.
Aunque se observa la presencia de la singularidad no se observan valores negativos en
e1 por lo que no hay un cruce entre el estado base y el primer estado excitado.
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Figura 3.4: Gráfica 3D del comportamiento de β1

en función de µ12 y µ23 para el caso de doble re-
sonancia ω̃2 = ω̃3 = Ω = 1 y ω1 = 0. Podemos
observar cierto comportamiento anómalo en algu-
nas partes de la zona de transición

Figura 3.5: Gráfica de densidad para β1 en fun-
ción de µ12 y µ23 para el caso de doble resonancia
ω̃2 = ω̃3 = Ω = 1 y ω1 = 0. Se puede identificar
claramente el contorno de la separatriz en la tran-
sición de fase y el comportamiento anómalo cerca
de la transición.

Figura 3.6: Gráfica de densidad para β2 como fun-
ción de µ12 y µ23 para el caso de doble resonancia
ω̃2 = ω̃3 = Ω = 1 y ω1 = 0. Se observa un com-
portamiento parecido al del coeficiente β1.

Figura 3.7: Gráfica de densidad para β2 como fun-
ción de µ12 y µ23 para el caso ω̃2 = ω̃3 = Ω = 1
y ω1 = 0. Nuevamente se puede identificar el con-
torno de la separatriz en la transición de fase y el
comportamiento anómalo cercano a la transición.
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Figura 3.8: Gráfica 3D del termino constante en el
Hamiltoniano Ĥ(3) (denotado h9) como función de
µ12 y µ23 para el caso ω̃2 = ω̃3 = Ω = 1 y ω1 = 0.
Aunque no se observe de manera clara la separatiz
el comportamiento asemeja a lo reportado en [13]
para la enerǵıa base del sistema. También se puede
observar el comportamiento anómalo presentado
en β1 y en β2.

Figura 3.9: Gráfica de densidad del termino cons-
tante en el Hamiltoniano Ĥ(3) (denotado h9) como
función de µ12 y µ23 para el caso ω̃2 = ω̃3 = Ω = 1
y ω1 = 0. Se presenta la separatriz de la transición
aunque no manera clara por un comportamiento
más suave de la función.

Figura 3.10: Gráfica 3D de la enerǵıa base del sis-
tema por número de átomos como función de µ12

y µ23 para el caso ω̃2 = ω̃3 = Ω = 1 y ω1 = 0. Su
comportamiento no difiere mucho de lo encontrado
para h9 salvo un crecimiento de la anomaĺıa.

Figura 3.11: Gráfica de densidad del estado base
por número de átomos como función de µ12 y µ23

para el caso ω̃2 = ω̃3 = Ω = 1 y ω1 = 0. No se
observa mucha diferencia con lo mostrado en 3.9
salvo una mayor anchura de la anomaĺıa.
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Figura 3.12: Gráfica 3D de la enerǵıa de excita-
ción e1 como función de µ12 y µ23 para el caso
ω̃2 = ω̃3 = Ω = 1 y ω1 = 0. Compárese con el com-
portamiento de la enerǵıa de excitación ε1 (Figura
2.3) del caso de 2 niveles con el que tiene cierta
semejanza.

Figura 3.13: Gráfica de densidad de la enerǵıa de
excitación e1 como función de µ12 y µ23 para el
caso ω̃2 = ω̃3 = Ω = 1 y ω1 = 0. Aunque en la
gráfica 3D la anomaĺıa se confunda con el compor-
tamiento de la transición se puede apreciar aqúı su
presencia.

Figura 3.14: Gráfica 3D de la enerǵıa de excita-
ción e3 como función de µ12 y µ23 para el caso
ω̃2 = ω̃3 = Ω = 1 y ω1 = 0. Se observa una se-
mejanza con el comportamiento de la enerǵıa de
excitación ε2 de la Figura 2.3 salvo en la transición
dónde se tiene la singularidad por la aproximación.

Figura 3.15: Gráfica de densidad de la enerǵıa de
excitación e2 como función de µ12 y µ23 para el
caso ω̃2 = ω̃3 = Ω = 1 y ω1 = 0.
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3.4. CÁLCULOS NUMÉRICOS PARA UN CASO PARTICULAR

Figura 3.16: Gráfica 3D de la enerǵıa de excita-
ción e3 como función de µ12 y µ23 para el caso
ω̃2 = ω̃3 = Ω = 1 y ω1 = 0. Se tiene un comporta-
miento parecido a la enerǵıa de excitación e1.

Figura 3.17: Gráfica de densidad de la enerǵıa de
excitación e3 como función de µ12 y µ23 para el
caso ω̃2 = ω̃3 = Ω = 1 y ω1 = 0.
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Conclusiones

En el presente trabajo se estudiaron los sistemas atómicos de dos niveles y los siste-
mas atómicos de tres niveles en configuración Ξ tomando en cuenta los terminos contra-
rotantes en la descripción. Para ello se procedió con la diagonalización del Hamiltoniano
tomando en cuenta el ĺımite termodinámico (N → ∞), con lo cual se logró obtener el
comportamiento de los estados más bajos de enerǵıa, especialmente del estado base.

Para la diagonalización del sistema de dos niveles se introdujeron la transforma-
ción truncada de Holstein-Primakoff para describir a los operadores colectivos atómicos
mediante operadores bosónicos. Los operadores bosónicos en el Hamiltoniano fueron
perturbados para facilitar el tratamiento del Hamiltoniano. Se encontraron los valores
de la perturbación para la cual se eliminaban los términos lineales en los operadores
bósonicos. Lo obtenido fue diagonalizado usando las transformaciones de Bogoliubov.
En todo el proceso fue posible encontrar soluciones anaĺıticas. Diagonalizado el Hamil-
toniano fue posible identificar las expresiones del espectro de bajas enerǵıas (teniendo
ε1, ε2) aśı como la enerǵıa del estado base (ε0). También se calcularon los valores espe-
rados para el promedio de fotones y el promedio de excitaciones en el sistema.

Se calcularon los valores para el caso Ωk = ω = 1 donde se localizó el punto cŕıtico
de la transición en µc = 0,5. Entre los resultados a destacar se tiene la observación
de singularidades cerca la transición de fase. Estas singularidades han sido observadas
tratando el Hamiltoniano de Lipkin de la misma forma en que se presentó en el traba-
jo [35]. Tales singularidades se deben a la mala aproximación de las transformaciones
truncadas de Holstein-Primakoff cerca del punto cŕıtico. Se identificó el comportamien-
to de ε1 con el gap entre la enerǵıa base y la del primer estado excitado. Se concluye que
en el sistema no se presenta un cruce entre el estado base y el primer estado excitado
sino que se observa un punto no anaĺıtico, como era de esperarse en el caso del ĺımite
termodinámico.

Se logró extender lo realizado en el caso de 2 niveles a un sistema de 3 niveles en
configuración Ξ. Para esto se hizo uso de la generalización del mapeo de Holstein-
Primakoff truncado por el ĺımite termodinámico. Se obtuvieron ecuaciones algebraicas
para los parámetros de la perturbación del sistema aśı como para los coeficientes de la
transformación de Bogoliubov. No se obtuvieron soluciones anaĺıticas para las ecuacio-
nes aunque se logró obtener soluciones numéricas para el caso ω̃2 = ω̃3 = Ω = 1 y ω1 = 0.
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Entre las novedades que se pudieron introducir en el trabajo están los coeficientes
de la transformación de Bogoliubov entre los dos conjuntos de operadores bosónico
para el caso de tres niveles. De igual forma se mostraron las enerǵıas de excitación
del sistema diagonalizado de tres niveles. Ambos resultados, hasta donde se ha bus-
cado no se encuentra en la literatura. Se pudo observar la separatriz de la transición
de fase y el comportamiento de la enerǵıa base que concuerdan con trabajos realiza-
dos usando la aproximación de onda rotante [12]. Es importante recalcar que para el
caso de tres niveles se observaron las singularidades de la transformación truncada de
Holstein-Primakoff en las enerǵıas de excitación cosa que no ocurre en el de 2 niveles y
se adjudica tal resultado a errores en el cálculo numérico pues entre más refinado sea
el enmallado de las gráficas se puede disminuir el ancho de la singularidad.

El método expuesto en este trabajo ofrece como ventajas el poder describir el Hamil-
toniano como oscilador armónico por lo que es factible encontrar los eigenestados del
sistema en los niveles más bajos de enerǵıa. En desventaja se ha observado singularida-
des cerca del punto cŕıtico de la transición de fase debido al mal comportamiento de la
aproximación de las transformaciones de Holstein-Primakoff truncadas observados en
la enerǵıa base y los promedios de fotones y de excitaciones.

Es necesario recalcar que el trabajo realizado puede extenderse a los sistemas atómi-
cos de tres niveles en las configuraciones Λ y V . Además la diagonalización del Hamil-
toniano solo es el principio pues es posible el cálculo de valores esperadores aśı como
parametros de interés como la fidelidad, útil en la descripción de las transiciones de
fase [38].

Por último es importante mencionar que aunque el tratamiento dado no requeŕıa
de sofisticados métodos matemáticos, pues los cálculos realizados fueron algebraicos, se
teńıa una enorme cantidad de términos por manipular. Para la investigación mostrada se
utilizaron las libreŕıas Sympy y OpenKet, que fueron de gran ayuda en la manipulación
y verificación en los cálculos, demostrando gran flexibilidad del software cient́ıfico no
sólo en los cálculos numéricos sino que también en la investigación teórica anaĺıtica.
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Apéndice

A. Tranformación de Bogoliubov para el sistema de dos niveles

Las relaciones entre los conjuntos de operadores bosónicos {a, b} y {c1, c2} introdu-
cidos en el caṕıtulo 2 son los siguientes

a =
cos(γ)

2
√
h1ε1

[
(h1 + ε1)c1 + (h1 − ε1)c1

†
]

+
sen(γ)

2
√
h1ε2

[
(h1 + ε2)c2 + (h1 − ε2)c2

†
]

a† =
cos(γ)

2
√
h1ε1

[
(h1 + ε1)c1

† + (h1 − ε1)c1

]
+
sen(γ)

2
√
h1ε2

[
(h1 + ε2)c2

† + (h1 − ε2)c2

]
b =

cos(γ)

2
√
h2ε2

[
(h2 + ε2)c2 + (h2 − ε2)c2

†
]
− sen(γ)

2
√
h2ε1

[
(h2 + ε1)c1 + (h2 − ε1)c1

†
]

b† =
cos(γ)

2
√
h2ε2

[
(h2 + ε2)c2

† + (h2 − ε2)c2

]
− sen(γ)

2
√
h2ε1

[
(h2 + ε1)c1

† + (h2 − ε1)c1

]
Para tener un esquema completo de las transformaciones de Bogoliubov a continuación
se presentan las transformaciones inversas de las expresiones anteriores.

c1 =
cos(γ)

2
√
h1ε1

[
(ε1 + h1)a+ (ε1 − h1)a†

]
− sen(γ)

2
√
h2ε1

[
(ε1 + h2)b+ (ε1 − h2)b†

]
c1
† =

cos(γ)

2
√
h1ε1

[
(ε1 + h1)a† + (ε1 − h1)a

]
− sen(γ)

2
√
h2ε1

[
(ε1 + h2)b† + (ε1 − h2)b

]
c2 =

sen(γ)

2
√
h1ε2

[
(ε2 + h1)a+ (ε2 − h1)a†

]
+

cos(γ)

2
√
h2ε2

[
(ε2 + h2)b+ (ε2 − h2)b†

]
c2
† =

sen(γ)

2
√
h1ε2

[
(ε2 + h1)a† + (ε2 − h1)a

]
+

cos(γ)

2
√
h2ε2

[
(ε2 + h2)b† + (ε2 − h2)b

]
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B. Transformación de Bogoliubov para el sistema de tres niveles
en configuración Ξ

Las transformaciones de Bogoliubov entre los conjuntos de operadores bosónicos
{a, b1, b2} y {d1, d2, d3} introducidos en el Caṕıtulo 3 se presenta nuevamente a conti-
nuación

a =
A11

2
√
h1e1

[
(h1 + e1)d1 + (h1 − e1)d1

†
]

+
A21

2
√
h1e2

[
(h1 + e2)d2 + (h1 − e2)d2

†
]

+

A31

2
√
h1e3

[
(h1 + e3)d3 + (h1 − e3)d3

†
]

a† =
A11

2
√
h1e1

[
(h1 + e1)d1

† + (h1 − e1)d1

]
+

A21

2
√
h1e2

[
(h1 + e2)d2

† + (h1 − e2)d2

]
+

A31

2
√
h1e3

[
(h1 + e3)d3

† + (h1 − e3)d3

]
b1 =

A12

2
√
h2e1

[
(h2 + e1)d1 + (h2 − e1)d1

†
]

+
A22

2
√
h2e2

[
(h2 + e2)d2 + (h2 − e2)d2

†
]

+

A32

2
√
h2e3

[
(h2 + e3)d3 + (h2 − e3)d3

†
]

b1
† =

A12

2
√
h2e1

[
(h2 + e1)d1

† + (h2 − e1)d1

]
+

A22

2
√
h2e2

[
(h2 + e2)d2

† + (h2 − e2)d2

]
+

A32

2
√
h2e3

[
(h2 + e3)d3

† + (h2 − e3)d3

]
b2 =

A13

2
√
h3e1

[
(h3 + e1)d1 + (h3 − e1)d1

†
]

+
A23

2
√
h3e2

[
(h3 + e2)d2 + (h3 − e2)d2

†
]

+

A33

2
√
h3e3

[
(h3 + e3)d3 + (h3 − e3)d3

†
]

b2
† =

A13

2
√
h3e1

[
(h3 + e1)d1

† + (h3 − e1)d1

]
+

A23

2
√
h3e2

[
(h3 + e2)d2

† + (h3 − e2)d2

]
+

A33

2
√
h3e3

[
(h3 + e3)d3

† + (h3 − e3)d3

]
Los siguiente son las tranformaciones inversas de las transformaciones anteriores

d1 =
A11

2
√
h1e1

[
(e1 + h1)a+ (e1 − h1)a†

]
+

A12

2
√
h2e1

[
(e1 + h2)b1 + (e1 − h2)b1

†
]

+

A13

2
√
h3e1

[
(e1 + h3)b2 + (e1 − h3)b2

†
]
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d1
† =

A11

2
√
h1e1

[
(e1 + h1)a† + (e1 − h1)a

]
+

A12

2
√
h2e1

[
(e1 + h2)b1

† + (e1 − h2)b1

]
+

A13

2
√
h3e1

[
(e1 + h3)b2

† + (e1 − h3)b2

]
d2 =

A21

2
√
h1e2

[
(e2 + h1)a+ (e2 − h1)a†

]
+

A22

2
√
h2e2

[
(e2 + h2)b1 + (e2 − h2)b1

†
]

+

A23

2
√
h3e2

[
(e2 + h3)b2 + (e2 − h3)b2

†
]

d2
† =

A21

2
√
h1e2

[
(e2 + h1)a† + (e2 − h1)a

]
+

A22

2
√
h2e2

[
(e2 + h2)b1

† + (e2 − h2)b1

]
+

A23

2
√
h3e2

[
(e2 + h3)b2

† + (e2 − h3)b2

]
d3 =

A31

2
√
h1e3

[
(e3 + h1)a+ (e3 − h1)a†

]
+

A32

2
√
h2e3

[
(e3 + h2)b1 + (e3 − h2)b1

†
]

+

A33

2
√
h3e3

[
(e3 + h3)b2 + (e3 − h3)b2

†
]

d3
† =

A31

2
√
h1e3

[
(e3 + h1)a† + (e3 − h1)a

]
+

A32

2
√
h2e3

[
(e3 + h2)b1

† + (e3 − h2)b1

]
+

A33

2
√
h3e3

[
(e3 + h3)b2

† + (e3 − h3)b2

]
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