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Resumen

Este trabajo se basa en el hecho bastante aceptado de que el movimiento de
muchas especies de animales se puede modelar como vuelos de Lévy. Asumiendo
esto como un hecho, nos enfocamos en la pregunta del por qué es que surgen
este tipo de distribuciones. Se revisan las dos principales teorias que compiten
al respecto, y se discute la posibilidad de incorporar ambas en una teoria mas
amplia. Esta nueva teoria se destaca por el hecho de tomar en cuenta tanto la
dindmica del depredador como la de la presa, punto del que carecen las anteriores
teorias. Con este propdsito, se parte del viejo y conocido trabajo de interaccio-
nes depredador-presa de Lotka y Volterra. Luego, se muestran las modificaciones
que se la han hecho hasta ahora (incorporacién de estocasticidad y grados espa-
ciales), y se proponen algunas més (agrupacién de la presa en forma de parches
e incorporacién de vuelos de Lévy en la movilidad de los individuos), de manera
de hacerlo apto como un modelo que muestre las caracteristicas y ventajas de los
vuelos de Lévy, en contraste a los caminantes brownianos y balisticos. La meto-
dologia de trabajo se basé principalmente en las simulaciones de Montecarlo, ya
que los métodos analiticos como la ecuacién de difusién o las caminatas aleato-
rias se hacen obsoletos debido a que las interacciones incorporan no linealidades
que invalidan el principio de superposicién. Los resultados refuerzan la hipétesis
de los vuelos de Lévy como estrategia 6ptima de forrajeo, pero éste es un éptimo
en un sentido méas amplio que el propuesto clasicamente ya que es un éptimo
ecosistémico, en el sentido que maximiza la probabilidad de supervivencia no
sélo del que forrajea, sino que la del conjunto presa-depredador.



Abstract

This work is based on the quite broadly accepted fact that a lot of animal
species perform Lévy flights as a foraging strategy. Assuming this, we focus on
the question of why does this type of distribution emerge. We shortly review the
two main theories that regard this question, and it is proposed the possibility
of incorporating both theories in a more general context in which they do not
compete, but rather complement each other. This new theory, in contrast with
the common predator-centered approach, emphazises the importance of taking
into account the prey dynamics. With this purpose, we start with the well known
predator-prey dynamics introduced by Lotka and Volterra. Particularly, we use
a two dimensional stochastic lattice model introduced in the 90’s, in which
several predators move randomly on the lattice and interact with the prey. We
introduce a series of modifications so that the possibility of perform Lévy flights
it is incorporated, and also the possibility of the prey of forming clusters. The
control parameter is 3, the exponent of the Levy distribution of the predator
motion, and the main output assesed is Ps, the probability of survival of the
ecosystem (that at least one individual of both species, prey and predator, is still
alive). We show that when 8, — 1 the predator moves ballistically and we obtain
the mean field behaviour, i.e. the Lotka-Volterra equations. The extinction here
is mainly because of blind walkers that are unable to take profit of the patchy
distribution of the prey, so there is a predator-extinction phase. In contrast,
when 8, — 3 the predator becomes a brownian walker, so we obtain the lattice
model deeply studied in the 90’s. Here we have “greedy” predators that tend to
an overexploitation of the prey, so we have a prey-extinction phase. For values
of 1 < 3, < 3 we obtain a Lévy flight behaviour, in which we have neither too
blind nor too greedy predators, so we have a maximum value of P, obtained by
Montecarlo Simulations. These results reinforce the optimal foraging theory of
Lévy flights, but now we have an optimum in a wider sense than the classical
one, because it is an ecosystemic optimum that takes into account both predator
and prey survival.

VII



Capitulo 1

Introduccion

La forma en que se mueven los animales puede depender de muchos factores
como el clima, la temperatura, concentraciones de quimicos o de la densidad
local de otros individuos [30], [65]. Sin embargo, en un contexto evolutivo se
puede conjeturar que la forma en la que se mueven debiera optimizar de cierta
manera la probabilidad de supervivencia. Dado esto, una primera pregunta seria:
Jexisten realmente patrones (en un sentido estadistico) en el movimiento de
alguna, muchas, o todas las especies? Si la respuesta fuese afirmativa, un primer
analisis seria ver cémo varian estos patrones de especie en especie, segin los
factores que en ellas influyen. A partir de esto se podria crear una teoria que
buscara las causas que influyen en el movimiento de los individuos, y comprender
y evaluar los beneficios que éstos obtienen de su comportamiento.

Si bien buscar comida, buscar pareja u otro recurso son procesos distintos,
se ha argumentado que mientras las densidades de las poblaciones respectivas
sean comparables, éstos pueden analizarse como procesos indistinguibles. [73]
Con estas ideas en la mente, desde los anos 60 se comenzo6 a formar la idea de la
que hoy es llamada la teorfa del forrajeo éptimo [39],[17], la cual predice que al
forrajear (es decir, al buscar alimento) el animal se comporta de manera que la
ganancia calérica neta por unidad de tiempo de forrajeo sea méxima, tomando
en cuenta las distintas clases de depredadores, tasas de ingestion y tiempos de
consumo de la presa [27],[35], [36]. Hubo mucho trabajo teérico al respecto, sin
embargo, en los ochenta la teoria de forrajeo éptimo se comenzé a encontrar
con dificultades, sobre todo porque la evidencia experimental mostraba que en
muchos casos los animales no parecian estar en el é6ptimo predicho por la teoria.

A partir de esto, en los noventa se comenzaron a incorporar ideas de la
mecdnica estadistica en el tratamiento del problema de forrajeo. Una importante
contribucién tedrica que da la fisica al tratamiento de este tipo de problemas es
el de las caminatas aleatorias, las cuales surgieron en el estudio de la materia
microscépica y han sido un pilar fundamental en su desarrollo tedrico.

Una caminata aleatoria basicamente es una trayectoria definida por un agen-
te (caminante) que se mueve segiin alguna regla estocédstica. Un ejemplo para-
digmatico es el del moviminto browniano, cuyo nombre proviene luego de que
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Robert Brown en 1828 observara este tipo de movimiento en particulas de polen.
Mas adelante, en 1905, Einstein explicé estos movimientos en términos de una
caminata aleatoria causada por el constante choque entre la particula de polen
y las moléculas del fluido (ruido termal) [31]. Debido a estos choques la particu-
la se ve como un caminante “erratico” que cambia su direccién de movimiento
constantemente (un ejemplo se muestra en la figura 1.1 parte izquierda).

Es bastante intuitivo que los animales no se mueven de esta manera. Al
contrario, el proceso de forrajeo puede ser de alta complejidad; por ejemplo, el
caminante podria tener cierta informacién sobre la distribucién de los recursos,
o podria tener ciertas pistas quimicas (como los olores) que sesgaran su movi-
miento en alguna direcciéon. También podria suceder que el animal mantenga su
direccién fija por un tiempo grande. Esto podria deberse a que estd en bisqueda
de nuevos territorios o también a que prefiere explotar zonas lejanas de manera
de no sobreexplotar entorno cercano a su territorio [51],[23],[24]. El movimiento
browniano serfa 6ptimo en el extremo (e irreal) escenario en donde el animal
se encuentra en un ambiente repleto de recursos (o presas), y en donde éste va
depredando lo que se cruza en el camino. Asi, no es necesario tener siquiera una
estrategia, pues a cada pequeno paso habrd un nuevo recurso.

Bajo condiciones mas realistas, como bajas densidades de recursos, corre-
laciones en las distribuciones espaciales de los depredadores (distribuciones en
forma de parches y no aleatorias), relaciones de competencia intra e interes-
pecifica, entre otras, el movimiento browniano esta lejos de ser la estrategia
optima. Las trayectorias reales, de hecho, parecen asemejarse mas a la ilustrada
en la figura 1.1 (derecha). Este tipo de trayectorias representan los denominados
vuelos de Lévy, los cuales corresponden a saltos cuyos largos provienen de una
distribucién de probabilidad que decae como ley de potencia, en contraste al
caminante browniano, cuya distribucién de probabilidad del largo de los pasos
decae exponencialmente (es decir, pasos largos son casi imposibles en el dltimo,
mientras que en el primero son poco probables, pero no imposibles). Viswanat-
han et al [71] en el afio 1996 fueron los primeros en mostrar la evidencia de
vuelos de Lévy en forrajeo, especificamente en los vuelos de albatros. A partir
de aqui, los estudios sobre vuelos de Lévy crecieron explosivamente y, si bien han
sido blanco de bastante controversia (de hecho el estudio original sobre albatros
mostré inconsistencias que debieron correjirse para reafirmar la hipétesis), la
presencia de vuelos de Lévy en forrajeo parece ser contundente [12].

La corriente que broté a partir de esta nueva evidencia experimental- y que
es en lo que se enmarca este trabajo- fue la de intentar explicar tedricamente el
por qué surgen los vuelos de Lévy con un argumento del tipo teoria del forrajeo
éptimo. Asi, se mostré mediante simulaciones que un caminante de Lévy! tiene
una mayor dispersion, visita més sitios nuevos y tiene menor competencia in-
traespecifica, en comparacién al caminante browniano [64], [6], [7], [74]. En este
punto parece jugar un rol fundamental el de la distribuciéon espacial de la presa

1Un caminante de Lévy (Lévy walk) se distingue de un vuelo de Lévy en que este tltimo
realiza saltos de manera instantdnea, mientras que el primero tiene una velocidad finita aso-
ciada. Esto es para evitar el concepto de velocidad infinita que ocurre en un vuelo de Lévy, y
asi poder compararlo con un caminante de Lévy



2y, al parecer, este factor moldea la estrategia de forrajeo del depredador. La
pregunta es cémo la moldea. Basicamente existen dos hipdtesis que compiten al
respecto [64]:

1. Los vuelos de Lévy surgen como una estrategia 6ptima estocéastica, ya que
si el depredador se mueve de esa manera maximiza la probabilidad de
encontrar a la presa (es decir, si jugamos a las escondidas y estamos bus-
cando, la mejor estrategia para ganar es realizar vuelos de Lévy). En este
caso la distribucién de la presa ha moldeado el movimiento del depredador
mediante un mecanismo evolutivo; los animales que usan vuelos de Lévy
son los que lograron sobrevivir.

2. Los vuelos de Lévy surgen directamente de la interaccién entre el de-
predador y la presa. En este sentido la distribucién de la presa moldea
directamente el movimiento del depredador. Esta hipétesis pone énfasis
en que la mayoria de recursos se distribuye no al azar, sino que en una
estructura jerarquica de parches anidados unos dentro de otros. Incluso se
ha llegado a hablar de una distribucién fractal.

Existe evidencia y modelos apoyando contundentemente tanto la primera
([72],[73],[74],[64]) como la segunda hipétesis ([13], [29], [55]).

Mientras hoy en dia la discusién se basa en dar argumentos hacia uno u otro
lado de manera de desacreditar al otro equipo [33], en este trabajo se intenta
conciliar las dos posturas de una manera novedosa, de manera que ambas ideas
se incorporen en un contexto més amplio. Para dar una analogia en donde dos
hipétesis como éstas pueden coexistir, pensemos en los ciclos del sueno. Es claro
que el sueno tiene un caracter intrinseco, dado que tiene tiempos preestablecidos
y periodos que son propios del individuo; es decir, aunque el individuo se vea ex-
puesto a luz las 24 horas del dia, seguiria teniendo los ciclos preestablecidos por
su organismo. Por otro lado, es evidente que si, por ejemplo, viajamos a un pais
lejano con una gran diferencia horaria, nuestro cerebro se acostumbrard a los
ciclos horarios de ese pais. Entonces vemos que también hay un factor externo
(los ciclos de luz) que influyen en el comportamiento. No podriamos, entonces,
decir que los ciclos del sueno se deben puramente a algo evolutivo que se en-
cuentra interiorizado en el individuo, pero tampoco podriamos decir que estan
determinados por los factores externos. Mas bien es una combinacién de ellos.

El ejemplo puede ir més alld. Cuando hablamos del factor externo (la falta
o presencia de luz) nos centramos en la interaccién del individuo con el entorno,
y se podria pensar al individuo como algo pasivo que no hace nada mas que
recibir un estimulo. Sin embargo, si reflexionamos al respecto, nos daremos
cuenta que este fendmeno tiene también un caracter absolutamente centrado

2De ahora en adelante la presa puede representar cualquier tipo de recurso que busca el
animal, pudiendo ser otros animales o incluso un drbol o planta, mientras que el depredador
representard el animal que busca. Si bien el uso de estas palabras no es el més adecuado en el
contexto de vuelos de Lévy (en general se habla de buscadores y targets u objetivos) su uso es
deliberado para conectarlo més adelante con el modelo de Lotka-Volterra, en el cual se usan
estos términos
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en el individuo, pues la forma en que influye el ambiente en el individuo no
es trivial, es mas bien el producto de millones de anos de evolucién; la forma
en que la luz influye en el sistema nervioso del individuo, y en la cual éste
reacciona a ella son parte del fenémeno, por lo que no se pueden tomar como
factores externos. De hecho, el mismo sistema nervioso ha surgido a partir de
la interaccién con los estimulos, entonces en cierta manera el sistema nervioso
en si tiene informacién de lo externo. Por lo tanto, cuando hablamos de factores
externos que influyen en el individuo, en cierta manera también son parte del
sistema a analizar. A su vez, el individuo mismo con sus capacidades cognitivas
contiene ya informacién del ambiente.

., Qué lecciones obtenemos de lo anterior? Pues mdas que una leccién obte-
nemos una hipdtesis: que el fenémeno de los vuelos de Lévy y, en general, del
movimiento de los animales, es producto de una interaccién con el medio, pero
no una interaccion a secas, sino que dotada de una historia del sistema en su
totalidad, y es imposible separar el comportamiento del individuo del resto del
sistema, pues de cierta forma estan “amarrados” como fenémeno.

Ahora bien, dicho esto, existe una critica hacia las dos corrientes que existen
actualmente, pues ambas estdn viendo una parte del fenémeno. Es por esto
que en este trabajo se propone un nuevo marco de trabajo para simular las
dindmicas antes mencionadas. El punto fundamental es que, como buenos fisicos,
debemos ver el sistema como tal, no sélo una parte de él. Los modelos hasta
ahora descritos (y detallados més adelante) son completamente centrados en el
depredador, el cual se inmiscuye en un “entorno” de recurso. Aqui se propone
la idea de que el 6ptimo tiene que ser visto en sentido ecosistémico, no sélo
como un depredador que maximiza sus ganacias. Pueden existir 6ptimos para
el depredador que no lo son para el ecosistema en conjunto.

Un primer giro hacia este nuevo paradigma lo dieron de Jager et al [16] al
proponer un novedoso mecanismo para explicar la formacion de patrones de los
mejillones al adherirse a la roca. Los autores recalcan el hecho de que el depre-
dador, al forrajear, interviene y modifica su entorno. Asi, distintas estrategias
de movimiento pueden resultar en distintos patrones espaciales del entorno (es
decir, distintas distribuciones del recurso), y argumentan que los vuelos de Lévy
son capaces de generar patrones espaciales. Similarmente, Boyer et al propusie-
ron un modelo de agentes viajantes que se alimentan de frutas y son capaces de
dispersar sus semillas, modificando asi la distribucién espacial del recurso. La
importancia de estos trabajos es que nos hacen pensar en una bidireccionalidad
antes no tomada en cuenta. Por un lado, la distribucién espacial de la presa (que
es una distribucién fractal de parches) modela el movimiento del depredador.
Por el otro, el forrajeo y consumo del depredador modela la distribucién espacial
del recurso. Mas aun, podria conjeturarse que los vuelos de Lévy parecen ir en
conjunto con las distribuciones espaciales de parches o fractales; una es causa
de la otra y viceversa. Este concepto nos habla de un proceso autoorganizado,
en donde el sistema que se autoorganiza corresponde al ecosistema total (que
en este trabajo se simplifica de modo ilustrativo al conjunto presa-depredador
y sus dindmicas de interaccién espacio-temporales).

En este trabajo no se busca explicar los mecanismos mediante los cuales



la seleccién natural llevé a la aparicién de vuelos de Lévy, pues, como se co-
menté anteriormente, estos pueden ser muy variados y de distinta naturaleza
(como en el ejemplo de los ciclos del suenio). Més bien se busca mostrar cualitati-
va y cuantitativamente por qué es importante tener esta perspectiva ecosistémi-
ca en lugar de una perspectiva centrada en el depredador. Especificamente, se
incorpora una dinamica de presas que se agrupan en parches, las cuales pue-
den regenerarse. Se investiga cudles son los estados estacionarios a los que llega
este sistema bajo distintas condiciones. El punto crucial es que, al parecer, es-
trategias que podrian parecer Optimas para el depredador (como consumir el
recurso inmediatamente cercano), podrian ser perjudiciales a largo plazo, ya
que podria sobreexplotar su ambiente local. Esto ha sido notado por diversos
autores [51],[23], [24] e incorporado a modelos de dispersién de animales. Sin
embargo, en el contexto moderno de los vuelos de Lévy no parece haber sido
tomado en cuenta. También se recalca la importancia de la no linealidad en el
crecimiento de los recursos (exponencial en el caso mds simple), pues el dejar
cierta cantidad de recurso disponible podria permitir una mayor capacidad de
recuperarse del recurso. Por el contrario, si el depredador consume todo el recur-
so, en el caso extremo, el recurso (y el parche) desaparecerd para siempre. Esto
es reforzado por las observaciones experimentales. Por ejemplo, se ha visto que
en primates podria existir un proceso de monitorizacién de la fruta disponibles
en los arboles, sin necesariamente consumirla [63]. As{ mismo, Hamilton et al
([23], [24]) propusieron un modelo para la dispersién del estornino pinto (Stur-
nos vulgaris) en donde argumentan que estas aves adoptan una estrategia en
donde hay un compromiso entre los lugares més cercanos que requieren menos
energia para llegar y los lugares mas lejanos que evitan la sobreexplotacion de
los lugares més cercanos al nido.

Cuando se habla de dindmicas presa-depredador, lo primero que se viene
a la mente es el modelo de Lotka-Volterra ([38], [75]), ampliamente conocido.
Sin embargo, este modelo ha mostrado muchas falencias, principalmente por ser
ecuaciones deterministas y por no tomar en cuenta el factor espacial (en este
sentido, son ecuaciones de campo medio). Es por esto, que para este trabajo
se ha usado un modelo extendido de Lotka Volterra, llamado el lattice Lotka
Volterra model, y estudiado ampliamente en los anos noventa.

En el siguiente trabajo se comenzara con un marco tedrico y contexto histéri-
co de los vuelos de Lévy, profundizando en las hipétesis antes mencionadas.
También se detallara el concepto de caminantes aleatorios y como éste se puede
relacionar con los procesos difusivos (y, en el caso de un caminante de Lévy, con
un proceso superdifusivo). Se discutird también cudles son las distribuciones
reales de presas, y por qué esto es importante de tomar en cuenta (cosa que en
muchos casos no se ha hecho). A partir de esto se detallard el modelo usado y
las modificaciones que se han realizado, ya que no hay antecedentes de este tipo
de modelo incorporando vuelos de Lévy.
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Figura 1.1: Izquierda: trayectoria tipica de un caminante browniano. Se
puede notar que cambia constantemente de direccién. Derecha: trayec-
toria tipica de un caminante de Lévy. En este caso presenta pasos largos
alternados con los pasos pequenos, lo que le permite al caminante explorar
mayor cantidad de territorio sin regresarse.



Capitulo 2

Marco teorico

2.1. Vuelos de Lévy

2.1.1. Definicién de vuelos de Lévy

El término de vuelos de Lévy fue acunado por Mandelbrot en su célebre
libro sobre geometria fractal [40], en el contexto de los polvos de Lévy, que son
estructuras fractales resultantes de los puntos en donde cambia de direccién
un vuelo de Lévy. Las disciplinas en donde han surgido los vuelos de Lévy son
variadas, y se extienden a fendémenos tan diversos como dindmicas en finanzas
y economia [1], plegamiento de proteinas [42], dindmicas atmosféricas [69] y
turbulencia [67], entre muchas otras.

Los vuelos de Lévy corresponden a desplazamientos con una distribucion de
probabilidad de cola pesada, es decir, distribuciones anchas, en donde su va-
rianza diverge debido a que se pueden tener desplazamientos arbitrariamente
grandes, aunque muy inusuales (pero no tan inusuales como en una distribu-
cién gaussiana, la cual tiene una varianza finita [10]). Estas distribuciones, en
contraste a las distribuciones gaussianas o exponenciales, carecen de una escala
caracteristica, lo cual se relaciona con la gran variabilidad en la longitud de
los pasos, y corresponden a procesos superdifusivos. La distribucién tiene un
comportamiento asintdtico que corresponde a una ley de potencias, es decir

Py~ 17# 1<B<3 (2.1)

para [ > 1, en donde [ es la longitud de cada paso y [ es un pardmetro que
identifica al tipo de vuelo de Lévy. Para analizar este tipo de distribuciones,
supongamos que tenemos P(I) = ¢ * [~?, en donde P(l) estd definida en el
rango [lg,00) (estamos interesados en el comportamiento asintGtico de estas
distribuciones, por lo que su forma para valores pequenos de [ no tiene relevancia
en la estadistica). Podemos obtener el valor de la constante de normalizacién c:

7
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/ZO PO=1 =1 (2.2)

por lo tanto, si § < 1, entonces P(l) no es normalizable, por lo que descar-
tamos ese caso. Ahora, para el promedio:

o0

l:/ Pll:c/ 1= _C p2-8 2.3
A e (23
entonces, si 8 < 2, (I) = oo. Por tltimo, para la varianza:
12:/ P112:c/ 26— ¢ p-s|” 2.4
@)= [T PwE=e [TE o o] (24

Vemos que si 8 < 3, {I?) — oco. Esto tiltimo es la caracteristica principal de
los vuelos de Lévy, pues implica un importante hecho, y es que no se enmarca
dentro del teorema del limite central (TLC), el cual requiere que las variables
aleatorias tengan una varianza finita e implica que la suma de estas variables
converge a una gaussiana. En contraste a esto, las distribuciones como la de la
ecuacion 2.1 convergen a las llamadas distribuciones estables de Lévy con indice
a, en donde o = 8 — 1. De esta manera, estas distribuciones se enmarcan en
una extensién del TLC, de manera que cuando 5 > 3 la varianza converge y
se vuelve al TLC clasico. En la siguiente seccion se vera esto con mas detalle,
relacionandolo con las caminatas aleatorias y procesos difusivos.

2.1.2. Caminatas aleatorias, difusiéon normal y difusiéon
anémala

Como punto de partida, y siguiendo el procedimiento de Okubo [51], analiza-
mos la caminata aleatoria mas simple en una dimensién, en donde el caminante
en cada paso decide entre dar un paso de largo A a la izquierda o a la derecha,
ambos con probabilidad p = % El paso lo realiza en un pequenio intervalo de
tiempo 7 que es constante, de manera que la rapidez del caminante es cons-
tante. Bajo estos supuestos, ahora nos preguntamos cudl es la probabilidad de
que después de haber dado n pasos en un tiempo ¢ (¢t = n7), el caminante haya
dado m pasos hacia la derecha (o izquierda), es decir, que se encuentre a una
distancia mA del origen. Considerando que para llegar a ese punto el caminante
dio a pasos a la derecha y b pasos a la izquierda, tenemos que a +b = n y
a — b =m, lo que implica a = ”"’Tm y b= 57 Existen 2" posibles caminatas
en total, por lo que la probabilidad de realizar una especifica es de (%)” Sin
embargo, de todos estos caminos, hay (Z) caminos que cumplen con finalizar m
pasos a la derecha del origen. De esta manera, la probabilidad buscada es:

1\" n! 1\ n!
P(m,n) = (*) — = (*) sy — (2.5)
2/ ald 2/ (ndm)i(nsmyl
la cual corresponde a la distribucién binomial. Cuando n es suficientemente
grande, esta distribucién converge a la muy conocida distribuciéon gaussiana:
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2 l ’7712
lim P(m,n) = (—) 26(7ﬁ) (2.6)
n— oo ™

Si ahora tomamos el limite continuo:

T =mAx t =nAt (2.7)
y asumiendo que se cumple:

A 2

(B2)” 4 (2.8)

lim
Az—0 2At
At—0

La expresién 2.6 se transforma en:

P(x,t) = (ﬁ)%e_@zg*) (2.9)

en donde D es el llamado coeficiente de difusiéon. Su nombre proviene del
hecho de que la expresion 2.9 corresponde a la solucién de la ecuacién de difusion:

oP 0?c
— =D— 2.10
ot 0%x (2.10)
Sujeta a la condicién inicial
P(z,0) =d(x) (2.11)
El resultado fundamental, es que:
(x?) ~ t (2.12)

es decir, la varianza crece linealmente con el tiempo. Este es el sello distintivo
de la difusiéon normal. En el caso general se tiene:

(x%) ~ t2H (2.13)

en donde H es el llamado exponente de Hurst. Valores de H < % corresponden
a la subdifusién, mientras que valores H > % corresponden a superdifusion.

Otra forma de abordar las caminatas aleatorias y, de paso, hacer la cone-
xi6n con difusién anémala (especificamente superdifusion) es en el marco de las
caminatas aleatorias en tiempo continuo (CTRW por continuous time random
walks). Para explicarlo, usaremos el caso unidimensional, pero es ficilmente
extendible al caso de dos dimensiones, que es el que nos interesa.

El modelo de CT RW esté basado en que las distribuciones de probabilidad
del largo de los saltos p(l) y del tiempo de espera entre saltos w(t) estdn dadas
y, en este caso, se consideran independientes la una de la otra, de manera que
podemos escribir la probabilidad de que el caminante realice un salto de largo
I después de de esperar un tiempo ¢ como ¢(I,t) = p(l)w(t). Diferentes CT RW
son categorizadas por el tiempo de espera caracteristico:

T= /00 dtw(t)t (2.14)
0
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y por la varianza del largo de los saltos:
12y = / dip(1)1? (2.15)

A partir de esto, se puede plantear la ecuacién de recurrencia:

0, t) = /_ T /0 (' )bz — 7't — 1) + 6(2)() (2.16)

en donde n(z,t) es la probabilidad de haber llegado al sitio de posicién x
justo en el tiempo t. En palabras, esta ecuacién nos dice que para haber llegado
a un sitio dado x exactamente en el tiempo ¢ (lado izquierdo) es necesario que
el caminante haya llegado a cualquier otro sitio en cualquier tiempo anterior
t', luego haya esperado ahi un tiempo ¢t — ¢/, y luego haya dado un salto hacia
el sitio actual, por lo que el salto debe ser de largo x — z’. Las dos integrales
son porque es en cualquier tiempo anterior y en cualquier lugar. Las deltas
sumadas corresponden a la condicién inicial. A partir de esto podemos obtener
la probabilidad de estar en x en un tiempo t:

W(x,t) = /Ot dt'n(z, ")Vt —t") (2.17)

es decir, es necesario haber llegado al sitio  en ¢’ y no haberse movido de
ahi hasta t. Esto lo aporta ¥(t), la probabilidad de no haber hecho ningtn salto
en el intervalo (0,t), y que se relaciona con w(t) mediante:

W) = 1— /Ot dt'w(t') (2.18)

Insertando la ecuacién 2.16 en la 2.17 y cambiando el orden de integracién
obtenemos:

e3¢} t
Wiz, t) = / do’ / W@ ) — o't — 1)+ UB5(x)  (2.19)
—o00 0
Transformando al espacio de Fourier-Laplace:

W(k,u) =W(k,u)p(k,u) + ¥(u) (2.20)
y obtenemos la solucién:

Wo(k)(1 = w(w))
Wk, u) =
(0]
en donde Wy (k) es la transformada de Fourier de la condicién inicial Wy(x)

Por ultimo, s6lo necesitamos hacer la transformada de Fourier-Laplace a
W (k,u) y obtenemos W (z,t). Por lo tanto, tenemos un método directo para

(2.21)
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obtener la distribucién de probabilidad W (z,t) a partir sélamente de p(l) y
w(t).
Supongamos ahora el caso de movimiento browniano, es decir:

p(z) = Vam(z?)exp| — 42;2>} (2.22)

y suponemos que los tiempos entre saltos distribuyen Poisson:

w(t) = ;e—f (2.23)

Dado que estamos interesados en el comportamiento a largo plazo de las
colas de las distribuciones, podemos asumir k < 1, y como el primer y segundo
momento convergen (no serd asi en el caso de Lévy) podemos aproximar las
transformadas en serie de potencias de k y u:

w(u) = 1 —ur + O(u?) (2.24)

p(k) = 1 — (@?)k* + O(k*) (2.25)

Reemplazando lo anterior en la ecuacién 2.21, se obtiene:

1
Wku) = — o — 2.26
(k) = g (2.26)
y volviendo a coordenadas (x,t) obtenemos:
1 x?
W(z,t) = ———=eap| — ——=— 2.27
Y l 4%] 220

que corresponde al propagador Gaussiano.

Ahora veamos que pasa para el caso de distribuciones de colas pesadas, como
es el caso de las distribuciones de Lévy. Asumimos la misma distribucién de w(¢),
pero ahora:

p(x) ~ 2P (2.28)

Realizando el procedimiento que para el caso gaussiano (aunque ahora no es tan
simple, pues la varianza diverge, y es necesario hacer uso de derivadas fracciona-
les y otras sofisticadas herramientas, ver [44] para el procedimiento detallado),
se obtiene el comportamiento asintético de Wz, t)

W(z,t) ~ 2= (2.29)
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2.1.3. [Evidencia de vuelos de Lévy en forrajeo de animales

Analisis de las longitudes de los desplazamientos en muchas especies de ani-
males, como Drosophila melanogaster [15] albatros [8],[71], [72], chacales [3] e
incluso zooplancton [5], entre otros, revelan que éstos siguen una distribucién
de probabilidad correspondiente a vuelos de Lévy. También se ha encontrado
este tipo de desplazamiento en grupos de individuos con fuertes interacciones
sociales, como en monos arafia [53], e incluso en grupos humanos de tribus caza-
doras recolectoras [14]. En el trabajo de Gonzélez et al. ([22]) se muestra cémo
en sociedades actuales la movilidad es altamente localizada espacial y tempo-
ralmente, existiendo escalas caracteristicas en las distancias de desplazamiento,
esto debido a que la gente pasa la mayor parte del tiempo en algunos pocos luga-
res, como el trabajo, casa, etcétera [4]. Sin embargo, en [22] se muestra que estos
desplazamientos se pueden describir por distribuciones de Lévy truncadas, y se
concluye que este truncamiento es debido a la agregacién de datos, y la distri-
bucién resultante puede verse como una convolucién entre trayectorias de Lévy
individuales que se truncan debido a la heterogeneidad en las trayectorias de
distintos individuos y las respectivas localizaciones espaciotemporales. Anélo-
gamente, Rhee et al. [56] analizaron mediante GPS una cantidad de alrededor
de 200.000 desplazamientos en 101 individuos, llegando a que éstas tienen una
distribucién de “colas pesadas”. Ademds, andlisis en distintas escalas de tiem-
po revelan patrones superdifusivos para cortas escalas de tiempo y subdifusivos
para escalas de tiempo més grandes, lo cual se explica por las limitaciones espa-
ciales de cada individuo (no van més alld de los limites de sus dreas definidas).

Los valores de 8 encontrados varian para cada especie. Por ejemplo, en el
caso del humano moderno se encontré un valor de 8 = 1,59, mientras que para
el atin de ojo grande (thunnus obesus) se tiene 5 = 2,4 [64]. Incluso se tiene que
individuos de la misma especie pueden tener distintas estrategias de forrajeo,
encontrandose, por ejemplo, valores de 1,18 < 8 < 2,9 en medusas [26].

2.1.4. Teorias sobre el origen de los vuelos de Lévy

Parece ser, entonces, que los vuelos de Lévy no son patrones aislados, sino
que son intrinsecos en el desplazamiento de animales, incluyendo al hombre,
lo que hace necesaria una teoria que explique el surgimiento de estos patro-
nes en la naturaleza. Con este propésito es conveniente un andlisis béasico del
comportamiento en el forrajeo de animales.

El forrajeo se sustenta en el concepto de encuentro biolégico, es decir, que
haya una coincidencia espaciotemporal entre el individuo que busca y el buscado
(que puede un animal, planta, o incluso un lugar). Este proceso se puede des-
componer en dos subprocesos fundamentales: un proceso difusivo (el transporte
o movimiento puro) y un proceso de interaccién. Si tomamos en cuenta sélo
el proceso difusivo (sin interaccién), entonces podemos aplicar el principio de
superposicién, es decir, la probabilidad de encontrar un caminante en un sitio
especifico, dado que hay N caminantes, es igual a la suma de las probabilidades
de encontrar a cada uno de los N caminantes en ese sitio. Esto implica que
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los caminantes obedecen la ecuacién lineal de Fokker-Planck. Sin embargo, la
incorporacién de interaccién entre los individuos, generalmente incorpora no li-
nealidades pues, como ejemplifica Viswanathan [73], el comerse dos presas puede
ser el doble de benéfico que comerse una, pero comerse 1000 presas no serd 1000
veces mas benéfico que comerse una. Ademads, los mecanismos de interaccién
reales pueden ser muy variados. Algunas de estas variables son, por ejemplo, los
individuos entre los cuales ocurre la interaccién, pues puede haber interaccién
intraespecifica, como la reproduccién o la territorialidad, pero también inter-
especifica, como la depredacion, el parasitismo, o incluso el mututalismo (por
ejemplo, los insectos polinizadores). Las interacciones también variardn segin las
capacidades cognitivas y motoras de cada animal (velocidad para atrapar pre-
sas, rango de visién, agudeza en el oido, etcétera); en los mejillones, por ejemplo,
la capacidad cognitiva estd limitada localmente- pueden detectar gradientes de
concentraciones de recursos sélo en su ambiente inmediato-, mientras que en los
primates existen altas capacidades cognitivas que les permiten recordar la ubi-
cacién de buenas fuentes de alimento, y asi tener interacciones de largo alcance
con el ambiente. Por lo anterior, el uso de modelos de reaccién difusién pare-
cen ser los méas adecuados para modelar encuentros biolégicos, pero acarrean el
problema de modelar los complejos procesos de reaccién (interaccién).

En primera aproximacién se han usado modelos puramente difusivos, los
cuales pasan por alto las interacciones, aunque se han ido sofisticando, incor-
porado procesos de depredacion y regeneracién del recurso [60]. A continuacién
se detallan dos modelos paradigmaticos que buscan explicar el surgimiento de
los vuelos de Lévy, el primero puramente difusivo, mientras que el segundo se
enfoca en la interaccién con el ambiente.

Los vuelos de Lévy como una estrategia 6ptima: caminantes aleatorios

Viswanathan et al. [72] mostraron que los vuelos de Lévy son una estrategia
6ptima de biisqueda cuando se tiene un caminante aleatorio (sin informacién de
la ubicacién de los recursos) que busca en un entorno en donde los recursos con
escasos y se distribuyen aleatoriamente, y el forrajeador puede volver a visitar
lugares ya visitados. Especificamente, se encontré que la estrategia 6ptima se da
cuando 8 = 2 . El hecho de que sea una estrategia éptima significaria que por
medio de procesos evolutivos los individuos que ocupan esta estrategia tienen
mayor probabilidad de sobrevivir y transmiten esto a su descendencia.

Una primera critica a este modelo es que en muchos casos los animales no
se comportan de manera aleatoria, ya que no son caminantes “ciegos”, sino
que pueden seguir pistas quimicas como los olores, o pueden recordar sitios
previamente visitados. En el caso extremo del hombre actual, el comportamiento
es casi el opuesto; hay un alto conocimiento del espacio y planificacion del
movimiento, haciendo absurdo el modelo del caminante aleatorio.

Un segundo problema es la ya mencionada omisién de la interacciéon entre
individuos, de manera que los procesos colectivos, como la cooperacién y/o
competencia intra e interespecificas, no estan presentes.

Por 1ltimo, este modelo carece de una estructura espacial (por ejemplo,
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agrupamiento en forma de parches) y de una dindmica del recurso (desapare-
cer, crecer, regenerarse, etcétera), lo que lo hace poco realista. Si bien se han
incorporado casos en donde el recurso desaparece o se regenera después de un
tiempo dado, no se le ha otorgado una verdadera centralidad al recurso en la
dindmica de este tipo de modelos.

Los vuelos de Lévy producto de la interaccién con ambiente complejo:
caminante determinista

Otra alternativa que intenta explicar el por qué surgen los vuelos de Lévy
en los procesos de forrajeo es la propuesta dada por Boyer et al. [13], en donde
se indica que los vuelos de Lévy pueden emerger producto de la interaccion
con el ambiente. Se propone un modelo en donde un forrajeador viaja de un
lugar a otro en bisqueda de parches de comida, optimizando la relacién entre
la cantidad de comida del objetivo y la distancia que hay que viajar para llegar
ahi. Basados en [18] y [50], los autores asumen una distribucién de probabilidad
en la cantidad de comida de cada parche que decae como una ley de potencias,
es decir, P(k) ~ k~” , donde k es la cantidad de comida y p es el pardmetro
que define qué tan escasos son los parches con mucha comida. En cada paso,
suponiendo que el caminante se encuentra en el parche ¢, el parche al cual se
dirigira es tal que i“ es minimo, en donde d;; es la distancia que recorrera para

llegar al parche j y k; es la cantidad de comida que contiene el parche j. Una
vez que se encuentra en el parche j, consume todo el recurso alli presente, y el
parche desaparece. El caminante realiza nuevamente el cdlculo y asi se mueve
al siguiente parche.

El sorprendente resultado es que para los valores reales de p encontrados
en [18] y [50], el forrajeador presenta un comportamiento de vuelo de Lévy. Es
importante recalcar que para otros valores de p (es decir, para valores irreales
de la distribucién de los recursos) no aparece este comportamiento. Entonces,
podemos decir que el ambiente “modela” directamente el movimiento del cami-
nante, y que los vuelos de Lévy surgen naturalmente producto de la forma en
que se distribuyen los recursos. Este modelo se basa en que los forrajeadores
no buscan alimento de forma aleatoria, sino que cuentan con “mapas mentales”
que han creado con la experiencia, y pueden saber con bastante exactitud la
localizacion de los parches de comida, por lo que estamos frente a una caminata,
determinista, y el factor de aleatoriedad aparece debido a la distribucién del
recurso.

Este modelo se creé a partir de la informacién real de la movilidad de monos
arafias en la peninsula de Yucatdn [53], los cuales presentan una alta capacidad
cognitiva, la cual les permite crear y usar estos mapas mentales de manera
eficiente. Es por esto que este modelo, si bien es util para aplicar en este caso,
dificilmente se puede extender a otras especies como moluscos, dinoflagelados,
artrépodos y otros microorganismos que realizan vuelos de Lévy. [73]. Por otro
lado, este modelo no es capaz de llegar a estados estacionarios, pues los recursos
van desapareciendo continuamente, por lo que inevitablemente se llegara a la
extincién de ellos.
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En resumen, por un lado tenemos el modelo de caminante aleatorio, con
mecanismos evolutivos, basado principalmente en el proceso difusivo y centrado
en el depredador, es decir, el vuelo de Lévy es algo intrinseco del individuo que
busca. Por el otro, tenemos el caminante determinista, guiado fuertemente por
los mecanismos de interaccién con el ambiente, del cual extrae mapas menta-
les. Estos dos modelos constituyen los paradigmas actuales del surgimiento de
vuelos de Lévy, vy hay una acalorada discusién al respecto. Sin embargo, como
sucede en general en la naturaleza, y sobre todo en los sistemas complejos como
los ecoldgicos, los procesos son resultado de una combinacién entre lo determi-
nista y lo estocastico, entre lo intrinseco y la interaccién con el medio. Como
fue ejemplificado en la introduccién, los procesos que involucran un ser vivo
interactuando con el ambiente no se pueden explicar sélo por el analisis del in-
dividuo, ni por la interaccién de éste con su ambiente. Mas bien, hay que tomar
al individuo y su ambiente (otros individuos, presas o depredadores, plantas,
etcétera) como un sélo sistema, el ecosistema. Asi, las presas pasan a jugar un
papel activo en la dindmica, y ya no son sélo targets, sino que pueden evadir
al depredador, reproducirse, regenerarse o agotarse. En este sentido, un primer
paso necesario es estudiar las distribuciones espaciales reales de los recursos, de
manera de implementarlas en el modelo. A continuacién se muestra un resumen
de los principales trabajos al respecto.

2.1.5. Distribuciéon de los recursos

Una forma tipica de clasificar la distribucion espacial de los recursos bidticos
(por ejemplo, plantas) es en tres categorias: desordenado, uniforme o agrupado
(figura 2.1. Cuando los recursos se distribuyen de manera desordenada (com-
pletamente aleatoria), su distribucién espaciél sigue una binomial (Ito, 1963),
la cual, para espacios sufientemente pequenos de muestreo, tiende a una distri-
bucién de Poisson , cuya varianza o2 es igual a su media p. Si los recursos se
distribuyen de manera uniforme, obviamente o2 es pequeila, en comparacién a
. Por tltimo, si los recursos estan agrupados, la varianza es mayor que en el caso
de una distribucién de Poisson. Por lo tanto, se obtiene un criterio cuantitativo
para distinguir entre estos 3 casos ([52]):

= Si 02 <y — uniforme

= Si 02 = ;i — desordenados

= Sio? > pu — agrupados
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RANDOM CLUMPED UNIFORM

Figura 2.1: Clasificacién segun la distribucién espacial de los recursos.
Esta puede ser de manera aleatoria (random), es decir, siguiendo una dis-
tribucién de Poisson. El otro extremo es que sea completamente unifor-
memente distribuida, mientras que el punto medio es que hayan agrupa-
mientos (clumped), siendo ésta la forma més comun en que se distribuyen
los recursos (figura tomada del libro de Okubo [51]).

Parece ser contundente la evidencia de que, en su mayoria, las especies se
distribuyen de forma agrupada. Taylor et al. [68] analizaron las distribuciones
de 102 especies, y econtraron que todas excepto 2 de las especies se distribuian
en grupos. Este tipo de distribuciones se generan obviamente de la interaccion
espacial entre individuos de una misma especie (por ejemplo, la reproduccién
de drboles mediante semillas) y se habla cominmente de una distribucién de
“parches” [51].

Ma3és atn, se ha encontrado que estos parches se encuentran estructurados
en una forma jerarquica, en donde parches pequenos se encuentran anidados
dentro de parches mds grandes [34], [77] (esto sugiere inmediatamente una dis-
tribucién fractal de los recursos [57]). Por ejemplo, Murphy et al [47] propusieron
la siguiente estructura jerarquica de parches para el krill: en escalas pequenas,
los individuos se agregan en colonias con didmetros entre 1 a 100 m, con una
duracién de horas a dias. A su vez, las colonias se agregan en parches de en-
tre 1 y 100 km de didmetro con duracién de meses. Estos parches se pueden
agrupar en comunidades de hasta cientos de kilémetros con duracién de varios
meses. La formacién de estos parches a nivel de pequenas escalas se atribuye
a una combinacién entre el crecimiento de poblacién y las corrientes marinas
que contribuyen con difusién turbulenta y mezclado ([19]). Ha sido sugerido
que depredadores como aves o mamiferos marinos puede que respondan ante tal
heterogeneidad en su forrajeo [58], [59], [11].

El patrén espacial de los parches puede cambiar en el tiempo debido a depre-
dacion, estrategias para esquivar al depredador, movimiento de la presa u otros
factores ambientales. Generalmente, esto depende estrechamente de la escala
espacial, de manera que los parches correspondientes a escalas pequenas suelen
tener una mayor tasa de cambio en relacién a los de escalas grandes ([20],[25]).
De esta manera, el depredador sélo tiene informacién limitada respecto a la
ubicacion de los parches; aqui es donde surge la estocasticidad en la busqueda.
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2.2. Modelos de Lotka Volterra

El propésito, como se ha dado a entender, es incorporar en un modelo la
dindmica de la presa, ddndole reglas de interaccién intraespecifica (reproduc-
cién) e interespecifica (depredacién), asi como la capacidad de ésta de generar
agrupamientos en forma de parches. Como modelo de referencia se ha usado el
Lattice Lotka Volterra Model, el cual surge como una extensiéon més realista de
las famosas ecuaciones de Lotka Volterra.

En esta seccién se comenzara con las ecuaciones fundamentales de Lotka
Volterra, para luego extenderlas en el dominio espacial e incorporarles esto-
casticidad, obteniendo el modelo de Lattice Lotka Volterra. Luego se realizan
modificaciones sobre este modelo de manera de incorporar dos nuevos fenéme-
nos: la posibilidad de realizar vuelos de Lévy y la estructura de parches en la
distribucién espacial del recurso.

2.2.1. El modelo original: las ecuaciones de Lotka Volterra

El modelo determinista propuesto originalmente por Lotka [38] y Volterra
[75] ha sido ampliamente estudiado y utilizado en distintas disciplinas, como
biologfa, ecologia, matemdticas e incluso, mds recientemente, en fisica [21],[2].
No obstante, este modelo ha sido blanco de criticas principalmente debido a que
es poco realista y a ser inestable frente a perturbaciones [48], [49]. Veamos en
detalle el modelo basico para mostrar estas falencias.

Las ecuaciones diferenciales que determinan la densidad de depredador a(t)
y presa b(t) en cada instante, son las siguientes:

a(t) = a(t)[Ab(t) — p] (2.30)

b(t) = b(t)[o — X a(t)] (2.31)
el modelo se puede entender de la siguiente manera:

= En ausencia de depredadores (a = 0), la presa crece de manera Malthu-
siana (exponencial) con una tasa o.

= Si existen depredadores, la disminucién de la presa es proporcional a la
cantidad de presas y depredadores.

= En ausencia de presa (b = 0), el nimero de depredadores decae exponen-
cialmente, con una tasa u

= El aumento de los depredadores es proporcional a la cantidad de presas y
depredadores.

Podemos ver inmediatamente una falencia en este modelo, y es que b(t)
puede crecer indefinidamente en ausencia de depredadores, lo cual claramente
no sucede. Esto se puede solucionar agregando una capacidad maxima, como se
explicard mas adelante.
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Las ecuaciones anteriores se pueden adimensionalizar haciendo:

t by(t
um = S8y = 2
d
T = at, a=—
a
De esta manera se obtiene:
du dv
Z — (1l = — = —1 2.32
T u(l —v), 7 av(u —1) (2.32)
y pasando al espacio (u,v):
dv v(u—1)
—=a——= 2.33
du au(l —) (233)
Integrando lo anterior obtenemos
au+v—hu*v=H (2.34)

en donde H es la constante de integracion. Por lo tanto, tenemos que H
es una integral de movimiento, y por lo tanto este es un sistema conservativo,
lo que define trayectorias cerradas en el espacio (u,v) como muestra la figura
2.2. Esta integral de movimiento no tiene ninguna explicacion fisica, y de hecho
lleva a que los movimientos sean puramente oscilatorios. Estas oscilaciones en
la densidad de la presa y el depredador han sido observadas en la realidad y, de
hecho, fue lo que motivé el trabajo de Lotka y Volterra, pero claramente son
un caso muy particular de dindmica entre la presa y el depredador, por lo que
se pierde mucha generalidad. Por otro lado, la inestabilidad de este sistema se
puede apreciar en la figura 2.2, en donde vemos que trayectorias que pueden
estar muy cercanas, pueden alejarse bastante con el transcurrir del tiempo.
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Figura 2.2: Diagrama fase del modelo Lotka Volterra para 4 distintas
condiciones iniciales. Oscilaciones de mayor amplitud corresponden a ma-
yores valores de H en la ecuacién 2.34. El punto indicado con un rombo
corresponde a (u*,v*) = (1,1) en donde se tiene Hpin y es un punto de
equilibrio neutralmente estable

Para este sistema se tienen 3 puntos de equilibrio [45]: (u*,v*) = {(0,0), (0,00), (1,1)}

correspondiendo a extincién, crecimiento Malthusiano de presas y coexistencia
de especies, respectivamente. Un andlisis de estabilidad sencillo ([48]) revela que
los 2 primeros puntos son inestables (para el caso de (0,0) se puede ver clara-
mente en la figura 2.2 que corresponde a un punto de silla) mientras que el punto
de coexistencia (u*,v*) = (1,1) es neutralmente estable. Por lo tanto, tenemos
que, en general, la dindmica de este sistema puede cambiar considerablemente
frente a una perturbacion.

2.2.2. Lotka Volterra con capacidad maxima

Un primer paso para hacer mas realista este modelo, es agregar una capaci-
dad maxima del sistema, de manera que la tasa de crecimiento de presas se ve
disminuida por la presencia tanto de presas como de depredadores, y asi la presa
no puede crecer indefinidamente. Incorporando esto, las ecuaciones quedan:

a(t) = a(t)[Ab(t) — ] (2.35)

21 xa(t)b(t) (2.36)

Aqui hemos agregado una capacidad maxima K, que representa la capacidad
méxima de presas, en ausencia de depredadores (ya que, si a(t) =0y b(t) = K,
entonces b(t) = 0)

A continuacién se muestra un anélisis detallado de la estabilidad de este

modelo, al cual llamaremos LVCM (Lotka Volterra con capacidad méxima).
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Para encontrar los puntos de equilibrio, imponemos la condicién:

da 0
L= di) a* | — 0 (2.37)
dt |b*

De la cual se obtienen 3 puntos de equilibrio:

(o (o o (FEl -] 239
T = To = = .
1 0 2 K 3 %

Ahora analizaremos la estabilidad de estas soluciones. Para esto buscamos
los eigenvalores de la matriz Jacobiana.

dz

dt

) Ab(t) — Na(t)
J(Z(t)) = b(t) b(t) (2.39)
=b(t) (o + A) o(l —a(t) — =) — 05 — Aa(t)
Para ¥ los eigenvalores son et = o y € = —pu, por lo que es un punto de
silla, inestable en la direccién de b. Para T2 tenemos et = KA —py e = —o0.

Esto quiere decir que si KA < pu, entonces serd un nodo estable, mientras que
si KA > p entonces serd un punto de silla inestable en la direccion de a.
Para el punto de equilibrio no trivial Z3 tenemos que los eigenvalores estan

dados por:
ANK (NK
1i\/1—0<u—1>] (2.40)

Vemos que, dado esto, tenemos los siguientes escenarios:

+_ 9K
20K

= si A < £ vemos que a* < 0, por lo que el punto #3 no se encuentra en
la regién relevante, y s6lamente se tendré el nodo estable Zo, mencionado
anteriormente. Este caso serd de particular importancia en el analisis pos-
terior, ya que, como se muestra en la figura 2.3, este nodo correspondera a
una transicién de fase entre la fase de coexistencia presa-depredador (todo
el primer cuadrante del diagrama de fases) y la fase absorbente en donde
s6lo hay presas (eje de las ordenadas en el diagrama de fases). En otras
palabras, este caso es fundamental porque aparece la posibilidad de la
extincién del depredador.

» para £ < A < A, con Ay = o [1 +,/1+ %] los eigenvalores son reales y
et < 0, por lo tanto el punto de equilibrio es un nodo estable (figura 2.4).
= para A\; < A tenemos que ambos eigenvalores tienen parte imaginaria y

real, con R(e*) < 0, por lo que el punto de equilibrio corresponde a un
foco estable (figura 2.5).
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Figura 2.3: Diagrama fase del modelo LVCM, para el caso A < p, en

donde el punto de equilibrio Z2 es un nodo estable. Los valores usados son
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Figura 2.4: Diagrama fase del modelo LVCM, para el caso g < A < A

en donde el punto de equilibrio 3 es un nodo estable. Los valores usados

sonA=120=2,u=1 (A

1,36)
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Figura 2.5: Diagrama fase del modelo LVCM, para el caso A > As, en
donde el punto de equilibrio #3 es un foco estable. Los valores usados son
A=4,0=2,u=1(A; =1,36)

Si bien este modelo toma en cuenta la saturacién del sistema y, ademas,
soluciona el problema de estabilidad, ahora tenemos el problema que todas las
soluciones convergen a un punto, es decir, cuando ¢t — oo, las oscilaciones des-
aparecen. Sin embargo, en dindmicas depredador-presa es muy comun la pre-
sencia de ciclos ([9],[70],[43]), los cuales, obviamente, tienen cierto componente
estocastico y no son oscilaciones perfectas. Ademas, todos los modelos anterior-
mente mencionados consisten en modelacién a nivel de poblacién, de manera
que pasa por alto la dinamica de cada individuo.

2.2.3. Incorporacién de estocasticidad a los modelos de
Lotka-Volterra

De esta manera, un modelo basico estocastico y basado en el individuo se
ha propuesto por McKane y Newman [43]. A este modelo se le llama de tipo
“urna” ya que a cada paso de tiempo se eligen dos individuos cualesquiera del
sistema y, dependiendo de si son depredadores o presas, distintas reacciones
pueden ocurrir entre ellos (depredacién, reproduccién o muerte) con tasas aso-
ciadas a cada reaccion. Esto quiere decir que no se toma en cuenta el factor
espacial, y cualquiera puede interactuar con cualquiera. Asi, cada presa puede
reproducirse o ser depredada, mientras que cada depredador puede depredar
y, eventualmente reproducirse o morir. A partir de esto se puede escribir una
ecuacién maestra para P(A, B,t), la probabilidad de tener A de depredadores y
B de presas en un tiempo ¢ y, a partir de esto se puede obtener como resultado
de campo medio las ecuaciones de LV C'M. Si bien para tamanos finitos del sis-
tema este modelo presenta fluctuaciones con respecto al caso de campo medio,
los autores demostraron que cuando la cantidad de presas y depredadores es
grande (limite termodindmico), o cuando tomamos el promedio sobre ensem-
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Figura 2.6: Densidad del depredador (fi en cuadro de arriba) y de la
presa (f2 abajo) en funcién del tiempo, obtenido en el modelo de urna.
En rojo se ve la trayectoria individual para un total de 3200 individuos,
con claras fluctuaciones con respecto a lo obtenido de las ecuaciones de
LVCM. Sin embargo, cuando se toman promedios sobre un ensemble de
500 trayectorias se obtiene la curva rosa, que apenas se puede apreciar,
ya que coincide casi totalmente con la curva azul.

bles, las fluctuaciones estocasticas desaparecen y las trayectorias de la densidad
de presa y de depredador coinciden con las descritas por LVCM (ver figura
2.6). No obstante esta coincidencia, este modelo tiene una marcada diferencia
con los modelos deterministas: en estos tltimos, las densidades tanto de presa
como de depredador pueden hacerse arbitrariamente pequenas y, sin embargo,
ninguna de las poblaciones se extingue, sino que pasa muy cerca de los ejes, pero
luego se aleja para seguir en una trayectoria especifica (a menos claro, que exista
un nodo estable ubicado en alguno de los ejes). En contraste, cuando tenemos
elementos estocasticos surge la posibilidad de la extincién de las especies debi-
do a las fluctuaciones del sistema. De hecho, para sistemas como el presentado

n [43], el dnico estado estacionario corresponde al estado en donde alguna o
ambas especies se extinguen, si bien esto puede tomar tiempos extremadamente
grandes en ocurrir. De aqui la importancia en tomar en cuenta la estocasticidad
de estos procesos.

2.2.4. Incorporacién de grados de libertad espaciales a
Lotka-Volterra: modelos en mallas

Yendo un paso mas alld en la sofisticacién de los modelos que intentan ex-
plicar dindmicas presa-depredador, es claro que la distribucién espacial de los
individuos es de suma relevancia. Dindmicas como la persecucion de la presa en
animales cazadores (tigres, leones, chacales), o la monitorizacién del estado de
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la fruta en animales con alta capacidad cognitiva (primates principalmente), por
no decir la obvia necesidad de que haya un encuentro entre presa y depredador,
son alguna de las razones que hacen imprescindible tomar en cuenta no sélo a
los individuos, sino que su localizacién y dindmica espacial.

En este contexto, los trabajos realizados por Tainaka [66], Matsuda et al. [41],
Mobilia et al. [45], Shabunin y Efimov [62], Wilson et al. [76] y Satulovsky [61]
han sido fundamentales. En todos ellos se incorpora el factor espacial mediante
una malla o lattice bidimensional (desde ahora llamaremos a este tipo de modelo
LLVM por “lattice Lotka-Volterra”). La literatura al respecto es amplia, y cada
autor ha propuesto pequenas variaciones al modelo, sin embargo, la naturaleza
del fenémeno es la misma en todos los casos. Aqui nos guiaremos principalmente
por el trabajo presentado por Mobilia et al.[45], dado que es uno de los mds
recientes y contiene en gran parte a los anteriores, otorgandole un caracter muy
general.

Se tiene una malla cuadrada bidimensional de L x L. Cada sitio de la malla
puede estar en 3 estados: A (depredador), B (presa) o () (vacio). Es importante
notar que no estd permitida la coexistencia de las 2 especies en un mismo sitio.

Inicialmente se sitia una cantidad especifica de presa y depredador en la
malla de manera aleatoria (mds adelante se discute la influencia de las condicio-
nes iniciales en la dindmica). El sistema evoluciona segin las siguientes reglas
(esquematizadas en la figura 2.7):

(1) AL 0: Muerte del depredador con tasa p

Dy Dq
(2) B0 = 0B 6 AD —— QA: La presa (depredador) se mueve al sitio adya-
cente, si es que éste se encuentra vacio, con tasa Dy (D). z es el numero
de coordinacién de la malla. Si tomamos el vecinadario de Moore z = 8,
mientras que si tomamos el vecindario de von Neumann z =4 .

w9

(3) B = BB: Crecimiento de la presa, con tasa <

A
(4) AB = AA: El depredador consume la presa de un sitio vecino e inmedia-
tamente en lugar de la presa aparece un nuevo depredador (reproduccién)
con tasa 2

z°
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Figura 2.7: Ilustracién de las reacciones que pueden ocurrir en LLV M.
Los depredadores se muestran en rojo y las presas en negro. En la dltima
reaccién el circulo es de ambos colores, pues puede ocurrir tanto en presa
como depredador

La aparicion del nimero de coordinacién z en las reacciones anteriores se ex-
plica porque estamos tomando reacciones de pares en la malla. Dado que cada
elemento de la malla forma z pares con sus vecinos, la tasa total en la que reaccio-
na es la suma de las z posibles reacciones. Por ejemplo, si un sitio estda ocupado
por una presa y todos sus vecinos proximos estan vacios, entonces la presa ge-

o

nerard un descendiente en uno de estos sitios con tasa z(f) = 0. Si, en cambio,
. . . , NeAYLY o
la mitad de sus vecinos estdn vacios, entonces esta tasa sera (5) (f) = 3

z
Con lo anterior podemos escribir la ecuacién maestra para este sistema.

. . A . A
Para esto definimos a(j,t) = (n; (t)> y b(j,t) = <nJB(t)> en donde nj(t) y nf(t)
corresponden al valor de la variable estocastica que representa la ocupacién
del sitio j en el tiempo ¢, y (e) representa promedio sobre ensemble. Si el sitio

estd ocupado por un depredador (presa), entonces nf(t) =1 (nJB (t)=1),delo
contrario es cero. Adicionalmente agregamos la variable nJ@(t) tal que vale 1 si
el sitio j estd vacio y 0 de lo contrario. Es claro que nJA(t) + nJB (t) + n_? (t)=1.
Dado que las variables n{'(t) (con o = {4, B}) sélo pueden tomar el valor 0

y 1, tenemos la correspondencia adicional (nf(t)) = P[nj’ = 1], donde el lado
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derecho corresponde a la probabilidad de ocupacién del sitio. Dado esto podemos
escribir la ecuacién maestra:

en donde la suma sobre jl corresponde a la suma sobre los vecinos préximos.
Asumiendo invarianza ante traslacién espacial (P[n? =1] =a(j,t)) = a(t)), se
obtiene la ecuacién para la densidad de depredador a(t):

alt) = A<nj3 (t)njf‘/‘(t)> — paft) (2.42)

Andlogamente, para la densidad de presas:

(2.43)
Nuevamente podemos obtener, frente a invarianza traslacional, una ecuacién
para la densidad de presas:

b(t) = a[b(t) - <njB(t)an‘}(t)> - <nf (t)nff(t)ﬂ - A<n;‘(t)nf (t)> (2.44)

En resumen, obtuvimos las ecuaciones acopladas:

a(t) = A\Cagp(t) — pa(t) (2.45)
b(t) = o [b(t) = Can(t) = Cup(t)] = ACan (1) (2.46)

en donde los Cy (t) = <nJo‘(t)nJﬂ, (t)> (con o, 8 € {A, B}) corresponden a
las funciones de correlacion de pares. Vemos que si obvidsemos las fluctuaciones
espaciales, entonces Cap = a(t)b(t) y Cpp = b(t)? y entonces recobrarfamos las
ecuaciones 2.35 y 2.36. También cabe senalar que en las ecuaciones anteriores
no aparecen explicitamente D,, Dy ni z. Sin embargo, la dependencia de estos
pardmetros se da a través de las funciones de correlacién.

Como era de esperar, este modelo presenta fuertes correlaciones espaciales,
por lo cual no se obtiene lo predicho por el andlisis de campo medio, es decir,
el modelo estd regido por las ecuaciones 2.45 y 2.46, en donde Cap # a(t)b(t) y
Cpp # b(t)?. Estas correlaciones se manifiestan en agrupaciones, tanto de presa
como depredador, causadas por las interacciones locales ; si, por ejemplo, hay
una presa en un sitio, es mas probable que haya otra presa en el sitio vecino,
debido a que se reproducen localmente. Lo mismo sucede con los depredado-
res. Mas aun, hay una correlacién negativa entre presa y depredador; es menos
probable encontrar depredador cercano a una presa.
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Estos parches no son fijos en absoluto. De hecho, se observan ondas viajeras
de “persecusién y evasion”, en donde parches de presa son perseguidos por
parches de depredadores, lo cual genera patrones espacio-temporales no triviales
(figura 2.8).

Figura 2.8: Capturas de la evolucién temporal del LLVM (el tiempo
avanza de izquierda a derecha). Se pueden ver claramente los frentes de
presas (rojo) seguidas por frentes de depredadores (azul), lo que produce
patrones espaciotemporales complejos. (figura extraida de [45])

No obstante estas diferencias, los autores destacan que cualitativamente el
comportamiento a nivel global es el mismo que el de las ecuaciones de campo
medio, es decir, sigue existiendo un rango del parametro A en donde el punto
fijo es un foco estable. Para valores menores de A el punto fijo, como sucede en
el andlisis de campo medio (ecuaciones 2.35 y 2.36), se transforma en un nodo
estable. Para valores atiin méas bajos de A, el nodo corresponde a una transiciéon
de fase desde la coexistencia presa-depredador a una fase absorbente en donde
los depredadores desaparecen, lo cual nuevamente coincide con lo obtenido en
el andlisis de campo medio (figura 2.3).

Sin embargo, esta coincidencia entre campo medio y LLVM es s6lo cualita-
tiva. Cuantitativamente hay fluctuaciones con respecto a lo obtenido para las
ecuaciones 2.35 y 2.36, es decir, las posiciones de los puntos fijos en el diagrama
fase no son las mismas.

2.3. Consideraciones en las simulaciones de Mon-
tecarlo

Las simulaciones de Montecarlo de un LLVM no es un tema trivial, y existen
muchas variaciones con distintas caracteristicas, como por ejemplo, el modo en
que se actualiza la malla, la manera en que se simulan las tasas de reaccion y
cémo se definen las interacciones entre vecinos, entre otras. Sin embargo, todas
estas simulaciones representan la serie de reacciones descritas en 2.2.4 y con-
servan las propiedades cualitativas fundamentales mencionadas anteriormente
(presencia de focos o nodos estables dependiendo del valor de los pardmetros,
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transicién de una fase de coexistencia a una fase absorbente). Dado esto, a con-
tinuacién se detallard el algoritmo usado por Mobilia et al [45] como referencia
para después mostrar las modificaciones realizadas en este trabajo y tener un
punto de comparacién para validar el modelo.

Las simulaciones se llevan a cabo sobre una lattice o malla bidimesional con
condiciones de frontera periddicas. Cada sitio de la malla puede estar en uno de
los tres estados: ocupado por una presa, ocupado por un depredador o vacio (no
se permite ocupacién multiple). Un paso de Montecarlo (MCS por Montecarlo
step) corresponde a la realizacion secuencial de los siguientes pasos un ndmero
de veces igual a la cantidad de sitios que tiene la malla. Los pasos son:

= Se escoje de manera aleatoria un sitio de la malla y se genera un nimero
aleatorio (NA) con distribucién uniforme entre cero y uno. Este ntdmero
tiene como objetivo determinar cudl de las cuatro reacciones posibles (con
tasas D, u, Ay o) ocurrird, lo que lleva a los siguientes pasos:

m SiNA< i entonces se selecciona aleatoriamente uno de los sitios vecinos.
Si éste estd vacio, entonces se intercambian los contenidos de ambos sitios
con probabilidad D (notar que lo que antes eran tasas ahora son probabi-
lidades, pero existe una correspondencia entre ambas, y siempre se pueden
reescalar las tasas, haciendo que la mayor entre estas que valga 1, y todas
las demds reacciones tendran probabilidad menor de ocurrencia).

= Si i < NA < % y si en el sitio en cuestiéon se encuentra un depredador,

entonces con probabilidad u éste muere y el sitio queda vacio.

= Si % < NA < % y si en el sitio en cuestién se encuentra un depredador,
entonces se selecciona un sitio vecino al azar. Si en ese sitio hay una presa,
entonces con probabilidad A desaparece la presa y aparece un depredador
en ese sitio (el depredador se reproduce a expensas de consumir una presa).

= Si % < NA < 1ysies que en el sitio en cuestién se encuentra una presa,
entonces se selecciona un sitio vecino al azar. Si éste se encuentra vacio,
entonces con probabilidad o se sitia una presa en él.
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Descripcion del modelo

En este trabajo se realiza una modificacién del modelo LLVM, de manera
de incorporar a la dindmica de los individuos la posibilidad de realizar vuelos
de Lévy. Los saltos entre sitios seran de manera instantdnea y, si bien esto no
es exactamente lo que sucede en la realidad (puesto que, para ser més precisos,
el caminante debiera tener una velocidad finita asociada), se puede asumir que
los tiempos en que se realizan los vuelos son muy pequenos en comparacién a
las escalas en las que hay reproduccién y muerte de los individuos, por lo que
no debiera influir en la dindmica del sistema que se desea mostrar.

Es de esperar, entonces, que cuando las longitudes de los vuelos son gran-
des, habréd un efecto de mezclado en el sistema, de manera que las correlaciones
espaciales se pierdan y se obtenga el resultado de campo medio, es decir, las
ecuaciones 2.35 y 2.36. Mobilia et al. [46] obtuvieron este resultado agregando
un mecanismo de intercambio entre sitios vecinos; cuando este proceso era sufi-
cientemente rapido, el [lum se transforma en las ecuaciones 2.35 y 2.36. Dada la
descripcion matematica dada de los vuelos de Lévy en la primera parte, se hace
conveniente tener como pardmetro de control el exponente 8 de la distribucion.
Asi, cuando 8 — 1 tendremos el caso del movimiento balistico, en donde pueden
ocurrir saltos de cualquier longitud, con probabilidades relativamente similares.
En este extremo, entonces, tenemos las ecuaciones de campo medio. Por otro
lado, cuando 8 — 3, obtenemos un caminante browniano, que corresponde al
modelo planteado por Mobilia et al [45] detallado en la seccién anterior.

Seria natural pensar que para incorporar los vuelos de Lévy a este modelo
simplemente hay que extender el rango de las interacciones del modelo descrito
anteriormente, sin embargo esto trae complicaciones, sobre todo con el hecho de
que aparecen procesos que no representan para nada la realidad. Por ejemplo,
en la interaccion presa depredador, tendriamos que el depredador seria capaz de
consumir una presa que se encuentra a largas distancias y generar descendencia
alli, sin siquiera tener que moverse (esto surgiria de extender la cuarta regla de
la lista dada en 2.2.4 a interacciones de largo alcance). Por lo tanto, es necesario
hacer algunas observaciones con respecto a las modificaciones hechas al modelo
original.
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1 2 3
I : I B
- J:
: e :

Balistico : Lévy . Browniano

Campo medio : © LLVM
Lotka Volterra : :

Figura 3.1: [lustracion de los distintos comportamientos del modelo para
distintos valores del pardmetro 3 de la distribucién de probabilidad de los
desplazamientos del depredador y de la presa. Para valores 1 < 8 < 3, se
tienen vuelos de Lévy. Cuando 8 — 1 se tiene movimiento balistico, es
decir, el caminante puede dar pasos de todas las longitudes, lo que genera
que las correlaciones espaciales se pierdan rapidamente, y asi obtenemos
el escenario de campo medio (ecuaciones de Lotka-Volterra). En el otro
extremo, cuando 8 — 3, se obtienen caminantes brownianos, es decir, los
desplazamientos son principalmente a primeros vecinos y, por lo tanto, se
recupera el modelo LLVM

3.1. La movilidad de la presa y el depredador

En este modelo nos enfocamos en forrajeadores que buscan recursos con mo-
vilidad limitada, como arboles o plantas, aunque incluso puede representar casos
en donde la presa se mueve lento en comparacién al depredador (aves marinas
buscando peces, por ejemplo). Dado esto, se asume que la presa estd estética.
No obstante, hay una difusién intrinseca, puesto que el recurso crece espacial-
mente (genera descendencia en los sitios vecinos). Esto también lo subrayaron
Mobilia et al.([45]), concluyendo que agregar una difusién explicita (es decir, la
primera regla del modelo) no influye en las propiedades globales del modelo. Por
esto se decide incorporar el movimiento junto al paso de interaccién; la presa
se reproduce y genera descendencia en un sitio a una distancia [, la cual tiene
una distribucién de Lévy con pardmetro f5,. A su vez, el depredador en cada
paso hace un vuelo de largo I con distribucién de Lévy con pardmetro ;. Una
vez ahi, si es que las condiciones locales son favorables, éste consume la presa y
se reproduce (localmente). En general (a menos que se explicite lo contrario) se
mantendra 8, ~ 3, de manera que la presa crece localmente, mientras que fq,
es decir, como se mueve el depredador, serd el parametro a variar.

3.2. Distribucién espacial de la presa y capaci-
dad maxima
De manera de tener cierta estructura espacial en el recurso, se generan pa-

trones iniciales de parches circulares de radio R. A medida que los depredadores
consumen estos parches, dejan “agujeros” dentro de ellos, los cuales pueden re-
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generarse con el paso del tiempo. Sin embargo, los parches nunca podrén crecer
mas que su tamano original. En este sentido estamos incorporando una capaci-
dad maxima del sistema.

Ademds, dado que estamos interesados en las condiciones éptimas para la
subsistencia del depredador, deliberadamente se buscan condiciones para las
cuales en el escenario de campo medio (8 — 1) haya extincién del depredador.
Esto se puede buscar analiticamente a través de la ecuacién de evolucién del
depredador:

a = Aa(t)b(t) — pa(t) (3.1)

Para que haya extincién del depredador, imponemos a < 0, lo que implica

Aa(t)b(t) — pa(t) <0 —|b(t) < (3.2)

Esto representa el hecho obvio de que cuando la presa estd bajo cierto umbral,
entonces el depredador no es capaz de autosustentarse y comienza a decrecer.
En el modelo original de LV, una vez que el depredador disminuye, esto permite
que la presa vuelva a crecer, y cuando ésta supera el umbral de densidad de £, la
densidad del depredador comienza a aumentar. Sin embargo, dado que estamos
interesados en casos de densidades bajas de presas, como se mencioné anterior-
mente, forzamos esta condicién a través de una capacidad maxima K. Vemos
que si hacemos K < % entonces la presa nunca alcanzara el umbral necesario
para que la densidad de depredador pueda volver a crecer. De hecho, esto se
ve claramente en los puntos de equilibrio de la ecuacién 3.2, a decir, los puntos
a* =0y b* = & Dado que el segundo punto es imposible de alcanzar si es
que K < £, el tinico punto de equilibrio serd la extincién del depredador. Cabe
destacar que esto es para el escenario de campo medio, pero no implica para
nada la extincién del depredador en otros escenarios; de hecho, veremos maés
adelante que las oscilaciones incluso pueden subsistir en otros casos.

3.3. La interacciéon presa depredador y la repro-
duccioén en el depredador

Un problema comin en estos modelos es el de la doble ocupacién de sitios.
Para evitar esto, se escoje A = 1, de manera que siempre que un depredador
haga un vuelo y caiga en un sitio donde hay presa, éste la consume, evitando
asi que el sitio esté ocupado a la vez por la presa y por el depredador. Ademas,
a partir del consumo, el depredador genera descendencia. En el LLVM el nuevo
individuo se genera en un sitio vecino, lo cual no es problema cuando las presas
se distribuyen aleatoriamente. Sin embargo, cuando hay una estructura espacial
de la presa, como lo son los parches, hay un problema con este tipo de dinamica.
Para ilustrar este problema, supongamos que un depredador realiza un vuelo y
cae en el centro de un parche de recurso. El problema es que, si bien estd en
un ambiente muy favorable, no hay sitios vacios en donde se ubique el nuevo
individuo, pues todos estdn ocupados por presa (el modelo original sitia el nuevo
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indiviuo sélo si encuentra un sitio vacio). La modificacién propuesta para este
caso es que el individuo nuevo ocupa el mismo lugar que el antiguo. Asi, en ese
paso estdn ocupando el mismo sitio, pero al siguiente padre e hijo irdn a sitios
distintos. Un ejemplo se muestra en la figura 3.2.

3.4. Parametros del sistema

Dada la gran cantidad de variables del modelo, se hacen las suposiciones
anteriores de manera de estandarizar el procedimiento, y no tener que variar
cada parametro del modelo de manera de corroborar la hipétesis. A continuacion
se detallan las variables que se fijan, justificado por la discusién anterior.

= Condiciones iniciales: Los puntos de equilibrio pueden ser o bien nodos
estables o focos estables. Esto quiere decir que las condiciones iniciales
no influyen en la dindmica (a menos que hubiesen 2 puntos de equilibrio
estables distintos, pero no es el caso), ya que siempre el sistema evoluciona
hacia el mismo punto.

= Se fija A = 1, de manera que el depredador, siempre que encuentre a una
presa, la consume.

» Se fija K = 45 = 4 de manera de forzar la extincién de la presa en el
escenario de campo medio.

= El radio R de los parches queda determinado por la densidad méaxima de
presa K y el nimero de parches n (en las simulaciones se fija n = 20

parches):
W
=4/=—L .
—|R ,/27” (3.3)

De esta manera, los parametros a variar del modelo son 84, 1y o.

nwR?

z K=

=

en donde la malla es de L x L.

3.5. Simulaciones

Recordemos algunas definiciones. Tenemos que nj', con o = {A, B}, denota
la ocupacién de presa o depredador en el sitio de posicién j = (x,y). En el
caso de la presa tenemos que nf puede tomar los valores cero o uno, mientras

que an“ puede ser cero, uno o incluso dos, en el caso de que haya reproduccion,
ya que ambos depredadores en ese momento se encuentran en el mismo sitio.

Recordamos que no puede haber ocupacién simultdanea de presa y depredador,
lo que se puede escribir como nf * nJB = 0 Vj. Dado esto, a continuacién se

detalla el algoritmo de las simulaciones, implementado en el orden siguiente:
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(a) to

A g

(b) t1

(c) t2

Figura 3.2: Ilustraciéon de cémo se implementa la interaccién presa-
depredador. Inicialmente (to) el depredador (circulo rojo) realiza un vuelo,
y llega a un sitio en donde hay una presa (circulo negro), pero cuyo ve-
cindario también estd repleto de presas. Esto seria un problema para las
simulaciones usadas en LLV M, debido a que no hay lugar para situar
el nuevo individuo. En cambio, en el modelo presentado lo que sucede es
que el depredador consume la presa del sitio en donde cae, y genera un
descendiente en ese mismo sitio, es decir hay doble ocupacién (circulo rojo
con cruz negra en t1). Al siguiente paso (¢2), cada depredador migrard a
nuevos sitios, y el sitio en donde estaban queda vacio.
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= Se escoje de manera aleatoria un sitio con posicién j en la malla, y se genera
un niimero aleatorio (NA) con distribucién uniforme entre cero y uno. Este
nuimero tiene como objetivo determinar cudl de las tres reacciones posibles
ocurrird, lo que lleva a los siguientes pasos:

] SiOﬁNA<%yan4:1:

con probabilidad p se hace an“ = 0 (muerte del depredador)

»Sig<NA<zZyni=1

se genera un numero aleatorio [, con distribucién de Lévy de pardmetro 54
(més adelante se explica c6mo se generan ntiimeros aleatorios que sigan esta
distribucién) y un nimero aleatorio 6 con distribucién 6 ~ U(0,27). Se
define el sitio vecino como aquel que se encuentra en la posicién j = (2, y')
tal que 2’ = x+[lcos(f)] y ¥/ = y+ [Isin(f)], en donde |e| corresponde a
la funcién piso. Luego pueden ocurrir 3 casos, dependiendo de la ocupacion
del sitio j':

. oy o/ ’
a) Si njé‘ =1lo an‘} = 2, entonces no ocurre nada (pues el sitio j’ esta ocu-

pado por otro depredador).

b) Si nff =1 — se hace nft = 2, nff = 0y n* = 0 (el depredador

consume la presa en j' y se reproduce en el mismo sitio).
c) Si nf =0y an‘,l = 0 — se hace an‘,‘ =1y njA = 0 (el depredador sélo
se mueve del sitio j al sitio j', dado que el 1iltimo estaba vacio)

-Si%gNA<1yn}3:1:

se genera un nuimero aleatorio [, con distribucién de Lévy de pardmetro 3,
y un numero aleatorio 6 con distribucién 6 ~ U(0, 27). Luego, se define el
sitio vecino de igual manera que para el paso anterior. Si anL} =0y nff =0
y j’ pertenece al mismo parche que j — se hace nJ.B, =1 (la presa genera
otro individuo en el sitio j'). En cualquier otro caso, no ocurre nada.

Un paso de Montecarlo corresponde a la realizacién de L x L veces los pasos
anteriores, de manera que, en promedio, cada sitio de la malla es escogido una
vez.

Para generar ntumeros aleatorios con distribuciéon de Lévy, se busca una
relaciéon a partir de nimeros aleatorios uniformamente distribuidos. Queremos
que las variables sigan la distribucion:

=8 B—1 4

P(l) = = = ! (3.4)
Sea D(I) la funcién de distribucién acumulada de I. Entonces:
— : / p—-1 : 111—pB 1 1-p 1-8
D(l)y= [ di'P(l) = 3 al'l’™" = 1fﬁ[lo — 1] (3.5)
lo ly lo ly
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Ahora, sea y una variable aleatoria tal que y ~ U(0,1). Si igualamos D(l) = y,
podemos despejar [, obteniendo:

1

L=l -y)™7 (3.6)




Capitulo 4

Resultados

Primero se mostrara cémo este modelo, en los valores extremos de (34, es
capaz de reproducir por un lado la dindmica de campo medio (ecuaciones de
Lotka-Volterra) y ,por el otro, lo obtenido en LLVM. Después se mostrara que
los valores intermedios de (; maximizan la probabilidad de supervivencia del
conjunto presa-depredador.

4.1. Campo medio

El primer caso a analizar serd cuando se tienen parches con una capacidad
maxima K = % y el depredador se mueve con 3; — 1. La presa, en cambio, crece
localmente (5, — 3), por lo que la ecuacién 2.36 no se cumple. Sin embargo, la
primera de estas ecuaciones (2.35) si se cumple debido al movimiento balistico
del depredador. Analiticamente, si asumimos campo medio, tenemos la siguiente
desigualdad:

a(t) = a(t)b(t) - pa(t) < La(t) - pa(t) = ~Za(t) (4.1)
ya que b(t) < K = £. Por lo tanto:
at) < —ga(t) (4.2)
lo que implica
a(t) < Ce™ 2! (4.3)

es decir, a(t) estd acotada por una exponencial; tiene que decaer exponen-
cialmente (o mds rapido), hasta que el depredador desaparece. Esto se corrobora
con lo obtenido del modelo (ver figura 4.1).

Podemos también relajar la condiciéon de la capacidad méaxima y el creci-
miento local de la presa (es decir, hacemos (8, — 1), aunque con esto perdemos
la estructura espacial de parches. Lo hacemos para mostrar la correspondencia

37



38

0.2
0.18
0.16
0.14

0.12 -

alt)

0.1
0.08
0.06
0.04
0.02

CAPITULO 4. RESULTADOS

|
Maodelo

exponencial 4
1 Te———
20 40 60 80 100

120

Figura 4.1: Densidad de presa para el caso  — 1, con p = 0,34. Vemos
que decae més répido que e~ 2 (curva verde), debido a que b(t) < K = &.
Sin embargo, cuando el tiempo ya transcurrié lo suficiente y a(t) < 1, la
presa vuelve a crecer, entonces b(t) ~ & y ambas curvas se aproximan.

exacta entre este modelo y las ecuaciones generales de Lotka-Volterra. Ahora
tenemos tanto al depredador como a la presa dispersandose de forma balistica
(aunque el depredador lo hace explicitamente en su movimiento, mientras que la
presa lo hace mediante la dispersién de su descendencia). Entonces la dindmica
del sistema debiera regirse por el sistema de ecuaciones 2.35 y 2.36 con K = 1.
Dado que impusimos A = 1 tendremos que siempre se cumplird p < A. Entonces,
como se mostrd en el analisis de estabilidad, el punto de equilibrio correspon-
derd a un foco estable o a un nodo estable, dependiendo de los pardmetros. En
la figura 4.2 se puede ver la correspondencia entre el modelo y lo predicho por
las ecuaciones de campo medio.
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Figura 4.2: Evolucién temporal de la densidad de depredador versus la
de presas. Se usaron los mismos pardmetros que los de la figura 2.5 (el
punto critico es un foco estable), para recalcar cémo el modelo converge
a las ecuaciones de Lotka-Volterra cuando hay movimiento balistico tanto
de presa como depredador. Por ser un modelo estocastico, hay fluctua-
ciones con respecto al diagrama fase de la figura 2.5. Sin embargo, estas
fluctuaciones tienden a cero cuando la malla es suficientemente grande (en
este caso se tiene L=600).

4.2. Obtencion de LLVM en el limite browniano

Ahora vamos al otro extremo, en donde el depredador sigue una caminata
browniana (8 — 3), es decir, se mueve casi completamente a primeros vecinos.
Si es que no imponemos la restriccion de tener parches con capacidad maxima
, es de esperar que se obtenga lo mismo que en LLVM. Como se muestra en la
figura 4.3, esto es exactamente lo que sucede. Se observan, para ciertos valores
de los parametros, los llamados frentes de “persecusién y evasién” que generan
una dindmica muy rica en el sistema. Se generan inicialmente anillos de presa
que crecen, seguidos por anillos de depredadores, los cuales, al depredar, van
dejando sitios vacios, los cuales pueden ser nuevamente visitados por otros anillos
de presa, generando asi una dindmica ciclica. Es importante recalcar como van
avanzando estos frentes de depredador, pues van depredando todo en su camino,
lo cual es fundamental si se compara con un depredador que realiza vuelos de
Lévy, el cual, en contraste al browniano, va dejando sitios sin consumir.
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(e) to+8 () to + 10

Figura 4.3: Evolucién temporal del modelo cuando 8q — 3 (con p = 0,08,
o = 0,72y L = 200) a partir de un tiempo arbitrario ¢o. Se ven claramente
los frentes de presas (en rojo) que escapan de frentes de depredadores (en
amarillo). Las presas se ven encerradas por estos anillos de depredador y
disminuyen su densidad, lo que produce una disminucién en la densidad
de depredador, por lo que vuelven a aparecer nuevos frentes de presa, y
la dindmica se vuelve a repetir. Asi aparecen oscilaciones erraticas, ya no
regulares como en el caso de Lotka Volterra.

Ahora veamos qué sucede cuando se agrega la restriccion de parches

con



4.2. OBTENCION DE LLVM EN EL LIMITE BROWNIANO 41

capacidad méxima de crecimiento. Sorprendentemente, hay una diferencia fun-
damental con el caso de campo medio. Como dijimos, en éste iltimo la extin-
cién del depredador es inevitable (de hecho, es la condicién que se impone).
Sin embargo, cuando el depredador se mueve localmente, vemos que es capaz
de sobrevivir. De hecho, vuelven a aparecer oscilaciones del tipo Lotka-Volterra
(ver figura 4.4).

T T T T T T T T
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012 b(o) - 012 | b(o -
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t t
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Figura 4.4: Comparacion del escenario balistico con el browniano. Vemos
claramente que en el primero el depredador se extingue. De hecho no
hay oscilaciones y la densidad decae monétonamente. En cambio, cuando
[ =~ 3 aparecen oscilaciones del tipo Lotka-Volterra, y se llega a un estado
estacionario, pues en este caso el punto de equilibrio es un foco estable
(n = 0,22, 0 = 0,48, L=500)

(a) to (b) t1>to

Figura 4.5: Retratos del sistema en su configuracién inicial (to) y la
que se obtiene para tiempos grandes (t1 > to). Se puede ver cémo los
depredadores se agrupan en torno a los parches. Sin embargo, podemos
ver la amenaza de que los parches se sobreexploten; por ejemplo, en la
imagen de la derecha, se ve que hay algunos que casi desaparecen (ver
parches del centro a la derecha). Si llegasen a desaparecer, ya no podran
volver a regenerarse (los valores de los pardmetros son los mismos que en
la figura 4.4).
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Como se aprecia en la figura 4.5, los depredadores se localizan en torno a
los parches. Esto sucede porque, si bien son caminantes “ciegos”, cuando llegan
a un ambiente favorable se reproducen, y entonces es mas probable encontrar
un depredador en donde hay parches. Es por esto que el depredador sobrevive.
En contraste, en el limite balistico, el depredador no es capaz de sacar provecho
cuando se encuentra en un ambiente favorable; podriamos decir que es aiin mé&s
ciego.

Sin embargo, esta ventaja del caminante browniano por sobre el balistico
puede significar una amenaza para si mismo, pues en cierto sentido este ca-
minante es muy “codicioso”, y cuando estd en un ambiente favorable (parche)
puede sobreexplotarlo y acabar con el recurso. Asi, el caminante iria dejando
agujeros en su camino, marcas que son irreversibles (si un parche desaparece
por completo, no puede volver a crecer). Esto es particularmente importante
cuando la densidad o la capacidad de recuperacién del recurso es baja (valores
pequenos de o).

4.3. Extincion del depredador y de la presa

Los resultados se enfocan en ilustrar lo descrito anteriormente. Especifica-
mente, nos preguntamos bajo qué condiciones los agujeros que deja el caminante
browniano son perjudiciales para su supervivencia. Distintas condiciones quedan
determinadas por distintos valores de i1 y o. Valores pequenios de o representan
presas con poca capacidad de crecimiento, lo que se refleja en una baja densidad
de depredador, en correspondencia con lo que indica el andlisis de campo me-
dio (pues en ese caso a* — 0 cuando o0 — 0). Andlogamente, valores pequenos
de p representan depredadores que sobreviven largos tiempos, lo que significa
una disminucién de la presa, nuevamente en correspondencia con campo medio
(b* — 0 cuando p — 0).

Lo anterior nos da un pie para ilustrar un primer resultado importante:
ahora no sélo hay extincion del depredador, sino que es posible que la presa
se extinga por sobreexplotacién - aunque, obviamente, esto causara la posterior
extincién del depredador. Esto se ilustra en la figura 4.6, en donde se ve como los
parches no son capaces de aguantar la invasiéon descontrolada de depredadores
“codiciosos”.
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(c) t2 (d) ts

Figura 4.6: Tipica evolucién del sistema para valores pequenos de u
(en este caso p = 0,08 y ¢ = 0,5). Se aprecia como inicialmente los
depredadores se localizan en torno a los parches y causan la desaparicion
de algunos de ellos. Unos cuantos parches son capaces de sobrevivir y
vuelven a crecer, pero sin embargo, vuelven a ser invadidos por otros
depredadores que han sobrevivido. Asi, el destino de este sistema es la
extincién de la presa y, consecuentemente, del depredador.

Este fenémeno no ocurre en los modelos anteriores. Como se vio, en las ecua-
ciones de Lotka-Volterra el tinico punto absorbente en donde ocurre extincién
es en la extincion del depredador. La densidad de presa puede decrecer cuanto
uno quiera, pero nunca hacerse cero. Esto es debido a que son ecuaciones con-
tinuas. Tampoco hay extinciéon de la presa en LLVM. De hecho, como relatan
los autores, la transicion a la extincién del depredador es en presencia de una
alta densidad de presa, literalmente pocos depredadores en un mar de presas.
El hecho de incorporar parches con capacidad méxima en nuestro modelo es lo
que permite la aparicion de este nuevo fenémeno.

Esto muestra que puede ser mejor para la supervivencia del mismo depre-
dador que éste no sea tan codicioso, es decir, que podria ser mejor que dejase
recursos en el camino, de forma de no sobreexplotar el recurso para que se pueda
recuperar.
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4.4. Analisis del caso browniano

Dado lo anterior, es necesario ver bajo qué condiciones el movimiento brow-
niano sobreexplota los parches, de manera que es perjudicial para su supervi-
vencia a largo plazo. Se propone como medida directa de esto la probabilidad
de supervivencia del depredador en el tiempo t, Ps(t).

Como ya hemos detallado, el pardmetro de control es 4, y su variacién
produce grandes diferencias en la dindmica. Sin embargo, hay parametros adi-
cionales del modelo que tienen que ver con las caracteristicas de los individuos,
a decir, p y o. Para ser contundentes en el plantemiento de la hipdtesis, es
necesario ver el fendmeno para todo el rango de estas variables.

En primer lugar, sabemos que habra extincién del depredador para 8 — 1,
ya que es la condicién que hemos impuesto. En el otro extremo, cuando el
caminante es browniano, puede haber dos casos. Primero, puede haber extincion
del depredador cuando éstos no son capaces de sobrevivir debido a escasez de
recursos (0 < 1) o a una alta tasa de muerte (p ~ 1). Por otro lado, puede
haber extincién del recurso cuando la tasa de muerte es muy baja (u < 1) y
hay sobreexplotacién.

Figura 4.7: Evolucién temporal de P, para distintos valores de u pa-
ra una baja capacidad de crecimiento del recurso (¢ = 0,05). Se puede
apreciar para tiempos cortos que los unicos valores para los que hay super-
vivencia es para p < 1. Esto corresponde a los depredadores que tienen
vidas medias muy altas. Sin embargo, estos depredadores tampoco son
capaces de sobrevivir a largo plazo, debido a que el recurso no es ca-
paz de restiruirse (los parches desaparecen para siempre). Bésicamente,
el depredador inicialmente sobreexplota el recurso y luego estd destinado
a desaparecer en un decaimiento parecido al exponencial, puesto que la
presa es muy escasa.
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Figura 4.8: Evolucién temporal de Ps para distintos valores de p para
una baja capacidad de crecimiento del recurso, aunque mayor que en la fi-
gura anterior (o = 0,1). En este caso vemos que los valores intermedios de
u son los que maximizan Ps, ya que valores bajos causan sobreexplotacién
del recurso y valores altos generan la réapida desaparicion del depredador.
No obstante esto, incluso para los valores éptimos de p hay extincién de
la presa. El mayor tiempo de supervivencia para estos valores es debido
a que algunos parches pueden alcanzar a regenerar antes de que hayan
muerto todos los depredadores, y de esta manera los depredadores pue-
den volver a invadir ese parche, probablemente ocasionando esta vez si la
sobreexplotacién.

En las figuras 4.7 y 4.8 se ve como evoluciona la probabilidad de supervien-
cia Ps en funcién de p para el caso browniano, cuando hay escasez de recursos
debido a una baja tasa de crecimiento del recurso. Para valores muy bajos de o
(figura 4.7) los depredadores mueren rdpidamente; los que son capaces de durar
mas, son los con menor u, simplemente porque tienen un mayor tiempo de vida
media (i) Para valores mds altos de o, pero ain pequenos (figura 4.8), P es
maxima para valores intermedios de u, ya que valores bajos causan sobreexplo-
tacién del recurso y valores altos generan la rapida desaparicién del depredador.
Para estos valores intermedios, los depredadores son capaces de sobrevivir cierto
tiempo debido a que algunos parches pueden alcanzar a regenerar antes de que
hayan muerto todos los depredadores, y de esta manera pueden volver a invadir
ese parche. Sin embargo, dificilmente los caminantes brownianos serdn capaces
de viajar a otro parche, y quedaran confinados a este parche, en donde posterior-
mente desaparecerdn por sobreexplotacién (ver como ejemplo figura 4.6). Esto,
entonces, sélo dilata el tiempo de extincion del depredador, ya que los depre-
dadores de cada parche van desapareciendo paulatinamente, en vez de hacerlo
en forma simultdnea, como sucede para valores muy bajos de p. Esta extincién
paulatina se ve marcada por pseudo oscilaciones en las densidades, las cuales no
oscilan en torno a un punto fijo. Esto es porque las oscilaciones corresponden
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a la suma de las oscilaciones individuales dadas en cada parche. A medida que
los depredadores de cada parche van desapareciendo, hay oscilaciones cada vez
de menos parches, mientras que los otros parches crecen hasta su capacidad
maxima y se quedan ahi. Finalmente, todos los depredadores han desapareci-
do, y los parches que quedan (los que no desaparecieron por sobreexplotacién)
recuperan su capacidad maxima (ver figura 4.9). Para valores pequenos de y la
sobreexplotacion se intensifica atin mas, siendo mas importante el hecho de que
los parches puedan desaparecer para siempre. Para valores grandes de pu, por el
otro lado, el factor de la muerte de los depredadores es el que se intensifica, y
ya no hay sobreexplotacién, pero sigue habiendo extincién.
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Figura 4.9: Evolucién de las densidades de depredador a(t) y presa b(t)
para una simulacién con ¢ = 0,1 y u = 0,33, es decir, en el rango éptimo
para la figura 4.8. Se destacan las pseudo oscilaciones. En el caso de la
presa, se ve que la densidad tiene una tendencia al alza, debido a que cada
vez hay maéas parches desocupados. Las oscilaciones del depredador estan
correlacionadas inversamente con las de la presa, y tiene una tendencia a
la baja debido a la razén anterior. Las oscilaciones de b(t) son mucho més
suaves que las de a(t), y es debido a que a(t) oscila en valores mucho més
pequerios, pues estd cercano a la extincién (notar las diferentes escalas
graficadas para cada uno).

Para valores atin més grandes de o vemos que aparece un intervalo de valores
de p para los cuales no hay extincién, es decir Ps = 1 (figura 4.10). De hecho,
para tiempos muy largos Ps parece llegar a un estado estacionario, indicando que
el sistema permanecerd en ese estado (con coexistencia de presa y depredador)
hasta el infinito (ver figura 4.11 ).
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Figura 4.10: Evolucién temporal de Ps para distintos valores de u para
una capacidad media de crecimiento, suficiente para evitar la extincién
del depredador para algunos valores de pu (0 = 0,2 en este caso). Nue-
vamente vemos que valores intermedios de p son los que maximizan Ps,
ya que valores bajos causan sobreexplotacién del recurso y valores altos
generan la rapida desapariciéon del depredador. En este caso los parches
son capaceds de sustentar una poblacién oscilante de depredadores, los
cuales se localizan en torno de éste, y dificilmente migran a otro parche.

47
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Figura 4.11: Evolucién de las densidades de depredador a(t) y presa b(t)
para una simulacién con o = 0,4 y u = 0,33, es decir, en el rango en donde
Ps = 1 cuando t — oco. Se pueden apreciar las oscilaciones del sistema,
que son producto de la suma de las oscilaciones locales de cada parche.
En contraste a los casos anteriores, ahora hay un estado estacionario en
donde el recurso tiene una suficiente capacidad de recuperacién para que
el ecosistema sobreviva.

De manera de condensar la informacién anterior, en la figura 4.12 se mues-
tran distintos valores de Py para tiempos largos y para distintos valores de o.
Se puede ver la gran sensibilidad que tiene P; ante variaciones de u, pues decae
rapidamente a cero. También se ve que a medida que aumenta o, crece el in-
tervalo de p para el cual Ps; = 1, aunque llega a un valor limite cuando o — 1.
Cuando esto sucede, se ve que hay supervivencia para el intervalo aproximado
0,1 < p < 0,7. Este seria el maximo intervalo de supervivencia que se puede
obtener en el caso browniano.

Es necesario aqui analizar mas a fondo lo que sucede. En primer lugar, este
es un modelo que requiere altos tiempos de cémputo, principalmente debido a
que en cada paso hay que recorrer toda la malla, y ademés estamos obteniendo
ensembles de estos pasos para poder obtener estadisticas. Por ejemplo, en la
figura 4.12 se tiene t = 2000, lo que requiere alrededor de 6 horas de cémputo.
Sin embargo, t = 2000 no parece ser suficiente, pues se observa que en muchos
casos la presencia de depredadores en cada parche puede durar tiempos extre-
madamente largos, luego de los cuales hay extincién (se recuerda que estamos
en el caso browniano, y se puede asumir que la probabilidad de los depredado-
res de pasar de un parche a otro es tan baja, que la evolucién de cada parche
se puede tomar de forma independiente). Sin embargo, para t = 2000 esto no
se ve. Puede suceder, de hecho, que en todos los parches menos en uno haya
extincién, y Ps seguird siendo distinto de cero. De hecho, esto tiene una fuerte
implicacién. Tomemos como ejemplo el caso de o = 0,2 (curva verde de la figura
4.12). Vemos que cuando p = 0,5, P; no es nula, pero tampoco igual a uno. Esto
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quiere decir que en el ensamble de simulaciones, algunas veces hubo extincién en
todos los parches, pero otras veces no. Las extinciones en cada parche se deben
a que en algun momento la densidad del depredador crecié tanto que dejé un
agujero en ese parche, y luego esto perjudicé al mismo depredador, el cual se
extinguié. Este fenémeno es independiente del tiempo, y tiene més que ver con
la estocasticidad del modelo. Entonces, dado que, ademds, la evolucién tempo-
ral de cada parche en el caso browniano es independiente de los otros parches,
podemos conjeturar que si ocurrié extincién en un parche para un tiempo t*,
entonces, si esperamos el tiempo suficiente, en los otros parches también debiera
ocurrir. Esto nos lleva a la conlusion de que Ps puede tomar sélo dos valores a
largo plazo: cero o uno. Las marcadas pendientes de las curvas en la figura 4.12
lo hacen notar.

o=01 — |
0=0.2

0=03 ——
0=04 ——
a=0.5

0= 0.6 B
0=0.7 ——
0=0.8 ——

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 4.12: Distribucién a tiempos largos de Ps, para distintos valores
de o y en funcién de p.

Este sesgo no existird cuando hayan vuelos de Lévy o movimiento balistico,
pues en estos casos los depredadores si son capaces de moverse de un parche a
otro, por lo que no se puede pensar la dindmica de parche de manera indepen-
diente.

De esta manera, hay que pensar la grafica mostrada en la figura 4.12 como
una cota superior para P, cuando el movimiento es balistico, pues para tiempos
mayores serd menor o igual a los valores mostrados. Esto nos indica que los
valores de P; estan sobreestimados para el caso browniano. En la siguiente
seccién se volvera a este tema, y se mostrard que este hecho no influye en las
conclusiones que se obtienen del modelo.
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4.5. Comparacién entre movimiento balistico, brow-
niano y Lévy

FEl principal resultado obtenido es que, bajo ciertos escenarios, los vuelos de
Lévy generan un 6ptimo, en el sentido de que P; es mayor para valores de 3 en
el intervalo 1 < 8 < 3, es decir, es mds probable la supervivencia del depredador
cuando éste realiza vuelos de Lévy.

Cuando los depredadores se mueven de manera balistica, dirifamos que son
completamente ciegos. Son caminantes puramente aleatorios que divagan por el
ambiente y solo son capaces de ver el recurso entre cada vuelo. Si hay recurso
generan descendencia, pero inmediatamente un nuevo vuelo los lleva a un lugar
elegido completamente al azar, y no se aprovechan las correlaciones espaciales
del recurso.

Cuando el caminante es browniano, sucede completamente lo contrario. En
este caso podriamos decir que, si bien las reglas de caminata son aleatorias (el
caminante da el paso en cualquier direccién), hay un componente determinista
si vemos a los depredadores como un conjunto, y no como un individuo. Este
componente corresponde a la capacidad que tienen los depredadores de agru-
parse en torno a los lugares donde el recurso es abundante (los parches). Esto
ocurre porque cuando hay recurso los depredadores generan descendientes en el
lugar, los cuales también son caminantes brownianos, por lo que probablemente
se queden “merodeando” en los alrededores. El costo de esto, como ya se ha
dicho, es que se sobreexplota el recurso, lo cual es perjudicial a largo plazo. De
esta manera, tenemos por un extremo caminantes “ciegos”, y por el otro cami-
nantes “codiciosos”, el primero desaparece por su ineficiencia, y el segundo hace
desaparecer al recurso y luego desaparece.

El vuelo de Lévy, siendo un punto medio entre ambos, permite la disminucién
de la presién sobre los recursos y, a la vez, un eficiente uso y aprovechamiento
de ellos. Es, entonces, un éptimo en un sentido més amplio que el planteado
por Viswanathan et al [72], pues toma en cuenta la dindmica de la presa y el
depredador, y se sitia en un punto que es conveniente para la supervivencia de
ambos.

En la figura 4.13 se muestra un ejemplo de la evolucién temporal de Ps para
distintos valores de (4, cuando la capacidad de recuperacion del recurso y la
tasa de muerte del depredador son bajas (bajo valor de o y u, respectivamente),
mientras que en las figuras 4.14 y 4.15 se muestra la distribucién Ps; que se
obtiene para tiempos grandes, haciendo notar una clara diferencia entre los
regimenes browniano, de Lévy y balistico. Mientras que el caminante balistico
se extingue en todos los escenarios, el caminante browniano se ve especialmente
perjudicado cuando u < 1y o < 1.
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t

Figura 4.13: Evolucién de la probabilidad de supervivencia Ps desde t=0
hasta t=2000 dependiendo de distintos valores de 8, con 0 = 0,2 y pu =
0,05. El 6ptimo se sittia en valores de 8 = 2, en correspondencia con los
valores obtenidos en el forrajeo de distintas especies. Valores de § > 2 se
asocian a la extincién de la presa, pues la sobreexplotacion de los recursos
juega un papel importante. Un ejemplo de esto se muestra en la imagen
arriba a la izquierda. Se puede apreciar que los recursos han sido casi
completamente depredados, y todos, menos 2 parches, han desaparecido
para siempre. Valores de < 2, en cambio, se asocian a la extincién
del depredador, pues se tienen caminantes completamente aleatorios, sin
capacidad de aprovechar la estructura de parches del recurso. En la imagen
de arriba a la derecha se ve un ejemplo de esto. Podemos ver que los
recursos estan casi intactos, mientras que los depredadores se ditribuyen
al azar y han desaparecido casi por completo
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Figura 4.14: Probabilidad de supervivencia Ps; para t = 2000 para o =
0,2. Para valores de p muy pequefios (curva roja) el éptimo se sitia en
valores 3 & 2, en correspondencia con los valores obtenidos en el forrajeo
de ditintas especies. Para valores mayores de u, pero ain pequenos (curva
verde), el 6ptimo aparece en todo el intervalo 1 < 8 < 3, es decir, para
vuelos de Lévy en general. Valores ain mayores de p (curva azul) no
muestran una ventaja significativa de Lévy frente al caminante browniano
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Figura 4.15: Probabilidad de supervivencia Ps para t = 2000 para ¢ =
0,5. Vemos que sigue existiendo una ventaja de los caminantes que realizan
vuelos de Lévy sobre los brownianos, siempre y cuando p sea pequeno
(curva roja). El caso u = 0,1 (curva verde) merece especial atencién, pues
pareceria que no existen diferencias significativas entre distintos valores de
. Sin embargo, lo que sucede es que el tiempo para el cual se muestran
los resultados (¢t = 2000) no es lo suficientemente grande, es decir, la

probabilidad mostrada no es estacionaria. Esto se ilustra con més detalle
en la figura 4.16.

Hay que destacar casos como los obtenidos en la figura 4.16, en donde los



4.5. COMPARACION ENTRE MOVIMIENTO BALISTICO, BROWNIANO Y LEVY53

tiempos usados en la simulacién no son suficientemente largos como para llegar
a una distribucién estacionaria de Ps;. Ya se comentd, para el caso browniano
en 4.4, que si Ps; disminuye en el tiempo, entonces podemos conjeturar que
para tiempos muy largos Ps — 0, dada la independencia en la dindmica de
cada parche. Sin embargo, cuando S < 3 el caminante es capaz de moverse
entre distintos parches. Asi, si hay extincién de depredadores en un parche, por
ejemplo, esto no significa que ese parche quedara inactivo por siempre, pues otros
depredadores podran hacer un salto hacia él y “reactivarlo”. Este mezclado en
el sistema garantiza que Ps no sea cero para tiempos largos y, entonces, cuando
t — oo el caminante de Levy serd atn mas aventajado que el browniano.

Figura 4.16: Evolucién de la probabilidad de supervivencia Ps; desde
t=0 hasta t=2000 dependiendo de distintos valores de (. Se ilustra la
importancia de tomar en cuenta tiempos maés largos, ya que para t =
1000 y en el rango S > 3 (browniano), P claramente no ha llegado a
un régimen estacionario. Esto implica que para tiempos suficientemente
grandes podria haber mayores ventajas en los vuelos de Lévy, las cuales
no se toman en cuenta aqui.



Capitulo 5

Conlusiones

Como se comenta al inicio de este trabajo, los vuelos de Lévy son un nuevo
paradigma en la ecologia y la fisica del forrajeo. Si bien se ha puesto en duda
la precision de los datos obtenidos en el movimiento de distintas especies, la
evidencia indica que la teoria es robusta, y parece ser que en la actualidad la
idea de los vuelos de Lévy ha madurado y superado los obstaculos y traspies
que han aparecido, como lo hace toda buena teoria cientifica. No obstante,
una cosa es observar un fenémeno y otra muy distinta es explicarlo. En este
sentido, los vuelos de Lévy son una teoria ”en panales”, sobre todo debido a
la alta complejidad en los procesos que ocurren cuando un animal forrajea.
Es necesario tomar en cuenta factores de variadas disciplinas, por lo que un
enfoque mas amplio es completamente necesario. Los procesos neuromotores
y perceptivos que ocurren en el animal, los factores de interaccién social y la
influencia del ambiente son sélo algunos de los factores que convergen en el
fenémeno del forrajeo, y ninguno puede ser obviado en una teoria que intente
una explicaciéon mas profunda del fenémeno.

Una primera pista sobre la generalidad de las distribuciones de Lévy es que
el teorema del limite central se puede extender para las variables aleatorias
con varianza infinita, las cuales convergen a una distribucién de Lévy. Esto nos
habla de los vuelos de Lévy como un tipo de cuenca atractora, al igual que en el
TLC normal la cuenca atractora es la distribucién gaussiana. Sin embargo, esto
sigue siendo insuficiente, pues los fenémenos reales contienen no linealidades e
interacciones complejas que son las que realmente generan la aparicién de estos
patrones.

Pero los vuelos de Lévy parecen ser parte de un fenémeno méas general. En
este sentido conviene conectarlos con otros conceptos que se relacionan fuerte-
mente, como lo son el ruido % (o pink noise), la criticalidad autoorganizada,
las transiciones de fase fuera del equilibrio, propiedades autosimilares, fractales,
etcétera. El concepto que podria englobar de cierta manera a los anteriores (in-
cluyendo los vuelos de Lévy) es el de leyes de potencia. Un decaimiento en leyes
de potencia (de los cuales un ejemplo es la distribucién de probabilidad de los
vuelos de Lévy), parece ser una huella inequivoca en los procesos que hoy lla-

95
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mamos complejos, en contraste a los decaimientos exponenciales, mas comunes
en la fisica de sistemas inertes. Las leyes de potencia no sélo aparecen en ambi-
tos de biologia o ecologia, sino que en procesos tan complejos como el lenguaje
(Ley de Zipf), la distribucién de los tamafios de las ciudades, la variacién en
los tonos o ritmos en la musica o la distribucién en las conexiones de las redes
neuronales. Se puede ver ficilmente una relacién entre todos estos fenémenos,
y que de hecho es lo que los conecta con los vuelos de Lévy, y es la presencia
en todos ellos de un conflicto entre 2 dindmicas, las cuales estdn representadas
una por el orden y la otra por el desorden. En el caso de la musica por ejemplo,
se ha encontrado que sus patrones del tipo ruido % se explican porque éste es
el punto medio entre el brown noise (musica predecible, muy ordenada; notar
la analogfa con el caminante browniano) y el white noise (musica demasiado
aleatoria, desordenada, un caminante ”ciego”). En el caso de las redes neurona-
les, la distribucién de la conectividad de los nodos es libre de escala (sigue una
ley de potencias). Esta conformacién ha demostrado ser 6ptima ya que estd en
el punto medio entre las redes completamente estructuradas -las cuales no son
Optimas, pues presentan grandes distancias para ir desde un nodo a otro de la
red - y las completamente desordenadas -las cuales, por el contrario, tienen como
inconveniente que presentan una incapacidad de formar clusters o agrupaciones
de nodos. Las redes libres de escala obtienen lo mejor de estos dos mundos. Se
puede seguir con los ejemplos, pero la idea es hacer notar esta dualidad. En
el caso de los vuelos de Lévy, ésta es clara. Por un lado se tiene la facilidad
de recurrir a los recursos mas cercanos, al entorno inmediato, sin necesidad de
requerir un gasto energético excesivo. Por el otro, estd la opcion de ir a lugares
lejanos, quizds en busqueda de mejores condiciones (parches mas abundantes),
o simplemente para no sobreexplotar el entorno cercano.

En todos los ejemplos anteriores, entonces, aparece de manera fundamental
la interaccién con el ambiente y, mas aun, el ambiente como algo dindmico que
influye fuertemente en la dindmica del individuo. Asi, el modelo propuesto en
este trabajo es un marco de investigaciéon apropiado, pues es capaz de presentar
comportamiento bastante complejo, que es producto de la interaccién entre presa
y depredador.

Las ecuaciones de Lotka-Volterra no sélo constituyen un paradigma en eco-
logia de poblaciones, sino que son el clasico ejemplo de un sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales. A partir de estas ecuaciones se generaron una gran can-
tidad de modelos, los cuales mostraron propiedades bastante interesantes, como
por ejemplo patrones espaciotemporales complejos, la aparicién de frentes de
evasion y persecusion entre presa y depredador, presentar transiciones conti-
nuas desde una fase de coexistencia a una absorbente en donde el depredador
desaparece, y también se mostré que los exponentes criticos en esta transicion
corresponden con los de la clase de universalidad de percolaciéon directa. En
estos trabajos, el paso desde estos modelos mas ”"realistas.? las ecuaciones de
Lotka Volterra siempre ha sido con métodos que no tienen una justificacion rea-
lista (por ejemplo, un mezclado suficientemente fuerte en el sistema [45]). En
cambio, en este trabajo se propone el uso de un pardametro de control (54) que
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es realista, pues corresponde a qué tan probable serd dar vuelos largos en com-
paracion a los vuelos cortos mas comunes. Ademas, variando este parametro de
manera continua, podemos pasar desde las ecuaciones de Lotka Volterra a los
modelos complejos del tipo LLV M.

Como resultado principal se ha obtenido que los vuelos de Lévy son éptimos
de manera robusta cuando los recursos son limitados. En este modelo, los recur-
sos limitados pueden ocurrir por dos causas: porque haya un crecimiento muy
lento de recurso (0 < 1) o porque la tasa de muerte de los depredadores es muy
baja, por lo que hay sobreexplotacién del recurso (p < 1). El éptimo obtenido
lo es en un sentido colectivo, pues cuando el depredador es muy codicioso sobre-
explota los recursos, de manera que a largo plazo serd perjudicial para si mismo.
Se abre asi, la idea de pensar los vuelos de Levy como un fenémeno que surge de
forma colectiva, y los individuos adoptan esta estrategia no sélo para encontrar
lo antes posible el recurso, sino que lo hacen tomando en cuenta el efecto que
ellos mismos tienen sobre el recurso.

El modelo presentado, ademas, tiene la caracteristica de ser un hibrido entre
un caminante aleatorio y uno determinista, puesto que, si bien las reglas de
movimiento son estocdsticas, se incorpora una interacciéon determinista con el
ambiente, mediante la cual los caminantes, de manera colectiva, son capaces de
generar patrones espaciales complejos.

Dado que este trabajo es tinico, en el sentido de que es el primero en in-
corporar vuelos de Lévy en los modelos de Lotka Volterra, se abren nuevas
posibilidades de investigacién en este tipo de modelos. Especificamente, es ne-
cesario un andlisis més fino sobre los rangos de p y o para los cuales los vuelos
de Lévy representan un 6ptimo. También es necesario ver cudles son los valores
especificos de 8 que maximizan P, en distintos escenario, puesto que aqui sélo
se ha mostrado que estos valores pertenecen al intervalo [1, 3], pero no se dan
los valores precisos.

Por 1ltimo, se recalca la importancia de haber podido mostrar la optimali-
dad de los vuelos de Lévy a través de un modelo tan clasico como el de Lotka
Volterra. Esto abre posibilidades no sélo en el &mbito del andlisis e investigacién,
sino que en el campo pedagogico, pues el modelo de Lotka Volterra es amplia-
mente conocido y utilizado por ecélogos y bidlogos, por lo que una introduccién
de los vuelos de Lévy a partir de este modelo se hace més simple y natural. Se
puede, entonces, plantear la posibilidad de hacer converger un nuevo y un viejo
paradigma de la ecologia en un mismo marco tedrico.
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