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Introduccion

El filtro de Kalman regularmente se encuentra en textos avanzados de
series de tiempo, reservando el tema para estudiantes graduados, sin embar-
go, el estudiante de Actuaria cuenta con las bases necesarias para entender
e incorporar el Filtro de Kalman al conjunto de herramientas con que le
dota la carrera. Su importancia recae principalmente en poder modificar y
ajustar més a la realidad varios modelos que son estudiados en diferentes
asignaturas, algunos de mayor interés aplicados en la carrera, donde el filtro
de Kalman puede ser incorporado, son los siguientes:

- El analisis de regresion lineal para la actualizacién de modelos, espe-
cialmente si las variables no cuentan con la propiedad de regresién a
la media, el filtro de kalman les brinda mas libertad.

- Modelos financieros para incorporar coeficientes dindmicos con aplica-
ciones a la extraccién volatilidad.

- Tratamiento de informacion incompleta para imputar datos por medio
del suavizamiento de Kalman.

- Series de tiempo para prondsticos bajo un enfoque estructural.

Otra fuente en donde encontrar informacion sobre el filtro de Kalman
es la literatura relacionada a la ingenieria (dado que el filtro se originé en
este campo las fuentes son aun més extensas). Los problemas principales
en este tipo de documentacion son que la gran mayoria de las veces estan
enfocados directamente a aplicaciones, omitiendo la parte de la derivacién,
algunos textos mas profundos en esta literatura derivan el filtro por medio de
proyecciones ortogonales y notacion matricial bastante compleja, el ejemplo
mas claro lo podemos encontrar en el paper original que escribié Kalman [1].

El presente trabajo es un esfuerzo por senalar de manera metddica la
forma en que se debe aplicar el filtro de Kalman, ilustrar casos de interés
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v INTRODUCCION

donde se aplica y derivarlo haciendo uso de un enfoque bayesiano.

Los beneficios que se obtendran en la lectura del presente trabajo son
los siguientes:

- Comprensién de las bases teoricas para derivar el filtro de kalman.

- Uso del filtro de kalman para la obtencién de pardametros de interes
por medio de observaciones indirectas.

- Uso del filtro de kalman para hacer estimaciones en tiempo real.
- Aplicacion recursiva del filtro de Kalman.

- Uso del filtro de Kalman en campos distintos a la Ingenieria (Aplica-

ci6n del filtro al CAPM).

En el primer capitulo de este trabajo se revisan de manera general los
conceptos fundamentales para poder hacer la derivacion del filtro.

El segundo capitulo contiene los modelos lineales dindmicos mas escen-
ciales y la derivacién de las distribuciones del filtro.

El tercer y ultimo capitulo contiene dos aplicaciones que ejemplifican el
uso del filtro.



Capitulo 1

Conceptos fundamentales

1.1. Procesos estocasticos

Proceso estocastico

Un proceso estocastico {Y; : t € T'} es una coleccién de variables alea-
torias parametrizada por un conjunto 7', llamado espacio parametral, y con
valores en un conjunto E llamado espacio de estados.

La relacién de dependencia entre las variables aleatorias {Y;} junto con
el espacio parametral y el espacio de estados son los principales elementos
que caracterizan a un proceso estocéstico

Espacio de estados F

Es el espacio en el cual se encuentran los posibles valores de {Y;}

» si F = {0,1,2,3,...} entonces {Y;} es un proceso espacio de estados
con valores enteros.

» si B = (—o00,00) entonces {Y;} es un proceso espacio de estados con
valores reales.

» si E es Euclidiano k — dimensional entonces {Y;} se dice que es un
proceso espacio k-vectorial.

En el caso cuando F es k — dimensional esto significa que cada valor de
{Y:} podra tomar difernetes valores para un ¢ fijo, es decir los elementos de
E seran de la forma (14, xt, ..., Txt), este tipo de esacios es el definido para

1



2 CAPITULO 1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES

variables estocasticas k — dimensionales.
Espacio parametral T

w» si T ={0,%+1,£2,+3, ...} se dice que {Y;} es un proceso estocastico a
tiempo discreto.

» si T = [0,00) entonces {Y;} es un proceso estocastico a tiempo conti-
nuo.

Puede que T no sea unidimensional por ejemplo podemos considerar las
olas en el mar, donde la coordenada de la latitud y la longitud son el valor

de t entonces {Y;} es el valor de la altura de la ola en la locacién t.

De hecho, el pardmetro ¢t no debe ser necesariamente tiempo.

1.2. Tipos de procesos estocasticos

Algunos tipos de procesos estocdasticos clasicos caracterizados por la re-
lacién de dependencia entre las Y; se presentan a continuacién:

Procesos estacionarios

Un proceso estocéstico {Y;} es estrictamente estacionario si las distribu-
ciones conjuntas de las siguientes familias de variables aleatorias

(nl—kviftg—ka ey Ytn—k) y (Ytlvi/tz) 7}/;5»,1)

son identicas para toda k y cualquier seleccién arbitraria de tq,ts,..., {3
en T.

Sobre esto en S. Karlin y H. Taylor [2, p.30] se senala:

“Esta condicion nos asequra que en esencia el proceso esta probabilisti-
camente en equilibrio y los tiempos particulares en los cuales revisamos el
proceso no son tan relevantes. En particular, la distribucion de Yy es la mis-
ma para toda t”
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Entonces, marginalmente hablando las Y; son idénticamente distribuidas
y podemos escribir:

¥t keR E[Yi] = EY; 4] y VIi] = V[Y; 4]

entonces la media y la varianza son constantes en el tiempo, de aqui se

sigue que;

COU(YZ’ Y;) = Cov(Yt—ka }/S—k?) Vit s, keR

Si hacemos k = s y despues k =t

.5 = Cov(Yi_s, Yp)
= COU(}/O) 1/Sft)
- CO/U(}/O) Yr|t—s|)

= 70,]t—s|

Esto nos indica que la covarianza entre Y; y Y, depende tinicamente en
la diferencia de |t — s| y no de ¢t o s en si.

Para denotar la Autocovarianza y la Autocorrelacion se usa la siguiente
notacién:

"V = COU(Xt, thk)

v pp = Corr(Xe, Xi—k)
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Se dice que un proceso estocdstico {Y;} es débilmente estacionario si
cumple lo siguiente:

i E[Yy] =pnVteR
ii Var(Y:) =0 V teR

i Y-k =0k V E keR

Es decir si su esperanza y varianza es constante y su covarianza depende
Unicamente de t y k.

Ejemplo 1.1. Un proceso estacionario es el ruido blanco {e;}, este se defi-
ne como una serie de v.a.i.i.d.", el ruido blanco es un proceso estrictamente
estacionario y usualmente se asume que Ele;] =0 y Ve, = o2 Vt.

FEste ruido mo tiene ninguna periodicidad ni patrén reconocible.

En el articulo El color del ruido [3] encontramos algunas razones del
porque de este nombre:

Se le designa ruido blanco por la analogia existente entre el espectro
acustico y el espectro dptico, ya que como la luz se puede representar en una
grafica espectral también las caracteristicas de los sonidos se pueden apre-
ciar en una densidad espectral y asi como la luz blanca es la combinacion
de todos los colores del espectro, de todas las frecuencias, se dice que un
ruido es ruido blanco si estan presentes todas las frecuencias de los agentes
individuales posibles.

Cadenas de Markov

Considérese una serie de tiempo (Y;):>0 se dice que (Y;)¢>0 es una cadena
de Markov si Vi > 0 se cumple la siguiente propiedad:

(Vi You1) = 7(Vi|Yi1) (1.2.1)

Variables aleatorias independientes identicamente distribuidas, es decir que cada va-
riable tiene la misma distribucién y son independientes entre si mismas
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A esta propiedad se le conoce como la propiedad de Markov y una ma-
nera equivalente de expresarla es:

7(Yo, Y1,...,Yy) = 71(Yo)m(Y1|Y0)..n (Y| Yn-1) (1.2.2)

La distribucion de Yy se llama distribucién inicial y la denotamos por
(Yo).

Entonces la distribucién conjunta de las variables Yp, Y71, ..., Y, es igual a
la distribucién inicial Yy por el producto de las distribuciones condicionadas.

Se dice que la cadena es homogénea si 7(Y; = y¢|Y;—1 = y+—1) no depende
de t.

La probabilidad de ir en m pasos o unidades de tiempo de = a y se llama
probabilidad de transicién en m pasos y se denota por:

7(Yigm = ylYs = 2) o P

Los valores de P, , comunmente se arreglan de forma matricial y a esta
matriz se le conocer como matriz de Markov o matriz de probabilidades de
transicion.

Poo Po1 Po2 Po3
Pio P11 P12 P13
P20 P21 P22 P23
P20 P21 P22 P23

Pio DPil1 Pi2  DPi3

Esta matriz tiene la propiedad de que Zye Py =1
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En una cadena de Markov con espacio de estados E con x,yeFE, se dice
que:

1.- De x se accede a y y si existe n > 0 tal que Py, > 0y se denota por
(z —y)

2.- x y y se comunican entre si, y se denota por (z <— y), si se cumplen
(@ —y)y(y— )

(r <— y) genera una relacién de equivalencia, ya que:

iz+—=a
i x¢—ysiysélosiy+— =z

ili ©+— yyy<+— zimplican que x +— 2

Una clase de equivalencia respecto a esta relacion de equivalencia se lla-
ma clase de comunicacién.

Dado zeF, su clase de comunicacion se denota:

C(z) ={yeE : x +— y}

Se dice que un subconjunto de estados de C' C E es cerrado si ningtn
estado de E — C puede ser accedido desde un estado de C, es decir si:

(Y =y|lY =x) =0, Vo,y,m : zeC, ye(E — C), meN

Ejemplo 1.2. Considere la cadena de Markov con espacio de estados E =
{1,2,3,4} y matriz de transcicion

S O NI
O O O N
DW= O O W
DD O O

=W N
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Esta cadena se representa en la figura 1.1.

De esta cadena observamos lo siguiente:

como Pjg = % y Po1 =1 entonces 1 +— 2.

como P34 = % y Py3 = % entonces 3 +— 4.

st se estd en el estado 1 sélo se puede ir a los estados 1 ¢ 2.
st se estd en el estado 2 sélo se puede ir al estado 1.

si se estd en el estado 3 solo se puede ir a los estados 3 0 4.
si se estd en el estado 4 solo se puede ir a los estado 3 6 4.
las clases de comunicacion son 2: A ={1,2} y B ={3,4}

las clases de comunicacion A y B son cerradas.

2/3

1/2 1/2

Figura 1.1: Diagrama de transiciéon del ejemplo 1.2.

Se dice que una cadena es irreducible si desde cualquier estado de E se
puede acceder a cualquier otro, es decir todos los estados se comunican entre

si.
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En una cadena de Markov Y,, con neN, espacio de estados E, si yeF, se
dice que:

= y es estado recurrente si

(Y, = z|Yo = ) = 1 para algin neN

= y es estado transitorio si

(Y, = z|Yp = z) < 1 para algtin neN

= y es estado absorbente si

(Y, =2z|Yo =) =1 VneN

El estado absorbente puede verse como un caso particular del estado
recurrente, donde sélo se sale y se ingresa al mismo estado.

Ejemplo 1.3. Considere la cadena de Markov con espacio de estados E =
{1,2,3,4,5,6} y matriz de transicién

1 2 3 45 6
1/ 0o L 0 0 4
o1 11 509
2 4 4
310 0 0 01 0
1 1 1 1
417 17 1 00 4
500 01 0 0 0
6\0 0 0 0 0 1

De esta cadena observamos lo siguiente:
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» [os estados transitorios son {1,2,4}

» [os estados recurrentes son {3,5,6}

» [os estados absorbentes son {3,5,6}

Ademas de los proces estacionarios y las cadenas de Markov otros pro-
cesos importantes son:

» Procesos con incrementos independientes estacionarios

Martingalas

s Procesos de renovacién

= Procesos punto

Una descripcion mas detallada de cada uno de estos procesos la podemos
encontrar en S. Karllin y H. Taylor [2].
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Figura 1.2: Diagrama de transicién del ejemplo 1.3.
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1.3. Conceptos del analisis bayesiano

1.3.1. Distribuciones a priori y a posteriori

Considérese un vector Y., := (y1, Y2, ..., Yn) que contiene las observacio-
nes desde el tiempo t = 1 hasta el tiempo ¢ = n con densidad fy(y,0),6 :=
(01,09, ...,0k)eO

En la estimacion paramétrica 0 es el parametro que nos interesa, el en-
foque frecuentista no supone ningun conocimiento previo sobre @,por el con-
trario el enfoque Bayesiano si. Este supone que se cuenta con informacién
previa de @, esa informacién esta expresada por medio de una distribucion
de 6 llamada distribucién a priori.

La distribucién a priori se basa en experiencias previas similares o ex-
presa una creencia subjetiva, bajo esta idea a 6 se le trata como el valor que
toma una v.a. © y una vez observada la muestra Yi., := (y1,¥y2, ..., Yn) s€
puede calcular la distribucién condicional de © dado Y7.,. A ésta se le llama,
distribucién a posteriori

Distribucion a priori y posteriori.

La densidad 7(.) es llamada la distribucién a priori de ©. La densidad
condicional de © dado Yi., := (y1, 2, ..., yn) denotada por m(0|yi, ..., yn) es
llamada la distribucion a posteriori de ©.

Usando una generalizacién del teorema de Bayes podemos obtener la
distribucién a posteriori (tambien conocida como distribucién a priori o dis-
tribucién condicional) de © dado Yi., de la siguiente manera

r(oly) = T O)

Donde 7(y) es la distribucién marginal de YV

m(y) = [ 7(yl0)m(6) do

Para muchas aplicaciones el objetivo principal es pronosticar, por ejem-
plo la siguiente observacion Y1, habiendo observado toda la informacién al
tiempo t, Y1 = y1, ..., Yz = y: si somos capaces de especificar la distribucién
conjunta (Y7, ..., Y;) Vt > 1 el pronostico bayesiano seria resuelto por:
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m(Yer1|Y1:e)

Lograr especificar la distribucién conjunta en la realidad es muy dificil,
y para que este problema resulte menos complejo se suele condicionar la
distribucién conjunta en alguna caracteristica # del proceso que genera la
informacién.

Entonces el objeto de interés se vuleve una observacién futura Y. Esto
se puede lograr con un enfoque Bayesiano calculando la distribucion a pos-
teriori de Y dada la informacién 1y, esta distribucién es llamada distribucién
predictivas:

m(gly) = [ 7(9,0ly)do = [ (9|0, y)7(0ly)do

1.3.2. Funciones de pérdida y de riesgo

Se asume que las datos observados Y son generados por un proceso sub-
yacente s que no puede ser observado directamente. El objetivo es especi-
ficar cémo se generan los datos a partir de sus causas. Esto se expresa en
la probabilidad condicional de p(Y'|s) y cualquier informacién a priori de la
distribucién sobre las diferentes p(s).

Usando el teorema de Bayes podemos especificar esto:

p(Ys)p(s)
p(Y)
p(Y|s)p(s)
Jp(Y|s)p(s)ds

o< p(Y|s)p(s)

Dadas las observaciones Y, es necesario dar un s que mejor describa a
los datos, en este sentido la funcién de pérdida ly (8, s*) cuantifica la pérdida
o el costo asociado al usar § cuando la informacién fue generada por s*.

p(slY) =

Ejemplo 1.4. Funcion de pérdida binaria

_{1, si 8§ # s*

0, s§=s*
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Ejemplo 1.5. Funcion de pérdida cuadrdtica

ly(8,s%) = (8 — s%)?

Ejemplo 1.6. Funcion de pérdida absoluta

ly(8,s") =8 — s¥|

La funcién de pérdida binaria indica que no se pierde nada si se usa el
como § el verdadero valor s* de otra forma la pérdida sera 1 si se usa un §
distinto a s*.

La funcién de pérdida cuadratica y la funcién de pérdida absoluta in-
crementaran mientras mas grande sea la magnitud de la diferencia entre
§—s*

Asumiendo que se ha hecho una eleccién apropiada de una funcién de
pérdida, hay que seleccionar § tal que minimize ésta. Dado que no podemos
seleccionar un § que considere cada caso particular de la informacién obser-
vada Y, se selecciona un § que minimize la pérdida promedio.

La funcion de riesgo es la esperanza de la funciéon de pérdida, en este
sentido la pérdida esperada es integrada sobre todas los s ponderados por
sus probabilidades relativas

Ejemplo 1.7. Funcion de riesgo de pérdida binaria

E[l - 0] = Z Iy (8,5%)p(s = s™[Y)
= Y= Gl = 5IY)
= Zp(s =s'Y) — Z 03.5+p(s = s*|Y)

— 1-p(s=s"Y)

Esta funcion es minimizada cuando § es el mdzimo de p(s|Y)
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Ejemplo 1.8. Funcion de riesgo de pérdida cuadratica

E[(3—5%)?] = /ly(& s")p(s = s"|Y)ds"
— /(g — 5%)?p(s = s*|Y)ds*
= & / pls = s*[Y)ds" + 23 / s'p(s = s*Y)ds" + / s"p(s = s"[¥)ds"
= 52— 23E[s*] + E[s*?
= &% 23E[s*] + B[] + E[(s* — E[s"))?]

= (5 E[s")? + El(s" — E[s"])’]
Esta funcion es minimizada cuando § es Els]

Ejemplo 1.9. Funcion de riesgo de pérdida absoluta

E[(5—s%)? = /ly(.§, s*)p(s = s*|Y)ds*
- / |5 — s*|p(s = s*|Y)ds*
= /S (§ —s")p(s = s*|Y)ds"™ + /OO(S* — §)p(s = s*|Y)ds"

—0o0

Usando el teorema fundamental del cdlculo, derivando e igualando a cero
encontramos el valor optimo de §

dE[(3 — s*)?]

= |t vias+ [T pys

—00

=0

Esto implica que esta funcion es minimizada cuando § es la media de la
distribucion, es decir p(s < s*|Y) = p(s > s*|Y).
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1.4. Introduccion al filtro de Kalman

Un filtro es un término usado para describir un método que permite de
manera recursiva la estimacién de variables que son inobservables. Algunos
filtros son:

» Fl filtro de Kalman
» El filtro de Hodrick-Prescott 2

» El filtro de particulas Rao-Blakcwell?

Sobre el filtro de Kalman, Alvaro Montengro comenta [6, p. 2] “El filtro
de Kalman es un método de estimacion cuyos pardmetros se corrigen en
cada iteracion dependiendo del error de prediccion que se haya cometido en
la iteracion anterior.”

El propésito del filtro es extraer informacién de una senal, ignorando
todo lo demads. La manera de medir qué tan bien se hace esta extraccién de
informacién es usando una funcién de pérdida.

El filtro de Kalman es un estimador lineal y éptimo desde el punto de
vista de minimos cuadrados, ya que si todo el ruido es blanco con media
cero entonces el filtro de Kalman minimiza el error cuadratico medio de las
variables estimadas.

La teoria del filtrado estocastico comenzo6 en 1941, sobre esto Petris Pe-
trone y Campagnoli comentan [7, p. 34] “Kolmogorov(1941) estudid este
problema para un proceso estocdstico estacionario, usando una representa-
cion propuesta por Wold(1938). Wiener(1949) estudid procesos estocdsticos
a tiempo continuo, reduciendo el problema a la solucion de la llamada inte-
gral de Wiener-Hopf. Pero los métodos para resolver el problema de Wiener
estaban sujetos a muchas limitaciones prdacticas y teoricas. Un nuevo enfo-
que al problema fue dado por Kalman(1960), usando la representacion de
Bode-Shannon para un proceso aleatorio y el método de estado de transicion
para analizar sistemas dindmicos. La solucion de Kalman, conocida como el

2Una descripcién de este filtro puede ser encontrada en [4]
3Una descripcién de este filtro puede ser encontrada en [5, p. 129]



16 CAPITULO 1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES

Filtro de Kalman aplica para procesos aleatorios estacionarios y no estacio-
narios.”

El filtro de Kalman y sus variantes han sido aplicadas en sistemas de
navegacion de misiles, en controles de altitud y ubicacién de sistemas sateli-
tales, aprendizaje automéatico en inteligencia artificial, neurologia, etcétera.
Pero casi todas las aplicaciones se han dado en el campo de la ingenieria y
es hasta mediados de los afios ochentas cuando cobra interes entre los es-
tadisticos y empiezan a usarlo, principalmente en campos como la economia
v las finanzas.

Figura 1.3: Estimaciones iniciales para my, t = 0,1,2 con 6 estatico.

Ejemplo 1.10. Para ilustrar la idea bdsica del filtro consideraremos el si-
guiente ejemplo dado en Petris Petrone y Campagnoli [7, p. 35]:

Después de un naufragio, hemos quedado en una isla donde 6 denota
la posicion de la isla respecto a la costa, afortunadamente por las noches
podemos ver las luces de la costa asi que tenemos una idea inicial sobre 6,
entonces queremos saber mds sobre 8 basados en las medidas Y; que podamos
realizar.

Las medidas Y; pueden ser modeladas de la siguiente manera:

Y; = 0 + ¢ donde las ¢; son v.a.i.i.d ~ N(0,0?)
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Ademas suponemos que 6 y las €; son independientes.

Esta suposicion implica que Y es normalmente distribuida ya que la su-
ma de variables aleatorias normales independientes tambien resulta en una
distribucion normal

Dicho de otra forma:
Y1,Ys,...10 son v.a.i.i.d
Ya que EY;] = 0 y Var[V;] = Var[0] + o*

tambien supongamos que acordamos expresar nuestra idea a priori sobre
6 como 6 ~ N(mg,Cyp), ver Figura 1.1

mo y Co representan los valores iniciales, donde la varianza a priori Cy
puede ser muy grande si la incertidumbre sobre mg es demasiada, dadas las
observaciones y1., que logremos realizar podemos actualizar nuestra opinion
sobre 0 calculando la densidad a posteriori por Bayes:

77(0|y1:n)

En este sentido, la variable inobservable es 6, pero podemos medirla a
través de las observaciones Y; donde 6 estd contaminada por el error €.

El filtro de Kalman es la herramienta fundamental para trabajar los mo-
delos dindmicos lineales.

Como Saerkkae lo comenta [5, p. 8] “No es claro si la teoria del filtro de
Kalman fue primero o la teoria de los modelos dindmicos lineales llego an-
tes. Y aunque estas teorias fueron originadas a partir de puntos ligeramente
distintos, son equivalentes.”

Para ilustrar la idea del componente dindmico, regresemos de nuevo al
ejemplo de Petris Petrone y Campagnoli [7, p. 35]:
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0 representa la posicion de la isla respecto a la costa, en este ejemplo 0
es estatico, no se mueve en el tiempo, la isla siempre es fija. Pero si consi-
deramos que después del naufragio nos encontramos en un bote salvavidas
entonces nos estarfamos moviendo junto con mareas, olas y corrientes y al
tiempo ¢ nos encontrariamos a una posicién 6.

Con este problema especificado bajo un modelo dindmico lineal, al tiem-
po t en una iteracion el filtro de Kalman se encargara de obtener la siguiente
informacién:

Figura 1.4: Estimaciones iniciales de my, t = 0, 1, 2, para 6 dindmico

= Dada la observacién Y;_1 el filtro pronosticara la posicion 6;

= Dada la observacién Y;_; el filtro pronosticara la siguiente medicion
para Y;

= Dada la observacién Y; el filtro ajustara la posicién 6y

Los modelos dindmicos lineales son casos especiales de los modelos espa-
cio estado. A pesar de ser conceptualmente simples tienes un margen muy
amplio de aplicaciones en series de tiempo.

Respecto a las series de tiempo cabe senalar que el filtro de Kalman jun-
to con los modelos dindmicos lineales ofrecen una perspectiva que contrasta
con el enfoque dominante de Box Jenkins, principalmente porque permiten
modelar series no estacionarias. Ante lo cual James Durbin menciona las
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siguientes diferencias [8, p.7].

Algunas diferencias con la metodologia Box Jenkins:

= En la metodologia de Box Jenkins los modelos son determinados sélo
por los datos sin tener en cuenta su estructura subyacente, los modelos
dindmicos lineales ajustan los datos a la estructura del sistema que los
genero.

= Kl enfoque de Box Jenkins necesita eliminar la tendencia y la variacién
estacional, (estos componentes pueden tener un interés intrinseco) en
los modelos dindmicos lineales estos componentes pueden ser estima-
dos directamente.

En Jacques J.F. Commandeur y Siem Jan Koopman [9, p.120] se puede
encontrar un andlisis muy detallado sobre estos dos enfoques.

1.5. Modelo espacio estado basico

El modelo basico de un espacio estado consiste principalmente en las
siguientes ecuaciones:

Yt = Myt + € (151)

Ty = QtTe—1 + Wy (1.5.2)

La ecuacién (1.3.1) es llamada ecuacién de observaciones y la ecuacién
(1.3.2) es llamada ecuacién de transicién

Para crear una nocién general del uso del filtro se debe ingresar un
valor inicial xg en la ecuacion de transicién, x( tiene media pg y desviacion
estandar op. La ecuacién de transicién queda como se ve en (1.3.3):

Tip = a1ZT0 + Wy (1.5.3)

Donde z1, es el valor pronosticado para 7.
Ahora 1, es insertado en la ecuacién de medida para obtener un valor
pronosticado para y; al que llamaremos 1,

Yip = ml(almo + wl) + €1 (1.5.4)
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En el momento en que y; ocurra, se obtendra el error y; g apartir de la
diferencia y1r = y1 — y1p-

El error ahora puede ser incorporado a la prediccion de xq

T1p—AJUSTADA = T1p + k1y1E (1.5.5)
Donde kq
C
L ) (1.5.6)
Var(ylp)

a k1 se le conoce como la ganancia del filtro.

El siguiente paso es usar z1,—ajusTApA en la ecuacién de transicién y
despues empezar el proceso nuevamente.



Capitulo 2

Modelos espacio estado y el
Filtro de Kalman

2.1. Modelo de nivel local

La peculiaridad de este modelo es que cuenta con un componente de
nivel al cual se le permite variar en el tiempo.
Si este componente fuera fijo en el tiempo para toda t entonces se le llama
modelo de nivel global.

Como el componente de nivel tiene la libertad de variar a través del
tiempo, este componente podria ser visto como el equivalente del intercepto
en un modelo de regresién lineal cldsica. Asi como el intercepto determina el
nivel de la regresién lineal, el componente de nivel juega el mismo rol en los
modelos espacio estado. Su diferencia méas importante es que el intercepto
en una regresiéon lineal es constante en el tiempo para todos los puntos es
decir es un nivel global que aplica en todo momento y en el modelo de nivel
local el componente de nivel estd cambiando en el tiempo de manera local
y de ahi su nombre.

Y = e + vy ’UtNNm(O,V;g) (211)

pe = pe—1 +we  wy ~ Np(0, W) (2.1.2)

21
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La primera ecuacién es ”"la ecuacion de observacionz la segunda es "la
ecuacion de medicién”

Y es el componente que observamos y es el nivel y es un componente no
observabale, v y w son los componentes irregulares en el modelos o errores
de la observacién y el nivel respectivamente.

La ecuacién de medicion en este modelo es una caminata aleatoria, en-
tonces la dependencia en el tiempo respecto a las observaciones usualmente
serd mas fuerte en ¢t y ¢t + 1 que en en otros valores

La dependencia con el tiempo se maneja en la ecuacién de estado, dejan-
do que al tiempo t + 1 la observacién esté en funcién del estado al tiempo .
Entonces la observacién al tiempo ¢ + 1 es usualmente més similar al valor
observado en el tiempo ¢ que cualquier otro valor previo.

2.2. Modelo de tendencia lineal local

El modelo de tendencia lineal local se obtiene apartir del modelo de nivel
local pero agregando un componente de pendiente.

Este es un modelo ligeramente més elaborado que tiene dos ecuaciones
de estado, una para su componente de nivel y otra para su componente de
pendiente S, el cual puede variar en el tiempo y juega el rol de la inclinacién
de la tendencia en el eje de las abscisas.

Los componentes irregulares v, wy1 y w2 también se suponen mutua-
mente independientes, con distribuciones normales y la media respectiva
para cada uno es cero.

Y= +v v~ Nu(0,V)) (2.2.1)
pr = pre—1 + i1 +win wer ~ Ny(0,07) (2.2.2)
Be=Bi-1+ w2 wia ~ Ny(0,0%) (2.2.3)

El componente de pendiente S puede ser visto como el equivalente al
coeficiente de regresién en el modelo de regresion clasico, donde el coeficien-
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te de regresion determina el dngulo de inclinacién de la linea de regresién
con respecto al eje de las abscisas, el componente de pendiente también de-
termina el angulo para este modelo dindmico.

La gran diferencia es que el coeficiente de regresion es fijo, mientras que
el componente de pendiente tiene la libertad de cambiar en el tiempo.

2.3. Modelo de tendencia lineal local con variacion
estacional

El efecto estacional puede ser modelado agregando un componente esta-
cional al modelo de nivel local o al modelo de tendencia lineal local.

En contraste con el componente de nivel y el componente de pendiente,
donde cada componente requiere una ecuacién de estado, el componente de
variacién estacional requiere (s — 1) ecuaciones de estado donde s es la pe-
riodicidad de la variacién estacional, el primero de los (s — 1) componentes
de estado engloba a todas las demas y los componentes restantes se modelan
sin errores.

Yi=p+v+v v~ Np(0,Vp) (2.3.1)
pe = -1+ Be—1 + w1 wiy ~ Ny(0,07) (2.3.2)
By =Bi—1 +wra w2 ~ Np(0,03) (2.3.3)

Y= —(V-1 + V-2 + o+ Ve—st2) Twe wr ~ Np(0, a?/) (2.3.4)
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Ejemplo 2.1. Modelo con un componente trimestral y sin componente de
tendencia:

el efecto estacional puede ser modelado al agregar un componente de va-
riacton estacional a un modelo de nivel local o a un modelo de nivel local
con tendencia. en el caso de un efecto trimestral el modelo toma la siguiente
forma:

Yi=v+v v~ Ny(0,V})

Yt = — (V=1 + Y20—2 +73,4-3) Fwe  wg ~ Np(0, U»Qy)

Y2t = Vit

V3.t = V2t

Donde 7; = v1,+ denota el componente de variacion estacional y le per-
mite cambiar en el tiempo.

2.4. Modelo de tendencia lineal local con variable
explicativa

Para incorporar el efecto de una variable de regresiéon sobre la serie se
ocupa el siguiente modelo

Y =+ Brxy + v v ~ Ny (0, V4) (2.4.1)
pe = -1+ w1 wey ~ Np(0,07) (24.2)
Br = Bi—1+wra w2 ~ Np(0, Ug) (2.4.3)

donde x; es la variable de regresion y [; es su coeficiente para t =
1,2,3..n

Si agregaramos k-variables regresoras entonces tendriamos tambien que
tener una ecuacién de estado para cada una
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2.5. El modelo espacio estado general y el filtro de
Kalman

Los modelos espacio estado son especificados por una cadena de estados
con distribuciéon normal a priori P-dimensional al tiempo t = 0

90 ~ Np(mo, Co) (2.5.1)

y las siguientes ecuaciones apartir de t =1
Yi = Fi0y + v v ~ Ny (0, V%) (2.5.2)
Qt = Gtet—l +wy W~ Np(O, Wt) (253)

La ecuacién (2.5.2) es llamada ecuacién de observaciones y la ecuacién
(2.5.3) es llamada ecuacién de transicion.

Donde:

- G4 de orden p X p es una matriz conocida
- F; de orden m X p es una matriz conocida

- vy we YVt > 1 son dos secuencias independientes de errores distri-
buidas normalmente con media cero y matrices de varianzas V; y W;
respectivamente.

- Se asume que 6 es independiente de v; y wy
El modelo también satisface que:

- 64 cumple la propiedad de Markov

- Las Y; son independientes cuando estan condicionadas por 6,
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- Y; sélo depende de 6;

Por estos supuestos dados podemos decir entonces que los modelos espacio-
estado estdn completamente especificados por la distribucién inicial 7(6p) y
las distribuciones condicionales m(6:|0:—1) y m(y:|6:) Vt > 1

t

7(Bo:t, y1:4) = m(00) [ [ w(0il0i—1) (il ) (2.5.4)
=1

Observando y retomando los siguientes puntos:

La distribucion inicial de 6y es normal e independiente de vy y wy.

Dado que la combinacion lineal de variables aleatorias normales, de-
pendientes o independientes, es normal, entonces 0; serd normal Vt > 1

Dado que 6; y v; son normales independientes, entonces el vector
(0¢,vy) tiene una distribucién normal

Las Y; son independientes condicionadas en 6,

Por lo tanto el vector aleatorio (0., Y1.¢) tiene una distribucién normal y tie-
ne la forma de (3.1.4) y consecuentemente cualquier subvector de (6o.¢, y1:¢),
distribuciones marginales y condicionales tambien seran normales.

2.5.1. Distribuciones del filtro de Kalman

Las distribuciones que conforman el filtro de Kalman son las siguientes:

Para la prediccién un paso adelante del estado:

(0 y1:4-1) (2.5.5)

Para la prediccién un paso adelante de una observacién:

T(Yelyr:-1) (2.5.6)
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Para la distribucién del filtrado del estado:

T(0cly1:1) (2.5.7)

Todas estas distribuciones son normales por lo visto en la subseccion
anterior y solo restaria encontrar sus parametros para tenerlas definidas
completamente.

Considérese como distribucién inicial 6;_1|y1.4—1 ~ N(my—1,Ci_1)

La distribucién para la prediccién un paso adelante del estado 6; dado
Y1.+—1 es normal con parametros.

E(Otly11-1) = Gemy—1 = ay (2.5.8)
Var(9t|y1:t,1) = GtCt,thT + Wi = R; (2.5.9)

Demostracion:

ar = E0dyi.e-1)

= E((Gif-1+ we)|yr:4-1)
= GiE(0-1|y1:4-1)

= Gy

la varianza de la suma de v.a. independientes es la suma de las varianzas
de las variables, entonces:

Ry, = Var(0yii—1)
= Var(Gifi—1 + welyr:e-1)
= Var(Giti-1lyre—1) + Var(wi|yi1—1)
= G.C 1 GT+w,
la distribucién predictiva de Y; dado y1.;—1 es normal con pardametros

E(Yily.i—1) = Frar = fi (2.5.10)
Var(Yelyr:—1) = FRF! + V= Q (2.5.11)
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Demostracion

fo = EMYi|y1i-1)
= FE(F0; + ve|y1.e-1)
= E(Fibyr:i—1) + E(ve|yr:e—1)
= FtE(6t|y1:t—l)

= FGimy_q

Qi = Var(Ye|yie—1)
= Var(Ef; + ve|lyr.e-1)
= Var(Fibyi.i—1) + Var(ve|yii—1)
= FEVar(Oye1)F +V;

= F(GCi1GF + W)FF +V;

La distribucion de filtrado del estado es normal con parametros

E0¢|y1:t) = ar + RtFtTQt_l(Y;f — fi) =my (2.5.12)

Var(0i|y14) = Ry — RiFf Q; 'F,Ry = C, (2.5.13)

Para esta demostracion partiremos de la forma que tiene la distribucién
7(0¢|y1.t), ocuparemos la propiedad de Bayes y nos enfocaremos a trabajar
con el kernel de la distribucién

7T<9t\y1:t) = 7T(9t7 ylzt)



2.5. EL MODELO ESPACIO ESTADO GENERAL Y EL FILTRO DE KALMAN29

T(Ocly1e) = T(y1:t)

(Yt Y1:6-1)

7(Ye|Ot, y1:0—1)7 (0, Y1:0—1)
T(Ye|y1:0—1)7(Y1:0—1)

(e, O, Y1:0—1)
ﬂ-(gtv yl:t—l)
(Y| y1:e—1)m(Yy1:0—1)

(O y1:6—1) T (y1:6—1)

(Yt y1:e—1|04)7(6)
7T(yl:zt—1|9t)77(91t)
W(yt|y1:t71)

7(0¢|y1:t—1)

7 (ye|0)m(y1:0-116%)
7(Y1:4—1/6%)
T(Ye|y1:0—1)

7(0¢|y1:6—1)

W(yt\gt)ﬂ(at\ylzt—l)
T(yelyr:e—1)
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Como 7(y¢|y1:—1) no depende de 6 y solo juega el rol de constante nor-
malizadora

T(Ocly1e) o< w(yel0)m(Oelyre—1)

Donde 7(0¢|y1.1—1) juega el rol de la distribucién a priori al tiempo t con
una distribucién N (at, R:)

1 —1
T(O¢y1:e-1) o ez (0i—ar)" Ry (0i—ar)
o< e%(etTRt_l@t—QetTRt—lat)

Y 7(y¢|6:) juega el rol de la verosimilitud

e%(yt_E[yt|9t])TV_l(yt—E[yt|0tD

m(yel0r) = e
2

N3 | =

(2m)
3 W—Elyel0)TV 1 (yi—Ely:|0:])
= e%(yf_Ffet|‘9t])TV_1(yt—Ft9t)

o oSO (FTV R0 —207 FFV =1y

Observando la verosimilitud en funcién de 6, ésta es proporcional a una
normal multivariada

T(yel6s) o N((F VTR (R VTR)TIF VT

Entonces:
T(0ly1e) o o 307 (FIVT F)0, =20 FI'V =1yt .~ 5(07 Ry 10, —267 Ry ' a]

— o sl0f (FV TR 207 FIV Ty 16 R10,—260] Ry My

o~ 5107 (FTV T Rt Ry )60 —207 (FTV ™y +Ry Har)

De aqui podemos observar el Kernel de una normal multivariada con
parametros:
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C} puede ser reexpresada de la siguiente manera

Cy =

G = (R +FV IR
my = Ct[FTVflyt + Rt_lat]

1

— RFN(FRFF + Vi) "'F,Ry = Ry — RiFI Q;'FiR;  (2.5.14)

Dada esta igualdad y escribiendo el error en el que se incurrié usando la
prediccion como e; = y; — f; podemos reescribir m; de la siguiente forma:

CF Vi e+ Ry ay)

CF Vi (B F Dy + (R e = Ry F ') + Ry ]
Col(FfV, Fy+ Ry Yy — RyF g+ Ry Hay)

Ct [CtilFti Rt yt + Ry at]

F C'th oy + Cth ag

F;l(et + Fiay) — Cth (et + Fiay) + Cth a;

Fley + F7'Foay — RV F ey + CL RV FT  Frag + ChR; ay

Qg + thlet - CtR;lFtilet

Q¢ ‘l‘( - Cth 1F )

Q¢ ‘l‘( - Cth )et

ai + (F7' = (Ry — ReFF Q7 FyRy) R F

t t — 1y tQt t t)Rt Ft )et

a; + ReFF Q7 ey

ar + RtFtTQt_l(yt — Fiay)

1Sea Aman y Bmazn matrices no singulares y cualquier B, entonces se mantiene que

(A+ BEB")~

1 — A*l _Ale(BTAle_i_Efl)leTAfl
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El filtro de Kalman nos permite calcular de manera recursiva estas dis-
tribuciones partiendo de la distribucién inicial 6y ~ N (mqg, Cp), después se
obtiene m(61|y1), y se procede asi recursivamente mientras nuevos datos van
llegando.

La distribucién condicional de 6;]y;.; resuelve el problema del filtrado,
si solo estuvieramos interesados en la estimacién puntual de 6; dada la in-
formacion yi.., entonces con respecto a la funcion cuadratica de pérdida
L(0s,a) = (0; —a)T H(0; — a) el estimador optimo es m; ya que este minimi-
za la funcién de riesgo E[(0; — a)T H(0; — a)|y1.¢] con respecto a a. si H = I,
la pérdida esperada minima es Var(0;|yi.).

La expresion my tiene la forma intuitiva de la media mas una correcién
dependiendo en qué tanto la nueva observacién difiere de la prediccién, el
ponderador del término de correccién esta dado por la siguiente expresion:

K; = RyFF Q! (2.5.15)

A esta expresion se le conoce como la ganancia del filtro, entonces el
ponderador de la observacion actual Y; depende de la varianza de la obser-
vacién V; por medio de Q; v Ry = Var(0|y11—1) = G:Cy 1GF + W,

Sobre los valores iniciales del Filtro en [10, p. 34] se comenta lo siguiente:

Generalmente, en los modelos espacio estado el valor inicial de la varia-
ble no observable es desconocido. Hay dos maneras de resolver este problema.
Se puede proveer de esta informacion basados en consideraciones teoricas, o
alguna investigacion previa. O estos valores iniciales pueden ser estimados,
como usualmente nada se sabe sobre los valores iniciales se usa el iniciali-
zado difuso
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El inicializado difuso consiste en tomar mg = 0 y Cy = nl,, donde n es
un ndmero muy grande

Respecto los valores que toman V; y Wy en J. Durbin y S. J. Koopman
[10, p.170] se revisan algunos métodos niimericos, para estos célculos, desde
la simple estimacion por maxima verosimilitud a la aplicacién el algoritmo
EM.

La menara en la que se debe aplicar el filtro de Kalman se describe en
la siguiente tabla:

Se ingresan los valores iniciales mo y Co

Con los ultimos valores de mgy y Cy

obtenemos los pardmetros pronosticados de las  a; y Ry
variables no observables

Con los pardametros pronosticados de la variable

no observable se pronostican los parametros de  f1 y Q1
la siguiente observaciones

Cuando la siguiente observacion ocurra se
calcula inmediatamente el error de medicion
Dada esta ultima observaciones se calibran
los pardametros de la variable no observada m1y Cq
y empieza el ciclo nuevamente

y1 — fi

Cuadro 2.1: Descripcion del uso del filtro de Kalman



34CAPITULO 2. MODELOS ESPACIO ESTADO Y EL FILTRO DE KALMAN

se ingresan los valores

iniciales my_1 y Cy_1

Ebiyi:i—1) = Gimu—1 = at
Var(Oyii—1) = GiCio1GE + Wy = Ry

EYiyi:t-1) = Far = fi
Var(Yilyii-1) = FBRFL +V, = @

EOy14) = ar + RFFQN (Y — 1) = my
V(M’(Qt‘yl;t) = Rt — RtFtTQt_lFth = Ct

¥

se reinicia el ciclo y ahora m; y
C; fungen como valores iniciales

Figura 2.1: Diagrama de uso para el filtro de kalman
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Aplicaciones

3.1. Modelos ARIMA

A pesar del contraste de enfoques entre los modelos espacio-estado y
los modelos ARIMA, estos tltimos pueden ser representados en una forma
modelo espacio-estado y por lo tanto se puede hacer uso del filtro de Kalman.

Expresando a un modelo ARIM A(p,0,q) en su forma ARM A(p,q) no
estacionaria

T r—1
yt:Z¢jyt—j+Ct+Zﬁth—jyt: L...n (3.1.1)
= j=1

donde r = maz(p,q+ 1)

F, = (1,0,0,0, ...,0) (3.1.2)

> imo BiYt—j+1 + Gt + Z;% VjCe—j+1
6, D j—s GiYt—j+2 + §'t + 252 ViGi—j+2 (3.1.3)
Prye—1 + Ir1G

35
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o 1
: Y o
915 = ¢r—1 91571 + : Ct (3.1.4)
ﬂr—l
o 0

Esto junto con la ecuacién de medicién y; = Fif; es equivalente a (3.1.1)
pero en su forma espacio estado

3.2. Coeficientes dinamicos en el modelo CAPM

El CAPM (Capital Asset Pricing Model) es una de las herramientas para
estimar el riesgo y retorno mas usadas actualmente, el concepto subyacente
del CAPM es que los inversionistas son premiados solo por la porcién de
riesgo que no es diversificable. Este concepto de riesgo no diversificable esta
dado por Beta, al cual esta ligado el retorno esperado.

En otras palabras el modelo del CAPM infiere que, si el riesgo de una
inversién en un activo es mayor, se tendra un retorno mayor de dicha em-
presa para compensar el aumento de riesgo, y el exceso de ganancia de un
activo se expresa en la funcion de la ganancia de cierta cartera de mercado,
el cual es ajustado por beta que expresa como esta relacionado el riesgo del
activo con el riesgo de mercado.

En el modelo clasico del CAPM Beta es calculada por minimos cuadra-
dos y una de las pruebas principales que se le aplican son para verificar su
estabilidad en el tiempo.

Si se emplea el filtro de Kalman para estimar Beta, esta beta sera una
estimacién maés sensible a los cambios que ocurran en el mercado.

El objetivo principal del siguiente ejercicio es mostrar el uso del algorit-
mo en la estimacién de Beta usando datos reales, para el caso de grupo carso,
el indicie de mercado usado es el IPC y la tasa libre de riesgo empleada es
la tasa CTE28 todas estas series correspondenden al periodo 3 de enero del
2008 al 31 de octubre del 2010, para el caso de la tasa CTE28 se usé de
manera FLAT actualizdandose cada martes dentro de la serie, para contar
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con la misma periodicidad de los datos los dias donde la bolsa mexicana de
valores no abrié fueron retirados de la serie.

La notacién usada para el CAPM es la siguiente:

E(ry) =1 + B(E[rm] —ry) (3.2.1)
donde:
» E(r;) es la tasa de rendimiento esperada
» 77 es la tasa libre de riesgo
= 7, es la tasa de mercado

= [ coeficiente beta del instrumento

Usando el exceso de rendimiento

Ri =T; — Tf (322)

podemos reescribir el modelo de la siguiente manera:
E[Ri] = BE[Ry)] (3.2.4)
Esta beta usualmente es calculada bajo minimos cuadrados con el si-
guiente modelo:
Riﬂg = Q¢ + Bi,tRm,t + e €it ~ N(O, O'g) (325)

A esta expresién podemos ajustarle un modelo espacio-estado. En este
ejercicio, trabjaremos con 2 ecuaciones de transicion, una para oy y otra para
B¢, quedando definidas las ecuaciones de transicion de la siguiente manera:

o = -1 + Mgt N ~ N((),Ug;) (3.2.6)

Bt = Br—1+ 2t ne ~ N (0, Jg) (3.2.7)

Para ejemplificar el uso del filtro de Kalman, usaremos los rendimientos
de grupo Carso en el 2008, como tasa libre de riesgo usaremos la tasa cetes
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28 y como tasa de mercado usaremos el IPC, se ilustrara el uso del algoritmo
para la primera iteracion y después los calculos se realizaran con la ayuda
de R.

Reescribiendo las ecuaciones (3.1.4),(3.1.5) y (3.1.6) de forma matricial
como en (2.5.2) y (2.5.3) podemos escribir el modelo CAPM de la siguiente
forma:

Riy=(1 Rpy) x @Z) + e (3.2.8)

S A TR | M,t—1
b = (ﬁt) N (@—1) * <772,t—1> (3.2.9)

Donde los elementos de (2.5.2) y (2.5.3) estan dados por:

Yi=Ri: (3.2.10)
8%
0, = 3.2.11
=) (3210
Fy=(1 Rmy) (3.2.12)
Ve = €¢ (3213)
G, = ((1] ?) (3.2.14)
W, = ("“1 0 > (3.2.15)
0 n2,t—1

Ademas para inicializar el filtro supondremos los siguientes valores:

5,154963¢ — 10 0
e < 0 9,614411e — 07> (3.2.16)

V, = 0,0003015311 (3.2.17)

mo — <8> (3.2.18)
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_ (le+07 0
co = < 0 et 07) (3.2.19)

Estos valores iniciales fueron estimados en R tomando en cuenta las pri-
meras 11 observaciones y haciendo uso del algoritmo EM.

Por (2.5.8) y (2.5.9) tenemos que:

a; = G1m0 = (8) (3.2.20)
o T o 16 + 07 0

R, = G1C'0G1 +W = ( 0 le + 07 (3.2.21)

Por (2.5.10) y (2.5.11) tenemos
J1 = Fiag = (0) (3.2.22)
Q1 = FiR F{ +V = (10000000,213) (3.2.23)

Por (2.5.12) y (2.5.13) tenemos
m1=a1 + RiFlQy er = <_06005> (3.2.24)

Tl [ 0,213 1458,890

Gr=F - R G Rl = (1458,890 9999999,787 (32.25)

Esta expresién es la ganancia del filtro Ry F{¥ Qfl

Con los valores de mi y C7 se da inicio a la iteracién 2
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Figura 3.1: Alfas dinamicas y alfas por minimos cuadrados (OLS)

En la figura 3.1 observamos que el alfa dindmico comparado cotra el alfa
calculado por minimos cuadrados es muy similar, alfa es el componenete de

nivel en ambos metodos
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i

Betas
-
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Beta dinamica vs Beta OLS

Figura 3.2: betas dinamicas y betas por minimos cuadrados (OLS)

En la figura 3.2 se muestra la beta dindmica contra la beta de los minimos

cuadrados, esta grafica a diferencia de lo que ocurre con alfa si muestra
bastante diferencia entre el calculo por ambos metodos, la sensibilidad de

beta es captada de mejor manera cuando se usa el filtro de Kalman
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Figura 3.3: Alfa calibrado y alfa estimado

En la figura 3.3 se observa como el alfa estimado al tiempo ¢ — 1 contra

el alfa calibrado al tiempo ¢ muestra muy poca variacion
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Figura 3.4: beta calibrada y beta estimada

FEn la figura 3.4 se observa como la beta estimada al tiempo ¢ — 1 contra

la beta calibrada al tiempo ¢ muestra muy poca variacién
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Capitulo 4

Conclusiones

En el desarrollo de este trabajo se revisaron cuidadosamente ciertos te-
mas clave concernientes a las areas de procesos estocasticos y analisis ba-
yesiano y sin necesidad de abordar profundamente en estas disciplinas (en
dénde se encuentran las bases teoricas para la derivacion del filtro de Kal-
man) los conceptos revisados fueron usados para derivar las distribuciones
del filtro de Kalman esto se realizo a través del kernel de las distribuciones,
en otras palabras haciendo uso de la familia conjugada normal, se dio un
enfasis especial en la drivacién de la distribucion del filtrado del estado ya
que esta no es tan simple de entender a primera vista y la literatura exis-
tente al respecto obvia esta parte.

Los modelos espacio estado mas importantes fueron presentados a modo
de que el lector pueda utilizarlos para modelar series con un enfoque es-
tructural dada la flexibidilidad y relativa facilidad para poder usarlos esto
ejemplificandolo con la adaptaciéon de un modelo box jenkins en la forma
espacio estado.

El uso del filtro de Kalman fue ejemplificado haciendo uso de un modelo
espacio estado que incorpora una variable explicativa, datos reales fueron
trabajados para el modelo del CAPM, de este aprendimos dos puntos de
bastante relevancia:

- la aplicacién a un modelo financiero bastante extendido.

- la incorporacién de dos ecuaciones de transicion y su tratamiento si-
guiendo el camino mostrado en el capitulo 2, para poder estimar la

45
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posicién de los pardmetros al tiempo ¢ y poder hacer el mejor pronos-
tico para el tiempo t + 1.

Es importante resaltar la incorporacién de dos ecuaciones de transicion
ya que este ejemplo no es trivial y muestra la tecnica para incorporar a un
modelo n ecuacidnes mas de transicién.

Aun que el filtro de kalman fue aplicado al CAPM este algoritmo puede
aplicarse a cualquier anélisis de datos que incluya un modelado a través del
tiempo, los coeficientes dindmicos son una de muchas aplicaciones que puede
haber en la utilizacién del filtro de Kalman.

Los célculos y graficas presentados fueron obtenidas en R, aunque SAS
y STATA incorporan médulos para poder tratar el filtro de Kalman, R fue
usado por que es cédigo abierto, de uso muy extendido y de facil acceso a
la poblacion universitaria.
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Apéndice A

Cddigo en R usado para los

calculos de los coeficientes
del CAPM

library(dlm)
library(ggplot2)

"### lectura del archivo"
tcapm<-read.csv("C:/Users/Documents/CAPM_data.csv", header = TRUE)
"### contiene 6 variables"

"### tcapm$DATE"

"### tcapm$GPO_CARSO"

"### tcapm$IPC"

"### tcapm$CTE28"

"### serie de grupo carso menos cte28 (exceso)"
"### tcapm$A_e"

"### serie del IPC menos cte28 (exceso)"
"### tcapm$M_e"

"### cdlculo de la beta por minimos cuadrados"
mc<-coef (Im(tcapm$A_e~tcapm$M_e))
"### calculo de parametros por EM"
buildCapm <- function(u) {
dlmModReg(tcapm$M_e, dV = exp(ul[1]), dW = exp(ul2 : 31))

}

outMLE <- dlmMLE(tcapm$A_e, parm = rep(0, 3), buildCapm)

49
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exp (outMLE$par)
outMLE$value
mod <- buildCapm(outMLE$par)

"### modelo ajustado con los pardmetros calculados previamente"

mod <- dlmModReg(tcapm$M_e, dV = 0.0005202024,
dW = c(3.841761e-13, 0.03556805),
m0 = ¢(0,0),
CO = diag(c(1e+07,1e+07)))

outF <- dlmFilter(tcapm$A_e, mod)

"### ultimos parametros estimados"
outF$m[1 + length(tcapm$A_e), ]

"### Elementos del modelo "

"### outF[1] = $y"

"### outF[2] = outF$mod contiene elementos del modelo"
"### outFSmod$FF"

"### outF$mod$Vv"

"### outF$mod$GG"

"#it# outF$mod$w"

"### outF$mod$JFF"

"### outF$mod$Xx"

"### outF$mod$mO"

"### outF$mod$Co"

"### outF[3] = outF$m **x* coincide con calculos manuales"
"#i# outF[4] = outF$U.C"
"### outF[5] = outF$D.C"
"### outF[6] = outF$a **x*x coincide con calculos manuales"
"### outF[7] = outF$U.R"
"### outF[8] = outF$D.R"
"### outF[9] = outF$f **x* coincide con calculos manuales"

write.table(outF$m, file = "capm_dlm_m.csv", sep=",")

"### la siguiente serie contiene los valores de la linea en"
"### donde fueron calculadas las betas por minimos cuadrados"
"### cada vez en el tiempo, es decir cada punto representa'
"### en donde estaria el valor si el tiempo considerado"

"### hubiera sido de 1 a t"

betas_minimos<-rep(1l, 212)
alphas_minimos<-rep(1l, 212)

for (i in 1:212){
Mini<-coef (Im(tcapm$A_e[1:i] "tcapm$M_e[1:i]))
alphas_minimos[i]<-Mini[1]
betas_minimos[i]<-Mini[2]

}
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betas_minimos[1]<-0
se<-seq(212)
"### se construyen los data frames para poder graficar con ggplot2"

dfa
dfb

data.frame(se, outF$m[,1], alphas_minimos)
data.frame(se, outF$m[,2], betas_minimos)

colnames (dfa)
colnames (dfa)

"### esta grafica muestra los valores de los cof dindmicos vs betas por minimos
cuadrados"

pb<-ggplot (dfb, aes(x=se))+

geom_line (aes(y=outF$m[,2]),colour="blue")+
geom_line(aes(y=betas_minimos),colour="gold3")+
xlab("Beta dinamica vs Beta OLS")+
ylab("Betas")

pa<-ggplot(dfa, aes(x=se))+
geom_line(aes(y=outF$m[,1]),colour="blue")+
geom_line(aes(y=alphas_minimos) ,colour="gold3")+
xlab("Alfa dinamica vs Alfa OLS")+
ylab("Alfas")+

ylim(-.003, .005)

"### codigo para graficar los valores de los parametros estimados vs parametros
calibrados"

se2<-seq(211)

am<-outF$m[2:212,1]
bm<-outF$m[2:212,2]
aa<-outF$a[1:211,1]
ba<-outF$al1:211,2]

df2=data.frame(se2,am,bm,aa,ba)

pl<-ggplot(df2, aes(x=se2))+
geom_line (aes(y=am),colour="blue")+
geom_line(aes(y=aa),colour="yellow")+
labs(title = "New plot title")

p<-ggplot(df2, aes(x=se2))+
geom_line(aes(y=bm) ,colour="blue")+
geom_line(aes(y=ba) ,colour="yellow")+
labs(title = "New plot title")

c<-p + xlab("Beta calibrado al tiempo t vs beta estimado en t-1") + ylab("betas")
cl<-pl + xlab("alfa calibrado al tiempo t vs alfa estimado en t-1") + ylab("alfas")
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Apéndice B

Tabla de los datos para el
CAPM

Los datos para grupo Carso y el IPC corresponden al exceso de retorno.

t FECHA GPO CARSO IPC CTE28 Ae Me

1 | 03/01/2008 | 0.000574383 | 0.005633 | 0.005778889 | -0.005204506 | -0.000145889
2 | 04/01/2008 | -0.014925373 | -0.01881 | 0.005778889 | -0.020704262 | -0.024588889
3 | 07/01/2008 | 0.005827506 | -0.005839 | 0.005778889 4.86E-05 -0.011617889
4 | 08/01/2008 | -0.003476246 | 0.004093 | 0.005778889 | -0.009255135 | -0.001685889
5 |09/01/2008 | 0.040116279 | 0.004734 | 0.005778889 | 0.03433739 | -0.001044889
6 | 10/01/2008 | 0.019005031 | 0.023518 | 0.005771111 | 0.01323392 | 0.017746889
7 | 11/01/2008 | 0.003291278 | -0.011894 | 0.005771111 | -0.002479833 | -0.017665111
8 | 14/01/2008 | 0.025150355 | -0.004051 | 0.005771111 | 0.019379244 | -0.009822111
9 | 15/01/2008 0.0032 -0.022568 | 0.005771111 | -0.002571111 | -0.028339111
10 | 16/01/2008 | -0.038277512 | -0.022112 | 0.005771111 | -0.044048623 | -0.027883111
11 | 17/01/2008 | -0.011608624 | -0.023585 | 0.005763333 | -0.017371957 | -0.029348333
12 | 18/01/2008 0.04082774 0.000568 | 0.005763333 | 0.035064407 | -0.005195333
13 | 21/01/2008 | -0.02041913 | -0.053491 | 0.005763333 | -0.026182463 | -0.059254333
14 | 22/01/2008 | 0.024136039 0.06359 | 0.005763333 | 0.018372706 | 0.057826667
15 | 23/01/2008 | -0.016068559 | 0.027055 | 0.005763333 | -0.021831892 | 0.021291667
16 | 24/01/2008 | 0.019052803 | 0.010311 | 0.005747778 | 0.013305025 | 0.004563222
17 | 25/01/2008 | -0.013888889 | -0.018821 | 0.005747778 | -0.019636667 | -0.024568778
18 | 28/01/2008 | 0.037378115 | 0.013843 | 0.005747778 | 0.031630337 | 0.008095222
19 | 29/01/2008 0 0.018193 | 0.005747778 | -0.005747778 | 0.012445222
20 | 30/01/2008 | -0.002088773 | 0.001162 | 0.005747778 | -0.007836551 | -0.004585778
21 | 31/01/2008 | -0.00837258 0.017558 | 0.005778889 | -0.014151469 | 0.011779111
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23
24
25
26
27
28
29
30
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32
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41
42
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45
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47
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49
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54
55
56
o7
58
59
60
61

APENDICE B. TABLA DE LOS DATOS PARA EL CAPM

01/02/2008
05,/02/2008
06/02/2008
07/02/2008
08,/02/2008
11/02/2008
12/02/2008
13/02/2008
14/02/2008
15/02,/2008
18,/02/2008
19/02/2008
20,/02,/2008
21,/02/2008
22/02,/2008
25,/02,/2008
26,/02,/2008
27/02,/2008
28,/02/2008
29/02,/2008
03/03/2008
04/03/2008
05/03/2008
06/03/2008
07/03/2008
10/03,/2008
11/03/2008
12/03/2008
13/03,/2008
14/03,/2008
18,/03,/2008
19/03,/2008
24/03/2008
25,/03/2008
26,/03/2008
27/03/2008
28,/03/2008
31/03/2008
01,/04/2008
02,/04,/2008

0.044854881
-0.015151515
-0.048205128

0.006465517

0.034261242

0.025879917

0.003531786

0.000502765
-0.018592965
-0.020481311

0.017773131
-0.032357473

0.007430998
-0.006849315

0.022811671

0.054979253

0.077679449

0.016423358
-0.026481149
-0.027662517

0.036036036
-0.124485126

0.002613696
-0.018769552
-0.012221041
-0.009144701

0.032030402
-0.005786428
-0.002116402
-0.018027572

0.01511879

-0.014361702
-0.024284943

0.032079646

0.002679528

0.010154997

0

0.060846561

0.077805486
-0.024062934

0.022098
-0.045632
-0.005614

0.005694

0.003451

0.02144
0.002793
0.01513
-0.005727
-0.013525

0.014869
-0.009332

0.011227

0.004684

0.005704

0.014701

0.008851

0.006507
-0.009673
-0.040223

0.021031
-0.008995

0.000555
-0.019138
-0.003632
-0.014171

0.04463

-0.006203

0.014332
-0.022037

0.016078

-0.01505

0.01936

0.011707

0.002541
-0.002336

0.00343

0.027354

0.028295
-0.010061

0.005778889
0.005778889
0.005778889
0.005771111
0.005771111
0.005771111
0.005771111
0.005771111
0.005786667
0.005786667
0.005786667
0.005786667
0.005786667
0.005778889
0.005778889
0.005778889
0.005778889
0.005778889
0.005771111
0.005771111
0.005771111
0.005771111
0.005771111
0.005771111
0.005771111
0.005771111
0.005771111
0.005771111
0.005794444
0.005794444
0.005794444
0.005778889
0.005778889
0.005778889
0.005778889
0.005778889
0.005778889
0.005778889
0.005778889
0.005778889

0.039075992
-0.020930404
-0.053984017

0.000694406

0.028490131

0.020108806
-0.002239325
-0.005268346
-0.024379632
-0.026267978

0.011986464

-0.03814414

0.001644331
-0.012628204

0.017032782

0.049200364

0.07190056

0.010644469

-0.03225226
-0.033433628

0.030264925
-0.130256237
-0.003157415
-0.024540663
-0.017992152
-0.014915812

0.026259291
-0.011557539
-0.007910846
-0.023822016

0.009324346
-0.020140591
-0.030063832

0.026300757
-0.003099361

0.004376108
-0.005778889

0.055067672

0.072026597
-0.029841823

0.016319111
-0.051410889
-0.011392889

-7.71E-05
-0.002320111

0.015668889
-0.002978111

0.009358889
-0.011513667
-0.019311667

0.009082333
-0.015118667

0.005440333
-0.001094889

-7.49E-05

0.008922111

0.003072111

0.000728111
-0.015444111
-0.045994111

0.015259889
-0.014766111
-0.005216111
-0.024909111
-0.009403111
-0.019942111

0.038858889
-0.011974111

0.008537556
-0.027831444

0.010283556
-0.020828889

0.013581111

0.005928111
-0.003237889
-0.008114889
-0.002348889

0.021575111

0.022516111
-0.015839889




62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101

03,/04,/2008
04,/04/2008
07/04/2008
08,/04,/2008
09/04,/2008
10/04,/2008
11/04,/2008
14/04,/2008
15/04,/2008
16,/04,/2008
17/04,/2008
18/04,/2008
21,/04,/2008
22/04,/2008
23,/04,/2008
24/04/2008
25,/04,/2008
28,/04,/2008
29/04,/2008
30,/04,/2008
02/05/2008
05,/05/2008
06/05/2008
07/05/2008
08/05/2008
09/05/2008
12/05,/2008
13/05,/2008
14/05,/2008
15/05,/2008
16/05,/2008
19/05,/2008
20,/05,/2008
21,/05/2008
22/05,/2008
23,/05,/2008
26,/05,/2008
27/05/2008
28,/05,/2008
29/05/2008

-0.012328118
-0.007681229
0.003870343
0.013493976
-0.014265335
0.030390738
-0.020131086
-0.017200191
-0.002916869
0.025353486
-0.011887779
0.01732435
0.001892148
-0.009442871
0.0042898
0.001898434
0.070582662
-0.027876106
-0.026399636
-0.000467508
0.013096352
0.018928901
-0.008155868
-0.026039287
0.018292683
-0.029018885
0.034629981
0.005960569
-0.005013674
-0.012368301
-0.015306122
0.017899199
0.00740398
-0.013780432
-0.022356777
-0.024297284
-0.006347656
-0.001474201
0.015748031
0.019864341

0.007047
-0.004552
0.005391
0.00036
-0.00974
0.00736
-0.010948
-0.003517
0.005882
0.017028
-0.003893
0.000305
0.009415
-0.001724
-0.005984
-0.003195
-0.023222
-0.012436
-0.011519
0.000356
0.008918
0.013336
0.008545
-0.014773
-0.000331
-0.002524
-0.001206
0.008161
0.014542
0.006587
-0.001776
0.009828
-0.008499
-0.012691
0.003843
-0.005664
0.007913
0.003183
0.007411
0.006011

0.005786667
0.005786667
0.005786667
0.005786667
0.005786667
0.005802222
0.005802222
0.005802222
0.005802222
0.005802222
0.005786667
0.005786667
0.005786667
0.005786667
0.005786667
0.005786667
0.005786667
0.005786667
0.005786667
0.005778889
0.005778889
0.005778889
0.005778889
0.005778889
0.005778889
0.005778889
0.005778889
0.005778889
0.005778889
0.005786667
0.005786667
0.005786667
0.005786667
0.005786667
0.005786667
0.005786667
0.005786667
0.005786667
0.005786667
0.005786667

95

-0.018114785
-0.013467896
-0.001916324
0.007707309
-0.020052002
0.024588516
-0.025933308
-0.023002413
-0.008719091
0.019551264
-0.017674446
0.011537683
-0.003894519
-0.015229538
-0.001496867
-0.003888233
0.064795995
-0.033662773
-0.032186303
-0.006246397
0.007317463
0.013150012
-0.013934757
-0.031818176
0.012513794
-0.034797774
0.028851092
0.00018168
-0.010792563
-0.018154968
-0.021092789
0.012112532
0.001617313
-0.019567099
-0.028143444
-0.030083951
-0.012134323
-0.007260868
0.009961364
0.014077674

0.001260333
-0.010338667
-0.000395667
-0.005426667
-0.015526667
0.001557778
-0.016750222
-0.009319222
0.000079778
0.011225778
-0.009679667
-0.005481667
0.003628333
-0.007510667
-0.011770667
-0.008981667
-0.029008667
-0.018222667
-0.017305667
-0.005422889
0.003139111
0.007557111
0.002766111
-0.020551889
-0.006109889
-0.008302889
-0.006984889
0.002382111
0.008763111
0.000800333
-0.007562667
0.004041333
-0.014285667
-0.018477667
-0.001943667
-0.011450667
0.002126333
-0.002603667
0.001624333
0.000224333
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102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141

APENDICE B. TABLA DE LOS DATOS PARA EL CAPM

30/05,/2008
02/06,/2008
03/06,/2008
04/06,/2008
05/06,/2008
06/06,/2008
09/06,/2008
10/06,/2008
11,/06/2008
12/06,/2008
13,/06,/2008
16,/06,/2008
17/06,/2008
18,/06,/2008
19/06,/2008
20/06/2008
23/06/2008
24/06/2008
25,/06/2008
26,/06/2008
27/06/2008
30/06,/2008
01/07/2008
02/07/2008
03/07/2008
04/07/2008
07/07/2008
08/07/2008
09/07/2008
10/07/2008
11/07/2008
14/07/2008
15,/07/2008
16,/07/2008
17/07/2008
18,/07,/2008
21/07/2008
22/07/2008
23/07/2008
24/07/2008

-0.007125891
0.003349282
0.006676204

-0.014211274
0.002883229

-0.006708194

-0.015436565
0.020088192

-0.021133525

-0.014229637
0.003982081
0.003966287
0.001975309

-0.044356826
0.057761733
0.031204291

-0.004728132
0.004275534
0.003784295

-0.008953817
0.012363291
0.038985439

-0.021699819

-0.009704251
-0.02939804

-0.03125

0.042183623
0.005714286

-0.021780303

-0.008228461

-0.034651049

-0.020728008

-0.002581311
0.053830228

-0.027013752
0.012115093
0.010972569

-0.011840158
0.005491762

-0.057596822

0.004341
-0.01061
-0.004538
-0.001414
0.008837
-0.018185
-0.006922
-0.001118
-0.014649
0.000959
-0.002033
-0.00195
-0.01413
-0.010264
0.007757
-0.010534
-0.002333
-0.005869
0.009485
-0.012496
0.003255
0.00343
-0.005932
-0.018489
-0.007506
-0.004477
0.001602
0.005909
-0.015952
-0.007776
-0.009427
-0.003528
-0.002955
0.019428
0.008833
-0.001633
-0.006436
-0.014157
0.001903
0

0.005786667
0.005786667
0.005786667
0.005786667
0.005794444
0.005794444
0.005794444
0.005794444
0.005794444
0.00581
0.00581
0.00581
0.00581
0.00581
0.00588
0.00588
0.00588
0.00588
0.00588
0.00602
0.00602
0.00602
0.00602
0.00602
0.006027778
0.006027778
0.006027778
0.006027778
0.006027778
0.006035556
0.006035556
0.006035556
0.006035556
0.006035556
0.006237778
0.006237778
0.006237778
0.006237778
0.006237778
0.00623

-0.012912558
-0.002437385
0.000889537
-0.019997941
-0.002911215
-0.012502638
-0.021231009
0.014293748
-0.026927969
-0.020039637
-0.001827919
-0.001843713
-0.003834691
-0.050166826
0.051881733
0.025324291
-0.010608132
-0.001604466
-0.002095705
-0.014973817
0.006343291
0.032965439
-0.027719819
-0.015724251
-0.035425818
-0.037277778
0.036155845
-0.000313492
-0.027808081
-0.014264017
-0.040686605
-0.026763564
-0.008616867
0.047794672
-0.03325153
0.005877315
0.004734791
-0.018077936
-0.000746016
-0.063826822

-0.001445667
-0.016396667
-0.010324667
-0.007200667
0.003042556
-0.023979444
-0.012716444
-0.006912444
-0.020443444
-0.004851
-0.007843
-0.00776
-0.01994
-0.016074
0.001877
-0.016414
-0.008213
-0.011749
0.003605
-0.018516
-0.002765
-0.00259
-0.011952
-0.024509
-0.013533778
-0.010504778
-0.004425778
-0.000118778
-0.021979778
-0.013811556
-0.015462556
-0.009563556
-0.008990556
0.013392444
0.002595222
-0.007870778
-0.012673778
-0.020394778
-0.004334778
-0.00623




142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181

25/07/2008
28/07/2008
29/07/2008
30/07/2008
31/07/2008
01/08,/2008
04/08,/2008
05/08/2008
06,/08/2008
07/08/2008
08/08/2008
11/08/2008
12/08,/2008
13/08/2008
14/08/2008
15/08,/2008
18,/08,/2008
19/08/2008
20/08/2008
21,/08/2008
22/08/2008
25/08/2008
26,/08/2008
27/08/2008
28,/08/2008
29/08/2008
01/09,/2008
02/09,/2008
03/09/2008
04/09,/2008
05/09/2008
08/09/2008
09/09/2008
10/09/2008
11/09/2008
12/09/2008
15/09/2008
17/09/2008
18/09,/2008
19/09/2008

-0.021601686
-0.016155089
0.033388068
0.031779661
0.030287474
0.001494768
-0.027860697
0.030706244
0.012413108
-0.01814615
-0.009490509
0.006051437
-0.009022556
0.005563986
0.013581489
0.003970223
-0.019772615
-0.006051437
-0.011669203
-0.017967146
-0.00627287
-0.016833246
-0.013911182
-0.007053717
0.03989071
-0.030478192
0
-0.012466125
-0.004390779
-0.003307607
0.003871681
-0.000550964
0.028114664
-0.003753351
-0.002152853
0.007011866
0.010176754
-0.069459173
0.059259259
0.059709521

-0.020256
-0.012994
0.021913
0.005688
0.000982
-0.019703
-0.017486
0.018968
0.013049
-0.012998
0.005403
-0.006969
-0.011399
0.00903
0.013781
0.003427
-0.020605
-0.001694
0.004973
-0.012286
0.012831
-0.017072
-0.013066
0.002297
0.011969
-0.005791
0.005086
0.003711
-0.002073
-0.011945
-0.009462
0.012677
-0.022978
-0.000268
-0.002748
0.001406
-0.037918
-0.047173
0.047792
0.045697

0.00623
0.00623
0.00623
0.00623
0.006292222
0.006292222
0.006292222
0.006292222
0.006292222
0.006307778
0.006307778
0.006307778
0.006307778
0.006307778
0.006362222
0.006362222
0.006362222
0.006362222
0.006362222
0.006385556
0.006385556
0.006385556
0.006385556
0.006385556
0.006385556
0.006385556
0.006385556
0.006385556
0.006385556
0.006362222
0.006362222
0.006362222
0.006362222
0.006362222
0.006354444
0.006354444
0.006354444
0.006354444
0.006346667
0.006346667

o7

-0.027831686
-0.022385089
0.027158068

0.025549661

0.023995252

-0.004797454
-0.034152919
0.024414022

0.006120886

-0.024453928
-0.015798287
-0.000256341
-0.015330334
-0.000743792
0.007219267

-0.002391999
-0.026134837
-0.012413659
-0.018031425
-0.024352702
-0.012658426
-0.023218802
-0.020296738
-0.013439273
0.033505154

-0.036863748
-0.006385556
-0.018851681
-0.010776335
-0.009669829
-0.002490541
-0.006913186
0.021752442

-0.010115573
-0.008507297
0.000657422

0.00382231

-0.075813617
0.052912592

0.053362854

-0.026486
-0.019224
0.015683
-0.000542
-0.005310222
-0.025995222
-0.023778222
0.012675778
0.006756778
-0.019305778
-0.000904778
-0.013276778
-0.017706778
0.002722222
0.007418778
-0.002935222
-0.026967222
-0.008056222
-0.001389222
-0.018671556
0.006445444
-0.023457556
-0.019451556
-0.004088556
0.005583444
-0.012176556
-0.001299556
-0.002674556
-0.008458556
-0.018307222
-0.015824222
0.006314778
-0.029340222
-0.006630222
-0.009102444
-0.004948444
-0.044272444
-0.053527444
0.041445333
0.039350333
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182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210
211

APENDICE B. TABLA DE LOS DATOS PARA EL CAPM

22/09/2008
23/09,/2008
24/09/2008
25,/09,/2008
26,/09,/2008
29/09,/2008
30/09/2008
01/10/2008
02/10/2008
03,/10,/2008
06,/10,/2008
07/10/2008
08,/10,/2008
09/10,/2008
10/10/2008
13/10/2008
14/10/2008
15/10/2008
16,/10/2008
17/10/2008
20,/10/2008
21,/10/2008
22/10/2008
23,/10/2008
24/10/2008
27/10/2008
28,/10/2008
29/10/2008
30,/10/2008
31/10/2008

-0.011675127
-0.065228557
-0.008791209
0.08037694
-0.002052335
-0.080205656
0.050866406
-0.00212766
-0.02771855
-0.066337719
-0.036406342
-0.106032907
0.020449898
-0.018704075
-0.034717495
0.245416079
-0.030577576
-0.073014019
-0.052299937
-0.06981383
0.032880629
-0.048442907
-0.018909091
-0.009636768
-0.039670659
0.018706157
0.114766641
0.030199039
0.043304464
0.026819923

-0.022144
-0.006475
-0.000998
0.028113
-0.002017
-0.064004
0.038957
0.009178
-0.043395
-0.043195
-0.053954
-0.039744
-0.009853
-0.017833
-0.019937
0.110052
0.006731
-0.049863
-0.032055
-0.007093
0.023304
-0.028045
-0.070084
-0.052607
-0.046078
-0.005172
0.103102
0.028166
0.054793
0.011793

0.006346667
0.006346667
0.006346667
0.006338889
0.006338889
0.006338889
0.006338889
0.006338889
0.006315556
0.006315556
0.006315556
0.006315556
0.006315556
0.006214444
0.006214444
0.006214444
0.006214444
0.006214444
0.006066667
0.006066667
0.006066667
0.006066667
0.006066667
0.005895556
0.005895556
0.005895556
0.005895556
0.005895556
0.005615556
0.005615556

-0.018021794
-0.071575224
-0.015137876
0.074038051
-0.008391224
-0.086544545
0.044527517
-0.008466549
-0.034034106
-0.072653275
-0.042721898
-0.112348463
0.014134342
-0.024918519
-0.040931939
0.239201635
-0.03679202
-0.079228463
-0.058366604
-0.075880497
0.026813962
-0.054509574
-0.024975758
-0.015532324
-0.045566215
0.012810601
0.108871085
0.024303483
0.037688908
0.021204367

-0.028490667
-0.012821667
-0.007344667
0.021774111
-0.008355889
-0.070342889
0.032618111
0.002839111
-0.049710556
-0.049510556
-0.060269556
-0.046059556
-0.016168556
-0.024047444
-0.026151444
0.103837556
0.000516556
-0.056077444
-0.038121667
-0.013159667
0.017237333
-0.034111667
-0.076150667
-0.058502556
-0.051973556
-0.011067556
0.097206444
0.022270444
0.049177444
0.006177444




Apéndice C

Tabla de Resultados de los

coeficientes CAPM

Los datos para los pardametros estimados

t a1t azt Jt mi¢ mat

1 0 0 0 -0.005204506 7.59E-07

2 1 -0.005204506 7.59E-07 -0.005204525 | -0.005111996 | 0.634118287
3 -0.005111996 | 0.634118287 | -0.012479112 | -0.000709536 | 0.648333279
4 -0.000709536 | 0.648333279 | -0.001802554 | -0.004030873 | 0.495015274
5! -0.004030873 | 0.495015274 | -0.004548109 | 0.00845292 1.097061276
6 0.00845292 1.097061276 | 0.027922345 | 0.004969702 | 0.762682765
7 0.004969702 | 0.762682765 | -0.008503174 | 0.00551009 0.688415221
8 0.00551009 0.688415221 | -0.001251601 | 0.007714688 | 0.592776364
9 0.007714688 | 0.592776364 | -0.009084067 | 0.007753253 | 0.497697509
10 | 0.007753253 | 0.497697509 | -0.006124101 | 0.007535794 0.91818759
11 | 0.007535794 0.91818759 | -0.019411481 | 0.007532507 | 0.897954099
12 0.007532507 | 0.897954099 | 0.002867336 0.01127119 0.966091412
13 0.01127119 0.966091412 | -0.045973912 | 0.010131183 | 0.730824881
14 | 0.010131183 | 0.730824881 0.05239235 0.005923613 | 0.442585627
15 0.005923613 | 0.442585627 | 0.015346999 | 0.002698179 | 0.291928936
16 | 0.002698179 | 0.291928936 | 0.004030316 | 0.003423083 | 0.302557313
17 | 0.003423083 | 0.302557313 | -0.004010381 | 0.002460223 | 0.399640584
18 | 0.002460223 | 0.399640584 | 0.005695402 | 0.004275641 | 0.475708183
19 | 0.004275641 | 0.475708183 | 0.010195934 | 0.003277944 | 0.402386549
20 | 0.003277944 | 0.402386549 | 0.001432689 0.00272658 0.420613989
21 0.00272658 0.420613989 | 0.007681039 | 0.001562849 | 0.304137738
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22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
o1
52
53
54
55
56
o7
58
59
60
61

0.001562849
0.002984014
0.003113284
0.000857968
0.000852616
0.002127367
0.002490165
0.002381175
0.001836176
0.001157492
0.000803511
0.000931626
0.000253403
9.47E-05
-0.00027145
0.000269314
0.001508673
0.003456608
0.003629111
0.003359562
0.003503875
0.003811528
0.001513423
0.00161983
0.001804241
0.001715981
0.001865489
0.000871127
0.000890418
0.000457447
0.000522805
0.000486508
0.000488906
-0.00053645
-6.61E-05
-7.44E-05
0.00011791
4.17E-05
0.000744605
0.00134868

0.304137738
0.539176319
0.496410458
0.639458999
0.639411
0.624640511
0.681210443
0.684785188
0.614266484
0.734870865
0.860565278
0.878586355
1.080223163
1.063603225
1.067356719
1.073398756
1.346186977
1.518600541
1.522911361
1.667824559
1.113560176
1.168305803
1.779764876
1.771186499
1.602768312
1.619798887
1.492893457
1.118449586
1.114809316
1.050817211
1.005008817
0.998500618
0.99718152
0.738452284
0.804858083
0.805540778
0.755661468
0.760910474
1.2096812
1.66377323

0.006526107
-0.02473552
-0.002542265
0.000808658
-0.000630888
0.01191479
0.000461445
0.008790003
-0.005236283
-0.013034089
0.008619452
-0.012351428
0.006130177
-0.001069785
-0.000351383
0.009846297
0.005644309
0.004562318
-0.019890901
-0.073350545
0.02049668
-0.013439805
-0.007770028
-0.042498851
-0.013266767
-0.030586228
0.059877671
-0.012521313
0.010408165
-0.028788313
0.010857869
-0.020311151
0.014031739
0.003841177
-0.002672155
-0.006611226
-0.001657055
0.016458393
0.027981921
-0.025005303

0.002984014
0.003113284
0.000857968
0.000852616
0.002127367
0.002490165
0.002381175
0.001836176
0.001157492
0.000803511
0.000931626
0.000253403
9.47E-05
-0.00027145
0.000269314
0.001508673
0.003456608
0.003629111
0.003359562
0.003503875
0.003811528
0.001513423
0.00161983
0.001804241
0.001715981
0.001865489
0.000871127
0.000890418
0.000457447
0.000522805
0.000486508
0.000488906
-0.00053645
-6.61E-05
-7.44E-05
0.00011791
4.17E-05
0.000744605
0.00134868
0.001258005

0.539176319
0.496410458
0.639458999
0.639411
0.624640511
0.681210443
0.684785188
0.614266484
0.734870865
0.860565278
0.878586355
1.080223163
1.063603225
1.067356719
1.073398756
1.346186977
1.518600541
1.522911361
1.667824559
1.113560176
1.168305803
1.779764876
1.771186499
1.602768312
1.619798887
1.492893457
1.118449586
1.114809316
1.050817211
1.005008817
0.998500618
0.99718152
0.738452284
0.804858083
0.805540778
0.755661468
0.760910474
1.2096812
1.66377323
1.70003257




62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101

0.001258005
0.000878737
0.000930916
0.000893575
0.001150725
0.001198682
0.001548757
0.00154226
0.001428196
0.001265252
0.001258858
0.001224396
0.001476145
0.001296337
0.001240882
0.001377897
0.001448839
0.001304924
0.001160948
0.00104803
0.000993181
0.001073113
0.001227394
0.000982395
0.000912057
0.001073655
0.000818959
0.001117205
0.001080353
0.000782452
0.000531796
0.000377557
0.000507391
0.000559745
0.000538057
0.000235322
0.000119764
-6.61E-05
-0.00011743
-8.04E-06

1.70003257
1.686667603
1.668611356
1.669047653
1.611201464
1.573907314
1.602159438
1.608917656
1.665061151
1.659977092
1.657017225
1.677016783
1.599121984
1.560493568
1.590415792
1.438561937
1.383664151

-0.167376318
0.165284671
0.412277636
0.424530213
0.437405543
0.485846743

0.44498552
0.727113357

0.67113332
0.829344048
0.674401555
0.667973446
0.533264326
0.510948977
0.623806043
0.663494194
0.539149574
0.668020318
0.694396797
0.879472449
0.846174673

0.85495514
0.873527485

0.003400612
-0.016559158
0.000270701
-0.008163791
-0.023865864
0.003650481
-0.025287769
-0.0134516
0.001561031
0.019899786
-0.014780517
-0.007968451
0.007278292
-0.010424011
-0.017479372
-0.011542787
-0.038689413
0.004354967
-0.001699414
-0.001187705
0.002325828
0.004378635
0.0025713
-0.008162898
-0.003530525
-0.004498691
-0.004973917
0.002723704
0.006933878
0.001209241
-0.003332341
0.002898565
-0.008971066
-0.009402481
-0.000760352
-0.007715984
0.001989815
-0.002269253
0.001271302
0.000187917

0.000878737
0.000930916
0.000893575
0.001150725
0.001198682
0.001548757
0.00154226
0.001428196
0.001265252
0.001258858
0.001224396
0.001476145
0.001296337
0.001240882
0.001377897
0.001448839
0.001304924
0.001160948
0.00104803
0.000993181
0.001073113
0.001227394
0.000982395
0.000912057
0.001073655
0.000818959
0.001117205
0.001080353
0.000782452
0.000531796
0.000377557
0.000507391
0.000559745
0.000538057
0.000235322
0.000119764
-6.61E-05
-0.00011743
-8.04E-06
0.000153846
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1.686667603
1.668611356
1.669047653
1.611201464
1.573907314
1.602159438
1.608917656
1.665061151
1.659977092
1.657017225
1.677016783
1.599121984
1.560493568
1.590415792
1.438561937
1.383664151
-0.167376318
0.165284671
0.412277636
0.424530213
0.437405543
0.485846743
0.44498552
0.727113357
0.67113332
0.829344048
0.674401555
0.667973446
0.533264326
0.510948977
0.623806043
0.663494194
0.539149574
0.668020318
0.694396797
0.879472449
0.846174673
0.85495514
0.873527485
0.884485696
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102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141

0.000153846
2.89E-05
4.87E-05
8.81E-05
-1.09E-05
-7.85E-05
-9.11E-05

-0.00013603
-4.16E-06
1.45E-05

-0.000113471
-8.41E-05
-5.76E-05
-8.46E-05
-9.73E-05

0.000503907

0.00051587

0.000487454

0.000504642

0.000439348

0.000442735

0.000511229

0.000810798

0.000761737

0.00074691

0.000692056

0.000588036

0.000889882

0.000878896

0.00089684

0.000896919

0.000880823

0.000819268

0.000832078

0.001302701

0.000877721

0.000976733

0.001043163

0.001037776

0.00106225

0.884485696
0.896577468
0.722282015
0.651139617
0.743015889
0.724375075
0.647908126
0.749650304
0.664918903
0.821381721
0.863099998
0.838346117
0.814021713
0.66536651
1.021777942
1.116591297
0.700449581
0.726438472
0.679379516
0.662691212
0.698216381
0.687848646
0.641299753
0.818175136
0.770480521
0.956829985
1.11872508
1.02406876
1.023464678
1.100947171
1.100602846
1.307836326
1.388449902
1.372321092
1.630173457
1.541608302
1.450564581
1.259384822
1.181600285
1.173700133

-0.001124826
-0.01467194
-0.00740866
-0.00460054
0.002249815

-0.017448573

-0.008330198

-0.005317946

-0.013597388

-0.003970021

-0.006882764

-0.006589702

-0.016289187

-0.010779698
0.001820608

-0.017823823

-0.005236922

-0.008047471
0.002953805

-0.011831042

-0.001487834

-0.001270299

-0.006854016

-0.019290918

-0.009680603

-0.009359231

-0.004363193
0.000768245

-0.021616631

-0.014308954

-0.016121214

-0.011626743

-0.011663668
0.019210812
0.005533363

-0.011255935

-0.0174074
-0.02464171
-0.004084199
-0.006249902

2.89E-05
4.87E-05
8.81E-05
-1.09E-05
-7.85E-05
-9.11E-05
-0.00013603
-4.16E-06
1.45E-05
-0.000113471
-8.41E-05
-5.76E-05
-8.46E-05
-9.73E-05
0.000503907
0.00051587
0.000487454
0.000504642
0.000439348
0.000442735
0.000511229
0.000810798
0.000761737
0.00074691
0.000692056
0.000588036
0.000889882
0.000878896
0.00089684
0.000896919
0.000880823
0.000819268
0.000832078
0.001302701
0.000877721
0.000976733
0.001043163
0.001037776
0.00106225
0.000709481

0.896577468
0.722282015
0.651139617
0.743015889
0.724375075
0.647908126
0.749650304
0.664918903
0.821381721
0.863099998
0.838346117
0.814021713
0.66536651
1.021777942
1.116591297
0.700449581
0.726438472
0.679379516
0.662691212
0.698216381
0.687848646
0.641299753
0.818175136
0.770480521
0.956829985
1.11872508
1.02406876
1.023464678
1.100947171
1.100602846
1.307836326
1.388449902
1.372321092
1.630173457
1.541608302
1.450564581
1.259384822
1.181600285
1.173700133
1.400326724




142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181

0.000709481
0.000680602
0.000680847
0.000777961
0.001008809
0.001225224
0.001215647
0.001211021
0.001335724
0.001306749
0.001291665
0.001154313
0.001216631
0.001221854
0.001176093
0.001159823
0.001155402
0.001155433
0.001123727
0.000982763
0.00097199
0.000758909
0.000758793
0.000756613
0.000688534
0.000955376
0.000861217
0.000819012
0.00070501
0.000704421
0.000714015
0.000735831
0.000591412
0.000503716
0.000456357
0.000430171
0.000442257
0.000364897
0.000586972
0.000808507

1.400326724
1.286880449
1.271902914
1.323948194
1.325287757
1.238643586
0.925391073
1.054449725
1.113479147
1.103452933
1.143224811
1.146539341
1.048681055
1.030444545
1.021153969
1.013501766
1.014522208
1.013617992
1.035835057
1.045250242
1.10411538
1.016158187
1.017769642
1.028932978
1.047420951
1.145181235
1.313428139
1.316361546
1.34255494
1.343321426
1.176558919
1.030504886
0.965295697
0.314816229
0.341152936
0.368987702
0.363444129
0.110681752
0.781593332
0.926651402

-0.036379572
-0.024058387
0.020628101
6.04E-05
-0.006028763
-0.030973591
-0.020788507
0.014576992
0.008859255
-0.019996268
0.0002573
-0.014068035
-0.017352132
0.004026953
0.008751808
-0.001815029
-0.026203444
-0.007010498
-0.000315278
-0.018533685
0.008088504
-0.023077679
-0.01903841
-0.003450237
0.00653675
-0.012988988
-0.000845656
-0.002701671
-0.010651066
-0.023888062
-0.017904114
0.00724324
-0.027730578
-0.001583585
-0.002648968
-0.001395744
-0.015648302
-0.005559615
0.032980368
0.037272548

0.000680602
0.000680847
0.000777961
0.001008809
0.001225224
0.001215647
0.001211021
0.001335724
0.001306749
0.001291665
0.001154313
0.001216631
0.001221854
0.001176093
0.001159823
0.001155402
0.001155433
0.001123727
0.000982763
0.00097199
0.000758909
0.000758793
0.000756613
0.000688534
0.000955376
0.000861217
0.000819012
0.00070501
0.000704421
0.000714015
0.000735831
0.000591412
0.000503716
0.000456357
0.000430171
0.000442257
0.000364897
0.000586972
0.000808507
0.000935185
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1.286880449
1.271902914
1.323948194
1.325287757
1.238643586
0.925391073
1.054449725
1.113479147
1.103452933
1.143224811
1.146539341
1.048681055
1.030444545
1.021153969
1.013501766
1.014522208
1.013617992
1.035835057
1.045250242
1.10411538
1.016158187
1.017769642
1.028932978
1.047420951
1.145181235
1.313428139
1.316361546
1.34255494
1.343321426
1.176558919
1.030504886
0.965295697
0.314816229
0.341152936
0.368987702
0.363444129
0.110681752
0.781593332
0.926651402
1.037921322
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182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210
211

0.000935185
0.000998414
0.000611827
0.00056418
0.000933043
0.000956867
0.000981118
0.000982585
0.000888044
0.000990767
0.000945838
0.000962685
0.000862164
0.001036718
0.001054543
0.001033734
0.001594493
0.001325751
0.001486569
0.001525562
0.001222604
0.001167071
0.001197524
0.001191459
0.001223456
0.001209777
0.001314397
0.001525434
0.001530382
0.001489368

1.037921322
0.976806782
1.173349847
1.189684997
1.532708194
1.521575084
1.329471631
1.330487751
1.321211824
1.055468342
1.216045586
0.997645176
1.417395864
1.307340419
1.277714165
1.332393198
2.073814843
2.071450649
1.821047217
1.766196665
1.913275735
1.879925957
1.812049871
0.873686353
0.651179502
0.732203284
0.693761106
0.984407558
0.986925947
0.90476433

-0.028635886
-0.011525877
-0.008006037
0.026468513
-0.011874097
-0.10607512
0.044345971
0.004759987
-0.06479013
-0.051266058
-0.07234469
-0.044988409
-0.02205508
-0.030401478
-0.032359527
0.139386187
0.002665734
-0.114835907
-0.067934786
-0.021716998
0.034202375
-0.062960337
-0.136791282
-0.049921425
-0.032620658
-0.006893924
0.068752447
0.023448628
0.050064878
0.007078499

0.000998414
0.000611827
0.00056418
0.000933043
0.000956867
0.000981118
0.000982585
0.000888044
0.000990767
0.000945838
0.000962685
0.000862164
0.001036718
0.001054543
0.001033734
0.001594493
0.001325751
0.001486569
0.001525562
0.001222604
0.001167071
0.001197524
0.001191459
0.001223456
0.001209777
0.001314397
0.001525434
0.001530382
0.001489368
0.001574019

0.976806782
1.173349847
1.189684997
1.532708194
1.521575084
1.329471631
1.330487751
1.321211824
1.055468342
1.216045586
0.997645176
1.417395864
1.307340419
1.277714165
1.332393198
2.073814843
2.071450649
1.821047217
1.766196665
1.913275735
1.879925957
1.812049871
0.873686353
0.651179502
0.732203284
0.693761106
0.984407558
0.986925947
0.90476433
0.921492532
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