
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA
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Introducción

Hace aproximadamente cincuenta y cinco años K. Morita presentó los
primeros resultados importantes sobre las equivalencias entre las categoŕıas
de módulos sobre un par de anillos. Estos resultados, caracterizan una equi-
valencia entre un par de categoŕıas de módulos a izquierda sobre dos anillos,
los cuales están representados por los funtores covariantes inducidos por un
par de funtores adjuntos sobre bimódulo, que es llamado un progenerador.

La teoŕıa de inclinación surge como un método universal para la cons-
trucción de equivalencias entre dos subcategoŕıas plenas de dos categoŕıas
de módulos finitamente generados sobre un álgebra de artin. Estas equiva-
lencias fueron introducidas en el contexto de las categoŕıas de módulos de
álgebras de dimensión finita. La teoŕıa de inclinación, ahora, se considera
una herramienta esencial en el estudio de muchas áreas de las matemáticas,
incluyendo teoŕıa finita y algebraica de grupos, geometŕıa algebraica no con-
mutativa y conmutativa, y la topoloǵıa algebraica. En particular, Rickard
muestra que los complejos inclinantes son el ingrediente necesario en el desa-
rrollo de una teoŕıa de Morita para las categoŕıas derivadas. El objetivo de
esta tesis es presentar los conceptos básicos de la teoŕıa clásica de inclinación.

La historia de la teoŕıa de inclinación se puede rastrear desde 1973 en un
art́ıculo de Bernstein, Gelfand y Ponomarev [BGP]. Dicho trabajo, fue moti-
vado por Gabriel en [Ga] (1972), en el que prueba que el álgebra de caminos
K4 de un carcaj finito 4 sobre un campo K, admite sólo un número finito
de clases de isomorfismo de módulos inescindibles precisamente cuando el
carcaj subyacente de 4 es una unión disjunta de diagramas Dynkin de tipo
An Dn, E6, E7 o E8. En este caso, las clases de isomorfismo están en biyec-
ción con las ráıces positivas de la correspondiente álgebra de Lie semisimple.
La visión proporcionada por Bernstein, Gelfand y Ponomarev fue que estos
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iv INTRODUCCIÓN

módulos inescindibles se pueden construir de forma recursiva a partir de los
módulos simples, a través de los funtores de reflexión, en la misma manera
que las ráıces positivas se construyen a partir de las ráıces simples a través de
la acción en las reflexiones simples del grupo de Weyl. Como consecuencia,
se observó que el cambio de la orientación del álgebra no cambia en gran
medida la categoŕıa de módulos. En 1979 Auslander, Platzeck y Reiten en
[APR] definieron los funtores de reflexión sin usar carcajes. Los módulos in-
clinantes que introdujeron se llaman ahora módulos APR-inclinantes y son
todav́ıa muy útiles en el estudio de las álgebras de artin.

El hito importante en el desarrollo de la teoŕıa de la inclinación fue el
art́ıculo de Brenner y Butler, ver [BB] (1979). Fue aqúı donde se introduce
el concepto de un Λ-módulo inclinante T, y la equivalencia inducida por el
funtor HomΛ(T,−) entre ciertas subcategoŕıas de mod(Λ) y mod(Γ), para
Γ = EndΛ(T )op.

El conjunto de axiomas de módulo inclinante fue simplificado, en [HR]
por Happel y Ringel (1982), donde consideraron funtores adicionales como
Ext1

Λ(T,−) para obtener una imagen mucho más completa. Esto último, se
generalizó aún más por Miyashita (1986) (ver [Mi]) y Happel (1988) (ver
[Ha]).

La tesis, que se presentan en el Caṕıtulo 1. Comienza con definiciones y
notación básica sobre anillos. La introducción del concepto de anillo opues-
to es vital en esta escinde, ya que, como se discutirá a lo largo de la tesis,
nos proporciona dos maneras de multiplicar, ya sea en anillos de endomor-
fismos, K-álgebras y K-módulos. También se discute la categoŕıa de módulos
Mod(R).

En el caṕıtulo 2, se estudia la categoŕıa de complejos en una categoŕıa
de módulos. Se introduce la noción de homoloǵıa y de funtores derivados.
Se demuestran los teoremas clásicos del álgebra homológica y hace su apa-
rición el funtor Exti(M,−). Se presenta la noción de dimensión proyectiva e
inyectiva de un módulo, aśı como la relación que hay con los funtores deriva-
dos y sucesiones exactas que nos ayudan con el cálculo de dichas dimensiones.

En el caṕıtulo 3, dirigimos nuestra atención a las álgebras de artin y a
su categoŕıa de módulos finitamente generados. El proceso de proyectiviza-
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ción, permite convertir los problemas que implican sólo un número finito de
módulos, en un álgebra de artin, a problemas sobre módulos proyectivos en
alguna otra álgebra de artin. Otra propiedad importante, de las álgebras de
artin, es que hay una dualidad entre la categoŕıas de módulos finitamente
generados sobre un álgebra de artin y la categoŕıa de módulos finitamente
generados sobre su álgebra opuesta. Por otro lado, damos una introducción
a las sucesiones que casi se escinden, que son un especial tipo de sucesiones
exactas cortas de módulos y desempeñan un papel central en la teoŕıa general
de representaciones de álgebras de artin. Las sucesiones que casi se escinden
se introducen a través de los conceptos duales de morfismos minimales a iz-
quierda y derecha que casi se escinden. Estas nociones dan lugar no sólo a las
sucesiones que casi se escinden, sino también al concepto básico de morfismo
irreducible.

En el caṕıtulo 4, introducimos la noción de módulo inclinante parcial
y módulo inclinante, que son módulos muy parecidos a los progeneradores.
En este caṕıtulo, se prueban ciertas equivalencias que nos dicen cuándo un
módulo inclinante parcial es un módulo inclinante; aśı como también, la re-
lación que hay entre los módulos inclinantes y los pares de torsión. En este
mismo caṕıtulo, se establece el Teorema de Brenner y Butler que nos da dos
equivalencias de categoŕıas. Después vemos la importancia del Teorema de
Brenner y Butler, con sus consecuencias importantes, entre las cuales está
el Lema de conexión, que nos ayuda con el cálculo de sucesiones que casi
se escinden. Por último, investigamos los módulos inclinantes que dividen y
caracterizamos dichos módulos mediante el Teorema de Hoshino, además de
ver todas sus propiedades.

En el caṕıtulo 5, damos una breve introducción a los módulos n-inclinantes
de dimensión proyectiva finita (Miyashita), con los cuales se inducen n + 1
equivalencias de categoŕıas, entre subcategoŕıas de módulos de dos álgebras
de artin. Para concluir, damos dos consecuencias del Teorema de inclinación
(Miyashita).
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3.1. Álgebras de artin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.2. Sucesiones que casi se escinden . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

vii
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Caṕıtulo 1

Nociones básicas

En este primer caṕıtulo introducimos conceptos y terminoloǵıa funda-
mentales para el estudio de esta tesis, como lo son la noción de categoŕıa,
funtor, álgebra y módulo. Cabe resaltar que dicha introducción, en algunos
aspectos, es meramente recordatoria y que no pretende ser exhaustiva. Para
complementar algunas de las nociones que usaremos libremente en la pre-
sente tesis (como por ejemplo, las nociones de suma directa de módulos y
módulo artiniano) se recomienda [Wi].

1.1. Categoŕıas

Definición 1.1.1. Una categoŕıa C se compone de una clase de objetos
Obj(C), una clase de morfismos HomC y una operación

◦ : HomC × HomC → HomC,

parcialmente definida tales que

C1)

HomC =
⋃

(A,B)∈Obj(C)2

HomC(A,B),

donde HomC(A,B) es un conjunto para todo A, B ∈ Obj(C).

C2) ∀ A, B, C, D ∈ Obj(C), se tiene que

HomC(A,B) = HomC(C,D) 6= ∅ =⇒ A = C y B = D.

1



2 CAPÍTULO 1. NOCIONES BÁSICAS

C3) La operación parcialmente definida ◦ en HomC × HomC se restringe a
una función

◦ : HomC(B,C)×HomC(A,B)→ HomC(A,C)

(f, g) 7→ f ◦ g

y satisface las siguientes propiedades.

a) ∀ f, g, h ∈ HomC se tiene que (f ◦ g) ◦h = f ◦ (g ◦h) (es asociativa)
siempre y cuando tengan sentido la composiciones.

b) ∀ X ∈ Obj(C) existe 1X en HomC(X,X) tal que, para toda f en
HomC(A,B) f ◦ 1A = f = 1B ◦ f.

Definición 1.1.2. Sean C y C ′ categoŕıas. Decimos que C ′ es una subcategoŕıa
de C si satisface las siguientes propiedades

SC1) Obj(C ′) ⊆ Obj(C).

SC2) HomC′(A,B) ⊆ HomC(A,B) ∀ A, B en Obj(C ′).

SC3) La operación ◦C′ en C ′ se obtiene por restricción en C ′ de la operación
◦C en C.

SC4) ∀ A en Obj(C ′), si 1′A y 1A son las identidades en C ′ y C, respectiva-
mente, entonces 1′A = 1A.

Si además se satisface la siguiente condición

SC2’) HomC′(A,B) = HomC(A,B) ∀ A, B en Obj(C ′),

diremos que C ′ es una subcategoŕıa plena de C.

Sea C una categoŕıa. Para cada A,B ∈ Obj(C), denotaremos cada f ∈
HomC(A,B) como f : A → B o bien A

f→ B. Note que esta notación tiene
sentido por la condición C2) de la definición de categoŕıa. Por otro lado, la
composición de morfismos g ◦ f se suele escribir también como gf .
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1.2. Objetos especiales y morfismos

Definición 1.2.1. Sea f : A→ B un morfismo en C. Decimos que:

a) f es un monomorfismo si ∀ g, h : X → A fg = fh implica g = h.

b) f es un epimorfismo si ∀ g, h : B → X gf = hf implica g = h.

c) f es un split-mono si existe g : B → A tal que gf = 1A.

d) f es un split-epi si existe g : B → A tal que fg = 1B.

e) f es un isomorfismo si f es un split-mono y un split-epi.

Si existe un isomorfismo g: X → Y, decimos que X y Y son isomorfos y
escribimos X ∼= Y .

Para cada conjunto S, denotaremos por |S| a la cardinalidad de dicho
conjunto.

Definición 1.2.2. Decimos que C ∈ C es un objeto cero si ∀ X en C se tiene
que |HomC(X,C)| = 1 = |HomC(C,X)|.

Note que el objeto cero, cuando existe, es único salvo isomorfismo. En tal
caso, es usual denotar al objeto cero con el śımbolo 0.

Definición 1.2.3. Sea C una categoŕıa. Decimos que

a) P es un objeto proyectivo en C si para cada epimorfismo f: A → B y
cualquier morfismo g: P → B en C existe h: P → A tal que fh = g. Lo
anterior se ilustra con el siguiente diagrama conmutativo.

P
∃ h

~~
g
��

A
f
// B.

En tal caso, se dice que el morfismo g se factoriza a través del epimorfismo
f.
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b) I es un objeto inyectivo en C si para cada monomorfismo f : A → B y
cualquier morfismo g : A → I en C existe h : B → I tal que hf = g. Lo
anterior se ilustra con el siguiente diagrama conmutativo.

A
f //

g
��

B

∃ h~~
I.

En tal caso, se dice que el morfismo g se factoriza a tráves del monomor-
fismo f.

1.3. Funtores

Definición 1.3.1. Sean C y D categoŕıas. Un funtor covariante F de C en
D es una correspondencia, entre objetos y morfismos de la categoŕıa C, esto
es,

F : C → D

(A
f→ B) 7→ (F (A)

F (f)→ F (B))

que preserva la composición de morfismos y las identidades. Esto es,

F1) F (gf) = F (g)F (f) ∀ f, g en HomC, que se puedan componer;

F2) F (1X) = 1F (X) ∀ X ∈ Obj(C).

Definición 1.3.2. Sean C y D categoŕıas. Un funtor contravariante de C en
D es una correspondencia

F : C → D

(A
f→ B) 7→ (F (B)

F (f)→ F (A))

que invierte el orden de la composición de morfismos y preserva las identi-
dades. Esto es,

CF1) F (gf) = F (f)F (g) ∀ f, g en HomC, que se puedan componer;

CF2) F (1X) = 1F (X) ∀ X ∈ Obj(C).

Definición 1.3.3. Sean A F→ B G→ C funtores. La composición GF : A → C
se define por medio de las siguientes reglas GF (A) = G(F (A)) ∀ A ∈ Obj(A)
y GF (f) = G(F (f)) ∀ f ∈ HomA.
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En general, para referirnos a un funtor covariante F , diremos simple-
mente que F es un funtor. En caso que F sea contravariante, lo diremos
expĺıcitamente.

Definición 1.3.4. Sean F,G : A → B funtores. Una transformación natural
η : F → G es una familia de morfismos η = {ηA : F (A) → G(A)}A∈A en B
tal que ∀ f : X → Y en A el siguiente diagrama en B

F (X)
ηX //

F (f)
��

G(X)

G(f)
��

F (Y ) ηY
// G(Y )

es conmutativo, esto es, G(f)ηX = ηY F (f). Si ηX es un isomorfismo, para
cada X ∈ A, decimos que η es un equivalencia natural. En tal caso, se
dice que ηX es un isomorfismo natural . Si existe una equivalencia natural
η : F → G, decimos que F y G son naturalmente equivalentes y escribiremos
F ' G.

Definición 1.3.5. Sea F : C → D un funtor. Decimos que

a) F es fiel (pleno) si la función inducida por F

F : HomC(C,D)→ HomD(F (C), F (D))

es inyectiva (suprayectiva) ∀ C, D en C.

b) F es denso si ∀ D ∈ D existe C en C tal que F (C) ∼= D.

c) F es una equivalencia de categoŕıas si existe un funtor G : D → C tal que
GF ' 1C y FG ' 1D.

1.4. Álgebras

Definición 1.4.1. Sean G un conjunto no vaćıo y una operación binaria
· : G×G→ G. Decimos que (G, ·) es un monoide si la operación es asociativa
y tiene una identidad. Esto es,

a) (x · y) · z = x · (y · z) ∀ x, y, z ∈ G;
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b) existe e ∈ G tal que e · x = x · e = x ∀ x ∈ G.

Definición 1.4.2. Decimos que un monoide (G, ·) es un grupo si todo ele-
mento en G tiene un inverso, es decir, ∀ x ∈ G existe un y ∈ G tal que

x · y = e = y · x.

Además, si la operación es conmutativa. Esto es,

x · y = y · x, ∀x, y ∈ G,

diremos que (G, ·) es un grupo abeliano.

Se suele denotar + a l operación binaria de un grupo abeliano y, como
(G,+) a un grupo abeliano.

Definición 1.4.3. Sea (G,+) un grupo abeliano. Decimos que H ⊆ G es un
subgrupo abeliano de G si H 6= ∅ y x− y ∈ H ∀ x, y ∈ H.

Definición 1.4.4. Sean (G,+) y (H,+) grupos abelianos. Decimos que una
función f : G→ H es un morfismo de grupos abelianos si

f(x+ y) = f(x) + f(y) ∀x, y ∈ G.

Definición 1.4.5. Un tuplo (R,+, ·, 1R) es un anillo si (R,+) es un grupo
abeliano y (R, ·, 1R) es un monoide tales que

a · (b+ c) = a · b+ a · c, (a+ b) · c = a · c+ b · c ∀a, b, c ∈ R.

Decimos que un anillo (R,+, ·, 1R) es conmutativo si

a · b = b · a ∀a, b ∈ R.

El anillo (R,+, ·, 1R) usualmente se conoce como anillo asociativo con
unidad, y estos anillos son los únicos que consideraremos en esta tesis. Por
simplicidad, escribiremos R en lugar de la cuaterna anterior.

Definición 1.4.6. Sean R y S anillos. Decimos que una función α : R→ S
es un morfismo de anillos si satisface

RM1) α es un morfismo de grupos abelianos;

RM2) α(a · b) = α(a) · α(b) ∀ a, b ∈ R;
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RM3) α(1R) = 1S.

Definición 1.4.7. Sea (R,+, ·, 1R) un anillo. El anillo opuesto de R es la
cuaterna (R,+, ·op, 1R) donde

r ·op s := s · r ∀ r, s ∈ R.

Denotaremos al anillo opuesto de R por Rop.

Por simplicidad, la multiplicación x · y en un anillo R, se suele escribir
como xy. Para distinguir a un elemento x ∈ R en el anillo opuesto Rop,
se suele escribir xop. Note que como grupos abelianos R = Rop, la diferencia
estriba en los productos (que esencialmente son distintos). Por lo que R y Rop

podŕıan ser distintos como anillos (a no ser que R sea un anillo conmutativo).
Note que ∀ x, y ∈ R, se tiene que xopyop = (yx)op.

Definición 1.4.8. Sean R un anillo e I ⊆ R. Decimos que I es un ideal
izquierdo (derecho) de R, y escribimos I El R (I Er R), si I es un subgrupo
abeliano de R y ∀ r ∈ R y a ∈ I se tiene que ra ∈ I (ar ∈ I). Decimos que I
es un ideal de R, y escribimos I E R si es un ideal izquierdo y derecho de R.

Definición 1.4.9. El centro de un anillo R es

C(R) := {r ∈ R | sr = rs ∀ s ∈ R}.

Definición 1.4.10. Sean K un anillo conmutativo y R un anillo. Una K-
álgebra (R,K, ϕ) es una terna tal que

ϕ : K ×R→ R, (k, r) 7→ k · r,

es una función (acción izquierda de K en R) que satisface los siguientes
axiomas.

A1) k · (r + s) = k · r + k · s ∀ k ∈ K, ∀ r, s ∈ R.

A2) (k + l) · r = k · r + l · r ∀ k, l ∈ K, ∀ r ∈ R.

A3) (kl) · r = k · (l · r) ∀ k, l ∈ K, ∀ r ∈ R.

A4) 1K · r = r ∀ r ∈ R.

A5) k · (rs) = (k · r)s = r(k · s) ∀ k ∈ K, ∀ r, s ∈ R.
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1.5. Módulos

Definición 1.5.1. Sea R un anillo. Decimos que una terna (M,+, α) es un
R-módulo a izquierda si (M,+) es un grupo abeliano y

α : R×M →M, (r,m) 7→ r ·m

es una función (acción a izquierda de R a M) que satisface los siguientes
axiomas.

LM1) (r + s) ·m = r ·m+ s ·m ∀ r,s ∈ R, ∀ m ∈ M.

LM2) r · (m+ n) = r ·m+ r · n ∀ r ∈ R, m,n ∈ M.

LM3) (rs) ·m = r · (s ·m) ∀ r,s ∈ R, ∀ m ∈ M.

LM4) 1R ·m = m ∀ m ∈ M.

Frecuentemente se escribirá rm en lugar de r ·m.

Definición 1.5.2. Sean M y N R-módulos a izquierda. Decimos que una
función α : M → N es un morfismo de R-módulos (a izquierda) si es R-
lineal. Es decir, ∀ m, n ∈ M y r ∈ R se tiene que

α(m+ rn) = α(m) + rα(n).

Denotamos por Mod(R) a la categoŕıa cuyos objetos son los R-módulos a
izquierda, y los morfismos son los morfismos de R-módulos (a izquierda). En
tal caso, la composición de morfismos es la composición usual de funciones.

Se escribirá RM para enfatizar que M ∈ Mod(R) si hay muchos anillos
involucrados.

Definición 1.5.3. Sea M ∈ Mod(R). Decimos que N ⊆ M es un R-
submódulo de M si N 6= ∅ y ∀ r ∈ R, ∀ m,n ∈ N se tiene que rm+ n ∈ N.

Escribiremos N ≤M si N es un R-submódulo de M .

Definición 1.5.4. Sea R un anillo. Decimos que una tercia (M,+, α) es un
R-módulo a derecha si (M,+) es un grupo abeliano y

α : M ×R→M, (m, r) 7→ m · r

es una función (acción a derecha de R a M) que satisface los siguientes
axiomas.
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RM1) m · (r + s) = m · r +m · s ∀ r,s ∈ R, ∀ m ∈ M.

RM2) (m+ n) · r = m · r + n · r ∀ r ∈ R, m,n ∈ M.

RM3) m · (rs) = (m · r) · s ∀ r,s ∈ R, ∀ m ∈ M.

RM4) m · 1R = m ∀ m ∈ M.

Se escribirá MR para enfatizar que M es un R-módulo a derecha. Note-
mos que todo R-módulo a derecha MR, se puede ver como un Rop-módulo
a izquierda definiendo la acción rop · m = mr ∀r ∈ R, ∀m ∈ M . Por lo
que Mod(Rop) se puede ver como la categoŕıa de R-módulos a derecha. A
continuación definiremos algunos submódulos importantes.

Definición 1.5.5. Sea f : M → N un morfismo en Mod(R). Tenemos las
siguientes nociones.

a) El Kernel (núcleo) del morfismo f es el morfismo

Ker(M
f→ N) := Ker(f)

K(f)→ M,

donde Ker(f) := {m ∈ M | f(m) = 0} y K(f) es la inclusión de Ker(f)
en M.

b) La imagen del morfismo f es el morfismo

Im(M
f→ N) := M

I(f)→ Im(f),

donde Im(f) := {f(m) ∈M | m ∈M} y I(f)(m) := f(m) ∀ m ∈M.

c) El Cokernel (co-núcleo) del morfismo f es el morfismo

Coker(M
f→ N) := N

C(f)→ Coker(f),

donde Coker(f) := N/Im(f) y C(f)(n) := f(n) + Im(f) ∀ n ∈ N.

Veamos, a continuación la propiedad universal del Kernel.

Proposición 1.5.6. Sea f : M → N en Mod(R). Entonces ∀ g : L → M
tal que fg = 0 ∃! h : L→ Ker(f) con K(f)h = g.
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Lo anterior lo podemos expresar a través del siguiente diagrama conmutativo
en Mod(R)

L
g //

∃! h ##

M

Ker(f)

K(f)

OO

Demostración. Dado que fg = 0, tenemos que Im(g) ≤ Ker(f). Sea h =
iI(g), donde i : Im(g)→ Ker(f) es la inclusión. Es claro que g = K(f)h.
La unicidad se sigue del hecho que K(f) es un monomorfismo.

Dualmente, se tiene la propiedad universal del Cokernel.

Proposición 1.5.7. Sea f : M → N en Mod(R). Entonces ∀ g : N → L tal
que gf = 0 ∃! h : Coker(f)→ L con hC(f) = g.
Lo anterior lo podemos expresar a través del siguiente diagrama conmutativo
en Mod(R)

N
g //

C(f) $$

L

Coker(f)

∃! h

OO

Definición 1.5.8. Sean M ∈ Mod(R) y N ≤ M . Decimos que N es un
submódulo maximal si N 6= M y ∀ L ≤ M , con L 6= M , tal que N ≤ L se
tiene que N = L. Denotamos por

MM := {N ∈M | N es un submodulo maximal}.

El radical de M es el R-submódulo de M

rad(M) :=
⋂

X∈MM

X.

Si MM = ∅, se define rad(M) = M. Por último, se define el top de M como
el R-módulo cociente

top(M) := M/rad(M).

Definición 1.5.9. Sean M ∈ Mod(R) y {Mi}i∈I una familia de R-submódu-
los de M. La suma de la familia {Mi}i∈I es el R-submódulo de M∑

i∈I

Mi := {
∑
j∈J

mj | J ⊆ I, |J | es finito y mj ∈Mj para toda j ∈ J}.
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Definición 1.5.10. Sean M y S ∈ Mod(R). Decimos que S es simple si S 6= 0
y para todo Z ≤ S se tiene que 0 = Z o bien Z = S. Sea {Si}i∈I la familia
de todos los submódulos simples de M. El soclo de M es el R-submódulo de
M

soc(M) :=
∑
i∈I

Si.

Sea {Mi}i∈I una familia de objetos en Mod(R). Denotamos por

a) ⊕i∈IMi a la suma directa de la familia {Mi}i∈I . Si Mi = Mj ∀ i, j ∈ I,
denotaremos a ⊕i∈IMi por M (I);

b)
∏

i∈IMi al producto de la familia {Mi}i∈I . Si Mi = Mj ∀ i, j ∈ I, denota-
remos a

∏
i∈IMi por M I .

En caso que |I| = n, con n ∈ N, escribiremos Mn en lugar de M (I) y M I .

Definición 1.5.11. Sean M y N ∈ Mod(R). Decimos que

a) M está generado por N si existe un epimorfismo g : N (I) → M . En tal
caso, decimos que M es finitamente generado por N si |I| = n, n ∈ N.
Decimos que M está finitamente generado si está finitamente generado por

RR. Denotaremos por gen(N) a la subcategoŕıa plena de Mod(R), cuyos
objetos son todos los R-módulos finitamente generados por N.

b) M está cogenerado por N si existe un monomorfismo f : M → N I . En
tal caso, decimos que M es finitamente cogenerado por N si |I| = n,
n ∈ N. Denotaremos por cogen(N) a la subcategoŕıa plena de Mod(R)
cuyos objetos son todos los R-módulos finitamente cogenerados por N.

Definición 1.5.12. Decimos que M ∈ Mod(R) es inescindible si M 6= 0 y
para cualquier descomposición de M en suma directa M = M ′⊕M ′′ se tiene
que M ′ = 0 o bien M ′′ = 0.

A continuación definiremos una lista de subcategoŕıas de Mod(R) que
utilizaremos en esta tesis.

Definición 1.5.13. Denotaremos por

a) mod(R) a la subcategoŕıa plena de Mod(R), cuyos objetos son todos los
R-módulos finitamente generados;
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b) add(M) a la subcategoŕıa plena de mod(R), cuyos objetos son todos los
R-módulos N para los cuales existe un R-módulo L tal que N ⊕ L ∼= Mn

para algún n ∈ N;

c) P(R) a la subcategoŕıa plena de mod(R), cuyos objetos son todos los R-
módulos proyectivos finitamente generados;

d) I(R) a la subcategoŕıa plena de mod(R), cuyos objetos son todos los R-
módulos inyectivos finitamente generados.

Definición 1.5.14. a) Sea f : L → M en Mod(R). Decimos que f es mi-
nimal a izquierda si ∀ h : M → M tal que hf = f se tiene que h es un
isomorfismo.

b) Sea g : M → N en Mod(R). Decimos que g es minimal a derecha si ∀
k : M →M tal que g = gk se tiene que k es un isomorfismo.

Definición 1.5.15. Sea M ∈ Mod(R). Decimos que

a) π0 : P0(M) → M es una cubierta proyectiva de M, si π0 es un morfismo
minimal a derecha y P0(M) es un R-módulo proyectivo.

b) ι0 : M → I0(M) es una envolvente inyectiva de M, si ι0 es un morfismo
minimal a izquierda e I0(M) es un R-módulo inyectivo.

Es bien conocido que todo R-módulo tiene una envolvente inyectiva, pero
no todo R-módulo tiene una cubierta proyectiva.

Definición 1.5.16. Una sucesión de morfismos {fi+1 : Mi+1 → Mi}i∈Z en
Mod(R)

· · · →Mi+2
fi+2→ Mi+1

fi+1→ Mi
fi→Mi−1

fi−1→ Mi−1 → · · ·

es llamada exacta en Mi si Im(fi+1) = Ker(fi). Decimos que la sucesión es
exacta si es exacta en Mi ∀i ∈ Z.

En general, diremos que una sucesión exacta, es exacta corta si es de la
forma

0→M
f→ N

g→ N → 0.

En caso contrario, pondremos expĺıcitamente la forma de la sucesión exacta.
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Definición 1.5.17. Sea F : Mod(R)→ Mod(S) un funtor (contravariante).
Decimos que

a) F es exacto izquierdo si para toda sucesión exacta 0→M → N → L→ 0

0→ F (M)→ F (N)→ F (L), (0→ F (L)→ F (N)→ F (M))

es una sucesión exacta.

b) F es exacto derecho si para toda sucesión exacta 0→M → N → L→ 0

F (M)→ F (N)→ F (L)→ 0, (0→ F (L)→ F (N)→ F (M))

es una sucesión exacta.

c) F es exacto si es exacto izquierdo y derecho.

Definición 1.5.18. Sea M ∈ Mod(R). Decimos que

a) una sucesión exacta 0→M → I0 → I1 de R-módulos es una presentación
inyectiva de M si I0 y I1 son R-módulos inyectivos.

b) una sucesión exacta P1 → P0 → M → 0 es una presentación proyectiva
de M si P0 y P1 son R-módulos proyectivos.

Note que todo R-módulo M tiene una presentación inyectiva, ya que todo
R-módulo tiene una envolvente inyectiva. Más aún, M tiene una presentación
proyectiva, ya que todo R-módulo tiene un epimorfismo desde un R-módulo
libre. Ahora, veamos una clase importante de presentaciones

Definición 1.5.19. Sea M ∈ Mod(R). Decimos que

a) 0 → M
ι0→ I0(M)

ι1→ I1(M) es una presentación inyectiva minimal de M
si ι0 : M → I0(M) es la envolvente inyectiva de M e ι1 es la composición
del Cokernel de ι0 y de la envolvente inyectiva Coker(ι0)→ I1(M).

b) P1(M)
π1→ P0(M)

π0→M → 0 es una presentación proyectiva minimal de M
si π0 : P0(M)→M es la cubierta proyectiva de M y π1 es la composición
del Kernel de π0 y la cubierta proyectiva P1(M)→ Ker(π0).

Note que todo R-módulo M tiene una presentación inyectiva minimal,
pero no necesariamente una presentación proyectiva minimal en Mod(R).
Esto se debe a que todo R-módulo tiene una envolvente inyectiva pero no
necesariamente una cubierta proyectiva.
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Definición 1.5.20. Sean R un anillo conmutativo y C una categoŕıa. Deci-
mos que C es una R-categoŕıa si satisface

PC1) HomC(X, Y ) ∈ Mod(R) ∀ X, Y en C;

PC2) la composición en C es R-bilineal. Es decir, (rf + g)h = r(fh) + gh y
f(rg + k) = r(fg) + fk, ∀ r ∈ R y ∀ f, g, h, k ∈ HomC, donde tengan
sentido las composiciones anteriores.

Si R = Z decimos que C es una Z-categoŕıa o bien una categoŕıa preaditiva.

Definición 1.5.21. Decimos que C es una categoŕıa aditiva si es preaditiva,
tiene objeto cero y ∀ X, Y ∈ C existe el coproducto X ⊕ Y ∈ C.

Es claro que Mod(R) es una categoŕıa aditiva, con objeto 0 el módulo
trivial, donde la suma de morfismos está dada de la siguiente manera

(f + g)(x) := f(x) + g(x) ∀f, g ∈ HomR(M,N), ∀x ∈M.

Definición 1.5.22. Sea T : C → D un funtor entre categoŕıas preaditivas.
Decimos que T es aditivo si ∀ X, Y ∈ C el morfismo inducido por el funtor

T : HomC(X, Y ) 7→ HomD(T (X), T (Y ))

es un morfismo de grupos abelianos.

Definición 1.5.23. Sean M ∈ Mod(Rop), N ∈ Mod(R) y G un grupo abe-
liano. Decimos que

a) una función f : M ×N → G es R-balanceada, si f es Z-bilineal y

f(mr, n) = f(m, rn) ∀r ∈ R, ∀m ∈M,∀n ∈ N.

b) (T, τ) es un producto tensorial de M y N, si T es un grupo abeliano,
τ : M ×N → T es una función R-balanceada y ∀ g : M ×N → G función
R-balanceada se factoriza de manera única a través de τ .

Note que por la propiedad universal, los productos tensoriales son únicos
hasta isomorfismos. La siguiente proposición nos muestra que siempre existen
los productos tensoriales.

Proposición 1.5.24. Sean M ∈ Mod(Rop) y N ∈ Mod(R). Entonces, existe
un producto tensorial (M ⊗R N, τ) de M y N.
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Demostración. Sea F = Z(M×N) el Z-módulo libre sobre M × N , con base
{[m,n] | m ∈ M , n ∈ N}. Ahora, sea K el Z-submódulo de F generado por
los elementos de la forma

[m+m′, n]− [m,n]− [m′, n], [m,n+ n′]− [m,n] + [m,n′],

[rm, n]− [m, rn],

con m,m′ ∈M , n, n′ ∈ N y r ∈ R. Consideremos M⊗RN := F/K, definimos
la función τ : M ×N →M ⊗R N ,

(m,n) 7→ m⊗ n := [m,n] +K.

Notemos que τ es R-balanceada por la descripción de K. Ahora, sea β : M×
N → T una función R-balanceada, tenemos que ∃ γ : F → T un morfismo
de grupos abelianos tal que γ[m,n] = β(m,n), con lo cual Ker(β) ≤ K,
por la propiedad del Cokernel existe un único morfismo de grupos abelianos
γ : M ⊗R N → T tal que β = γτ .

Para terminar esta sección mencionaremos dos lemas importantes respec-
to a sucesiones exactas en Mod(R). El primero es conocido como el Lema de
la serpiente y el segundo como el Lema de los cinco.

Lema 1.5.25. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con filas y
columnas exactas en Mod(R).

Ker(f)

K(f)
��

Ker(g)

K(g)
��

Ker(h)

K(h)
��

M

f
��

ϕ //M ′

g
��

ψ //M ′′

h
��

// 0

0 // N

C(f)
��

ϕ′ // N ′

C(g)
��

ψ′ // N ′′

C(h)
��

Coker(f) Coker(g) Coker(h).

Entonces, existen unos únicos morfismos

Ker(f)
α1→ Ker(g)

α2→ Ker(h),

Coker(f)
β1→ Coker(g)

β2→ Coker(h)
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que hacen conmutar el diagrama anterior y existe un morfismo δ : Ker(h)→
Coker(f), llamado morfismo de conexión, tal que la siguiente sucesión es
exacta en Mod(R).

Ker(f)
α1→ Ker(g)

α2→ Ker(h)
δ→ Coker(f)

β1→ Coker(g)
β2→ Coker(h).

Más aún, si ϕ es un monomorfismo, α1 es un monomorfismo y si ψ′ es un
epimorfismo, β2 es un epimorfismo.

Demostración. Ver [Wi, 7.15].

Lema 1.5.26. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con filas
exactas en Mod(R).

M1
//

f1

��

M2
//

f2

��

M3
//

f3

��

M4
//

f4

��

M5

f5

��
N1

// N2
// N3

// N4
// N5.

a) Si f1 es un epimorfismo y f2, f4 son unos monomorfismos, entonces f3

es un monomorfismo.

b) Si f5 es un monomorfismo y f2, f4 son unos epimorfismos, entonces f3

es un epimorfismo.

Demostración. Ver [Wi, 7.18].

1.6. Bimódulos

Definición 1.6.1. Sean M un grupo abeliano y R, S anillos. Decimos que
M es un R-izquierdo S-derecho bimódulo, y escribimos RMS, si las siguientes
condiciones se satisfacen

a) RM ∈ Mod(R), MS ∈ Mod(Sop);

b) r(ms) = (rm)s ∀ r ∈ R, ∀ s ∈ S, ∀ m ∈ M.

Ejemplo 1.6.2. Sean M ∈ Mod(R). Se tiene que M ∈ Mod(EndR(M)), v́ıa
la acción derecha

m · f op = f(m) ∀f ∈ EndR(M), ∀m ∈M.
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Más aún, M es un R-izquierdo EndR(M)-derecho bimódulo. En efecto,

r(m · f op) = r(f(m)) = f(rm) = (rm) · f op,

∀ f ∈ EndR(M), ∀ m ∈M , ∀ r ∈ R.

Ejemplo 1.6.3. Sean R, S y T anillos. Dados RMS, RNT y SLT bimódulos,
se tienen las siguientes estructuras de bimódulos

a) HomR(RMS,RNT ) es un S-izquierdo T -derecho bimódulo, v́ıa la estruc-
tura

s · f(m) := f(ms), f · t(m) := f(m)t

∀ f ∈ HomR(M,N), ∀ s ∈ S, ∀ t ∈ T y ∀ m ∈M .

b) HomT (RNT ,S LT ) es un S-izquierdo R-derecho bimódulo, v́ıa la estructura

s · f(n) := sf(n), f · r(n) := f(rn)

∀ f ∈ HomT(N,L), ∀ s ∈ S, ∀ r ∈ R y ∀ n ∈ N .

c) M ⊗S L es un R-izquierdo T -derecho bimódulo, v́ıa la estructura

r · (m⊗ l) := rm⊗ l, (m⊗ l) · t := m⊗ lt

∀ r ∈ R, ∀ t ∈ T , ∀ l ∈ L, y ∀ m ∈M .

Estas estructuras de bimódulos son las que usaremos a partir de ahora.

1.7. K-álgebras de caminos

Ahora daremos una técnica para construir K-álgebras determinadas por
un carcaj (grafo orientado) finito Q y un campo K : la K-álgebra de caminos
KQ.

Definición 1.7.1. Un carcaj Q es una terna (Q0, Q1, d), donde Q0 es el
conjunto de vértices de Q, Q1 es el conjunto de flechas de Q y d : Q1 →
Q0 × Q0 una función con d(α) = (o(α), t(α)), donde o(α) es el origen de α
y t(α) es el término de α. En tal caso, cada α ∈ Q1, se puede pensar como
una flecha o(α)

α→ t(α).
Decimos que Q es finito si |Q0 ∪Q1| = n, con n ∈ N.
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Definición 1.7.2. Sea Q un carcaj finito. Se tienen los siguientes tipos de
caminos en Q.

a) Un camino de longitud n ≥ 1 en el carcaj Q, es una sucesión ordenada
de n flechas p = αn · · ·α2α1 con o(αi+1) = t(αi) ∀ 1 ≤ i ≤ n − 1.
Para un camino p = αn · · ·α2α1, de longitud n, definimos o(p) = o(α1) y
t(p) = t(αn).

b) Los vértices i ∈ Q0, se les asigna un camino trivial, conocidos como los
caminos de longitud cero, se denotan por εi y o(εi) := i =: t(εi).

c) Un camino no trivial p, se dice que es un ciclo dirigido si o(p) = t(p).

Denotaremos por Qn, n ∈ N, al conjunto de todos los caminos en Q de
longitud n.

Definición 1.7.3. Sean Q un carcaj finito y K un campo. Denotamos por KQ
al K-espacio vectorial cuya base es el conjunto ∪n∈NQn de todos los caminos
en Q. Para cada n ∈ N, denotaremos por KQn al K-espacio vectorial cuya
base es el conjunto Qn.

Note que KQ = ⊕n∈NKQn como K-espacio vectorial.

Definición 1.7.4. Sea Q un carcaj. La concatenación de caminos en Q es
una función Qm ×Qn → KQm+n, definida para cada m, n ∈ N, como sigue.
Para α = αn · · ·α2α1 y β = βm · · · β2β1.

βα :=

{
βm · · · β2β1αn · · ·α2α1 si t(α) = o(β),
0 si t(α) 6= o(β).

La concatenación de caminos en Q, se extiende K-bilinealmente a un producto
KQ×KQ→ KQ como sigue

(
m∑
i=1

biβi,
n∑
j=1

ajαj) 7→
m∑
i=1

n∑
j=1

biajβiαj.

Dicho producto en KQ, se le conoce como el producto inducido por la conca-
tenación de caminos.

Note que el producto en KQ, inducido por la concatenación de caminos,
hace que KQ sea una K-álgebra. La K-álgebra KQ es llamada la álgebra de
caminos de Q sobre K.
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Ejemplo 1.7.5. Sean K un campo y Q el siguiente carcaj

◦1

α

~~

β

  
◦2

γ   

◦3

δ~~
◦4.

Entonces {ε1, ε2, ε3, ε4, α, β, γ, δ, γα, δβ} es una K-base para KQ.

La siguiente proposición es inmediata de la definición de una álgebra de
caminos.

Proposición 1.7.6. Sean K un campo y Q un carcaj finito. Entonces KQ
es una K-álgebra de dimensión finita si y sólo si Q no tiene ciclos dirigidos.

Demostración. Ver [ARS, Proposición 1.1].

Definición 1.7.7. Dado un carcaj Q, denotaremos por F al ideal generado
en KQ por Q1.

Definición 1.7.8. Sean Q un carcaj finito y KQ la K-álgebra de caminos.

a) Una relación en Q, de a a b, es una K-combinación lineal
∑n

i=0 riωi, con
ωi ∈ Qm, m ≥ 2, con o(wi) = a y t(wi) = b para toda i.

b) Un ideal I de KQ, se dice que es admisible si existe n ∈ N tal que Fn ≤
I ≤ F2 para algún n ≥ 2. El par (Q, I), con I admisible, es llamado un
carcaj con relaciones.

Ejemplo 1.7.9. Sean K un campo, Q el siguiente carcaj

◦2

β

  
◦1

α

??

◦3,γ
oo

y I = F2. Entonces A = KQ/I tiene una K-base {ε1 + I, ε2 + I, ε3 + I, α +
I, β + I, γ + I}.
A(ε1 + I) tiene una K-base {ε1 + I, α + I}, A(ε2 + I) tiene una K-base
{ε2 + I, β + I} y A(ε3 + I) tiene una K-base {ε3 + I, γ + I}.
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Ejemplo 1.7.10. Sean K un campo, Q el siguiente carcaj

◦1

α

~~

β

  
◦2

γ   

◦3

δ~~
◦4,

e I el ideal generado por γα − δβ. Entonces A = KQ/I tiene una K-base
{ε1 + I, ε2 + I, ε3 + I, ε4 + I, α + I, β + I, γ + I, δ + I, γα + I}.
A(ε1 + I) tiene una K-base {ε1 + I, α+ I, β+ I, γα+ I}, A(ε2 + I) tiene una
K base {ε2 + I, γ+ I}, A(ε3 + I) tiene una K-base {ε3 + I, δ+ I} y A(ε4 + I)
tiene una K-base {ε4 + I}.

Definición 1.7.11. Decimos que un álgebra A es básica si dada la descom-
posición A = ⊕ni=1Pi, con Pi A-módulos inescindibles proyectivos, se tiene
que Pi no es isomorfo a Pj si i 6= j.

El siguiente teorema nos muestra la importancia de las álgebras de cami-
nos sobre carcajes con relaciones.

Teorema 1.7.12. Sea A una K-álgebra de dimensión finita básica con K al-
gebraicamente cerrado. Entonces existe un carcaj finito Q y un ideal admisible
I de KQ tales que A ∼= KQ/I.

Demostración. Ver [ARS, Corolario 1.10].

Definición 1.7.13. Sean Q un carcaj finito y K un campo. Una representa-
ción D sobre mod(K) es una función D : Q→ mod(K) tal que

a) ∀ i ∈ Q0 Di ∈ mod(K);

b) ∀ α ∈ Q1, α : i→ j Dα : Di → Dj es un morfismo en mod(K).

Denotamos por repK(Q) a la clase de todas las representaciones D sobre
mod(K).

Definición 1.7.14. Sean Q un carcaj finito y K un campo.



1.7. K-ÁLGEBRAS DE CAMINOS 21

a) Una familia de morfismos f = {fi : Di → Ei}i∈Q0 en mod(K) es un
morfismo de representaciones f : D → E si ∀ α : i→ j ∈ Q1, el siguiente
diagrama

Di
Dα //

fi
��

Dj

fj
��

Ei Eα
// Ej

conmuta en mod(K).

b) Sean f : D → E y g : E → F morfismos de representaciones. La fami-
lia gf := {gifi : Di → Fi} es llamada la composición de morfismos de
representaciones.

c) ∀ f, g : D → E morfismos de representaciones, tenemos

• f + g := {fi + gi : Di → Ei}i∈Q0.

• kf := {kfi : Di → Ei}i∈Q0 ∀ k ∈ K.

Se puede verificar, usando las definiciones anteriores, que repK(Q) es una
K-categoŕıa.

Definición 1.7.15. Sean KQ una K-álgebra de caminos y D ∈ repK(Q).
Entonces, tenemos los siguientes morfismos en mod(K)

a) para un camino p = αn · · ·α2α1 de longitud n ≥ 2, definimos

Dp := Dαn · · ·Dα2Dα1 ,

Dkp := kDp ∀k ∈ K

b) para una relación ω =
∑n

i=0 kiωi, definimos

Dω :=
n∑
i=0

Dkiωi

Definición 1.7.16. Sea KQ una K-álgebra de caminos y ω =
∑n

i=0 kiωi
una relación. Decimos que una representación D cumple con la relación ω si
Dω = 0.
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Definición 1.7.17. Sea (Q, I) un carcaj con relaciones sobre un campo K.
Las representaciones repK(Q, I) del carcaj con relaciones (Q, I) es la subca-
tegoŕıa plena de repK(Q) cuyos objetos son las representaciones D tales que
Dω = 0 para cada relación ω ∈ I.

Ejemplo 1.7.18. Sean K un campo, Q el siguiente carcaj

◦3

δ

��
◦1 α // ◦2

β
??

γ ��

◦5

◦4
λ

??

e I =< δβ − λγ >. La siguiente es una representación en repK(Q, I)

K
1K

!!
D = K

1K // K

1K

>>

1K   

K

K,
1K

>>

pues 1K1K − 1K1K = 0. Mientras la siguiente representación no está en
repK(Q, I)

K
1K

  
D′ = K

1K // K

1K

>>

0   

K

0,
0

>>

pues 1K1K − 0 = 1K 6= 0.

El siguiente teorema relaciona las categoŕıas mod(KQ/I) y repK(Q).

Teorema 1.7.19. Sean (Q, I) un carcaj con relaciones sobre K y A = KQ/I.
Entonces mod(A) y repK(Q, I) son categoŕıas equivalentes.

Demostración. Ver [ARS, Proposición 1.7].



Caṕıtulo 2

Funtores derivados

En diversos entornos, suele suceder que una sucesión exacta corta a me-
nudo induce (bajo ciertas construcciones) una ”sucesión exacta larga”. El
concepto de funtores derivados explica y aclara muchas de estas construccio-
nes. Supongamos que F : Mod(R) → Mod(S) es un funtor exacto derecho.

Sea η : 0 → A
f→ B

g→ C → 0 es una sucesión exacta corta en Mod(R).
Aplicando F a dicha sucesión exacta se obtiene la sucesión exacta

F (A)
F (f)→ F (B)

F (g)→ F (C)→ 0.

Uno podŕıa preguntarse cómo seguir esta sucesión, hacia la izquierda, para
formar una sucesión exacta larga. En sentido estricto, esta cuestión está mal
planteada, ya que siempre hay muchas maneras diferentes para hacer esto.
Pero resulta que hay una forma canónica de hacerlo, dada por los funtores
derivados a izquierda de F . Para cada entero i ≥ 1, hay un funtor LiF :
Mod(R)→ Mod(S), tal que da a lugar a la siguiente sucesión exacta larga

· · · → L1F (A)→ L1F (B)→ L1F (C)→ F (A)→ F (B)→ F (C)→ 0

De esto vemos que F es un funtor exacto si y sólo si L1F = 0. Por lo que, en
cierto sentido, el funtor derivado a izquierda de F mide ”hasta qué punto”F
está cerca de ser un funtor exacto. Si el objeto C en la sucesión η es proyectivo,
entonces la sucesión se escinde. La aplicación de cualquier funtor aditivo a
una sucesión que se escinde da como resultado una sucesión que se escinde,
por lo que, en este caso L1F (C) = 0.

23



24 CAPÍTULO 2. FUNTORES DERIVADOS

2.1. Complejos

Definición 2.1.1. Sea R un anillo. Un complejo C• en Mod(R) es una
sucesión

C• : · · · → Cn+1

dCn+1→ Cn
dCn→ Cn−1 → · · ·

de morfismos en Mod(R) tal que dCn d
C
n+1 = 0 ∀ n ∈ Z. Decimos que el

complejo C• es aćıclico si dicho complejo es una sucesión exacta. Dualmente,
un cocomplejo C• es una sucesión

C• : · · · → Cn−1 dn−1
C→ Cn dnC→ Cn+1 → · · ·

de morfismos en Mod(R) tal que dnCd
n−1
C = 0 ∀ n ∈ Z. Decimos que el

cocomplejo C• es aćıclico si dicho cocomplejo es una sucesión exacta.

Definición 2.1.2. Sean C• y D• complejos en Mod(R). Una familia ϕ :=
{ϕi : Ci → Di}i∈Z de morfismos en Mod(R), es un morfismo de complejos
ϕ : C• → D•, si ∀ n ∈ Z el siguiente diagrama conmuta

Cn+1

dCn+1 //

ϕn+1

��

Cn

ϕn

��
Dn+1

dDn+1

// Dn.

Sean ϕ : C• → D• y ψ : D• → E• morfismos de complejos. La composición
de morfismos está dada por

ψ ◦ ϕ := {ψiϕi : Ci → Ei}i∈Z.

De manera similar se definen los morfismos de cocomplejos ϕ : C• → D• y
la composición de dichos morfismos.

Ya que los morfismos de complejos son definidos entero a entero, como
morfismos de R-módulos, es fácil ver que los complejos forman una categoŕıa
aditiva. Denotaremos por Com•(R) a la categoŕıa de complejos deR-módulos,
donde 1C• :={1Ci}i∈Z es la identidad y

ϕ+ ψ := {ϕi + ψi : Ci → Di}i∈Z
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es la suma de morfismos. Dualmente, denotaremos por Com•(R) a la cate-
goŕıa de cocomplejos de R-módulos.
Sean ϕ : C• → D• un morfismo de complejos y n ∈ Z. Dado que dCn d

C
n+1 = 0

implica que Im(dCn+1) ≤ Ker(dCn ), podemos definir el siguiente R-módulo

Hn(C•) := Ker(dCn )/Im(dCn+1),

para cada n ∈ Z. En tal caso Hn(C•) se conoce como el n-ésimo módulo
de homoloǵıa de C•. Ahora bien, como ϕ : C• → D• es un morfismo de
complejos tenemos que

0 = ϕn−1d
C
nK(dCn ) = dDn ϕnK(dCn ),

donde K(dCn ) denota el kernel del morfismo dCn . Por la propiedad universal
del Kernel, existe un morfismo que hace conmutar el siguiente diagrama

Ker(dCn )
K(dCn ) //

∃! Kn(ϕ)
��

Cn
dCn //

ϕn

��

Cn−1

ϕn−1

��
Ker(dDn )

K(dDn )
// Dn

dDn

// Dn−1.

(2.1.1)

Por el diagrama anterior, tenemos las siguientes igualdades

0 = I(dDn )K(dDn )Kn(ϕ) = I(dDn )ϕnK(dCn ),

donde I(dDn ) es la factorización de dDn a través de su imagen. Por la propiedad
universal del Cokernel, existe un morfismo que hace conmutar el siguiente
diagrama

Ker(dCn )
K(dCn ) //

Kn(ϕ)
��

Cn
I(dCn ) //

ϕn

��

Im(dCn )

∃! In(ϕ)
��

Ker(dDn )
Ker(dDn )

// Dn
I(dDn )

// Im(dDn ).

(2.1.2)

Ahora tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Cn+1

ϕn+1

��

I(dCn+1)
// Im(dCn+1)

αn //

In+1(ϕ)
��

Ker(dCn )
K(dCn ) //

Kn(ϕ)
��

Cn

ϕn

��
Dn+1

I(dDn+1)
// Im(dDn+1)

α′n

// Ker(dDn )
K(dDn )

// Dn,



26 CAPÍTULO 2. FUNTORES DERIVADOS

donde αn es la inclusión de Im(dCn+1) en Ker(dCn ). Por lo tanto

K(dDn )Kn(ϕ)αnI(dCn+1) = K(dDn )α′nIn+1(ϕ)I(dCn+1),

ya que K(dDn ) es un monomorfismo y I(dCn+1) es un epimorfismo. Aśı, tenemos
que el cuadrado de en medio del diagrama anterior es conmutativo. Por lo
que se obtiene el siguiente diagrama conmutativo

Im(dCn+1)
αn //

In+1(ϕ)
��

Ker(dCn )
C(αn) //

Kn(ϕ)
��

Hn(C•)

∃! Hn(ϕ)

��
Im(dDn+1)

α′n

// Ker(dDn )
C(α′n)

// Hn(D•)

(2.1.3)

Esto es, cada ϕ : C• → D• induce (para cada n ∈ Z) un morfismo de R-
módulos

Hn(ϕ) : Hn(C•)→ Hn(D•),

donde Hn(x+ Im(dCn+1)) = ϕn(x) + Im(dDn+1) ∀ x ∈ Ker(dCn ).
Análogamente, para cada cocomplejo C• y n ∈ Z, se define el n-ésimo R-
módulo de cohomoloǵıa

Hn(C•) := Ker(dnC)/Im(dn−1
C ).

Dado un morfismo ϕ : C• → D• de cocomplejos, se tiene el morfismo de
R-módulos

Hn(ϕ) : Hn(C•)→ Hn(D•),

donde Hn(x+ Im(dn−1
C )) = ϕn(x) + Im(dn−1

D ) ∀ x ∈ Ker(dnC).

Proposición 2.1.3. Sean R un anillo y n ∈ Z. La correspondencia Hn :
Com•(R)→ Mod(R) dada por

(C•
ϕ→ D•) 7→ (Hn(C•)

Hn(ϕ)→ Hn(D•))

es un funtor aditivo.

Demostración. Sean ϕ, φ : C• → D•, ψ : D• → E• y n ∈ Z. Por las cons-
trucciones dadas en (2.1.1), (2.1.2) y (2.1.3), se tiene que Kn(1C•), In+1(1C•)
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y Hn(1C•) son claramente los morfismos identidad. Ahora bien, por la cons-
trucción de Kn(ϕ) tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Ker(dCn )
K(dCn ) //

Kn(ϕ)

��

Cn
dCn //

ϕn

��

Cn−1

ϕn−1

��
Ker(d′n)

K(dDn )
//

Kn(ψ)
��

Dn
dDn

//

ψn

��

Dn−1

ψn−1

��
Ker(dEn )

K(dEn )
// En

dEn

// En−1.

Por la unicidad de Kn(ψϕ) tenemos que Kn(ψϕ)=Kn(ψ)Kn(ϕ). Analógamen-
te Kn(φ+ϕ)=Kn(φ)+Kn(ϕ), In+1(ψϕ)=In+1(ψ)In+1(ϕ) y
In+1(φ+ϕ)=In+1(φ)+In+1(ϕ). Por último tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo

Im(dn+1)
αn //

In+1(ϕ)

��

Ker(dn)
C(αn) //

Kn(ϕ)

��

Hn(C•)

Hn(ϕ)

��
Im(d′n+1)

α′n

//

In+1(ψ)

��

Ker(d′n)

Kn(ψ)

��

C(α′n)
// Hn(D•)

Hn(ψ)

��
Im(d′′n+1)

α′′n

// Ker(d′′n)
C(α′′n)

// Hn(E•)

Aśı Hn(ψ)Hn(ϕ)=Hn(ψϕ) y analógamente Hn(φ)+Hn(ϕ)=Hn(φ+ϕ). Por lo
tanto Hn es un funtor aditivo.

El funtor Hn : Com•(R) → Mod(R) es llamado el n-ésimo funtor de
homoloǵıa. Análogamente tenemos la siguiente proposición.

Proposición 2.1.4. Sean R un anillo y n ∈ Z. La correspondencia Hn :
Com•(R)→ Mod(R) dada por

(C•
ϕ→ D•) 7→ (Hn(C•)

Hn(ϕ)→ Hn(D•))

es un funtor aditivo.

El funtor Hn : Com•(R) → Mod(R) es llamado el n-ésimo funtor de
cohomoloǵıa.
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2.2. La sucesión exacta larga de homoloǵıa

Lema 2.2.1. Sean C• ∈ Com•(R) y n ∈ Z. Entonces, existe un morfismo

λn : Coker(dCn+1)→ Ker(dCn−1)

de R-módulos tal que Ker(λn) = Hn(C•) y Coker(λn) = Hn−1(C•).

Demostración. Ya que dCn d
C
n+1 = 0, se tiene que I(dn)dn+1 = 0. Por la pro-

piedad universal del Cokernel obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

Cn+1

dCn+1 // Cn

I(dCn )
��

C(dC
n+1)

// Coker(dCn+1)

∃! βnuu
Im(dCn ) αn−1

// Ker(dCn−1).

Sea λn := αn−1βn. Por otro lado, tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

0

��
Im(dCn+1)

αn
��

Im(dCn+1) //

ι
Im(dCn+1)

��

0 //

��

0

0 // Ker(dCn )
K(dCn )

//

C(αn)

��

Cn
I(dCn )

//

C(dCn+1)
��

Im(dCn ) // 0

Hn(C•) Coker(dCn+1)
βn

// Im(dCn ).

(2.2.1)

Por el Lema de la serpiente, existe γn tal que la siguiente sucesión

0→ Hn(C•)
γn→ Coker(dCn+1)

βn→ Im(dCn )→ 0

es exacta. Por lo tanto, como αn−1 es un monomorfismo, tenemos las si-
guientes igualdades Ker(λn)=Ker(βn)=Hn(C•). Por construcción, tenemos
que Coker(αn−1)=Hn−1(C•) y βn es un epimorfismo. Por lo tanto, se tiene
que Coker(λn)=Coker(αn−1)=Hn−1(C•).

Definición 2.2.2. Decimos que una sucesión 0 → C•
ϕ→ D•

ψ→ E• → 0 en

Com•(R) es exacta si, para cada n ∈ Z, la sucesión 0→ Cn
ϕn→ Dn

ψn→ En → 0
es exacta en Mod(R).
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Teorema 2.2.3. Sea 0 → C•
ϕ→ D•

ψ→ E• → 0 una sucesión exacta en
Com•(R). Entonces, para cada n ∈ Z, existe ωn : Hn(E•) → Hn−1(C•) tal
que la siguiente sucesión

· · · ωn+1→ Hn(C•)
Hn(ϕ)→ Hn(D•)

Hn(ψ)→ Hn(E•)
ωn→ Hn−1(C•)→ · · ·

es exacta en Mod(R).

Demostración. Sea n ∈ Z. Tenemos por la construcción en (2.1.1) y la pro-
piedad universal del cokernel, el siguiente diagrama conmutativo con las dos
filas centrales exactas.

Ker(dCn )

K(dCn )

��

Kn(ϕ) // Ker(dDn )
Kn(ψ) //

K(dDn )

��

Ker(dEn )

Ker(dEn )

��
0 // Cn

ϕn //

dCn
��

Dn
ψn //

dDn
��

En //

dEn
��

0

0 // Cn−1 ϕn−1

//

C(dCn )
��

Dn−1

C(dDn )
��

ψn−1

// En−1

C(dEn )
��

// 0

Coker(dCn )
Cn(ϕ)

// Coker(dDn )
Cn(ψ)

// Coker(d′′n).

(2.2.2)

Por el Lema de la serpiente, las siguientes sucesiones son exactas.

0→ Ker(dCn )
Kn(ϕ)→ Ker(dDn )

Kn(ψ)→ Ker(dEn ),

Coker(dCn )
Cn(ϕ)→ Coker(dDn )

Cn(ψ)→ Coker(dEn )→ 0.

Por el Lema 2.2.1 y el Lema de la serpiente, tenemos el siguiente diagrama
con filas y columnas exactas.

Hn(C•)
Φ1 //

γn
��

Hn(D•)

γ′n
��

Φ2 // Hn(E•)

γ′′n
��

Coker(dCn+1)

λn
��

Cn+1(ϕ)// Coker(dDn+1)

λ′n
��

Cn+1(ψ)// Coker(dEn+1)

λ′′n
��

// 0

0 // Ker(dCn )

C(λn)

��

Kn−1(ϕ)
// Ker(dDn )

C(λ′n)

��

Kn−1(ψ)
// Ker(dEn )

C(λ′′n)

��
Hn−1(C•) Φ3

// Hn−1(D•) Φ4

// Hn−1(E•).

(2.2.3)
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Es claro, por (2.1.3), que Φ3 y Φ4 son Hn−1(ϕ) y Hn−1(ψ), respectivamente.
Ahora veamos que Φ1=Hn(ϕ). En efecto,

γ′nΦ1C(αn) = Cn+1(ϕ)γnC(αn) (2.2.3)

= Cn+1(ϕ)C(dCn+1)K(dn) (2.2.1)

= C(dDn+1)ϕnK(dn) (2.2.2)

= C(dDn+1)K(dDn )Kn(ϕ) (2.2.2)

= γ′nC(α′n)Kn(ϕ). (2.2.1)

Luego, como γ′n es un monomorfismo, Φ1C(αn)=C(α′n)Kn(ϕ). Más aún, por
la construcción de Hn(ϕ), concluimos que Hn(ϕ)=Φ1. Análogamente se tiene
que Hn(ψ)=Φ2, y entonces por el Lema de la serpiente, existe ωn tal que la
siguiente sucesión

· · · ωn+1→ Hn(C•)
Hn(ϕ)→ Hn(D•)

Hn(ψ)→ Hn(E•)
ωn→ Hn−1(C•)→ · · ·

es exacta en Mod(R).

Análogamente, se puede probar el siguiente resultado para cohomoloǵıas.

Teorema 2.2.4. Sean 0 → C•
ϕ→ D•

ψ→ E• → 0 una sucesión exacta en
Com•(R). Entonces, para cada n ∈ Z, existe ωn : Hn(E•) → Hn+1(C•) tal
que la siguiente sucesión

· · · ω
n

→ Hn(C•)
Hn(ϕ)→ Hn(D•)

Hn(ψ)→ Hn(E•)
ωn+1

→ Hn+1(C•)→ · · ·

es exacta en Mod(R).

2.3. Homotoṕıas

Definición 2.3.1. Sean ϕ, ψ : C• → D• en Com•(R). Decimos que ϕ y ψ
son homotópicos en Com•(R) si existe una familia S = {Sn : Cn → Dn+1}n∈Z
de morfimos en Mod(R), llamada homotoṕıa, tal que

ϕn − ψn = dDn+1Sn + Sn−1d
C
n ∀n ∈ Z.

En tal caso, se suele escribir S : ϕ ∼ ψ o bien ϕ ∼ ψ.
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Proposición 2.3.2. Sean ϕ, ψ : C• → D• en Com•(R) tales que ϕ ∼ ψ.
Entonces

Hn(ϕ) = Hn(ψ) ∀ n ∈ Z.

Demostración. Sean S = {Sn}n∈Z una homotoṕıa entre ϕ y ψ y n ∈ Z.
Consideremos x ∈ Ker(dCn ). Por definición, tenemos que

ψn(x)− ϕn(x) = dn+1S
D
n (x) + Sn+1d

C
n (x) = dDn+1Sn(x),

con lo cual tenemos que Im(ψn−ϕn) ≤ Im(dDn+1). Entonces Hn(ψn − ϕn) = 0,
ya que el funtor Hn es aditivo, se concluye que Hn(ψ) = Hn(ϕ).

Definición 2.3.3. Sea F : Mod(R) → Mod(S) un funtor aditivo. Se tiene
la correspondencia Com•F (−) : Com•(R)→ Com•(S)

(C•
ϕ→ D•) 7→ (Com•F (C•)

Com•F (ϕ)→ Com•F (D•)),

donde

Com•F (C•) : · · · → F (Cn+1)
F (dCn+1)
→ F (Cn)

F (dCn )→ F (Cn−1)→ · · ·

y Com•F (ϕ)n = F (ϕn) ∀ n ∈ Z.

Note que Com•F (−) : Com•(R)→ Com•(S) es un funtor aditivo. Análo-
gamente, se define el funtor aditivo Com•F (−) : Com•(R)→ Com•(S).

Definición 2.3.4. Sea F : Mod(R) → Mod(S) un funtor aditivo contrava-
riante. Se tiene la correspondencia Com•F (−) : Com•(R)→ Com•(S)

(C•
ϕ→ D•) 7→ (Com•F (D•)

Com•F (ϕ)→ Com•F (C•)),

donde

Com•F (D•) : · · · → F (Dn−1)
F (dCn )→ F (Dn)

F (dCn+1)
→ F (Dn+1)→ · · ·

y Com•F (ϕ)n = F (ϕn) ∀ n ∈ Z.

Lema 2.3.5. Sean F : Mod(R)→ Mod(S) un funtor aditivo y ϕ, ψ : C• →
D• en Com•(R) tales que ϕ ∼ ψ. Entonces, Com•F (ϕ) ∼ Com•F (ψ).



32 CAPÍTULO 2. FUNTORES DERIVADOS

Demostración. Sea S = {Sn}n∈Z una homotoṕıa entre ϕ y ψ. Por ser F
aditivo, tenemos, para cada n ∈ Z las siguientes igualdades

F (ϕn)− F (ψn) = F (ϕn − ψn)

= F (dDn+1Sn + Sn−1d
C
n )

= F (dDn+1)F (Sn) + F (Sn−1)F (dCn ).

Por lo tanto Com•F (S) = {F (Sn)}n∈Z es una homotoṕıa entre Com•F (ϕ) y
Com•F (ψ).

Por el lema y la proposición anterior, se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 2.3.6. Sea F : Mod(R) → Mod(S) un funtor aditivo. Si ϕ ∼ ψ
en Com•(R), entonces

HnCom•F (ϕ) = HnCom•F (ψ) ∀ n ∈ Z.

2.4. Resoluciones

Definición 2.4.1. Sea M ∈ Mod(R). Una resolución proyectiva de M en
Mod(R) es un complejo aćıclico P•(M) ∈ Com•(R) tal que

a) Pi(M) es un R-módulo proyectivo ∀ i ≥ 0.

b) P−1(M) := M .

c) Pi(M) = 0 ∀ i ≥ −2.

Denotaremos por P•(M) al complejo truncado asociado a la resolución pro-
yectiva P•(M) como sigue

Pi(M) :=

{
Pi(M) si i ≥ 0,
0 si i < 0.

Definición 2.4.2. Sea M ∈ Mod(R). Una co-resolución inyectiva de M en
Mod(R) es un cocomplejo aćıclico I•(M) ∈ Com•(R) tal que

a) I i(M) es un R-módulo inyectivo ∀ i ≥ 0.

b) I−1(M) := M .
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c) I i(M) = 0 ∀ i ≥ −2.

Denotaremos por I•(M) al cocomplejo truncado asociado a la co-resolución
inyectiva I•(M) como sigue

I i(M) :=

{
I i(M) si i ≥ 0,
0 si i < 0.

Sea M ∈ Mod(R). Es claro que M admite una resolución proyectiva y se
debe a que, para todo R-módulo, siempre existe un epimorfismo FX → X,
con FX un R-módulo libre (en particular proyectivo). Por otro lado, dado
que todo R-módulo X admite una envolvente inyectiva X → I0(X), se tiene
que M tiene una co-resolución inyectiva.

Teorema 2.4.3. Sean α : M → N en Mod(R), P•(M) y P•(N) resoluciones
proyectivas. Entonces existe ϕ : P•(M)→ P•(N) en Com•(R) tal que ϕ−1 =
α. El morfismo inducido ϕ : P•(M) → P•(N) se le llama levantamiento de
α. Más aún dos levantamientos de α son homotópicos en Com•(R).

Demostración. La demostración la haremos por inducción sobre la longitud
del complejo P•(M). En efecto, dado que P0(M) es un R-módulo proyectivo,
tenemos el siguiente cuadrado conmutativo

P0(M)

∃ ϕ0

��

d
P•(M)
0 //M

α

��

// 0

P0(N)
d
P•(N)
0

// N // 0.

Por hipótesis de inducción, la propiedad universal del Kernel y dado que
Pn(M) es un R-módulo proyectivo, tenemos el siguiente diagrama conmuta-
tivo

Pn(M)

∃! βn

##

∃ ϕn
��

d
P•(M)
n // Pn−1(M)

d
P•(M)
n−1 //

ϕn−1

��

Pn−2(M)

ϕn−2

��
Pn(N)

I(d
P•(N)
n ) ))

Pn−1(N)
d
P•(N)
n−1 // Pn−2(N)

Ker(d
P•(N)
n−1 ) = Im(d

P•(N)
n ).

K(d
P•(N)
n−1 )

OO
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Por inducción, existe ϕ : P•(M)→ P•(N) en Com•(R) tal que ϕ−1 = α.
Ahora bien, sean ϕ y ψ dos levantamientos de α. Veamos que son homotópicos
estos morfismos. En efecto, la construcción de la homotoṕıa S : ϕ ∼ ψ la
haremos por inducción. Sea Si = 0 ∀ i ≤ 0, supongamos que existe Sn−1

para n ≥ 1, es decir, ϕn−1 − ψn−1 = Sn−2d
P•(M)
n−1 + d

P•(N)
n Sn−1, y en tal caso

tenemos las siguientes igualdades

dQ•(N)
n (ϕn − ψn − Sn−1d

P•(M)
n ) = dQ•(N)

n ϕn − dQ•(N)
n ψn − dQ•(N)

n Sn−1d
P•(M)
n

= ϕn−1d
P•(M)
n − ψn−1d

P•(M)
n − dQ•(N)

n Sn−1d
P•(M)
n

= (ϕn−1 − ψn−1 − dQ•(N)
n Sn−1)dP•(M)

n

= (Sn−2d
P•(M)
n−1 + dP•(N)

n Sn−1 − dP•(N)
n Sn−1)dP•(M)

n

= Sn−2d
P•(M)
n−1 dP•(M)

n = 0.

Por ello Im(ϕn − ψn − Sn−1d
P•(M)
n ) ≤ Ker(d

Q•(N)
n ), y como Pn(M) es un

R-módulo proyectivo, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Pn(M)
∃ Sn

ss
ϕn−ψn−Sn−1d

P•(M)
n��

Pn+1(N)
I(d

P•(N)
n )

// Im(d
P•(N)
n ) = Ker(d

P•(N)
n−1 ).

Entonces ϕn − ψn − Sn−1d
P•(M)
n = d

P•(N)
n Sn y por lo tanto S : ϕ ∼ ψ.

Análogamente tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.4.4. Sean α : M → N en Mod(R), I•(M) y I•(N) co-resoluciones
inyectivas. Entonces existe ϕ : I•(M)→ I•(N) en Com•(R) tal que ϕ−1 = α.
El morfismo inducido ϕ : I•(M) → I•(N) se le llama levantamiento de α.
Más aún dos levantamientos de α son homotópicos.

Definición 2.4.5. Decimos que dos complejos C• y D• son homotópicamente
equivalentes si existen morfismos ϕ : C• → D• y ψ : D• → C• tales que
ψϕ ∼ 1C• y ϕψ ∼ 1D•.

Proposición 2.4.6. Dos resoluciones proyectivas truncadas de M son ho-
motópicamente equivalentes ∀ M ∈ Mod(R).
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Demostración. Sean P•(M) y Q•(M) dos resoluciones proyectivas de M . Por
el Teorema 2.4.3 existen levantamientos de la identidad 1M : M → M ,
ϕ : P•(M)→ Q•(M) y ψ : Q•(M)→ P•(M), tales que el siguiente diagrama
es conmutativo

· · · // Pn+1(M)

ϕn+1

��

d
P•(M)
n+1 // Pn(M)

ϕn

��

// · · · // P0(M)

ϕ0

��

d
P•(M)
0 //M

1M
��

· · · // Qn+1(M)

ψn+1

��

d
Q•(M)
n+1 // Qn(M)

ψn
��

// · · · // Q0(M)

ψ0

��

d
Q•(M)
0 //M

1M
��

· · · // Pn+1(M)
d
P•(M)
n+1 // Pn(M) // · · · // P0(M)

d
P•(M)
0 //M.

Por el diagrama anterior, la composición ψϕ : P•(M)→ P•(M) es un levan-
tamiento de 1M , pero 1P• es claramente un levantamiento de 1M . Entonces,

por el Teorema 2.4.3, se tiene ψϕ ∼ 1P•(M). Análogamente ϕψ ∼ 1Q•(M). Por

lo tanto P•(M) y Q•(M) son homotópicamente equivalentes.

Similarmente, tenemos la siguiente proposición.

Proposición 2.4.7. Dos resoluciones inyectivas truncadas de M son ho-
motópicamente equivalentes ∀ M ∈ Mod(R).

2.5. La categoŕıa homotópica K•(R)

Definición 2.5.1. Sea C una R-categoŕıa aditiva. Un ideal I E C es una
clase de morfismos I = {I(X, Y )}(X,Y )∈C2 tal que

a) I(X, Y ) es un R-submódulo de HomC(X, Y ).

b) Para toda sucesión W
h→ X

f→ Y
g→ Z en C, se tiene que, si f ∈ I(X, Y )

entonces gf ∈ I(X,Z) y fh ∈ I(W,Y ).

Proposición 2.5.2. Sean C una R-categoŕıa aditiva e I E C. Entonces, el
cociente C/I es una R-categoŕıa aditiva, donde

a) Obj(C/I) := Obj(C).

b) HomC/I(X, Y ) := HomC(X, Y )/I(X, Y ) ∀ X, Y ∈ C.
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c) (f+I(Y, Z))◦C/I (g+I(X, Y )) := fg+I(X,Z) ∀ f : Y → Z, g : X → Y .

Demostración. Basta ver que la composición esta bien definida para ver que
C/I es una categoŕıa. En efecto, sean f1, f2 : X → Y , g1, g2 : Y → Z tales
que f1 + I(X, Y ) = f2 + I(X, Y ) y g1 + I(Y, Z) = g2 + I(Y, Z). Entonces
f1 − f2 ∈ I(X, Y ), y por definición g1(f1 − f2) ∈ I(X,Z). Análogamente
(g1 − g2)f2 ∈ I(X,Z), con lo cual g1f1 − g2f2 ∈ I(X,Z) porque I(X,Z) es
un submódulo de HomC(X,Z). Aśı g1f1 + I(X,Z) = g2f2 + I(X,Z) y por lo
tanto la composición está bien definida. Usando ahora que C es aditiva, se
sigue v́ıa el funtor cociente q : C → C/I, que C/I es aditiva.

Veamos una propiedad que cumplen las categoŕıas cociente.

Proposición 2.5.3. Sean C, D R-categoŕıas aditivas, I E C y F : C → D un
funtor aditivo. Si F (f) = 0 ∀ f ∈ I, entonces existe un único funtor aditivo
F : C/I → D que hace conmutar el siguiente diagrama

C

q !!

F // D

C/I,
F

==

donde q(X) := X ∀ X ∈ C y q(f) := f + I(X, Y ) ∀ f : X → Y .

Demostración. Veamos que la asignación F : C/I → D dada por F (X) =
F (X) ∀ X ∈ C/I, F (f + I(X, Y )) = F (f) ∀ f : X → Y cumple con la
proposición. En efecto, veamos que está bien definida. Sean f + I(X, Y ) =
g + I(X, Y ), con lo cual f − g ∈ I(X, Y ), por hipótesis F (f − g) = 0,
consecuentemente F (f) = F (g) ya que el funtor F es aditivo. Por lo tanto el
funtor F está bien definido y claramente F = Fq.
Para finalizar, veamos la unicidad. Sea Q : C/I → D un funtor aditivo tal
que F = Qq. Tenemos que F (X) = Q(X) ∀ X ∈ C/I y

Q(f + I(X, Y )) = Qq(f) = F (f)

∀ f : X → Y . Con lo cual F = Q.

Para simplificar la notación, escribiremos F en lugar de F cuando sea
claro el contexto.
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Definición 2.5.4. La clase de homotoṕıa H en Com•(R) es

H := {H(X•, Y•)}(X•,Y•)∈Com•(R)2 ,

donde H(X•, Y•) := {f : X• → Y• | f ∼ 0}.

Lema 2.5.5. H es un ideal en Com•(R).

Demostración. Sean W•, X•, Y•, Z• ∈ Com•(R), f, g ∈ H(X•, Y•), h : W• →
X•, j : Y• → Z• y r ∈ R.
Veamos que H(X•, Y•) es un R-submódulo de Com•(X•, Y•). En efecto, por
hipótesis existen homotoṕıas S : f ∼ 0, S ′ : g ∼ 0, entonces

rfn − gn = dYn+1(rSn − S ′n) + (rSn−1 − S ′n−1)dXn

∀ n ∈ Z. Con lo cual rf − g ∈ H(X•, Y•). Concluimos que H(X•, Y•) ≤
Com•(X•, Y•).
Ahora veamos que fh ∈ H(W•, Y•). Por hipótesis fn = dYn+1Sn+Sn−1d

X
n , con

lo cual

fnhn = dYn+1Snhn + Sn−1d
X
n hn = dYn+1(Snhn) + (Sn−1hn−1)dXn

ya que h ∈ Com•(W•, X•), aśı fh ∈ H(W•, Y•).
Análogamente jf ∈ H(X•, Z•). Por lo tanto H E Com•(R).

Definición 2.5.6. La categoŕıa homotópica de complejos de R-módulos es

K•(R) := Com•(R)/H

y q : Com•(R)→ K•(R) es el funtor canónico.

Note que de la Proposición 2.3.2 se sigue que Hn(f) = 0 ∀ f ∼ 0, aśı que,
por la Proposición 2.5.3, existe un único funtor Hn : K•(R) → Mod(R) tal
que Hn(f + I(X, Y )) = Hn(f) ∀ f : X → Y . Esto es, se tiene el siguiente
diagrama conmutativo

Com•(R)
Hn //

q

��

Mod(R)

K•(R).
Hn

88



38 CAPÍTULO 2. FUNTORES DERIVADOS

Por simplicidad se suele escribir Hn en lugar de Hn, el cual también se le
conoce como el n-ésimo funtor de homoloǵıa.
Análogamente, se define la categoŕıa homotópica K•(R) de cocomplejos de
R-módulos y el funtor de cohomoloǵıa H

n
: K•(R) → Mod(R) que hace

conmutar el diagrama

Com•(R) Hn
//

q

��

Mod(R)

K•(R),
H
n

88

al cual por simplicidad escribimos Hn en lugar de H
n
.

2.6. Funtores derivados

Sea f : M → N un morfismo en Mod(R). Por el Teorema 2.4.3 existe
un morfismo ϕ : P•(M) → P•(N) en Com•(R) tal que ϕ−1 = f . Luego,
consideramos el morfismo inducido ϕ : P•(M)→ P•(N) y el funtor cociente
q : Com•(R)→ K•(R), con lo cual la asignación

−• : Mod(R)→ K•(R)

(M
f→ N) 7→ (P•(M)

q(ϕ)→ P•(N)),

es un funtor aditivo. Note que la asignación anterior está bien definida (hasta
isomorfismos en K•(R)), ya que dos resoluciones proyectivas truncadas son
isomorfas en K•(R) (Proposición 2.4.6) y q(ϕ) es único por el Teorema 2.4.3.
Análogamente, dado un morfismo f : M → N en Mod(R), por el Teorema
2.4.4 existe un morfismo ψ : I•(M) → I•(M) tal que ψ−1 = f . Luego,
consideramos el morfismo inducido ψ : I•(M) → I•(N) y el funtor cociente
q : Com•(R)→ K•(R), con lo cual la asignación

−• : Mod(R)→ K•(R)

(M
f→ N) 7→ (I•(M)

q(ψ)→ I•(N)),

es un funtor aditivo. Note que la asignación anterior está bien definida (hasta
isomorfismos en K•(R)) ya que dos co-resoluciones inyectivas truncadas son
isomorfas en K•(R) (Proposición 2.4.7) y q(ϕ) es único por el Teorema 2.4.4.
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Con los dos funtores anteriores, se pueden construir los funtores deriva-
dos de un funtor aditivo F : Mod(R) → Mod(S) como sigue. Note que
HnCom•F (f) = 0 ∀ f ∈ H(X•, Y•) ∀ X•, Y• ∈ Com•(R) por el Corolario
2.3.6. Por lo que Com•F induce un único funtor aditivo

Com•F : K•(R)→ K•(S)

que hace conmutar el siguiente diagrama

Com•(R)

qR
��

Com•(F ) // Com•(S)

qS
��

K•(R)
Com•F

// K•(S),

donde qR y qS son, respectivamente, los funtores cocientes.
El n-ésimo funtor derivado a izquierda de F es

LnF : Mod(R)→ Mod(S)

LnF := HnCom•F (−•).
En el caso que F : Mod(R)→ Mod(S) sea un funtor contravariante, tenemos
que Com•F induce un único funtor aditivo

Com• : K•(R)→ K•(S)

que hace conmutar el siguiente diagrama

Com•(R)

qR
��

Com•(F ) // Com•(S)

qS
��

K•(R)
Com•F

// K•(S).

El funtor n-ésimo funtor derivado a izquierda de F es

LnF : Mod(R)→ Mod(S)

LnF := HnCom•F (−•).
De manera dual, tenemos la construcción del n-ésimo funtor derivado a de-
recha de F .
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Sea F : Mod(R) → Mod(S) un funtor aditivo. El n-ésimo funtor derivado a
derecha de F es

RnF : Mod(R)→ Mod(S)

RnF := HnCom
•
F (−•).

En el caso que F : Mod(R) → Mod(S) sea un funtor contravariante. El
n-ésimo funtor derivado a derecha de F es

RnF : Mod(R)→ Mod(S)

RnF := HnCom•F (−•).
Esta contrucción se puede generalizar a categoŕıas abelianas con suficientes
inyectivos y proyectivos, al lector interesado se recomienda [Ro].

Proposición 2.6.1. Sea F : Mod(R)→ Mod(S) un funtor (contravariante)
aditivo exacto derecho (izquierdo). Entonces L0F ' F (L0F ' F ).

Demostración. Sean M ∈ Mod(R) y P•(M) una resolución proyectiva de M .
Como F es exacto derecho, se tiene que la siguiente sucesión es exacta

F (P1)
F (d

P•(M)
1 )
→ F (P0)

F (d
P•(M)
0 )
→ F (M)→ 0.

Por el primer teorema de isomorfismo, tenemos el isomorfismo θM que hace
conmutar el siguiente diagrama

F (P0)
F (d

P•(M)
0 )

//

π

��

F (M)

H0F (C) = L0F (M)

θM

∼
66

Dado que el isomorfismo θM es natural, concluimos que L0F ' F .
Por otro lado, si F es contravariante y exacto izquierdo, entonces la siguiente
sucesión es exacta

0→ F (M)
F (d

P•(M)
0 )
→ F (P0)

F (f0)→ F (P1).

Por lo que F (M)
F (d

P•(M)
0 )
→ Ker(F (d

P•(M)
0 )) = L0F (M) es un isomorfismo

natural.
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De forma dual, tenemos la siguiente proposición.

Proposición 2.6.2. Sea F : Mod(R)→ Mod(S) un funtor (contravariante)
aditivo y exacto izquierdo (derecho). Entonces R0F ' F (R0F ' F ).

Proposición 2.6.3. Sea F : Mod(R)→ Mod(S) un funtor aditivo y exacto.
Entonces LnF (M) = 0 ∀ n ∈ N+ y M ∈ Mod(R).

Demostración. Sean P•(M) una resolución proyectiva de M y n ∈ N+. Por
ser F exacto, la siguiente sucesión es exacta F (Pn+1(M)) → F (Pn(M)) →
F (Pn−1(M)) y por definición LnF (M) = 0.

De forma dual, tenemos la siguiente proposición.

Proposición 2.6.4. Sea F : Mod(R)→ Mod(S) un funtor aditivo y exacto.
Entonces RnF (M) = 0 ∀ n ∈ N+ y M ∈ Mod(R).

Proposición 2.6.5. Sea F : Mod(R) → Mod(S) un funtor aditivo. Si P ∈
Mod(R) es proyectivo, entonces LnF (P ) = 0 ∀ n ∈ N+.

Demostración. Claramente P•(P ) : · · · → 0→ P es una resolución proyecti-
va trunca de P . Por lo tanto LnF (P ) = 0 ∀ n ∈ N+.

De forma dual, tenemos la siguiente proposición.

Proposición 2.6.6. Sea F : Mod(R) → Mod(S) un funtor aditivo. Si I ∈
Mod(R) es inyectivo, entonces RnF (I) = 0 ∀ n ∈ N+.

2.7. Sucesiones exactas largas del funtor de-

rivado

El siguiente lema es conocido por el Lema de la herradura.
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Lema 2.7.1. Toda sucesión exacta 0 → A
f→ B

g→ C → 0, en Mod(R), se
extiende a un diagrama conmutativo con filas y columnas exactas

0

��

0

��

0

��
0 // K

��

// K ′ //

��

K ′′ //

��

0

0 // P

ϕ

��

// P ′

ϕ′

��

// P ′′

ϕ′′

��

// 0

0 // A
f
//

��

B g
//

��

C //

��

0

0 0 0

(2.6.1)

con P, P ′ y P ′′ R-módulos proyectivos.

Demostración. Existen ϕ : P → A y ϕ′′ : P ′′ → C epimorfimos con P , P ′′

R-módulos proyectivos. Sean P ′ = P ⊕ P ′′, ι : P → P ⊕ P ′′ la inclusión
canónica y π : P ⊕ P ′′ → P ′′ la proyección canónica. Usando que P ′′ es
proyectivo, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

P ′′

ϕ′′

��

∃ ψ2

~~
B g

// C.

Sea ϕ′ = (ψ1, ψ2), donde ψ1 = fϕ y ψ2 es el morfismo anterior. Finalmente,
por el lema de la serpiente, se obtiene el diagrama anterior.

Teorema 2.7.2. Sean F : Mod(R)→ Mod(S) un funtor aditivo y 0→ A
f→

B
g→ C → 0 una sucesión exacta en Mod(R). Entonces existen morfismos

de conexión ∆n : LnF (C) → Ln−1F (A), ∀ n ∈ N+, tales que la siguiente
sucesión es exacta

· · · ∆n+1→ LnF (A)→ LnF (B)→ LnF (C)
∆n→ Ln−1F (A)→ · · ·
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Demostración. Por el lema anterior, tenemos el siguiente diagrama conmu-
tativo con filas y columnas exactas

0

��

0

��

0

��
0 // K

��

// K ′ //

��

K ′′ //

��

0

0 // P

ϕ

��

// P ′

ϕ′

��

// P ′′

ϕ′′

��

// 0

0 // A
f
//

��

B g
//

��

C //

��

0

0 0 0.

Aplicando de nuevo el Lema de la herradura para la sucesión exacta 0 →
K → K ′ → K ′′ → 0, obtenemos el correspondiente diagrama conmutativo
con filas y columnas exactas (donde además, en la segunda fila sus objetos
son proyectivos). Repitiendo el procedimiento anterior, tenemos una sucesión
exacta en Com•(R)

0→ P•(A)→ P•(B)→ P•(C)→ 0,

donde P•(A), P•(B) y P•(C) son resoluciones proyectivas de A, B y C, res-
pectivamente. Ahora bien, para cada n ∈ N, la sucesión exacta

0→ Pn → P ′n → P ′′n → 0

se escinde, y como el funtor F es aditivo, la sucesión

0→ F (Pn)→ F (P ′n)→ F (P ′′n )→ 0

se escinde. Por lo tanto

0→ Com•F (P •(A))→ Com•F (P •(B))→ Com•F (P •(C))→ 0

es exacta en Com•(R). Entonces, por el Teorema 2.2.3, tenemos la siguiente
sucesión exacta larga

· · · ∆n+1→ LnF (A)→ LnF (B)→ LnF (C)
∆n→ Ln−1F (A)→ · · ·
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De forma dual tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.7.3. Sean F : Mod(R)→ Mod(S) un funtor aditivo y 0→ A
f→

B
g→ C → 0 una sucesión exacta en Mod(R). Entonces, existen morfismos

de conexión ∆n : RnF (C) → Rn+1F (A) ∀ n ∈ N+ tales que la siguiente
sucesión es exacta.

· · · ∆n−1

→ RnF (A)→ RnF (B)→ RnF (C)
∆n

→ Rn+1F (A)→ · · ·

Definición 2.7.4. Decimos que una sucesión de transformaciones naturales
F

η→ G
τ→ T , es exacta en proyectivos si ∀ P ∈ Mod(R) proyectivo, se tiene

que

0→ F (P )
ηP→ G(P )

τP→ T (P )→ 0

es una sucesión exacta.

Teorema 2.7.5. Sea F
η→ G

τ→ T una sucesión de transformaciones natu-
rales, la cual es exacta en proyectivos. Entonces ∀ M ∈ Mod(R) existe un
morfismo ωn : LnT (M)→ Ln−1F (M) tal que la siguiente sucesión es exacta
en Mod(R)

· · ·LnF (M)→ LnG(M)→ LnT (M)
ωn→ Ln−1F (M)→ · · ·

· · · → L1T (M)
ω1→ L0F (M)→ L0G(M)→ L0T (M)→ 0

Demostración. Sea P•(M) una resolución proyectiva de M , ya que η y τ son
transformaciones naturales, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

· · · → F (Pn+1)

τPn+1

��

// F (Pn)→
τPn
��

· · · → F (P0)

τP0

��

// 0

· · · → G(Pn+1)

ηPn+1

��

// G(Pn)→
ηPn
��

· · · → G(P0)

ηP0

��

// 0

· · · → T (Pn+1) // T (Pn)→ · · · → T (P0) // 0.

Puesto que la sucesión F
η→ G

τ→ T es exacta en proyectivos, tenemos que ∀
n ∈ N

0→ F (Pn)
τPn→ G(Pn)

ηPn→ T (Pn)→ 0
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es una sucesión exacta en Mod(R). Por lo tanto

0→ F (P •(M))
τ→ G(P •(M))

η→ T (P •(M))→ 0,

es una sucesión exacta en Com•(R), y por el Teorema 2.2.3, se obtiene la
sucesión exacta requerida en el teorema.

Como aplicación de estas dos sucesiones exactas largas, vamos a ver que
los dos funtores derivados del funtor Hom son isomorfos.

Proposición 2.7.6. Para todo M, N ∈ Mod(R), se tienen los siguientes
isomorfismos

Extn
R(M,N) ∼= extn

R(M,N) ∀n ∈ N.

Demostración. La prueba se hará por inducción. Por la Proposición 2.6.1 y
Proposición 2.6.2 tenemos que

Ext0
R(M,N) ∼= HomR(M,N) ∼= ext0

R(M,N).

Sea 0→ N → I → S → 0 una sucesión exacta con I un R-módulo inyectivo.
Luego se tiene la siguiente sucesión exacta en proyectivos

HomR(−, N)→ HomR(−, I)→ HomR(−, S),

Por otro lado, ya que el funtor HomR(−, I) es exacto, por la Proposición
2.6.3, tenemos que extn

R(M, I) = 0 ∀ n ∈ N+. Luego, por la Proposición 2.6.6
Extn

R(M, I) = 0, con lo cual tenemos el siguiente diagrama conmutativo por
las sucesiones largas del funtor derivado, dadas en el Teoremas 2.7.3 y el
Teorema 2.7.5 (para funtores contravariantes)

HomR(M, I) // HomR(M,S) // Ext1
R(M,N)

Φ1

��

// 0

HomR(M, I) // HomR(M,S) // ext1
R(M,N) // 0

Por el Lema de los cinco, Φ1 es un isomorfismo.
Supongamos que n ≥ 1 y Extn

R(M,N) ∼= extn
R(M,N) ∀ M , N ∈ Mod(R),

de nuevo por las sucesiones largas del funtor derivado, dadas en el Teorema
2.7.3 y el Teorema 2.7.5 (para funtores contravariantes)

0 = Extn
R(M, I) // Extn

R(M,S)

Φn
��

// Extn+1
R (M,N)

Φn+1

��

// Extn+1
R (M, I) = 0

0 = extn
R(M, I) // extn

R(M,S) // extn+1
R (M,N) // extn+1

R (M, I) = 0
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Por hipótesis de inducción, Φn es un isomorfismo. Por lo tanto Φn+1 es un
isomorfismo por el Lema de los cinco.

2.8. Dimensiones homológicas en Mod(R)

Definición 2.8.1. Sea M ∈ Mod(R).

a) Sea P•(M) : · · ·Pn(M) → Pn−1(M) → · · ·P0(M) → M → 0 una resolu-
ción proyectiva de M.
Decimos que P•(M) tiene longitud n, y escribimos `(P•(M)) = n, si n es
el menor natural tal que Pm(M) = 0 ∀ m ≥ n+ 1.
Decimos que P•(M) tiene longitud infinita si ∀ n ∈ N ∃ m ≥ n tal que
Pm 6= 0.

b) La dimensión proyectiva de M en R es

pd(M) := min{n ∈ N | ∃ P•(M) con `(P•(M)) = n}.

Si M no tiene resoluciones proyectivas de longitud finita, diremos que M
tiene dimensión proyectiva infinita y escribimos pd(M) =∞.

c) La dimensión global de R es

gl.dim(R) := max{pd(M) |M ∈ Mod(R)}.

d) Sea I•(M) : 0 → M → I0(M) → · · · → In(M) → In+1(M) → · · · una
co-resolución inyectiva de M.
Decimos que I•(M) tiene longitud n, y escribimos `(I•(M)) = n, si n es
el menor natural tal que Im(M) = 0 ∀ m ≥ n+ 1.
Decimos que I•(M) tiene longitud infinita si ∀ n ∈ N ∃ m ≥ n tal que
Im(M) 6= 0.

e) La dimensión inyectiva de M en R es

id(M) := min{n ∈ N | ∃ I•(M) con `(I•(M)) = n}.

si M no tiene co-resoluciones inyectivas de longitud finita diremos que M
tiene dimensión inyectiva infinita y escribimos id(M) =∞.

Es claro ver que pd(P )=0 si y sólo si P es un R-módulo proyectivo.
Analógamente id(I)=0 si y sólo si I es un R-módulo inyectivo.
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Definición 2.8.2. Sean M ∈ Mod(R), P•(M) una resolución proyectiva de
M y I•(M) una co-resolución inyectiva de M. Decimos que

a) Ωn(M) := Ker(d
P•(M)
n−1 ) es la n-sizigia de M relativa a P•(M).

b) Ω−n(M) := Coker(dn−2
I•(M)) es la n-cosizigia de M relativa a I•(M).

Proposición 2.8.3. Sea P ∈ Mod(R). Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes.

a) P es proyectivo.

b) Exti
R(P,N) = 0 ∀i ≥ 1,∀N ∈ Mod(R).

c) Ext1
R(P,N) = 0 ∀N ∈ Mod(R).

Demostración. a) =⇒ b). Se sigue de la Proposición 2.6.3.
b) =⇒ c). Es clara.
c) =⇒ a). Sea 0 → L → M → N → 0 una sucesión exacta en Mod(R).
Aplicando el funtor HomR(P,−) a la sucesión exacta anterior, obtenemos la
siguiente sucesión exacta

0→ HomR(P,L)→ HomR(P,M)→ HomR(P,N)→ Ext1
R(P,L) = 0

Por lo tanto P es proyectivo.

De forma dual, tenemos la siguiente proposición.

Proposición 2.8.4. Sea I ∈ Mod(R). Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes.

a) I es inyectivo.

b) Exti
R(M, I) = 0 ∀i ≥ 1,∀M ∈ Mod(R).

c) Ext1
R(M, I) = 0 ∀M ∈ Mod(R).

El siguiente resultado es conocido como el Lema del corrimiento

Lema 2.8.5. Sean M, N ∈ Mod(R) y n ≥ 1. Entonces,

a) Extn+i
R (M,N) ∼= Exti

R(Ωn(M), N) ∀P•(M) resolución proyectiva de M
∀i ≥ 1.



48 CAPÍTULO 2. FUNTORES DERIVADOS

b) Extn+i
R (M,N) ∼= Exti

R(M,Ω−n(N)) ∀I•(N) co-resolución inyectiva de N
∀i ≥ 1.

Demostración. Sólo probaremos a), puesto que b) es similar. Sean i ≥ 1 y
P•(M) : · · · → Pn(M)→ · · · → P0(M)→ M → 0 una resolución proyectiva
de M . Entonces la sucesión exacta

0→ Ω1(M)→ P0(M)→M → 0

induce una sucesión exacta larga y por la Proposición 2.8.3

· · · → Extn+i−1
R (P0(M), N) = 0→ Extn+i−1

R (Ω1(M), N)→ Extn+i
R (M,N)→ 0

Por lo cual Extn+i−1
R (Ω1(M), N) ∼= Extn+i

R (M,N). Ahora bien, consideremos
la siguiente sucesión exacta 0 → Ω2(M) → P1(M) → Ω1(M) → 0, está
induce otra sucesión exacta larga

· · · → 0→ Extn+i−2
R (Ω2(M), N)→ Extn+i−1

R (Ω1(M), N)→ 0

Por lo cual Extn+i−1
R (Ω1(M), N) ∼= Extn+i−2

R (Ω2(M), N). Siguiendo el proce-
dimiento anterior, obtenemos la siguiente cadena de isomorfismos

Extn+i
R (M,N) ∼= Extn+i−1

R (Ω1(M), N) ∼= Extn+i−2
R (Ω2(M), N)

∼= · · · ∼= Exti
R(Ωn(M), N).

Ahora daremos una relación entre el funtor Ext y las dimensiones proyec-
tivas e inyectivas.

Teorema 2.8.6. Para M ∈ Mod(R), las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

a) pd(M) ≤ n.

b) Extm
R(M,N) = 0 ∀ N ∈ Mod(R) y m ≥ n+ 1.

c) Extn+1
R (M,N) = 0 ∀ N ∈ Mod(R).

d) La n-ésima sizigia relativa Ωn(M) de M es un R-módulo proyectivo para
cualquier resolución proyectiva P•(M) de M.
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Demostración. a) =⇒ b) Por definición, existe una resolución proyectiva
P•(M) : · · · 0→ Pn(M)→ · · · → P0(M)→M → 0. Aśı HomR(Pm(M), N) =
0 ∀ m ≥ n+ 1, y por lo tanto Extm

R(M,N) = 0 ∀ m ≥ n+ 1.
b) =⇒ c) Es clara.
c) =⇒ d) Se sigue del Lema del corrimiento y la Proposición 2.8.3.
d) =⇒ a) Es claro.

De forma dual tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.8.7. Para N ∈ Mod(R), las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

a) id(N) ≤ n.

b) Extm
R(M,N) = 0 ∀ M ∈ Mod(R) y m ≥ n+ 1.

c) Extn+1
R (M,N) = 0 ∀ M ∈ Mod(R).

d) La n-ésima co-sizigia relativa Ω−n(N) de N es un R-módulo inyectivo para
cualquier resolución inyectiva I•(N).

Ahora veremos cómo se comportan la dimensión proyectiva e inyectiva en
sucesiones exactas

Proposición 2.8.8. Para toda sucesión exacta 0 → L → M → N → 0 en
Mod(R), las siguientes desigualdades se cumplen.

a) pd(N) ≤ max{pd(M), pd(L) + 1}.

b) pd(M) ≤ max{pd(L), pd(N)}.

c) pd(L) ≤ max{pd(M), pd(N)− 1}.

Demostración. Sea T ∈ Mod(R). Aplicamos el funtor HomR(−, T ) a la su-
cesión exacta anterior y tenemos la siguiente sucesión exacta larga

Extn−1
R (L, T )→ Extn

R(N, T )→ Extn
R(M,T )→ Extn

R(L, T )→ Extn+1
R (N, T )

Si n-1=máx{pd(M), pd(L) + 1}, por el Teorema 2.8.3 Extn
R(M,T ) = 0 y

Extn−1
R (L, T ) = 0 y aśı Extn

R(N, T ) = 0, con lo cual pd(N) ≤ n − 1 por el
Teorema 2.8.3.
Ahora bien, si n-1=máx{pd(N), pd(L)}, por el Teorema 2.8.3 Extn

R(M,T ) =
0 y de nuevo por el Teorema 2.8.3, pd(M) ≤ n− 1.
Por último, si n-1=máx{pd(M), pd(N)− 1}, por el Teorema 2.8.3 tenemos
que Extn

R(L, T ) = 0 y por lo tanto pd(L) ≤ n− 1.
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De forma dual, tenemos la siguiente proposición.

Proposición 2.8.9. Para toda sucesión exacta 0 → L → M → N → 0 en
Mod(R), las siguientes desigualdades se cumplen.

a) id(N) ≤ max{id(M), id(L)− 1}.

b) id(M) ≤ max{id(L), id(N)}.

c) id(L) ≤ max{id(M), id(N) + 1}.

Por último, veamos cómo se comporta la dimensiones proyectiva e inyec-
tiva en sumas directas finitas.

Proposición 2.8.10. Sea {Mi}ni=1 una familia finita de módulos en Mod(R).
Entonces pd(⊕ni=1Mi) = max{pd(Mi) | 1 ≤ i ≤ n}.

Demostración. La prueba se hará por inducción sobre n. Si n = 1 es claro.
Supongamos que n > 1. Sea i tal que pd(Mj) ≤ pd(Mi) para toda 1 ≤ j ≤ n.
Entonces, tenemos la siguiente sucesión exacta

0→Mi → ⊕nj=1Mj → ⊕nk=1, k 6=iMk → 0

Luego, por hipótesis de inducción pd(⊕nk=1, k 6=iMk) ≤ pd(Mi). Por otro la-
do, de la Proposición 2.8.8 c), se sigue que pd(Mi) ≤ pd(⊕nj=0Mj) y de la
Proposición 2.8.8 b), concluimos que pd(⊕nj=0Mj) ≤ pd(Mi). Por lo tanto
pd(⊕nj=0Mj) = pd(Mi).

De forma dual, tenemos la siguiente proposición.

Proposición 2.8.11. Sea {Mi}ni=1 una familia finita de R-módulos. Enton-
ces, id(⊕ni=0Mi) = max{id(Mi) | 1 ≤ i ≤ n}.



Caṕıtulo 3

Teoŕıa de Auslander-Reiten

Una caracteŕıstica importante de la teoŕıa de álgebras de artin, es que
los anillos de endomorfismos de módulos finitamente generados son de nuevo
álgebras de artin. En principio, esto le permite a uno traducir los problemas
que involucran sólo a un número finito de módulos finitamente generados
sobre un álgebra de artin a problemas sobre módulos proyectivos finitamen-
te generados sobre alguna otra álgebra de artin. Este procedimiento, se le
conoce como el proceso de proyectivización. Otra propiedad importante de
las álgebras de artin es que hay una dualidad entre la categoŕıa de módulos
finitamente generados y la de módulos finitamente generados sobre el anillo
opuesto.
Un tipo especial de sucesiones exactas de módulos, que desempeñan un papel
central en la teoŕıa representaciones de álgebras de artin en general, son las
sucesiones que casi se escinden. Por ello, es necesario introducir las nociones
de morfismos que casi se escinden a izquierda y a derecha. Estas nociones
dan lugar no sólo a las sucesiones que casi se escinden, sino también a los
morfismos irreducibles. Además de la teoŕıa general, varios ejemplos y tipos
especiales de sucesiones que casi se escinden se discuten.
En este caṕıtulo no probaremos los resultados más importantes, pero a cam-
bio señalaremos los tópicos que se necesitaran de estas áreas. El lector in-
teresado puede ver todos los detalles requeridos en los libros [ASS] y [ARS].

51
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3.1. Álgebras de artin

Definición 3.1.1. Sea Λ una R-álgebra. Decimos que Λ es una R-álgebra de
artin si, R es un anillo artiniano y RΛ ∈ mod(R).

Teorema 3.1.2. Sean Λ es una R-álgebra de artin y I := I0(top(R)) la
envolvente inyectiva de top(R). Entonces, el funtor

DΛ := HomR(−, I) : mod(Λ)→ mod(Λop)

es una dualidad de categoŕıas y DΛop : mod(Λop) → mod(Λ) es un casi-
inverso, esto es, DΛ ◦DΛop ' 1mod(Λop) y DΛop ◦DΛ ' 1mod(Λ).

Demostración. Ver [ARS, Teorema 3.3].

Note que también DΛop : mod(Λop)→ mod(Λ) es una dualidad.

Proposición 3.1.3. Sea Λ una R-álgebra de artin. Entonces, los funtores
DΛ, HomΛ(−,DΛop(Λ)) : mod(Λ)→ mod(Λop) son isomorfos.

Demostración. En efecto, para cada M ∈ mod(Λ), tenemos los siguientes
isomorfismos naturales.

DΛ(M) = HomR(M, I)
∼= HomR(Λ⊗Λ M, I) M ∼= Λ⊗Λ M
∼= HomΛ(M,HomR(Λ, I)) (Adjunción Hom-Tensor)

= HomΛ(M,DΛop(Λ)).

Proposición 3.1.4. Sea M ∈ mod(Λ). Entonces M tiene una presentación
proyectiva e inyectiva minimal en mod(Λ).

Demostración. Ver [ARS, Corolario 3.4].

Definición 3.1.5. El funtor ν := DΛopHomΛ(−,Λ) : mod(Λ) → mod(Λ) es
llamado el funtor de Nakayama .

Teorema 3.1.6. El funtor de Nakayama ν : mod(Λ)→ mod(Λ) se restinge
a una equivalencia de categoŕıas ν|P(Λ): P(Λ) → I(Λ) con casi-inversa ν ′ :=
HomΛ(DΛop(Λ),−).
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Demostración. Ver [ASS, Proposición III.2.10].

En lo que sigue, introduciremos el grupo de Grothendieck K0(Λ) asociado
a una R-álgebra de artin Λ.

Definición 3.1.7. Denotamos por

a) F(mod(Λ)) al grupo abeliano libre generado por las iso-clases [M ] de equi-
valencias de módulos en mod(Λ), donde [M ] := {N ∈ mod(Λ) | N ∼= M}.

b) R(mod(Λ)) al subgrupo de F(mod(Λ)) generado por las siguientes expre-
siones [N ]+[L]−[M ] siempre que 0→ N→ M→ L→ 0 sea una sucesión
exacta.

c) El grupo de Grothendieck K0(Λ) := F(mod(Λ))/R(mod(Λ)).

Definición 3.1.8. Sea M ∈ mod(Λ) con Λ una R-álgebra de artin.

a) Una filtración (finita) F de M es una cadena finita F := {Fi}ni=0 tal que

0 = Fn ≤ · · · ≤ F1 ≤ F0 = M.

Los factores de composición de F son los cocientes

Fi/Fi+1, 0 ≤ i ≤ n− 1.

b) Decimos que una filtración F de M es una serie generalizada de compo-
sición (sgc) si cada factor de composición es simple o cero. En caso que
cada factor de composición sea simple, diremos que F es una serie de
composición.

c) Para cada módulo simple S y F una sgc de M, la multiplicidad de S en
M, respecto a F, es

mF
S(M) := |{i ∈ N | Fi/Fi+1 ' S}|.

d) Para cada módulo simple S, la multiciplidad de S en M es

mS(M) := min{mF
S(M) | F es sgc de M}.
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El siguiente teorema es conocido como el Teorema de Jordan-Hölder y
nos dice que la multiplicidad de los simples en M no depende de la serie
generalizada de composición. El resultado proviene de la teoŕıa de grupos, C.
Jordan prueba en [Jo] que los factores de composición no dependen del orden
en la serie de composición y Otto Hölder prueba en [Ho] que los factores de
composición no dependen de la serie de composición. en 1889 en su art́ıculo
Zurückführung einer beliebigen algebraischen Gleichung auf eine Kette von
Gleichungen. Después, modificado para R-módulos por Emil Artin en 1939.

Teorema 3.1.9. Sean M ∈ mod(Λ) con Λ una R-álgebra de artin, F y
G series generalizadas de composición de M . Entonces, para cada módulo
simple S, tenemos que

mF
S(M) = mG

S (M) = mS(M).

Demostración. Ver [ARS, Teorema 1.2].

Definición 3.1.10. Sean M ∈ mod(Λ) con Λ una R-álgebra de artin y
una familia completa de simples {S1, · · · , Sn} en mod(Λ). Llamamos vector
dimensión dim(M) de M, al vector renglón

dim(M) = (m1(M),m2(M), · · · ,mn(M)) ∈ Matn×1(Z).

donde mi(M) := mSi
(M).

Ahora veamos la conexión que exite entre el vector dimensión y el grupo
de Grothendieck.

Lema 3.1.11. Sean Λ una R-álgebra de artin y una sucesión exacta

0→Mn+1 →Mn → · · · →M2 →M1 → 0

en mod(Λ). Entonces
n+1∑
i=1

(−1)idim(Mi) = 0.

Demostración. Ver [ASS, Lema 3.3].

Teorema 3.1.12. El grupo K0(Λ) es abeliano libre con base {S1, S2, · · · , Sn}
y la aplicación dim : K0(Λ)→ Zn es un isomorfismo de grupos abelianos.
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Demostración. Ver [ARS, Teorema 1.7].

Del resultado anterior, tenemos que el número de Λ-módulos simples no
isomorfos dos a dos coincide con rkK0(Λ) el rango del grupo de Grothen-
dieck K0(Λ). En caso que n = rkK0(Λ), consideraremos la familia completa
{S1, S2, · · · , Sn} de Λ-módulos simples no isomorfos dos a dos. Para cada i,
denotaremos por P(i) a la cubierta proyectiva de Si, y por I(i) a la envolvente
inyectiva de Si.

Lema 3.1.13. Sean Λ una R-álgebra de artin, M ∈ mod(Λ) y Γ = EndΛ(M)op.
Si n = rkK0(Λ), tenemos los siguientes isomorfismos ∀ 1 ≤ i ≤ n.

HomΛ(P(i),M) ∼= DΓHomΛ(M, I(i)).

Demostración. Ver [ACPV, Lema 1.2].

El siguiente resultado es conocido como el proceso de proyectivización.

Teorema 3.1.14. Sean T ∈ mod(Λ) y Γ = EndΛ(T )op. Entonces, el funtor
evaluación eT := HomΛ(T,−) : mod(Λ)→ mod(Γ), satisface las siguientes
propiedades.

a) eT : HomΛ(T ′,M)
∼→ HomΛ(eT(T ′), eT(M)) ∀ T ′ ∈ add(T ), ∀M ∈ mod(Λ).

b) HomΛ(T,−) : add(T)→ P(Γ) es una equivalencia de categoŕıas.

Demostración. Ver [ARS, Proposición 2.1].

Para finalizar esta sección, veamos unos lemas homológicos que nos ayu-
darán en el Caṕıtulo 4. Para ello, diremos que un complejo (cocomplejo)
C• ∈ Com•(Λ) (respectivamente C• ∈ Com•(Λ)) es de Λ-módulos finitamen-
te generados si Cn ∈ mod(Λ) (respectivamente Cn ∈ mod(Λ)) ∀ n ∈ Z.
Denotaremos por com•(Λ) a la subcategoŕıa plena de Com•(Λ), cuyos obje-
tos son los complejos de Λ-módulos finitamente generados. Análogamente, se
introduce com•(Λ).

Lema 3.1.15. Sea Λ una R-álgebra de artin. Entonces, tenemos los siguien-
tes isomorfismos de R-módulos

Extn
Λ(M,N) ∼= Extn

Λop(DΛ(N),DΛ(M)) ∀M,N ∈ mod(Λ), ∀n ∈ N.
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Demostración. Consideremos una resolución proyectiva de M en mod(Λ)

P•(M) : · · · → Pn+1(M)→ Pn(M)→ · · ·P1(M)→ P0(M)→M → 0,

notamos que com•DΛ(P•) es una co-resolución inyectiva de DΛ(M) y el si-
guiente isomorfismo de co-complejos, dado que DΛ es una dualidad

0 //

��

0

��
HomΛ(M,N) //

��

HomΛop(DΛ(N),DΛ(M))

��
...

��

...

��
HomΛ(M,Pn(M)) //

��

HomΛop(DΛ(N),DΛ(Pn(M)))

��
HomΛ(M,Pn+1(M))

��

// HomΛop(DΛ(N),DΛ(Pn+1(M)))

��
...

...

Por lo tanto, Extn
Λ(M,N) ∼= Extn

Λop(DΛ(N),DΛ(M)).

Teorema 3.1.16. Sean Λ una R-álgebra de artin, M ∈ mod(Λ), Γ =
EndΛ(M)op y X ∈ mod(Γ). Entonces, tenemos los siguientes isomorfismos
funtoriales ∀ i ∈ N

TorΓ
i (M,X) ∼= DΛopExti

Γop(M,DΓ(X)).

Demostración. Ver [CE, Proposición 5.3].

Para ver más fórmulas homológicas se sugiere [CE]. En todo lo que sigue,
Λ es una R-álgebra de artin básica.

3.2. Sucesiones que casi se escinden

Definición 3.2.1. Sea f : M → N en mod(Λ). Decimos que
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a) f casi se escinde a la izquierda si no es split-mono y ∀ h : M → L que no
sea un split-mono existe j : N → L tal que jf = h.

b) f casi se escinde a la derecha si no es un split-epi y ∀ h : L→ N que no
un sea split-epi existe j : L→M tal que fj = h.

Proposición 3.2.2. Sean f : M → N y g : L → N morfismos minimales
que casi se escinden a la derecha. Entonces, existe un isomorfismo h tal que
g = fh.

Demostración. Dado que f y g son morfismos que casi se escinden a derecha
existen unos morfismos h : L → M y k : M → L tales que g = fh y
f = gk, aśı f = fhk y g = gkh. Luego, como f y g son morfismos minimales
a derecha tenemos que hk y kh son automorfismos. Por lo tanto h es un
isomorfismo.

De forma dual, se tiene la siguiente proposición.

Proposición 3.2.3. Sean f : M → N y g : M → L morfismos minimales
que casi se escinden a la izquierda. Entonces existe un isomorfismo k tal que
g = kf.

Lema 3.2.4. Sea P ∈ mod(Λ) proyectivo inescindible. Entonces f : M → P
es un morfismo minimal que casi se escinde a derecha si y sólo si f es un
monomorfismo y Im(f) = rad(P ).

Demostración. Veamos que la inclusión ι : rad(P ) → P es minimal que
casi se escinde a derecha. En efecto, ι es un monomorfimo y aśı es minimal a
derecha. Dado que, P es proyectivo inescindible rad(P ) es el único submódulo
maximal de P , con lo cual rad(P ) 6= P y consecuentemente ι no es un split-
epi, ya que no es un epimorfismo. Luego, sea h : L→ P no split-epi, como P
es proyectivo se tiene que h no es un epimorfismo, con ello Im(h) ≤ rad(P ),
por ello h se factoriza a traves ι. Con lo cual, concluimos que ι es minimal
que casi se escinde a derecha.
Ahora bien, sea f : M → P minimal que casi se escinde a derecha, por
la Proposición 3.2.2 existe un isomorfismo k tal que f = ιk, aśı, f es un
monomorfismo al ser composición de monomorfismos y Im(f) = Im(ι) =
rad(P ).
Rećıprocamente, si f es un monomorfismo tal que Im(f) = rad(P ). Sólo
basta ver que f casi se escinde a la derecha. En efecto, f no es un split-epi,
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ya que no es un epimorfismo y f = ιI(f), con I(f) un isomorfismo, dado que
f es un monomorfismo. Ahora, sea g : N → P no split-epi, ya que ι es un
morfismo que casi se escinde a derecha, tenemos que existe un morfismo g′

tal que
g = ιg′ = f I(f)−1g′.

De forma similar, tenemos el siguiente lema.

Lema 3.2.5. Sea I ∈ mod(Λ) inyectivo inescindible. Entonces, g : I → M
es minimal que casi se escinde a la izquierda si y sólo si g es un epimorfismo
y Ker(g) = soc(I).

Definición 3.2.6. Sea f : M → N en mod(Λ). Decimos que f es irreducible
si no es split-mono, ni split-epi y para toda descomposición f = gh se tiene
que g es un split-epi o h es un split-mono.

Teorema 3.2.7. Sea M ∈ mod(Λ).

a) f : L→M en mod(Λ) es irreducible si y sólo si M 6= 0 y existe f ′ : L→

M ′ tal que

[
f
f ′

]
: L→M⊕M ′ es minimal que casi se escinde a izquierda.

b) g : M → N es irreducible si y sólo M 6= 0 y existe g′ : M ′ → N tal que
[g, g′] : M ⊕M ′ → N es minimal que casi se escinde a derecha.

Demostración. Ver[ASS, Teorema IV.1.10].

Veamos una consecuencia de lo anterior. Sea P un Λ-módulo proyectivo
inescindible, el morfismo 0 6= f : M → P es irreducible si y sólo si existe
un Λ-módulo M ′ tal que M ⊕ M ′ ∼= rad(P ) y f es la composición de las
inclusiones i : M → rad(P ), j : rad(P )→ P .
Por dualidad, si I es un Λ-módulo inyectivo inescindible, el morfismo 0 6=
g : I → N es irreducible si y sólo si, existe un Λ-módulo N ′ tal que N ⊕
N ′ ∼= I/soc(I) y g es la composición de las proyecciones p : I → I/soc(I),
q : I/soc(I)→ N ′.

Definición 3.2.8. Decimos que una sucesión exacta 0→ L
f→M

g→ N → 0
es una sucesión que casi se escinde si f es minimal que casi se escinde a
izquierda y g es minimal que casi se escinde a derecha.
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Veamos unas condiciones equivalentes a que una sucesión exacta sea una
que casi se escinde.

Teorema 3.2.9. Sea η : 0 → L
f→ M

g→ N → 0 una sucesión exacta en
mod(Λ). Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

a) La sucesión η casi se escinde.

b) L es inescindible y g casi se escinde a la derecha.

c) N es inescindible y f casi se escinde a la izquierda.

d) f es minimal y casi se escinde a la izquierda.

e) g es minimal y casi se escinde a la derecha.

f) L, N ∈ ind(Λ) y f y g son irreducibles.

Demostración. Ver [ASS, Teorema IV.1.13].

Definición 3.2.10. Sea f : M → N ∈ mod(Λ). Decimos que

a) f se factoriza a través de un módulo proyectivo si f = gh con h : M → P ,
g : P → N y P un Λ-módulo proyectivo.

b) f se factoriza a través de un módulo inyectivo si f = st con t : M → I,
s : I → N y I un Λ-módulo inyectivo.

Lema 3.2.11. Sea f : M → N ∈ mod(Λ). Entonces, las siguientes condi-
ciones son equivalentes.

a) f se factoriza a través de un módulo proyectivo.

b) Sea g : P → N un epimorfismo con P un Λ-módulo proyectivo. Entonces
existe h : M → P tal que f = gh.

Demostración. Supongamos que f se factoriza a través de un módulo pro-
yectivo. Consideremos g : P → N un epimorfismo con P un Λ-módulo pro-
yectivo. Por hipótesis existen morfismos j : M → Q y k : Q → N con Q un
Λ-módulo proyectivo tales que kj = f . Aśı pues, existe l : Q → P tal que
gl = k. Sea h = lj, con lo cual f = gh.
Rećıprocamente, existe un epimorfismo p : Λn → N , con n ∈ N. Por hipótesis
existe h : M → P tal que f = ph.
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De manera dual, tenemos el siguiente lema.

Lema 3.2.12. Sea f : M → N ∈ mod(Λ). Entonces, las siguientes condi-
ciones son equivalentes.

a) f se factoriza a través de un módulo inyectivo.

b) Sea g : M → I un monomorfismo con I un Λ-módulo inyectivo. Entonces
existe h : I → N tal que f = hg.

Definición 3.2.13. Para M, N ∈ mod(Λ), tenemos los siguientes subcon-
juntos de HomΛ(M,N).

a) P(M,N) := {f : M→ N | f se factoriza a través de un módulo proyectivo}.

P := {P(M,N)}M,N∈mod(Λ).

b) I(M,N) := {f : M→ N | f se factoriza a través de un módulo inyectivo}.

I := {I(M,N)}M,N∈mod(Λ).

Si f : M → N en mod(Λ) se factoriza a través de un proyectivo, se sigue
del Lema 3.2.11, que dado un epimorfismo p : P → N , f ∈ Im(M, p), con
lo cual P(M,N) = ImHomΛ(M, p) y P cumple con la condición b) de la
Definición 2.5.1, con lo cual P es un ideal en mod(Λ). Analógamente, I es
un ideal en mod(Λ).

Definición 3.2.14. Tenemos las siguientes categoŕıas cociente de mod(Λ).

a) mod(Λ) := mod(Λ)/P es la categoŕıa estable módulo proyectivos.

b) mod(Λ) := mod(Λ)/I es la categoŕıa estable módulo inyectivos.

Consideremos M ∈ mod(Λ) y P1(M)
π1→ P0(M)

π0→M → 0 una resolución
proyectiva minimal de M . Se define la transpuesta como el siguiente Λop-
módulo

Coker(HomΛ(π1,Λ)) =: Tr(M).

Por lo que se tiene la sucesión exacta en mod(Λop) .

0→ HomΛ(M,Λ)→ HomΛ(P0(M),Λ)→ HomΛ(P1(M),Λ)→ Tr(M)→ 0.

Se puede probar que la transpuesta induce una dualidad

Tr : mod(Λ)→ mod(Λop)

Ver [ASS, Proposición IV.2.2].
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Definición 3.2.15. Las composiciones τ := DΛopTr y τ−1 := TrDΛ son
llamadas translaciones de Auslander-Reiten .

Note que las asignaciones anteriores no son necesariamente funtores en la
categoŕıa de módulos finitamente generados. En cambio,

τ : mod(Λ)→ mod(Λ)

τ−1 : mod(Λ)→ mod(Λ),

son equivalencias de categoŕıas. Ver [ARS, Proposición 1.9]. Algunas propie-
dades de las translaciones de Auslander-Reiten se enumeran en la siguiente
proposición.

Proposición 3.2.16. Sean M,N ∈ ind(Λ). Entonces, las siguientes condi-
ciones se satisfacen.

a) M es proyectivo si y sólo si τ(M) = 0.

b) M es inyectivo si y sólo si τ−1(M) = 0.

c) Si M no es proyectivo, entonces τ(M) es inescindible no inyectivo y
τ−1τ(M) ∼= M .

d) Si M no es inyectivo, entonces τ−1(M) es inescindible no proyectivo y
ττ−1(M) ∼= M .

e) Si M y N no son proyectivos, entonces M ∼= N si y sólo si τ(M) ∼= τ(N).

f) Si M y N no son inyectivos, entonces M ∼= N si y sólo si τ−1(M) ∼=
τ−1(N).

Demostración. Ver [ASS, Proposición IV.2.10].

Lema 3.2.17. Sea P1(M)
π1→ P0(M)

π0→ M → 0 una resolución proyectiva
minimal de M. Entonces se tiene la siguiente sucesión exacta

0→ τ(M)→ ν(P1(M))→ ν(P0(M))→ ν(M)→ 0.

Demostración. Es clara de las definiciones de τ y ν.

Corolario 3.2.18. Sea M ∈ mod(Λ). Entonces, pd(M) ≤ 1 si y sólo si
HomΛ(DΛop(Λ), τ(M)) = 0.
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Demostración. Consideremos P1(M)
π1→ P0(M)

π0→ M → 0 una resolución
proyectiva minimal de M . Por el Teorema 3.1.6 y el Lema 3.2.17 tenemos el
siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

0 // ν ′(τ(M)) // ν ′(ν(P1(M)))

��

// ν ′(ν(P0(M)))

��
P1(M) // P0(M) //M // 0,

donde los morfismos verticales son isomorfismos. Por lo anterior, se tiene que
pd(M) ≤ 1 si sólo si HomΛ(DΛop(Λ), τ(M)) = 0.

De manera dual, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.2.19. Sea M ∈ mod(Λ). Entonces, id(M) ≤ 1 si y sólo si
HomΛ(τ−1(M),Λ) = 0.

Los siguientes isomorfismos naturales son conocidos como las fórmulas de
Auslander-Reiten.

Teorema 3.2.20. Sean M y N ∈ mod(Λ). Entonces, se tienen los siguientes
isomorfismos de R-módulos

Ext1
Λ(M,N) ∼= DRHomΛ(τ−1(N),M) ∼= DRHomΛ(N, τ(M)),

los cuales son funtoriales en ambas variables.

Demostración. Ver [ASS, Teorema IV.2.13].

Corolario 3.2.21. Sea M ∈ mod(Λ) tal que pd(M) ≤ 1. Entonces,

Ext1
Λ(M,N) ∼= DRHomΛ(N, τ(M)).

Demostración. Veamos que I(N, τ(M)) = 0. En efecto, dado que DΛop(Λ) es
un cogenerador inyectivo, tenemos un monomorfismo i : N → DΛop(Λ)n. Por
el Lema 3.2.12 existe un morfismo f : DΛop(Λ)n → τ(M) tal que

HomΛ(f, τ(M)) = P(N, τ(M)).

Por otro lado, HomΛ(DΛop(Λ), τ(M)) = 0, con lo cual f = 0 y aśı

P(N, τ(M)) = ImHomΛ(i, τ(M)) = 0.
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Por las fórmulas de Auslander-Reiten, tenemos los siguientes isomorfismos
naturales

Ext1
Λ(M,N) ∼= DR

HomΛ(N, τ(M))

0
= DRHomΛ(N, τ(M)).

Por dualidad, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.2.22. Sea M ∈ mod(Λ) tal que id(M) ≤ 1. Entonces,

Ext1
Λ(M,N) ∼= DRHomΛ(τ−1N,M).

El siguiente teorema nos dice que siempre existen las sucesiones que casi
se escinden en módulos inescindibles.

Teorema 3.2.23. Sea M ∈ ind(Λ).

a) Si M no es proyectivo, entonces existe una sucesión que casi se escinde

0→ τ(M)→ E →M → 0.

b) Si M no es inyectivo, entonces existe una sucesión que casi se escinde

0→M → E → τ−1(M)→ 0.

Demostración. Ver [ASS, Teorema IV.3.1].

Corolario 3.2.24. Sea M ∈ ind(Λ)

a) Si M no es proyectivo, entonces existe un morfismo irreducible f : N →M
si y sólo si existe un morfismo irreducible f ′ : τ(M)→ N .

b) Si M no es inyectivo, entonces existe un morfismo irreducible g : M → L
si y sólo si existe un morfismo irreducible g′ : L→ τ−1(M).

Demostración. Ver [ASS, Proposición IV.3.8].

Corolario 3.2.25. Sea S ∈ mod(Λ) simple. Si S es proyectivo, no inyectivo
y f : S →M es irreducible, entonces M es proyectivo.
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Demostración. Por el Teorema 3.2.7, podemos asumir que M ∈ ind(Λ). Su-
pongamos que M no es proyectivo. Por el Corolario 3.2.24, existe un morfismo
irreducible h : τ(M)→ S. Lo cual es una contradicción al Lema 3.2.4.

De manera similar, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.2.26. Sea S ∈ mod(Λ) simple. Si S es inyectivo, no proyectivo
y g : N → S es irreducible, entonces N es inyectivo.

Proposición 3.2.27. Sea M ∈ ind(Λ) proyectivo e inyectivo no simple,
entonces la sucesión exacta

0→ rad(M)→ rad(M)/soc(M)⊕M →M/soc(M)→ 0

casi se escinde.

Demostración. Ver [ASS, Proposición IV.3.11].

Ahora veremos una las herramientas más útiles en el estudio de álgebras
de Ártin.

Definición 3.2.28. El carcaj de Auslander-Reiten Γ(mod(Λ)) de mod(Λ) se
define como sigue.

a) Los vértices de Γ(mod(Λ)) son las clases de isomorfismos [M ] de Λ-módu-
los inescindibles.

b) Para cada M, N ∈ ind(Λ), existe una flecha [M ]→ [N ] si y sólo si existe
un morfismo irreducible f : M → N . Está flecha esta munida de un par
de enteros positivos (a, b) llamados su valuación. Para más detalles sobre
la valuación de una flecha, recomendamos al lector ver en [ARS] caṕıtulo
VII.

Definición 3.2.29. Decimos que Λ es un álgebra de tipo de representación
finita si tiene un número finito de clases de isomorfismos de módulos ines-
cindibles.

Uno de los hechos más importantes de las álgebras de representación
finita, es que todo morfismo es la suma de composiciones de morfismos irre-
ducibles.
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Proposición 3.2.30. Si Λ es un álgebra de representación finita. Entonces
Γ(mod(Λ)) no tiene flechas múltiples i.e. la valuación de todas las flechas es
(1, 1).

Demostración. Ver [ASS, Proposición IV.4.9].

El siguiente teorema es llamado el teorema de Auslander.

Teorema 3.2.31. Si Γ(mod(Λ)) admite una componente conexa y finita Γ,
entonces Γ(mod(Λ)) = Γ.

Demostración. Ver [ASS, Teorema IV.5.4].

Para finalizar esta sección, veremos el carcaj de Auslander-Reiten de un
álgebra con ayuda de toda la información que sabemos de los morfismos
irreducibles a partir de las sucesiones que casi se escinden. Se sabe que los
pozos del carcaj son los simples inyectivos y las fuentes son los proyectivos
simples.

Ejemplo 3.2.32. Λ está dada por por el siguiente carcaj con relaciones

◦1 ◦2αoo ◦3βoo ◦4γoo

αβγ = 0. Veamos todos los morfismos irreducibles que podamos obtener.
Como P(3), P(4) y P(2) son proyectivos e inyectivos no simples, por la Pro-
posición 3.2.27, tenemos las siguientes sucesiones exactas que casi se escinden

0→ P(1)→ P(2)→ S(2)→ 0,

0→ P(2)→ P(3)⊕ P(2)/S(1)→ P(3)/S(1)→ 0,

0→ rad(P(4))→ P(4)⊕ S(3)→ I(3)→ 0,

ya que

rad(P(2)) = P(1) soc(P(2)) = P(1)

rad(P(3)) = P(2) soc(P(3)) = S(1)

soc(P(4)) = S(2).

Por último, tenemos la siguiente sucesión exacta que casi se escinde

0→ S(3)→ I(3)→ S(4)→ 0.



66 CAPÍTULO 3. TEORÍA DE AUSLANDER-REITEN

Dibujaremos el carcaj de Auslander-Reiten. A la izquierda los transladados
de cada módulo inescindible y cada elemento lo denotaremos por su vector
de dimensión que es único.

1000

$$

0100

$$

0010

$$

0001

1100

��

::

0110

::

$$

0011

::

0111

::

1110

DD



Caṕıtulo 4

Teoŕıa inclinante clásica

La teoŕıa de la inclinación describe una manera de relacionar las cate-
goŕıas de módulos de dos álgebras utilizando los llamados módulos inclinantes
y funtores inclinantes asociados. Aqúı, la segunda es el álgebra de endomor-
fismos de un módulo inclinante con respecto a la primer álgebra. La teoŕıa
de inclinación fue motivada por la introducción de los funtores reflexivos por
Bernstein, Gelfand y Ponomarev (1973). Dichos funtores se utilizaron para
relacionar las representaciones de dos álgebras, las cuales fueron reformula-
das por Auslander, Platzeck y Reiten (1979), y generalizados por Brenner y
Butler (1980) que introdujeron los funtores inclinantes. Finalmente, Happel
y Ringel (1982) simplificaron la teoŕıa inclinante (clásica) dándole la forma
en que se le conoce hoy en d́ıa.
A lo largo de este caṕıtulo, denotaremos por Λ a una R-álgebra de artin, y
por mod(Λ) a la categoŕıa de los Λ-módulos a izquierda finitamente genera-
dos. Usaremos la notación introducida en los caṕıtulos anteriores.
Para simplificar la notación escribiremos, en ocasiones,

n
Λ(M,N) := Extn

Λ(M,N).

Si n = 0, escribiremos Λ(M,N).
Análogamente, escribiremos, en ocasiones,

Γ
n(X, Y ) := TorΓ

n(X, Y ).

Si n = 0, escribiremos Γ(X, Y ). Note que Λ(M,N) = HomΛ(M,N) y Γ(X, Y ) =
X ⊕Γ Y .

67
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4.1. Teoŕıa de torsión en mod(Λ)

Para iniciar, definiremos las categoŕıas perpendiculares y Tor-ortogonales.

Definición 4.1.1. Sean X una clase de Λ-módulos en mod(Λ) y Y una
clase de Λ-módulos en mod(Λop). Para cada i ∈ N, se tienen las siguientes
subcategoŕıas plenas de mod(Λ).

a) La i-ésima categoŕıa perpendicular a derecha

X⊥i := {M ∈ mod(Λ) | Exti
Λ(X,M) = 0 ∀ X ∈ X}.

La categoŕıa perpendicular a derecha X⊥ := ∩0<iX⊥i .

b) La i-ésima categoŕıa perpendicular a izquierda

⊥iX := {M ∈ mod(Λ) | Exti
Λ(M,X) = 0 ∀ X ∈ X}.

La categoŕıa perpendicular a izquierda ⊥X := ∩⊥i0<iX .

c) La i-ésima categoŕıa Tor-ortogonal a derecha

Y>i := {M ∈ mod(Λ) | TorΛ
i (Y,M) = 0 ∀ Y ∈ Y}.

La categoŕıa Tor-ortogonal a derecha Y> := ∩0<iY>i .

También, tenemos la siguiente subcategoŕıa plena de mod(Λop).

d) La i-ésima categoŕıa Tor-ortogonal a izquierda

>iX := {M ∈ mod(Λop) | TorΛ
i (M,X) = 0 ∀ X ∈ X}.

La categoŕıa Tor-ortogonal a izquierda >X := ∩>i0<iX .

Definición 4.1.2. Decimos que un par de subcategoŕıas plenas (T ,F) de
mod(Λ) es un par de torsión en mod(Λ), si T = ⊥0F y F = T ⊥0.
Decimos que el par de torsión (T ,F) se escinde si todo módulo inescindible
pertenece a T o bien a F .

Las subcategoŕıas T y F son llamadas, respectivamente, la clase de torsión
y la clase libre de torsión. Ahora veamos unas propiedades básicas de estas
clases.
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Proposición 4.1.3. Sea (T ,F) un par de torsión en mod(Λ). Entonces,
las clases T y F son cerradas por isomorfismos, sumas directas finitas y
sumandos directos. En particular, T y F son subcategoŕıas plenas y aditivas
de mod(Λ).

Demostración. Sólo probaremos el enunciado anterior para T , ya que para
F es análogo.
Sean M ∈ T , N ∈ F y f : M → X un isomorfismo. Dado que HomΛ(−, N)

es un funtor, tenemos que HomΛ(X,N)
HomΛ(f,N)→ HomΛ(M,N) = 0 es un

isomorfismo. Con lo cual X ∈ ⊥0F = T .
Sea L un sumando directo de M ∈ T . Luego, existe F tal que L⊕ F ∼= M .
En particular, para N ∈ F ,

0 = HomΛ(M,N) = HomΛ(L,N)⊕ HomΛ(F,N);

y aśı L ∈ ⊥0F = T .
Sean M , T ∈ T . Aplicando HomΛ(−, N) a M ⊕ T , con N ∈ F , tenemos que

HomΛ(M ⊕ T,N) = HomΛ(M,N)⊕ HomΛ(T,N) = 0

Por lo tanto, M ⊕ T ∈ ⊥0F = T .

Ahora veamos, a partir de un par de torsión, cómo construir otro par de
torsión mediante la dualidad usual DΛ : mod(Λ)→ mod(Λop).

Ejemplo 4.1.4. Sea (T ,F) un par de torsión en mod(Λ). Entonces, el par
(DΛ(F),DΛ(T )) es un par de torsión en mod(Λop).
En efecto, sean F ∈ F y T ∈ T . Dado que, DΛ : mod(Λ)→ mod(Λop) es una
dualidad, tenemos que

0 = HomΛ(T, F ) ∼= HomΛop(DΛ(F ),DΛ(T )).

Concluimos que, DΛ(F) = ⊥0DΛ(T ) y DΛ(T ) = DΛ(F)⊥0 . Por lo tanto
(DΛ(F),DΛ(T )) es un par de torsión en mod(Λop).

Definición 4.1.5. Decimos que F : mod(Λ)→ mod(Λ) es :

a) un subfuntor del funtor identidad 1mod(Λ) si F (M) ≤ M ∀ M ∈ mod(Λ)
y ∀ f : M → N el siguiente diagrama conmuta

M
f // N

F (M)

iM

OO

f |F (M)

// F (N),

iN

OO
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donde iM y iN son las respectivas inclusiones;

b) idempotente si F 2 = F ;

c) radical si F es un subfuntor de 1mod(Λ) y F (M/F (M)) = 0 ∀ M ∈ mod(Λ).

Decimos que F : mod(Λ)→ mod(Λ) es un radical idempotente si F satisface
las condiciones b) y c) anteriores.

Las siguientes proposiciones caracterizan las clases de torsión y las clases
libres de torsión.

Proposición 4.1.6. Sea T una subcategoŕıa plena de mod(Λ). Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes.

a) Existe una subcategoŕıa F tal que (T ,F) es un par de torsión en mod(Λ).

b) T es cerrada por cocientes y extensiones.

c) Existe un radical idempotente t : mod(Λ) → mod(Λ) idempotente radical
tal que

T = {M ∈ mod(Λ) | t(M) = M}.

Demostración. a) =⇒ b). Supongamos que T es la clase de torsión de un par
de torsión (T ,F). Consideremos una sucesión exacta 0→ L→M → N → 0
en mod(Λ). Aplicando el funtor HomΛ(−, F ), con F ∈ F , a la sucesión exacta
anterior, se obtiene la siguiente sucesión exacta

0→ HomΛ(N,F )→ HomΛ(M,F )→ HomΛ(L, F ).

Ahora bien, si M ∈ T se tiene que HomΛ(N,F ) = 0. Por lo que N ∈ ⊥0F =
T , probándose que T es cerrada bajo cocientes. Supongamos ahora que L,
N ∈ T . Luego de la sucesión anterior, se concluye que M ∈ ⊥0F = T ; con
lo cual T es cerrada bajo extensiones.
b) =⇒ c). Sean M ∈ mod(Λ) y t la traza de T . Es decir,

t(M) :=
∑
{Im(f) | f : T →M con T ∈ T }.

Por hipótesis, T es cerrada bajo extensiones. Con lo cual T es cerrada bajo
sumas directas finitas. Notamos que t(M) ≤ M y M ∈ mod(Λ). Por lo que
existen {fi : Ti → M}ni=1 con Ti ∈ T tales que t(M) =

∑n
i=1 Im(fi). Sean
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X := ⊕ni=1Im(fi) y p : X → t(M) el epimorfismo canónico. Dado que T
es cerrada bajo sumas directas finitas y cocientes, tenemos que t(M) es el
mayor submódulo de M que está en T , con lo cual t(M) = M si y sólo si
M ∈ T .
Veamos que t es un radical idempotente. En efecto, sean f : M → N y
g : T →M , con T ∈ T . Luego f(Im(g)) = Im(fg), y aśı f(t(M)) ≤ t(N).
Sea x ∈ t(M), con lo cual x =

∑n
i=1 fi(xi) y fi : Ti → M con Ti ∈ T . Sea

fi = iI(fi) la factorización de fi a través de la imagen. Entonces

n∑
i=1

fi(xi) = x =
n∑
i=1

I(fi)(xi)

por lo que x ∈ t(t(M)) y aśı t2(M) = t(M).
Sólo falta ver que t es radical. Supongamos que t(M/t(M)) = M ′/t(M) con

t(M) ≤M ′ ≤M.

Lo anterior induce una sucesión exacta

0→ t(M)→M ′ → t(M/t(M))→ 0,

dado que t(M), t(M/t(M)) ∈ T y T es cerrada por extensiones, tenemos
que M ′ ∈ T . Con esto M ′ = t(M) y por lo tanto t(M/t(M)) = 0.
c) =⇒ a). Sean F := {N ∈ mod(Λ) | t(N) = 0} y M ∈ mod(Λ) tal que
HomΛ(M,N) = 0 ∀ N ∈ F . Dado que t es un funtor radical, tenemos que
t(M/t(M)) = 0. Por lo que M/t(M) ∈ F , con lo cual la proyección natural
π : M → M/t(M) es el morfismo cero. Concluimos que M/t(M) = 0 y aśı
M = t(M) ∈ T .
Rećıprocamente, sea N ∈ mod(Λ) tal que HomΛ(M,N) = 0 ∀ M ∈ T . Dado
que t(N) ∈ T , la inclusión ι : t(N) → N es el morfismo cero, con lo cual
t(N) = 0 y consecuentemente N ∈ F . Por lo tanto (T ,F) es un par de
torsión en mod(Λ).

Proposición 4.1.7. Sea F una subcategoŕıa plena de mod(Λ). Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes.

a) Existe una subcategoŕıa T tal que (T ,F) es un par de torsión.

b) F es cerrada por submódulos y extensiones.
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c) Existe un radical idempotente t : mod(Λ)→ mod(Λ) tal que

F = {M ∈ mod(Λ) | t(M) = 0}.

Demostración. Es análoga a la anterior.

Definición 4.1.8. Sea (T ,F) un par de torsión en mod(Λ). Para cada M ∈
mod(Λ), a la sucesión exacta

0→ t(M)→M →M/t(M)→ 0,

donde t es la traza de T , se le conoce como la sucesión canónica de M en
(T ,F). Note que, por la prueba de la Proposición 4.1.6, se tiene que t(M) ∈
T y M/t(M) ∈ F .

Veamos que la sucesión canónica es única en el siguiente sentido.

Corolario 4.1.9. Sean (T ,F) un par de torsión en mod(Λ) y

0→M ′ →M →M ′′ → 0

una sucesión exacta con M ′ ∈ T y M ′′ ∈ F . Entonces, la sucesión exacta
anterior es isomorfa a la sucesión canónica de M en (T ,F).

Demostración. Sea t la traza de T . Como t(M) es el mayor submódulo en
M tal que t(M) ∈ T , por la propiedad universal del Cokernel, el siguiente
diagrama con filas y columnas exactas conmuta

0

��

Ker(f)

��
M ′ //

ι
��

M //M ′′ //

f
��

0

0 // t(M) //

��

M //

��

M/t(M)

t(M)/M′ 0.

Luego, por el Lema de la serpiente, se sigue que Ker(f) ∼= t(M)/M ′. Usan-
do ahora que F es cerrada bajo submódulos y T es cerrada por cocientes,
concluimos que Ker(f) ∈ T ∩ F . Por lo tanto Ker(f) = 0. Aśı f es un
isomorfismo y M ′ = t(M).
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Corolario 4.1.10. Sean S ∈ mod(Λ) simple y (T ,F) un par de torsión en
mod(Λ). Entonces S es de torsión o S es libre de torsión.

Demostración. Sea 0 → t(S) → S → S/t(S) → 0 la sucesión canónica de S
en (T ,F). Si t(S) 6= 0, se sigue que t(S) = S y aśı S ∈ T .
Supongamos que t(S) = 0. Entonces, S/t(S) ∼= S, y como F es cerrada por
isomorfismos, tenemos que S ∈ F .

Recordemos que τ y τ−1 denotan a las translaciones de Auslander-Reiten
(Ver, Definición 3.2.15).

Proposición 4.1.11. Sean M ∈ ind(Λ) y (T ,F) un par de torsión en
mod(Λ). Entonces se cumple lo siguiente.

a) M ∈ ⊥1T si y sólo si τ(M) ∈ F .

b) M ∈ F⊥1 si y sólo si τ−1(M) ∈ T .

Demostración. Sólo probaremos a) ya que b) es análoga. Supongamos que
τ(M) ∈ F y sea X ∈ T . Por las fórmulas de Auslander-Reiten tenemos que

Ext1
Λ(M,X) ∼= DRHomΛ(X, τ(M)) = DR

HomΛ(X, τ(M))

I(X, τ(M))
= DR0 = 0.

Con lo cual, M ∈ ⊥1T .
Rećıprocamente, sea M ∈ ⊥1T . Supongamos que τ(M) /∈ F . Luego, como F
es una subcategoŕıa aditiva de mod(Λ), tenemos que τ(M) 6= 0; y aśı M no
es proyectivo. Consideremos la sucesión que casi se escinde

0→ τ(M)
f→ E

g→M → 0,

y la sucesión canónica de τ(M) en (T ,F)

0→ t(τ(M))
i→ τ(M)

p→ τ(M)/t(τ(M))→ 0.

Como τ(M) /∈ F , se tiene que p no es un monomorfismo, y aśı p no es
un split-mono. Usando ahora que f casi se escinde a la izquierda, existe un
morfismo k : E → τ(M)/t(τ(M)) tal que kf = p. Luego, por el Lema de la
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serpiente, se obtiene el siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas
exactas

0

��

0

��

0

��
0 // t(τ(M))

f ′ //

i
��

F
g′ //

h

��

M // 0

0 // τ(M)

p

��

f
// E

k
��

g
//M

��

// 0

0 // τ(M)/t(τ(M))

��

τ(M)/t(τ(M))

��

// 0 // 0

0 0.

Como t(τ(M)) ∈ T , tenemos que la primera fila, del diagrama anterior, se
escinde, con lo cual existe g′′ : M → F tal que g′g′′ = 1M . Por lo tanto
ghg′′ = g′g′′ = 1M , lo cual contradice que g no es un spli-epi.

Definición 4.1.12. Sean X ⊆ mod(Λ) una subcategoŕıa plena y M ∈ mod(Λ).
Decimos que:

a) f : M → X es una X -preenvolvente de M si X ∈ X y ∀ g : M → X ′ con
X ′ ∈ X existe h : X → X ′ tal que g = hf . Decimos que X es una clase
preenvolvente (covariantemente finita) si cada N ∈ mod(Λ) admite una
X -preenvolvente.

b) t : X → M es una X -precubierta de M si X ∈ X y ∀ r : X ′ → M con
X ′ ∈ X existe s : X ′ → X tal que r = ts. Decimos que X es una clase
precubriente (contravariantemente finita) si cada N ∈ mod(Λ) admite
una X -precubrierta.

c) X es funtorialmente finita si es covariantemente y contravariantemente
finita.

Proposición 4.1.13. Sea M ∈ mod(Λ). Entonces add(M) es funtorialmente
finita.
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Demostración. Veamos que cadaN ∈ mod(Λ) tiene una add(M)-precubierta.
En efecto, consideremos el Γ-módulo HomΛ(M,N), con Γ = EndΛ(M)op y
k ∈ HomΛ(M,N). Dado que HomΛ(M,N) ∈ mod(Γ), tenemos un conjunto

de generadores {g1, g2, · · · , gn}. Por lo que existe h =


h1

h2
...
hn

 : M → Mn tal

que
k = g1h1 + g2h2 + · · · gnhn.

Por lo tanto, el morfismo HomΛ(M, g) : HomΛ(M,Mn) → HomΛ(M,N) es
un epimorfismo, con g := [g1, g2, · · · , gn] : Mn → N .
Ahora bien, sean M ′ ∈ add(M), t : M ′ → N y M ′′ tales que M ′⊕M ′′ ∼= M r.
Por la propiedad universal del coproducto, existe p = [p1, p2, · · · , pr] : M r →
N tal que t = pµ1, donde µ1 : M ′ → M r es la inclusión canónica. Por otro
lado, puesto que HomΛ(M, g) es un epimorfismo, existen {λi}ni=1 tales que
pi = gλi. Aśı pues, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

M r = M ′ ⊕M ′′

λ:=[λ1,··· ,λn]
�� p

))

M ′µ1oo

t
��

Mn
g

// N.

Con lo cual t = gλµ1. Entonces g es una add(M)-precubierta y consecuente-
mente add(M) es contravariantemente finita.
Analógamente, se prueba que add(M) es covariantemente finita y por lo tanto
funtorialmente finita.

Lema 4.1.14. Sea f : M ′ → N una add(M)-precubierta. Entonces f es un
epimorfismo si y sólo si N ∈ gen(M).

Demostración. Sea p : Mn → N un epimorfismo. Entonces, existe un mor-
fismo h : Mn →M ′ tal que p = fh, con lo cual f es un epimorfismo.
La rećıproca es clara.

Similarmente, tenemos el siguiente lema.

Lema 4.1.15. Sea f : N → M ′ una add(M)-preenvolvente. Entonces f es
un mononorfismo si y sólo si N ∈ cogen(M).

Lema 4.1.16. Sean M, N ∈ mod(Λ) y Γ = EndΛ(M)op. Entonces
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a) N ∈ gen(M) si y sólo si el morfismo funtorial

εN : M ⊗Γ HomΛ(M,N)→ N, (m⊗ f 7→ f(m)),

es un epimorfismo.

b) N ∈ cogen(M) si y sólo si el morfismo funtorial

δN : N → HomΓop(HomΛ(N,M),M), (n 7→ (g 7→ g(n))),

es un monomorfismo.

Demostración. Sólo probaremos a), ya que la prueba de b) es análoga.
Sea f : M ′ → N una add(M)-precubierta. Note que por el Lema 4.1.14 f es
un epimorfismo, y por lo tanto, tenemos la siguiente sucesión exacta

0→ Ker(f)→M ′ f→ N → 0.

Aplicamos el funtor HomΛ(M,−) a la sucesión anterior, obteniendose la su-
cesión exacta

0→ HomΛ(M,Ker(f))→ HomΛ(M,M ′)
HomΛ(M,f)→ HomΛ(M,N)→ 0,

ya que f : M ′ → N es una add(M)-precubierta. Aplicando el funtor M ⊗Γ−
a la sucesión anterior, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas
exactas

Γ(M, Λ(M,Ker(f))) //

εL
��

Γ(M, Λ(M,M ′)) //

εM′

��

Γ(M, Λ(M,N))Γ

εN

��

// 0

Ker(f) //M ′ // N // 0

Como εM ′ es el isomorfismo canónico, aplicando el Lema de la serpiente al
diagrama anterior tenemos que εN es un epimorfismo.
Supongamos que εN es un epimorfismo. Dado que HomΛ(M,N) ∈ mod(Γ)
existe un epimorfismo h : Γn → HomΛ(M,N), y consecuentemente, tenemos
la siguiente composición de epimorfismos.

Mn ∼= M ⊗Γ Γn
M⊗h→ M ⊗Γ HomΛ(M,N)

εN→ N.

Por lo tanto N ∈ gen(M).
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Proposición 4.1.17. Sea M ∈ mod(Λ). Entonces, las siguientes condiciones
se satisfacen.

a) (gen(M),M⊥0) es un par de torsión si M ∈ ⊥1gen(M).

b) (⊥0M, cogen(M)) es un par de torsión en mod(Λ) si M ∈ cogen(M)⊥1.

Demostración. Supongamos que M ∈ ⊥1gen(M). Veamos que gen(M) es
cerrada por extensiones y cocientes. En efecto, sea 0 → K → N → L → 0
una sucesión exacta en mod(Λ), con L, K ∈ gen(M). Aplicando el funtor
HomΛ(M,−) a la sucesión anterior, por hipótesis, obtenemos la siguiente
sucesión exacta de Γ-módulos, con Γ = End(M)op,

0→ HomΛ(M,K)→ HomΛ(M,N)→ HomΛ(M,L)→ 0.

Aplicando el funtor M⊗Γ− a la sucesión exacta anterior, se tiene el siguiente
diagrama conmutativo con filas exactas

Γ(M, Λ(M,K)) //

εK
��

Γ(M, Λ(M,N)) //

εN
��

Γ(M, Λ(M,L))

εL
��

// 0

K // N // L // 0.

Por el Lema 4.1.16 εK y εL son epimorfismos y por el Lema de los cinco εN es
un epimorfismo. Es claro que gen(M) es cerrada bajo cocientes. Luego, por
la Proposición 4.1.6 gen(M) es una clase de torsión.
Basta ver que M⊥0 = gen(M)⊥0 . En efecto, sean M ′ ∈ gen(M), M ′′ ∈
M⊥0 y f : M ′ → M ′′. Entonces existe un epimorfismo p : Mn → M ′, por
hipótesis fp = 0, dado que p es un epimorfismo tenemos que f = 0, con
lo cual M ′′ ∈ gen(M)⊥0 . Por último, puesto que M ∈ gen(M), se tiene que
gen(M)⊥0 ⊆M⊥0 y por lo tanto M⊥0 = gen(M)⊥0 .

Para finalizar esta sección daremos condiciones para que un par de torsión
se escinda.

Proposición 4.1.18. Sea (T ,F) un par de torsión en mod(Λ). Entonces,
las siguientes condiciones son equivalentes.

a) El par de torsión (T ,F) se escinde.

b) La sucesión canónica de M en (T ,F) se escinde ∀ M ∈ mod(Λ).
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c) τ−1(T ) ⊆ T .

d) τ(F) ⊆ F .

e) Ext1
Λ(N,M) = 0 ∀ M ∈ T , ∀ N ∈ F .

Demostración. a) =⇒ b). Sea M ∈ mod(Λ). Por hipótesis y el Teorema de
Krull-Schmidt

M = M r1
1 ⊕ · · · ⊕M rt

t ⊕M
rt+1

t+1 ⊕ · · · ⊕M
rt+s
t+s

con Mi ∈ T ∀ 1 ≤ i ≤ t y Mj ∈ F ∀ t ≤ j ≤ t + s. Como T y F son
cerradas bajo sumas directas finitas, tenemos que X = M r1

1 ⊕ · · · ⊕M rt
t ∈ T

y Y = M
rt+1

t+1 ⊕ · · · ⊕M
rt+s
t+s ∈ F . Aśı pues, la sucesión canónica de M en

(T ,F) se escinde, ya que (por el Corolario 4.1.9) ésta es isomorfa a 0 →
X → X ⊕ Y → Y → 0 que se escinde.
b) =⇒ c). Sea M ∈ T inescindible. Si M es inyectivo, se tiene que τ−1(M) =
0, con ello τ−1(M) ∈ T . Si M no es inyectivo, tenemos la siguiente sucesión
que casi se escinde 0 → M → E → τ−1(M) → 0. La sucesión canónica de
E en (T ,F), induce el siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas
exactas

0 //

��

Ker(p)

��
0 //M

i
��

// E // τ−1(M)

∃ p
��

// 0

0 // t(E) //

��

E

��

// E/t(E) // 0

t(E)/M // 0.

Dado que t(E) ∈ T , se tiene que t(E)/M ∈ T , ya que T es cerrada por
cocientes. Por el Lema de la serpiente Ker(p) ∼= M/t(E). Entonces, por el
Corolario 4.1.9 la sucesión exacta

0→ Ker(p)→ τ−1(M)
p→ E/t(E)→ 0,

es la sucesión canónica de τ−1(M) en (T ,F). Por hipótesis, la sucesión
anterior se escinde. Con lo cual τ−1(M) ∼= Ker(p) ∈ T , ya que si fuera
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τ−1(M) ∼= E/t(E) la sucesión que casi se escinde se escinde, lo cual es una
contradicción.
c) =⇒ e). Sean M ∈ T y N ∈ F . Por hipótesis y las fórmulas de Auslander-
Reiten, tenemos los siguientes isomorfismos de R-módulos

Ext1
Λ(N,M) ∼= DR

HomΛ(τ−1(M), N)

P(τ−1(M), N)
= 0.

e) =⇒ a). Sea E ∈ ind(Λ). Consideremos la sucesión canónica de E,

0→M → E → N → 0

en (T ,F). Por hipótesis, la sucesión anterior se escinde. Por lo tanto E ∼=
M ∈ T o bien E ∼= N ∈ F .
Análogamente se prueban b) =⇒ d) y d) =⇒ e).

4.2. Módulos inclinantes parciales

Definición 4.2.1. Decimos que T ∈ mod(Λ) es inclinante parcial si satisface
las siguientes condiciones.

TM1) pd(T ) ≤ 1.

TM2) Ext1
Λ(T, T ) = 0.

Ejemplo 4.2.2. Por el Teorema 2.8.6, todo Λ-módulo proyectivo es incli-
nante parcial.

Proposición 4.2.3. Sea T ∈ mod(Λ). Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes.

a) T es inclinante parcial.

b) pd(T ) ≤ 1 y gen(T ) ⊆ T⊥1.

c) (T⊥1 , cogen(τ(T ))) es un par de torsión en mod(Λ) y Ext1
Λ(T, T ) = 0.

Demostración. a) =⇒ b). Sean T un Λ-módulo inclinante parcial y M ∈
gen(T ). Por hipótesis, existe una sucesión exacta 0 → N → T n → M → 0.
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Aplicando el funtor HomΛ(T,−) a la sucesión exacta anterior. Dado que
pd(T ) ≤ 1, por el Teorema 2.8.6, tenemos la siguiente sucesión exacta

Ext1
Λ(T, T n)→ Ext1

Λ(T,M)→ 0.

Como Ext1
Λ(T,−) es un funtor aditivo, tenemos que Ext1

Λ(T, T n) = 0, y por
lo tanto Ext1

Λ(T,M) = 0.
b) =⇒ c). Aseguramos que Ext1

Λ(N, τ(T )) = 0 ∀ N ∈ cogen(τ(T )).
En efecto, como pd(T ) ≤ 1, por el Corolario 3.2.21 y por hipótesis, tenemos
que

0 = DRExt1
Λ(T, T ) ∼= HomΛ(T, τ(T )).

Aśı, dados f : T → N y un monomorfismo j : N → τ(T )n, tenemos que jf =
0. Por lo tanto HomΛ(T,N) = 0 ∀ N ∈ cogen(τ(T )). Sea N ∈ cogen(τ(T )),
por las fórmulas de Auslander-Reiten, tenemos que

Ext1
Λ(N, τ(T )) ∼= DRHomΛ(T,N) = DR

HomΛ(T,N)

P(T,N)
= DR0 = 0.

Ahora bien, dado que τ(M) ∈ cogen(τ(M))⊥1 , de la Proposición 4.1.17, se
tiene que (⊥0τ(T ), cogen(τ(T ))) es un par de torsión en mod(Λ). Veamos
ahora que ⊥0τ(T ) = T⊥1 . En efecto, dado que pd(T ) ≤ 1, por el Corolario
3.2.21, tenemos que

DRExt1
Λ(T,M) ∼= HomΛ(M, τ(T )),

aśı M ∈ T⊥1 si y sólo si HomΛ(M, τ(T )) = 0.
c) =⇒ a). Sea N ∈ mod(Λ). Consideremos la siguiente sucesión exacta,
dada por la envolvente inyectiva de N, ι0 : N → I0(N),

0→ N
ι0→ I0(N)→ Ω−1(N)→ 0.

Aplicando el funtor HomΛ(T,−), a dicha sucesión, obtenemos la siguiente
sucesión exacta

Ext1
Λ(T,Ω−1(N))→ Ext2

Λ(T,N)→ Ext2
Λ(T, I0(N)).

Ahora bien, dado que I0(N) ∈ T⊥1 y T⊥1 es una clase de torsión, con lo
cual es cerrada por cocientes, tenemos que Ext1

Λ(T,Ω−1(N)) = 0. Luego,
de la sucesión anterior, concluimos que Ext2

Λ(T,N) = 0. Finalmente, por el
Teorema 2.8.6 pd(T ) ≤ 1; probándose que T es inclinante parcial.
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Sea P un Λ-módulo proyectivo. Note que: si P es un generador, entonces
gen(P ) = P⊥1 . Por lo cual, no se da siempre la igualdad anterior. Veamos
otro par de torsión asociado a un Λ-módulo inclinante parcial.

Proposición 4.2.4. Sea T ∈ mod(Λ) inclinante parcial. Entonces, el par
(gen(T ), T⊥0) es de torsión en mod(Λ).

Demostración. Se sigue de la Proposición 4.2.3 b) que T ∈ ⊥1gen(T ), por la
Proposición 4.1.17 (gen(T ), T⊥0) es un par de torsión en mod(Λ).

Definición 4.2.5. Sea M ∈ mod(Λ). El anulador de M en Λ es

ann(M) := {a ∈ Λ | aM = 0}.

Decimos que M es fiel si ann(M) = 0. Note que ann(M) E Λ.

Lema 4.2.6. Sea M ∈ mod(Λ). Entonces, M es fiel si y sólo si DΛ(M) es
fiel.

Demostración. Supongamos que M es fiel. Sea a ∈ Λ tal que

0 = DΛ(M)a = HomR(M, I0(top(R)))a.

Dado que I0(top(R)) es un cogenerador inyectivo en mod(R), tenemos un
monomorfismo en mod(R)

i =


i1
i2
...
in

 : M → I0(top(R))n.

Luego,

i(m)a =


i1(am)
i2(am)

...
in(am)

 = 0,

ya que por hipótesis, tenemos que ij(am) = 0 ∀ 1 ≤ j ≤ n y ∀ m ∈ M .
Consecuentemente aM = 0, con lo cual a = 0.
Si DΛ(M) es fiel, por lo anterior tenemos que M ∼= DΛopDΛ(M) es fiel.
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Lema 4.2.7. Para M ∈ mod(Λ), las siguientes condiciones son equivalentes.

a) M es fiel.

b) ΛΛ ∈ cogen(M).

c) DΛop(ΛΛ) ∈ gen(M).

Demostración. a) ⇐⇒ b). Supongamos que M es fiel. Sea f : Λ → M ′

una add(M)-preenvolvente. Consideremos x ∈ M y gx : Λ → M tales que
x = gx(1). Como gx se factoriza a través f , tenemos que f(a) = 0 implica
que ax = gx(a) = 0; dado que x es arbitrario, concluimos que aM = 0, y aśı
a = 0. Por lo tanto f es un monomorfismo, probándose que Λ ∈ cogen(M).

Rećıprocamente, sean h =


h1

h2
...
hn

 : Λ→ Mn un monomorfismo y a ∈ Λ tales

que aM = 0. Entonces h(a) =


h1(a)
h2(a)

...
hn(a)

 =


ah1(1)
ah2(1)

...
ahn(1)

 = 0, y por lo tanto

a ∈ Ker(h) = {0}; probándose que M es fiel.
b) ⇐⇒ c). Se sigue de la equivalencia anterior y del Lema 4.2.6.

La siguiente proposición nos da condiciones necesarias y suficientes para
ver, cuando un módulo fiel es inclinante parcial.

Proposición 4.2.8. Sea T ∈ mod(Λ) fiel. Entonces, T es inclinante parcial
si y sólo si τ(T ) ∈ T⊥0.

Demostración. Supongamos que T es inclinante parcial. Luego, por la Pro-
posición 4.2.4 (gen(T ), T⊥0) es un par de torsión en mod(Λ) y, por la Propo-
sición 4.2.3, T ∈ ⊥1gen(T ). Por lo tanto, de la Proposición 4.1.11, tenemos
que τ(T ) ∈ F .
Rećıprocamente, asumimos ahora que τ(T ) ∈ T⊥0 . Dado que T es fiel, por
el Lema 4.2.7, existe un epimorfismo p : T n → DΛop(Λ). Aplicando el funtor
HomΛ(−, τ(T )) a el morfismo p, obtenemos la siguiente sucesión exacta

0→ HomΛ(DΛop(Λ), τ(T ))→ HomΛ(T n, τ(T )).
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Como HomΛ(T n, τ(T )) = 0, tenemos que HomΛ(DΛop(Λ), τ(T )) = 0. Luego,
por el Corolario 3.2.18, concluimos que pd(T ) ≤ 1 y, del Corolario 3.2.21, se
obtiene el siguiente isomorfismo

Ext1
Λ(T, T ) ∼= DRHomΛ(T, τ(T ))) = 0.

Por lo tanto T es inclinante parcial.

Veamos que la hipótesis ”T es fiel”, en la proposición anterior, es funda-
mental.

Ejemplo 4.2.9. Sea Λ el álgebra de caminos del siguiente carcaj

◦1 α // ◦2 β // ◦3

con la relación βα = 0.
Consideremos la siguiente sucesión exacta,

0→ S(2)→ P(1)→ S(1)→ 0.

Dado que P(1) = I(3), P(1) no es simple y, del hecho que

rad(P(1)) = soc(P(1)) = S(1),

por la Proposición 3.2.27, la sucesión exacta anterior casi se escinde. Con lo
cual, tenemos que S(2) = τ(S(1)) y aśı S(2) ∈ S(1)⊥0 . Ahora bien la resolu-
ción proyectiva minimal de S(1) está dada por

0 // P (3) // P (2) //

""

P (1) // S(1) // 0

S(2)

<<

Por lo que pd(S(1)) = 2 y aśı S(1) no es inclinante parcial.

4.3. Módulos inclinantes

Definición 4.3.1. Sea T ∈ mod(Λ) inclinante parcial. Decimos que T es
inclinante si satisface la siguiente propiedad adicional.
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TM3) Existe una sucesión exacta 0→ Λ→ T ′ → T ′′ → 0,

con T ′, T ′′ ∈ add(T ).

Por el Lema 4.2.7, si T es un Λ-módulo inclinante, entonces T es fiel,
dado que por hipótesis Λ ∈ cogen(T ).
El siguiente lema es conocido como el Lema de Bongartz y justifica el nombre
de módulo inclinante parcial, al dar una forma de completarlo a un módulo
inclinante.

Lema 4.3.2. Sea T ∈ mod(Λ) inclinante parcial. Entonces, existe un Λ-
módulo E tal que T ⊕ E es un Λ-módulo inclinante.

Demostración. Sean Γ = EndΛ(T )op y {e1, e2, · · · , en} un conjunto de ge-
neradores del Γ-módulo Ext1

Λ(T,Λ). Podemos representar cada ei con una
sucesión exacta 0→ Λ→ Ei → T → 0. Dichas sucesiones exactas inducen el
siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

0 // Λn //

∇
��

⊕ni=1Ei //

��

T n

1Tn

��

// 0 (4.3.1)

0 // Λ // E // T n // 0,

donde ∇ : Λn → Λ es la co-diagonal y la segunda fila se obtiene de la primera
haciendo el push-out.
Denotaremos por e al elemento de Ext1

Λ(T n,Λ) representado en (4.3.1) y µi :
T → T n la i-ésima inclusión canónica. Luego, aplicando el funtor HomΛ(T,−)
a la segunda fila de (4.3.1), tenemos la siguiente sucesión exacta de Γ-módulos

· · · → HomΛ(T, T n)
∆0→ Ext1

Λ(T,Λ)→ Ext1
Λ(T,E)→ Ext1

Λ(T, T n) = 0. (*)

Ahora, veamos que el morfismo de conexión ∆0 es un epimorfismo. En efecto,
sea 1 ≤ i ≤ n y consideremos el siguiente diagrama conmutativo con filas
exactas

0 // Λ //

µ′′i
��

Ei //

µ′i
��

T

µi
��

// 0

0 // Λn //

∇
��

⊕ni=1Ei //

��

T n

1Tn

��

// 0

0 // Λ // E // T n // 0
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Dado que ∇µ′′i =1Λ, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

0 // Λ //

1Λ

��

Ei //

��

T

µi
��

// 0

0 // Λ // E // T n // 0.

Con lo cual ∆0(µi) = ei y con ello ∆0 es un epimorfismo. Luego, tenemos que
Ext1

Λ(T,E) = 0 por (*). Por otro lado, aplicando los funtores HomΛ(−, T )
y HomΛ(−, E) a la segunda fila de (4.3.1), tenemos las siguientes sucesiones
exactas

0 = Ext1
Λ(T n, T )→ Ext1

Λ(E, T )→ Ext1
Λ(Λ, T ) = 0

0 = Ext1
Λ(T n, E)→ Ext1

Λ(E,E)→ Ext1
Λ(Λ, E) = 0

Concluimos que Ext1
Λ(E⊕T,E⊕T ) = 0. Por la Proposición 2.8.8, aplicado a

la segunda fila de (4.3.1), se sigue que pd(E) ≤ 1. Luego, por la Proposición
2.8.10, obtenemos que pd(E ⊕ T ) ≤ 1. Finalmente, de la segunda fila de
(4.3.1), resulta que el Λ-módulo T ⊕ E satisface la condición TM3). Por lo
tanto T ⊕ E es un Λ-módulo inclinante.

El Λ-módulo E, construido en la prueba anterior, es conocido como el
complemento de Bongartz de T , y la segunda fila (4.3.1), es llamada la su-
cesión exacta de Bongartz .

Proposición 4.3.3. Sea E un complemento de Bongartz de un módulo in-
clinante parcial T. Entonces T⊥1 = (T ⊕ E)⊥1

Demostración. Sea M ∈ (T ⊕ E)⊥1 . Entonces, Ext1
Λ(T ⊕ E,M) = 0 y dado

que el funtor Ext1
Λ(−,M) es aditivo, obtenemos que Ext1

Λ(T,M) = 0.
Rećıprocamente, sean M ∈ T⊥1 y 0→ Λ→ E → T n → 0 la sucesión exacta
de Bongartz de T . Aplicamos el funtor HomΛ(−,M) a la sucesión anterior y
obtenemos la siguiente sucesión exacta

0 = Ext1
Λ(T n,M)→ Ext1

Λ(E,M)→ Ext1
Λ(Λ,M) = 0.

Luego, Ext1
Λ(E,M) = 0 y por lo tanto Ext1

Λ(E ⊕ T,M) = 0.

Ahora daremos una lista de condiciones equivalentes para que un Λ-módu-
lo inclinante parcial sea inclinante.

Teorema 4.3.4. Sea T ∈ mod(Λ) inclinante parcial. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes.
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a) T es inclinante.

b) T⊥1 ∩ T⊥0 = {0}.

c) gen(T ) = T⊥1.

d) Para toda f : T ′ → M add(T )−precubierta, con M ∈ T⊥1, se tiene que f
es un epimorfismo y Ker(f) ∈ T⊥1.

e) ⊥1(T⊥1) ∩ T⊥1 = add(T ).

f) Si T ⊕ E es un Λ-módulo inclinante parcial, entonces E ∈ add(T ).

g) Para todo P proyectivo inescindible, existe una sucesión exacta

0→ P → T ′ → T ′′ → 0

con T ′, T ′′ ∈ add(T ).

h) T⊥0 = cogen(τ(T )).

Demostración. c) ⇐⇒ h). Se sigue de la Proposición 4.2.3 y la Proposición
4.2.4. Por lo tanto sólo probaremos las primeras equivalencias.
a) =⇒ b). Sea M ∈ T⊥1 ∩ T⊥0 . Por hipótesis, existe una sucesión exacta

0→ Λ→ T ′ → T ′′ → 0,

con T ′, T ′′ ∈ add(T ). Aplicando el funtor HomΛ(−,M) a la sucesión anterior,
obtenemos la siguiente sucesión exacta

0 = HomΛ(T ′,M)→ HomΛ(Λ,M)→ Ext1
Λ(T ′′,M) = 0.

Por lo tanto M = 0.
b) =⇒ c). Por la Proposición 4.2.3 b), tenemos que gen(T ) ⊆ T⊥1 . Sean
M ∈ T⊥1 , f : T ′ → M una add(T )-precubierta de M . Aseguramos que f es
un epimorfismo. En efecto, sea f = iI(f) la factorización de f a través de su
imagen. Consideremos la siguiente sucesión exacta

0→ Im(f)
i→M

p→ Coker(f)→ 0.

Notemos que Im(f) ∈ T⊥1 , ya que T⊥1 es una clase de torsión (ver Propo-
sición 4.2.3 c)). Luego, aplicando el funtor HomΛ(T,−) a la sucesión exacta
anterior, obtenemos la siguiente sucesión exacta

Λ(T, Im(f))
Λ(T,i)→ Λ(T,M)→ Λ(T,Coker(f))→ 1

Λ(T, Im(f)) = 0.



4.3. MÓDULOS INCLINANTES 87

Veamos que Coker(f) ∈ T⊥0 . En efecto, sea g : T → M . Dado que f es
una add(T )-precubierta, existe h : T → T ′ tal que g = fh = i(I(f)h), con
lo cual se tiene que HomΛ(T,Coker(f)) = 0. Por otro lado, puesto que T⊥1

es una clase de torsión y M ∈ T⊥1 , tenemos que Coker(f) ∈ T⊥1 . Luego,
Coker(f) ∈ T⊥1 ∩ T⊥0 = {0}, y aśı, f es un epimorfismo. Por lo tanto
M ∈ gen(T ).
c) =⇒ d). Sean M ∈ T⊥1 y f : T ′ → M una add(T )-precubierta. Por el
Lema 4.1.14 f es un epimorfismo, ya que por hipótesis T⊥1 = gen(T ). Luego,
tenemos la siguiente sucesión exacta

0→ Ker(f)→ T ′ →M → 0.

Aplicando el funtor HomΛ(T,−) a la sucesión exacta anterior, obtenemos la
siguiente sucesión exacta

· · · → HomΛ(T, T ′)→ HomΛ(T,M)→ Ext1
Λ(T,Ker(f))→ Ext1

Λ(T, T ′),

dado que HomΛ(T, f) es un epimorfismo y T ′ ∈ gen(T ) = T⊥1 ; concluimos
que Ker(f) ∈ T⊥1 .
d) =⇒ e). Sea N ∈ add(T ). Por hipótesis, existe E ∈ mod(Λ) tal que
N ⊕ E = T n. Dado que el funtor Ext1

Λ(T n,−) es aditivo, tenemos que

Ext1
Λ(N,M)⊕ Ext1

Λ(E,M) = Ext1
Λ(T n,M) = 0 ∀M ∈ T⊥1 .

Por lo que N ∈ ⊥1(T⊥1). Ahora bien, es claro que N ∈ T⊥1 , lo cual implica
que N ∈ ⊥1(T⊥1) ∩ T⊥1 .
Rećıprocamente, sea N ∈ ⊥1(T⊥1) ∩ T⊥1 . Por hipótesis, existe una sucesión
exacta

0→ L→ T ′ → N → 0,

con L ∈ T⊥1 y T ′ ∈ add(T ). Por consiguiente, la sucesión anterior se escinde
y por lo tanto N ∈ add(T ).
e) =⇒ f). Sean E ∈ mod(Λ) tal que T⊕E es un Λ-módulo inclinante parcial
y E ′ un complemento de Bongartz de T . Por hipótesis y la Proposición 4.3.3,
tenemos que

E ′ ∈ add(T ⊕E ′) = ⊥1((T ⊕E ′)⊥1)∩ (T ⊕E ′)⊥1 = ⊥1(T⊥1)∩T⊥1 = add(T ).

Con lo cual T es inclinante. Ahora, sea X ∈ T⊥1 . Por d), existe una sucesión
exacta 0 → L → T ′ → X → 0, con L ∈ T⊥1 y T ′ ∈ add(T ). Aplicando
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el funtor HomΛ(E,−) a la sucesión anterior, tenemos la siguiente sucesión
exacta

Ext1
Λ(E, T ′)→ Ext1

Λ(E,X)→ Ext2
Λ(E,L).

Ahora bien, como T ⊕ E es un Λ-módulo inclinante parcial, se sigue que

Ext1
Λ(E, T ′) = 0 = Ext2

Λ(E,L);

y con ello E ∈ ⊥1(T⊥1) ∩ T⊥1 = add(T ).
f) =⇒ g). Sea P un Λ-módulo proyectivo inescindible. Por el Lema de
Borgantz, existe un Λ-módulo E tal que T ⊕ E es un Λ-módulo inclinante;
y por definición, existe una sucesión exacta 0 → Λ → L′ → L′′ → 0 con L′,
L′′ ∈ add(T ⊕ E) = add(T ), ya que por hipótesis E ∈ add(T ). Dado que Λ
es una álgebra de artin, existe un split-epi p : Λ→ P que induce el siguiente
diagrama de pushout conmutativo con renglones exactos

0 // Λ

p

��

// L′

h
��

// L′′ // 0

0 // P // F // L′′ // 0.

Sólo basta ver que F ∈ add(T ⊕E). En efecto, como p es un epimorfismo, se
sigue que h es un epimorfismo. Por lo tanto F ∈ gen(T ⊕ E) = (T ⊕ E)⊥1 ,
puesto que T ⊕E es inclinante. Por otro lado, sea M ∈ (T ⊕E)⊥1 . Aplicando
el funtor HomΛ(−,M) a la sucesión exacta de la fila inferior del anterior
diagrama anterior, tenemos la siguiente sucesión exacta

0 = Ext1
Λ(L′′,M)→ Ext1

Λ(F,M)→ Ext1
Λ(P,M) = 0.

Por lo tanto F ∈ ⊥1((T ⊕ E)⊥1) ∩ (T ⊕ E)⊥1 = add(T ⊕ E) = add(T ).
g) =⇒ a). Podemos asumir que Λ es una R-álgebra de artin básica.
Por lo tanto, tenemos una familia completa de proyectivos inescindibles
{P1, P2, · · · , Pn} tal que ⊕ni=0Pi = Λ. Ahora bien, para cada 1 ≤ i ≤ n,
existe una sucesión exacta

0→ Pi → T ′i → T ′′i → 0

con T ′i , T
′′
i ∈ add(T ). Dichas sucesiones inducen la siguiente sucesión exacta

0→ Λ = ⊕ni=1Pi → T ′ = ⊕ni=1T
′
i → ⊕ni=1T

′′
i = T ′′ → 0,

donde T ′, T ′′ ∈ add(T ).



4.3. MÓDULOS INCLINANTES 89

El teorema anterior muestra que: si T es un Λ-módulo inclinante, entonces
add(T ) = ⊥1(T⊥1)∩T⊥1 . La siguiente proposición muestra quien es (T⊥1)⊥1 .

Proposición 4.3.5. Sea T ∈ mod(Λ) inclinante. Entonces I(Λ) = (T⊥1)⊥1.

Demostración. Por el Teorema 2.8.7, se tiene que I(Λ) ⊆ (T⊥1)⊥1 .
Rećıprocamente, sea X ∈ (T⊥1)⊥1 . Entonces, la envolvente inyectiva de X
ι0 : X → I0(X), induce una sucesión exacta

0→ X → I0(X)→ Ω−1(M)→ 0.

Dado que, I0(X) ∈ T⊥1 y T⊥1 es una clase de torsión, tenemos que Ω−1(M) ∈
T⊥1 . Por lo que Ext1

Λ(Ω−1(M), X) = 0, y consecuentemente, la sucesión
anterior se escinde; probándose que X es inyectivo.

Veamos un ejemplo de un módulo inclinante parcial y fiel que no es incli-
nante.

Ejemplo 4.3.6. Sea Λ el álgebra de caminos del siguiente carcaj

◦4

γ
��

◦1 ◦2
β
oo ◦3

α
oo

con la relación βα = 0. Sea T = P(4)⊕ P(3). Veamos que el módulo T es
fiel. En efecto, tenemos que rad(P(2)) = P(1) y rad(P(4)) = P(3), con lo cual
T es fiel por el Lema 4.2.7. Dado que T es proyectivo, es incinante parcial.
Por otro lado, Λ = T ⊕ P(1)⊕ P(2) es inclinante parcial. Entonces, por el
Teorema 4.3.4 f) T no es inclinante.

En lo que sigue, veremos algunas aplicaciones del Teorema 4.3.4.

Corolario 4.3.7. Sean T ∈ mod(Λ) inclinante y M ∈ T⊥1. Entonces, existe
un complejo aćıclico

T• : · · · → T1
f1→ T0

f0→M → 0

con Ti ∈ add(T ), Im(fi) ∈ T⊥1 y fi : Ti → Im(fi) una add(T )-precubierta
para todo i ∈ N.
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Demostración. Por el Teorema 4.3.4 d), tenemos la siguiente sucesión exacta

· · · // T2

##

// T1

##

// T0
f0 //M // 0

Ker(f1)

;;

Ker(f0),

;;

con Ti ∈ add(T ) y Ker(fi) ∈ T⊥1 ∀i ∈ N.

Corolario 4.3.8. Sean T ∈ mod(Λ) inclinante y Γ = End(T )op. Entonces
M ∈ T⊥1 si y sólo si el morfismo funtorial εM : T ⊗Γ HomΛ(T,M)→ M es
un isomorfismo.

Demostración. Supongamos que εM : T ⊗Γ HomΛ(T,M) → M es un iso-
morfismo. Entonces, por el Lema 4.1.16 y el Teorema 4.3.4 c) tenemos que
M ∈ gen(T ) = T⊥1 .
Rećıprocamente, sea M ∈ T⊥1 . Por el Teorema 4.3.4 d), existe una suce-
sión exacta 0 → L → T ′ → M → 0, con L ∈ T⊥1 y T ′ ∈ add(T ). Luego,
aplicamos el funtor HomΛ(T,−), tenemos la siguiente sucesión exacta

0→ HomΛ(T, L)→ HomΛ(T, T ′)→ HomΛ(T,M)→ 0.

Aplicando el funtor T ⊗Γ − a la sucesión anterior, tenemos el siguiente dia-
grama conmutativo con filas exactas

T ⊗Γ HomΛ(T, L) //

εL
��

T ⊗Γ HomΛ(T, T ′) //

εT ′

��

T ⊗Γ HomΛ(T,M) //

εM
��

0

L // T ′ //M // 0.

Como εL es un epimorfismo y εT ′ es un isomorfismo, por el Lema de los cinco,
concluimos que εM es un isomorfismo.

Para concluir esta sección, daremos un ejemplo de un módulo inclinante
cuyo par de torsión no se escinde y otro donde śı.
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Ejemplo 4.3.9. Sea Λ el álgebra de caminos dada por el siguiente carcaj

◦3

β

��
◦1 ◦5

α

__

γ��
◦4

δ

__

ε��
◦2

con relaciones βα = δγ, εγ = 0.
Sea T := P(1)⊕ P(4)⊕ P(4)/S(2)⊕ P(5)⊕ I(4). Note que los correspon-
dientes vectores dimensión son

dim(P(1)) = 10000, dim(P(4)) = 11010,

dim(P(4)/S(2)) = 10010, dim(P(5)) = 10111,

dim(I(4)) = 00011.

Veamos que T es inclinante. En efecto, dado que P(1), P(4), P(5) son pro-
yectivos; y por otra escinde tenemos las siguientes resoluciones proyectivas

0→ P(2)→ P(4)→ P(4)/S(2)→ 0.

0→ P(3)→ P(5)→ I(4)→ 0,

se sigue que pd(T ) ≤ 1.
Por otro lado, P(1)⊕ P(4)⊕ P(5) es proyectivo y I(1) = P(5). Luego, por el
Corolario 3.2.21, tenemos los siguientes isomorfismos.

Ext1
Λ(T, T ) ∼= Ext1

Λ(P(4)/S(2)⊕ I(4),P(1)⊕ P(4)⊕ P(5))
∼= DR(HomΛ(P(1)⊕ P(4)⊕ P(5), τ(P(4)/S(2)⊕ I(4))))
∼= DR(HomΛ(P(1)⊕ P(4)⊕ P(5), S(2)⊕ S(3))) = 0.

Con lo cual, T es inclinante por el Teorema 4.3.4 g). Ahora bien, por el
Corolario 3.2.21 T⊥1 = ⊥0τ(T ) = ⊥0S(2)⊕ S(3). Dado que no hay caminos
en el carcaj de Auslander-Reiten de los siguientes módulos inescindibles, que
denotaremos por su vector dimensión

01010, 00010, 10111, 00111, 00101, 00001, 00001
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a S(2) y S(3), tenemos que los primeros se encuentran en T⊥1 , y además
P(1),P(5),P(4)/S(2) ∈ T⊥1 , dado que son sumandos directos de T . Consi-
deramos las siguientes sucesiones exactas, donde denotamos a los módulos
inescindibles por su vector dimensión

0→ 10010→ 10110→ 00100→ 0,

0→ 11010→ 11110→ 00100→ 0,

0→ 10000→ 10100→ 00100→ 0,

con lo cual 10110, 11110, 10100 /∈ T⊥1 y 10110, 11110, 10100 /∈ T⊥0 . Mientras
que S(2), S(3) ∈ T⊥0 , dado que T es inclinante. Esto se puede representar,
mediante el siguiente carcaj de Auslander-Reiten, representando a cada Λ-
módulo inescindible, por su vector de dimensión.

T⊥1 T⊥0

10000

01000

10100

11010

11110

10010

01010

10110

00010

10111

00100

00111

00101

00011

00001

Lo cual muestra que el par de torsión no se escinde.

La siguiente clase de ejemplos, un poco más teórico, se le debe a Aus-
lander, Platzeck y Reiten, y son los llamados APR-módulos inclinantes y se
remontan a los oŕıgenes de la teoŕıa.

Ejemplo 4.3.10. Sean S(a) un Λ-módulo simple proyectivo no inyectivo y
T = τ−1(S(a))⊕ (⊕b6=aP (b)). Entonces T es inclinante.
En efecto, notamos que la sucesión que casi se escinde, que empieza desde
S(a), es por el Corolario 3.2.25 de la forma

0→ S(a)→ P → τ−1(S(a))→ 0,
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con P proyectivo. Por lo tanto T cumple con las condiciones TM1) y TM3),
porque ningún sumando de P es isomorfo a S(a). Dado que pd(T ) ≤ 1
tenemos por el Corolario 3.2.21 que

Ext1
Λ(T, T ) ∼= DR(HomΛ(T, S(a))) = 0,

ya que τ(T ) = S(a); y por lo tanto, T es inclinante.
Por otro lado, sea M inescindible, entonces por el Corolaro 3.2.21 tenemos
que M ∈ T⊥1 si y sólo si Ext1

Λ(T,M) ∼= DR(HomΛ(M, S(a))) = 0 y esto
último es equivalente a que M 6= S(a). Mientras que S(a) = τ(T ) ∈ T⊥0 por
la Proposición 4.2.8. Por lo tanto el par de torsión (T⊥1 , T⊥0) se escinde.

4.4. Progeneradores

Definición 4.4.1. Un Λ-módulo P ∈ mod(Λ) se dice que es un progenerador
si P es proyectivo y gen(P ) = mod(Λ).

Proposición 4.4.2. Si P ∈ mod(Λ) es un progenerador, entonces P es
inclinante.

Demostración. Por el Ejemplo 4.2.2 P es inclinante parcial, y por la Propo-
sición 2.8.3, tenemos que gen(P ) = mod(Λ) = P⊥1 . Luego, por el Teorema
4.3.4 c), concluimos que P es inclinante.

De la existencia de la sucesión exacta en TM3), se puede verificar que si un
módulo inclinante es proyectivo entonces es un progenerador. A continuación
daremos condiciones suficientes y necesarias en el álgebra Λ, para que los
Λ-módulos inclinantes coincidan con los progeneradores.

Definición 4.4.3. Sea R un anillo. La dimensión finitista pequeña de R se
define como sigue

fin.dim(R) := sup{pd(M) | pd(M) <∞M ∈ mod(R)}.

La conjetura finitista pequeña establecida por H. Bass en 1960, afirma
que fin.dim(R) es un número finito, para cualquier anillo artiniano.

Teorema 4.4.4. Las siguientes condiciones son equivalentes en mod(Λ).

a) Todo módulo inclinante es un progenerador.
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b) fin.dim(Λ) = 0.

Demostración. a) =⇒ b). Supongamos que fin.dim(Λ) ≥ 1. Luego, existe
M ∈ mod(Λ), con pd(M)=1. Sea

P•(M) : 0→ P1(M)
π1→ P0(M)

π0→M → 0

la resolución proyectiva minimal de M . Consideremos Γ := EndΛ(P1(M))op y
un conjunto de generadores {π1, f2, · · · , fn} del Γ-módulo Λ(P1(M),P0(M)).
Luego,

f = [π1, f2, · · · , fn] : P1(M)→ P0(M)n

es una add(P0(M))-preenvolvente y un monomorfismo. Consideremos la su-
cesión exacta

η : 0→ P1(M)
f→ P0(M)n → Coker(f)→ 0.

Note que Coker(f) = P0(M)⊕P0(M)···⊕P0(M)
Im(π1)⊕Im(f2)⊕···⊕Im(fn)

, con lo cual Coker(f) ∼= M ⊕X,

y aśı pd(Coker(f)) = 1. Luego, aplicando el funtor HomΛ(−,P0(M)) a η,
tenemos la siguiente sucesión exacta

Λ(P0(M)n,P0(M))
Λ(f,P0(M))→ Λ(P1(M),P0(M))→ 1

Λ(Coker(f),P0(M))→ 0.

Dado que f es una preenvolvente, se sigue que HomΛ(f,P0(M)) es un epi-
morfismo, lo cual implica que Ext1

Λ(Coker(f),P0(M)) = 0. Por lo tanto, si
aplicamos el funtor HomΛ(Coker(f),−) a η, se tiene la siguiente sucesión
exacta

1
Λ(Coker(f),P0(M)n)→ 1

Λ(Coker(f),Coker(f))→ 2
Λ(Coker(f),P1(M)) = 0,

ya que pd(Coker(f)) = 1. Aśı pues, Coker(f) es un Λ-módulo inclinante
parcial, y por el Lema de Borgartz, existe un Λ-módulo F tal que Coker(f)⊕F
es un Λ-módulo inclinante de dimensión proyectiva 1.
b) =⇒ a). Sea T un Λ-módulo inclinante. Por hipótesis pd(T )=0, con lo
cual T es proyectivo y por lo tanto T es un progenerador.

Veamos una clase de anillos donde los módulos inclinantes y los progene-
radores coincidan.

Definición 4.4.5. Un álgebra Λ se dice que es auto-inyectiva (a izquierda)
si el Λ-módulo regular es ΛΛ inyectivo.
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Teorema 4.4.6. Sea Λ auto-inyectiva. Entonces, los únicos Λ-módulos in-
clinantes en mod(Λ) son los progeneradores.

Demostración. Sea T un Λ-módulo inclinante. Luego, existe una sucesión
exacta

0→ Λ→ T ′ → T ′′ → 0,

con T ′, T ′′ ∈ add(T ). Dado que ΛΛ es inyectivo, la sucesión se escinde, y por
ello existe un epimorfismo p : T n → Λ. Entonces, por el Teorema 4.3.4 y el
Teorema 2.8.6, tenemos que

gen(T ) = mod(Λ) = T⊥1 .

Por lo tanto T es un progenerador.

Veamos que fin.dim(Λ)=0 no implica que el álgebra Λ sea auto-inyectiva.
Para ello, consideremos el siguiente ejemplo debido a I. Assem (ver [Ha, 2.14
(d)]).

Ejemplo 4.4.7. Sea Λ la siguiente álgebra de caminos dada por el siguiente
carcaj

◦1

α

��

◦2

β

��
◦3

γ�� δ ��
◦4

ε

OO

◦5

ζ

OO

con la relación F2 = 0.
Es claro que Λ no es auto-inyectiva, puesto que P(3) no es inyectivo. Veamos
que todo inescindible no proyectivo tiene dimensión proyectiva infinita. En
efecto, {S(1), S(2), S(3), S(4), S(5), I(3)} es una lista completa de inescindi-
bles no proyectivos. Ahora, calculemos la resolución proyectiva minimal de
S(3).

· · · // P(3) //

&&

P(4)⊕ P(5) //

((

P(1)⊕ P(2) //

''

P(3) // S(3) // 0,

S(3)

OO

S(4)⊕ S(5)

OO

S(1)⊕ S(2)

OO
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donde el renglón inferior son las sizigias de la resolución. Por lo que S(3)
tiene dimensión proyectiva infinita.
Analogámente, S(1), S(2), S(4), S(5) e I(3) tienen dimensión proyectiva infi-
nita. Por lo tanto fin.dim(Λ) = 0.

4.5. El Teorema de Brenner y Butler

Lema 4.5.1. Sean T ∈ mod(Λ) inclinante, Γ := EndΛ(T )op, M, N ∈ T⊥1.
Entonces, tenemos los siguientes isomorfismos naturales de R-módulos.

a) HomΛ(M,N) ∼= HomΓ(HomΛ(T,M),HomΛ(T,N)).

b) Ext1
Λ(M,N) ∼= Ext1

Γ(HomΛ(T,M),HomΛ(T,N)).

Demostración. a). Por el Corolario 4.3.7 tenemos un complejo aćıclico

T• : · · · → T2
f2→ T1

f1→ T0
f0→M → 0,

con Ti ∈ add(T ) para toda i ∈ N. Por la propiedad universal del Kernel,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto

0 //
Λ(M,N) //

��

Λ(T0, N) //

��

Λ(T1, N)

��
0 //

Γ(Λ(T,M), Λ(T,N)) //
Γ(Λ(T, T0), Λ(T,N)) //

Γ(Λ(T, T1), Λ(T,N))

Por el Teorema 3.1.14, tenemos que los últimos dos morfismos verticales son
isomorfismos, y por el lema de los 5, concluimos que

HomΛ(M,N) ∼= HomΓ(HomΛ(T,M),HomΛ(T,N));

lo cual prueba a).
b). Por a) tenemos el siguiente isomorfismo en com•(Λ)

com•HomΛ(T•, N) ∼= com•HomΓ(com•HomΛ(T, T•),HomΛ(T,N)).

Dado que, por el Teorema 3.1.14, com•HomΛ(T, T•) es una resolución pro-
yectiva de HomΛ(T,M), ya que f0 es una add(T )-precubierta, se sigue que

H1(HomΛ(T•, N)) ∼= Ext1
Γ(HomΛ(T,M),HomΛ(T,N)).
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Por otro lado, consideremos la sucesión exacta

0→ Im(f1)
i→ T0 →M → 0,

que induce la siguiente sucesión exacta

HomΛ(T0, N)
HomΛ(i,N)→ HomΛ(Im(f1), N)→ Ext1

Λ(M,N)→ 0.

Con lo cual Coker(HomΛ(i, N)) = Ext1
Λ(M,N). Consideremos la factori-

zación de HomΛ(f1, N) = ιI(HomΛ(f1, N)) a través de su imagen. Luego,
HomΛ(f2, N)ι = 0, dado que I(HomΛ(f1, N)) es un epimorfismo. Por lo
tanto, existe un único morfismo, por la propiedad universal del Cokernel
α : Im(HomΛ(f1, N)) → HomΛ(Im(f1), N), tal que el siguiente diagrama
conmuta

HomΛ(T0, N)
HomΛ(f1,N) //

I(HomΛ(f1,N))

))

HomΛ(T1, N)

ImHomΛ(f1, N)
∃! α

))

ι
55

HomΛ(T0, N)
HomΛ(i,N)

// HomΛ(Im(f1), N).

HomΛ(p,N)

OO

Ya que α es un monomorfismo, porque ι es un monomorfismo y I(HomΛ(f1, N))
es un epimorfismo, tenemos que

ImHomΛ(f1, N) ∼= HomΛ(Im(f1), N).

Por lo tanto

H1com•(T•, N) ∼= HomΛ(Im(f1), N)/ImHomΛ(f1, N) = Coker(HomΛ(i, N)),

y aśı Ext1
Λ(M,N) ∼= Ext1

Γ(HomΛ(T,M),HomΛ(T,N)).

Sea T un Λ-módulo inclinante. La observación crucial, en la teoŕıa de
inclinación, es que T es un Γop-módulo inclinante, con Γ := End(T )op, como
lo muestra la siguiente proposición.

Proposición 4.5.2. Sean T un Λ-módulo inclinante y Γ := End(T )op. En-
tonces T es un Γop-módulo inclinante.
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Demostración. Dado que T es inclinante, existe una sucesión exacta

0→ Λ→ T ′ → T ′′ → 0,

con T ′, T ′′ ∈ add(T ). Aplicando el funtor HomΛ(−, T ) a la sucesión exacta
anterior, tenemos la siguiente sucesión exacta

0→ HomΛ(T ′′, T )→ HomΛ(T ′, T )→ HomΛ(Λ, T ) ∼= T → 0 = Ext1
Λ(T ′′, T ).

Como HomΛ(T ′′, T ), HomΛ(T ′, T ) ∈ P(Γop), ya que los Γop-módulos anterio-
res son sumandos directos de copias de Γop, se sigue que pd(ΓopT ) ≤ 1.
Por otro lado, usando el Lema 3.1.15, la Proposición 3.1.3, y el Lema 4.5.1
b), tenemos los siguientes isomorfismos de R-módulos

Ext1
Γop(T, T ) ∼= Ext1

Γ(DΛ(T ),DΛ(T ))
∼= Ext1

Γ(HomΛ(T,DΛop(Λ)),HomΛ(T,DΛop(Λ)))
∼= Ext1

Λ(DΛop(Λ),DΛop(Λ)) = 0

Por último, dado que pd(ΛT ) ≤ 1, existe una sucesión exacta

0→ Q→ P → T → 0

con P , Q Λ-módulos proyectivos, que induce una sucesión exacta

0→ Γop = HomΛ(T, T )→ HomΛ(P, T )→ HomΛ(Q, T )→ Ext1
Λ(T, T ) = 0.

Puesto que, HomΛ(P, T ), HomΛ(Q, T ) ∈ add(ΓopT ), concluimos que T ∈
mod(Γop) es inclinante.

Proposición 4.5.3. Sean T un Λ-módulo inclinante y Γ := End(T )op. En-
tonces, las R-álgebras EndΓop(T ) y Λ son isomorfas.

Demostración. Para cada a ∈ Λ, definimos

φa : T → T, t 7→ at.

Note que φa ∈ EndΓop(T ). Consideremos

ϕ : Λ→ EndΓop(T ), a 7→ φa.

Es fácil, ver que ϕ es un morfismo de R-álgebras.
Sea a ∈ Λ tal que ϕ(a) = 0. Por definición ϕ(a)(t) = at = 0 ∀ t ∈ T . Entonces
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a = 0, ya que T es fiel. Por otro lado, tenemos los siguientes isomorfismos de
R-módulos

EndΓop(T ) ∼= EndΓ(DΛ(T ))
∼= EndΓ(HomΛ(T,DΛop(Λ))) (Proposición 3.1.3)
∼= EndΛ(DΛop(Λ)) (Lema 4.5.1 a))
∼= EndΛop(Λ) ∼= Λ.

Dado que EndΓop(T ) y Λ son R-módulos de longitud finita, del morfismo
inyectivo ϕ : Λ→ EndΓop(T ) de R-álgebras y del isomorfismo de R-módulos
EndΓop(T ) ∼= Λ, concluimos finalmente que ϕ es un isomorfismo de R-álge-
bras.

Proposición 4.5.4. Para un Λ-módulo inclinante T y Γ := End(T )op, las
siguientes condiciones se satisfacen.

a) T>0
Γ = ⊥0DΓop(TΓ) = DΓop(T⊥0

Γ ) = DΓop(cogen(τ(T )Γ)).

b) T>1
Γ = ⊥1DΓop(TΓ) = DΓop(T⊥1

Γ ) = DΓop(gen(TΓ)).

c) (T>0
Γ , T>1

Γ ) es un par de torsión en mod(Γ).

Demostración. a). La primera igualdad se da por el Teorema 3.1.16. Es fácil
ver la igualdad ⊥0DΓop(TΓ) = DΓop(T⊥0

Γ ), y la última igualdad, se sigue de la
Proposición 4.5.2 y el Teorema 4.3.4 h).
b). Se tiene similarmente de a), usando el Teorema 4.3.4 c).
c). Se sigue del Teorema 4.3.4 y el Ejemplo 4.1.3.

Sean T un Λ-módulo inclinante y Γ := EndΛ(T )op. Para el siguiente lema,
consideremos los isomorfismos naturales definidos para cada Y ∈ mod(Γ):

δY : Y → HomΛ(T, T ⊗Γ Y ),

dado por (y 7→ (t 7→ t⊗ y)); el isomorfismo evaluación

γY : Y → DΓopDΓ(Y ), γY (y)(f) = f(y);

y el isomorfismo del Teorema 3.1.16

ηY : T ⊗Γ Y → DΛopHomΓop(T,DΓ(Y )), ηY (t⊗ y)(f) = f(t)(y).
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Si M ∈ mod(Λop), tenemos el siguiente morfismo natural, por la Proposición
4.5.2 y la Proposición 4.5.3

µM : T ⊗Λop M → DΓHomΛ(T,DΛop(M)),

dado por ηM(t⊗m)(f) = f(t)(m), el cual es un isomorfismo por el Teorema
3.1.16.

Lema 4.5.5. Usando la notación anterior, existe un isomorfismo natural Φ,
tal que el siguiente diagrama de transformaciones naturales es conmutativo
∀ Y ∈ mod(Γ)

Y
δY //

γY
��

HomΛ(T, T ⊗Γ Y )

ΦY
��

DΓopDΓ(Y )
DΓop (εDΓ(Y ))

// DΓop(T⊗Λop HomΓop(T,DΓ(Y )).

En particular, δY es un isomorfismo si y sólo si εDΓ(Y ) es un isomorfismo.

Demostración. Sea Y ∈ mod(Γ). Consideremos los siguientes isomorfismos
naturales

Λ(T,Γ (T ⊗ Y ))
Λ(T,ηY ) //

Λ(T,DΛop(Γop(T,DΓ(Y ))))

Λ(T,DΛop(Γop(T,DΓ(Y ))))
γZ // DΓopDΓΛ(T,DΛop(Γop(T,DΓ(Y ))))

DΓopDΓΛ(T,DΛop(Γop(T,DΓ(Y ))))
DΓop (µW ) // DΓop(Λop(T,Γop (T,DΓ(Y ))),

con Z = HomΛ(T,DΛopExt1
Γop(T,DΓ(Y ))) y W = HomΓop(T,DΓ(Y )). Defini-

mos
ΦY := DΓop(µW )γZHomΛ(T, ηY ).

Veamos que ΦY satisface las hipótesis del Lema. En efecto, sean y ∈ Y , t ∈ T
y f ∈ HomΓop(T,DΓ(Y )). Entonces,

DΓop(εDΓ(Y ))(γY (y)(t⊗ f)) = γY (y)εDΓ(Y )(t⊗ f)

= εDΓ(Y )(t⊗ f)(y) = f(t)(y).
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Por otro lado, tenemos la siguientes igualdades

ΦY δY (y)(t⊗ f) = DΓop(µW )γZHomΛ(T, ηY )δY (y)(t⊗ f)

= γZηY δY (y)µW (t⊗ f)

= µW (t⊗ f)ηY δY (y)

= ηY δY (y)(t)(f)

= ηY (t⊗ y)(f) = f(t)(y).

Corolario 4.5.6. Usando la notación anterior, se tiene que Y ∈ T>1
Γ si y

sólo si δY : Y → HomΛ(T, T ⊗Γ Y ) es un isomorfismo.

Demostración. Dado que T es un Γop-módulo inclinante, tenemos las siguien-
tes equivalencias

Y ∈ T>1
Γ ⇐⇒ DΓ(Y ) ∈ T⊥1

Γ . (Proposición 4.5.4)

⇐⇒ εDΓ(Y ) es un isomorfismo. (Corolario 4.3.8)

⇐⇒ δY es un isomorfismo. (Lema 4.5.5)

Ahora podemos probar el resultado principal de este caṕıtulo, que esta-
blece una relación entre mod(Λ) y mod(Γ). Dicho resultado es conocido como
el Teorema de Brenner y Butler.

Teorema 4.5.7. Sea T un Λ-módulo inclinante y Γ := EndΛ(T )op. Entonces,
las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Los funtores HomΛ(T,−) : T⊥1 → T>1
Γ y T ⊗Γ − : T⊥1

Γ → T⊥1 son
equivalencias casi-inversas.

b) Los funtores Ext1
Λ(T,−) : T⊥0 → T>0

Γ y TorΓ
1 (T,−) : T⊥0

Γ → T⊥0 son
equivalencias casi-inversas.

Demostración. a). Sea M ∈ T⊥1 . Veamos que HomΛ(T,M) ∈ T>1
Γ . En efecto,

por el Teorema 4.3.4 d) existe una sucesión exacta

0→ L→ T ′ →M → 0
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con T ′ ∈ add(T ) y L ∈ T⊥1 . Aplicando el funtor HomΛ(T,−) a la sucesión
exacta anterior, obtenemos la siguiente sucesión exacta

0→ HomΛ(T, L)→ HomΛ(T, T ′)→ HomΛ(T,M)→ 0.

Luego, aplicamos el funtor T ⊗Γ − a la sucesión exacta anterior, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo con filas exactas, puesto que HomΛ(T, T ′) ∈
P(Γ) y consecuentemente TorΓ

1 (T,HomΛ(T, T ′)) = 0

0 // Γ
1 (T, Λ(T,M)) // Γ(T, Λ(T, L)) //

εL
��

Γ(T, Λ(T, T ′))

εT ′

��
0 // L // T ′.

Por el Corolario 4.3.8, tenemos que εL, εT ′ son isomorfismos. Con lo cual
TorΓ

1 (T,HomΛ(T,M)) ∼= 0, por el Lema de los cinco.
Rećıprocamente, sea Y ∈ T>1

Γ . Entonces, existe un epimorfismo p : Γn → Y ,

que induce otro epimorfismo q : T n ∼= T ⊗Γ Γn
T⊗p→ T ⊗Γ Y , y aśı, por el

Teorema 4.3.4 c), se sigue que, T ⊗Γ Y ∈ gen(T ) = T⊥1 .
Por el Corolario 4.3.8 εM es un ismorfismo natural y del Lema 4.5.6, se
tiene que, δY es un isomorfismo funtorial. Concluimos que, T⊥1 y T>1

Γ son
categoŕıas equivalentes.
b). Sean N ∈ T⊥0 y 0 → N → I → J → 0 una sucesión exacta, con
I ∈ I(Λ). Dado que I ∈ T⊥1 , se tiene que J ∈ T⊥1 , ya que T⊥1 es una
clase de torsión. Luego, aplicamos el funtor HomΛ(T,−) a la sucesión exacta
anterior, obtenemos la siguiente sucesión exacta

0→ HomΛ(T, I)→ HomΛ(T, J)→ Ext1
Λ(T,N)→ 0.

Aplicando el funtor T ⊗Γ − a la sucesión exacta anterior, se tiene el si-
guiente diagrama conmutativo con filas exactas, puesto que J ∈ T⊥1 , y aśı,
HomΛ(T, J) ∈ T>1

Γ por a)

0 // Γ
1 (T, 1

Λ(T,N))

∃! ε′N
��

// Γ(T, Λ(T, I)) //

εI

��

Γ(T, Λ(T, J)) //

εJ

��

//

εJ

��

Γ(T, 1
Λ(T,N)) // 0

0 // N // I // J // 0,

donde ε′N esta dada por la propiedad universal del Kernel. Por el Corolario
4.3.8, εI , εJ son isomorfismos. Luego se sigue, del Lema de los cinco, que ε′N
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es un isomorfismo y T ⊗Γ Ext1
Λ(T,N) ∼= 0, con esto T ⊗Γ Ext1

Λ(T,N) ∼= N y
Ext1

Λ(T,N) ∈ T>0
Γ .

Dualmente, sean X ∈ T>0
Γ y 0 → Q → P → X → 0 una sucesión exacta

con P ∈ P(Γ). Por la Proposición 4.5.4, T>0
Γ es una clase libre de torsión,

y se sigue de la Proposición 4.1.7, que Q ∈ T>1
Γ . Por otro lado, aplicando el

funtor T ⊗Γ − a la sucesión exacta anterior, obtenemos la siguiente sucesión
exacta

0→ TorΓ
1 (T,X)→ T ⊗Γ Q→ T ⊗Γ P → 0.

Por a), tenemos que T ⊗Γ Q ∈ T⊥1 . Aplicando el funtor HomΛ(T,−), por lo
anterior, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

0 // Q //

δQ
��

P //

δP
��

X //

δ′X
��

0

0 //
Λ(T, Γ

1 (T,X)) //
Λ(T, Γ(T,Q)) //

Λ(T, Γ(T, P )) // 1
Λ(T, Γ

1 (T, P )),

donde δ′X esta dada por la propiedad universal del Cokernel. Por el Corolario
4.5.6, δQ, δP son isomorfismos. Finalmente, por el Lema de los cinco δ′X es
un isomorfismo y HomΛ(T,TorΓ

1 (T,X)) ∼= 0, con ello Tor1
Γ(T,X) ∈ T⊥0 y

Ext1
Λ(T,TorΓ

1 (T,X)) ∼= X.
Por lo tanto, T⊥0 y T>0

Γ son categoŕıas equivalentes.

Una consecuencia del Teorema de Brenner y Butler es la versión del Teo-
rema de Morita para álgebras de artin.

Teorema 4.5.8. Sean P ∈ mod(Λ) un progenerador y Γ = EndΛ(P )op.
Entonces, el funtor HomΛ(P,−) : mod(Λ)→ mod(Γ) es una equivalencia de
categoŕıas con casi-inversa P ⊗Γ − : mod(Γ)→ mod(Λ).

Demostración. Por la Proposición 4.4.2, P es un Λ-módulo inclinante; y dado
que Λ ∈ add(P ), se tiene que P ∼= HomΛ(Λ, P ) ∈ P(Γ). Por el Teorema de
Brenner y Butler, tenemos la siguiente equivalencia de categoŕıas

HomΛ(P,−) : P⊥1 = mod(Λ)→ P>1
Γ = mod(Γ).

El siguiente corolario nos dice que la composición de funtores, que apare-
cen en el Teorema de Brenner y Butler, que no son cuasi-inversos se vuelve
cero.
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Corolario 4.5.9. a) Sea T un Λ-módulo inclinante y Γ := EndΛ(T )op. Para
M ∈ mod(Λ), las siguientes condiciones se satisfacen.

i) TorΓ
1 (T,HomΛ(T,M)) = 0.

ii) T ⊗Γ Ext1
Λ(T,M) = 0.

iii) La sucesión canónica de M en (T⊥1 , T⊥0) está dada por

0→ T ⊗Γ HomΛ(T,M)
εM→M → TorΓ

1 (T,Ext1
Λ(T,M))→ 0.

b) Para X ∈ mod(Γ), las siguientes condiciones se satisfacen.

i) HomΛ(T,Tor1
Γ(T,X)) = 0.

ii) Ext1
Λ(T, T ⊗Γ X) = 0.

iii) La sucesión canónica de X en (T>0 , T>1) esta dada por

0→ Ext1
Λ(T,Tor1

Γ(T,X))→ X
δX→ HomΛ(T, T ⊗Γ X)→ 0.

Demostración. Sólo probaremos a), ya que la prueba de b) es análoga.
Sea

0→ t(M)→M →M/t(M)→ 0,

la sucesión canónica de M en (T⊥1 , T⊥0). Aplicamos el funtor HomΛ(T ,-) a
la sucesión canónica, con ello tenemos las siguientes sucesiones exactas

0→ HomΛ(T, t(M))→ HomΛ(T,M)→ 0,

0→ Ext1
Λ(T,M)→ Ext1

Λ(T,M/t(M))→ 0.

Por el Teorema de Brenner y Butler tenemos los siguientes isomorfismos

TorΓ
1 (T,HomΛ(T,M)) ∼= TorΓ

1 (T,HomΛ(T, t(M))) = 0,

T ⊗Γ Ext1
Λ(T,M) ∼= T ⊗Γ Ext1

Λ(T,M/t(M)) = 0.

Sólo basta ver los siguientes isomorfismos T ⊗Γ HomΛ(T,M) ∼= t(M) y
M/t(M) ∼= TorΓ

1 (T,Ext1
Λ(T,M)). En efecto, por el teorema de Brenner y

Butler a)

t(M) ∼= T ⊗Γ HomΛ(T, t(M)) ∼= T ⊗Γ HomΛ(T,M),

y por la escinde b)

M/t(M) ∼= TorΓ
1 (T,Ext1

Λ(T,M/t(M))) ∼= TorΓ
1 (T,Ext1

Λ(T,M)).

Por lo tanto, la proposición se sigue del Corolario 4.1.9.
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El siguiente lema, que estableceremos sin prueba, nos ayudara a dar ejem-
plos de las equivalencias en K-álgebras de dimensión finita, con K un campo
algebraicamente cerrado.

Lema 4.5.10. Sea A una K-álgebra de dimensión finita, con K un campo
algebraicamente cerrado, T = T1 ⊕ T2 ⊕ · · · ⊕ Tn ∈ mod(A) un A-módulo
inclinante, con Ti ∈ ind(A) ∀ 1 ≤ i ≤ n, Ti 6∼= Tj si i 6= j y Γ = EndA(T )op.
Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Sean pj : T → Tj la proyección canónica, ij : Tj → T la inclusión canónica
y ej := ijpj ∀ j ∈ {1, 2, · · · , n}. Entonces, {e1, e2, · · · , en} es un sistema
completo de idempotentes ortogonales primitivos en Γ. Además Γei ∼=
HomA(T, Ti) ∀ j ∈ {1, 2, · · · , n}.

b) dim(HomA(T,M)) = [dimkHomA(T1,M), · · · , dimkHomA(Tn,M)]t

∀ M ∈ T⊥1.

c) dim(Ext1
A(T,N)) = [dimkHomA(N, τ(T1)), · · · , dimkHomA(N, τ(Tn))]t

∀ N ∈ T⊥0 .

Demostración. Ver [ASS, Lema 3.10].

Veamos algunos ejemplos usando el lema anterior (ver [ASS] y [ACPV]).

Ejemplo 4.5.11. Sean Λ el álgebra de caminos dada por el siguiente carcaj
sin relaciones

◦1 ◦2oo ◦3oo

y T := 100⊕ 111⊕ 001. En esté ejemplo denotaremos representaremos a ca-
da Λ-módulo inescindible por su vector dimensión, dado que es ùnico.
Veamos que T es un módulo inclinante. En efecto, ya que Λ es una álgebra
de caminos con carcaj finito, se tiene que Λ es hereditaria y por lo tanto
pd(T ) ≤ 1.
Por otra escinde, ya que 100, 111 son módulos proyectivos y 111, 001 son
módulos inyectivos, por el Corolario 3.2.21, tenemos los siguientes isomorfis-
mos

Ext1
Λ(T, T )∼= Ext1

Λ(001, 100)
∼= DRHomΛ(100, τ(001))
∼= DRHomΛ(100, 010) = 0.
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Para finalizar, tenemos la siguiente sucesión exacta

0→ Λ = 100⊕ 110⊕ 111→ 100⊕ (111)2 → 001→ 0,

donde 100⊕ (111)2, 001 ∈ add(T). Por lo tanto T es un módulo inclinante.
Veamos la representación de su par de torsión (T⊥1 , T⊥0) en el siguiente
carcaj de Auslander-Reiten

T⊥1 T⊥0

100

110

010

111

011

001

Por el Lema 4.5.10, tenemos las siguientes fórmulas de los vectores
dimensión

HomΛ(T, 100) = 100, HomΛ(T, 111) = 110,

HomΛ(T, 001) = 011, HomΛ(T, 011) = 010.

Ext1
Λ(T, 010) = 001,

Por lo tanto Γ = EndΛ(T )op es el álgebra de caminos dada por el carcaj

◦1 ◦2αoo ◦3βoo

con relación αβ = 0.
El par de torsión (T>0

Γ , T>1
Γ ) esta representado en el siguiente carcaj de

Auslander-Reiten

T>0
Γ T>1

Γ
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100

110

010

011

001

Ejemplo 4.5.12. Sean Λ el álgebra de caminos dada por el carcaj

◦4

γ
��

◦1 ◦2
β
oo ◦3

α
oo

con relación βα = 0 y el Λ-módulo T := 1101⊕ 0101⊕ 0111⊕ 0001. En esté
ejemplo denotaremos representaremos a cada Λ-módulo inescindible por su
vector dimensión.
Veamos que T es un módulo inclinante. En efecto, 1101 es un módulo pro-
yectivo y además tenemos las siguientes resoluciones proyectivas

0→ 1000→ 1101→ 0101→ 0,

0→ 1100→ 1101⊕ 0110→ 0111→ 0,

0→ 1100→ 1101→ 0001→ 0.

Por la Proposición 2.8.10 pd(T ) = 1.
Por otra escinde, dado que 1101 es un módulo proyectivo y 1101, 0111, 0001
son módulos inyectivos, del Corolario 3.2.21, tenemos los siguientes isomor-
fismos.

Ext1
Λ(T,T)∼= Ext1

Λ(0101⊕ 0111⊕ 0001, 0101)
∼= DRHomΛ(0101, τ(0101⊕ 0111⊕ 0001))
∼= DRHomΛ(0101, 1100⊕ 0100⊕ 0110) = 0

Para finalizar, tenemos la siguiente sucesión exacta

0→ Λ = 1000⊕ 1100⊕ 0110⊕ 1101→ 0111⊕ (1101)3 → (0001)2 ⊕ 0101→ 0,
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donde 0111⊕ (1101)3, (0001)2 ⊕ 0101 ∈ add(T). Por lo tanto T es un módulo
inclinante. Veamos la representación de su par de torsión (T⊥1 , T⊥0) en el
siguiente carcaj de Auslander-Reiten

T⊥1 T⊥0

1000

1100

0100

1101

0101

0110

0111

0001

0010

Por el Lema 4.5.10, tenemos las siguientes fórmulas de los vectores
dimensión

HomΛ(T, 1101) = 1000, HomΛ(T, 0101) = 1100,

HomΛ(T, 0111) = 1110, HomΛ(T, 0001) = 1111,

HomΛ(T, 0010) = 0010, Ext1
Λ(T, 1000) = 0100,

Ext1
Λ(T, 1100) = 0111, Ext1

Λ(T, 0100) = 0011.

Ext1
Λ(T, 0110) = 0001,

Por lo tanto Γ = EndΛ(T )op es el álgebra de caminos dada por el siguiente
carcaj sin relaciones

◦1 ◦2αoo ◦3βoo ◦4.
γoo

El par de torsión (T>0
Γ , T>1

Γ ) está representado en el siguiente carcaj de
Auslander-Reiten

T>0
Γ T>1

Γ
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1000

1100

1110

0100

1111

0110

0111

0010

0011

0011

4.6. Consecuencias del teorema de Brenner y

Butler

Lema 4.6.1. Sean T un Λ-módulo inclinante, Γ := EndΛ(T )op y M ∈ T⊥1.
Entonces, pd(ΓHomΛ(T,M)) ≤ pd(ΛM).

Demostración. Si la dimensión proyectiva de M es infinita, no hay nada que
probar.
Supongamos que pd(M) < ∞. La prueba se hará por inducción sobre n =
pd(M). Si pd(M)=0, se tiene que, M es proyectivo. Dado que

M ∈ ⊥1(T⊥1) ∩ T⊥1 ,

y por el Teorema 4.3.4 e), M ∈ add(T ). Luego, por el Teorema 3.1.14
HomΛ(T,M) es un Γ-módulo proyectivo, con lo cual pd(HomΛ(T,M)) = 0.
Por otro lado, por el Teorema 4.3.4 d), existe una sucesión exacta

0→ L→ T ′ →M → 0 (*)

tal que T ′ ∈ add(T ) y L ∈ T⊥1 , que induce la siguiente sucesión exacta

0→ HomΛ(T, L)→ HomΛ(T, T ′)→ HomΛ(T,M)→ 0.
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Sea pd(M)=1. Aplicando el funtor HomΛ(−, N), con N ∈ T⊥1 , a la sucesión
(*), tenemos la siguiente sucesión exacta

0 = Ext1
Λ(T ′, N)→ Ext1

Λ(L,N)→ Ext2
Λ(M,N) = 0.

Entonces L ∈ ⊥1(T⊥1) ∩ T⊥1 y por el Teorema 4.3.4 L ∈ add(T ), con
lo cual HomΛ(T, L) es un módulo proyectivo (ver Teorema 3.1.14) y aśı
pd(HomΛ(T,M)) ≤ 1.
Supongamos que n ≥ 2. Como pd(T ′) ≤ 1, tenemos por la Proposición 2.8.8
que pd(L) ≤ n − 1. Luego, por hipótesis de inducción pd(HomΛ(T, L)) ≤
n − 1, ya que HomΛ(T, T ′) es un Γ-módulo proyectivo. Ahora bien, de la
Proposición 2.8.8, se sigue que

pd(HomΛ(T,M)) ≤ pd(HomΛ(T, L)) + 1 ≤ n.

Teorema 4.6.2. |gl.dim(Λ)− gl.dim(Γ)| ≤ 1.

Demostración. Sean X ∈ mod(Γ) y 0 → Z → P → X → 0 una su-
cesión exacta de con P un Γ-módulo proyectivo. Por la Proposición 4.5.4
T>1

Γ es una clase libre de torsión, y de la Proposición 4.1.7, se tiene que
Z ∈ T>1

Γ . Luego, por el Teorema de Brenner y Butler, existe M ∈ T⊥1 tal
que HomΛ(T,M) ∼= Z, por el Lema 4.6.1 y la Proposición 2.8.8 tenemos las
siguientes desigualdades

pd(X) ≤ pd(Z) + 1 ≤ pd(M) + 1 ≤ gl.dim(Λ) + 1.

Con lo cual, gl.dim(Γ) ≤ gl.dim(Λ) + 1. Por otro lado, por la Proposición
4.5.2, T es un Γop-módulo inclinante y por la Proposición 4.5.3 EndΓop(T ) ∼=
Λ. Por lo anterior, tenemos que gl.dim(Λ) ≤ gl.dim(Γ) + 1 y por lo tanto
gl.dim(Λ) ≤ gl.dim(Γ) + 1.

Otra aplicación, del teorema de Brenner y Butler y el lema de Bongartz,
es dar condiciones necesarias y suficientes para determinar cuando un módulo
inclinante parcial es inclinante.

Proposición 4.6.3. La correspondencia

ϕ : K0(Λ)→ K0(Γ)

[M ] 7→ [HomΛ(T,M)]− [Ext1
Λ(T,M)],

es un isomorfismo de grupos abelianos.
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Demostración. Veamos que ϕ está bien definida. En efecto, sea 0 → L →
M → N → 0 una sucesión exacta en mod(Λ). Dado que pd(T ) ≤ 1, tenemos
la siguiente sucesión exacta

0→ Λ(T, L)→ Λ(T,M)→ Λ(T,N)→ 1
Λ(T, L)→ 1

Λ(T,M)→ 1
Λ(T,N)→ 0.

Por el Lema 3.1.11, tenemos que

[Λ(T,M)]− [1Λ(T,M)] = [Λ(T, L)] + [Λ(T,N)]− [1Λ(T, L)]− [1Λ(T,N)].

Por lo que, ϕ es un homomorfismo de grupos abelianos. Sea S ∈ mod(Γ)
simple. Dado que (T>0

Γ , T>1
Γ ) es un par de torsión, tenemos por el Corolario

4.1.10, que S ∈ T>0
Γ o bien S ∈ T>1

Γ .
Si S ∈ T>0

Γ , por el Teorema de Brenner y Butler, se sigue que

Ext1
Λ(T,TorΓ

1 (T, S)) ∼= S

y por el Corolario 4.5.9 HomΛ(T,TorΓ
1 (T, S)) = 0. Con lo cual

ϕ(−[Tor1
Γ(T, S)]) = [S].

Dualmente, si S ∈ T>1
Γ , por el Teorema de Brenner y Butler, tenemos que

HomΛ(T, T ⊗Γ S) ∼= S y por el Corolario 4.5.9 Ext1
Λ(T, T ⊗Γ S) = 0. Conse-

cuentemente
ϕ([T ⊗Γ S]) = [S].

Por lo tanto, ϕ es un epimorfismo y aśı rkK0(Γ) ≤ rkK0(Λ). Por otro lado, por
la Proposición 4.5.2, T es un Γop-módulo inclinante y por la Proposición 4.5.3
EndΓop(T ) ∼= Λ. Por lo anterior, rkK0(Λ) ≤ rkK0(Γ). Finalmente, rkK0(Λ) =
rkK0(Γ), lo cual implica que, ϕ es un isomorfismo.

Teorema 4.6.4. Sean X un Λ-módulo inclinante parcial y

X ∼= Xr1
i ⊕X

r2
2 ⊕ · · · ⊕Xrn

n

una descomposición en módulos inescindibles tales que Xi 6∼= Xj si i 6= j.
Entonces, X es inclinante si y sólo si n = rkK0(Λ).

Demostración. Supongamos que X es inclinante. Sea Γ′ = EndΛ(X). Por el
Teorema 3.1.14, n = rkK0(Γ′) y por la proposición 4.6.3 n = rkK0(Λ).
Rećıprocamente, por el Lema de Bongartz existe un Λ-módulo E tal que
X ⊕ E es inclinante. Luego, por la parte anterior, el número de sumandos
directos inescindibles no isomorfismos dos a dos de X⊕E es igual a rkK0(Λ).
Por hipótesis n = rkK0(Λ), con lo cual E ∈ add(X) y por lo tanto X es
inclinante .
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Veamos la conexión entre las sucesiones que casi se escinden en mod(Γ).

Definición 4.6.5. Sean T un Λ-módulo inclinante y Γ := EndΛ(T )op. Deci-
mos que una sucesión 0→ Y → Z → X → 0, que casi se escinde en mod(Γ),
es una sucesión de conexión si Y ∈ T>1

Γ y X ∈ T>0
Γ .

La siguiente proposición muestra que hay un número finito de sucesiones
de conexión en mod(Γ).

Proposición 4.6.6. Sea 0 → Y → Z → X → 0 una sucesión de conexión
en mod(Γ). Entonces, existe I ∈ ind(Λ) inyectivo tal que

Y ∼= HomΛ(T, I).

Demostración. Dado que Y ∈ T>1
Γ , por el Teorema de Brenner y Butler,

existe I ∈ T⊥1 tal que Y ∼= HomΛ(T, I). Sea

ξ : 0→ I → J → L→ 0

una sucesión exacta con J un Λ-módulo inyectivo. Dado que J ∈ T⊥1 y T⊥1

es una clase de torsión, se sigue que L ∈ T⊥1 . Aplicando el funtor HomΛ(T,−)
a la sucesión exacta ξ, se obtiene la siguiente sucesión exacta en T>1

Γ

η : 0→ Y → HomΛ(T, J)→ HomΛ(T, L)→ 0.

Veamos que η se escinde. En efecto, ya que por hipótesis τ−1(Y ) ∼= X ∈ T>0
Γ ;

por la Proposición 4.1.11, se tiene que Y ∈ (T>1
Γ )⊥1 . Luego, por el Corolario

4.5.9, se sigue que HomΛ(T, L) ∈ T>1
Γ , con lo cual η se escinde. Por otro lado,

por el Teorema de Brenner y Butler, se tiene que T ⊗Γ η es isomorfa a ξ, con
lo cual ξ se escinde y se deduce que I es un Λ-módulo inyectivo. Finalmente,
puesto que Y es inescindible y T ⊗Γ − : T>1

Γ → T⊥1 es una equivalencia de
categoŕıas, concluimos que T ⊗Γ Y ∼= I es inescindible.

No todos los módulos inyectivos inescindibles están en correspondencia
con las sucesiones de conexión. El siguiente teorema, conocido como el Lema
de conexión, caracteriza los inyectivos inescindibles que lo hacen y determina
el término en la derecha de la sucesión.

Teorema 4.6.7. Sean T un Λ-módulo inclinante, Γ := EndΛ(T )op y S un
Λ-módulo simple. Entonces,

τ−1(HomΛ(T, I0(S))) ∼= Ext1
Λ(T,P0(S)),
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donde I0(S) es la envolvente inyectiva de S y P0(S) es la cubierta proyectiva
de S.
En particular, HomΛ(T, I0(S)) ∈ I(Γ) si y sólo si P0(S) ∈ add(T ).

Demostración. Como P0(S) es inescindible, por el Teorema 4.3.4 existe una
sucesión exacta

η : 0→ P0(S)→ T ′
f→ T ′′ → 0

con T ′, T ′′ ∈ add(T ). Luego, aplicamos el funtor HomΛ(−, T ) a η y obtenemos
la siguiente sucesión exacta

0→ HomΛ(T ′′, T )
HomΛ(f,T )→ HomΛ(T ′, T )→ HomΛ(P0(S), T )→ 0,

la cual induce la siguiente sucesión exacta

0→ Γop(Λ(P0(S), T ),Γop)→ Γop(Λ(T ′, T ),Γop)
Γop (Λ(f,T ),Γop)→ Γop(Λ(T ′′, T ),Γop)

→ TrHomΛ(P0(S), T )→ 0.

Por otro lado, consideramos el isomorfismo funtorial

HomΛ(T, T ′)→ HomΓop(HomΛ(T ′, T ),HomΛ(T, T )),

dado por (f 7→ HomΛ(f, T )), cuando T ′ = T . Como el funtor HomΛ(−, T ) es
aditivo, tenemos que el morfismo anterior es un isomorfismo ∀ T ′ ∈ add(T ).
Luego, aplicamos el funtor HomΛ(T,−) a η y obtenemos la siguiente sucesión
exacta

0→ Λ(T,P0(S))→ Λ(T, T ′)
Λ(T,f)→ Λ(T, T ′′)→ 1

Λ(T,P0(S))→ 0.

De lo anterior, tenemos los siguientes isomorfismos de Γ-módulos.

Ext1
Λ(T,P0(S)) ∼= Coker(HomΛ(T, f))

∼= Coker(HomΓop(HomΛ(f, T ),Γop))
∼= TrHomΛ(P0(S), T ).

Por el Lema 3.1.13, tenemos que HomΛ(P0(S), T ) ∼= DΓHomΛ(T, I0(S)) y por
ende, los siguientes isomorfismos

Ext1
Λ(T,P0(S)) ∼= TrHomΛ(P0(S), T )

∼= TrDΓHomΛ(T, I0(S))
∼= τ−1(HomΛ(T, I0(S))).
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Finalmente, si P0(S) ∈ add(T ), se sigue de lo anterior que

τ−1(HomΛ(T, I0(S))) ∼= Ext1
Λ(T,P0(S)) = 0

y por la Proposición 3.2.16 HomΛ(T, I0(S)) es un Γ-módulo inyectivo.
Rećıprocamente, si HomΛ(T, I0(S)) es un Γ-módulo inyectivo, por la Propo-
sición 3.2.16, tenemos que Ext1

Λ(T,P0(S)) = 0, con lo cual

P0(S) ∈ ⊥1(T⊥1) ∩ T⊥1 .

Por el Teorema 4.3.4, concluimos que P0(S) ∈ add(T ).

Por último, veamos unas aplicaciones del Lema de conexión.

Corolario 4.6.8. Sean T un Λ-módulo inclinante y Γ := EndΛ(T )op. Enton-
ces, para cada I ∈ T>1

Γ inyectivo inescindible existe un Λ-módulo simple S
tal que I ∼= HomΛ(T, I0(S)) y P0(S) ∈ add(T ), donde I0(S) es la envolvente
inyectiva de S y P0(S) es la cubierta proyectiva de S.

Demostración. Sea I ∈ T>1
Γ inyectivo inescindible. Por el Teorema de Bren-

ner y Butler, existe M ∈ T⊥1 tal que HomΛ(T,M) ∼= I. Consideramos
ι0 : M → I0(M), la envolvente inyectiva de M . Esta induce, la siguiente
sucesión exacta

η : 0→M → I0(M)→ Ω−1(M)→ 0.

Luego, aplicamos el funtor HomΛ(T,−) a η y tenemos la siguiente sucesión
exacta

0→ I → HomΛ(T, I0(S))→ HomΛ(T,Ω−1(M))→ 0.

Dado que I es inyectivo, tenemos que la sucesión anterior se escinde. Por
lo tanto, usando equivalencia HomΛ(T,−) : T⊥1 → T>1

Γ se sigue que η se
escinde. Con lo que M ∼= I0(S) para algún Λ-módulo S simple. Por último,
por el Lema de conexión P0(S) ∈ add(T ).

Corolario 4.6.9. Sean T un Λ-módulo inclinante y Γ := EndΛ(T )op. En-
tonces, X ∈ ind(Γ) es inyectivo y proyectivo si y sólo si existe un Λ-módulo
simple S tal que X ∼= HomΛ(T, I0(S)), P0(S) ∈ add(T ) y I0(S) ∈ add(T ).

Demostración. Supongamos que X es Γ-modulo inyectivo y proyectivo ines-
cindible. Por el Teorema 3.1.14, existe un sumando directo inescindible T ′

de T tal que X ∼= HomΛ(T, T ′). Luego, por el Corolario 4.5.9, se tiene
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que X ∈ T>1
Γ ; por el Corolario 4.6.8, existe un Λ-módulo simple S tal que

T ′ ∼= I0(S) y P0(S) ∈ add(T ).
Rećıprocamente, supongamos que X ∼= HomΛ(T, I0(S)), P0(S) ∈ add(T ) y
I0(S) ∈ add(T ). Entonces, por el Lema de conexión, se deduce que X es un
Γ-módulo inyectivo; y por el Teorema 3.1.14, se tiene que X es un Γ-módulo
proyectivo inescindible.

Corolario 4.6.10. Sean T un Λ-módulo inclinante, Γ := EndΛ(T )op y S
un Λ-módulo simple tal que P0(S) /∈ add(T ). Consideramos la sucesión de
conexión en mod(Γ)

0→ HomΛ(T, I0(S))
f→ Z

g→ Ext1
Λ(T,P0(S))→ 0.

Entonces, la sucesión canónica de Z en (T>0
Γ , T>1

Γ ) es

0→ Ext1
Λ(T, rad(P0(S)))→ Z → HomΛ(T, I0(S)/S)→ 0.

Demostración. Por el Corolario 4.1.10, se tiene que S ∈ T⊥1 o bien S ∈ T⊥0 .
Si S ∈ T⊥1 , tenemos que la siguiente sucesión exacta está en T⊥1

0→ S
f1→ I0(S)

g1→ I0(S)/S → 0.

Notemos que g1 no es un isomorfismo. Luego, aplicamos la equivalencia
HomΛ(T,−) : T⊥1 → T>1

Γ a la sucesión exacta anterior, con lo cual obte-
nemos la siguiente sucesión exacta en T>1

Γ

0→ HomΛ(T, S)
f ′→ HomΛ(T, I0(S))

g′→ HomΛ(T, I0(S)/S)→ 0.

Puesto que g1 no es un isomorfismo, se tiene que g′ no es un split-mono. Por
otro lado, consideramos la sucesión radical de P0(S)

0→ rad(P0(S))→ P0(S)→ S → 0.

Del Teorema de Brenner y Butler, se sigue que

P0(S) ∼= T ⊗Γ Ext1
Λ(T,P0(S)) ∈ T⊥0 .

Aplicando el funtor HomΛ(T,−) a la sucesión radical de P0(S), de lo anterior
se tiene la siguiente sucesión exacta

0→ HomΛ(T, S)
f ′′→ Ext1

Λ(T, rad(P0(S)))
g′′→ Ext1

Λ(T,P0(S))→ 0.
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Aseguramos que la sucesión anterior no se escinde. En efecto, suponga-
mos que la sucesión anterior se escinde. Entonces, existe un epimorfismo
p : Ext1

Λ(T, rad(P0(S))) → HomΛ(T, S), lo cual es una contradicción, ya
que por el Corolario 4.5.9 a), se tiene que Ext1

Λ(T, rad(P0(S))) ∈ T>0
Γ y

HomΛ(T, S) ∈ T>1
Γ . Con ello g′′ no es un split-epi. Dado que f casi se escinde

a la izquierda y g casi se escinde a la derecha, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

0 //

��

Ker(h) i //

��

Λ(T, S)

f ′′

��
0 //

��

1
Λ(T, rad(P0(S)))

∃ h
��

1
Λ(T, rad(P0(S)))

g′′

��

// 0

0 //
Λ(T, I0(S))

f // Z
g //

∃ k
��

1
Λ(T, I0(S))

��

// 0

Λ(T, I0(S))
g′
//

��

Λ(T, I0(S)/S)

��

// 0

0 0.

Luego, por el Lema de la serpiente, obtenemos la siguiente sucesión exacta

0→ Ker(h)→ Λ(T, S)→ Λ(T, S)→ Λ(T, I0(S))→ Λ(T, I0(S)/S)→ 0.

Ahora bien, por la Proposición 4.1.7, tenemos que Ker(h) ∈ T>0
Γ y aśı con-

cluimos que Ker(h)=0. Como kf = g′, se deduce que k es un epimorfismo
y por lo tanto la siguiente sucesión es exacta, puesto que las laterales en el
diagrama anterior lo son

0→ Ext1
Λ(T, rad(P0(S)))

h→ Z
k→ HomΛ(T, I0(S)/S)→ 0.

Si S ∈ T⊥0 , la prueba es análoga.

4.7. Módulos inclinantes que dividen

Definición 4.7.1. Sean T un Λ-módulo inclinante y Γ := EndΛ(T )op. Deci-
mos que
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a) T separa si el par de torsión (T⊥1 , T⊥0) se escinde.

b) T divide si el par de torsión (T>0
Γ , T>1

Γ ) se escinde.

Veamos la utilidad de los módulos inclinantes que dividen en la caracte-
rización de las sucesiones que casi se escinden en mod(Γ).

Proposición 4.7.2. Sean T un Λ-módulo inclinante que divide, Γ := EndΛ(T )op

y

η : 0→ τ(M)
f→ L

g→M → 0

una sucesión que casi se escinde.

a) Si todos los términos de η están en T⊥1, entonces la sucesión exacta

0→ HomΛ(T, τ(M))
HomΛ(T,f)→ HomΛ(T, L)

HomΛ(T,g)→ HomΛ(T,M)→ 0

casi se escinde.

b) Si todos los términos de η están en T⊥0, entonces la sucesión exacta

0→ Ext1
Λ(T, τ(M))

Ext1
Λ(T,f)
→ Ext1

Λ(T, L)
Ext1

Λ(T,g)
→ Ext1

Λ(T,M)→ 0

casi se escinde.

Demostración. Sólo probaremos a), ya que la prueba de b) es análoga.
Veamos que el morfismo HomΛ(T, f) es irreducible. En efecto, dado que
HomΛ(T,−) : T⊥1 → T>1

Γ es una equivalencia de categoŕıas, se deduce que
los Γ-módulos HomΛ(T, τ(M)), HomΛ(T,M) son inescidibles, HomΛ(T, f) no
es un split-mono, ni split-epi.
Sean h : HomΛ(T, τ(M))→ Z y k : Z → HomΛ(T, L), con Z inescindible, tal
que HomΛ(T, f) = kh. Notemos que k 6= 0, y puesto que T>1

Γ es una clase libre
de torsión, del hecho que HomΛ(T, f) 6= 0, concluimos que Z ∈ T>1

Γ . Por el
Teorema de Brenner y Butler, existen E ∈ T⊥1 , h′ : τ(M)→ E y k′ : E → L,
tales que, HomΛ(T,E) ∼= Z, HomΛ(T, h′) = h y HomΛ(T, k′) = k. Aśı pues,
tenemos que f = h′k′, por lo que h′ es un split-epi o k′ es un split-mono,
consecuentemente h es un split-epi o k es un split-mono.
Similarmente, HomΛ(T, g) es un morfismo irreducible. Luego, por el Teorema
3.2.9 la sucesión η casi se escinde.
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Proposición 4.7.3. Sean T un Λ-módulo inclinante que divide, Γ := EndΛ(T )op

y Y un Γ-módulo inescindible no proyectivo. Consideramos la sucesión que
casi se escinde

η : 0→ τ(Y )→ Z → Y → 0.

Entonces, se cumple una de las siguientes afirmaciones

a) Todos los téminos de η pertenecen a T>1
Γ ;

b) Todos los téminos de η pertenecen a T>0
Γ ;

c) η es de la forma

0→ Λ(T, I0(S))→ Λ(T, I0(S)/S)⊕1
Λ(T, rad(P0(S)))→ 1

Λ(T, rad(P0(S)))→ 0,

para algún Λ-módulo simple S tal que su cubierta proyectiva P0(S) /∈
add(T ).

Demostración. Como el par de torsión (T>0
Γ , T>1

Γ ) se escinde, tenemos que
Y ∈ T>1

Γ o bien Y ∈ T>0
Γ .

Supongamos que Y ∈ T>1
Γ . Por la Proposición 4.1.18, se tiene que τ(Y ) ∈

T>1
Γ ; y dado que T>1

Γ es cerrada por extensiones, se sigue que Z ∈ T>1
Γ .

Por otro lado, si Y ∈ T>0
Γ y τ(Y ) ∈ T>0

Γ , del hecho que T>0
Γ es cerrada por

extensiones, tenemos que Z ∈ T>0
Γ .

Por último, supongamos que Y ∈ T>0
Γ y τ(Y ) ∈ T>1

Γ . Por la Proposición
4.6.6 y el Teorema 4.6.7, η es de la forma

0→ HomΛ(T, I0(S))→ Z → Ext1
Λ(T, rad(P0(S)))→ 0,

con S un Λ-módulo simple tal que su cubierta proyectiva P0(S) /∈ add(T ).
Por el Corolario 4.6.10 la sucesión canónica de Z en (T>0

Γ , T>1
Γ ) es

0→ Ext1
Λ(T, rad(P0(S)))→ Z → HomΛ(T, I0(S)/S)→ 0.

La cual se escinde por la Proposición 4.1.18.

Dualmente, tenemos la siguiente proposición.

Proposición 4.7.4. Sean T un Λ-módulo inclinante que divide, Γ := EndΛ(T )op

y X ∈ ind(Γ) no inyectivo. Consideramos la sucesión que casi se escinde

ξ : 0→ X → Z → τ−1(X)→ 0.

Entonces, se cumple una de las siguientes afirmaciones
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a) Todos los téminos de ξ pertenecen a T>1
Γ .

b) Todos los téminos de ξ pertenecen a T>0
Γ .

c) ξ es de la forma

0→ Λ(T, I0(S))→ Λ(T, I0(S)/S)⊕1
Λ(T, rad(P0(S)))→ 1

Λ(T, rad(P0(S)))→ 0,

para algún Λ-módulo simple S tal que su cubierta proyectiva P0(S) /∈
add(T ).

El Proceso de Proyectivización nos dice cuáles son los Γ-módulos proyecti-
vos inescindibles. La siguiente proposición nos indica cuáles son los Γ-módulos
inyectivos inescindibles.

Proposición 4.7.5. Sean T un Λ-módulo inclinante que divide y Γ :=
EndΛ(T )op. Consideremos {T1, · · · , Tr, Tr+1, · · · , Tr+s} una lista completa de
sumandos directos de T inescindibles no isomorfos dos a dos tal que Ti es un
Λ-módulo proyectivo, Si = Ti/rad(Ti) ∀ 1 ≤ i ≤ r y Tr+j no es un Λ-módulo
proyectivo ∀ 1 ≤ j ≤ s. Entonces

{Λ(T, I0(S1)), · · · , Λ(T, I0(Sr)),
1
Λ(T, τ(Tr+1)), · · · , 1

Λ(T, τ(Tr+s))},

es una lista completa de Γ-módulos inyectivos inescindibles no isomorfos dos
a dos.

Demostración. Si s = 0, por el Teorema 4.6.4, tenemos que {S1, · · · , Sr} es
una lista completa de Λ-módulos simples. Con lo cual

{HomΛ(T, I0(S1)), · · · ,HomΛ(T, I0(Sr))}

es una lista completa de Γ-módulos inyectivos por la Proposición 4.6.3 y el
Lema de conexión, ya que P0(Si) = Ti.
Sea s > 1. Luego, tenemos que {Ext1

Λ(T, τ(Tr+1)), · · · ,Ext1
Λ(T, τ(Tr+s))} no

son isomorfos dos a dos. Veamos que Ext1
Λ(T, τ(Tr+j)) es un Γ-módulo inyec-

tivo ∀ 1 ≤ j ≤ s. En efecto, supongamos que Ext1
Λ(T, τ(Tr+j)) no es inyectivo.

Consideremos la sucesión que casi se escinde, que inicia en Ext1
Λ(T, τ(Tr+j))

η : 0→ Ext1
Λ(T, τ(Tr+j))→ Z → τ−1(Ext1

Λ(T, τ(Tr+j)))→ 0.

Del Corolario 4.5.9, se sigue que Ext1
Λ(T, τ(Tr+j)) ∈ T>0

Γ ; por la Proposición
4.1.16, se tiene que τ−1(Ext1

Λ(T, τ(Tr+j))) ∈ T>0
Γ , dado que T>0

Γ es cerrada por
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extensiones, concluimos que Z ∈ T>0
Γ . Aplicando la equivalencia TorΓ

1 (T,−) :
T>0

Γ → T⊥0 a η, obtenemos la siguiente sucesión exacta

ξ : 0→ τ(Tr+j)→ L→ N → 0.

Luego, por la Proposición 3.2.16, se tiene que τ−1(τ(Tr+j)) ∼= Tr+j ∈ T⊥1 ;
por la Proposición 4.1.11, tenemos que τ(Tr+j) ∈ ⊥1(T⊥0), y aśı, ξ se escinde
y consecuentemente η se escinde, lo cual es una contradicción. El resultado
se sigue ahora del Teorema 4.6.4.

Lema 4.7.6. Sean T un Λ-módulo inclinante, Γ := EndΛ(T )op, M ∈ T⊥1 y
N ∈ T⊥0. Entonces, tenemos los siguientes isomorfismos funtoriales

Exti
Λ(M,N) ∼= Exti−1

Γ (HomΛ(T,M),Ext1
Λ(T,N)) ∀ i ≥ 1.

Demostración. Sea
η : 0→ N → I → L→ 0

una sucesión exacta con I un Λ-módulo inyectivo. En particular, se sigue que
I ∈ T⊥1 , y dado que T⊥1 es cerrada por cocientes, concluimos que L ∈ T⊥1 .
Por el Teorema de Brenner y Butler, tenemos los siguientes isomorfismos
funtoriales

Exti
Γ(HomΛ(T,M),HomΛ(T, I)) ∼= Exti

Λ(M, I) = 0 ∀ i > 1.

Por otro lado, aplicamos el funtor HomΛ(T,−) a η, obtenemos la siguiente
sucesión exacta

0→ HomΛ(T, I)→ HomΛ(T, L)→ Ext1
Λ(T,N)→ 0.

Aplicando el funtor HomΓ(HomΛ(T,M),−) a la sucesión exacta anterior, se
obtiene la siguiente sucesión exacta

0→ Γ(Λ(T,M), Λ(T, I))→ Γ(Λ(T,M), Λ(T, L))→ Γ(Λ(T,M), 1
Λ(T,N))→ 0

Por el Lema 4.5.1 a) y la propiedad universal del Cokernel, tenemos el si-
guiente isomorfismo natural

HomΓ(HomΛ(T,M),Ext1
Λ(T,N)) ∼= Ext1

Λ(T,N)

y las siguientes sucesiones exactas ∀ i ≥ 1,

0→ i
Γ(Λ(T,M), Λ(T, L))→ i+1

Γ (Λ(T,M), 1
Λ(T,N))→ 0.
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Por lo tanto, se tienen los siguientes isomorfismos naturales

Exti+1
Λ (M,N) ∼= Exti

Λ(M,L) ∼= Exti
Γ(HomΛ(T,M),HomΛ(T, L))

∼= Exti
Γ(HomΛ(T,M),Ext1

Λ(T,N)).

Para finalizar esta sección, el siguiente teorema debido a Hoshino nos da
condiciones necesarias y suficientes para ver que un Λ-módulo inclinante T
separa o divide.

Teorema 4.7.7. Para T un Λ-módulo inclinante y Γ := EndΛ(T )op, las
siguientes condiciones se satisfacen.

a) T divide si y sólo si id(N) = 1 ∀ N ∈ T⊥0 − {0}.

b) T separa si y sólo si pd(X) = 1 ∀ X ∈ T>0
Γ − {0}.

Demostración. Probaremos sólo a), ya que la prueba de b) es análoga.
Supongamos que id(N)=1 ∀ N ∈ T⊥0 − {0}. Por la Proposición 4.1.18, es
suficiente probar que Ext1

Γ(Y,X) = 0 ∀ X ∈ T>0
Γ y ∀ Y ∈ T>1

Γ . En efecto,
sean X ∈ T>0

Γ y Y ∈ T>1
Γ . Por el Teorema de Brenner y Butler, tenemos que

existen M ∈ T⊥1 y N ∈ T⊥0 tales que, X ∼= Ext1
Λ(T,N) y Y ∼= HomΛ(T,M).

Entonces, por el Lema 4.7.6, tenemos los siguientes isomorfismos funtoriales

Ext1
Γ(Y,X) ∼= Ext1

Γ(HomΛ(T,M),Ext1
Λ(T,N)) ∼= Ext2

Λ(M,N) = 0.

Rećıprocamente, si T divide. Sean N ∈ T⊥0 − {0} y

0→ N
g0

→ I0(N)
g1

→ I1(N)
g2

→ I2(N)→ · · · ,

una corresolución inyectiva de N , L0 = Im(g1) y L1 = Im(g2). Luego, por
el Lema 4.7.6 y la Proposición 4.1.18, tenemos los siguientes isomorfismos
funtoriales

Ext1
Λ(L1, L0) ∼= Ext2

Λ(L1, N) ∼= Ext1
Λ(HomΛ(T, L1),Ext1

Λ(T,N)) = 0,

del isomorfismo anterior, concluimos que L0 es inyectivo, con lo cual id(N) ≤
1.
Finalmente, puesto que I(Λ) ⊆ T⊥1 y 0 6= N ∈ T⊥0 , se concluye que pd(N) =
1.
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Como consecuencia, tenemos una gran variedad de álgebras donde todos
los Λ-módulos inclinantes dividen.

Corolario 4.7.8. Sean Λ un álgebra hereditaria y T un Λ-módulo inclinante.
Entonces, T es un Λ-módulo inclinante que divide.

Demostración. Se sigue del Teorema 4.7.7 a).

En el ápendice A, hay un ejemplo de una R-álgebra de artin que no es
una K-álgebra de dimensión finita.



Caṕıtulo 5

Teoŕıa inclinante de Miyashita

En este caṕıtulo expondremos una forma, dada por Y. Miyashita en [Mi],
de generalizar los módulos inclinantes inclinantes clásicos. Además, proba-
remos el Teorema de inclinación que generaliza al Teorema de Brenner y
Butler.
En este caṕıtulo, Λ denotará una R-álgebra de artin y mod(Λ) a la categoŕıa
de Λ-módulos a izquierda finitamente generados.

5.1. Teorema de inclinación

Definición 5.1.1. Decimos que T ∈ mod(Λ) es n-inclinante, si satisface las
siguientes condiciones.

NT1) pd(T ) ≤ n.

NT2) Exti
Λ(T, T ) = 0 ∀ 1 ≤ i ≤ n.

NT3) Existe una sucesión exacta

0→ Λ→ T0 → T1 → · · · → Tn → 0,

con Ti ∈ add(T ) ∀ 0 ≤ i ≤ n.

El siguiente lema será de utilidad en el resto del caṕıtulo.

123
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Lema 5.1.2. Sean M ∈ mod(Λ), K ∈ mod(Λop) y una sucesión exacta

0 // Nr
// Lr−1

fr−1 //

##

Lr−2
// · · · //

  

L0
f0 // N0

//f−1 // 0,

Nr−1

;;

N1

>>

donde Ni = Ker(fi−1) ∀ i ≥ 0.

a) Sea Lj ∈M⊥ ∀ 0 ≤ j ≤ r− 1. Entonces, se tienen los siguientes isomor-
fismos ∀ k ≥ 1.

Extk
Λ(M,N0) ∼= Extk+1

Λ (M,N1) ∼= · · · ∼= Extk+r
Λ (M,Nr).

b) Sea Lj ∈ ⊥M ∀ 0 ≤ j ≤ r− 1. Entonces, se tienen los siguientes isomor-
fismos ∀ k ≥ 1.

Extk
Λ(Nr,M) ∼= Extk+1

Λ (Nr−1,M) ∼= · · · ∼= Extk+r
Λ (N0,M).

c) Sea Lj ∈ K> ∀ 0 ≤ j ≤ r − 1. Entonces, se tienen los siguientes isomor-
fismos ∀ k ≥ 1.

TorΛop

k+r(K,N0) ∼= · · · ∼= TorΛop

k+1(K,Nr−1) ∼= TorΛop

k (K,Nr).

Demostración. La prueba es similar a la del Lema del corrimiento.

Teorema 5.1.3. Sean T un Λ-módulo n-inclinante y Γ := End(T )op. En-
tonces, T es un Γop-módulo n-inclinante y Λ ∼= EndΓop(T ) como Λ-módulos
y R-álgebras.

Demostración. Por hipótesis, existe una sucesión exacta

0→ Λ→ T0
f0→ T1

f1→ · · · fn−1→ Tn → 0. (*)

Aplicando el funtor HomΛ(−, T ) a la sucesión exacta anterior, tenemos la
siguiente sucesión exacta

0→ HomΛ(Tn, T )→ · · · → HomΛ(T0, T )→ HomΛ(Λ, T ) ∼= T → 0,
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pues Ext1
Λ(Im(fi), T ) ∼= Extn−i

Λ (Tn, T ) = 0 ∀ 0 ≤ i ≤ n−1, por el Lema 5.1.2.
Más aún, dado que HomΛ(Ti, T ) son Γop-módulos proyectivos, tenemos que
pd(TΓ) ≤ n y los siguientes isomorfismos por el Lema 5.1.2

ExtiΓop(T, T ) ∼= ExtiΓop(HomΛ(Ti, T ), T ) = 0, ∀ 0 ≤ i ≤ n.

Ahora bien, aplicando el funtor HomΓop(HomΛ(−, T ), T ) a (*), tenemos el
siguiente complejo que es exacto en los dos primeros términos

0→ EndΓop(T )→ Γop(Λ(T0, T ), T )→ Γop(Λ(T1, T ), T )→ · · · .

Consideremos los isomorfismos funtoriales de Λ-módulos

αi : Ti → HomΓop(HomΛ(Ti, T ), T ), (ti 7→ (f 7→ f(ti)),

∀ f : Ti → T , ∀ ti ∈ Ti, ∀ 0 ≤ i ≤ n. Luego, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

0 // Λ //

∃! α
��

T0
f0 //

α0

��

T1
f1 //

α1

��

· · ·

0 // EndΓop(T ) //
Γop(Λ(T0, T ), T ) //

Γop(Λ(T1, T ), T ) // · · ·

Puesto que αi es un isomorfismo ∀ 0 ≤ i ≤ n, concluimos que la segunda
fila del diagrama anterior es una sucesión exacta y α : Λ→ EndΓop(T ) es un
isomorfismo. Similarmente a la Proposición 4.5.3, se tiene que Λ y EndΓop(T )
son R-álgebras isomorfas.
Por último, como pd(T ) ≤ n, existe una resolución proyectiva

P•(T ) : 0→ Pn(T )
pn→ Pn−1(T )

pn−1→ · · · → P0(T )
p0→ T → 0.

Aplicando el funtor HomΛ(−, T ) a la resolución proyectiva P•(T ), obtenemos
la siguiente sucesión exacta de Γop-módulos

0→ Γop → HomΛ(P0(T ), T )→ · · · → HomΛ(Pn(T ), T )→ 0,

ya que Ext1
Λ(Im(pj), T ) ∼= Extj+1

Λ (T, T ) = 0 ∀ 0 ≤ j ≤ n − 1, por el Lema
5.1.2. También, se tiene que HomΛ(Pr(T ), T ) ∈ add(TΓ) ∀ 0 ≤ r ≤ n. Por lo
tanto T es un Γop-módulo n-inclinante.

Lema 5.1.4. Para un Λ-módulo n-inclinante T, las siguientes condiciones
se satisfacen.
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a) T⊥ ⊆ gen(T ).

b) Para toda add(T )-precubierta f : T ′ → M , con M ∈ T⊥, se tiene la
sucesión exacta

0→ Ker(f)→ T ′
f→M → 0,

donde Ker(f) ∈ T⊥.

Demostración. a). Sean M ∈ T⊥, p : Λn →M un epimorfismo y

0→ Λn f−1→ T0
f0→ T1

f1→ · · · fn−1→ Tn → 0

una sucesión exacta, con Ti ∈ add(T ) ∀ 0 ≤ i ≤ n. Por el Lema 5.1.2, tenemos
que Ext1

Λ(Ker(f1),M) ∼= Extn
Λ(Tn,M) = 0. Por otro lado, consideramos el

push-out de los morfismos f−1 y p

0 // Λn f−1 //

p

��

T0
//

q

��

Ker(f1) // 0

0 //M // F // Ker(f1) // 0.

Dado que p es un epimorfismo, q lo es. Con lo cual, M ∈ gen(T ), ya que la
sucesión exacta inferior del diagrama anterior se escinde.
b). Sea f : T ′ →M una add(T )-precubierta, con M ∈ T⊥. Por el Lema 4.1.14
y a), se tiene que f es un epimorfismo; con lo cual la siguiente sucesión es
exacta

η : 0→ Ker(f)→ T ′
f→M → 0.

Aplicando el funtor HomΛ(T,−) a η, obtenemos la siguiente sucesión exacta

HomΛ(T, T ′)
HomΛ(T,f)→ HomΛ(T,M)→ Ext1

Λ(T,Ker(f))→ 0.

Aśı, Ext1
Λ(T,Ker(f)) = 0, puesto que HomΛ(T, f) es un epimorfismo. Por

último, tenemos los siguientes isomorfismos, por el Lema 5.1.2 aplicado a η,

Exti
Λ(T,Ker(f)) ∼= Exti−1

Λ (T,M) = 0 ∀i ≥ 2.

Por lo tanto Ker(f) ∈ T⊥.

Proposición 5.1.5. Sean T un Λ-módulo n-inclinante y Γ := End(T )op.
Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
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a) El morfismo canónico εM : T ⊗Γ HomΛ(T,M) → M es un isomorfismo
∀M ∈ T⊥.

b) HomΛ(T,M) ∈ T>1
Γ ∀M ∈ T⊥.

c) HomΛ(T,M) ∈ T>Γ ∀M ∈ T⊥.

Demostración. Sea M ∈ T⊥.
a). Sea f : T ′ →M una add(T )-aproximación. Aplicando el funtor HomΛ(T,−),
a la sucesión exacta (ver Lema 5.1.4 b))

0→ Ker(f)→ T ′ →M → 0,

obtenemos la siguiente sucesión exacta

0→ Λ(T,Ker(f))→ Λ(T, T ′)→ Λ(T,M)→ 0.

Luego, aplicamos el funtor T ⊗Γ − a la sucesión exacta enterior, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

0 // Γ
1 (T, Λ(T,M)) // Γ(T, Λ(T,Ker(f))) //

εKer(f)

��

Γ(T, Λ(T, T ′)) //

εT ′

��

Γ(T, Λ(T,M)) //

εM

��

0

0 // 0 // Ker(f) // T ′ //M // 0.

Por el Lema 4.1.16 y el Lema 5.1.4, se tiene que εKer(f) es un epimorfismo; y
por el Lema de los cinco εM es un isomorfismo.
b). Por la propiedad universal del Kernel, el diagrama anterior, el inciso a),
y el Lema de los cinco, tenemos que TorΓ

1 (T,HomΛ(T,M)) = 0.
c). Sea m ≥ 1. Consideremos una sucesión exacta (ver Lema 5.1.4 b))

0 // Ker(fm−1) // Tm−1
// · · · // T1

//

f1 ##

T0
f0 //M // 0,

Ker(f0)

;;

donde fk es una add(T )-precubierta y Ker(fk) ∈ ⊥T ∀ 0 ≤ k ≤ m − 1.
Aplicando el funtor HomΛ(T,−) a la sucesión exacta anterior, obtenemos la
siguiente sucesión exacta

0→ Λ(T,Ker(fm−1))→ Λ(T, Tm−1)→ · · · → Λ(T, T0)→ Λ(T,M)→ 0.
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Puesto que HomΛ(T, Tk) ∈ T>Γ , por el Lema 5.1.2 y b), tenemos que

TorΓ
m(T,HomΛ(T,M)) ∼= TorΓ

1 (T,HomΛ(T,Ker(fm−1))) = 0.

Por lo tanto, HomΛ(T,M) ∈ T>Γ .

Definición 5.1.6. Sean X una clase de módulos en mod(Λ) y Y una clase de
módulos en mod(Λop). Para cada i ∈ N, se tienen las siguientes subcategoŕıas
plenas de mod(Λ).

a) La i-ésima categoŕıa especial perpendicular a derecha de X

KEi(X ) := {M ∈ mod(Λ) | Extk
Λ(X,M) = 0,∀X ∈ X ,∀k ∈ N, i 6= k}.

b) La i-ésima categoŕıa especial ortogonal a derecha de Y

KTi(Y) := {M ∈ mod(Λ) | TorΛ
k (Y,M) = 0,∀Y ∈ Y ,∀k ∈ N, i 6= k}.

Note que KE0(X ) = X⊥ y KT0(Y) = Y>. Veamos una aplicación del
Teorema 3.1.16.

Lema 5.1.7. Sea M ∈ mod(Λop). Entonces

DΓ(KTm(MΛ)) = KEm(ΛopM) ∀ m ∈ N.

Proposición 5.1.8. Sean T un Λ-módulo n-inclinante y Γ := End(T )op.
Para X ∈ T>Γ , las siguientes condiciones se satisfacen.

a) El morfismo canónico δX : X → HomΛ(T, T ⊗Γ X) es un isomorfismo.

b) T ⊗Γ X ∈ T⊥.

Demostración. Sea X ∈ T>Γ . Por el Lema 5.1.7, tenemos que DΓ(X) ∈ ΓopT
⊥.

a). Por la Proposición 5.1.5 y el Teorema 5.1.3, tenemos que

εDΓ(X) : T ⊗Λop HomΓop(T,DΓ(X))→ DΓ(X)

es un isomorfismo. Luego, del Lema 4.5.5, concluimos que δX es un isomor-
fismo.
b). Por la proposición 5.1.5 tenemos que HomΓop(T,DΓ(X)) ∈ T>Λop . Luego,
por el Teorema 3.1.16 y el Lema 5.1.7, se tiene que

T ⊗Γ X ∼= DΛopHomΓop(T,DΓ(X)) ∈ T⊥.
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La Proposición 5.1.5 y la Proposición 5.1.8, se pueden reformular en el
siguiente teorema.

Teorema 5.1.9. Sean T un Λ-módulo n-inclinante y Γ := End(T )op. En-
tonces, el funtor

HomΛ(T,−) : T⊥ → T>Γ ,

es una equivalencia de categoŕıas con casi-inversa

T ⊗Γ − : T>Γ → T⊥.

Demostración. Es inmediata de las proposiciones 5.1.5 y 5.1.8.

Proposición 5.1.10. Sean T un Λ-módulo n-inclinante y Γ := End(T )op.
Entonces, para toda 0 ≤ m ≤ n, las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Existe un isomorfismo natural

εmM : TorΓ
m(T,Extm

Λ (T,M))→M ∀M ∈ KEm(T ).

b) Extm
Λ (T,M) ∈ KTm(TΓ).

Demostración. Por el Teorema 5.1.9, podemos asumir que m > 0. Sea M ∈
KEm(T ). Consideremos la co-resolución inyectiva minimal de M

0 //M // I0 // · · ·

%%

// Im−1 //

%%

Im.

Ω−(m−1)(M)

88

Ω−m(M)

::

Por el Lema 5.1.2, tenemos los siguientes isomorfismos.

Ext1
Λ(T,Ω−k(M)) ∼= Ext1+k

Λ (T,M) = 0 ∀ 0 ≤ k ≤ m− 2. (1)

Ext1
Λ(T,Ω−(m−1)(M)) ∼= Extm

Λ (T,M). (2)

Extr
Λ(T,Ω−m(M)) ∼= Extr+m

Λ (T,M) ∀ r ≥ 0. (3)

Por (3) tenemos que Ω−m(M) ∈ T⊥; y por (1), obtenemos la siguiente suce-
sión exacta

0→ Λ(T, I0)→ · · · → Λ(T,Ω−(m−1)(M))→ 0.
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Luego, consideramos la siguiente sucesión exacta

0→ Ω−(m−1)(M)→ Im−1 → Ω−m(M)→ 0;

por (2), tenemos la siguiente sucesión exacta

0→ Λ(T,Ω−(m−1)(M))→ Λ(T, Im−1)→ Λ(T,Ω−m(M))→ m
Λ (T,M)→ 0.

Con lo cual existen dos casos para analizar: m = 1 y m > 1.
Si m = 1, tenemos la siguiente sucesión es exacta

0→ Λ(T, I0)→ Λ(T,Ω−1(M)))→ 1
Λ(T,M)→ 0.

Aplicando el funtor T ⊗Γ − a la sucesión exacta anterior, obtenemos el si-
guiente diagrama conmutativo con filas exactas

Γ
1 (T, 1

Λ(T,M)) // Γ(T, Λ(T, I0)) //

εI0

��

Γ(T, Λ(T,Ω−1(M))) //

εΩ−1(M)

��

Γ(T, 1
Λ(T,M)) // 0

M // I0 // Ω−1(M) // 0,

donde εI0 y εΩ−1(M) son isomorfismos por el Teorema 5.1.9.
Sea m > 1. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

0 //
Λ(T, I0)

��

//
Λ(T, I1) //

Λ(T,Ω−2(M)) // 0

0 //
Λ(T,Ω−1(M)) //

Λ(T, I1) //
Λ(T,Ω−2(M)) // 0.

Dado que la fila inferior es exacta, la superior también. Aplicando el funtor
T ⊗Γ − a la sucesión exacta superior, obtenemos por el Teorema 5.1.9 el
siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

0 // Γ
1 (T, 1

Λ(T,Ω−2(M)))

f

��

// Γ(T, 1
Λ(T, I0))

εI0

��

// Γ(T, 1
Λ(T, I1))

εI1

��

// 0

0 //M // I0 // I1,

donde f es un isomorfismo, puesto que εI0 y εI1 lo son. Por otro lado, dado
que la sucesión

Λ(T, Im−1)→ Λ(T,Ω−m(M))→ m
Λ (T,M)→ 0,
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es exacta, tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

Γ(T, Λ(T, Im−1))

εIm−1

��

// Γ(T, Λ(T,Ω−m(M)))

εΩ−m(M)

��

// Γ(T,mΛ (T,M)) // 0

Im−1 // Ω−m(M) // 0.

Con lo cual T ⊗Γ Extm
Λ (T,M) = 0. Consideramos ahora el siguiente diagrama

conmutativo

0 // Γ
1 (T, 1

Λ(T,Ω−2(M)))

f

��

// · · · // Γ(T, Λ(T,Ω−m(M)))

εΩ−m(M)

��

// Γ(T,mΛ (T,M))

0 //M // · · · // Ω−m(M) // 0.

Puesto que la sucesión inferior es exacta, la superior lo es. Luego, conside-
rando la sucesión exacta

0→Λ (T, I0)→ · · · →Λ (T,Ω−(m−1)(M))→m
Λ (T,M)→ 0. (*)

Por el Lema 5.1.2, tenemos que

TorΓ
n(T,Extn

Λ(T,M)) ∼= TorΓ
1 (T,Ext1

Λ(T,Ω−2(M))) ∼= M.

b). Del diagrama conmutativo anterior y (*), se tiene que T⊗Γ Extm
Λ (T,M) =

0, y por el Lema 5.2.1

TorΓ
l (T,Extm

Λ (T,M)) ∼= TorΓ
1 (T,Ωm+1−l(M)) = 0

∀ 1 ≤ l ≤ m− 1. Por último

0 = TorΓ
i (T,HomΛ(T, I0)) ∼= TorΓ

m+i(T,Extm
Λ (T,M)) ∀ i > 1.

Por lo tanto, Extm
Λ (T,M) ∈ KTm(TΓ).

La siguiente proposición es una generalización de la Proposición 5.1.8.

Proposición 5.1.11. Sean T un Λ-módulo n-inclinante y Γ := End(T )op.
Entonces, para cada 0 ≤ m ≤ n, las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Existe un isomorfismo natural

δmX : X → Extm
Λ (T,TorΓ

m(T,X)) ∀X ∈ KTm(TΓ).
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b) TorΓ
m(T,X) ∈ KEm(T ).

Las últimas dos proposiciones las podemos resumir en el siguiente resul-
tado, que es conocido como el Teorema de inclinación.

Teorema 5.1.12. Sean T un Λ-módulo n-inclinante y Γ := End(T )op. En-
tonces, para cada 0 ≤ m ≤ n, el funtor

Extm
Λ (T,−) : KEm(T )→ KTm(TΓ),

es una equivalencia de categoŕıas, con casi-inversa

TorΓ
m(T,−) : KTm(TΓ)→ KEm(T ).

Note que el Teorema de Brenner y Butler es el Teorema de inclinación,
cuando T es un Λ-módulo 1-inclinante.
Para ver otras equivalencias de categoŕıas relacionadas a módulos inclinante,
se recomienda ver [As, 3,4], donde se da una equivalencia de categoŕıas sobre
la categoŕıa proyectivamente estable de una K-álgebra de dimensión finita y
en [Ha, pág 114] se da una equivalencia de categoŕıas triánguladas entre la
categoŕıa derivada acotada de un álgebra y la categoŕıa derivada acotada del
álgebra de endomorfismos de un módulo n-tilting.

5.2. Consecuencias del Teorema de inclina-

ción

Lema 5.2.1. Sean T un Λ-módulo n-inclinante, Γ := EndΛ(T )op y I ∈ I(Λ).
Entonces,

id(ΓHomΛ(T, I)) ≤ n.

Demostración. Sea X ∈ mod(Γ). Consideremos la resolución proyectiva mi-
nimal de X

0 // Ωn+1(M) // Pn

##

// · · · // P0
// X // 0.

Ωn(M)

;;

Por el Teorema 3.1.16, el Lema 5.1.2 y el Teorema 5.1.3, se sigue que

0 ∼= DΛopExtn+1
Γop (T,DΓ(X)) ∼= TorΓ

n+1(T,X) ∼= TorΓ
1 (T,Ωn(M)).
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Con lo cual, la siguiente sucesión es exacta

0→ Γ(T,Ωn+1(M))→ Γ(T, Pn)→ Γ(T,Ωn(M))→ 0.

Aśı, aplicamos el funtor HomΛ(−, I) a la sucesión exacta anterior, tenemos
el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

0 //
Λ(Γ(T,Ωn(M)), I) //

ηΩn(M)

��

Λ(Γ(T, Pn), I) //

ηPn
��

Λ(Γ(T,Ωn+1(M)), I) //

ηΩn+1(M)

��

0

0 //
Γ(Ωn(M),Λ (T, I)) //

Γ(Pn,Λ (T, I)) //
Γ(Ωn+1(M),Λ (T, I)) // 0,

donde η es la adjunción Hom-Tensor. Dado que la sucesión inferior es exacta,
se sigue que Extn+1

Γ (X,HomΛ(T, I)) = 0; y por lo tanto del Teorema 2.8.7
concluimos que

id(ΓHomΛ(T, I)) ≤ n.

Lema 5.2.2. Sean T un Λ-módulo n-inclinante, Γ := EndΛ(T )op. Entonces,
para cada M ∈ T⊥, se tiene que

id(ΓHomΛ(T,M)) ≤ id(ΛM) + n.

Demostración. Supongamos que id(M) = r <∞. Sea

0→M → I0 → · · · → Ir → 0,

una co-resolución inyectiva de M . Aplicando el funtor HomΛ(T,−) a la su-
cesión anterior, obtenemos la siguiente sucesión exacta, puesto que M ∈ T⊥

0→ Λ(T,M)→ Λ(T, I0)→ · · · → Λ(T, Ir)→ 0.

Por el Lema 5.2.1 y la Proposición 2.8.9, tenemos que

id(HomΛ(T,Ωr−1)) ≤ n+ 1.

Repitiendo, el argumento anterior r − 1-veces, se tiene que

id(ΓHomΛ(T,M)) ≤ id(ΛM) + n.
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El siguiente teorema es una generalización del Teorema 4.6.2 y se basa en
el hecho que la dimensión global es el supremo de las dimensiones inyectivas
de los módulos.

Teorema 5.2.3. |gl.dim(Λ)− gl.dim(Γ)| ≤ n.

Demostración. Sea X ∈ mod(Γ). Consideremos la resolución proyectiva mi-
nimal

0→ Ωn(X)→ Pn−1 → · · · → P0 → X → 0.

Luego, por el Teorema 3.1.16, Lema 5.1.2 y el Teorema 5.1.3 se sigue que

0 = DΛopExtn+i
Γop(T,DΓ(X)) ∼= TorΓ

n+i(T,X) ∼= TorΓ
i (T,Ωn(X)) ∀ i > 0,

con lo cual Ωn(X) ∈ T>Γ . Por el Teorema 5.1.9 existe Mi ∈ T⊥, para cada
0 ≤ i ≤ n, tales que la sucesión exacta anterior es isomorfa a

0→ Λ(T,Mn)→ Λ(T,Mn−1)→ · · · → Λ(T,M0)→ X → 0.

Por el Lema 5.2.2 y la Proposición 2.8.9, se tiene que

id(Λ(T,Ωn−1(X))) ≤ id(Ωn−1(X)) + n ≤ gl.dim(Λ) + n.

Repitiendo, el argumento anterior n− 1-veces, se tiene que

id(X) ≤ gl.dim(Λ) + n.

Concluimos que gl.dim(Γ) ≤ gl.dim(Λ) + n. Por otro lado, como T es un
Γop-módulo n-inclinante y EndΓop(T ) ∼= Λ, se tiene que

gl.dim(Λ) ≤ gl.dim(Γ) + n.

Para finalizar este caṕıtulo, mostraremos un teorema ánalogo a la Propo-
sición 4.6.3

Teorema 5.2.4. La correspondencia

ψ : K0(Λ)→ K0(Γ)

[M ] 7→
n∑
i=0

(−1)n[Exti
Λ(T,M)],

es un isomorfismo de grupos abelianos.
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Demostración. Análogamente a la Proposición 4.6.3, se tiene que ψ es un
morfismo de grupos abelianos. Ahora bien, para cada X ∈ mod(Γ), conside-
remos la resolución proyectiva minimal

0→ Ωn(X)→ Pn−1 → · · · → P0 → X → 0.

En la demostración del Teorema 5.2.3 se ve que Ωn(X) ∈ T>Γ . Por otro
lado, se tiene, por la definición del grupo de Grothendieck, que [Ωk(X)] =
[Pk]− [Ωk+1(X)] ∀ 0 ≤ k ≤ n− 1; con lo cual

[X] =
n−1∑
i=0

[Pi] + (−1)n[Ωn(X)].

Consecuentemente, K0(Γ) está generado por T>Γ . Ahora bien, sea Y ∈ mod(Γ).
Por el Teorema de inclinación, existe M ∈ T⊥ tal que HomΛ(T,M) ∼= Y . Por
definición ψ([M ]) = [Y ], con lo cual rkK0(Γ) ≤ rkK0(Λ). Dualmente, dado
que T es un Γop-módulo n-inclinante y EndΓop(T ) ∼= Λ, por el Teorema 5.1.3,
se sigue que rkK0(Λ) ≤ rkK0(Γ). Por lo tanto ψ es un isomorfismo.

Para ver más aplicaciones se recomienda ver [AHK].
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.



Apéndice A

Ejemplo de un álgebra de artin

En esté apéndice veremos una álgebra de artin que no es una K-álgebra
de dimensión finita y después haremos unos comentarios, por ejemplo, sobre
las representaciones sobre dicha álgebra.

Ejemplo A.0.1. Sean

Q := •1 α // •2 β
vv

I :=< β2 > y Λ := Z4Q/I el álgebra de caminos de Q sobre Z4 cociente el
ideal I.
Sean ε1, ε2 los caminos de longitud cero asociados a los vértices respectiva-
mente, con lo cual tenemos que P(1)= Z4ε1⊕Z4α⊕Z4βα, P(2)= Z4ε2⊕Z4β.
Consideremos el morfismo

f : P(2)→ P(1)

(ε2 7→ α, β 7→ βα),

dado que Coker(f)=P(2)/P(1), no es proyectivo, tenemos que la siguiente
sucesión exacta no se escinde

0→ P(1)
f→ P(2)

g→ P(1)/P(2)→ 0.

Luego, consideramos el siguiente morfismo

f ′ : P(2)→ P(1)

(ε2 7→ βα, β 7→ 0),

137
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como Im(f)6=Im(f ′), concluimos que Coker(f)6∼=Coker(f ′).
Por otro lado, consideramos un grupo de generadores {f, f ′, · · · , g} del Γ-
módulo HomΛ(P(2),P(1)), donde Γ := EndΛ(P(2))op. Si

F := [f, f ′, · · · , gn] : P(2)→ P(1)n,

tenemos por el Teorema 4.4.4 que Coker(F ) es inclinante parcial y que
{Coker(f),Coker(f ′)} ⊆ add(Coker(F )). Con lo cual, Coker(F ) tiene al me-
nos dos sumandos directos inescindibles nos isomorfos, por el Teorema 4.6.4
el número de sumandos inescindibles no isomorfos de Coker(F ) es 2, con lo
cual Coker(f)⊕ Coker(f ′) es inclinante, por el Teorema 4.6.4.

Notemos que en el ejemplo anterior, la representación de P(1) cambia del
caso para una K-álgebra de dimensión finita

P(1) := •Z4

1
0


// •(Z4)2

0 0
1 0

xx

puesto que

rad(P(1)) := •Z2

2
0


// •(Z4)2

0 0
1 0

xx

top(P(1)) := •Z2

0 // •0 0
xx

.

Por último si K es un campo se tiene que KQ/I, es una álgebra Gorenstein
y

P(1) = I(2) := •K

1
0


// •K2

0 0
1 0

xx

es un sumando directo de todo Λ-módulo inclinante.
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Índice alfabético
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i-ésima Tor-ortogonal, 68
perpendicular, 68
Tor-ortogonal, 68

co-resolución
inyectiva, 32

cogenerado, 11
Cokernel, 9
complejo, 24
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n-ésimo-de homoloǵıa, 27
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homotópicos, 30

n-cosizigia, 47
n-sizigia, 47

objeto, 1
cero, 3
inyectivo, 4
proyectivo, 3

par de torsión, 68
precubierta, 74
preenvolvente, 74
presentación
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