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Resumen

Se presenta una metodologı́a de diseño de observadores para una clase de neuro-osciladores
no lineales basada en la reciente teorı́a de contracción ası́ como en el uso de sincronización
de sistemas dinámicos. En ausencia de ruido, se garantiza la convergencia exponencial de las
trayectorias. Cuando las mediciones están contaminadas con ruido fuerte, múltiples copias del
observador son sincronizadas atenuando el efecto del ruido en los estimados de los estados
tanto medibles como no medibles. La reducción de ruido se verifica mediante simulaciones de
un oscilador de van der Pol y del modelo neuronal FitzHugh–Nagumo



Abstract

Base on the recent contraction and synchronization theories, a novel design of observers is
presented for a class of nonlinear oscillators. Exponential convergence under noiseless measu-
rements is achieved. To overcome the issue of noisy output measurements, several copies of the
main observer are synchronized. Reduction of the noise is verified by means of simulations of
the van der Pol and the FitzHugh—Nagumo (FN) oscillator models.
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Capı́tulo 1

Introducción

El sistema nervioso es, sin duda, una máquina en proceso de perfeccionamiento, resultado
de largos periodos de evolución y adaptación que ha permitido a las especies entender y, so-
bre todo, transformar el entorno que les rodea. La complejidad de las tareas que realiza el ser
humano dı́a a dı́a ha inspirado, desde épocas tempranas, a grupos de investigación conforma-
dos por filósofos, médicos, matemáticos e ingenieros, a trabajar en conjunto con la finalidad de
desarrollar modelos que expliquen, de forma general, el funcionamiento del sistema nervioso y,
de forma particular, la dinámica de las neuronas que lo conforman.

Evidencia reciente ha confirmado [1], que las neuronas presentan un comportamiento osci-
latorio al recibir estı́mulos sensoriales. Esta dinámica oscilante está altamente relacionada con
un sinfı́n de procesos cognitivos como la toma de decisiones, atención, uso de la memoria e
incluso la conciencia misma [2]. Por lo tanto, el comportamiento oscilatorio del sistema nervio-
so ha sido descrita por un gran número de modelos matemáticos [3], donde están incluidas las
redes de osciladores no lineales [4, 5]. En la mayorı́a de los casos, las ecuaciones no lineales
están relacionadas con la diferencia de potencial eléctrico en la membrana, ası́ como con el flujo
de corriente que viaja a través de éstas [6].

La validez de estos modelos es ampliamente conocida, ya que la fidelidad con que estos
osciladores reproducen la dinámica del comportamiento neuronal puede ser comparada con las
señales obtenidas a partir de métodos como la electroencefalografı́a (EEG) y magnetografı́a
(MEG) [7,8], generando una herramienta poderosa en el estudio, por ejemplo, de enfermedades
degenerativas como Parkinson [9], [10] y Alzheimer [11]. No obstante, las técnicas de EEG y
MEG no permiten ni registrar la actividad de las corrientes eléctricas en las neuronas, ni adquirir
un valor limpio del cambio de potencial en las zonas donde se colocan los sensores, generalmen-
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Capı́tulo 1. Introducción 1.1. Metas

te electrodos, ya que las mediciones están contaminadas con un alto nivel de ruido, ocasionando
pérdida de datos e información [12]. Esta situación puede resultar bastante perjudicial en aplica-
ciones de ı́ndole biomédica donde es inherente el uso de sistemas de control [13], por ejemplo,
el diseño de prótesis robóticas o de interfaces humano–computadora [14, 15], ya que sin un
estimado fiel de las variables no medibles o sin una reducción del ruido en las mediciones,
las acciones de control pueden ser calculadas de forma errónea, impidiendo el funcionamiento
correcto de los dispositivos.

Con el fin de hacer frente al problema anterior, diferentes técnicas de observación han sido
utilizadas a largo del tiempo. Los observadores de Alta Ganancia con ganancias constantes y
su variable con ganancias adaptables [16] han ofrecido un buen desempeño frente a este tipo
de perturbaciones incluyendo, de forma inherente, la presencia del fenómeno de pico para valo-
res elevados de las ganancias de observación [17], hecho que ha sido estudiado y parcialmente
resuelto en [18]. Otras técnicas de observación no lineal han permitido contrarrestar esta pro-
blemática, como cambio de coordenadas utilizando vı́a filtros de transformación [19] o aquellos
basados en el uso del criterio del cı́rculo [20].

En este trabajo, se presenta una metodologı́a para el diseño de observadores para una clase
de neuro–osciladores con base en la reciente teorı́a de contracción [21, 22]. A partir del diseño
expuesto en [23], se obtiene un observador de orden reducido capaz de recuperar de forma ex-
ponencial las trayectorias de los estados no medibles para los neuro–osciladores de interés, sin
importar el valor de las condiciones iniciales. Para el caso en que las señales están contami-
nadas con un nivel moderado de ruido, se utiliza un observador de orden completo con el fin
de disminuir la intensidad del ruido en los estimados de los estados tanto medibles como no
medibles. Mas aún, utilizando la técnica de sincronización como medio de realce colectivo de
la precisión [24], un grupo de observadores de orden completo es sincronizado, llevando las
trayectorias del sistema acoplado hacia el comportamiento de la dinámica libre de ruido, aún
bajo la presencia de ruido fuerte en las mediciones [25, 26].

1.1. Metas

Se pretende estudiar e identificar las propiedades y caracterı́sticas que definen a un conjunto
de osciladores neuronales, con el fin de proponer una metodologı́a para diseño de estimadores
de estado haciendo uso de la teorı́a de contracción. Bajo este enfoque, es posible asegurar la
convergencia exponencial de los estados estimados bajo condiciones ideales. Por otro lado, se
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Capı́tulo 1. Introducción 1.2. Objetivos

recurre a la sincronización de observadores buscando mejorar la calidad en que éstos, al trabajar
de forma colectiva y en presencia de ruido en las mediciones, reconstruyen la trayectoria objeti-
vo. Finalmente, se busca generar un estudio comparativo entre los distintos estimadores, con el
propósito de verificar mejoras graduales en la atenuación del ruido, iniciando por el observador
de orden reducido, seguida por el diseño de orden completo, hasta recobrar una representación
fiel de la trayectoria original implementando un conjunto de observadores sincronizados.

1.2. Objetivos

El objetivo principal de este trabajo consiste en presentar una metodologı́a para el diseño
de observadores para una clase de neuro-osciladores y, a su vez, garantizar la convergencia
exponencial cuando se trabaja en un entorno libre de ruido. Con la finalidad de cuantificar la
atenuación del ruido en los estimados de las estados medibles como no medibles, se realiza un
estudio comparativo entre los esquemas de orden reducido, completo y sincronizado, conside-
rando para este último caso un número diferente de elementos dentro de la red.

1.3. Alcances

Los resultados de este trabajo pueden aplicarse no sólo a una amplia familia de neuro–
osciladores, sino también a una variedad de sistemas dinámicos, como los sistemas lagrangia-
nos [27]. Sin embargo, la metodologı́a aquı́ desarrollada puede extenderse relajando las suposi-
ciones aquı́ asumidas, esto es, incluyendo sistemas donde el número de mediciones disponibles
sea distinto del número de estados a observar o permitiendo la entrada no lineal de los estados
no medibles en la dinámica de aquellos medibles. Mas aún, esquemas de observación adaptable
pueden añadirse al considerar sistemas con incertidumbre paramétrica.

1.4. Estructura de tesis

A continuación se presenta la organización de este trabajo:
En el capı́tulo 2 se introducen una serie de conceptos y definiciones necesarios para estudiar

las propiedades de los sistemas dinámicos desde el enfoque de la teorı́a de contracción. Además,
se define la clase de neuro–osciladores a estudiar ası́ como el término de ruido fuerte. El capı́tulo
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Capı́tulo 1. Introducción 1.4. Estructura de tesis

concluye con la presentación del concepto de sincronización como herramienta para recuperar
el comportamiento ideal libre de ruido a partir un grupo de sistemas ruidosos acoplados.

En el capı́tulo 3 se incluye el desarrollo matemático del diseño de observadores contrayen-
tes de orden reducido y completo siguiendo una metodologı́a top-down. En primer lugar, se
presenta el modelo objetivo o dinámica deseada del estimador, el cual contiene generalmente
variables intermedias que impiden la implementación directa del observador, pero facilitan la
identificación de la propiedades de interés, que en este trabajo corresponden a las propieda-
des de contracción. Una vez concluido el análisis, las variables intermedias son sustituidas por
funciones de las señales medibles del sistema no lineal, obteniendo ası́ la versión final e im-
plementable del observador. Al término del capı́tulo, se presenta las ecuaciones que definen al
grupo de observadores de orden completo bajo sincronización.

Con el fin de cuantificar la reducción de ruido ası́ como el desempeño por parte de la familia
de observadores obtenida en el apartado anterior, en el capı́tulo 4 se llevan acabo simulaciones
de los osciladores de van der Pol y FitzHugh–Nagumo. Los resultados incluyen un análisis
cuantitativo entre los diferentes esquemas ası́ como el efecto de incrementar la cantidad de
elementos que conforman la red de estimadores sincronizados.

Finalmente, en el capı́tulo 5 se presentan las conclusiones más importantes, ası́ como el
trabajo a futuro.
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Capı́tulo 2

Preliminares

A continuación, se presentan los conceptos de contracción y sistemas no lineales necesarios
para desarrollar la propuesta de metodologı́a de diseño de observadores para la clase de neuro–
osciladores que definen las dinámicas a reconstruir.

2.1. Observabilidad

Considere el sistema no lineal de la forma

ẋ = f(x,θ , t)+g(x,θ)u(t), x(t0) = x0, (2.1a)

y = h(x), (2.1b)

donde x ∈ Rn es el vector de estados, y ∈ R es la salida, θ ∈ Rd el vector de parámetros desco-
nocidos, u ∈ R es la entrada y f,g,h son funciones suaves, es decir, sus derivadas de cualquier
orden están siempre definidas. De form general, el problema de observabilidad, consiste en la
posible reconstrucción del comportamiento de la dinámica interna del sistema a partir de medi-
ciones de la salida y(t) y la entrada u(t) en un intervalo finito de tiempo T = [t0, t1] con t1 > t0.
Lo anterior se puede enunciar de la siguiente manera.

Definición 2.1.1 (Observabilidad [28]) Se dice que dos estados x1,x2 ∈ Rn son indistingui-

bles (x1 I x2), si para cada entrada u, la función de salida y(x1,0,u, t), t ≥ 0 del sistema bajo

la condición inicial x(0) = x1, y la función de salida y(x2,0,u, t) t ≥ 0 del sistema bajo la con-

dición inicial x(0) = x2 son idénticas en un dominio común de definición. El sistema se llama
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Capı́tulo 2. Preliminares 2.1. Observabilidad

observable si x1 I x2 implica x1 = x2.

De acuerdo a la definición anterior, la observabilidad de un sistema dinámico implica que
los valores de sus estados x(t), t ∈ [t1, t2] están completamente determinados por el valor de las
entradas y salidas u(t), y(t) en t ∈ [t1, t2]. Sin embargo, esta definición no es valida cuando el
sistema presenta un vector de parámetros desconocidos, lo cual, puede solucionarse al incluir
el vector de parámetros desconocidos θ como una componente del vector de estados extendido
x̃ = (x,θ)>, resultando en

ẋ = f(x,θ , t)+g(x,θ)u(t), x(t0) = x0, (2.2a)

θ̇ = 0, (2.2b)

y = h(x), (2.2c)

o de forma similar

x̃ = f̃(x̃, t)+ g̃(x)u(t), x̃(t0) = (x0,θ)
>, (2.3a)

y = h̃(x̃), (2.3b)

donde f̃ = (f(x,θ),0)>, h̃(x̃) = (h(x),0) y g̃(x̃) = (g̃(x,θ),0)>. Por otro lado, la definición
2.1.1 caracteriza a la observabilidad como una propiedad global del sistema dinámico, que para
la gran mayorı́a de los sistemas no lineales es difı́cil de comprobar. En algunas sistemas es
suficiente con conocer la observabilidad del sistema en la vecindad de un punto de interés en
lugar de todo el espacio de estados. Esto hace necesario la definición de la observabilidad local.

Definición 2.1.2 (Observabilidad local [28]) Un sistema se dice localmente observable en

x0, si existe una vecindad W ⊂ Rn de x0 tal que para cada vecindad V ⊂W de x0, la rela-

ción x0 IV x1 implique x0 = x1. Por lo tanto, el sistema se dice localmente observable, si es

observable en cada x0.

Existe un gran número de pruebas disponibles para verificar la observabilidad de sistemas no
lineales de la forma (2.3). En este trabajo, se restringe el estudio a sistemas donde la entrada
u(t) la entrada es una constante. Ası́, se puede reemplazar la función u(t) como otro parámetro
desconocido, lo cual, permite considerar a (2.3) como un sistemas sin entradas. Por lo tanto, se
puede recurrir a la siguiente prueba de observabilidad para sistemas autónomos.
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Capı́tulo 2. Preliminares 2.2. Teorı́a de Contracción

Propiedad 2.1.1 (Prueba de observabilidad [28])
El sistema es localmente observable para cada punto x0 ∈U ⊂ Rn+d si

rango
∂

∂ x̃
(h̃(x̃) L f̃ h̃(x̃) L2

f̃ h̃(x̃) . . . Ln+d−1
f̃

h̃(x̃))> = n+d, ∀x̃ ∈U (2.4)

donde L f̃ h̃(x̃) es la derivada de Lie de h̃ respecto a f̃ , esto es, L f̃ h̃(x) = ∂ h̃
∂ x̃ f̃ (x̃).

Para los distintos modelos de neuro–osciladores que se presentan más adelante en el apartado
2.4, ha sido verificada dicha prueba de observabilidad [29, 30].

2.2. Teorı́a de Contracción

El análisis de contracción es una teorı́a basada en herramientas de mecánica de medio conti-
nuo y geometrı́a diferencial, en la cual, a diferencia de otras teorı́as de estabilidad como análisis
de Lyapunov, no es necesario la definición de una trayectoria nominal o de un punto de equili-
brio. Bajo el enfoque de contracción, un sistema se puede llamar estable si en alguna región las
condiciones iniciales son olvidadas, esto es, si el comportamiento final del sistema es indepen-
diente de las condiciones iniciales. En consecuencia, todas las trayectorias convergen a una sola
dinámica objetivo. A esta forma de estabilidad se le conoce simplemente como convergencia.
Lo anterior se expresa en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.1 (Contracción [21]) :

Considere el sistema no lineal

ẋ = f(x, t), x(t0) = x0, (2.5)

donde x ∈Rn es el vector de estados y f es un campo vectorial de n×1. Una región del espacio

de estados se dice contrayente si la parte simétrica del Jacobiano ∂ f
∂x es uniformemente negativa

definida, es decir,

∃λ > 0, Js =
1
2
(

∂ f
∂x

+
∂ f
∂x

>
)≤−λ I < 0, ∀x,∀t ≥ 0. (2.6)

El sistema (2.5) en esta región es contrayente con velocidad λ . Más aun, se puede garantizar

la convergencia exponencial y global de todas las trayectorias vecinas a una única trayectoria,
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Capı́tulo 2. Preliminares 2.2. Teorı́a de Contracción

sin importar las condiciones iniciales, si la totalidad del espacio de estados es una región de

contracción.

El resultado anterior se puede abordar de la siguiente forma. Considere un flujo local en un
punto x arbitrario, donde es de interés analizar el comportamiento entre trayectorias vecinas.
Si todas éstas convergen entre sı́, se puede concluir la convergencia global y exponencial a
una sola trayectoria. A lo anterior se le conoce como comportamiento contrayente. Ahora bien,
asuma que f(x, t) es continuamente diferenciable, entonces (2.5) produce la relación diferencial
exacta [31]

δ ẋ =
∂ f(x, t)

∂x
δx, (2.7)

donde δx es un desplazamiento virtual, esto es, un desplazamiento infinitesimal en tiempo fijo
y δx>δx es la forma cuadrática asociada, siendo ambas diferenciables con respecto al tiempo.
Considere entonces, dos trayectorias vecinas del campo ẋ = f(x, t) y el desplazamiento δx entre
ellas, como se muestra en la Figura 2.1.

δ

Figura 2.1: Dinámica virtual de dos trayectorias vecinas.

Ası́, la distancia al cuadrado entre estas trayectorias está dada por δx>δx y, con base en
(2.7), su velocidad de cambio está dada por

d
dt
(δx>δx) = 2δx>δ ẋ = 2δx>

∂ f
∂x

δx.

Sea λmax(x, t) el valor propio más grande de la parte simétrica del Jacobiano J,

Js =
1
2
(

∂ f
∂x

+
∂ f
∂x

>
)≤ λmax(x, t),

8



Capı́tulo 2. Preliminares 2.2. Teorı́a de Contracción

de esta forma se tiene

d
dt
(δx>δx)≤ λmax(x, t)δx>δx,

y por lo tanto

‖δx‖ ≤ ‖δx0‖e
∫ t

0 λmax(x,t)dt . (2.8)

Ahora bien, asuma que λmax(x, t) es uniformemente negativa definida, es decir

∃β > 0, λmax(x, t)≤−β < 0, ∀x,∀t ≥ 0

En consecuencia y por la ecuación (2.8), cada distancia infinitesimal ‖δx‖ tiende de forma
exponencial a cero. Al integrar este desplazamiento sobre toda la trayectoria, esto implica que
todas las soluciones del sistema (2.5) convergen de forma exponencial a una sola trayectoria,
independientemente de las condiciones iniciales.

Para el caso general donde la métrica no es necesariamente cartesiana, se puede considerar
una transformación de coordenadas de la forma

δz = Θδx,

con Θ(x, t) una matriz cuadrada uniformemente invertible. Ası́, se tiene que la distancia cuadráti-
ca puede ser redefinida como

δz>δz = δx>Mδx,

donde M = Θ>Θ representa una métrica continuamente diferenciable y simétrica. Por lo tanto,
en las nuevas coordenadas, la velocidad de cambio de la distancia al cuadrado de δz se puede
calcular como

d
dt
(δz>δz) = 2δz>δ ż = 2δz>(Θ̇+Θ

∂ f
∂x

)Θ−1
δz.
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Similar al Teorema 2.2.1, ‖δz‖ → 0 si la matriz Jacobiana en coordenadas generalizadas es
uniformemente negativa definida, es decir,

∃λ > 0, F = (Θ̇+Θ
∂ f
∂x

)Θ−1 ≤−λ I < 0, ∀x,∀t ≥ 0,

esto implica, nuevamente, que todas las soluciones del sistema original convergen a una única
trayectoria, sin importar las condiciones iniciales. Un estudio más amplio y exhaustivo ası́ co-
mo el análisis de sistemas contrayentes en configuraciones paralelo, cascada, retroalimentación
además de teoremas conversos, etc., se aborda en [32–35].

Ahora bien, una vez que se ha estudiado la convergencia de trayectorias vecinas descritas
por la misma función vectorial ẋ = f(x, t), el siguiente teorema se introduce con la finalidad de
estudiar, por medio de análisis de contracción, la convergencia de propiedades especı́ficas del
sistema, como la convergencia a una variedad, hacia una trayectoria en particular o la relación
entre ciertas variables de estado, en lugar de sólo trayectorias. Esta propiedad se conoce como
contracción parcial.

Teorema 2.2.2 (Contracción Parcial [5]) :

Sea el sistema auxiliar

ẋv = f(xv,x, t), xv(t0) = xv0, (2.9)

asociado a un sistema no lineal suave, que es de la forma

ẋ = f(x,x, t), x(t0) = x0. (2.10)

Asuma que el sistema auxiliar (2.9) es contrayente respecto a xv,∀x,∀t ≥ 0. Si una solución

particular del sistema xv verifica una propiedad suave especı́fica, entonces todas las trayecto-

rias del sistema original x verifican esta propiedad exponencialmente. Por lo tanto, el sistema

original se dice parcialmente contrayente.

Por lo tanto, el sistema auxiliar xv, también llamado virtual, debe ser contrayente bajo las
condiciones del Teorema 2.2.1 y contener dos soluciones particulares, la primera, la solución
del sistema original xv = x ∀t ≥ 0 y, en segunda, la solución con la propiedad especı́fica. Pa-
ra esclarecer lo anterior, considere el ejemplo tomado de [32]. Sea la dinámica de un robot

10
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manipulador

H(q)q̈+C(q, q̇)q̇+g(q) = τ,

y la ley de control para el mismo

H(q)q̈r +C(q, q̇)q̇r +g(q)−K(q̇− q̇r) = τ, K > 0,

donde qr es elegida en función de una trayectoria de referencia deseada qd, de la forma q̇r =

q̇d−λ (q− q̇d). Ahora bien, defina el sistema auxiliar para xv de la forma

H(q)ẍv +C(q, q̇)ẋv +g(q)−K(q̇− ẋv) = τ.

Con el fin de conocer si el sistema auxiliar es contrayente, se obtiene la velocidad de cambio de
la distancia al cuadro de δxv expresada por

d
dt
(δx>v Hδxv) =−2δx>v (C+K)δxv +δx>v Ḣδxv.

Ya que la matriz Ḣ−2C es anti-simétrica, esto implica

d
dt
(δx>v Hδxv) =−2δx>v Kδxv,

por lo tanto el sistema auxiliar es contrayente. Mas aún, al sustituir en el sistema virtual xv = q
y xv = qr se verifican ambas soluciones particulares, En consecuencia, se puede garantizar que
q̇→ q̇r y q̇→ q̇d, ambas de forma exponencial.

En aplicaciones de control y de manera similar al caso anterior, el análisis sobre un sistema
virtual ayuda a garantizar que, al ser éste contrayente y contener como soluciones particulares
a la dinámica de interés y una trayectoria deseada, la primera se contraiga hacia la segunda de
forma exponencial sin importar las condiciones iniciales de ambos sistemas. En nuestro caso
particular se buscará, que el conjunto de observadores propuestos más adelante sean sistemas
virtuales capaces de recuperar de forma exponencial las trayectorias de los estados tanto medi-
bles como no medibles, cuando, de forma ideal, no existen perturbaciones en el sistema, como
ruido en las mediciones. En el caso contrario, se recurre a la técnica de sincronización, que se
expone a continuación.
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2.3. Sincronización

La sincronización se puede entender [4] como el ajuste de los ritmos de oscilación de objetos
al interactuar entre sı́. Esta definición implica que, en principio, la sincronización demanda que
el sistema de estudio presente una dinámica oscilante y, al mismo tiempo, que exista algún
tipo de interacción entre los sistemas. Está interacción puede clasificarse como unidereccional
(sincronización maestro-esclavo) o bidireccional (sincronización mutua).

En ese trabajo, se definirá la sincronización de dos (o mas) osciladores x1,x2, como el caso
de igualdad competa x1 = x2. Un estudio más general de las tipos de redes en sincronización
puede encontrarse en [2,3]. Ya que los sistemas a sincronizar serán observadores de estados, no
existe alguna restricción fı́sica o virtual que impida que los estimadores estén completamente
acoplados unos con otros. Por lo tanto, este apartado sólo se enfoca en la sincronización bajo la
topologı́a conocida como red simétrica todos con todos, esto es, sistemas acoplados de la forma

ẋi = f(xi, t)+Ks

N

∑
j=1

(x j−xi), Ks > 0, xi(t0) = xi0, (2.11)

donde i = 1 . . .N denota el número de cada oscilador incluido en la red, xi ∈ Rn es el i–ésimo

vector de estados y f(xi, t) es la dinámica del sistema desacoplado. Estos osciladores están
difusamente acoplados, es decir, todos los sistemas están conectados por enlaces lineales de la
forma (x j−xi) [36].

Teorema 2.3.1 (Redes simétricas Todos con Todos [3]) :

Considere los N sistemas acoplados dados por (2.11). Si la función

f(xi, t)+Ks

N

∑
j=1

(x j−xi), ∀i, i = 1 . . .N

es contrayente, entonces los N sistemas alcanzaran la sincronización de forma exponencial sin

importar el valor de las condiciones iniciales.

Con los términos Ks(xj), j = 1, . . . ,N como las entradas para cada oscilador, si ∃λ > 0, ∂ f
∂x −

Ks ≤ −λ I < 0, entonces cada sistema es contrayente. Además, se puede visualizar que x1 =

x2 . . .= xN, es decir, cada elemento en la red contiene como soluciones particulares la dinámica
de los elementos restantes.

12



Capı́tulo 2. Preliminares 2.3. Sincronización

Siguiendo la idea de [24], donde se utilizo el mismo tipo de red acoplada para lograr que un
sistema de osciladores ruidosos recobrara de forma colectiva la dinámica de un sistema libre de
ruido, en este trabajo se buscará que estimadores de estado puedan reconstruir la dinámica de
ciertos neuro–osciladores utilizando mediciones de la entradas y salidas, cuando estás últimas
se encuentran contaminadas con ruido.

Para estudiar este problema, considere al mismo sistema (2.5) con x =
[
z> y>

]>
, donde

z∈Rnz es el vector de estados medibles y v∈Rnv el correspondiente a los medibles, con nv≤ nz.
La versión estocástica en presencia de ruido del sistema (2.5) descrita por ecuaciones Itô es de
la forma

dz = f1(z,v)dt, z(t0) = z0, (2.12a)

dv = f2(z,v)dt, v(t0) = v0, (2.12b)

y = h(z) = z, (2.12c)

yi = y+σwwi, i = 1, . . . ,N, (2.12d)

donde yi denota la i–ésima medición independiente de la salida y contaminada con ruido Gaus-
siano w∈Rny con intensidad σw. Lo anterior resulta viable en aplicaciones donde existen múlti-
ples sensores supervisando un mismo proceso, situación inherente al utilizar un EEG, donde un
arreglo de electrodos registra la actividad cerebral, procesando, en un amplio intervalo de tiem-
po, el cambio de potencial cuando un individuo realiza tareas cognitivas [2].

Sin embargo, en este proceso, las señales obtenidas por los transductores son de un orden
de magnitud bastante pequeño (no más de 90mV), que al escalarse para su posterior análisis
y/o uso en aplicaciones en tiempo real, se genera simultáneamente un incremento del nivel
de ruido en la lectura del EEG [12]. Éste último puede catalogarse como ruido débil o fuerte,
dependiendo, entre otros casos, del valor elegido de media µ y desviación estándar σ necesarios
para generar el ruido blanco. Valores tı́picos de desviación estándar usados para generar ruido
de baja intensidad se encuentran en el rango de 0.005 < σ < 0.05 [16, 37, 38]. En este trabajo,
se considera ruido con un valor superior al definido en este umbral σ = 0.2, por lo que éste
puede catalogarse como ruido fuerte.

Con todo lo anterior, es evidente la necesidad de reconstruir las trayectorias de los estados
tanto medibles como no medibles con la menor cantidad de ruido posible. Una solución a este
problema ha sido planteada en [26], donde han sido sincronizados un conjunto de observadores
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de estado para el sistema (2.12), definidos de la forma

dẑi = [f1(zi, v̂i)+K(t)(zi− ẑi)+Ks ∑
j
(ẑ j− ẑi)]dt, ẑi(t0) = ẑi0, (2.13a)

dv̂i = [f2(zi, v̂i)+Ks ∑
j
(v̂ j− v̂i)]dt, v̂i(t0) = v̂i0, (2.13b)

ŷi =

[
ẑi

v̂i

]
, (2.13c)

con i = 1, . . . ,N, 0 < K(t) ∈ Rnz×nz es una matriz diagonal con elementos positivos y Ks > 0

la ganancia de acoplamiento entre todos los términos de la red. Sea x̂ =
[
ẑ> v̂>

]>
el estimado

de x y x el valor promedio de la red de observadores sincronizados, esto es

x =
1
N ∑

i
x̂i. (2.14)

Con base en los resultados expuestos en [24] y [25], se ha demostrado en [26], que si el i–ésimo

observador de la forma (2.13) es contrayente para alguna λ > 0, la distancia entre cualquiera
elemento de la red y el valor promedio x en estado estacionario, cuando las mediciones están
contaminadas con ruido, está acotada por

‖x̄− x̂‖2 ≤ N(N−1)
4N2

Hbd(k2
max + l2

Fσ2
w)

λ f +KsN
+

(k2
max + l2

Fσ2
w)

N
, (2.15)

donde Hbd ≥ λmax
∂ 2f
∂x2 es una cota superior uniforme de la matriz Hessiana H =

∂ 2f
∂x2 , lF es la

constante de Lipschitz del campo f(z, v̂) =
[
f>1 (z, v̂) f>2 (z, v̂)

]>
y supt≥0(tr{K>(t)K(t)}) ≤

k2
max.

Se puede apreciar que el lado derecho de (2.15) puede ser arbitrariamente pequeño al in-
crementar el número de observadores, es decir, tal que N → ∞. Por otro lado, ya que cada
observador de (2.13) es contrayente y tiene como solución particular al sistema original (2.12),
esto es x̂ = x, se puede garantizar la convergencia exponencial de las trayectorias estimadas
hacia la dinámica objetivo (Teorema 9 en [26]). Con base en los resultados anteriores, se puede
plantear la sincronización de una diferente cantidad de observadores para combatir el efecto
indeseable de ruido en las mediciones de sistemas dinámicos.
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2.4. Modelo dinámico del Neuro–Oscilador

La gran mayorı́a de los neuro–osciladores están descritos por ecuaciones diferenciales ordi-
narias que describen la respuesta de una neurona a una cierta estı́mulo [29]. De forma general,
éstos pueden ser divididos en dos categorı́as: fenomenológicos y puramente matemáticos. Los
primeros exhiben un comportamiento más cercano al proceso biológico real, mientras que los
segundos son reducciones matemáticas de mayor abstracción sin relación explı́cita con todas
las variables y cantidades involucradas en la dinámica real, como las corrientes iónicas.

En la Tabla 2.1 se presentan los modelos de neuro–osciladores con mayor presencia en la
literatura [3, 6, 39]. El oscilador de Hodgkin–Huxley es considerado el modelo más importante
y representativo del funcionamiento de una neurona, ya que al tratarse de un modelo fenome-
nológico, su dinámica describe de manera fiel tanto el cambio del potencial membranal ası́ co-
mo las cargas iónicas. Ası́ mismo, este modelo consta de parámetros constantes ası́ como de un
gran número de no linealidades. Una versión simplificada del oscilador anterior es el modelo
Morris–Lecar, donde se han fusionado en una solo estado el comportamiento de las distintas
corrientes de activación, reduciendo el modelo a un sistema de dos dimensiones. Además, la
totalidad de los parámetros son considerados constantes. Por último, puede observarse que los
estados no medibles son afı́n en la dinámica del estado medible.

Una situación similar se presenta en el caso del oscilador FitzHugh-Nagumo, que consta
de un estado medible y otro no medible, de parámetros constantes y con una relación lineal de
la variable de activación sobre la dinámica del potencial en la membrana. Para el último caso
concerniente al oscilador Hindmarsh–Rose, su principal diferencia es la adición de otro estado
de activación. Sin embargo, nuevamente los parámetros del sistema se asumen constantes y, más
importante, los estados no medibles entran de forma lineal en la dinámica del estado medible.
Estos últimos modelos pertenecen a la segunda categorı́a de neuro–osciladores.

Con base en la definición 2.1.2, la prueba de observabilidad local para los diferentes modelos
de neuro–osciladores ha sido aplicada en [29, 30], por lo que en este trabajo se asume que
los modelos de estudio son, al menos, localmente observables. Ahora bien, se establece una
dinámica general de la forma

ż = f1(z,v,u, t), z(t0) = z0, (2.16a)

v̇ = f2(z,v,u, t), v(t0) = v0, (2.16b)

y = h(z) = z, (2.16c)
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Tabla 2.1: Modelos más importantes de neuro–osciladores.
Fenomenológicos Ideales

Hodgkin–Huxley FitzHug-Nagumo

ż = θ1 v3
1 v3(θ2− z)+θ3 v4

2(θ4− z)+θ5 (θ6− z)+u(t),

v̇1 = (1− v1) g(
θ7 + z

θ8
)−θ9 v1 exp(

z
θ10

),

v̇2 = θ11 (1− v2) g(
θ12 + z

θ13
)−θ14 v2 exp(

z
θ15

),

v̇3 = θ16 (1− v3) exp(
z

θ17
)− v3 (1+ exp(

z+θ18

θ19
)),

y = z,

g(x) =
x

exp(x)−1
,

θ1, . . . ,θ19 ∈ R, θ1,θ3,θ5 > 0, u(t) ∈ R

ż =−1
3

z3 + z+ v+u(t),

v̇ =− 1
θ1

(z−θ2 +θ3 v),

y = z,
θ1,θ2,θ3 > 0, u ∈ R

Morris–Lecar Hindmarsh–Rose

ż = (
1
θ1

)(θ2 (θ3− z)+θ4 g1(z) (θ5− z)+θ6 v(θ7− z)+u(t)),

v̇ = g2(z) (g3(z)− v),
y = z,

g(x)1 =
1
2
(1+ tanh(

x−θ8

θ9
)),

g(x)2 =
1
2
(1+ tanh(

x−θ10

θ11
)),

g(x)3 = θ12 cosh(
x−θ10

2θ11
),

θ1, . . . ,θ12 ∈ R, θ2,θ4,θ6,θ12 > 0, u ∈ R

ż =−θ1 z3 +θ2 z2 + v1− v2 +u(t),

v̇1 = θ3−θ4 z2− v1,

v̇2 = θ5 ((z+θ6)θ7− v2),

y = z,
θ1, . . . ,θ7 > 0,u ∈ R
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donde u∈Rp es la entrada del sistema, z∈Rnz y v∈Rnv son los vectores de estados medibles y
no medibles con f1 y f2 sus campos vectoriales de dimensión nz×1 y nv×1, respectivamente. El
objetivo principal consiste en obtener un estimado del proceso gobernado por (2.16b) utilizando
mediciones de la entradas y salidas, además de considerar la dinámica de los estados medibles,
dada por (2.16a). Lo anterior, considerando que cada una de las mediciones, independientes
entre sı́, se encuentran contaminadas con ruido gaussiano de alta intensidad, es decir, yi =

y+σwwi. Para lograr lo anterior, es necesario determinar una serie de restricciones que facilite
el diseño de observadores para el sistema (2.16), siempre y cuando éstas logren representar a
una cierta clase o familia de neuro–osciladores.

Propiedad 2.4.1 La dinámica de los estados medibles tiene la forma f1(z,v,u, t) = P(z, t)v+
g(z,u) con P(z, t) ∈ Rnz×nv .

Ésta es una de la principales propiedades que puede encontrarse al analizar las ecuaciones que
modelan un oscilador neuronal. Sin embargo, osciladores altamente no lineales como los mo-
delos de Hodgkin–Huxley e Hindmarsh–Rose, no pueden ser incluidos en el estudio, ya que la
dinámica medible no es afı́n en los estados no medibles.

Propiedad 2.4.2 El número de estados desconocidos es igual al número de estados medibles,

esto es, nv = nz, con P(z, t) = P>(z, t)> 0 ∀t ≥ 0.

De forma similar a la propiedad anterior, una amplia variedad de neuro-osciladores son sistemas
de dos dimensiones, ya que las únicas variables que se consideran son la diferencia de potencial
en la membrana de la neurona ası́ como otro estado que representa las corrientes de activación
que cruzan a través de ella. Por consiguiente, la dinámica en (2.16) puede redefinirse como

ż = P(z, t)v+g(z,u), z(t0) = z0, (2.17a)

v̇ = f2(z,v,u, t), v(t0) = v0, (2.17b)

y = h(z) = z. (2.17c)

Con base en todo lo anterior, los osciladores de Morris–Lecar y FitzHugh–Nagumo poseen
todas las propiedades definidas anteriormente, quedando incluidos en la clase de osciladores a
quienes se dirige el diseño de observadores propuesto en este trabajo. Ahora bien, con el fin
de ejemplificar la metodologı́a de diseño a desarrollar en el siguiente apartado, se introduce la
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dinámica del conocido oscilador de van der Pol, dada por

ż = v, z(t0) = z0,

v̇ =−(z2−1)v+φ(z, t), v(t0) = v0

y = z

(2.18)

que ha sido también ampliamente utilizado en el estudio del comportamiento neuronal ası́ como
en la creación de modelos descriptivos de EEG basados en redes de osciladores de este tipo [8].
De esta manera, es fácil identificar que el oscilador de van der Pol también se encuentra dentro
de la clase de osciladores con el mismo número de estados medibles como no medibles, donde
v entra de forma lineal en la dinámica de z. Ası́, el valor de la matriz P está dado por P(z, t) = 1
y, a su vez, la función g es de la forma g(z,u) = 0.

18



Capı́tulo 3

Diseño de Observadores

En este capı́tulo se utiliza la teorı́a de contracción para diseñar un conjunto de observadores
para neuro–osciladores de la forma (2.17), es decir,

ż = P(z, t)v+g(z,u), z(t0) = z0, (3.1a)

v̇ = f2(z,v,u, t), v(t0) = v0, (3.1b)

y = h(z) = z. (3.1c)

Con fines de análisis, primero se introduce una versión simple del observador que permita ase-
gurar la convergencia exponencial de las trayectorias estimadas hacia la dinámica objetivo.
Finalmente, se sustituyen las variables intermedias por funciones de las señales medibles, re-
sultando en la versión implementable del observador.

3.1. Observador de Orden Reducido

Considere el siguiente sistema auxiliar

˙̂v = f2(z, v̂,u, t)+Kv(z, t)(v− v̂), v̂(t0) = v̂0, (3.2a)

ŷ = v̂ (3.2b)
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que representa un observador de orden reducido para el sistema (3.1), con Kv(z, t) ∈ Rnv×nv

como la ganancia de estimación. Al elegir un valor adecuado para Kv tal que

Js =

[
∂ f2(z, v̂,u, t)

∂ v̂
−Kv(z, t)

]
s
≤−λ I (3.3)

permite verificar la propiedad de contracción sobre (3.2), donde [·]s representa la parte simétrica
de J. Además, no es difı́cil verificar que (3.2a) contiene a v̂ = v como una solución particular.
Por lo tanto, (3.1b) es parcialmente contrayente respecto a (3.2a). De esta forma, por los Teo-
remas 2.2.1 y 2.2.2, las trayectorias de los estados estimados del observador de orden reducido
convergen de forma exponencial a las trayectorias de la dinámica no medible en ambientes
libres de ruido.

Ahora bien, la presencia del término v en (3.2a) impide la implementación directa de este
observador. Para solucionar este inconveniente, en primer lugar se elige la ganancia Kv como
Kv(z, t) = KP(z, t) con K = K> > 0, lo cual transforma (3.2a) en

˙̂v = f2(z, v̂,u, t)−KP(z, t)v̂+KP(z, t)v, (3.4)

Con base en la Propiedad 2.4.1, el término P(z, t)v se reemplaza por su valor en (3.1a), es
decir, P(z, t)v = ż−g(z,u), obteniendo

˙̂v = f2(z, v̂,u, t)−KP(z, t)v̂+Kż−Kg(z,u). (3.5)

Al escribir ambas derivadas en el lado izquierdo de la ecuación, resulta

d
dt (v̂−Kz)︸ ︷︷ ︸

v̄

= f2(z, v̂,u, t)−Kg(z,u)−KP(z, t)v̂,

donde la variable intermedia v̄ , v̂−Kz recupera de forma indirecta el valor del estimado v̂.
Con todo lo anterior, la versión final del observador de orden reducido se expresa como

˙̄v = f2(z, v̂,u, t)−K[g(z,u)+P(z, t)v̂], v̄(t0) = v̄0, (3.6a)

v̂ = v̄+Kz, (3.6b)

ŷ = v̂. (3.6c)
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Ası́, por ejemplo, el observador de orden reducido para el oscilador de van der Pol es de la
forma

˙̄v =− (z2−1)v̂+φ(z, t)−Kv̂, v̄(t0) = v̄0,

v̂ =v̄+Kz,

ŷ =v̂.

(3.7)

Como comentario final, puede apreciarse en (3.6b), que el cálculo del estimado v es directa-
mente proporcional al valor del estado medible z. Por lo tanto, puede ocurrir una reconstrucción
errónea del estado v̂, si el vector de estados medibles está contaminado con ruido de baja in-
tensidad, problema que se aborda en el siguiente apartado diseñando un observador de orden
completo.

3.2. Observador de Orden Completo

Considerando el siguiente observador de orden completo para el sistema (2.17)

˙̂z = P(z, t)v̂+g(z,u)+Kz(z− ẑ), ẑ(t0) = ẑ0, (3.8a)
˙̂v = f2(z, v̂,u, t)+Kv(z, t)(v− v̂)+P>(z, t)(z− ẑ), v̂(t0) = v̂0, (3.8b)

ŷi =

[
ẑi

v̂i

]
, (3.8c)

con Kz = K>z ≥ K0. Éste posee la misma estructura que su antecesor de orden reducido más la
introducción de un término de corrección relacionado con el vector de estados medibles z. Ası́,

x =
[
z> v>

]>
y x̂ =

[
ẑ> v̂>

]>
son los vectores de estados real y estimados asociados. Por

otro lado, el sistema (3.1) es parcialmente contrayente con respecto a (3.8), ya que se verifica la
solución particular x̂ = x y al calcular la matriz Jacobiana de (3.8) se obtiene

J =

 −Kz P(z, t)

−P>(z, t)
∂ f2(z, v̂,u, t)

∂ v̂
−Kv(z, t)

 , (3.9)
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cuya parte simétrica tiene la forma

Js = diag(−Kz,

[
∂ f2(z, v̂,u, t)

∂ v̂
−Kv(z, t)

]
s
)≤−λ I, (3.10)

con λ = min(Kz,K). Como puede apreciarse, el término P>(z, t)(z− ẑ) en (3.8b) facilita el
cálculo de la parte simétrica del Jacobiano al mismo tiempo que incluye un término de correc-
ción en el cálculo de los estimados para la parte no medible. Por lo tanto, si existe Kv(z, t),
con base en los Teoremas 2.2.1 y 2.2.2 se concluye nuevamente que (3.8) converge de forma
exponencial con velocidad de contracción λ a las trayectorias de la dinámica objetivo (3.1).
Mediante un proceso similar al desarrollado en el caso del observador de orden reducido, la
versión implementable del observador de orden completo se expresa como

˙̂z =P(z, t)v̂+g(z,u)+Kz(z− ẑ), ẑ(t0) = ẑ0, (3.11a)

˙̄v =f2(z, v̂,u, t)−K[g(z,u)+P(z, t)v̂]+P>(z, t)(z− ẑ), v̄(t0) = v̄0, (3.11b)

v̂ =v̄+Kz, (3.11c)

ψ =v̄+Kẑ, (3.11d)

ŷ =

[
ẑ
ψ

]
, (3.11e)

donde la variable ψ se toma como parte de la salida del observador, con el fin de reducir el
impacto del ruido presente en el vector z al sustituir éste por su análogo de estimados ẑ sin
alterar el modelo interno del observador, evitando ası́, un cambio en el análisis planteado con
anterioridad al proteger la propiedad de contracción. Bajo este esquema, el observador de orden
completo para el oscilador de van der Pol está descrito por

˙̂z =v̂+Ky(z− ẑ), ẑ(t0) = ẑ0,

˙̄v =− (z2−1)v̂+φ(z, t)−Kv̂+(z− ẑ), v̄(t0) = v̄0,

v̂ =v̄+Kz,

ψ =v̄+Kẑ,

ŷ =

[
ẑ

ψ

]
.

(3.12)
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3.3. Sincronización de Observadores

Utilizando la idea de la sincronización [5] junto con los resultados expuestos en [24] y [25],
ası́ como su uso para el diseño de observadores en [26] para sistemas de la forma (2.13), se
propone el siguiente conjunto de observadores sincronizados

dẑi =[P(zi, t)v̂i +g(zi,u)+Kz(zi− ẑi)+Ks ∑
j
(ẑ j− ẑi)]dt, Ks > 0, (3.13a)

dv̄i =[f2(zi, v̂i,u, t)−K[g(zi,u)+P(zi, t)v̂i]+P>(zi, t)(zi− ẑi)+Ks ∑
j
(v̂ j− v̂i)]dt, (3.13b)

v̂i =v̄i +Kzi, (3.13c)

ψi =v̄i +Kẑi, (3.13d)

ŷi =

[
ẑi

ψi

]
, i = 1, . . . ,N. (3.13e)

Como puede apreciarse, la dinámica de cada observador desacoplado corresponde al esquema
de orden completo desarrollado en la sección anterior, siendo ésta contrayente. Además, con
Ks(xj), j = 1, . . . ,N como las entradas para el i–ésimo elemento y con Ks > 0, se cumplen las
condiciones del Teorema 2.3.1, asegurando la sincronización de los N sistemas sin importar
las condiciones iniciales. Aun más, para cada miembro de la red se verifica la solución par-
ticular x̂ = x. En consecuencia, las trayectorias del sistema sincronizado convergen de forma
exponencial a la dinámica objetivo en ambientes libres de ruido.
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Capı́tulo 4

Simulaciones y resultados

Con el propósito de ejemplificar el comportamiento y desempeño de los diferentes obser-
vadores desarrollados en el capı́tulo anterior, en presencia y ausencia de ruido, se presentan
simulaciones sobre dos distintos osciladores. El primero corresponde al antes mencionado osci-
lador de van der Pol, y el segundo está relacionado con el modelo neuronal FitzHugh–Nagumo.

4.1. Oscilador de van der Pol

De acuerdo a la dinámica del oscilador de van der Pol (2.18) junto con metodologı́a de
diseño aquı́ planteada, fueron obtenidos los observadores de orden reducido y completo por
las ecuaciones (3.7) y (3.12), respectivamente. Para construir la red de estimadores acoplados
para este oscilador, se toma en cuenta la estructura del i–ésimo observador de orden completo
expresada por (3.13), que es de la forma

˙̂zi =v̂i +Kz(zi− ẑi)+Ks ∑
j
(ẑ j− ẑi), ẑ(t0) = ẑ0,

˙̄vi =− (z2
i −1)v̂i +φ(zi, t)−Kv̂i +(zi− ẑi)+Ks ∑

j
(v̂ j− v̂i), v̄(t0) = v̄0,

v̂i =v̄i +Kzi,

ψi =v̄i +Kẑi,

ŷi =

[
ẑi

ψi

]
.

(4.1)
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Los parámetros de la planta fueron asignados como sigue: la función φ se eligió de la forma
φ(z, t) = −3z+ t

t+1 z2 + z sin(t). Ası́ mismo, las condiciones iniciales de la dinámica objetivo
se fijaron como v(0) = 0.5 y z(0) = −0.5. Por su parte, las condiciones iniciales de los ob-
servadores se establecieron idénticamente igual a cero, emulando que se desconoce un estado
determinado de la dinámica no medible. Además, las ganancias de observación y sincronización
tienen los valores K = 10, Kz = 15 y Ks = 10. Finalmente, un conjunto de cincuenta observado-
res (N = 50) forma la red de sincronización, cuya salida está definida por el valor promedio de

todos los elementos acoplados, esto es ψ̄ =
1
N

∑i ψi. La elección de este número de observado-
res se discutirá más adelante.

Con todo lo anterior, en la Figura 4.1 se muestra el comportamiento de los distintos ob-
servadores bajo condiciones ideales. En ella se aprecia que, en ausencia de ruido, cada uno
de los estimadores converge de forma exponencial a una sola trayectoria, correspondiente a la
dinámica de la planta.

Por otro lado, se inyectó ruido blanco a cada una de las N salidas de la planta para simular
condiciones de operación real. Los parámetros de desviación estándar σ y media µ , que definen
un proceso de tipo Gaussino, se eligieron como σ = 0.2 y µ = 0, que representen un alto
contenido de ruido sin agregar un sesgo a la señal original. Bajo estas condiciones, la Figura 4.2
ilustra la evolución de las trayectorias para el estado z y sus estimados. Como puede apreciarse,
la implementación del observador de orden completo funciona a manera de filtro, atenuando
drásticamente la intensidad de ruido en la señal de salida. A su vez, la reducción del ruido es aún
más evidente para el caso de la red de estimadores sincronizados. Esta mejora puede apreciarse
en la vista de detalle para el tiempo t = 5 segundos. Aquı́, la sincronización de observadores
ofrece una trayectoria más suave respecto al uso de un único observador, recobrando de manera
fiel la dinámica objetivo libre ruido.

De forma similar, en la Figura 4.3 se presentan las trayectorias de los estimados v̂. En con-
traste con el caso ideal, el observador de orden reducido exhibe un pobre desempeño al am-
plificar de forma considerable el ruido, principalmente a través del término K z. Por su parte,
el observador de orden completo logra mejorar de forma sustancial el valor del estimado v̂ al
intercambiar en la ecuación de salida el valor del estimado ẑ en lugar de la señal ruidosa z. A su
vez, la mejor atenuación del ruido y realce de mayor calidad fueron logrados a partir del con-
junto de estimadores sincronizados, ya que, como se muestra en el detalle para t = 5 segundos,
la trayectoria estimada exhibe un comportamiento similar a la trayectoria libre de ruido.

Ahora bien, para cuantificar la mejorı́a en estimación entre los diferentes observadores y
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Figura 4.1: Estados estimados en ausencia de ruido, oscilador de van der Pol.

26



Capı́tulo 4. Simulaciones y resultados 4.1. Oscilador de van der Pol
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Figura 4.2: Estimado ẑ en presencia de ruido a la salida, caso van der Pol. (Negra–discontinua)
señal original, (verde–punteada) señal contaminada con ruido, (azul–sólida) orden completo,
(rojo–discontinua–punteada) grupo de observadores sincronizados.
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Figura 4.3: Estimado v̂ en presencia de ruido a la salida, caso van der Pol. (Negra–
discontinua) señal original, (verde–punteada) orden reducido, (azul–sólida) orden completo,
(rojo–discontinua–punteada) grupo de observadores sincronizados.
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realizar un análisis comparativo entre éstos, se calculó el valor cuadrático medio

frms =

√
1
T

∫ T

t0
‖ f (t) ‖2 dt. (4.2)

con f (t) = x(t)− x̂(t) . La reducción en la magnitud de este ı́ndice implica que la distancia
entre ambas trayectorias, libre de ruido y la estimada, es más pequeña, concluyendo una mejor
atenuación de ruido. Para llevar a cabo la comparación en condiciones similares, en todos los
casos se eligió el tiempo inicial t0 = 10 segundos, efectuado el cómputo del ı́ndice de desempeño
en estado estacionario con T = 6.5(sec). La Tabla 4.1 contiene los valores de estos ı́ndices.

Para el caso del observador de orden reducido, el orden de magnitud del ı́ndice es conside-
rablemente grande con respecto a cualquier otro observador, lo que coincide con la deficiente
estimación presentada en la Figura 4.2. En cambio, la red de observadores sincronizados redujo
en un orden de magnitud la estimación respecto al uso de un único elemento. Con lo anterior, se
puede constatar que la técnica de sincronización permite no sólo proteger o blindar a un sistema
dinámico del ruido intrı́nseco ası́ como ruido externo, sino también reconstruir de manera fiel
las trayectorias reales de los estados tanto medibles como no medibles.

Tabla 4.1: Valores RMS para t ∈ [10−25](sec) con desviación estándar σ = 0.2.

Señal Reducido Completo Sincronizado N = 50

z− ẑ – 0.0011 0.00006

v− v̂ 23.8747 0.1680 0.074
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4.2. Oscilador FitzHugh–Nagumo

Una representación simplificada de un modelo de activación de neurona es el sistema no
lineal FitzHugh–Nagumo (FN), cuya dinámica está gobernada según

ż =−1
3

z3 + z+ v+u(t), z(t0) = z0,

v̇ =− 1
θ1

(z−θ2 +θ3v), v(t0) = v0,

y = z,

(4.3)

donde u∈R, θ1,θ2,θ3 > 0 son parámetros constantes, z representa el potencial en la membrana
y v está relacionada con las corrientes de ionización a través de la neurona [29]. Dependiendo
del valor que tome la entrada u(t), la neurona se encontrará en un estado activo (u(t) ≥ 0.5) o
de relajación (u(t)< 0.5), siendo el primero caso el comportamiento de interés en este trabajo.

En lo que se refiere al modelo FN, fácilmente se puede verificar que la función g y la matriz
P son de la forma g(z, t) =−1

3z3 + z+u y P(z, t) = 1. Utilizando esta información junto con la
ecuación (3.6), el observador de orden reducido está expresado como

˙̄v =− 1
θ1

(z−θ2 +θ3v̂)−K(v̂− 1
3

z3 + z+u), v̄(t0) = v̄0,

v̂ =v̄+Kz,

ŷ =v̂,

(4.4)

y de forma similar, el observador de orden completo según (3.11) tiene la forma

˙̂z =− 1
3

z3 + z+ v̂+u+Kz(z− ẑ), ẑ(t0) = ẑ0,

˙̄v =− 1
θ1

(z−θ2 +θ3v̂)−K(v̂− 1
3

z3 + z+u)+(z− ẑ), v̄(t0) = v̄0,

v̂ =v̄+Kz,

ψ =v̄+Kẑ,

ŷ =

[
ẑ

ψ

]
.

(4.5)

Finalmente, se presenta a continuación la dinámica del i–ésimo observador de orden completo
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bajo sincronización

˙̂zi =−
1
3

z3
i + zi + v̂i +u+Kz(zi− ẑi)+Ks ∑

j
(ẑ j− ẑi),

˙̄vi =−
1
θ1

(zi−θ2 +θ3v̂i)−K(v̂i−
1
3

z3
i + zi +u)+(zi− ẑi)+Ks ∑

j
(v̂ j− v̂i),

v̂i =v̄i +Kzi,

ψi =v̄i +Kẑi,

ŷi =

[
ẑi

ψi

]
.

(4.6)

Los parámetros constantes del modelo FN se seleccionaron como θ1 = 3.5, θ2 = 0.7, θ3 = 0.1
y u = 0.5, los cuales coinciden con valores tı́picos encontrados en la literatura [6,24]. De forma
análoga al caso del oscilador de van der Pol, las condiciones iniciales de la planta y observado-
res, los parámetros estructurales del ruido blanco, las ganancias de observación y sincronización
ası́ como el número de elementos sincronizados conservan el mismo valor. Dicho lo anterior,
la Figura 4.4 presenta el comportamiento de los observadores con el vector de estados medi-
bles libre de ruido. Nuevamente se comprueba la convergencia exponencial de cada una de las
trayectorias de los observadores a la dinámica objetivo, gracias a la propiedad de contracción.

Cuando las mediciones están contaminadas con ruido fuerte, el observador de orden comple-
to permite recobrar un estimado cercano a la trayectoria original pero con cierto nivel de ruido,
tal y como se muestra en la Figura 4.5. A primera vista, una situación similar se presenta para
el conjunto de observadores sincronizados. Sin embargo, el detalle para t = 12 segundos resalta
una atenuación mayor del ruido en comparación al estimador de orden completo individual.

Ahora bien, la Figura 4.6 muestra el valor de los estimados v̂. Una vez más, el conjunto de
estimadores acoplados exhibe una notable reducción del ruido a diferencia de los diseños de or-
den completo y reducido, siendo mayor la amplificación para éste último caso. Para reafirmar lo
anterior, la reducción de error es cuantificada a través del mismo ı́ndice frms con T = 15.4(sec).
Estos valores se resumen en la Tabla 4.2.

Finalmente y como se mencionó en la sección 2.3, la distancia entre cualquier observa-
dor del grupo respecto a la trayectoria promedio (2.15) puede hacerse arbitrariamente pequeña
cuando N→ ∞, [24,26]. Con el propósito de analizar el progreso en la reducción del ruido, fue
seleccionado un número diferente de elementos que conforman la red de observadores sincro-
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Figura 4.4: Estados estimados en ausencia de ruido, oscilador FN.
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Figura 4.5: Estimado ẑ en presencia de ruido a la salida, caso FN. (Negra–discontinua) señal
original, (verde–punteada) señal contaminada con ruido, (azul–sólida) orden completo, (rojo–
discontinua–punteada) grupo de observadores sincronizados.
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Figura 4.6: Estimado v̂ en presencia de ruido a la salida, caso FN. (Negra–discontinua) señal
original, (verde–punteada) orden reducido, (azul–sólida) orden completo, (rojo–discontinua–
punteada) grupo de observadores sincronizados.
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Tabla 4.2: Valores RMS para t ∈ [10−25](sec) con desviación estándar σ = 0.2.

Señal Reducido Completo Sincronizado N = 50

z− ẑ – 0.0014 0.000037

v− v̂ 38.4410 0.1577 0.0143

nizados, en el rango N = 1 . . .250. Para cada conjunto, se calculó el valor cuadrático medio del
error obteniendo las gráficas que se presentan en las Figuras 4.7 y 4.8.

De acuerdo con esta información, el valor del ı́ndice de desempeño permanece prácticamen-
te constante a partir de N = 50. Por consiguiente, se puede establecer un lı́mite en el número
de observadores a sincronizar antes de, por ejemplo, llevar acabo una implementación de éstos
sobre una aplicación real, como en el caso de un EEG, ya que una cantidad elevada de observa-
dores por encima de este valor, podrı́a incrementar la carga computacional a la que es sometida
el ordenador de forma considerable e innecesaria.
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Figura 4.7: Índice RMS del error de estimación (z− ẑ) (azul) y (v− v̂) (verde) para un diferente
número de observadores, caso van der Pol.

35



Capı́tulo 4. Simulaciones y resultados 4.2. Oscilador FitzHugh–Nagumo

0 50 100 150 200 250

f
R
M

S
(z

−
ẑ
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Figura 4.8: Índice RMS del error de estimación fRMS(z− ẑ) (azul) y fRMS(v− v̂) (verde) para
un diferente número de observadores, caso FN.
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Capı́tulo 5

Conclusiones y trabajo a futuro

Se ha presentado una metodologı́a en el diseño de observadores de estado para neuro-
osciladores basada en la teorı́a de contracción y la técnica de sincronización de sistemas dinámi-
cos con el fin de reducir el efecto del ruido en los estados tanto medibles como no medibles.
Se demostró que los observadores de orden reducido y completo verifican las propiedades de
contracción y contracción parcial, garantizando que todas las trayectorias convergerán una a
otra,olvidando de forma exponencial las condiciones iniciales, incluyendo la dinámica objeti-
vo.

Se comprobó por medio de simulaciones sobre dos osciladores no lineales, que en ambientes
libres de ruido, el observador de orden reducido permite reconstruir completamente la trayec-
torias de las variables no medibles. Para el caso en que las mediciones están contaminadas con
ruido de baja intensidad, se ha recurrido a un observador de orden completo, ya que éste no sólo
mejora la estimación de los estados no medibles, también ayuda a reducir el efecto del ruido
sobre el mismo vector de estados medibles.

No obstante, en presencia de ruido fuerte, un único observador de orden completo no es
capaz de recobrar de forma precisa la información del proceso original. Al agregar un término
de acoplamiento entre un grupo de observadores, se ha obtenido un mejor desempeño, el cual,
se incrementa según el número de elementos interconectados, permitiendo que la red de esti-
madores recupere un comportamiento bastante similar al de una dinámica libre de ruido.

De esta forma, la sincronización de sistemas dinámicos demostró ser una herramienta po-
derosa en la búsqueda por proteger a un proceso de los efectos del ruido, que incluye no sólo
el caso intrı́nseco originado por el flujo de información entre los elementos que conforman una
red neuronal, sino también el agregado por los instrumentos utilizados para efectuar medicio-
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nes. En consecuencia, futuras pruebas en aplicaciones como médicas o biológicas, como es el
caso de una Electroencefalograma, deben llevarse acabo con el fin de verificar el desempeño de
los observadores bajo condiciones reales.

Finalmente, una extensión más general de la metodologı́a aquı́ presentada puede llevarse
acabo al relajar las distintas restricciones que se asumieron a lo largo del trabajo. Al conside-
rar sistemas donde el número de estados no medibles es diferente al número de mediciones
disponibles, permitirá abarcar una familia más grande y compleja de neuro–osciladores, como
los modelos Hindmarsh–Rose y Hodgkin–Huxley, etc. Ası́ mismo, la entrada no lineal de los
estados no medibles sobre la dinámica de aquellos medibles, ampliarı́a considerablemente la
familia de sistemas sobre la cual puede aplicarse esta metodologı́a, incluyendo sistemas no li-
neales de tipo mecánico, biológicos, etc. Mas aún, el uso de técnicas de estimación adaptable
ayudarı́a a contemplar incertidumbre en los parámetros del modelo del neuro–oscilador, lo cual
es una situación común e inherente en todo proceso neuro–biológico. Éstos y otros temas que-
dan abiertos a futuras investigaciones en el campo del diseño de observadores y, en general, en
el estudio de sistemas no lineales.
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