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1. Introduccién. 1

1. Introduccidn.

En este texto presentamos dos nuevos teoremas de condiciones suficientes de segundo orden
para minimos fuertes, un teorema referente a un problema paramétrico y otro referente a un
problema de Bolza no paramétrico. En la seccién 2 planteamos el problema paramétrico y
enunciamos el respectivo teorema de suficiencia, dejando su demostracién para la seccién 5.
En la seccién 3 se plantea el problema de Bolza no paramétrico y se enuncia su respectivo
teorema de suficiencia, que es una consecuencia casi directa del teorema de suficiencia del
problema paramétrico. En la seccién 4 se presenta un lema que es de mucha utilidad en la
demostracion del teorema de suficiencia del problema parameétrico.

El problema paramétrico que analizaremos consiste en minimizar un funcional de la
forma

t1
I(z,) :=l(a) +/ L(t,z(t),&(t)) dt.
to
A z, le llamamos trayectoria, donde x es una funcién absolutamente continua y a € RP. Es
importante mencionar que en las hipétesis de los teoremas no se hace uso de la condicion
reforzada de Legendre, por lo que también aplica para trayectorias singulares, es decir,
trayectorias x, donde det[L;; (¢, 2(t),&(t))] = 0 para alguna ¢ € [to, t1].

El método que se usa para la demostracién del teorema de suficiencia del problema
paramétrico estd basado en técnicas que se utilizan en [Licea, 2009, Licea, 2013], que son una
generalizacién de una técnica de [Hestenes, 1966] que tuvo origen en [McShane, 1942]. Una
componente importante que cabe destacar acerca de esta técnica es que es autocontenida, en
el sentido de que no requiere conceptos clasicos como puntos conjugados, desigualdades de
matrices de Ricatti o campos de extremos, mas aun, no requiere de argumentos de convexidad
local como por ejemplo los presentados en [Bliss, 1968, Clarke and Zeidan, 1986, Loewen,
1990].

2. Problema Paramétrico de Calculo de Variaciones.

Sea T := [tg,t1] un intervalo cerrado en R y A cualquier subconjunto no vacio de R?, al cual
llamaremos el conjunto de pardmetros. Consideremos las siguientes funciones

I:RP 5 R a—l(a),
U;: RP = R" a s Uy(a) (i=0,1),
L:TxR'xR* 5 R (t,z,%) — L(t,z,),
©: TxR"xR" - RF  (t,2,%) = @(t,z, ).

Asumiremos que las funciones L y ¢ son de clase C? con respecto a z y @ en T x R™ x R”,
y también que las funciones [ y ¥; (i = 0,1) son de clase C? en RP.

Denotaremos por AC(T;R™) al conjunto de funciones absolutamente continuas en T
con valores en R™, por AC?(T;R™) al conjunto de funciones absolutamente continuas con
derivadas cuadrado integrables, es decir,

AC?*(T;R™) = {x € AC(T;R") |x € L*(T;R™)} .
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Asimismo, denotaremos por AC,(T;R") y AC’IQ) (T;R™) a los conjuntos AC(T;R™) x RP y
AC?*(T;R™) x RP respectivamente. Si x € AC(T;R") y a € RP denotaremos por x, al
elemento (x,a) € AC,(T;R™).

El problema paramétrico del calculo de variaciones con el que trataremos, el cual etique-
taremos con (P), es el de minimizar el siguiente funcional

I(xq) :==l(a) + /tl L(t,x(t),x(t)) dt

to
sobre todo x, € AC,(T;R™) sujeto a las siguientes restricciones
R1) a € A.
R2) L(-,x(-),%(-)) es integrable en 7.
R3) x(t;) = ¥;(a) para i =0,1.
R4) o(t,x(t),x(t)) = 0 casi para todo (c.p.t.) t € T.

A los elementos de AC,(T'; R™) les llamaremos trayectorias, y diremos que una trayectoria
es admisible si satisface las cuatro restricciones anteriores. Una trayectoria z. serd solucién
de (P) si es admisible e I(z.) < I(x,) para toda trayectoria admisible x,. Diremos que una
trayectoria admisible z. es un minimo fuerte de (P) si es un minimo local de I relativo a la
norma

[Xall := lal +[Ix[lc (xa € ACH(T;R™)),
es decir, si para alguna h > 0, I(z.) < I(x,) para toda trayectoria admisible x, que cumple
que ||xq — zc|| < h.

Con el fin de establecer el primer teorema de suficiencia de este trabajo, introduciremos

las siguientes definiciones.

e Dada x € AC(T;R"™) definimos
x(t) == (¢,x(t),x(t)) (c.p.t. t€T).

e Para cualquier x, € AC,(T;R"), con x € L>(T;R"™) y cualquier y, € AC,(T;R"™), la
primera variacion de I a lo largo de x, sobre y; esta dada por

ty
Pl = U@+ [ L(0)y(0) + L (50)5(0)
to
Més aun, si y, € ACY(T;R™), definimos la segunda variacion de I a lo largo de X,
sobre y; por
t1
I"(xaiye) =0 @b+ [ 29(x5(0) d,
to
donde
200,y 9) =y Laa (X(t))y + 29" Laa (X(8))§ + 5" Lo (X(1)) 9,

parat € T y y,y € R™. El simbolo * denota transposicién.
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e La funcion exceso de Weierstrass con respecto a L, £: T x R3" — R, est4 dada por
Et,x,2,&) = L(t,x,&) — L(t,x,2) — Ly (t,z,2)(E — %)
parat € Ty x,z,2 € R™.

e Dado x, € AC,(T;R"), definimos a Y (x,) como el conjunto de todas las y, €
ACZ(T;R™) que satisfacen
y(ti) = ¥i(a)p  (i=0,1),
0z (X)) y(t) + ¢z (X()u(t) =0 cp.t. t€T.
e Definimos las funciones V: R* - R, D, Q: AC(T;R™) — R por

V(a) =1+ a2 -1,
D(x) := /tl V(x(t)) dt,

to
Q(x) := V(x(to)) + D(x),
para cada a € R" y x € AC(T;R"™).

Teorema 1. Sea z. una trayectoria admisible con z € L*(T;R™). Supongamos que se
satisfacen las siguientes condiciones.

C1) U'(c) = Ls (2(to)) Py (c) — Lz (2(t1)) P (o).
C2) Lg(2(to)) ¥§(c;b) — Ly (2(t1)) ¥4 (c;b) < 0 para toda b € RP.
C3) Eziste « € R™ tal que
t
Ls (2(t) = /t Lo(i(s)) ds+a*  (teT).
C4) L;z(z(t)) >0 cpt. teT.
C5) I"(ze;yp) > 0 para toda yp € Y(z.) no nula.
C6) Existen h,0 > 0 tales que para cada trayectoria admisible x, se tiene que
E(t,x(t),2(t),x(t)) =0 cpt teT,
/ " e (6 x(1), 2(0), K(1)) dt > hD(x — 2),
to
siempre que ||x — z||c < 4.
Entonces existen p,v > 0 tales que para toda trayectoria admisible x, se cumple que
I(xq) > I(z.) + pmin {|a — c[*, Q(x — 2)}
siempre que ||Xq — zc|| < v. En particular, z es un minimo fuerte de (P).

La demostracion de este Teorema se deja para la seccién 5.
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3. Problema de Bolza no Paramétrico.

Ahora, consideremos un intervalo T := [tg, 1] en R, dos subconjuntos no vacfos Ag, . A; de
R™ y las funciones

£:R" xR® - R (z1,22) = L(21,72),
L:TxR*"xR* >R (t,z,2) — L(t,x,T),
¢: T xR xR* - RF  (t,2,2) — ¢(t,,2).

Supondremos que las funciones £ y ¢ son de clase C? con respecto a v & en T x R x R”,
y que la funcién £ es de clase C? en R™ x R”.
El problema no paramétrico del célculo de variaciones con el que trabajaremos ahora,

que denotamos por (P), es el de minimizar el funcional

T(x) = ((x(to) x(t)) + [ L)) dt

to
sobre todo x € AC(T;R™) que satisface las restricciones
R'1) x(t;) € A; parai=0,1.
R'2) L(-,x(-),%(+)) es integrable en 7.
R'3) o(t,x(t),x(t)) =0 cpt. t € T.

A los elementos de AC(T;R™) les llamaremos trayectorias con respecto a (P) o simple-
mente trayectorias cuando no haya confusion. Diremos que una trayectoria es admisible si
satisface las tres restricciones anteriores. Una trayectoria z es solucidn de (P) si es admisi-
ble y ademds Z(z) < Z(x) para toda trayectoria admisible x. Diremos que una trayectoria
admisible z es un minimo fuerte de (P) si es un minimo de Z relativo a la norma || - |c,
es decir, existe e > 0 tal que para toda trayectoria admisible x, Z(z) < Z(x) siempre que
IIx = z|lc < e.

Sea ¥: R"™ — R™ x R™ una funcién de clase C? en R™ tal que Ay x A; C P(R").
Asociaremos al problema (P) el problema paramétrico de la seccién 2, al cual denotaremos
por (Py),conp=n, A=V (Ayx A),l=lo¥, L=L o=¢y ¥y, ¥; las componentes
de U, es decir, ¥ = (Vq, ¥y).

Teorema 2. Se satisfacen:

i) xa es una trayectoria admisible de (Py) siy solo six es una trayectoria admisible de
(P) yae VUt (x(tg),x(t1)).

i) Six, es una trayectoria admisible de (Py), entonces

Z(x) = I(xq).
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iii) Siz. es solucion de (Py), entonces z es solucion de (P).

Demostracion. Los incisos i) y ii) se siguen de las definiciones de los problemas.

Sea x una trayectoria admisible de (P) y sea a € W~ (x(to),x(t1)). Por el inciso i), z es
una trayectoria admisible de (P) y x, es una trayectoria admisible de (Py). Entonces, por
i)

I(z) = I(zc) < I(xa) = Z(x)
lo que demuestra ii). O

El siguiente teorema, el cual es una consecuencia directa de los Teoremas 1 y 2, da un

conjunto de condiciones suficientes para el problema (P).

Teorema 3. Sea z. una trayectoria admisible de (Py) con z € L*°(T;R"™). Las siguientes
condiciones se satisfacen.

Cll) l/(b()) = LI (i(to)) \116(6) - Lm (i(tl)) \Il’l(c)
C'2) Lg(2(to)) W (c;b) — Ly (2(t1)) ¥ (c;b) < 0 para toda b € R™.
C'3) Eziste « € R™ tal que

t

L;(z(t) = / Ly (2(s)) ds + o (teT).

to
C'4) Lis(2(t) 20 cpt. t € T.
C'5) I"(z¢;yp) > 0 para toda yp € Y(z.) no nula.
C'6) Existen h,d > 0 tales que para cada trayectoria admisible x se tiene que

E(t,x(t),z(t),x(t)) >0 cpt teT,
/ " £ (6 x(1), 2(0), K(1)) dt > hD(x — 2),

siempre que |x — z|]|c < 4.

Entonces z es un minimo fuerte de (P).

4. Resultados Auxiliares.

El siguiente Lema sera de gran utilidad en la demostracién del Teorema 1. Antes de enunciar
el Lema daremos algunas notaciones sobre convergencia.
Sea (fn),cn una sucesién de funciones medibles y f una funcién medible. Denotaremos

. . u . . . cu .
convergencia uniforme por f, — f, convergencia casi uniforme por f, — f, convergencia

fuerte en LP por f, N f y convergencia débil en LP por f, N f. De aqui en adelante no

reetiquetaremos las subsucesiones de una sucesion puesto que este hecho no alterard nuestros
resultados.
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Lema 1. Sean z € AC(T;R") y (29) ey una sucesion en AC(T;R") tales que

lim Q(z'—z) =0 y dy:=[20(z7 — z)]1/2 >0 (geN).

q—o0

Para cada q € N, sea
_zl—z

q._
y?: 0

Entonces se cumple lo siguiente:
a) Ezisteny € AC?(T;R"™) y una subsucesion de (%) jen tales que
21 5,
y? vy,
1

gq Qy

b) Sean S CT medible, R € L*>(S;M"*") y (Ry) ey una sucesion en L°°(S; M™"). Si
29 2z, R, 3 RenS, yR(t) >0 para cada t € S, entonces existe una subsucesion

de (Y?) ey tal que

lminf [ 49(t) R, (t)y9(t) dt > /S Y R(EY(E) dt.

q—o0 S

Demostracion.
a) Primeramente observemos que Q(z? — z) — 0 implica que

lim V (z%(to) — z(to)) = lim D(z? —z) = 0.

q—o0 q— o0

Dados ¢ € Ny c.p.t. t € T, definimos
1/2
1. .
wy(t) = [1 + §V(zq(t) - z(t))] ,
1 1/2
Cq = [1 + 5V(z‘f(to) — z(to))} .

Notemos que V(a)(2 + V(a)) = |a|? para cada o € R™. Entonces

+/t01 '3;:((’32 dt=1 (geN),

2

y“(to)
Cq
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y como claramente ¢, — 1, existen 3 € R”, o € L*(T;R") y una subsucesién de {z7}

tales que y?(to) — By (U9/wy) . 5. Ahora definimos y € AC*(T;R™) por

y(t) ::5+/ o(s)ds  (teT),

to
e inmediatamente se sigue que y(tp) = 8y y(t) =o(t) c.pt. t €T.

Como w} > wy > 1 tenemos

Og/tl[wq(t)—1]dt§/t1[w3(t)—l]dt:;D(zq_z).

to to

Observe, que también

/tl g () — 1) dt = /tl [w?(t) — 1] dt — 2/t1 [, (1) — 1] dt.

to to to

Asi que wqu o para toda u € L (T;R™). Entonces,

“(t)
wq(t)

para cada u € L (T;R™). Por tanto y? LN Y. Entonces la sucesién (y?), oy es equi-

.

tl tl
lim Y4(t)*u(t)dt = lim (

=0 Ji =0 Ji

>* wq(t)u(t) dt = / " Yt ult) dt

to

integrable en T', lo que implica que (y?), .y es equi-continua en 7. Como y?(t) =
y?(to) + ftto y9(s)ds (t € T) se deduce que y? — y.

Sea x € AC(T;R"), definimos w(t) := [L + 3V (x(t))]"/? c.p.t. t € T. Observemos que

/t1 w(t)?dt = (t; — to) + %D(x),

/ " lz;(é))f dt = 2D(x).

Entonces, por la desigualdad de Cauchy—Schwarz

= ( | k(o) e

0

2
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Consecuentemente
lfm |27 — 2|, =0,
q—00

. . . ., . cu .
lo que implica que existe un subsucesién de (z9) qens talque 29 — Zen T

b) Puesto que 29 — 7 es S, existe ¢o > 0 tal que para toda g € N,

[ tr@rar = som— [ viEn —xo) 2+ v -20)] a
< Q(T‘Lz)/sv(zq(t) — 3(t)) dt
< 2F -2
Q(z? - z)
= Cp.

Entonces, existe una subsucesién de (4?) q4en que converge débilmente a § en L?(S;R™).
Puesto que R > 0 en S, la funcién

UH/Sv(t)*R(t)v(t) dt

es débilmente semicontinua inferior en L?(S;R™). Como w, — 1 en S, entonces para
toda h € L2(S;R"),

/qu(t)*h(t)dt:/s(gq(t))*wq(t)h(t)dt—>/Sg(t)*h(t)dt,

wq(t)

o L2 .
es decir, y? — y en S. De esta manera,

lim inf /S YO  R(E)YI(E) dt > / Y R(E)Y(E) dt.

q— o0 S

Puesto que R, — Ren S, se sigue que

lim inf /S YI(6)* Ry (L)Y () dt > / Y R(E)Y(E) dt. O

q—o0 S

5. Demostracion del Teorema 1.

Las siguientes definiciones seran de utilidad en la demostracién del Teorema 1.
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e Para toda x € AC(T;R™) y a € RP, definimos
Xq(t) := (x(t),a)"  (t€T).
Obsérvese que para cada a € RP,

%a(t) = (X(£),0*  (cpt.teT).

e La funcién Lg: T x R*™? x R*"*? — R y la funcién exceso de Weierstrass con respecto
a Lo, &: T x R*TP x R*TP x R*TP — R, estdn definidas como

l ey . .
LO(t7 Uu, U) = (un-‘r;l - tOun+p) + L(t’ ULy e ooy Un, ULy - - - aun)7

5()<t, u, ’ll,’f)) = Lo(t,u,’l')) — Lo(t,u,ﬂ) — Lo,;(t,u,’d)(’l') — d),
parat €T y u, 0,0 € R"TP,

Antes de establecer la demostracién del Teorema 1, presentaremos varios lemas que nos
ayudaran en la demostracién del Teorema. En lo que sigue de esta seccién hasta antes de la
demostracién del Teorema, z. serd una trayectoria admisible con z € L*°(T'; R™) que cumple

las 6 condiciones del Teorema 1 y (zgq) serd una sucesion de trayectorias admisibles
qgeN

tales que para toda ¢ € N

1
122 — z] Smfn{a,}, 1)
a4 q

2
I(z8) —I(z) < min{ q ; o’ Q(qu‘ 2) } .

Cabe notar que z¢ - z y cqg —>C.
Para cada t € T y u € R definimos
M(t,u) := Lo(t,u, 2¢(t)) — Lo(t, 2e(t), 2e(t)) — Lou (t: 2e(t), 2e(t)) (u — 2¢(t)),
N(t,u) = L (t,u,2c(t)) — Ly (£, ze(t), 20(t)).
Observemos que por la férmula de Taylor aplicada a la variable u tenemos,

M(t,u) = % (u—zc(t))" P(t,u) (u— 2z(t)),
N(tv U) = Q(tvu) (u - Zc<t))7

donde

P(t,u) =2 /1(1 = A)Lowu (t, ze(t) + Alu — ze(8)], 2e(t)) dA,

Qtu) = /O Lot (£, ze(t) + A — 2o(8)], 2o(2)) dA.
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Dada x, € AC,(T;R™) definimos

E(xq) == /tl Eo(t, xa(t), 2e(t), %a(t)) dt,

to

K(xg) = /tl Mt xa() + (Ra(t) — 2o(5))" N (£, xa(8)) dt.

to

Lema 2. Six, € AC,(T;R"), entonces

I(xa) = I(ze) + I'(ze; %0 — ze) + K(xq) + E(Xa)-
Demostracion. Se sigue de las definiciones de E K, I'el. O

Lema 3. Six, es una trayectoria admisible con ||xo — z.|| < 6, entonces

E(xq) = h [Q(x —z) — V(x(to) — z(t0))] -
Demostracion. Se sigue del hecho de que Ey(t, x4 (t), 2:(t), %4 (t)) = E(t, x(t), 2(t), X(t)), C6)
y de la definicién de Q. O
Lema 4. Eziste n > 0 tal que para toda trayectoria admisible x,,

|K(xa)| <nllxa =zl [L + Q(x — 2)]
siempre que ||xq — zc|| < 1.

Demostracion. Definimos ,
ko = (lzell +1)" + 12]1%.-

Por continuidad de Loy, ¥y Lowu, e€xiste k > 0 tal que

|L0uu (ta u, u)' <

S R,

|L0du(t7 u, ’U,)| S R,

para cada t € T y u,u € R"P que satisfacen |(u, )| < kg.
Definimos
n:=V2kméx {t; —to,1}.

Sea x, una trayectoria admisible tal que ||x, — zc|| < 1. Sit € T es tal que |2(t)| < ||2]|oo ¥
A € [0, 1], entonces

| (2e(t) + Alxa(t) = 2e()], 2e()]* = |2e(t) + Alxa(t) — ze(D)]]” + |2(2)[?
< (lzell + Alxa — ze|)* + |12112

< /@g.
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Por tanto

|P(t,xa(t))| < 2/0 (1= X)|Lowu (t, ze(t) + Axa(t) = ze(t)], Zo(t)) ]| dX < &,

1Q(t,xa(t))| < /O | Loau (£, ze(t) + Axa(t) — ze(t)], 2e(t))| dX < &,
c.p.t. t € T. Entonces,
| M (t,xa(t)) + (Xa(t) — ic(t))*N(t,xa(t))| < |xa(t) — zo(t)] (|P(t,xa(t)) | 1xa(t) — zc(t)]

+1Q(t xa (1) | alt) — 2:(0)])
< Allxa = 2ell (14 %a(t) — 2e(0)])

< V2RlIxa — 2oy 1+ [x(2) — 2(1)

’ 2

c.p.t. t € T. De modo que
t

|K (xa)| < V2E|xq — z|| / 1 + V(x(t) — z(t)) dt

= V2&[xq — zc||[(t1 — to) + D(x — z)]
< nllxa — z¢|] [1 +D(x — z)]

=1xa — ze| [L + Qx — 2) — V(x(to) — z(t0))]
< nllxa — z¢| [1+ Q(x — 2)]. 0
Lema 5. Para cada q € N e i =0,1 se cumplen

1
z24(t;) — z(t;) = /0 Wi(c+ Aeg — ) (cqg — ¢) dA, (3)
29(t;) — z(t;) = ¥i(c)(cq — ©)

—|—/ (1= (c+ Aeg — s ¢g — ¢) d, (4)

0

V(e)eg—e) =) {(—1)iLi(i(ti))(Zq(ti) —z(t:))
i=0

(2

+ (1)L (3(t)) /0 (L= X)W/ (c+ A[cg — cJs¢q — €) d/\}7 (5)

1
I'(ze;28, —2e) = U(0) (g — ) = D (=1)"La(2(t:)) (2% (t:) — 2(t:)), (6)
1=0
1 1
I'(ze;2d —z0) = Z(q)”lLi(z(ti))/o (1 =N/ (c+ A[cg — cs¢q — ) dA. (7)

1=0
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Demostracion. Por R3) sabemos que z9(t;) —z(t;) = ¥;(cq) — Vi(c). Entonces, por la férmula
de Taylor aplicada a ¥; obtenemos (3) y (4)
De C1) tenemos

Sustituyendo \I/’ ( c)(cq — ) de la ecuacién (4) en la ecuacién anterior obtenemos (5).
Por C3), £ L;(2(t)) = Ly(2(t)) c.p.t. t € T. Entonces,

Pacizt, ~2) =) (e, =+ [ LLa(E0) (0 - 2(0)]

to

Nuevamente por C3), la funcién ¢ — L;(Z(t)) es absolutamente continua en T y aplican-
do el teorema fundamental del cilculo para integrales de Lebesgue a la ecuaciéon anterior
obtenemos (6).

Finalmente, la ecuacién (7) se obtiene al sustituir (5) en (6). O

Lema 6. Eziste una subsucesion de (zq)qu tal que z7 # z para toda q € N.

Demostracion. Supongamos lo contrario. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
21 = z para cada ¢ € N. Entonces, (3) y (5) se reducen a

/01\112(0+)\[cq—c])(cq—c) dA=0 (qeN,i=0,1), (8)
1

V(e)(eg =) = D (~1)"* La(E(t:)) / (L= N (c+ Ay — ey —c)dr. (9)

=0

Asimismo, (2) se reduce a l(cq) < I(c), lo que implica que ¢; # ¢ para toda ¢ € N. De
esta manera la sucesién Teo=el ) yen estd bien definida. Por tanto podemos escoger una
subsucesién tal que

qlggo |ZZ : Z| ¢ (10)

para algin ¢ € RP con |¢| = 1.
Por (8) y el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue (T.C.D.L),

1 —
0= lim \Ilg(c—&—)\[cq—c])(% C)d)\

4= Jo lcg — ¢

=U(c)e  (i=0,1).

Por tanto 0: € Y(z.) y ademds es no nulo.
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Usando (9) y la férmula de Taylor tenemos que para cada g € N, existe i)q € (cq,0)! tal
que

0> I(cq) — ()

(€)(eg — ) + 5eg = V(b (e — 0

o~

|
_MH

N| = ©

(—1)t+t /O (1= X)Ly (2(t:)) WY (¢ + Aleg — cl; ¢g — ) dA

K2

+ o (cq — C)*l//(gq)(cq — o).

Entonces, usando el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue y (10)

1 1 —C
0> lim {Z(—w’“/o (1 — N Ly (2(t:)) (c+A[cq - C];ch|> dA

q—0 -
=0

1/ co—c\", + Cqg— C
3 (=s) o (=)}
2(|cq—c| ) ey =4

1
Z(—l)i—i_le‘ (2(@))\112/(07 é) + % é*l”(c) é
=0

N RN~ N

Esto contradice C5), lo que demuestra el Lema. O

Lema 7. Se satisfacen
i) Q(z?—z) > 0 para toda ¢ € N.

ii) lfm Q(z7 —z) = 0.

q—o0
Demostracion. Del Lema 6 se sigue el inciso i). Por (6) tenemos

lim I'(ze;22 —z.) = 0. (11
Cq

q—o0

L(cq,c) denota el segmento de recta que une a cq y ¢ sin los extremos.
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Entonces,
q __
Q(Zq") > 1(z2) - I(z.) (Por (2))
=I'(ze;28, —ze) + K(20) + £(24) (Por el Lema 2)
> I'(ze;2d, —ze) —nllzd, — zc| (Por (1) v
+ [h— nllzd, — z.||] Q(z% — z) — hV (z%(to) — z(to)) los Lemas 3 y 4)
> I(zei2, —20) — 2 (Por (1))

+ (= 2) @zt~ 2~ hV(at(o) 2l

para cada ¢ € N. Reordenando los términos obtenemos que

(h - g - ;) Q" -2) < 2+ hV(2'(to) = 2(to)) = I'(zei28, —2) (¢ €N). (12)

Por tanto, de (11), (12) y de la continuidad de V se sigue el inciso ii). O

Para cada ¢ € N, sean

dg:=+/2Q(z1 —z) y y?:= )

que por el Lema anterior estan bien definidas.

Lema 8. Ezisteny € AC?(T;R"™) y una subsucesion de (z%) jen que cumplen
i) 29 % 2.
i) yr L y.

i) g7 -5 .

o E(E)
iv) hqrggolf 2 > 2/t0 Y(t)* Lag (2(1))Y(t) dt > 0.
Demostracion. Del inciso a) del Lema 1 junto con el Lema 7 se siguen inmediatamente los
primeros tres incisos.

Por la férmula de Taylor

SLAOAOZO) L gaieyr (e (13)
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donde
Ry(t):=2 /1(1 — ALy (t,27(t), 2(t) + A[29(t) — 2(1)]) dA,
0
y por C6) .
igq(t)*Rq(t)gq(t) >0 (c.pt. t €T, g €N). (14)

Sea S C T medible en el cual 22 — z. Entonces, Ry — Lg;(Z(+)) en S. De manera
que

lqn—1>}>10} d2 ) Lnlif.} " Y 1)y or
> Dimint [0 ROFO@ (Por (14)
2 q—o0 S
2 %/y(t)*l’” (i(t))y(t) dt (Por el Lema 1b))
s
2 0. (Por C4))

Como S se puede escoger de tal manera que la medida de 7'\ S sea arbitrariamente pequena,
obtenemos iv). ]

Lema 9. La sucesion (%) es acotada.
q
qeN

Demostracion. Supongamos que la sucesién (C{c> no es acotada. Asi que existe una
q
qeN

subsucesién tal que
L, |eg—c
lim |24
q—o0

= 00,

q
por lo que para ¢ suficientemente grande |c, — ¢| # 0. Entonces, podemos extraer una

Cq—C

subsucesién de (‘c —é\) tal que
a qeN

lfim <4 — ¢ (15)

g0 |cq — ¢

para algiin ¢ € RP con |¢| = 1. Como y? —= y,

q_ d Y
z z:< 1 )yq—>0~y:0. (16)
|cq — |cq —
Entonces,
a(t.) — z(ts
0= tim 2 = 2(t)
g=o0  |eqg —
1
) cq— ¢
= qlggo i Wi(c+ Aeg — ) (CZ — c|) dA (Por (3))

= Ul(c)¢ (Por T.C.D.L)

K2
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para i = 0, 1. De modo que 0z € Y(z.) y es no nula.
Por (15) y (16),

g = cf? 2 leq — ¢l
25 2000 Loua (5 2, 2e()0()
&l (0)e
2(ty — to)’
N2, () (28,() ~ 2())

. Lt
Como y? — vy, entonces

292 :( dg )gqﬁo.gzo)
leq — ¢ leq — ¢

y junto con (18) tenemos

L —20)" N (628, ()
o i Jeq—d lcq — |

Entonces, de (17) y (19),
K(z) 1

s I LAY
ql;n;o o e 2 1" (e)e.

Por (7) y el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue,

T T 5 (1) L 1) W (c5€),

gm0 eg —cf? =0

y por el Lema 8iv),

@) . EG) &

liminf ——2— = liminf Ca’ . > 0.
g0 cg—cl? gmeo  d2 o feg—c T

dt = 0.

(17)

(19)

(20)

(21)

(22)
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Finalmente,
1 1
51//(20; 05) = 5 c* ZN(C)E
ooy KGO EED) Por (201 v (29
Jm g tlimin or = o2 (Por (20) y (22))
z4 I(z I'(ze;28 —z
= lim inf =) g ) - (228 <) (Por el Lema 2)
g0 |cq — ¢l leq — cf?
1
1 ; ~ .
=3 D (D) La(2()) Y (¢ 9) (Por (2) y (21))
i=0
<0. (Por C2))
Lo que contradice C5) O

Lema 10. Ezisten ¢ € RP y una subsucesion de (%) N que cumplen
q qe

Cq —

i) lim

ii) ys € Y(z).

Demostracion. El primer inciso se sigue del Lema 9.
Usando (3) y el hecho de que y? —* y tenemos

Resta demostrar que
e (Z)y(t) + 9z (2)Y(t) =0 (cpt.teT).
Para ello definimos
Gq(t; A) := (b, z(t) + A[29(t) — z(t)], 2(t) + A[2%(t) — 2(t)]) (€N, A€ [0,1], c.pt. t €T),

y notemos que
Gy(t;0) = G4(t;1) =0 (geN,cpt.teT).

También definimos
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para toda g € N, A € [0,1] y c.p.t. t € T. Por la férmula de Taylor

_e(@®) M) _ [, (v
0= _/0 W(Li)(tv)‘) (gq )d/\

dq

</01 G dA) yi(t) + (/01 AR d)\) ().

Sea S C T medible tal que z¢ — z. Como ¢ h Y, para toda t € T,

/[t ns P (2(s))y(s) + i (2(s))y(s) ds = 0.

Como S se puede escoger de tal manera que la medida de T'\ S sea arbitrariamente pequena,
entonces

/ P2 (2(5))Y(s) + 2 (2(s))Y(s)ds =0 (teT).

to

Por consiguiente

P (Z(0))Y (1) + 92 (2(1)Y(t) =0 (ep.t. teT). ]

Lema 11. Se satisfacen

i) y=0.
£(z,)
ii) liminf —= = 0.
q—o0 q

Demostracion. Por el Lema 8ii) y el Lema 10i),

M(.ng(.)) 1 . . .
e R QL 0 b

dt = / " Go(0)” Lo (. ze(t). 2(1)) yo(t) dt.

to

1f ji(t)" ——"
A Ye(t) 7,
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Por el Lema 8iv),

1/ K(qu) 1 tl t*L t t s t t
Jim = ‘2/to Ye(t)* Lown (£, 2o(t), 2(8)) o (t)

+ 2Ya(t)* Loau (t, ze(t), 2c(t)) ye(t) dt

— 5" (eesve) — 5 [ 90" Las () (0)

2 to
1 £(z4)
> - 1 ) 1¢ . q
2 51" (2 ye) — liminf z (23)
Por (7) y el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue,
I'(z; 28 g )i
’ - +1 {/ .=
qliglo d2 2 go L ))\Ijz (C7 C). (24)
Por el Lema 2, (2), (24) y C2),
K(z4 E(z4 I1(z8) — I(z, I'(z¢;28 — z.
lim (=2,) + liminf ( ;q) = lim inf (=2, 5 () _ I 2 )
q—00 q q—00 H q—00 dq dq
1A
i+1r (504, " .. =
< 3 LU La(ale) ¥ i)
<0. (25)

Entonces, de (23) se sigue que I"”(z.;yz) < 0. Asi que por C5) y el Lema 10ii), podemos
concluir que yz = 0. Nuevamente, de (23),

N CAN
oo &2
Por tanto el inciso ii) se obtiene de (25) y el Lema 8iv). O

Demostracion del Teorema 1. Supongamos que todas las hipétesis del Teorema se satisfacen
y que la conclusién del Teorema es falsa para obtener una contradicciéon. Entonces, existe

una sucesién (zgq) de trayectorias admisibles tales que para toda ¢ € N se cumplen (1)
qeN

y (2). Por consiguiente los Lemas de esta seccién son vélidos para z. y (qu) . Entonces,
geN
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para alguna subsucesién de (zg )
q

qGN7
£(z4,)
0 = liminf —* (Por el Lema 11ii))
q—00 dq
q— V(z9(ty) — z(t
> limin | 2E 72 (22(to) — 2(t0)) (Por el Lema 3)
q—00 dz d2
h V(z%(to) — z(t
= — — hlimsup (21(to) — z(to)) (Por la definicién de dy)
2 q—o0 dg
h h 9(to) — z(to) | ,
> — — —limsup Z(to) — z(to) (2V(a) < |a* Ya € R™)
22 4ne dq
h h_, v, cg—C¢C 2
= — — —limsup Ui (c+ Aeg—d)) [ =—) dA|  (Por (3))
22 g0 |Jo dq
h hy{_,, .2 .
=5 §|\I/0(c) ¢l (Por el Lema 10i) y el T.C.D.L.)
h h 2 .
=5 §|y(t0)’ (Por el Lema 10ii))
h
=3 (Por el Lema 11i))
lo que contradice el hecho de que A > 0. O
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