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Introduccion

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio.

En el ano 2003 Williams S. Mahavier introdujo en [12] el concepto de
limite inverso de un subconjunto cerrado M de [0, 1]?, como sigue:

Ym M = {(z1, 32, x3,...) € [0,1]> : para cada i €N, (zi41,2;) € M}.

En [4] T. Ingram y W. S. Mahavier probaron que estos limites inversos
son compactos, y en [6] dieron ejemplos de que éstos no necesariamente son
conexos. De hecho es un problema abierto en esta area es dar condiciones
necesarias y suficientes para queel limite inverso sea conexo.

Un problema muy estudiado en esta area es: ; Qué continuos se pue-
den obtener como limite inverso de un subconjunto cerrado del
cuadrado unitario?

Algunas respuestas parciales a esta pregunta son las siguientes:

- En 2011 Alejandro Illanes probé en [2] que la circunferencia NO puede
ser obtenida de esta manera.

- En 2012 Van Nall probé en [17] y [18] que la tnica grafica finita que
puede ser obtenida de esta manera es un arco.

- En 2013 Van Nall probé en [19] que el cuadrado unitario NO puede
ser obtenido de esta manera.

Lo natural después de estudiar las graficas finitas, es estudiar qué tipo de
dendritas se pueden obtener de esta manera. Recordemos que una dendri-
ta es un continuo localmente conexo que no contiene curvas cerradas simples.

- En 2013 Iztok Banick et. al. en [7] probaron que la dendrita universal
de Wazewski puede ser obtenida de esta manera.

- En 2013 Iztok Banick y Véronica Martinez de la Vega prueban en [8]
que la dendrita universal D3 puede ser obtenida de esta manera.
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v INTRODUCCION

En este trabajo estudiamos qué tipo de dendritas se pueden obtener co-
mo limite inverso de un subconjunto cerrado del cuadrado unitario. Ademés
estudiamos que propiedades podemos saber del conjunto cerrado si supone-
mos que el limite inverso es una dendrita.

Lo primero que probamos (Capitulos 2,3,4,5) es que si lim M es una den-
drita, entonces M es una dendrita. En particular probamos que si @M es
un arco, entonces M es un arco.

Para probar estos resultado, desarrollamos una técnica nueva en esta
area, a la cual llamamos ” Conjuntos de Coincidencias”. Esta técnica gene-
raliza el ” Teorema de los alpinistas” (" Mountaing Climbing Theorem”), que
es la herramienta principal utilizada en [2], [17] [18].

En los capitulos 6, 7 y 8, nos concentramos en estudiar si el lim M
puede ser una dendrita con un numero finito de puntos de ramificacién

(IR (tim M)| < ).

Estudiamos la dindmica de la funcién corrimiento o en @M . La funcién
o :Jim M — lim M esté definida como sigue: o((x1,x2,...)) = (z2,23,...).

Esta funcién se utilizé como una herramienta en [17], [18], [7], [8], para
el estudio de estos limites inversos.

Probamos que en el caso especifico en que lim M es una dendrita con
un nimero finito de puntos de ramificacién, se tiene que o|(gm ar) €s una
H

permutacién, y que el periodo de un punto x € R(@M) bajo o es a lo
mas 2.

Probamos que si un punto x € R(@M) es de la forma (a,b,a,b,...),
entonces el punto (a,b) o (b,a) tiene orden al menos dos en M. En el caso
en que 0 < a < b < 1, probamos que el punto (a,b) o (b,a) es un punto de
ramificacion de M.

Por ultimo concluimos que una dendrita D con |[R(D)| < oo es limite
inverso de un subconjunto cerrado M de [0,1]? si y sélo si existe un arco
B C D, tal que R(D) C B y para cada punto = € R(D), se cumple que
ord(zx) = oo.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo recordaremos algunas definiciones bésicas de teoria de
continuos y de limites inversos generalizados. Daremos también algunos re-
sultados que nos serdn de gran utilidad en los préximos capitulos. Ademaés
estableceremos la notacién que ocuparemos a lo largo de este trabajo.

Comenzaremos con notacién. Dados X un espacio topoldgico e Y un
subconjunto de X. Denotaremos a

» el interior de Y en X como Intx(Y),

= la cerradura de Y en X como ?X,
» la frontera de Y en X como Frx(Y).

Cuando no quepa lugar a confusién sobre el espacio en el que estamos tra-
bajando omitiremos el subindice.

El simbolo N y R denotaran al conjunto de los niimeros enteros positivos
y de los nimeros reales respectivamente. Si Y es un subconjunto de R, (de
N), cuando tenga sentido, denotaremos a

» el infimo de Y como inf Y,

» el supremo de Y como sup Y,
s el minimo de Y como min Y,
= ¢l mdximo de Y como max Y.

Dados dos puntos a, b € [0, 1], cuando no tengamos conocimiento de que

a < bo b < a, denotaremos por ab al intervalo con puntos extremos a y b.
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1.1. Teoria de continuos

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo con mas de un
punto. Un subcontinuo es un subconjunto de un espacio topolégico que es
un continuo.

Un arco es un continuo homeomorfo al intervalo [0, 1]. Dado un arco A
y un homeomorfismo h : [0,1] — A, los puntos h(0) y h(1) son llamados
puntos extremos de A.

Un triodo simple es un continuo, que es la unién de tres arcos que se
intersectan sélo por uno de sus puntos extremos.

Una curva cerrada simple es un continuo homeomorfo a la circunferencia
St

Dado un continuo X, decimos que:

= X es arco conexo, si para cualesquiera dos puntos x,y € X, existe un
arco con puntos extremos x e y.

= X es unicoherente si para cualesquiera dos subcontinuos A y B de X,
tales que X = AU B, entonces AN B es conexo.

= Si X tiene una propiedad P, decimos que es hereditariamente P, si
cualquier subcontinuo propio de X tiene la propiedad P.

= X es un dendroide, si X es hereditariamente unicoherente y arco co-
nexo.

= Dado p € X, decimos que X es localmente conexo en p, si dado un
subconjunto abierto U de X, tal que p € U, existe un subconjunto
abierto conexo V de X, tal que p € V y V C U. Si X es localmente
conexo en todos sus puntos, entonces decimos que X es localmente
Conero.

= Dado p € X, decimos que X es conexo en pequeno en p, si dada una
vecindad U de X, tal que p € U, existe una vecindad conexa V de X,
talquepeVyV CU.

= X es una dendrita, si X es un dendroide localmente conexo, equiva-
lentamente X es una dendrita, si X es localmente conexo sin curvas
cerradas simples.

A partir de un continuo X se pueden definir otros continuos, como por
ejemplo 2%, que es el conjunto de subconjuntos cerrados de X y C(X), que
es el conjunto de subcontinuos de X. Estos continuos estan dotados con la



1.1. TEORIA DE CONTINUOS 3

topologia inducida por la métrica de Hausdorff ([3], Definition 2.1).

Dados X un continuo y A un subcontinuo de X, decimos que A es
un continuo de convergencia de X, si existe una sucesiéon de subcontinuos
{A;}32, de X, tales que A =lim; o A; y para cadai € N, AN A; =0.

Se sabe que una dendrita no contiene continuos de convergencia.

Dados un continuo X, n € NU{w} y p € X, decimos que p es un punto

de orden n, ordx(p) = n, si existen n arcos, Ay, As, ..., A, C X, tales que
para cada i,j € {1,2,...,n}, p es punto extremo de A; y si i # j, entonces
A; N Aj = {p}

Distinguiremos a los puntos de un continuo X segin su orden, de la
siguiente formas:

» E(X)={pe X :ordx(p) =1}
= O(X)={pe X :ordx(p) =2}
» R(X)={pe€ X :ordx(p) >3}

A los puntos de orden 1 se les llama puntos extremos (terminales), a los
de orden 2 se les llama puntos ordinarios y a los de orden mayor se les llama
puntos de ramificacion.

A lo largo del trabajo estaremos utilizando las siguientes proyecciones.
Dado i € N,

» 7;:[0,1]*° — [0, 1] definida como m;((x1, z2,...)) = x;,
= 0:[0,1]%° — [0,1]* definida como o((z1,z2...)) = (z2,x3,...).

Dados i, k,n € Nyconi <k <n,n>3

» 7;:[0,1]" — [0, 1] definida como m;((x1, z2,...,%n)) = 4,

» ik [0,1]% — [0, 1], definida como m; y((z1,22...)) = (z4, ..., xk),
» mkc [0,1]" = [0, 1] definida como 7; (21, ..., 2n)) = (T4, ..., Tk),
» moq :[0,1]%° — [0,1], definida como 72 1 ((z1,x2,...)) = (22, 21),

» moq :[0,1]" = [0,1] definida como 72 1((x1, 2, ...,2n)) = (22, 21).

En particular dado i € {1,2}

= 0;:[0,1]? — [0, 1] definida como g;((z1,22)) = ;.
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1.1.1. Propiedades de continuos arco conexos

Los siguientes resultados sobre arco conexidad, los estaremos utilizando
en los siguientes capitulos.

Teorema 1.1.1. Sean J C N, finito o numerable, y puntos u,v € [0, 1] con
u < v. Supongamos que existen ¢ € J y un arco B C HjeJ[O, 1], tales que
[u,v] C m;(B). Entonces existe un arco A C B con extremos p y q, tal que
cumple las siguientes propiedades:

(1) WZ(A) = [uv U],

(2) mi(p) = uy mi(q) = v,

(3) m(A —{p.a}) = (u,v).

Demostracion.

Sean x,y € HjeJ[O, 1], los puntos extremos de B. Como B es un arco
existe h : [0, 1] — B un homeomorfismo, tal que h(0) =xy h(1) =y.

Como u,v € m;(B) = h([0,1]), existen puntos a,b € [0,1], tales que
m; o h(a) = u 'y m o h(b) = v. Sin perdida de generalidad supongamos que
a < b, definimos

r =min{x € [a,b] : m; 0 h(z) =v} y s = max{x € [a,7] : m; 0 h(x) = u}.
Definamos p = h(r), g = h(s) y A = h([r,s]). Por definicién A es

un arco contenido en B. Veamos que A satisface la propiedades (1)-(3) del
lema. (Figura 1.1)

Figura 1.1:
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(2) mi(p) = u y mi(q) = v.
Como p = h(r), q = h(s), se sigue de la definicién de r y s que
mi(p) = mi(h(r)) = uy mi(q) = m(h(s)) = v. Por tanto se cumple (2).

(1) mi(A) = [u, v].

Como u,v € m;(A), y m(A) es conexo, entonces [u,v] C m;(A). Veamos
que m;(A) C [u,v]. Supongamos por el contrario que m;(A) & [u, v].

Como 7;(A) ¢ [u,v], existen un punto w € m;(A) — [u,v] y un punto
t € (r,s) tales que m;(h(t)) = w. Si w < u, entonces existe un punto t' €
(t,s), tal que m;(h(t')) = u, como t' > ¢ > r tenemos una contradiccién a la
definicién de r. De manera similar si w > v obtenemos una contradiccién a
la definicién de s. Por tanto m;(A) C [u,v].

De las contenciones anteriores concluimos que m;(A) = [u,v] y (1) queda
probado.

3) mi(A —{p,a}) = (u,v).

Supongamos que u € m;((A — {p,q}), entonces existe ¢t € (r,s) tal que
mi(h(t)) = u, lo cual contradice la definicién de r. De manera similar, si
suponemos que v € m;(A — {p,q}). Por tanto m; (A — {p,q}) = (u,v) y (3)
queda probado. |

Corolario 1.1.2. Sean J C N, finito o numerable, y puntos u,v € [0, 1] con
u < v. Supongamos que existe X C [];.;[0,1] arco conexo, tal que para
cada j € J, 7;(X) = [0, 1]. Entonces dado i € J, existe un arco A C X con
puntos extremos p y q, tal que cumple las siguientes propiedades:

(1) m(A) = [uﬂj}v

(2) m(p) = uy m(q) = v,

(3) (A = {p,a}) = (u,v).

Demostracion.

Sea i € J, por hipétesis m;(X) = [0, 1], por lo que existen puntos x,y €
X, tales que m;(x) =0 e m(y) = 1.

Como X es arco conexo, existe un arco B C X con puntos extremos x
ey. Como 0,1 € m;(B) C [0,1], y m(B) es conexo, entonces m;(B) = [0, 1],
entonces [u,v] C m;(B).

De lo anterior se satisfacen la hipdtesis del Teorema 1.1.1, por tanto
existe una arco A C B con extremos p y q, tal que cumple las siguientes
propiedades

(1) mi(A) = [u,v],
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(2) mi(p) = uy mi(q) = v,
(3) m(A —{p,a}) = (v, v).
Asi el corolario queda demostrado. |

De manera similar al Teorema 1.1.1 se prueba el siguiente teorema.

Teorema 1.1.3. Sean J C N, finito o numerable, y puntos u,v € [0, 1] con
u < v. Supongamos que existen i € J y un arco B C HjGJ[O, 1] con un punto
extremo x, tal que m;(x) = u, o C m(B) y m(B) C [0,u] o m(B) C [u, 1].

Entonces existe un arco A C B con un punto extremo x, tal que m;(A) =
uv.

Observacién 1.1.4. Dados un arco C C [0, 1]? y punto (z,y) € C, tal que
(x,y) no es punto extremo de C'. Supongamos que existen arcos Cy,Co C C,
tales que C =C1 UCyy C1NCy = {(x,y)}.

Entonces dada k € {1,2} se cumplen las siguientes propiedades:

(1) Si 01(Cy) = {=}, entonces 02(Cy) # {y}.

(2) Si 02(Cy) = {y}, entonces o1 (C) # {x}.

Demostracion.

Haremos la prueba del inciso (1), la prueba del inciso (2) se hace de
manera similar.

(1) i 01(Ck) = {o}, entonces o2(C) # {y}.

Supongamos k = 1. Supongamos por el contrario que p2(C1) = {y}.

Como 01(C1) = {z} y 02(C1) = {y}, entonces C1 = {(z,y)}.

Por lo que C = C1UCy = {(z,y)} UCy = Cy, entonces C' es un arco con
un extremo (z,y), lo cual contradice que (z,y) no es punto extremo de C'.

La contradiccién nace de suponer que g2(C1) = {y}. Por tanto g2(C1) #

{y}.

Si k = 2 la prueba se hace de manera similar. |

Lema 1.1.5. Dados puntos a,b,r € [0,1] tales que a < by r > 0, y arcos
A, B C [0,1]? que cumplen las siguientes propiedades:

(a) Los extremos de A son los puntos (0,0) y (r,a),

(b) Los extremos de B son los puntos (0,0) y (r,b),

(c) A=A{(r,a)} C[0,r) x [0,1]

(d) B—{(r,b)} C [0,7) x [0, 1]

(e) AN B ={(0,0)}.

Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) Dado un punto (z,y) € A con x > 0, existe un punto w € [0, 1] tal
que y < w y el punto (z,w) € B.
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(2) Dado un punto (z,y) € A con z > 0, existe un punto z € [0,1] tal
que z < x y el punto (z,y) € B.

(3) Dado un punto (zp,wp) € B con (zg,wp) # (0,0), existe un punto
yo € [0,1] tal que yo < wp y el punto (z0,y0) € A.

El Lema 1.1.5 se ilustra en la Figura 1.2.

Z0 Z X

Figura 1.2:

1.1.2. Propiedades de triodos simples

Los siguientes resultados sobre triodos simples nos permitiran probar
resultados importantes en los siguientes capitulos.

Lema 1.1.6. Sean X un continuo, A, B C X arcos y z,y,z € X puntos,
tales que cumplen las siguientes propiedades:

(a) A tiene puntos extremos z e y,

(b) B tiene puntos extremos = y z,

(c) AN B es no degenerado,

(d) = ¢ A,

(e) y ¢ B.

Entonces A U B contiene un triodo simple.

Demostracion.
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Puesto que A y B son arcos, existen f : [0,1] - Ay g:[0,1]] - B
homeomorfismos, tales que cumplen siguientes propiedades:

(1)f(0) = z = g(0),

(i) £(1) = y

(if) (1) = 2

Como AN B es un conjunto cerrado de A y B, respectivamente, tenemos
que g~'(AN B) es un subconjunto cerrado del intervalo [0, 1].

Definamos v = supg~ (AN B). Como g~'(A N B) es un subconjunto
compacto del intervalo [0, 1], tenemos que v est4 bien definido y v € g~ (AN
B). Ademés como f es un homomorfismo tenemos que f~!(g(v)) es un
singular, sea u = f~1(g(v)).

Dado que z ¢ Ay y ¢ B, tenemos que u,v < 1. (Figura 1.3)

Sth)=y

J0)=x=g(0)

g(l)=z

Figura 1.3:

Consideremos el triodo simple T' = ([-1,1] x {0}) U ({0} x [0, 1]) Proba-
remos que f([0,1]) U g([v,1]) es homeomorfo a T'.

Definamos « : [—1,0] — [0,u], £[0,1] — [u,1] y v : [0,1] — [v,1] como
siguen:

» at) =u(t+1), para cada t € [—1,0],
» 3(t) = (1 —u)t + u, para cada t € [0, 1],

= v(t) = (1 —v)t 4+ v, para cada t € [0,1].
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Notemos que «, 8y v son funciones continuas y biyectivas.

Definamos h : T — f([0,1]) U g([v, 1]) como sigue
fla(r)) si s=0, re[-1,0]
h(r,s) =< f(B(r)) st s=0, rel0,1]
9(v(s))  si r=0
Afirmacién 1 h esta bien definida.
Prueba.
Sea (r,s) un punto en T, por definicién de h si r # 0 o s # 0, entonces
h(r, s) tiene asignado un tnico valor.
En el caso en que r =0y s = 0, tenemos de la definicién de h que
(i) 2(0,0) = f(u(0+1)) = f(u) = g(v)
(i) £(0,0) = f((1 = w)0 +u) = f(u) = g(v)
(it}) (0,0) = £((1 - )0 +v) = g(v)
De (i), (ii) y (iii) tenemos que h(0,0) tiene asignado un tnico valor.
En cualquier caso cada punto (r,s) € T tiene asignado un unico valor-
bajo h, por tanto la funcién h estd bien definida.[]

Afirmacion 2 h es continua.

Prueba.
Notemos que [—1,1] x {0} y {0} x [0,1] son subconjuntos cerrados de
T cuya unién es 7'y hl_11)xf0y = [ ¥ hloyxjo1] = 9ljp,1) son funciones

continuas, de lo anterior tenemos que las hip6tesis de ([16], Theorem 7.6) se
satisfacen, por tanto A es una funcién continua.]

Puesto que f y g son homeomorfismos y «, 8 y v son funciones biyectivas,
tenemos que h es una funcién biyectiva.

Concluimos que h es un homeomorfismo. Por tanto f([0,1])Ug([v,1]) es
homeomorfo a T

Concluimos que A U B contiene un triodo simple. |

Corolario 1.1.7. Sean X un continuo, z € X y A, B C X arcos, tales que
x es punto extremo de Ay B, ANB # {z}, A& By B & A. Entonces
AU B contiene un triodo simple o una curva cerrada simple.

Observacién 1.1.8. Dado T C [0, 1]2 un triodo simple, entonces las image-
nes 01(T) y 02(T) son no degeneradas.

Demostracion.



10 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Probaremos que p1(7) es no degenerada, la prueba de que g2(7") es no
degenerada se hace de manera similar.

Como T C [0, 1])? es un triodo simple, existen arcos L1, Lo y L3 conteni-
dos en [0,1]? y un punto (a,b) € T que satisfacen las siguientes propiedades:

(i) para cada i € {1,2,3}, (a,b) es punto extremo del arco L;,

(ii) para i,j € {1,2,3}, coni # j, Ly N Lj = {(a,b)}.

Definimos

u:manI(L1UL2UL3) v:méxgl(LlLJLgULg).

Como Ly ULy U Lg es un subcontinuo de M y g1 es una funciéon continua
tenemos que p1(L; U Lo U L3) es un subconjunto compacto de [0, 1]. Por
tanto u y v estan bien definidos.

Probaremos que u < v.

Supongamos por el contrario que u = v. Como (a,b) € L1 U Ly U L,
tenemos que a € p1(L1 U L2 U L3). Por lo que v = a = v.

Entonces para cada para cada ¢ € {1,2,3}, o1(L;) = {a}, por tanto el
arco L; C {a} x [0,1].

Ademsds por la propiedad (i), tenemos que para cada i € {1,2,3}, el
punto (a, b) es punto extremo del arco L;. Por lo que el arco L; C {a} x [0, b]
olL;C{a} x[b1]ly(ab)eL

De lo anterior existen 7, j € {1,2,3}, 7 # j, tales que L;UL; C {a} x|0,b]
oL;UL; C{a}x[b1]y (a,b) € LyN L;. Entonces L; C L;j o Lj C L;, esto
contradice la propiedad (ii). La contradiccién nace de suponer que u = v.

Por tanto u < v, concluimos que p1(7') es no degenerada. |

Teorema 1.1.9. Sean J C N, finito o numerable, y puntos u,v € [0, 1] con
u < v. Supongamos que existen i € J y un triodo simple T C [[,.;[0,1] con
vértice vq, tales que cumple las siguientes propiedades:

(a) mi(T) = [u, ],

(b) mi(vo) > u, (m(ve) < v).

Entonces existen funciones continuas e inyectivas f,g : [0,1] — T tales
que cumplen las siguientes propiedades:

) f(t ) g(t), para cada t € [0, 3],

(1

(2) f((5. 1) Ng((5,1]) = 0.

(3)fugz-[ ]—>[ ], (donde fi=miofygi=miog)
(4) £i(0) = u = gi(0).

Demostracion.
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Por definicién de triodo simple existen arcos L1, Lo y L3 contenidos en
T que satisfacen las siguientes porpiedades:

(i) para cada i € {1,2,3}, el punto vy es punto extremo del arco Lj;,

(ii) para i,j € {1,2,3}, coni # j, Ly N Lj = {vo},

(111) LiULyULsg =

Como u € m;(T), sin pérdida de generalidad podemos suponer que
LN 7TZ-_1<’U,) # (). Por lo que existe un punto y € L1, tal que m;(y) = u.

Definimos Ly C Ly el arco con puntos extremos vg e y. También defini-
mos L =LoULyy J = LoU Ls. Notemos que L y J son arcosy LN J =
Ly. Por lo que existen funciones continuas e inyectivas f : [0,1] — L,
g:[0,1] — J, tales que cumplen las siguientes propiedades:

(i) £(0) =y = 9(0).

(iv) f(3) = vo = g(3),

(v) para cada punto t
(

€ [0, 3], f(t) = g(t).
vi) f((3,1]) Ng((3,1]) =

(. (Figura 1.4)

S

1(0)=y=g(0)

J(72)=ve=g("2)

J=g([0,1])

Figura 1.4:

Notenemos que f;, g; : [0,1] — [u,v] son funciones continuas, tales que

fi(0) = 0i(f(0)) = mi(y) = wy gi(0) = 0i(9(0)) = mi(y) = w.

Por tanto f y g asi definidas satisfacen las propiedades (1)-(4) y teorema
queda demostrado. |
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1.1.3. Propiedades de continuos localmente conexos

Observacién 1.1.10. Sean X un subcontinuo de [0, 1]? y un punto ¢ € [0, 1],
se cumplen las siguientes afirmaciones:
(1) Si 01(X) N[0,8) 0y 01(X) N (t,1] # 0, entonces o1 (X) N {t} # 0.
(2) Si 02(X) N[0,8) # Dy 02(X) N (t,1] # 0, entonces go(X) N {t} # 0.

Dado un continuo X y conjuntos U,V C X no vacios, decimos que U
y V son una separacion de X, (X = U|V),si X =UUV,UNV =0y
UNV =0. Ademés si A, B y C son subconjuntos no vacios de X, decimos
que C separa a A y a B en X, si existen conjuntos no vacios U,V C X,
talesque X —C =U|V,ACcUyBCV.

Lema 1.1.11. Sea X un subconjunto cerrado y no vacio de [0,1]%, dados
A, B C X cerrados, no vacios con las siguientes propiedades:
(a) Ac ({0} x[0,1])) N X,
(b) BC ({1} x[0,1]) N X.
Sirg =min(p2(A)), r1 = méax(02(A)), so = min(g2(B)), s1 = max(g2(B)).
() ({0} x [ro,m]) N X = 4,
(d) ({1} x [s0,s1]) N X = B,
(e) ninguna componente conexa de X intersecta tanto a A como a B.
Entonces existe un subcontinuo Uy de [0, 1] tal que cumple las siguientes

propiedades:
(1) Up separa a Ay B,
(2) UyNnX =0,

Si ademds definimos A = ({0} x [r1,1]) U ([0,1] x {1}) U ({1} X [s1,1])
y I' = ({0} x [0,70]) U ([0,1] x {0}) U ({1} x [0, s0]), entonces Uy también
cumple las siguientes propiedades:

(3) Uo (A ={(0,71), (Ls1)}) #0 y

(4) Uy 1 (T = {(0,70), (1, 50)}) 7 0.

En la Figura 1.5 se ilustra el Lema 1.1.11.

Demostracion.

Definamos A’ = {0} X [ro, ], B’ = {1} x [sp,s1] y E =X UA " UB'.

De (a) y (b) tenemos que A C ({0} x[0,1))NnX y B C ({1} x[0,1])NX,
respectivamente, por lo que A € A’ y B C B’, ademéds como X es un
subconjunto cerrado de [0,1]? y los conjuntos A’ y B’ son subconjuntos
cerrados de [0,1]2, obtenemos que E es un subconjunto cerrado y por tanto
compacto de [0, 1]2.
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(1,s1)
B

(O,}"()) (I,S())

Figura 1.5: Lemal.1.11

Como A’ y B’ son subconjuntos cerrados ajenos, no vacios de F y estamos
suponiendo que ninguna componente conexa de X intersecta a Ay a B
simultaneamente, entonces ninguna componente conexa de X intersecta a
A’ y a B’ simultaneamente.

De lo contrario existe D una componente de X que intersecta tanto a A’
como a B’, entonces existen puntos (0,7) € AN Dy (0,s) € B'ND. Como
(0,r) e AND cCc AAnX C ({0} x [ro,m1]) N X y por (¢) ({0} x [ro,7m1]) N
X = A, entonces (0,7) € A; de manera simialr (1,s) € B. Por tanto D es
una componente de X que intersecta simultaneamente a A y a B, lo cual
contradice (e). Por tanto ninguna componente conexa de X intersecta tanto
a A’ como a B'.

Entonces por el lema del cable cortado [13, Theorem 5.2, p. 72] existen
subconjuntos cerrados H y K de E, tales que E = HUK, HN K = (),
A CHyB CK.

Como FE es un subconjunto cerrado de [0,1]? y H y K son subconjuntos
cerrados ajenos de E, tenemos que existen subconjuntos abiertos ajenos U
yVde[0,1]talesque UNV =0, HCUy K CV.

Notemos que Fr(U) separa a H y K en [0,1]?, pues H C Uy K C
[0,1)2 - U, ademés Fr(U)NE = (). Entonces de [11, §57, III, Theorem 2, p.
438], tenemos que existe un subcontinuo Uy C Fr(U), tal que Uy separa a A’
y B’ en [0,1]%. Notenemos que Uy es un subcontinuo de [0, 1)%, pues Fr(U)
es un subconjunto compacto de [0,1]? y Uy es un subcontinuo de Fr(U).

Probaremos que Uy satisface las propiedades (1)-(4) del teorema.
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(1) Uy separa a Ay B.
Como Uy separa a A’y B, AC A’ y B C B’, tenemos que en particular
Uy separa a Ay B, con lo cual el inciso (1) queda demostrado.

(2)UnX = 0.

Como Uy C Fr(U) y la Fr(U) separa a H y K, entonces Uy N H =0 y
UpNK =0, ademds X = HU K por lo que Uy N X = 0, asi el inciso (2)
queda demostrado.

Recordemos que por definicién

A= ({0} x [r1, 1) U ([0,1] x {1}) U ({1} x [s1,1])

' = ({0} > [0,70]) U ([0, 1] x {0}) U ({1} x [0, s0])

Notemos que A y I' son arcos con puntos extremos (0,7¢), (0,71) y (1, so),
(1, s1), respectivamente.

(3) Uo (A —{(0,71),(1,51)}) # 0.

Como A es un arco que intersecta tanto a A’ como a B’ unicamente
en sus puntos extremos y Uy separa a A’ y a B’ en [0, 1], entonces por el
lema del cable cortado [13, Theorem 5.2, p. 72] se cumple que Uy N (A —
{(0,71),(1,51)}) # 0, por tanto el inciso (3) queda probado.

La prueba del inciso (4) se hace de forma similar a la prueba del inciso
(3). [

Lema 1.1.12. Sean X un continuo, p € X y U un conjunto abierto de X,
tales que p € U. Supongamos que X no es conexo en pequeno en el punto
p. Entonces existen pi, po, ... puntos de U y C, C1, Co, ... componentes de
U tales que cumplen la siguientes propiedades:

(H)ped,

(2) para cada i € N, p; € Cj,

(3) para todoi e N, CNC; =10,

(4) para todo 4,5 € N con i # j, C; N C;j = 0,

(5) la sucesion de puntos {p; }ien converge al punto p.

En la Figura 1.6 se ilustra el Lema 1.1.12.
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G
(N,\
C\\lj\

Figura 1.6: Lemal.1.12

Demostracion.
Como el continuo X no es conexo en pequeiio en el punto p tenemos que:

(i) para toda vecindad V' de p contenida en U, V' no es conexa.

Sea e > 0 tal que Cl(B:(p)) C U. Sea C la componente de U que contiene
a p (de la definicién de C se cumple (1)). Como C' es un conjunto conexo
que contiene a p por la propiedad (i) tenemos que p ¢ Int(C), por tanto
Be(p) & C.

Construiremos inductivamente una sucesién de nimeros naturales {n; };en
tales que n; < ng < ...y las sucesiones de puntos {p;}ien y componentes
{Ci}ien cumplan las propiedades (2)-(5).

Para i = 1, sea ny > 1 un nimero natural, tal que CI(B1 (p)) C U.
ny

Por la propiedad (i), tenemos que B (p) & C, por lo que existe un
niy
punto p; € (B (p)—C). Como B (p) C B:(p) C U, tenemos que el punto

p1 €U.

Sea C7 la componente de U — C que contiene al punto p;, notemos que
para i = 1 se cumplen las propiedades (3), CNC; = 0y (2), p1 € C1, ademds
se cumple que d(p,p1) < n%

Supongamos que hemos construido un conjunto finito {n,na,...,ng}
de ndmeros naturales, un conjunto finito {p1,p2,...,px} de puntos y un
conjunto finito {C, Co, ..., Ck} de componentes de U que cumplen las pro-
piedades (2)-(5) y que ademds se cumple que para cada i € {1,2,...,k},
d(p,pi) < ni

Tenemos que, para cada j € {1,2,...,k} la componente C; es un con-
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junto cerrado de U, entonces C7 U Cy U...UCk es un conjunto cerrado de
U, como U es un conjunto abierto de X, entonces U — (C1UC2U...UCY) es
un conjunto abierto de X, por lo que existe un nimero natural ng1 > ng,
tal que ClI(B_1_(p)) C (U - (C1UCU...UCYk)).

[y
Por la propiedad (i) B_1_(p) & C, por lo que existe un punto pg1 €
g1
(B_1_(p)—C). Como B_1_(p) C B:(p) C U, tenemos que el punto py+1 €

k41 k41

Sea C11 la componente de U — (C1UC2U. ..UCy) que contiene al punto
Pk+1, notemos que para i = k + 1 se cumple la propiedad (3), CNCyy1 =0
Y (2) pra1 € Cra1, ademds se cumple que d(p, ppr1) < TR

Por construccién Ciiq N (C1 UC U ... UCk) = 0, y por hipéteisi de
induccién para i,j € {1,2,...,k}, i # j, C; N C; = 0 por lo que se cumple
la propiedad (4), para i,j € {1,2,...,k + 1}, si ¢ # j entonces C; N C; = 0.

Hemos contruido sucesiones que satisfacen la propiedades (2)-(4).

La propiedad (5), lim,, o pn = p, es consecuencia de que d(p, pr+1) <
1 |

N1’

El siguiente teorema aparece en [15, (iii), p.342]. A continuacién presen-
tamos una prueba diferente de este teorema.

Teorema 1.1.13. [15, (iii), p.342] Sean V; y V5 subcojuntos densos del in-
tervalo [0,1] y E un subconjunto compacto de [0,1]2, tales que para cada
punto « € V; y para cada punto 8 € Vs se cumplen las siguientes propieda-
des:
(a) El conjunto ({a} x [0,1]) N E tiene un nimero finito de componentes.
(b) El conjunto ([0, 1] x {8}) N E tiene un nimero finito de componentes.
Entonces cada componente de E es localmente conexa.

Demostracion.

Sea A una componente de X. Si A es una componente degenerada el
resultado es inmediato.

Supongamos que A es una componente no degenerada y que A no es
localmente conexa, entonces por [[13]|, Definition 8.1, pag. 119] existe un
punto p € A, tal que A no es conexa en pequeno en el punto p.

Sea U un conjunto abierto de A, tal que p € U, por el Lema 1.1.12

tenemos que existen puntos pi,ps,... € Uy C, Cq, Co, ... componentes de
U, tales que cumplen la siguientes propiedades:
(HpedC,

(2) para cada ¢ € N, p; € Cj,
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(3) para todoi e N, CNC; =1,
(4) para todo 4,5 € N con i # j, C; N C;j = 0,
(5) la sucesién de puntos {p;};en converge al punto p.

Sea V un conjunto abierto de A tal que p e V C Cla(V) C U.

Por la propiedad (5) existe un nimero N € N, tal que el punto p, € V
para todon > N.

Definamos E,, la componente de Cy, N Cla(V) que contiene a p,, para
todon > N.

Por [[13], Theorem 5.4, pag. 73] tenemos que E, N Fr4(V) # 0.

Sea ¢ > 0 tal que B:(p) N A C V. Como V; y V5 son conjuntos densos
del intervalo [0, 1], entonces existen nimeros aq, ae, 51, B2 € [0, 1], tales que
(a1,a9) X (61, 82) C B:(p), y que cumplan lo siguiente:

" Sip(p) =0, €V, a0>0y a3 =0.
= Si0<oi(p) <1, ar,a0 € Viyar <oi(p) < as.
s Sigp)=1l, a1 eV, <lyay=1.
Si 02(p) =0, B2 € Vo, B2 >0y B1 =0.
Si0<o2(p) <1, B1,82€Vay B1 < o2(p) < Po

» Sigp)=1, 81V, f1<lyfr=1.

Definamos W = (aq,a2) x (81, B2) (Figura 1.7). Notemos que el punto
p € W. Continuaremos la prueba para el Caso en que ¢1(p), 02(p) € (0,1).
La prueba de los otros casos se hace de manera similar.

Afirmacién 1 Existe un ntimero M € N, tal que para todo n > M,
E,N FT[071]2 (W) # 0.

Prueba.

Por la propiedad (5) existe un nimero M € N, tal que M > N y para
todo n > M, el punto p, € W. Como el punto p, € E,, tenemos que para
todo n > M, el punto p, € E, N W, por lo que

(i) para todo n > M, E, N W # (.

Por otro lado como (WNA) CV C Cla(V)y E,NFra(V) # 0, entonces

(i) para todo n > M, E, N ([0,1]2 — W) # 0.

De (i) y (ii), tenemos que para todo n > M, E, N FT[OJ]Q(W) # (.0

Afirmacién 2 Frjg12(W) N A tiene un nimero finito de componentes.
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¢

Figura 1.7:

Prueba.

Tenemos que Frig 2(W) = ({a1} x [0,1]) U ({az} x [0,1]) U ([0, 1] x
{811 U (10,1] % {62)).

Adema&s de la hipétesis (a) tenemos que para cada punto a € Vi el
conjunto ({a} x [0,1]) N E tiene un nimero finito de componentes. Como
a1, o € V7, por hipétesis los conjuntos ({1} x [0,1])NE, ({az} x[0,1])NE,
tienen un numero finito de componentes, respectivamente.

De manera similar usando la hipétesis (b) obtenemos que los conjuntos
([0, 1] x{B1})NE, ([0, 1] x {S2})NE tienen un nimero finito de componentes,
respectivamente.

Como los intervalos [a1, as], [51, f2] son conexos y A es un subconjunto
conexo de F, obtenemos que los conjuntos ({a1} x [51,52]) N A, ({as} %
[B1, B2]) N A, ([ar, 0] x {A1}) N Ay ([a1,a2] X {B2}) N A tienen un nimero
finito de componentes, respectivamente.

Concluimos que Fry 1)2(U)NA tiene un niimero finito de componentes.[]

Recordemos que por la Afirmacién 1 para todo nimero natural n > M,
se cumple que E, N Fryg12(W) # 0, ademés por definicion E, C V C A,
por lo que (E, N Frig12(W)) C (B, N Fri2(W) N A), por tanto para todo
n>M, E,N (FT[O’l]z(W) NA) 0.

Por otro lado de la Afirmacién 2, tenemos que Fry 12(U) N A tiene un
numero finito de componentes, entonces existen ntmeros naturales nq,ng >
M y B una componente de Fryg 1)2(W)NA tales que E,,N\B # 0y E,,\B #
0.

Como FE,, v E,, son componentes de V y B es un conjunto conexo de
(F'rio,12(W) N A) CV tenemos que B C By, y B C Ep,.
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Recordemos que por definicién E,, C C,, y E,, C Cy,, por lo que
B c C,, N Cy,, lo anterior contradice la propiedad (3).

Por tanto A es una componente localmente conexa y el teorema queda
demostrado. |

Corolario 1.1.14. Sea F un subconjunto compacto de [0, 1]2. Si para cada
punto z € [0, 1] se cumplen las siguientes afirmaciones:
(a) El conjunto ({z} x [0,1])N E tiene un nimero finito de componentes.
(b) El conjunto ([0, 1] x {x}) N E tiene un nrhero finito de componentes.
Entonces cada componente de E es localmente conexa.

Demostracion.
Considerando Vi = Va = [0, 1] el resultado es inmediato del Teorema
1.1.13. |

Lema 1.1.15. Sean B C [0, 1] un conjunto totalmente disconexo, n € Ny
B1, P2, ..., Bn : [0,1] — [0, 1] funciones continuas en [0, 1] — B. Supongamos
que M = Graf(f1) UGraf(f2)U...UGraf(B,) U (B x [0,1]). (Figura 1.8)

B

/3

Ji

Figura 1.8: Lemal.1.11

Entonces dada « : [0, 1] — M una funcién continua e inyectiva, para cada
t € [0, 1] se satisface que a; ! (t) (a; = 0100) tiene a lo mas 2n componentes.
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Demostracion.
Sea t € [0, 1]
Caso 1t ¢ p1(qf
Tenemos que ozfl

D

0,1
(t) = 0. Por tanto o] '() no tiene componentes.

Caso 2t € p1(a[0,1]).

Caso 2.1t € (01(a[0,1]) — B).

Sea r € aj'(t), tenemos que o1(a(r)) = t, como t ¢ By a(r) € M,
de la definicién de M, tenemos que existe i € {1,2,...,n}, tal que a(r) €
Graf(f;). De lo anterior obtenemos que a(r) = (¢, 5;(t)), por lo que

a7 t(t) = {r €[0,1] : a(r) = (t, Bi(t)), para alguna i € {1,2,...,n}}.

Como paracadai € {1,2,...,n}, 5; es funcién y a es una funcién inyecti-
va tenemos que |a; '(t)| < n. Por tanto o ! (t) tiene a lo mas n componentes.

Caso 2.2t € (p1(a0,1]) N B).

Notemos que, si a([0,1]) C {t} x [0,1], entonces o *(t) = [0,1] y por
tanto o *(t) tiene una componente.

Supongamos que ([0, 1]) ¢ {t} x[0,1] y que a; (¢) tiene al menos 2n+1
componentes.

Sean C1,Cy,...,Cy,41 componentes de al_l(t). Como las componen-
tes son conjuntos cerrados de a; '(t) y a;'(t) es un subconjunto cerrado
de [0,1], tenemos que C; es un subconjunto cerrado del intervalo [0, 1],
por lo que existen puntos ai, by, a2, ...,bap, azni1,b2n+1 € [0,1] tales que
a; < b < az < by < ... < agpt1 < bony1 y Ci = [a;, b para cada
i€ {1,2,...,2n+1}.

Afirmacién 1 Para cada i € {1,2,...,2n} se cumple que a[b;, a;+1] €
{t} x [0,1].

Prueba.

Sea i € {1,2,...,2n}, supongamos por el contrario que «[b;,a;+1] C

{t} x [0,1], entonces el intervalo [b;, a;11] C aj ' (t).

Puesto que los intervalos [a;, b;], [ait1, bit1] C al_l(t), entonces el inter-
valo [a;,bi11] C ay*(t).

Como b; < ajq tenemos que C; & [a;, biy1]. Lo anterior contradice que
C; es componente de a; '(t). Como i fue arbitrario concluimos que la Afir-
macion 1 es cierta.ld

Definamos J = {i € {1,2,...,2n} : o1(a([bi,ai+1]) N [0,t) # 0} y K =
{ie{1,2,...,2n} : o1(a([bs, ait1]) N (¢, 1] # 0}. Como a([0,1]) € {t} x [0,1]
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entonces alguno de los conjuntos J o K es no vacio

Afirmacién 2

(2.a) Si J # (), entonces existe un punto y € [0,t) — B tal que para cada
i € J, la([bi, aiva]) N ({y} x [0,1])] > 2.

(2.b) Si K # (), entonces existe un punto z € (¢, 1] — B tal que para cada
i € K, |a([bi; aiva]) N ({2} x [0,1])] = 2.

Prueba.

Haremos la prueba del inciso (2.a), la prueba del inciso (2.b) se hace de
manera similar.

Definamos para cada i € J, y; = min(o1(a([bs, ai+1]))), como la funcién a
es continua y el intervalo [b;, a;+1] es compacto el punto y; estd bien definido.
Ademads por la definicién de J, tenemos que o1 (a([b;, a;+1]) N[0,t) # @, por
lo que y; < t.

Definamos ' = méx{y; : i € J}, como J es un conjunto finito el punto
y estd bien definido, como para cada i € J, tenemos que y; < t. Entonces
y <t

Como el conjunto B es totalmente disconexo, y [¢/,t] es un conjunto
conexo no degenerado existe un punto y € (y',t) — B. Como y; < 3/ para
cada i € J, tenemos que y € p1(a([b;,a;+1])) para cada i € J.

Sea r; € [bi,ai+1] tal que p1(a(r;)) = y'. Como el intervalo [b;,r;] es
conexo y [y, t] C o1(a([bs,:])), entonces existe punto u; € [b;,r;], tal que
o1(a(u;)) = y. De manera similar existe un punto v; € [rs, ai+1], tal que
o1(a(v;)) =y, por tanto |a([bs, a;+1]) N ({y} x [0,1])| > 2 para cada i € J.

Hemos probado el inciso (2.a). El inciso (2.b) se prueba de manera simi-
lar, por tanto la Afirmacién 2 se cumple.[]

Sean y, z € [0,1] — B como en la Afirmacién 2, es decir, para cada i € J
se cumple que |a([b;, ai+1]) N ({y} x [0,1])| > 2 y para cada i € K se cumple
que |a([bi, ai+1]) N ({z} x [0,1])] > 2. (Alguno de los dos puntos puede no
existir, consideramos el que exista.)

De lo anterior tenemos que para cada i € J se cumple que ]al_l(y) N
[bi,a;+1]| > 2 y para cada i € K se cumple que ]al_l(z) N [bi, aiv1]] > 2

Como |J U K| = 2n de lo anterior tenemos que

(i) la" ' (y) Ua~(2)] > 4n.

Por otro lado por el Caso 2.1 [a"(y)| < n y |[a1(2)| < n, por lo que

(i)a~(y) Ua~'(2)] < 2n.

De (i) y (ii) tenemos una contradiccién. La contradiccién nace de suponer
que a; '(t) tiene 2n + 1 componentes. Por tanto a; *(t) tiene a lo mds 2n
componentes. [ |
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1.2. Limites inversos generalizados

En el anio 2003 Williams S. Mahavier introduce el concepto de limite
inverso de un subconjunto cerrado del cuadrado unitario. En esta seccion
recordaremos esta definicion, asi como algunos ejemplos y propiedades de
éste. Comenzaremos con algunas definiciones y notacién.

Al producto numerable del intervalo [0,1], se le conoce como el cubo de
o0

Hilbert, denotaremos a este espacio como [0, 1] = H[O, 1]. Representare-
i=1
mos a un elemento de [0,1]*°, como (x1,x3,...), con x; € [0,1], para cada
1 € N.
Consideraremos a [0, 1]* con la métrica

o0

Ty — Us

d((z1, 2,73, ...), (Y1, Y2, Y3, --.)) = Z |l2zyl
i=1

para cualesquiera (x1, z2, 3, ...), (Y1, Y2, Y3, ...) € [0,1]>.
Dado M un subconjunto cerrado de [0, 1], para el cual g1 (M) = [0,1] =
02(M), se definié el limite inverso de M como el siguiente conjunto:
Ym M = {(z1, 22, 23,...) €[0,1]°° : para cadai € N, (x;41,2;) € M}.

Ademsds para cada k € N definimos

Gy = {(.1‘1, R ,xk,ka) S [0, 1]k+1 : paral <i <k, (ZL‘Z‘+1,JT¢) € M}

Denotaremos a un punto (x1,z9,zs3,...) € lim M por x y a un punto
(x1,..., %k, Tp11) € Gy, por x. A los subconjuntos de lim M y Gy, los deno-
taremos con el mismo tipo de letra que a los puntos de estos conjuntos.

Notemos que este concepto generaliza a los limites inversos usuales (con
funciones univaluadas), pues dada una funcién continua f : [0, 1] — [0, 1], si

definimos M = {(x,y) € [0,1] : y = f(z)}, entonces fm M = @{f, [0,1]}.



1.2. LIMITES INVERSOS GENERALIZADOS 23

A lo largo del trabajo utilizaremos la siguiente notacién para funcio-
nes. Sean j,k € N y funciones f : [0,1] — [0,1]°, g : [0,1] — [0,1]*,
h:[0,1] — [0,1]?, definimos f;(t) = m;(£(t)), g;(t) = 7m;(g(t)), by = 0;(h(t)).
Entonces las funciones f, g y h son de la forma f(t) = (fi(t), f2(¢),...),
g(t) = (g1(8), .., gr(t)) y h(t) = (ha(2), ha(2)).

Las siguientes observaciones las estaremos utilizando en capitulos poste-
riores.

Observacién 1.2.1. Dado M un subconjunto cerrado de [0,1]%, ¥ : M —
G1, dada por 9((x,y)) = (y,z), para cada (z,y) € M, es un homeomorfismo
entre Gy y M.

Observacién 1.2.2. Dado M un subconjunto cerrado de [0, 1]2. Para cada
k €N, la funcién my j41 : QIQM — (1. es una %—funcién.

Demostracion.

Sea z € lim M, veremos que diam(m; L (T11(2)) < % Sean u,v €
ﬂi,i(m’k(z)), notemos que uy v son de la forma (21, ..., 2g11, Ukt2, U3, - - - )
v (21, Zk+1, Vk+2, Ukt3, - - - ), TeSpectivamente.

Por lo cual, tenemos que

LIV Z|Uz_vz‘<z|zz_ Z5 Z _Uz‘

i=k+2
§ serr < 3
Como esto pasa para cualesquiera puntos u, v € & 1 1(2)), concluimos
p p q p ) Lk 5 ’
que diam(ﬁii(ﬂm(z))) < 2% Por tanto 7y 41 : Um M — G}, es una 2%—
funcioén.

A continuacién daremos algunos ejemplos de estos limites inversos.

Ejemplo 1.2.3. [[5], Example 1.2, pag 5] Sea M = ([0, 1]x{0})uU([0, 1]x{1})
(Figura 1.9), Yim M es homeomorfo al conjunto de Cantor.

Ejemplo 1.2.4 ([5], Example 2.2, pag 18). Sea M = {(x,0) € [0, 1]
0,1} U{(1,y) € [0,1)? : y € [0,1]} . (Figura 1.10), [5, Example 2.2] es

homormofo a un arco.

A partir de este momento M denotara a un subconjunto cerrado
de [0, 1]2 tal que o1(M) = [0, 1] = o2(M).

Observacién 1.2.5. Sea M C [0,1]2. Se cumple que U|£I£M es una funcién
suprayectiva de QIEM sobre L@@_M .
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Figura 1.9: M

Demostracion.

De la definicién L&M dado un punto (z1,z2,...) € mM, tenemos que
el punto (z2,z3,...), satisface que para cada i > 1 el punto (x;y1,x;) € M,
por lo que el punto (z9,x3,...) € @M, entonces o((x1,x2,...)) € @M

Veamos ahora que U’?’ﬂ M es una funcién suprayectiva de QQM sobre
@M .

Sea (x1,x2,...) un punto en h’ﬁM, como z1 € [0,1] y o1(M) = [0,1],
existe un punto zp € [0, 1], tal que (z1,x0) € M.

De la definicién de @M tenemos que el punto (zg, z1, T2, .. .) pertenece
a QIQ_M

Como o((zo,x1,22,...)) = (z1,%2,...) se cumple que U\yEM es una
funcién suprayectiva lim M sobre lim M. [

Teorema 1.2.6. Sean M C [0,1]%, u € [0,1] y k € N. Supongamos que
existe X un subcontinuo de Gy tal que gr11(X) = {u} y que B = {x €
fm M @7 (x) = u}t # 0.

Entonces para cada x € B, Ax = {(z,z2,23,...) € [0,1]* : z € X}
es un subcontinuo del QIEM homeomorfo a X que satisface las siguientes
propiedades:

(1) 1 p+1(Ax) =X,

(2) o*(Ax) = {x}.

Demostracion.
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Figura 1.10: M

Sea x € B, veamos que Ax C @M . Sea y € Ay, probaremos que para
cada i € N, el punto (m;4+1(y), mi(y)) € M.

Notemos primero que por definicién de Ay, existe un punto z € X, tal
que el punto y es de la forma (z, x9, z3,...).

m Seal<g<k.

Como z € X C Gy, por definicién de Gy, para 1 < i < k el punto

(mir1(y), mi(y)) = (0i+1(2), 0i(2)) € M.

» Seat=k+ 1.

Como gp+1(X) = {u}, entonces gg+1(z) = u. Ademés 71(x) = u, por
lo que

(mir1(y), mi(y)) = (m2(x), mk11(2)) = (z2,u) = (22, 71).

Ademas como x € Jm M, por definicién de lim M el punto (x2,x1) €
M. Por tanto el punto (m;4+1(y), mi(y)) € M.

m Seai>k+ 2.

Como x € @M’ por por la definicién de I'&M, tenemos que el
punto

(mi+1(¥), mi(y)) = (Tikr1(%), k(%)) € M.
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Por tanto para cadai € N, (m;41(y), mi(y)) € M. Se sigue de la definicién
de lﬁM que el punto y € @M Por tanto Ay C @M

Por otro lado la funcién m g41]a, : Ax — X es un homeomorfismo. Por
tanto Ay es un subcontinuo homeomorfo a X contenido en lér_n_M .

Veamos que Ay satisface las propieades del teorema.

Seay € Ay, por definiciéon de Ay existe un punto z € X, tal que el punto
y es de la forma (z,29,73,...). Entonces 71 11(y) = z € Xy oF(y) = x,
por tanto 71 k+1(Ax) C Xy oF(Ax) C {x}.

Ademas para cada z € x, el punto y = (z,z9,23,...) € Ax, entonces
z € M p+1(Ax) ¥y X € 0%(Ax). Por tanto 7 ;11(Ax) =Xy o*(Ax) = {x}

Con esto terminamos la prueba del teorema. |

Corolario 1.2.7. Sean M C [0,1]? y u € [0, 1]. Supongamos que existe X
un subcontinuo de M tal que ¢1(X) = {u} y que B={x € fm M : m(x) =
u} # 0.

Entonces para cadax € B, Ax = {(22, 21,22, x3,...) € [0,1]° : (21, 22) €
X} es un subcontinuo del léH_lM homeomorfo a X que satisface las siguientes
propiedades:

(1) 7T2y1(Ax) = X,

(2) o(Ax) = {x}.

Demostracion.
Como M es homeomorfo a G, entonces las hipétesis del Teorema 1.2.6
se satisfacen, por tanto el corolario es cierto. |

Teorema 1.2.8. Sean M C [0,1]? un conjunto cerrado y u,v,ty € [0,1],
tales que {to} x [0,1] C M. Entonces para cada x € lim M, tal que 71 (x) =
to, se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) los conjuntos A = {(t,x) € [0,1]*° : t € [u,v]} y B = {(t, m1x(x)) €
[0, 1]+ : ¢ € [u,v]} son arcos en Ym My Gpq, respectivamente.

(2) Existe un homeomorfismo h : [0,1] — A, tal que 7 j410h: [0,1] — B
es un homeomorfismo, h; es una funcién inyectiva, hi(0) = uy hi(1l) = v.

Demostracion.

Tenemos que el conjunto X = {to,t) € [0,1]? : ¢t € [u,v]} C M es un
subcontinuo de M, que satisface que ¢1(X) = {to}. Como p1(M) = [0,1] =
02(M), entonces {x € Ym M : m1(x) = u} # 0, por lo que se cumplen la
hipétesis del Corolario 1.2.7.
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Entonces por el Corolario 1.2.7, tenemos que el conjunto A es un sub-
continuo de lim M homeomorfo a X. Por tanto A es un arco.

Definamos h : [0,1] — A dada por h(t) = ((v — u)t + u,x), de la
definicién de h tenemos que h es una funcién continua. Ademés la funcién
hy :[0,1] = [u,v], definida como hi(t) = (v — u)t + u para cada t € [0, 1] es
una funcién biyectiva.

Notemos que por definicién la funcién h cumple con el inciso (2) pues
h : [0,1] — A es una funcién continua y biyectiva, tal que 7y 441 0 h :
[0,1] — B es una funcién continua y biyectiva, h; es una funcién inyectiva,
hi(0)=(v—u)0+u=uyhi(l)=(v—u)l+u=no.

Por tanto el inciso (2) queda demostrado. Ademéds como 7 ;41 oh es una
funcién continua e biyectiva, concluimos que B es un arco. Asi el teorema
queda demostrado. |
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Capitulo 2

Conjuntos de coindicidencias

En esta seccion introducimos los Conjuntos de coincidencias, los cuales
son una herramienta de gran utilidad para el estudio de limites inversos
generalizados. Los conjuntos de coincidencias son una generalizacién del
"Teorema de los alpinistas” (" Mountain Climbing Theorem”[9]), el cual fue
utilizado en [17], [18], [2] como una herramienta en la investigacién de estos
limites inversos.

Definicién 2.0.9. Sean f,h : [0,1] — [0,1] funciones continuas, definimos
el conjunto de puntos de coincidencias de las funciones f y h como sigue:

E(f,h) = {(z,y) € [0,1]” : f(z) = h(y)}.

A continuacién veremos algunos ejemplos de conjuntos de coincidencias
para familiarizarnos con la definicion.

Ejemplo 2.0.10. Sean f,g,h : [0,1] — [0, 1] definidas para todo z € [0, 1],
como siguen:

- f(2) =2, = h(z) = 3.
1

(En la Figura 2.1 se muestran las gréficas de las funciiones f, g y h.)
Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) E(f,h) =0,

(2) E(g, f) ={(z,y) € 0,1 :y=2(1 ~2), z € [3, 1]} ¥

(3) E(g,h) = {(3.y) € [0,1]* : y € [0, 1]}.

29
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Figura 2.1: Ejemplo 2.0.10

Demostracion.

(1) E(f,h) =0.

De la definicién de la funcién f, tenemos que para todo x € [0, 1], f(z) <
% y de la definicién de la funcién h, tenemos que para todo y € [0,1]
h(y) = %. Entonces para cualesquiera x,y € [0, 1], tenemos que f(z) # h(y).

Se sigue de la definicién de E(f, h) que E(f,h) = 0.

(2) E(g,£) = {(z.9) € 0,17 1y = 2(1 — 2), w € [}, 1]}

Sea A= {(z,y) € [0,1]> 1y =2(1 — ), z € [3,1]}.

Dado un punto (z,y) € E(g, f), tenemos que g(z) = f(y), por definicién
de las funciones g y f, tenemos que 1 —xz = ¥, de donde y = 2(1 — x), como
y € [0, 1], entonces z € [%,1]. Por tanto E(g, f) C A.

Por otro lado, dado un punto (x,y) € A, tenemos que y = 2(1 — z),
entonces 1 — x = ¥, de la definicién de las funciones g y f, tenemos que
g(z) = f(y), entonces el punto (z,y) € E(g, f). Por tanto A C E(g, f).

De las contenciones anteriores concluimos que E(g, f) = {(z,y) € [0,1]* :

y=2(1—2x), z €[%,1]}. (En la Figura 2.2 (a) se ilustra E(g, f))

(3) B(g,h) ={(3,9) € [0,1]* : y € [0,1]}.

Sea B = {(%,y) €[0,1]*:y € [0,1]}.

Sea (x,y) € B, de la definicién de la funcién h, tenemos que h(y) = %,
ademads de la definicién de la funcién g, tenemos que g(i) = %, por lo que
9(3) = h(y), entonces el punto (z,y) € E(g,h). Por tanto B C E(g, h).

Por otro parte, dado (x,y) € E(g,h), tenemos que g(z) = h(y), por lo
que 1 —z = %, de donde = = %, asi el punto (z,y) = (%,y) € B, por tanto
E(g,h) C B.
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De las contenciones anteriores, concluimos que E(g,h) = {(3,y) € [0,1]? :
y € [0,1]}. (En la Figura 2.2 (b) se ilustra E(g, h)) |

(@) E(.f (b)

Figura 2.2: Ejemplo 2.0.10

2.1. Propiedades de los conjuntos de coincidencias

En esta seccién daremos propiedades de los conjuntos de coincidencias,
las cuales estaremos utilizando a lo largo del trabajo.
La siguiente observacién nos da propiedades bésicas de estos conjuntos.

Observacién 2.1.1. Sean u,v € [0,1], con u < vy f,h:[0,1] — [u,?]
funciones continuas, entonces E(f,h) tiene las siguientes propiedades:

(1) E(f,h) es un subconjunto cerrado de [0, 1]%,

(2) Si f es una funcién suprayectiva, entonces FE(f, h) # 0,

(3) Si h es una funcién suprayectiva, entonces E(f, h) # 0.

Demostracion.

(1) E(f,h) es un subconjunto cerrado de [0, 1]2.

Sea ¢ : [0,1]> = R, ¢((x,y)) = f(x) — h(x). Entonces ¢ es una funcién
continua y ¢~ 1(0) = E(f,h). Por tanto E(f,h) es un subconjunto cerrado
de [0, 1]2.

(2) Si f es una funcién suprayectiva, entonces E(f, h) # (.

Como f es una funcién suprayectiva, para cada punto h(t) € h([0,1]) C
[u,v] = f([0,1]) existe un punto r € [0, 1], tal que f(r) = h(t). De la defini-
cién de E(f,h), el punto (r,t) € E(f, h). Por tanto E(f,h) # 0.

(3) Si h es una funcién suprayectiva, entonces E(f, h) # ().
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Como h es una funcién suprayectiva, para cada punto f(t) € f([0,1]) C
[u,v] = h([0,1]) existe un punto s € [0,1], tal que f(¢) = h(s). De la
definicién de E(f,h), el punto (t,s) € E(f,h). Por tanto E(f,h) #0. 1

Los siguientes teoremas nos dan informacion sobre las proyecciones ,(en
[0,1]), de las componentes de los conjuntos de coincidencias. El Teorema2.1.6
aparece en [15], en este trabajo damos una demostracién detallada de este
teorema y dos generalizaciones del mismo Teorema 2.1.2 y Teorema 2.1.4.
En la prueba de estos teoremas utilizamos el Lema 1.1.11.

Teorema 2.1.2. Sean u,v € [0,1], conu < vy f,h:][0,1] — [u,v] funciones
continuas, tales que h(0) = u y h(1) = v. Entonces existe una componente
Ey de E(f,h), tal que Eg N ({0} x [0,1]) # 0 # Ey N ({1} x [0,1]). Como se
ilustra en la Figura 2.3.

Efh)

Figura 2.3: Teorema 2.1.2
Demostracion.
Definamos A = ({0} x [0,1]) 1 E(f, ), B = ({0} x [0,1]) 1 E(f, h),
ro = min{r € [0,1] : (0,7) € A} = min(p2(4))

r1 =méax{r € [0,1] : (0,r) € A} = max(02(A4))
sop =min{s € [0,1] : (1,s) € B} = min(p2(B)) y
s1 = max{s € [0,1] : (1,s) € B} = méx(02(B)).
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Como Ay B son conjuntos cerrados y no vacios de E(f, h) tenemos que
los puntos rg, 71, Sg y s1 estdn bien definidos.
Ademads definamos

= ({0} > [r, 1) U ([0, 1] x {1}) U ({1} x [s1,1])

= ({0} x [0,m0]) U ([0, 1] x {0}) U ({1} x [0, s0]).

(0,ry)

‘ (I,S/)

(1,50
(0,r0)

E(fh)

Figura 2.4:

Supongamos por el contrario que para toda componente C' de E(f,h)
que intersecta a A U B, se cumple alguna de las siguientes dos propiedades:

(i) Si C N A # (), entonces C N B = ().

(ii) Si CN B # (), entonces C N A = ().

De la Observacién 2.1.1, (1), tenemos que E(f, h) es un conjunto cerrado
de [0,1]2, y por definicién A y B son subconjuntos cerrados de E(f,h) que
satisfacen las propiedades del Lema 1.1.11, por tanto existe un subcontinuo
Uy de [0, 1]?, tal que cumple las siguientes propiedades:

(1) Uy separa a Ay B

(2) UyN E(f,h) = @,

(3) Uo (A —={(0,m1),(1,s1)}) #0 y
(4) Uo N (I" = {(0,70), (1,80)}) # 0.

Afirmaciéon 1
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(L.a) Si (z,y) € (UpN (A —{(0,71),(1,51)})), entonces f(x) < h(y).
g)l.b)bSi (z,w) € (Ug N (T —{(0,s0), (1,50)})), entonces h(w) < f(z).
Como Uo NE(f,h) =0 entonces f(x) # h(y) y f(z) # h(w).

(L.a) Si (z,y) € (Uo N (A —{(0,71),(1,51)})), entonces f(z) < h(y).

Observemos que para todo punto (z,y) € (Uy N (A — {(0,71),(1,s1)})),
tenemos que z € {0,1} o y = 1, por lo que estos casos son los que probare-
mos.

Caso 1.y =1.

Tenemos que h(y) = h(1) y por hipétesis h(1) = v, por lo que h(y) = v,
ademads de la definicién de la funcién f, tenemos que f([0,1]) C [u,v], por
lo que f(z) < w. Por tanto f(x) < h(y), como f(x) # h(y) concluimos que
f(w) < h(y).

Para los casos = € {0, 1}, supongamos por el contrario que f(z) > h(y).
De la definicién de la funcién f, tenemos que f(z) < v y por hipdtesis
h(1) = v, entonces f(z) € [h(y), h(1)]. Como h es una funcién continua y el
intervalo [y, 1] es conexo, tenemos que f(z) € [h(y), h(1)] C h([y,1]). Por lo

que f(z) € h(ly, 1]).

Caso 2. z =0.

Como f(x) = f(0) € h([y, 1]), existe un punto r € [y, 1] tal que h(r) =
£(0), por tanto el punto (0,7) € E(f,h).

Por otra parte, tenemos que el punto (0,71) € E(f, h) y el punto (0,y) €
UpNA. Como UyNE(f,h) =0, entonces (0,y) # (0,71). Por tanto el punto
(0,y) € ({0} x (r1,1]), de donde y > 7.

Como r € [y,1] y y > r1, entonces r > r;. Hemos probado que el punto
(0,7) € E(f,h) y r > r1, lo anterior contradice la definicién de 7. Por tanto

f(x) < h(y).

Caso 3. z = 1.

Como f(z) = f(1) € h([y,1]), existe un punto s € [y, 1] tal que h(s) =
f(1), por tanto el punto (1,s) € E(f,h).

Por otro lado tenemos que el punto (1,s1) € E(f,h) y el punto (1,y) €
UpNA. Como UyNE(f,h) =0, entonces (1,y) # (1, s1). Por tanto el punto
(1,y) € ({1} x (s1,1]), de donde y > s;.

Como s € [y,1] y y > s1, entonces s > s1. Hemos probado que el punto
(1,s) € E(f,h) y s > s1, lo cual contradice la definicién de s;. Por tanto
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fz) < h(y).

En cualquier caso probamos que f(z) < h(y), por tanto (1.a) queda pro-
bado.

(1.b) Si (z,w) € (Up N (I = {(0, s0), (1,50)})), entonces h(w) < f(z).
Observemos que para todo punto (z,w) € (Uy N (' — {(0, so), (1, 50)})),
tenemos que z € {0,1} o w = 0, asi que estos casos son los que probaremos.

Caso 1. w = 0.

Tenemos que h(0) = h(w) y por hipédtesis h(0) = u, por lo que h(w) = u,
ademds de la definicién de la funcién f, tenemos que f([0,1]) C [u,v], por
lo que u < f(z). Por tanto h(w) < f(z), como h(w) # f(z) concluimos que
h(w) < f(z).

Para los casos z € {0, 1} supongamos por el contrario que f(z) < h(w).
De la definicién de la funcién f tenemos que f(z) > u y por hipdtesis
u = h(0), por lo que f(z) € [h(0),h(w)]. Como h es una funcién continua
y el intervalos [0, w] es conexo, tenemos que f(z) € [h(0), h(w)] C h([0, w]),
por lo que f(z) € h(]0,w]).

Caso 2. z =0.

Como f(z) = f(0) € h(][0,w]), existe un punto r € [0, w], tal que h(r) =
f(0), por tanto el punto (0,7) € E(f,h).

Por otro lado tenemos que el punto (0,7r) € E(f,h) y el punto (0,w) €
UpNT. Como UyNE(f,h) =0, entonces (0,w) # (0,79). Por tanto el punto
(0,w) € ({0} x [0,79)), de donde w < ry.

Como r € [0,w] y w < rp, entonces r < ro. Hemos probado que el punto
(0,7) € E(f,h) y r <10, lo anterior contradice la definicién de 7. Por tanto

h(w) < f(2).

Caso 3. z = 1.

Como f(z) = f(1) € h([0,w]), existe un punto s € [0, w], tal que h(s) =
f(1), por tanto el punto (z,s) € E(f,h).

Por otro lado tenemos que el punto (1, sg) € E(f,h) y el punto (1,w) €
UpNT. Como UyNE(f,h) =0, entonces (1,w) # (1, sp). Por tanto el punto
(1L,w) € ({1} x [0,s0)) de donde w < sp.

Como s € [0,w] y w < s, entonces s < sg. Hemos probado que el punto
(1,s) € E(f,h) y s < sg, lo anterior contradice la definicién de sg. Por tanto
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h(w) < f(2).

En cualquier caso probamos que h(w) < f(z), por tanto (1.b) queda
probado. [J

Definamos ahora F' = {(z,y) € Up : f(x) < h(y)} vy G = {(z,y) € Uy :
f(z) > h(y)}. Para terminar la prueba probaremos que los conjuntos F' y
G forman una separacion de Uy, lo cual contradice el hecho de que Uy es un
continuo.

Afirmacién 2

(2.a) F'y G son conjuntos abiertos no vacios de Uy,

(2b) Uy = FUG.

Prueba.

(2.a) F'y G son conjuntos abiertos no vacios de Uy,

De la Afirmacion 1, se sigue que que F'y G son conjuntos no vacios.

Probaremos que F' es un conjunto abierto de Up, la prueba de que G es
un conjunto abierto de Uy se hace de manera similar.

Sea (x,y) € F, entonces f(x) < h(y), por lo que f(x) # h(y), por lo
que existen conjuntos abiertos conexos U y V de [u,v] tales que f(z) € U
y h(y) € V, notemos que para cualesquiera z € U y w € V, tenemos que
z < w.

Definamos W = (f~1(U) x h=1(V)) N Uy, como f y h son funciones
continuas, tenemos que W es un conjunto abierto de Uj.

Ademas de la definicién de W, tenemos que el punto (z,y) € W.

Veamos que W C F. Dado un punto (z/,y’) € W, tenemos que f(z') € U
y f(Z') € V, por lo que f(2') < h(y'), de donde (2,y’) € F. Por tanto
W C F. Concluimos que F' es un conjunto abierto de Uy.

(2.b) Up = FUG.

Sea (z,y) € Uy, como Uy N E(f,h) = 0, tenemos que el punto (z,y) ¢
E(f,h). Por tanto f(z) # h(y), se sigue de la definicién de F' y G que
(x,y) € Fo(z,y) € G.Por tanto (z,y) € FUG. Concluimos que Uy C FUG.

Por otro lado como F' C Uy y G C Uy, tenemos que F'U G C Uy.

Tenemos de las contenciones anteriores que Uy = F'U G.OJ

De la Afirmacién 2 concluimos que F' y G forman una separacién de Uy,
lo cual contradice que Uy es un conjunto conexo. Esta contradiccién nace de
suponer que toda compomente C' de E(f,h) que intersecta a AU B cumple
alguna de las siguientes propiedades:
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(i) Si C'N A # () entonces C N B = .

(ii) Si CN B # () entonces C N A = ).

Por tanto existe una componente Ey de E(f,h) tal que Ey N ({0} x
0.1]) # 0 # By ({1 x [0.1)). .

Corolario 2.1.3. Sean u,v € [0,1], con u < vy f,h:[0,1] = [u,v] funcio-
nes continuas, tales que h(0) = u y h(1) = v. Entonces existe una compo-
nente Ey de E(f,h), tal que o1(Ep) = [0, 1].

No todas las compomentes de un conjunto de coincidencias con las
hipétesis del teorema, cumplen que su primera proyecciéon es suprarectiva.
Como se ilustra en la Figura 2.5.

E(f'h)

Figura 2.5: Ejemplo 2.0.10

La prueba de los Teoremas 2.1.4 y 2.1.6 es muy parecida a la prue-
ba del Teorema 2.1.2, por lo que omiteremos algunos detalles que ya hici-
mos en la prueba del Teorema 2.1.2. En estos teoremas centraremos nuestra
atencién en la componente del punto (0,0) en E(f,h) (cuando el punto

(0,0) € E(f,h) ).

Teorema 2.1.4. Sean u,v € [0,1],conu <wvy f,h:][0,1] — [u,v] funciones
continuas, tales que f(0) = u = h(0) y h(1) = v. Si Ej es la componente de
E(f,h) que contiene al punto (0,0), entonces Eg N ({1} x [0,1]) # 0. Como
se ilustra en la Figura 2.6.

Demostracion.
Definamos A = {(0,0)}, B = ({1} x [0,1]) N E(f, h).

so =min{s € [0,1] : (1,s) € B} = min(p2(B)) y
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El]

E(h)
Figura 2.6: Teorema 2.1.4

s1 = max{s € [0,1] : (1,s) € B} = méx(02(B)).

Como A y B son conjuntos cerrados y no vacios de E(f, h), tenemos que
los puntos sg y s1 estan bien definidos.
Ademas definamos

A = ({0} x [0, 1)) U ([0,1] x {1}) U ({1} x [s1,1])

I' = ([0, 1] x {0}) U ({1} x [0, 50])-

Supongamos por el contrario que Ejy no intersecta a B.

De la Observacién 2.1.1, (1), tenemos que E(f, h) es un conjunto cerrado
de [0,1]2, y por definicién A y B son subconjuntos cerrados de E(f,h) que
satisfacen las propiedades del Lema 1.1.11, por tanto existe un subcontinuo
Up de [0, 1]?, tal que cumple las siguientes propiedades:

(1) Uy separa a Ay B,

(2) Us N E(f,h) =0,

(3) Uo N (A = {(0,0), (L,s1)}) # 0

(4) Up N (I = {(0,0), (1, 50)}) # 0.

Afirmacién 1
(L.a) Si (z,y) € (UpN (A —{(0,0),(1,s1)})), entonces f(z) < h(y).
g)l.b)bSi (z,w) € (Uy N (T = {(0,0),(1,50)})), entonces h(w) < f(2).
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Como Uy N E(f,h) = 0 entonces f(x) # h(y) y f(z) # h(w).

(L.a) Si (z,y) € (Upn (A —{(0,0),(1,s1)})), entonces f(x) < h(y).
Observemos que para todo punto (z,y) € (Up N (A —{(0,71),(1,s1)})),
tenemos que z € {0,1} o y = 1, asi que estos casos son los que probaremos.

Caso 1.y =1.
Tenemos que h(y) = h(1)

y h(l) = v, por lo que h(y) = v, ademds
f(z) € [u,v], por tanto f(z) < h

(y), como f(z) # h(y) concluimos que

f(x) < h(y).

Caso 2. z = 0.

Tenemos que f(x) = f(0) y f(0) = u, por lo que h(x) = u, ademds
h(y) € [u,v], por tanto h(y) > f(x), como f(z) # h(y) concluimos que
f(x) < h(y).

Caso 3. z = 1.

Supongamos por el contrario que f(x) > h(y). Por hipdtesis h(1) = v,
por lo que f(x) € h([y, 1]).

Como f(x) = f(1) € h([y,1]), existe un punto s € [y, 1] tal que h(s) =
f(1), por tanto el punto (1,s) € E(f,h).

Como en el Teorema 2.1.2 tenemos que s > s1, lo cual contradice la
definicién de s1. Por tanto f(z) < h(y).

En cualquier caso probamos que f(x) < h(y), por tanto (1.a) queda pro-
bado.

(1.b) Si (z,w) € (UpN (I = {(0,0),(1,50)})), entonces h(w) < f(z).
Observemos que para todo punto (z,w) € (Uy N (I' = {(0, s0), (1, 50)})),
tenemos que w = 0 o z = 1, por lo que estos casos son los que probaremos.

Caso 1. w = 0.
h(w) y h(0) = u, por lo que h(w) = v, ademds
1], por tanto h(w) < f(z), como h(w) # f(z)

Tenemos que h(0) =
u < f(t), para todo t € [0,
concluimos que h(w) < f(z).

Caso 2. z = 1.
Supongamos por el contrario que f(z) < h(w), de la hipdtesis (a) tene-
mos que u = h(0), por lo que f(z) € h([0,w]).
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Como f(z) = f(1) € h([0,w]), existe un punto s € [0, w] tal que h(s) =
f(2), por tanto el punto (1,s) € E(f,h).

Como en el Teorema 2.1.2 tenemos que s < Sg, lo anterior contradice la
definicién de sg. Por tanto h(w) < f(z).

En cualquier caso probamos que h(w) < f(z), por tanto (1.b) queda
probado. [

Definamos ahora F' = {(z,y) € Up : f(x) < h(y)} vy G = {(z,y) € Uy :
f(z) > h(y)}. Como en el Teorema 2.1.2 tenemos que F' y G forman una
separacion de Uy, lo cual contradice que Uy es un conjunto conexo. Esta
contradiccién nace de suponer que Eg N B = (.

Por tanto Ey N ({1} x [0,1]) # 0. |

Corolario 2.1.5. Sean u,v € [0,1], con u <wvy f,h:[0,1] = [u,v] funcio-
nes continuas, tales que f(0) = u = h(0) y h(1) = v. Si Ej es la componente
de E(f,h) que contiene al punto (0,0), entonces p1(Ep) = [0, 1].

Teorema 2.1.6. Sean u,v € [0,1], conu < vy f,h:][0,1] = [u,v] funciones
continuas, tales que f(0) = w = h(0) y f(1) = v = h(1). Si Ep es la
componente de E(f, h) que contiene al punto (0,0), entonces Ey contiene al
punto (1,1). Como se ilustra en la Figura 2.7.

E(fh)

Figura 2.7: Teorema 2.1.6

Demostracion.
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Definamos A = {(0,0)} y B={(1,1)}, A= ({0} x [0,1])) U ([0,1] x {1})
¥ T = ([0.1] x {0}) U ({1} x [0,1]).

Supongamos por el contrario que (1,1) ¢ Ey.

De la Observacion 2.1.1, (1) tenemos que E(f, h) es un conjunto cerrado
de [0,1]2, y por definicién A y B son subconjuntos cerrados de E(f,h) que
satisfacen las propiedades del Lema 1.1.11, por tanto existe un subcontinuo
Uy de [0, 1]?, tal que cumple las siguientes propiedades:

(1) Up separa a Ay B,

(2) Uon E(f,h) =0,

(3) Uo N (A—{(0,0),(1,)}) #0y
(4) Uo N (' = £(0,0), (1, 1)}) # 0.

Afirmacién 1

(L.a) Si (z,y) € (UpN (A —{(0,0),(1,1)})), entonces f(z) < h(y).
gjl.b)bSi (z,w) € (UpN(I' ={(0,0),(1,1)})), entonces h(w) < f(z).
Notem(.)s que como UyNE(f,h) = 0 entonces f(x) # h(y) y f(z) # h(w).

(L.a) Si (z,y) € (Uon (A —{(0,0),(1,1)})), entonces f(x) < h(y).
Observemos que para todo punto (z,y) € (Uy N (A — {(0,71),(1,s1)})),
tenemos que x = 0 o y = 1, por lo que estos casos son los que probaremos.

Caso 1.y =1.

Tenemos que h(y) = h(1) y h(1) = v, por lo que h(y) = v, ademds
f(x) € lu,v], por tanto f(x) < h(y), como f(x) # h(y) concluimos que
f(x) < h(y).

Caso 2. z = 0.

Tenemos que f(z) = f(0) y f(0) = u, por lo que h(z) = u, ademds
h(y) € [u,v], por tanto h(y) > f(z), como f(z) # h(y) concluimos que
f(z) < h(y).

En cualquier caso probamos que f(z) < h(y), por tanto (1.a) queda pro-
bado.

(1.b) Si (z,w) € (Up N (I = {(0,0),(1,1)})), entonces h(w) < f(z).
Observemos que para todo punto (z,w) € (Uy N (' — {(0, sp), (1,50)})),
tenemos que w = 0 o z = 1, asi que estos casos son los que probaremos.
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Caso 1. w = 0.
Tenemos que h(0) = h(w) y h(0) = u, por lo que h(w) = u, ademés
f(2) € [u,v], por tanto h(w) < f(z), como h(w) # f(z) concluimos que

h(w) < f(z).

Caso 2. z = 1.
Tenemos que f(z) = f(1) y f(1) = v, por lo que f(z) = v, ademds
h(w) € [u,v], por tanto h(w) < f(z), como h(w) # f(z) concluimos que

h(w) < f(z).

En cualquier caso probamos que h(w) < f(z), por tanto (1.b) queda
probado. [

Definamos ahora F = {(z,y) € Uy : f(z) < h(y)} vy G = {(x,y) € Up :
f(z) > h(y)}. Como en el Teorema 2.1.2 tenemos que F' y G forman una
separacion de Up, lo cual contradice que Uy es un conjunto conexo. Esta
contradiccién nace de suponer que el punto (1,1) ¢ Ey.

Por tanto el punto (1,1) € Ej. ]

Corolario 2.1.7. Sean u,v € [0,1], con u < vy f,h:[0,1] — [u,v] fun-
ciones continuas, tales que f(0) = u = h(0) y f(1) = v = h(1). Si Ey es
la componente de E(f,h) que contiene al punto (0,0), entonces p1(Ey) =
[0,1] = pa(Ep).

El siguiente teorema nos da condiciones sobre las funciones f y h para
obtener que las componentes del conjunto de coincidencias E( f, h) sean arco
conexas.

Teorema 2.1.8. Sean f,h : [0,1] — [0, 1] funciones continuas, tales que
para cada t € [0,1], f~1(t) y h=1(¢) tienen un ntimero finito de componentes.
Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

(1) Las componentes E(f,h) son localmente conexas.

(2) Las componentes E(f,h) son arco conexas.

Demostracion.

(1) Recordemos que por la (Observacién 2.1.1, (1)), el conjunto E(f,h)
es un conjunto cerrado de [0,1]? y por tanto compacto de [0, 1]2.

Probaremos que las hipétesis del Corolario 1.1.14 se satisfacen. Sea z un
punto del intervalo [0, 1].

(a) El conjunto ({z} x [0,1]) N E(f, h) tiene un nimero finito de compo-
nentes.
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Notemos que
({z} < [0,1]) N E(f, h) = {(z,1) € {x} x [0,1] : f(x) = h(t)}
~{te[0,1]: h(t) = f(z)} = b (f(2)).
Por hipétesis h~!(f(z)) tiene un ntmero finito de componentes. Por
tanto ({z} x [0,1]) N E(f, h) tiene un nimero finito de componentes.
(b) El conjunto ([0,1] x {x}) N E(f, h) tiene un numero finito de compo-
nentes.
Notemos que
(10,1] x {z}) N E(f, ) = {(t.) € [0,1] x {o} : £(¢) = h(z)}
~{te0,1]: £(t) = hiw)} = £~ (h(x)).
Por hipétesis f~1(h(x)) tiene un ntimero finito de componentes. Por
tanto ([0,1] x {x}) N E(f, h) tiene un nimero finito de componentes.
De los incisos (a) y (b) tenemos que las hipdtesis del Corolario 1.1.14 se
satisfacen. Por tanto las componentes E(f, h) son localmente conexas.

(2) Sea A una componente de E(f,h), por el inciso (1), A es localmente
conexa, como las componentes de E(h, h) son continuos, tenemos que A es
un continuo localmente conexo. Por [[13], Theorem 8.23, pag. 130] A es un
continuo arco conexo. [ |

El siguiente lema es una herramienta para probar, bajo condiciones es-
peciales, que los conjuntos de coincidencias contienen 2 celdas.

Lema 2.1.9. Sean f,h : [0,1] — [0, 1] funciones continuas con las siguientes
propiedades
(a) f(0) = h(0),
(b) existen puntos a,b,r € [0,1] y arcos A, B C E(f,h) que cumplen las
hipétesis del Lema 1.1.5,
(c) existe un punto z en el intervalo (0,r) tal que f(z) # f(0).
Entonces existen dos sucesiones {xy, }nen ¥ {Un}nen de puntos en [0, 1]
tales que cumplen las siguientes propiedades para cada n € N:
(1) 1 = =,
(2) 0 < Tpy1 < Tp,
(3) 0< Yn+1 < Yn,
(4) el punto (xy,yn) € B,
(5) el punto (xn,Yn+1) € A,
(6) h(yn) = F(zn) = hlyns).

Demostracion.
Construiremos inductivamente a los elementos de las sucesiones.

6
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Como los puntos (0,0),(r,b) € B y el punto x pertenece al intervalo
(0,7), tenemos que p1(B) N [0,z) # 0y pi(B) N (x,r] # 0, ademds como
01(B) es conexo, tenemos que p1(B) N{x} # (), por lo que existe un punto
en B, cuya primera coordenada es x, llamemos a este punto (x,y). Veamos
que y > 0.

Supongamos por el contrario que y = 0, como el punto (z,y) € B C
E(f,h), tenemos que f(x) = h(y) = h(0) y por hipétesis f(0) = h(0),
entonces f(z) = f(0) lo cual contradice que f(x) # f(0). Por tanto y > 0.

Definamos el punto (z1,y1) = (z,y), de esta definicién se cumplen las
propiedades (1) y (4) para n=1, ademés y; > 0.

Como el punto y; > 0, el punto (z1,y1) € B — {(0,0)}, por el Lema
1.1.5,(3) existe un punto y2 € [0, y1] tal que el punto (z1,y2) € A, de manera
que la propiedad (5) se cumple para n = 1.

Como los puntos (x1,y1), (z1,y2) € AU B C E(f,h) entonces f(x1) =
h(y1) y f(x1) = h(y2), de manera que la propiedad (6) se cumple paran = 1.

Veamos que yo > 0. Supongamos por el contrario que y» = 0. De la
propiedad (6) para n = 1 y la definicién del punto (x1,y1), tenemos que
f(z) = f(x1) = h(y2) = h(0) y por hipétesis f(0) = h(0), por tanto f(z) =
f(0), lo cual contradice que f(z) # f(0). Por tanto y2 > 0.

Como y3 > 0y y2 < y1, tenemos que la propiedad (3) se cumple para
n=1.

Dado que el punto x; € (0,7) y el punto (x1,y2) € A por el Lema
1.1.5,(2), existe un punto x2 € [0, x1] tal que el punto (x2,y2) € B. Veamos
que x2 > 0.

Supongamos por el contrario que xo = 0, como el punto (x2,y2) € B C
E(f,h) entonces f(0) = f(x2) = h(y2) ademés de la propiedad (6) para
n =1y la definicién del punto (x1,y;) tenemos que f(x) = f(x1) = h(y2).
Por lo que f(x) = f(0), lo cual contradice que f(z) # f(0). Por tanto z2 > 0.

Como z3 > 0y z3 < z1, tenemos que la propiedad (2) se cumple para
n=1.

De lo anterior hemos construido

» puntos z1,xs € [0, 1],
= puntos y1,y2 € [0,1],

que satisfacen las propiedades (1)-(6) para n = 1y el punto (x2,¥2) € B.
Supongamos que hemos construido

= puntos 1,2, ..., Tk, Tkl € [0,1],

u puntos Y1,Y2, - Yk Yk+1 € [07 1]7
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para los cuales se satisfacen las propiedades (1)-(6) para n = k y el punto
(k+1,Yk+1) € B. (En la Figura 2.8 se ilustra el proceso de induccién)

(x1y1)

B
oY) M x1y2)
e 2)3)

A
E(f,h)
Figura 2.8:

Como el punto (zxt1,yk+1) € B se cumple la propiedad (4) para n =
k+1.

Como el punto yx41 > 0, el punto (xx11,yx+1) € B—{(0,0)}, por el Lema
1.1.5,(3), existe un punto yxi2 € [0, yr11], tal que el punto (xg11, yr12) € A,
de manera que la propiedad (5) se cumple para n = k + 1.

Veamos que yg12 > 0. Supongamos por el contrario que yi1o = 0 de la
propiedad (6) para n € {1,...,k} y la definicién del punto (z1,y;) tenemos
que

f(x) = f(z1) = f(y2) = f(22) = ... = f(@h41)-

Ademas como el punto (xg4+1,yxt2) € A C E(f,h), entonces

f(@ry1) = h(ye+2) = 1(0).

De estas dos igualdades obtenemos que f(z) = h(0) y por hipétesis f(0) =
h(0), por tanto f(x) = f(0), lo cual contradice que f(x) # f(0). Por tanto
Ygp+2 > 0. Como yri2 > 0y Y2 < Yk+1, tenemos que la propiedad (3) se
cumple paran =k + 1.

Como los puntos (zg+1, Yk+1), (Tkt1, Yk+2) € AU B C E(f, h), entonces

f(@r1) = Myr1) v f(@k41) = h(Yk+2), por lo que la propiedad (6) se
cumple para n = k + 1.
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Ademaés como el punto zi11 € (0,7) y el punto (zxi1,yrr2) € A,
por el Lema 1.1.5,(2) existe un punto xpio € [0,2511], tal que el punto
(Tk+2, Yk+2) € B. Veamos que g0 > 0.

Supongamos por el contrario que x4o = 0. Como el punto (42, Yk+2) €
B C E(f,h) entonces

f(0) = f(zry2) = h(yrs2).

Ademis de la propiedad (6) paran € {1,...,k+ 1} y la definicién del punto
(z1,1), tenemos que

f(@) = f(a1) = [(y2) = f(2) = .. = [(@h41) = h(Yrr2)-

De estas dos igualdades obtenemos que f(z) = h(ygi2) = f(Try2) =
f(0), por tanto f(x) = f(0), lo cual contradice que f(x) # f(0). Por tanto
ZTgro > 0. Como xgyo > 0y zpro < xTpi1, tenemos que la propiedad (2) se
cumple para n = k + 1.

Hemos construido

» puntos 1,9, ..., Tk, Tki1, Tet2 € [0, 1],

- puntos Y1,Y25 -+ -5 Yk Yk+1, Yk+2 € [07 ”7

para los que se satisfacen las propiedades (1)-(6) para n =k + 1 y el punto
(Zk+2, Yk+2) € B. Con esto terminamos el proceso de induccidn.

De manera que existen sucesiones {zy, }nen ¥ {¥n }nen de puntos en [0,1],
que se satisfacen las propiedades (1)-(6). [

2.2. Subcontinuos de los conjuntos de coinciden-
cias

En esta seccién daremos condiciones sobre las funciones del conjunto de
coincidencias y sobre el conjunto de coincidencias, para encontrar ciertos
subcontinuos, como: 2 celdas, circunfencrencias y triodos simples.

El siguiente teorema nos da condiciones sobre las funciones del conjunto
de coincidencias para saber si este contiene una 2-celda.

Teorema 2.2.1. Sean f,h: [0,1] — [0, 1] funciones continuas. Supongamos
que existen puntos ri,79,81,52 € [0,1] con r1 < ro y 51 < s2 tales que
f([r1,7m2]) = {a} = h([s1, s2]). Entonces E(f,h) contiene una 2-celda.
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Demostracion.

Como 71 < ry y 81 < S2, tenemos que [ry,r2] X [s1, $2] es una 2-celda.

Probaremos que [ri, 73] X [s1,s2] C E(f,h).

Sea (1, s) € [r1,72] X [s1, s2], entonces r € [r1,72] y s € [s1, $2], recordemos
que por hipétesis f([r1,72]) = {a} = h([s1, s2]), entonces f(r) = a = h(s),
por tanto el punto (r,s) € E(f,h).

Concluimos que [r1,72] X [s1,s2] C E(f, h), asi el teorema queda demos-
trado. |

El siguiente teorema nos da condiciones sobre el conjunto de coinciden-
cias para saber si este contiene una 2-celda.

Teorema 2.2.2. Sean f,h: [0,1] — [0, 1] funciones continuas. Supongamos
que existe un arco C' C E(f,h), tal que el punto (0,0) € C'y (0,0) no es
punto extremo de C, entonces E(f, h) contiene una 2-celda.

Demostracion.

Como el punto (0,0) no es punto extremo del arco C' C E(f, h), existen
arcos C1,Cy C C tales que CyUCy = Cy Cy N Cy = {(0,0)}. Vamos
a analizar los siguientes casos: (En la Figura 2.9 se ilustran los casos que
vamos a analizar)

C; C,

(@ E(fh) (b) E(fh)

Figura 2.9: (a) Caso 1 (b) Caso 2

Caso 1. p1(C1) # {0} # p1(Ca).

Sear > 0, tal que r € p1(C1)Np1(Ce). Sin perdida de generalidad existen
puntos «a, 5 € [0,1], a < f tales que (r,«a) € C1, (r, ) € Cs.

Entonces existen arcos A C Cy y B C Cy y puntos a,b € [0,1], a < b,
tales que cumplen las siguientes propiedades:
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(a) Los extremos de A son los puntos (0,0) y (r,a),

(b) Los extremos de B son los puntos (0,0) y (r,b),

(¢) A=A{(r,a)} C[0,r) x[0,1],

(d) B—A{(r,b)} C[0,7r) x[0,1].

(e) ANB ={(0,0)}, (pues ANB C C1NCy ={(0,0)}).

Por tanto los arcos A y B satisfacen las hipétesis del Lema 1.1.5.

Probaremos que la 2-celda [0,r] x [0,b] C E(f,h).

Afirmacién 1. f([0,7]) = {f(0)}.
Prueba.

» Siz =0, entonces f(z) = f(0).

» Sea x un punto en el intervalo (0, 7). Probaremos que f(z) = f(0).
Supongamos por el contrario que f(x) # f(0).

Tenemos que a,b,r € [0,1] y los arcos A, B C E(f,g) satisfacen las
hipétesis del Lema 1.1.5. Ademaés las funciones f y h satisfacen que
f(0) = h(0), pues (0,0) € E(f,h), por lo que las hipétesis del Lema
2.1.9 se satisfacen.

Por tanto existen dos sucesiones {Zy, }nen ¥ {Yn }nen de puntos en [0, 1]
que cumplen las siguientes propiedades para cada n € N:
i) 1 =z,

i) 0 < xpy1 < T,

(
(
(iii) 0 < Yn+1 < Yn,
(iv) el punto (z,,yn) € B,
(

v) el punto (n,Yn+1) € A,

(Vi) h(yn) = f(zn) = h(Yn+1)-

De las propiedades (ii) y (iii) tenemos que las sucesiones {zp }nen ¥
{Yn }nen son sucesiones monotonas decrecientes y acotadas por 0. Se
sigue de [14, Theorem 3.14, p. 55] que {Zn}nen ¥ {Yn}nen son su-
cesiones convergentes en el compacto [0, 1]. Por tanto existen puntos
z,w € [0, 1] tales que

lim z, =zy lim y, =w.
n—oo n—0oQ
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Por la propiedad (iv), tenemos que la sucesion {(zn,yn)}nen s una
sucesién contenida en B. Ademds por [14, Theorem 3.4 (a), p. 50],
tenemos que {(xp, Yn) }nen €s una sucesién convergente y

Jim (2, yn) = (2, w).

Como B es un conjunto compacto, tenemos que el punto (z,w) € B.

De la misma manera, por la propiedad (v), tenemos que la suce-
sién {(zn, Yn+1) }nen €s una sucesion convergente, limy, o0 (Zn, Yn+1) =
(z,w) y el punto (z,w) € A.

Tenemos entonces que el punto (z,w) € AN B = {(0,0)}, por lo que
el punto (z,w) = (0,0). De lo anterior z =0, w = 0.
De la continuidad de f, se sigue que

I f(zn) = f(2) = f(0).

n—oo

Por otro lado de la propiedad (vi), para cadan € N, f(zy,) = h(ynt1) =
f(xn,1). De estas dos igualdades, tenemos que f(xy) = f(2n,1). En-
tonces {f(xn)}nen es la sucesion constante { f(0)}nen.

Por la propiedad (i), tenemos que x; = x, entonces f(z) = f(x1) =
f(0), lo cual es una contradiccién. La contradiccién nace de suponer
que f(z) # f(0). Por tanto f(z) = f(0).

Hemos probado que para cada punto x en el intervalo (0,7), f(x) =

f(0).

» Si x = r. Como f es una funcién continua y para cada = € [0,r),

f(x) = f(0), entonces f(r) = f(0).

Hemos probado que para cada z € [0,7], f(z) = f(0).
Por tanto f([0,7]) = {f(0)} y la Afirmacién 1 queda probada. [J

Afirmacién 2. h([0,b]) = {f(0)}.

Prueba.

Recordemos primero que los puntos (0,0) y (r,b) son los extremos del
arco B C E(f,h).

Probaremos que, para cada y € [0,b], h(y) = f(0).

» Siy =0, entonces h(y) = h(0) = f(0).
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» Siy = b, como el punto (r,b) € B C E(f,h), tenemos que h(b) =
f(r). Ademés por la Afirmacién 1, tenemos que f(r) = f(0). De las
igualdades anteriores h(b) = f(0).

» Si y pertenece al intervalo (0, b).

Como los puntos (0,0),(r,b) € By y € (0,b), tenemos que p2(B) N
[0,y) # 0y p2(B)N(y,r] # 0, como p2(B) es conexo, entonces p2(B)N
{y} # 0. Por tanto ([0,7] x {y}) N B # 0.

Sea (z,y) un punto en ([0,7] x {y}) N B, como el punto (z,y) € B C
E(f,h), entonces f(z) = h(y). Como z € [0,r] por la Afirmacién 1,
tenemos que f(z) = f(0), por tanto h(y) = f(0).

Hemos probado que h([0,b]) = {f(0)} y terminamos la prueba de la
Afirmacion 2. [J

De las Afirmaciones 1 y 2, tenemos que f([0,7]) = {f(0)} = h([0,]),
por lo que se cumplen las hipdtesis del Teorema 2.2.1. Por tanto la 2-celda
[0,7] x [0,b] C E(f,h).

Hemos probado que E(f,h) contiene una 2-celda, con esto terminamos
la prueba del Caso 1.

Caso 2. p1(Ch) = {0} 0 p1(C) = {0},

Probaremos el caso en que p1(C7) = {0}, el caso en que p1(Cy) = {0} se
hace de manera similar.

Por la Observacién 1.1.8, (1), tenemos que p2(Cy) # {0}.

Sea A C C5 un arco con un extremo (0,0), tal que pa(A) C p2(Cy).

Analizaremos los siguientes casos. (En la Figura 3.2 se ilustran los casos
que vamos a analizar)

Caso 2.1. pa(A) = {0}.

Por la Observacién 1.1.4,(2), tenemos que p;(A) # {0}, ademés como
p2(C1) # {0}, tenemos que pi(A) x p2(Ci) es una 2-celda. Veamos que
p1(A) x p2(C1) C E(f, h).

Sea (x,y) un punto en p1(A) x p2(C1). Como x € p1(A) y p2(A) = {0},
tenemos que el punto (x,0) € A, ademds como y € p2(C1) y p1(C1) = {0}
tenemos que (0,y) € C;.

Como los puntos (x,0), (0,y) € (AUC}) C E(f,h), tenemos que f(z) =
h(0) v f(0) = h(y). Ademds como el punto (0,0) € E(f,h), tenemos que
f(0) = h(0), de las igualdades anteriores, obtenemos que f(x) = h(y), por
tanto el punto (z,y) € E(f, h).
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Cy C

A C/—
A

(@ E(fh) (@) E(fh)

Figura 2.10: (a) Caso 2.1 (b) Caso 2.2

Hemos probado que cualquier punto de pi(A) x pa(Ch), pertenece a
E(f.h).

Concluimos que la 2-celda p1(A) x p2(C1) C E(f,h), con esto termina-
mos la prueba del Caso 2.1.

Caso 2.2. pa(A) # {0}.

Veamos que p1(A) es no degenerado. Como p1(C1) = {0} y C1 N Cy =
{(0,0)}, entonces Cy N ({0} x [0,1]) = {(0,0)}. Como A C C5, entonces
AN({0}x[0,1]) = {(0,0)}. Como A es no degenerado entonces AN(0, 1] # 0.
Por tanto p;(A) # {0}.

Como pa(A) # {0} # p1(A), tenemos que p1(A) X pa(A) es una 2-celda.
Veamos que p1(A) x p2(A) C E(f, h)

Sea (z,y) un punto en p;(A) x pa(A). Como z € p;(A) existe un punto
y1 € [0, 1], tal que el punto (z,y;) € A.

Ademsés por definicién del arco A, tenemos que pa(A) C p2(Cy), enton-
ces los puntos y,y1 € p2(C1). Como p1(C1) = {0}, tenemos que los punto
(07 y)v (Oa yl) € Cl-

Como los puntos (z,y1), (0,y),(0,y1) € (AUC1) C E(f,h), tenemos que
f(x) = h(yr), f(0) = h(y) y f(0) = h(y1), entonces f(z) = h(y1) = h(y),
por lo que f(x) = h(y), por tanto el punto (z,y) € E(f,h).

Hemos probado que cualquier punto de p;1(A)x p2(A), pertenece a E(f, h).

Concluimos que la 2-celda p1(A) x p2(A) C E(f, h), con esto terminamos
la prueba del Caso 2.2.

Hemos probado que en cualquier caso que E(f,h) contiene una 2-celda.
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Con esto hemos probado el Caso 2.
Con los Casos 1 y 2 terminamos la prueba del teorema. ]

A continuacién definiremos subconjuntos especiales de los conjuntos de
coincidencias, los cuales apareceran en el desarrollo del trabajo.

Definicién 2.2.3. Sean a,b € [0,1] y f,h : [0,1] — [0, 1] funciones conti-
nuas, definimos

n
&=
s
=
s
"@

[ ] [ ]
SN
w [\
—~~ —~ —~ —~
>
B
R
=
I

IS

cx >a, y<b}.

Notemos que los conjuntos dados en la Definicién 2.2.3 son subconjun-
tos cerrados del conjunto de coincidencias de las funciones f y h, notemos
también que estos conjuntos pueden llegar a ser vacios.

Observacién 2.2.4. Sean f,h : [0,1] — [0, 1] funciones continuas. Supon-
gamos que «, 3 : [0,1] — [0, 1] son funciones continuas e inyectivas. Entonces
p:E(foa,hop)— E(f,h) dada por ¢((r,s)) = (a(r),5(s)) es un encaje.

Demostracion.

Probaremos que ¢ esta bien definida y es una funcién continua e inyec-
tiva.

Sea (r,s) € E(f oa,ho ), entonces f o a(r) = h o ((s), entonces
(a(r),B(s)) € E(f,h), por tanto ¢((r,s)) € E(f,h). Concluimos que ¢
estd bien definida.

Como « y S son funciones continuas, tenemos que ¢ es una funcién
continua.

Veamos que ¢ es una funcién inyectiva. Sean (r,s), (', s’) puntos de
E(foa,hop), tales que o((r,s)) = ¢((r',s")). Veremos que el punto (r, s) =
(r',s).

Por definicién de ¢ obtenemos que (a(r), 8(s)) = (a(r'), 5(s")), de donde
a(z) = a(r') y B(s) = B(s"). Como « y B son funciones inyectivas tenemos
que r =1’y s = s'. Por tanto el punto (r,s) = (', ).

Hemos probado que ¢ es una funcién inyectiva.

Como ¢ es una funcién continua e inyectiva, ¢ es un encaje. ]
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Fl siguiente teorema nos da condiciones sobre el conjunto de coinciden-
cias para saber si este contiene un 2 celda.

Teorema 2.2.5. Sean a,b € [0,1] y f,h:[0,1] — [0, 1] funciones continuas.
Si existen i € {1,2,3,4} y un arco C' C E;(f, h,a,b) tal que el punto (a,b) €
C'y (a,b) no es punto extremo de C' entonces E(f, h) contiene una 2-celda.

Demostracion.

Vamos a analizar el caso en que ¢ = 1, los casos en que i € {2,3,4} se
hacen de manera similar.

Definamos « : [0, 1] — [a,1] como a(t) = (1 —a)t+ay B:[0,1] — [b, 1]
como «(t) = (1 —b)t + b.

Definamos ¢ : E(foa, hof3) — E(f,h) dada por ¢((x,y)) = (a(x), B(y)),
como « y (3 son funciones continuas, tenemos de la Observacién 2.2.4 que ¢
es un encaje.

Para probar que FE(f,h) contiene una 2 celda E, basta probar que
E(f o a,h o ) contiene una 2 celda B, pues E = ¢(B) es una dos cel-
da contenida en E(f,h). Para lo anterior probaremos que se satisfacen la
hipétesis del Teorema 2.2.2.

Afirmacién 1. El punto (0,0) € E(f oa,ho f3).

Prueba.

Tenemos que (foa)(0) = f((0)) = f((1=a)0+a)) = f(a) y (hoB)(0) =
h(5(0)) = h((1 —b)0 + a)) = h(b). Ademés como el punto (a,b) € E(f,h),
tenemos que f(a) = h(b), entonces f o «(0) = h o 3(0), por tanto el punto
(0,0) € E(f o, ho ). Hemos probado la Afirmacién 1. O

Afirmacién 2. Existe un arco C’ C E(foa, hof3) tal que el punto (0, 0)
no es punto extremo de C’.

Prueba.

Por hipétesis existe un arco C' C Eq(f, h,a,b), tal que el punto (a,b) no
es punto extremo de C. Veamos que C C ¢(E(f oa,ho f3)).

Sea (x,y) € C, como C C Ei(f,h,a,b), tenemos que z € [a, 1] = a([0,1])
y y € [b,1] = B(]0,1]), por lo que existen puntos r,s € [0, 1], tales que
a(r) =z y B(s) =y.

Adema&s como el punto (z,y) € C C E(f,h), tenemos que f(z) = h(y).

De la definicién de r y s, tenemos que

(fea)(r) = fla(r) = f(z) = h(y) = h(B(s)) = (ho B)(s),
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por tanto el punto (r,s) € E(f o a,h o ). Notemos que ¢(r,s) =
(a(r),B(s)) = (x,y). Por tanto el punto (z,y) € p(E(f o a,ho f3)). He-
mos probado que C C ¢(E(f oa,hof)).

Sea C" = ¢~ 1(C), como ¢ es un encaje tenemos que ¢’ C E(foa, hof) es
un arco. Ademéds como el punto (a,b) no es punto extremo de C'y {(0,0)} =
¢~ 1((a,b)), tenemos que el punto (0,0) no es punto extremo de C".

Hemos probado la Afirmacién 2. O

De las Afirmaciones 1 y 2 tenemos que existe un arco ¢’ C E(foa, hof3)
tal que el punto (0,0) € C' y (0,0) no es punto extremo de C’, por lo que se
cumplen las hipétesis del Teorema 2.2.2. Por tanto tenemos que E( foa, hof3)
contiene una 2-celda B.

Definamos E = ¢(B), dado que ¢ es un encaje tenemos que E es una
2-celda, por tanto E(f,h) contiene una 2-celda E.

Hemos terminado la prueba del caso ¢ = 1, la pueba de los casos en que
i € {2,3,4} se hacen de manera similar, definiendo « y 5 que depende de
Ei(f,h,a,b). ]

En el siguiente teorema daremos condiciones sobre las funciones del con-
junto de coincidencias para probar que este contiene una curva cerrada sim-
ple.

Lema 2.2.6. Sean f,h : [0, 1] — [0, 1] funciones continuas. Supongamos que
existen puntos ri, 72,73, 81,82,83 € [0,1] con 711 < r9 < 13y 51 < S2 < 83
tales que f[r, 73] = h[s1, s3], f(r1) = h(s2) = f(rs), h(s1) = f(r2) = h(s3),
f(r1) = max(f[r1,73]), f(r2) = min(f[ry,rs)).

Si las componentes de E(f,h) son arco conexas, entonces E(f, h) con-
tiene una curva cerrada simple.

Demostracion.
Por definicién de f(ry) y de f(r2), obtenemos que f(r1) > f(r2), por lo
que analizaremos los siguientes casos:

Caso 1 f(r2) < f(r1).

Vamos a probar que existen arcos A, Ao, A3, Ay C E(f,h) tales que
Ay U Ay U A3 U Ay es una curva cerrada simple como se muestran en la
Figura 2.12.

Definamos a7, ag, 1, 82 : [0,1] — [0,1] tales que para cada t € [0, 1]
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Jr)=f(r3) h(s2)
f(rz)/ h(si)=h(s3)
f0.1]) h([0,1])
1 2 3 1 2 3
Figura 2.11:
= (t) = (r1 — ro)t + 7o, x B1(t) = (s2 — 1)t + s1,
» ag(t) = (r3 — ra)t + 1o, n [a(t) = (s2 — s3)t + s3.

Como f, h, a1, as, B1 v B2 son funciones continuas, entonces f o aq,
foas, hopB1y ho (s, son funciones continuas.
Notemos que

» a1([0,1]) = [r1,7r2], @1(0) = ro, a1 (1) =71,
= ax([0,1]) = [ra, 73], a2(0) = 72, aa(1) =3,
= 1([0,1]) = [s1, 2], B1(0) = 51, (1) = s,
= 52([0,1]) = [s2, s3], 2(0) = s3, B2(1) = 0.

Afirmacién 1. Dados i, j € 1,2, si E; j es la componente de E(foa;, ho
;) que contiene al punto (0,0) entonces E; ; contiene al punto (1,1).

Prueba.

Haremos la prueba para cuando ¢ = 1, j = 2 la prueba en cualquier otro
caso se hace de manera similar.

Veremos que las hipotesis del Teorema 2.1.6 se satisfacen para las fun-
ciones f o y ho 3y y para los puntos f(rq), f(r1) € [0,1].

Veamos que foaj,hoBy:[0,1] = [f(re), f(r1)]-
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A A,

E(f,h)

Figura 2.12:

Tenemos que foay : [0,1] — flri,m2] vy ho B2 : [0,1] — h[se, s3],
ademds por hipétesis f[ri,r3] = h[s1,s3], f(r1) = h(s2) = f(r3), h(s1) =
F(r2) = hlss), fr) = méx(flrr,rs]), f(ra) = min(flri,7s]), por lo que
flr1,m2] = h[sa, s3] = [f(r2), f(r1)]. De lo anterior tenemos que foay, hofs :
[0,1] = [f(r2), f(ri)].

Veamos que (f 0 a1)(0) = £(r2) = (ho B)(0) y (f 0 ar)(1) = f(r1) =
(ho B2)(1).

Tenemos que (f o a1)(0) = £(a1(0)) = £(r2) y (h o £2)(0) = h(3a(0)) =
h(ss), por hipétesis, tenemos que f(ry) = h(ss), por tanto (f o «a1)(0)
F(r2) = (h o B2)(0).

Por otro lado tenemos que (foay)(1) = f(ai1(1)) = f(r1) y (hoB2)(1) =
h(B2(1)) = h(s2), por hipdtesis, tenemos que f(r;) = h(sz2), por tanto (f o
ar)(1) = f(r1) = (ho B2)(1).

Hemos probado que las hipétesis del Teorema 2.1.6 se satisfacen, por
tanto si Fj 2 es la componente de E(f o oy, h o 52) que contiene al punto
(0,0), entonces Ej 2 contiene al punto (1,1). O

Dados i,j € {1,2}, definamos ¢; ; : E(f o a;, ho ;) = E(f, h) dada por
@i j(r,s) = (o (r), Bj(s)), como o y B son funciones continuas e inyectivas
por la Observaciéon 2.2.4, tenemos que ¢; j €s un encaje.

Por hipétesis las componentes de E(f, h) son arco conexas y como ¢; j es
un encaje tenemos que las componentes de E( foa;, ho3;) son arco conexas.
Por tanto FEj ; es arco conexa.

Sea B; ; C E; j un arco con puntos extremos (0,0) y (1,1).

Definamos A; j = i ;(Bi ), pi,j = i,5((0,0)) ¥ ¢ij = »i;((1,1)).
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Veamos que los arcos A; ; satisfacen la siguiente Afirmacion.

Afirmacién 2 Dados i,j € {1,2}, con i # j, se cumplen las siguientes
propiedades :

(1) Ai;iNAj; =0,

(2) AiJ N Ajﬂ' = (Z),

(3) pii = pji»
(4) Qii = qij-
Prueba.

Haremos la prueba del inciso (1), la prueba del inciso (2) se hace de
manera similar.

(1) Am’ N AjJ = 0.

Supongamos ¢ = 1, j = 2. Supongamos por el contrario que A 1M A2 #
0.

Sea (’I”, S) S A171 N A272, por definicién A1,1 = @1,1(3171) y A2’2 =
©22(Ba2), entonces existen puntos (r',s’) € By y (r”,s") € Bay tales
que 911 (', 8)) = (r,5) = g2a((1", ).

De la definicién de @131 y @22 tenemos que (r,s) = (ai(r'), f1(s')) €
[r1,72] X [81, 82] ¥ (1, 8) = (aa(r’), B2(s")) € [ra,73] X [s2, 3], entonces (r, s) =
(rg, s2).

Como (r,s) = (12, 52) € A11NA22 C E(f, h), tenemos que f(rz) = h(s2)
y por hipétesis h(s2) = f(r1), entonces f(r2) = f(r1) lo cual contradice la
hipotesis del Caso 1.

La contradiccién nace de suponer que A; 3 N Ag o # (). Por tanto Ay 1 N
Aj 9 = (. De manera similar se prueba que A2 N Ay; = 0.

(3) pii = pji>

Haremos la prueba para cuando i = 1, 7 = 2, la prueba para cuando
1 =27y j =1 se hace de manera similar.

Por definicién p11 = ¢1.1((0,0)) y p21 = ©2,1((0,0)). De la definicién
de 11 y 2,1 tenemos que p11 = ¢1,1((0,0)) = (a1(0), 81(0)) = (r2,81) ¥
P21 = ©2,1((0,0)) = (a2(0),51(0)) = (re,s1). Por tanto p11 = (re,s1) =
p2.1-

De maner similar obtenemos que p2 2 = (12, 53) = p1,2.

(4) Gii = Gij-
Haremos la prueba para cuando i = 1, 7 = 2, la prueba para cuando
1 =27y j =1 se hace de manera similar.
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Por definicién g11 = ¢1,1((1,1)) ¥ q12 = ¢12((1,1)). De la definicién
de ¢11 ¥ @12 tenemos que q1,1 = ¢1,1((1,1)) = (a1(1),61(1)) = (r1,52) ¥
21 = p2,1((1,1)) = (a1(1), B2(1)) = (71, s2). Por tanto g11 = (r1, s2) = ¢2.1.

De maner similar obtenemos que ¢z 2 = (r3, s2) = p2,1.00

Afirmacién 3

(1) Si (r,s) € A;; N A, j, entonces s = sa.

(2) Si (r,s) € A;; N Aj;, entonces r = 1.

Prueba.

Haremos la prueba para cuendo ¢ = 1, j = 2, la prueba para cuando
t =2, 7 = 1 se hace de manera similar.

Si (T‘, S) S Al,lmAl,Z, por definicién A171 = @1,1(3171) y ALQ = @1,2(31,2),
entonces existen puntos (1, s') € By 1y (r”,s") € B2, tales que

90171((T/7 S/)) = (T7 S) - ()01,2((T//’ 3”))'

De la definicién de @11 y @12 tenemos que (r,s) = (ai1(r'), f1(s')) €
[r1,79] X [s1,82] v (r,8) = (aq(r"),B2(s")) € [r1,re] x [s2,s3], de donde
S = S9.

De manera similar si (r,s) € A; 1 N Ag entonces r = rp. Asi la Afirma-
cién 3 queda probada. [

De la Afirmacién 3 y la definicién de los arcos Aj 1, A1, A21, Az,
tenemos que

» AiiNAip C{(r,s) € E(f,h):7 € r1,m2] y s = sa},
w AsoNAg1 CA{(r,s) € E(f,h):r €rg,r3]y s =2},
w Aj1NAsy CA{(r,s) € E(f,h) :r=ray s € [s1,52]},
w AsoNAip CA{(r,s) € E(f,h) :r=ray s € [s2,s3]}.

Definamos

» ap = max{r € [r1,72] : (1,82) € A11 N A2} = méxp1 (41,1 N A 2),
» ay =min{r € [ry, 73] : (1,82) € Ay 2N A1} = ming; (Az2 N Azq),
» by = méax{s € [s1,s2] : (r2,s) € A1, 1 N Az1} = maxpa(A11 N A21),

m by = min{r S [82, 83] : (7’2, 3) S AQ’Q n ALQ} = ml’nQQ(AQ’Q n ALQ).
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Los puntos a1, ag, by y bz estdn bien definidos, pues los conjuntos A;; N
Aijy Aii N Aj; son subconjuntos cerrados de E(f,h) y por tal de [0, 1]2.

Notemos que a; < r2 < as y by < s2 < ba, pues de lo contrario a; = 7o
0 b; = s9, entonces el punto (r2,s2) € E(f,h), por lo que f(r2) = h(s2),
ademds por hipétesis h(s2) = f(r1), entonces f(re) = f(r1) lo cual contra-
dice la hipétesis del Caso 1.

Definamos

= A; C A;; el arco con puntos extremos (a1, s2) y (b1,r2),

= Ay C Ay el arco con puntos extremos (by, 72
» A3 C Ap el arco con puntos extremos (ag, s2

)
)
)
» Ay C Aj el arco con puntos extremos (ba,72) y (a1, s2).

Tenemos que los arcos A; satisfacen las siguientes propiedades.
1) A1 NAs = @,

(6) Az N Ag = {(b2,72)}.

De las propiedades (1)-(6) concluimos que A; U Ay U A3 U A4 una curva
cerrada simple.

Por tanto Caso 1 queda probado.

Caso 2. f(r1) = f(r2)

Por hipétesis f(r1) = méx(f[r1,7s]), f(r2) = min(f[ri, rs]) y flri,rs] =
hls1, s3], por lo que f[r1,rs] = {f(r1)} = hlsi1, s3], por tanto se satisfacen la
hipétesis del Teorema 2.2.1, por tanto la 2-celda [r1,r3] X [s1,s3] C E[f, hl,
concluimos que E[f, h] contiene una curva cerrada simple.

De los casos 1 y 2 el teorema queda demostrado. |

En el siguiente teorema daremos condiciones sobre las funciones del con-
junto de coincidencias para probar que este contiene un triodo simple.

Lema 2.2.7. Dados puntos u,v € [0,1] con u < v y funciones continuas
fyh 2 [0,1] — [u,v]. Supongamos que existen puntos r1,72,73, S1, 2,3 €
[0,1] con r1 < 10 < r3y s1 < S2 < s3, tales que flri,r3] = h[s1, s3],
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fr)=ftr3) h(s)=h(s3)

Jtr) h(s3)
/ f0,1]) h([0,1]

Figura 2.13:

f(r1) = f(r3) = h(s1) = h(s3), f(r2) = h(s2), f(r1) = méx(f[ri,r3]),
f(rz) = min(f[r1,r3]).

Si las componentes de E(f,h) son arco conexas, entonces E(f, h) con-
tiene un triodo simple con vértice (rz, s2).

Demostracion.
Por definicién de f(r1) y de f(r2), obtenemos que f(ry) > f(ra), por lo
que analizaremos los siguientes casos:

Caso 1 f(rz) < f(r1)

Vamos a probar que existen arcos A, Ay, A3, C E(f, h) tales que A; U
Ag U Ag es un triodo simple como se muestra en la Figura 2.14.

Definamos ay, ag, 1, 52 : [0,1] — [0,1] tales que para cada t € [0, 1]

= ay(t) = (11 — )t + 72, n Bi(t) = (s1 — s2)t + 9.
= ag(t) = (r3 —ra)t + 1o, n [o(t) = (s3 — s2)t + s2.

Notemos que para cada i € {1,2}, a; y (; son funciones continuas e
inyectivas, por lo que foai, foag, hofB1 y ho s son funciones continuas.
Notemos también que

w a1([0,1]) = [r1,72], @1(0) =72, a1(1) = 7y,

u ag([O, 1]) = [7“2,7“3], 042(0) =T2, 042(1) =7Ts3,
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>

A

E(f,h)

Figura 2.14:

» 31([0,1]) = [s1,52], B1(0) = s2, B1(1) = s1,
= (2([0,1]) = [s2, s3], B1(0) = 52, B1(1) = s3,

Afirmacién 1. Dados i, j € 1,2, si E; j es la componente de E(foa;, ho
B;) que contiene al punto (0,0) entonces E; ; contiene al punto (1,1).

Prueba.

Haremos la prueba para cuando i = 1 = j la prueba en cualquier otro
caso se hace de manera similar.

Veremos que las hipdtesis del Teorema 2.1.6 se satisfacen para las fun-
ciones foaj y ho 1y para los puntos f(rs2), f(r1) € [0,1].

Veamos que foaq,ho By:[0,1] = [f(r2), f(r1)]

Tenemos que foaq : [0,1] — flri,re] y hoB1 : [0,1] — h[s1,s2],
ademds por hipétesis f[ri,r3] = h[s1,s3], f(r1) = h(s2) = f(r3), h(s1) =
f(r2) = h(s3), f(r1) = méx(f[r1,rs]), f(rz) = min(f[r1,73]), por lo que
flr1,m2) = h[s1, s2] = [f(r2), f(r1)]. De lo anterior, tenemos que foaq, hof; :
[0,1] = [f(r2), f(r1)].

Veamos que (f 0a1)(0) = f(r2) = (ho B1)(0) ¥ (f o a1)(1) = f() =
(ho B1)(1).

Tenemos que (f 0 a1)(0) = f(a1(0)) = f(rz) y (Ao B1)(0) = h(B1(0)) =
h(s2). Por hipétesis, tenemos que f(re) = h(sz2), por tanto (f o a1)(0) =
F(r2) = (h o 52)(0).

Por otro lado, tenemos que (foaq)(1) = f(a1(1)) = f(r1) y (hof1)(1) =
h(B1(1)) = h(s1). Por hipétesis tenemos que f(r;) = h(sy), por tanto (f o
a1)(1) = f(r1) = (ho B2)(1).
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Hemos probado que las hipétesis del Teorema 2.1.6 se satisfacen, por
tanto si Ej 1 es la componente de E(f o ay,h o 2) que contiene al punto
(0,0) entonces Ej; contiene al punto (1,1). O

Dados 4, j € {1, 2}, definamos ¢; ; : E(f o o, ho 3;) — E(f, h) dada por
wi j(r,s) = (y(r), Bj(s)), como oy y B; son funciones continuas e inyectivas
por la (Observacion 2.2.4), tenemos que ; ; es un encaje.

Por hipétesis las componentes de E(f, h) son arco conexas y como ¢; j €s
un encaje tenemos que las componentes de E(foa;, ho3;) son arco conexas.
Por tanto FEj ; es arco conexa.

Sea B;j C E;j un arco con puntos extremos (0,0) y (1,1).

Definamos A; j = ¢ij(Bi;), pij = ¢ij((0,0)) vy gij = #i;((1,1)).

Veamos que los arcos A; ; satisfacen la siguiente Afirmacién.

Afirmacién 2 Dados i,j € {1,2}, si i # j, entonces se cumplen las
siguientes propiedades :

(1) pii = pja

(2) 4 # i)

(3) Aii M A5 ={pii}

(4) Aij N Az = {pij}-

Prueba.

(1) pii = pja-

Haremos la prueba para cuando ¢ = 1, 7 = 2, la prueba para cuando
i =27y 7 =1 se hace de manera similar.

Por definicién p11 = ¢1,1((0,0)) y p21 = ¢2,1((0,0)). De la definicién
de @11y @21 tenemos que p1,1 = 1,1((0,0)) = (a1(0),51(0)) = (r2,82) ¥y
P21 = ¢21((0,0)) = (a2(0),81(0)) = (re,s2). Por tanto p11 = (re,s2) =
p21-

De maner similar obtenemos que p2 2 = (12, $2) = p1,2.

(2) i # qij-

Haremos la prueba para cuando ¢ = 1, j = 2, la prueba para cuando
i =2y j =1 se hace de manera similar.

Por definicién g11 = ¢1,1((1,1)) ¥ q12 = ¢12((1,1)). De la definicién
de 11 y ¢1,2 tenemos que q11 = p11((1,1)) = (a1(1), (1)) = (r1,81) ¥
@1 = ¢21((1,1)) = (aa(1),B2(1)) = (r1,s3). Por tanto 11 = (r1,51) #
(r1,83) = q2,1-

(3) Aii N Aj; ={pii}-

Supongamos i =1, j = 2.
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Sea (r,5) € A1 N Ayp Sea (r,s) € Ay N Ago, por definicién Ay =
©11(B11) y A22 = ¢22(Ba2), entonces existen puntos (r',s") € By y
(r",s") € Bag tales que p11((17,s")) = (r,8) = p22((r", s")).

De la definicién de @11 y @22 tenemos que (r,s) = (a1(r'), f1(s)) €
[r1,72] X [81,82] ¥ (1, 8) = (ca(r"), B2(s")) € [ra, 3] X [s2, s3], entonces (r, s) =
(’I“Q, 82).

La prueba del inciso (4) se hace de manera similar a la prueba del inciso

(3)-

Afirmacién 3 Si (r,s) € Aj 1 N Ay 2, entonces s = ss.

Prueba.

Sea (r,s) € Ai1 N Ay, por definicion A1 = ¢11(B11) v 412 =
¢12(Bi12), entonces existen puntos (r',s) € By y (r”,s") € Bjg tales
que p11((17,5)) = (r,s) = @12((r", 5")).

De la definicién de @11 y @22 tenemos que (r,s) = (a1(r'), f1(s)) €
[r1,72] X [s1,82] ¥ (r,8) = (a1(r”),B2(s")) € [r1,re] x [s2,s3], entonces
s = s9.01

De la Afirmacién 3, tenemos que Ay N A12 C {(r,s) € E(f,h) : r €
[r1,72] v s = sa}.

Definamos a = min{r € [ri,72] : (r,52) € A11 N A12} = minp; (A1 N
A1), como Ap1 N Aj 2 es un subconjunto cerrado de [0, 1]2, tenemos que a
esta bien definido.

Notemos que a > r1, pues si a = 71, entonces el punto (r1, s2) € E(f, h)
de donde f(r1) = h(s2), por hipétesis f(rq) = h(s2), entonces f(rq) = f(r1),
lo cual contradice la hipdtesis del Caso 1.

Definamos Ay C Aj; ;1 el arco con puntos extremos (a, s2), p1,1, A2 C A1 1
el arco con puntos extremos (a,s2), ¢11 y A3 C Ajz2 el arco con puntos
extremos (a, s2) ¥ ¢1,2, notemos que los arcos Ay, As, A3, satisfacen que

(1) AN 4; = {(a,52)}

Por tanto A1 U As U A3 es un triodo simple.

Por tanto Caso 1 queda probado.

Caso 2. f(r1) = f(r2)

Recordemos que por hipétesis f(r1) = méax(f[r1,73]), f(r2) = min(f[r1,r3])
y flr1,m3] = hls1, s3], por lo que f[ri,r3] = {f(r1)} = h[s1, s3], por tanto
se satisfacen la hipdtesis del Teorema 2.2.1, por tanto la 2-celda [ri, 73] X
[s1, s3] C E[f,h], concluimos que E[f, h] contiene un triodo simple.

De los Casos 1 y 2 el teorema queda demostrado.
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Capitulo 3

Relacion entre los conjuntos
de coincidencias y los limites
inversos

Recordemos que M denota un subconjunto cerrado de [0,1]2, tal que
o1(M) = [0,1] = g2(M).

Es este capitulo damos la relacion que existe entre los conjuntos de coin-
cidencias y @M , los conjuntos G y M, lo cual que nos permitira obtener
informacién de @M , los conjuntos G y M.

3.1. Encajes

Es esta seccién relacionaremos los conjuntos de coincidencias con léIEM ,
los conjuntos G, y M. Definimos bajo condiciones especiales encajes de los
conjuntos de coincidencias a QIEM y los conjuntos Gy.

Estos encajes nos seran de gran utilidad a lo largo de este trabajo.

Recordemos que dado j € N y funciones £ : [0,1] — [0,1), h: [0,1] —
[0,1]°°, entonces £ = (f1, f2,..., fj) y h(= (h1, he,...). Ademds dados i, k,n €
N, con 1 < j y k <1 £t = (fl,fz,...,fi), f;g = (fk,fk+1,...,fi) hril =
(hi,ho, ..., hy)

Lema 3.1.1. Sean M C [0,1]?, k,l € Ny £ : [0,1] — G, g : [0,1] — G,
h:[0,1] — @M, funciones continuas. Dados i1 < k+ 1, j <Il+1,n €N,
tales que E(f;, g;) # 0 # E(fi, hyn). Definimos

65
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= ¢ : E(fi,95) = Giti—j, = ¢:E(fi,95) = Gjyr—is
o X E(fihn) = Yim M, o &2 B(fishu) = Gosis,
como siguen:

= para cada punto (z,y) € E(fi, g;),

e((z,y)) = (i), -, fi(2), gj41(¥), - 911(y)),
» para cada punto (z,y) € E(f;, hn),

x((@,y)) = (fi(x), .., fi(@), bng1(y), hng2(y), - ),
= para cada punto (z,y) € E(fi, g;),

¢((2,9)) = (91(2), -, 9j(2), fira(y), - - s fera(y),
» para cada punto (z,y) € E(fi, hn),

V() = (ha(x), .. hn(@), fira (), - fer1 ()

Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) ¢, X, &, ¥, estan bien definidas y son continuas.

(2) Si £l :[0,1] = Gi1y gé“ : [0,1] — Gj—j, son funciones inyectivas,
entonces ¢ es un encaje.

(3) Si £l :[0,1] = Gi—1 y b : [0,1] — lim M son funciones inyectivas,
entonces X €S un encaje.

) Si g;{ 0,1] = Gj1y ka : [0, 1] — Gg—; son funciones inyectivas,

entonces ¢ es un encaje.

(5) Sih}:[0,1] = Gpo1y £F71:[0,1] — Gi_, son funciones inyectivas,
entonces ¢ es un encaje.

Demostracion.

(1) ¢, X, &, ¥, estan bien definidas y son continuas.

Probaremos que ¢ estd bien definida y es continua, que Yy, ¢, 1, estan
bien definidas y son continuas, se prueba de manera similar.

Primero probaremos que ¢ esta bien definida, para lo cual veremos que
dado un punto (z,y) € E(fi, 9;), ¢((z,y)) € Giyi—;. Paralo cual probaremos

que paracadar € {1,2,...,i+l—1}, el punto (741 (p((z,y))), 7 (¢(z,y))) €
M.

m Seal<r<i-—1.

Por hipétesis, £([0,1]) C Gj. Entonces por definicién de ¢ y de G,
tenemos que el punto
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(mr1(p((2,9))), 7 (((2,9))) = (fra1(2), fr(2)) € M.

m Sear =1i.

Como el punto (z,y) € E(fi,g;), tenemos que f;(z) = g;(y), de esta
igualdad y por definicién de ¢, tenemos que el punto

(mr1(e((2,9))), T (0((2,9)))) = (mit1(((z,9))), mi(e (7, 9))))
= (9j+1(y), fi(2)) = (fix1(2), fi(z)).

Ademas por hipétesis £([0, 1]) C Gy, entonces el punto (fi+1(z), fi(z)) €
M. Por tanto el punto (mit1(¢((z,v))), mi(e((z,v)))) € M.

m Seai+1<r<i+1—7j.

Por hipétesis g([0,1]) C G;. Entonces por la definicién de ¢ y de G,
tenemos que el punto

(mr1(0((z,9))), T (0((2,9)))) = (Gj+r—i+1(Y), Gj+r—i(y)) € M.

Asf para cada r € {1,2,...,i +1— 1}, (mr41(e((2,9))), 7 (0((2,9)))) €
M. Por tanto la funcién ¢ estd bien definida.

Veamos que ¢ es una funcién continua.

Parar > i, m(p) = fryparai+1<r <i+l—j+1, (@) = Gjtri,
como fr, gj+r—; son funciones continuas, concluimos que ¢ es una funcién
continua.

(2) Si fi:]0,1] = Gi—1 y gé.ﬂ : [0,1] — Gj—;, son funciones inyectivas,
entonces ¢, es un encaje.

Por (1), tenemos que ¢ es un funcién continua, por lo que resta probar
que @ es un funcién inyectiva.

Sean (z,v), (2/,y') € E(fi, g;) puntos que satisfacen ¢((z,y)) = ¢((2, ")),
probaremos que el punto (z,y) = (2, /).

Como ¢((z,v)) = ¢((2',y")), tenemos que

(fim),..., fi(x), 9j1(¥), - - -, Gre1(¥))
= (fi(@"),. .. fi(@), 9j+1(Y), - g1 (Y))-

De esta igualdad, tenemos que para cada 1 < r < i f.(x) = f.(2') y para
cada j <r <Il+1, g.(z) = g-(¢).
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Por lo que fi(z) = fi(2') y gﬁ*l(y) = gé*l(y’), recordemos, que por
hipétesis fi y gé-H son funciones inyectivas, por lo que z =z’ y y = 3/, por
tanto el punto (z,y) = (2/,3’). Concluimos ¢ es una funcién inyectiva.

Hemos probado que ¢ es una funcién continua e inyectiva. Por tanto ¢

es un encaje.

La prueba de los incisos (3), (4) y (5) se hacen de manera similar a la
prueba del inciso (2). [ |

Los siguientes corolarios, son casos particulares del Teorema 3.1.1, los
cuales estaremos utilizando a lo largo del trabajo.

Corolario 3.1.2. Sean M C [0,1]%, k,l €N, f:[0,1] = M, g:[0,1] = Gy
h:[0,1] — @M, funciones continuas, tales que E(f1,91) # 0 # E(f1, h1),
E(g141, f1) # 0 # E(f2, ht). Definimos

= p:E(fi,1) = Gz, = ¢: E(f2, q141) = Gy,
= x: E(f1,h) — lim M, = ¢ E(f2, hi) = Gi,

como siguen:

)
o((@,y)) = (91(2), - -, g1(®), 1 (),
» para cada punto (z,y) € E(f2, hi),
Y((@,y)) = (ha(2), ..., (), f1(y))-

Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) ¢, X, @ y ¥, estéan bien definidas y son continuas.

(2) Si f y g son funciones inyectivas, entonces ¢, es un encaje.

(3) Si f y h son funciones inyectivas, entonces x, es un encaje.

(4) Si gy f son funciones inyectivas, entonces ¢, es un encaje.

(5) Sin¥ :[0,1] — Gr_1 y f son funciones inyectivas, entonces 1 es un
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Demostracion.

Recordemos que ¥ : M — G, dada por 9((z,y)) = (y,z) es un homeo-
morfismo. Consideremos ¥ o f : [0,1] — G, de la defincién de ¥ tenemos
que 9o f = (f2, f1) y que ¥ o f es una funcién continua.

Aplicando el Teorema 3.1.1 a las funciones Yo f : [0,1] = G1, g : [0,1] —
G, yh:[0,1] — h’ﬁM, tomando

= en la definiciéon de ¢ en Teorema 3.1.1,i =2, j =1,
= en la definicién de x en Teorema 3.1.1,i =2, n =1,
= en la definicién de ¢ en Teorema 3.1.1, j =1+ 1,1 =1,

= en la definicién de ¥ en Teorema 3.1.1, n =k, ¢ = 1.

Por tanto el corolario se sigue del Teorema 3.1.1. |

Corolario 3.1.3. Sean M C [0,1]>, k€ N, f:[0,1] = Gr y h :[0,1] —
H&M: funciones continuas, tales que E(fxi1,h1) # (. Si definimos ¢ :
E(fi41,h1) = fm M, para cada punto (z,y) € E(fit1,h1), como

o((z,y) = (fi(x), f2(x), - -, fr (@), frg1(2), ha(y), h3(y), - - ).

Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:
(1) ¢ esta bien definida.
(2) Si f y h son funciones inyectivas, entonces ¢ es un encaje.

Demostracion.
La prueba se sigue del Teorema 3.1.1, para el caso en que i =k y n = 1.

3.2. Conjuntos de coincidencias y subcontinuos del
limite inverso

Es esta seccion utilizaremos los encajes dados en la Seccién 3.1, para
obtener triodos simples, circunferencias y arcos en lim M y en los conjuntos
G, los cuales utilizaremos en capitulos posteriores.
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Teorema 3.2.1. Sean M C [0,1]?, puntos u,v,7,s € [0,1], k € N, f, g :
[0,1] = Gk yh:[0,1] — L&M , funciones continuas e inyectivas, tales que
cumplen las siguientes propiedades:

(a) £(r) ¢ g([0, 1]), g(s) & £([0, 1)

(b) fk+1agk+17h1 : [07 1] - [u,v],

(c) hy es suprayectiva,

(d) E(fe+1,h1) # 0 # E(grs1, ha).

Entonces las componentes de E(fix1+1,h1) ¥y E(gk+1, h1) son homeomorfas
a subcontinuos propios de @M .

Demostracion.
Como E(fgt1,h1) # 0 # E(gk+1,h1), podemos definir
= ¢ E(fe+1,h1) = lim M, = ¢ E(gky1, h1) — Hm M

como siguen:

» para cada punto (z,y) € E(fr+1,h1),

e((z,y)) = (fi(2), f2(2), - -, (@), for1 (@), ha(y), hs(y), - ),
» para cada punto (z,y) € E(gxt1,h1),

V((z,y)) = (91(2), 92(2), - - -, g (@), g1 (2), ha(y), hs(y), - . ).

Como f, g y h son funciones continuas e inyectivas, estas satisfacen las
hipétesis del Corolario 3.1.3, por tanto ¢ y 1 son encajes. De lo anterior, con-
cluimos que las componentes de E(fx+1,h1) v E(gx+1, h1) son homeomorfas
a subcontinuos de @M .

Probaremos que las componentes de E( fi41, k1) son homeomorfas a sub-
continuos propios de @M , la prueba de que las componentes de E (g1, h1)
son homeomorfas a subcontinuos propios de léH_lM se hace de manera simi-
lar.

Sea A componente de E(fg+1,h1), probaremos que p(A) # ]én_lM

Probaremos que existe un punto a € [0, 1], tal que el punto (s,a) €
E(ges1, ) v 0((5,0)) & 9(A).

Como la funcién h; : [0,1] — [u,v] es suprayectiva y gr11(s) € [u,v],
existe un punto a € [0,1], tal que hi(a) = gr+1(s), por lo que el punto
(s,a) € E(gk41, h1). Veamos que ¢((s, a)) ¢ ¢(A).

Supongamos por el contrario que ¥((s,a)) € p(A) C ©(E(fit+1,h1)),
entonces existe un punto (r/,s’) € A, tal que ¢((r',s’)) = ¥((s,a)), por lo
que

(fl(rl)v SRR karl(T/)v hQ(S/)7 h3(3,)7 . ) = (91(3)7 s 7gk+1<3>7 hQ(G)v h3(a)7 e ')7



3.2. SUBCONTINUOS DEL LIMITE INVERSO 71

de donde £(r’") = g(s), lo cual contradice que g(s) ¢ £([0,1]). La contradic-
cién nace de suponer que ¥ ((s,a)) € p(E(fxy1,h1)). Por tanto ¥((s,a)) ¢
p(A).

Por tanto, ¢(A) es un subcontinuo propio de @M |

Observacién 3.2.2. En la prueba del Teorema 3.2.1, probamos que dado
un punto (r,s) € E(fr1,h1), tal que f(r) ¢ g([0,1]), entonces ¢((r,s)) ¢
Y(E(gr+1, 1))

Corolario 3.2.3. Sean M C [0,1]?, puntos u,v,r,s € [0,1], k € N, f, g
[0,1] = M yh:[0,1] — @M , funciones continuas e inyectivas, tales que
cumplen las siguientes propiedades

(a) f(r) ¢ g([0,1]) y g(s) & f([0,1])

(b) f1,91,h1 2 [0,1] = [u, v]

(c) hy es suprayectiva,

(d) E(fi,h) # 0 # E(g1, )

Entonces las componentes de E(f1,h1) y E(g1,h1) son homeomorfas a
subcontinuos propios de l(lrgM .

Demostracion.
Como M es homeomorfo a Gy entonces las hipdtesis del Teorema 3.2.1
se satisfacen, por tanto el corolario es cierto. |

El siguiente teorema es una herramienta para obtener triodos simples en
lim M y en los conjuntos G, la cual utilizaremos en el siguiente capitulo.

Teorema 3.2.4. Sean M C [0,1]?, puntos u,v € [0,1], u < v, k € N,
f,g:[0,1] > Gryh:[0,1] — ]grgM, funciones continuas e inyectivas, tales
que cumplen las siguientes propiedades:

(a) £(¢ ) g(t), para cada t € [0, %],
(b) £((3.1]) Ng((3,1]) = 0,

( ) fk+17gk+17h1 [07 1] — [uva

(d) fre41(0) =u= gk+1(0)
(
(
(g
(h

)
€) hi(0) =uy (1) =
f) las componentes de E( fr+1,h1) son arco conexas,
) las componentes de E(gg+1,h1) son arco conexas,
) dim(lim M) =
Entonces LM contlene un triodo simple T, que satisface las siguientes
propiedades:
(1) ma(T) € (£(0. 1) Ug(0, 1),
(2) o*(T) € h([0, 1)).
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f(l) h(0)=(u,hy0),hs3(0),...)
~

Fz)=a(%)

yan

f0)=9(0)= (&i(0), .., g0)w) /
g(l)/

/ T k+1

"
M

h(l)=(u,hy(1),hs3(1),...)

Figura 3.1:

Demostracion.

Para la prueba de este teorema utilizaremos los conjuntos de coinciden-
cias de las funciones fii1, h1 ¥ gk+1, h1. Analizaremos los casos, en los que
estos conjuntos tienen o no tienen puntos de ramificacion.

De (d) y (e), tenemos que fi+1(0) = u = gg+1(0) = h1(0), por lo que
el punto (0,0) € E(fr+1,h1) y (0,0) € E(gr+1,h1), entonces E(fry1,h1) #
0 # E(gxs+1,h1), asl podemos definir

» ¢ E(fe+1,h1) = lim M, » ¢ E(gky1, ha) — Hm M
como siguen:

» para cada punto (r,s) € E(frxr1,h1),

o((r,s)) = (fr(r), -, fis1(r), ha(s), hs(s), .. .),
» para cada punto (r,s) € E(gxi1,h1),

e((r,8)) = (g1(r), -+, ge41(r), ha(s), ha(s), - ..).
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Como f, g y h son funciones continuas e inyectivas, entonces se satisfacen
las hipédtesis del corolario 3.1.3, por tanto tenemos que ¢ y 9 son encajes.

Recordemos que R(X) denota el conjunto de puntos de ramificacién del
conjunto X. Analizaremos los siguientes casos.

Caso 1. R(E(fit1,M)) # 0 0 R(E(gr+1,h1)) # 0.
Haremos la prueba del caso R(E(fx+1,h1)) # 0. La prueba del caso
R(E(gk+1,h1)) # 0, se hace de manera similar.
Sea (a,b) € R(E(fx+1,h1)) # 0, como (a,b) es punto de ramificacién de
E(fit1,h1), existe T C E(fr+1,h1) un triodo simple con vértice (a,b).
Como ¢ es un encaje, tenemos que 7' es homeomorfo a ¢(7T'), por tan-
to lim M contiene un triodo simple. Veamos que T = o(T') satisface las
propiedades (1) y (2) del teorema.
Sea x € T, como T = (T, existe un punto (r,s) € T' C E(fxy1,h1) tal
que x = ¢((r, s)), entonces
T k+1(X) = T e (((ry8))) = Tk ((f1(r), -, fora(7), ha(s), .. )
= (fi(r)s-- o, fira(r)) = £(r).
Y
o+ (x) = o ([ 5))
= o™ ((f1(r), -5 fera (1), ha(s), ha(s), . . .))
— (Fer(r)ha(s), ha(s) ) = (ha(s), ha(s), ha(s), ...) = B(s)
por 1o que 141 (x) € £([0, 1]) y o*(x) € h([0, 1]).
Concluimos que 71 411(T) C (£([0,1]) Ug([0,1])) y *(T) C h([0,1]).
Por tanto el Caso 1 queda probado.

Caso 2. R(E(fit1,m)) =0y R(E(gk+1,h)) = 0.

Definamos Ej la componente de FE(fr11,h1) que contiene al punto (0, 0)
y Fp la componente de E(gr+1,h1) que contiene al punto (0, 0).

Notemos que las hipdtesis del Lema 2.1.4 se satisfacen para las funcio-
nes fr+1, P Y Gk+1, h1, Pues fri1, gr+1,h1 ¢ [0,1] — [u,v] son funciones
continuas, tales que fr11(0) = v = h1(0) = gx4+1 vy hi(1) = v. Por tanto
Bon ({1} x [0,1]) # 0 £ Fon ({1} x [0, 1))

Como EoN({1}x[0,1]) # 0 # Fon({1}x[0,1]), existen puntos (1, ¢c) € Ey
y (1, d) € Fp.

Ademads por las hipétesis (f) y (g) tenemos que las componentes de
E(fx+1,h1) ¥ E(gk+1,h1) son arco conexas. Por tanto Ey y Fy son arco
conexas. Entonces existen arcos E C Eg y F' C Fp, con puntos extremos

(0,0), (1,¢) ¥ (0,0) y (1d)
Sean C' C EN([0,4] x [0,1]) y D € FN([0,1] x [0,1]) arcos con puntos
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extremos (0,0), (3,a) y (0,0), (5,b), tales que C —{(3,a)},D — {(3,b)} C
[0,2) x [0,1]. (Figura 3.2)

E{) / F{)

E(fisr,hy) E(gi+1,h1)

Figura 3.2:

Afirmacién 1.
(l.a) CUD C Eygn Fy.
(1.b) C'N D es no degenerado.

Prueba.

(1.&) CuD C Eygn Fy.

De la definicién de C, tenemos que C C ¥ C Fy. Veamos que D C FEjy.

Sea (r,s) € D, tenemos por definicién de D que el punto (r,s) € F C
E(gk+1, 1), por lo que gg11(r) = hi(s). Como r € [0, 1], de la hipétesis (a)
tenemos que f(r) = g(r), por lo que fr11(r) = gry1(r), entonces fri1(r) =
hi(s), asi el punto (r,s) € E(fx+1,h1). Por tanto D C E(fxy1,h1).

Como D es un conjunto conexo de F(frt1,h1), que contiene al punto
(0,0), tenemos que D C Ey. Por tanto C' U D C Ej.

De manera similar CUD C Fy. Por tanto CUD C EygNEFy y (1.a) queda
probado.

(1.b) C' N D es no degenerado.

Supongamos por el contrario que C' N D es degenerado. Como (0,0) €
CND, obtenemos que CND = {(0,0)}. De lo anterior, tenemos que CUD C
E(fr+1,h1) es un arco, tal que el punto (0,0) € C U D y (0,0) no es punto
extremo de C'U D. Por lo que se satisfacen las hipotesis del Teorema 2.2.2.
Por tanto E(fx+1,h1) contiene una 2-celda.
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Como ¢ es un encaje, entonces lim M contiene una 2-celda. Esto con-
tradice la hipétesis (h), dzm(l&M ) = 1, la contradiccién nace de suponer
que C'N D es degenerado.

Por tanto C'N D es no degenerado y el inciso (1.b) queda probado. OJ

Como ¢ : E(fxy1,h1) — Ym M, ¢ : E(gk+1,h1) — lim M son encajes y

E C E(fxy1,h1), F C E(gg+1,h1) son arcos, tenemos que ¢(F) y ¥ (F) son
arcos contenidos en lim M.

Afirmacién 2 Los arcos ¢(E),¢(F) C im M satisfacen las siguientes

propiedades:
(2.a) p(F) tiene puntos extremos ¢((0,0)) y ¢((1,¢)),
(2.b) ¢(F) tiene puntos extremos ¢((0,0)) y ¥((1,d)),
(2.¢c) o(E)NY(F) es no degenerado,
(2.d) ¥((1,d)) ¢ o(E),
(2.€) p((1,¢)) & »(F).
(Figura 3.3)
MM v
A T
E(gier,hy) ¢((0.0)=y((0,0))
E(f]‘(+1,hl)
¢
E / o((1,¢))
Figura 3.3:
Prueba.

(2.a) ¢(E) tiene puntos extremos ¢((0,0)) y ¢((1,¢)).
Como FE es un arco con puntos extremos (0,0) y (1,¢), y ¢ es un encaje,
tenemos que ¢(FE) es un arco con puntos extremos ¢((0,0)) y ¢((1,¢)).

(2.b) ¢(F) tiene puntos extremos ¢((0,0)) y ¥((1,d)).
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Como F' es un arco con puntos extremos (0,0) y (1,d), y ¢ es un encaje,
tenemos que ¥ (F’) es un arco con puntos extremos ¢ ((0,0)) y ¥((1,d)).

Veamos que ¢((0,0)) = 1((0,0)).

Tenemos que

©((0,0)) = (f1(0), - .-, fi+1(0), h2(0), h3(0), . ..)

w((()? O)) = <91(0)7 s 7gk+1(0)7 h2(0)7 h3(0)7 .- ')7
ademads de la hipdteis (a), tenemos que £(0) = g(0), entonces ¢((0,0)) =
¥((0,0)).

(2.c) p(E) N (F) es no degenerado.

Probaremos que ¢(C' N D) C ¢(E)NY(F).

De la Afirmacién 1, tenemos que CU D C EgNFyy CN D es no
degenerado.

Como C C Ey D C F, entonces (CND) C Ey (CND) C F. Por tanto

(CND) Co(E)yp(CND)Cp(F).
Veamos que ¢(CND) = ¢(CND). Dado un punto (r,s) € CND tenemos
por definicién de la funcién ¢ que

(p((?“, 3)) = (fl(r)v s 7fk+1(r)7 h2(3)7 h3(8)7 i )

y por definicién de la funcién ¢ que

P((r,s)) = (g1(r), -, ge+1(r), ha(s), ha(s), - ..).

Como C'N'D C [0,4] x [0,1], entonces r € [0, 1], por la hipétesis (a),

tenemos que f(r) = g(t) entonces

(F1(r)s s frra(r), ha(s), ha(s), ) = (g1(r)s - - s grya (r), ha(s), ha(s), .. ).

Por tanto ¢((r, s)) = ¢ ((r, s)). Concluimos que ¢(C' N D) = ¢(C N D).
Por tanto p(C N D) C ¢(E)Ny(F). Como C N D es no degenerado, en-
tonces ¢(C'N D) es no degenerado, por tanto ¢(E) N (F) es no degenerado.

(2.d) ¥((1,d)) & »(E),

Notemos que las funciones f, g y h, satisfacen las hipétesis del Teorema
3.2.1, ademds como g(1) ¢ £([0,1]), por la Observacién 3.2.2, tenemos que

P((L,d)) & p(E).
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(2.¢) p((1,¢)) ¢ ¥(F).
Como las funciones f, g y h, satisfacen las hipdtesis del Teorema 3.2.1,
ademds como f(1) ¢ ¢(]0,1]), entonces por la Observacién 3.2.2 el punto

p((1,0) ¢ $(F). O

Por la Afirmacién 2, los arcos ¢(E), ¥ (F) C Gy satisfacen la hipdtesis
del Lema 1.1.6. Por tanto ¢(£) U9 (F) C lim M contiene un triodo simple.
Sea T C ¢(F) U ¢(F) un triodo simple, veamos que T satisface las
propiedades (1) y (2) del teorema.
Sea x € T, como T C ¢(F)Uy(F), existe un punto (r,s) € EU F tal
que x = ((r, 5)) 0 x = (1, 5)).
Six = p((r,s)), tenemos que
T k+1(X) = e (@((r,8)) = T e ((F1(r), -5 frr1 (), ha(s), hs(s), - .))
= (f(r),-- o, fipa(r)) = £(r).

sy a1 (7), ha(s), hs(s),...))
= (for1(r); ha(s), ha(s) . ..) = (ha(s), ha(s), ha(s), . .) = h(s).

Por otro lado si x = ¥((r, s)), tenemos que
P11 (%) = T (B, 9))) = T (017, - g (1), Ba(5), h(s), )
= (g1(r)s -+, gr+1(r)) = g(r).
Y
of(x) = o (¥((r,5)))
=" ((g1(r);- -+ grra(r), ha(s), ha(s),...))
= (gr41(r), ha(s), hs(s) . ..) = (ha(s), ha(s), hs(s),...) = h(s).

De lo anterior concluimos que 71 x11(x) € (£([0,1]) Ug([0,1])) y o*(x) €
h([0, 1]).
Por tanto m 44 1(T) € (£(]0,1]) Ug([0,1])) y ¢*(T) C h([0, 1]).

De los Casos 1 y 2 tenemos que lér_n_M contiene un triodo simple con las
propiedades deseadas, asi el teorema queda demostrado. |

Observacién 3.2.5. En la prueba del Teorema 3.2.4, utilizamos esencial-
mente las propiedades de los conjuntos de coincidencias dadas en el Capitu-
lo 2, las cuales, dependen de las funciones sobre las que se estén tomando
los conjuntos de coincidencias (en este caso fx+1, gk+1, h1). Por lo cual,
cambiando los contradominios de las funciones f y g a M o grrle y de la
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funciéon h a G o M, y usando los Corolarios 3.1.2 y 3.1.3, obtenemos triodos
simples en los conjuntos Gi41 y @M , respectivamente, con propiedades
similares a las del Teorema 3.2.4. Por esta razon los siguientes teoremas los
estableceremos como corolarios al Teorema 3.2.4.

Estos teoremas los estaremos utilizando en los siguientes capitulos.

Corolario 3.2.6. Sean M C [0,1]2, puntos u,v € [0,1], u < v, k € N,
f,9:00,1] - M yh:[0,1] — G} funciones continuas e inyectivas, tales que:

- Las funciones f, g y h satisfacen las hipétesis (a)-(b) del Teorema 3.2.4,

- Las funciones fi, g1 y hi1 cumplen las hipétesis (c)-(g) del Teorema
3.2.4.

Si dim(Gr+1) = 1. Entonces Gj41 contiene un triodo simple T, que
satisface las siguientes propiedades:

(1) m21(T) € (£([0,1]) U g([0, 1))),

(2) maks2(T) ([0, 1)).

Demostracion.
Definamos

= ¢ : E(f1,h) = Grya, = Y E(g1,h) = Gig,
como siguen:

u para cada (’I”, 8) € E(f17 h1)> SD((Ta 5)) = (f2(7“)7 fl(r)a hQ(S)v s 7hk+1(3))7
» paracada (r,8) € E(g1,h1), ¥ ((r,s8)) = (g2(r), g1(r), ha(s), . .., hr11(8))-

Como en la prueba del Teorema 3.2.4, existe un triodo simple T C
©(E(f1,h1)) U(E(f1,h1)). Veamos que T satisface las propiedades (1) y
(2) del teorema.

Seax € T, como T C @(E(f1,h1))U(E(f1,h1)), existe un punto (r, s) €
E(fi,h1) UE(g1,h1), tal que x = ¢o((r,s)) o x =((r,s)).

Si x = ¢((r, s)), tenemos que
T,1(x) = f(r) ¥ Tok+2(x) = h(s),

por otro lado si x = ¢((r, s)), tenemos que

m2,1(x) = g(r) ¥ T2,k42(x) = h(s).

De lo anterior concluimos que 2 1(x) € (f([0,1])Ug([0,1])) y T2 k12(x) €
h([0,1]).
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Por tanto w2 1(T) C (f([0,1]) U g([0,1])) ¥ m2+2(T) C h([0,1]). Asi el
corolario queda demostrado. |

Corolario 3.2.7. Sean M C [0,1]2, puntos u,v € [0,1], u < v, f,g:[0,1] —
My h:[0,1] — lim M funciones continuas e inyectivas, tales que:

- Las funciones f, g y h satisfacen las hipétesis (a)-(b) del Teorema 3.2.4,

- Las funciones fi, g1 y h1 cumplen las hipdtesis (c)-(g) del Teorema
3.2.4

Si dzm(grgM ) = 1, entonces @M contiene un triodo simple T, que
satisface las siguientes propiedades:

(1) m2,1(T) < (£([0,1]) U g([0,1])),

(2) o(T) C ([0, 1))

Corolario 3.2.8. Sean M C [0,1]?, puntos u,v € [0,1], u < v, k € N,
f.g:1[0,1] — Ym My h: [0,1] — G}, funciones continuas e inyectivas, tales
que:

- Las funciones f, g y h satisfacen las hipdtesis (a)-(b) del Teorema 3.2.4,

- Las funciones f1, g1 y hg4+1 cumplen las hipétesis (c)-(g) del Teorema
3.2.4.

Si dzm(grg_M ) = 1, entonces légl_M contiene un triodo simple T, que
satisface las siguientes propiedades:

(1) o*(T) € (£(]0, 1]) U g([0, 1),

(2) 7141 (T) € B((0, 1]).

Demostracion.
Definamos
» ©: E(f1,hkt1) —>1£T_H_M7 = ¢ E(g1, hita) —)@M,

como siguen:

» para cada (r,s) € E(f1, hit1),
p((r;8)) = (ha(s),-- -, hita(s), fa(r), f3(r), - -.),

)

(
» para cada (r,s) € E(g1, hi+1),
Y((r,s)) = (ha(s),- .- hi1(s), 92(r), g3(r), ... ).

Como en la prueba del Teorema 3.2.4, existe un triodo simple T C

O(E(f1,hi+1)) U Y(E (g1, higt+1)). Veamos que T satisface las propiedades
(1) y (2) del teorema.
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Sea x € T, como T C p(E(f1,hk+1)) U (E(g1, hi+1)), existe un punto
(r;8) € E(f1, hier1) U E(g1, hieyr), tal que x = ¢((r, 5)) 0 x = ¢((r, 5)).
Si x = ¢((r,s)), tenemos que
o*(x) = £(r) y m1k41(x) = h(s),

por otro lado si x = ¥((r, s)), tenemos que

ak(x) =g(r) y mr+1(x) =h(s).
De lo anterior concluimos que o*(x) € (£([0,1]) Ug([0,1])) ¥ mpr1(x) €

h([0,1]).
Por tanto o*(T)  (£([0,1]) U g([0,1])) ¥ m1£+1(T) C h([0,1]). Asi el
corolario queda demostrado. |

Corolario 3.2.9. Sean M C [0, 1], puntos u,v € [0,1], u < v, f,g: [0,1] —
gn_lM y h:]0,1] — M funciones continuas e inyectivas, tales que:

- Las funciones f, g y h satisfacen las hipétesis (a)-(b) del Teorema 3.2.4,

- Las funciones f1, g1 y h1 cumplen las hipétesis (c)-(g) del Teorema
3.2.4.

Si dim(l'&M ) = 1, entonces @M contiene un triodo simple T, que
satisface las siguientes propiedades:

(1) o(T) < (£]0,1]) U g([0, 1)),

(2) m21(T) € A([0,1]).

Demostracion.
Definamos
= ¢ E(fi,h1) = lim M, = 2 E(g1, h1) — lm M,

como siguen:

» para cada (r,s) € E(f1,h1), ¢((r,s)) = (ha(s), h1(s), f2(r), f3(r)...),

» para cada (r,s) € E(g1,h1), ¥((r,5)) = (ha(s), h1(s), g2(r), g3(r) . .. ).

Como en la prueba del Teorema 3.2.4, existe un triodo simple T C
©(E(f1,h1)) U(E(g1,h1)). Veamos que T satisface las propiedades (1) y
(2) del teorema.

Sea x € T, como T C p(E(f1,h1)) U (E(g1,h1)), existe un punto
(r;s) € E(f1,h1) U E(g1, h1), tal que x = ¢((r, s)) 0 x = ¢((r, ).
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Six = p((r,s)), tenemos que

o(x) =f(r) y m2,1(x) = h(s),

por otro lado si x = ¥((r,s)), tenemos que

o(x) =g(r) y m2,1(x) = h(s).

De lo anterior concluimos que o(x) € (f([0,1]) U g([0,1])) y m21(x) €
h([0,1]).

Por tanto o(T) C (£([0,1]) U g([0,1])) y m2,1(T) C h([0, 1]). Asi el coro-
lario queda demostrado. |

Corolario 3.2.10. Sean M C [0,1]?, puntos u,v € [0,1], v < v, k € N,
f,8:[0,1] = Gy h:[0,1] - M funciones continuas e inyectivas, tales que:

- Las funciones f, g y h satisfacen las hipdtesis (a)-(b) del Teorema 3.2.4,

- Las funciones fi, g1 y hi1 cumplen las hipédtesis (c)-(g) del Teorema
3.2.4.

Si dim(Ggky1) = 1, entonces Giy1 contiene un triodo simple T, que
satisface las siguientes propiedades:

(1) ma2(T) < (£(0,1])) Ug([0, 1)),

(2) 721 (T) € A([0, 1.

El siguiente teorema es una herramienta para obtener continuos no uni-
coherentes (curvas cerradas simples) en lfim M y los conjuntos G, la cual
utilizaremos en el siguiente capitulo.

Teorema 3.2.11. Sean M C [0,1]?, puntos u,v € [0,1], u < v, k € N,
f,9:00,1] - Gy yh:[0,1] — l(l’rgM, funciones continuas e inyectivas, tales
que cumplen las siguientes propiedades:
) £(0) = g(0) v £(1) = g(1),
) £((0,1)) Ng((0,1)) =0,
)fk+17gk+17h1 [0 1] [ ) ]
d) fi1(0) = v = gk41(0) = h1(0), fr1(1) = v = gey1(1) = (1) y
hi((0,1)) C (u,v).
Entonces @M contiene un subcontinuo no unicoherente S, que satis-
face las siguientes propiedades:
(1) m441(8) € (£([0,1]) U g([0,1])),
(2) o*(S) C h([0,1]).
(3) Si ademds las componentes de E(fi+1,h1) v E(gk+1,h1) son arco
conexas, entonces lim M contiene una curva cerrada simple S. (Figura 3.4)

(a
(b
(c
(
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f(H)=9(1)=(gi(1),..., g(1),v) h(0)=(u,h>(0),h3(0),...)

f0)=9(0)= (gi(0), .., g(0),w)

/ T k+1

1
M

h(l)=(,hy(1),hs3(1),...)

Figura 3.4:

Demostracion.

Primero probaremos que @M contiene un subcontinuo no unicoherente
S, que satisface las propiedades (1) y (2). Para lo cual probaremos que
existen subcontinuos A, B C @M , tales que S = A U B es un continuo
y que A N B no es conexo. Para esta prueba utilizaremos los conjuntos de
coincidencias de las funciones fi4+1, h1 ¥ gr+1, h1.

De la hipétesis (d), tenemos que fr11(0) = u = gr+1(0) = hy(0) y
fre41(1) = v = gr41(1) = ha (1), por cual , los puntos (0,0), (1,1) € E(fr41,h1)
y (0,0),(1,1) € E(gr+1, h1), entonces E(fr+1,h1) # 0 # E(gr+1, h1). Asi po-
demos definir

= 1 B(fr41,h1) — lim M, » ¢ E(gky1,ha) — Hm M,
como siguen:

» para cada (r,s) € E(frt+1,h1),
90((7'7 S)) = (f1<7’), B fk+1(r)7 h2<3>7 h3(3)7 voeds
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» para cada (r,s) € E(fr+1,h1),
¢<(T7 5)) = (gl(’l”), ce 7gk+1(T)7 h2(8)7 h3(s)7 .- )

Como f, g y h son funciones continuas e inyectivas, entonces se satisfacen
las hipétesis del Corolario 3.1.3, por tanto tenemos que ¢ y 1 son encajes.

Definamos Ej la componente de E(fx11,h1) que contiene al punto (0, 0)
y Fy la componente de E(gg+1,h1) que contiene al punto (0, 0).

Notemos que las hipétesis del Lema 2.1.6 se satisfacen para las fun-
ciones fr+1, h1 ¥ gk+1, hi, pues de las hipétesis (c) y (d), tenemos que
fr+1sGk+1,h1 : [0,1] — [u,v] son funciones continuas, tales que fx41(0) =
u=h1(0) = gx+1(0) ¥ fe+1(1) = v = h1(1) = gr41(1), por tanto (1,1) € Ey
y (1, 1) € Fp.

Definamos A = ¢(Ey) y B = ¢(Fp), como ¢ y 1 son encajes, tenemos
que A y B son subcontinuos de lér_n_M .

Para probar que A U B Figura 3.5 es un continuo y que A N B no es
conexo, probaremos que se cumple la siguiente afirmacion.

F, limps o((1,1))

Nw( F)
E(gi+1,hy)

E(fisr,hy) 9((0,0))
? o( £y

s f |

Figura 3.5:

Afirmacién 1 ANB = {¢(0,0),p(1,1)}.

Prueba.

Probaremos primero que {¢(0,0),»(1,1)} C ANB.
De la definicién de ¢, 9 y la hipétesis (d) tenemos que
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90((070)) = (fl(o)va(O)ﬂ"'afk—&-l( )7h2(0) h3(0)7)
(91(0), 92(0), ., gk+1(0), h2(0), hi3(0), .. .) = ¥((0, 0)

e((1,1)) = (f1(1), f2(1), ..., fr1 (1), ha(1), h3(1), .. .)
(91(1), 92(1), - .-, g1 (1), ha(1), h3(1),...) = 9((1,1))
Por tanto {¢((0,0)),((1,1))} C ¢(Eo) Ny (Fo) = ANB
Veamos ahora que A NB C {¢(0,0),p(1,1)}.

Seay € ANB, comoy € ANB = ¢(Ep) Ny(F), entonces existen
puntos (r,s) € Eg y (1, §") € Fy, tales que p(r,s) =y = (1, s"). Entonces

(f1(r), - fesa(r), ha(s), ha(s), - ) = (g1(r'), -, g (1), (') (), - ).
f(r)=g(r') y h(s) = h(s).

1]), y por las hipétesis (a) y (b), tenemos
(1)}, entonces f(r) € {f(0), f(1)}. Enton-

De lo anterior, tenemos que f(r) =
Como f(r) € £([0,1]) N g([0,

que f([0,1}) N ¢([0,1]) = {(0), f

ces f(r) = f(0) o f(r) = f(1).

r

Afirmacién 1.1

(1a) Si f(r) = f(0), entonces el punto (r,s) = (0,0) e y = ¢((0,0)).

(1b) Si f(r) = f(1), entonces el punto (r,s) = (1,1) ey = ¢((1,1)).

Prueba.

Probaremos el inciso (1a), el inciso (1b) se prueba de manera similar.

Como f es una funcién inyectiva, tenemos que r = 0.

Ademss, f41(0) = u, como el punto (r,s) = (0,s) € E(fi+1,h1), tene-
mos que fr11(0) = hq(s), entonces hq(s) = u.

Por la hipétesis (d), tenemos que para cada punto ¢ € (0, 1), el punto
hi(t) € (u,v), entonces s € {0,1}.

De la hipétesis (d), h1(0) = u y h1(1) = v, como u < v, entonces s = 0.

Probamos que 7 = 0 y s = 0 por tanto (r,s) = (0,0) e y = ¢((r,5)) =
¢((0,0)).

De manera similar, probamos que si f(r) = f(1), entonces el punto
(r,5) = (1,1) e y = p((r, ) = o((1, 1))

Hemos probado que y € {¢(0,0), p(1,1 )}

Por tanto ANB = {¢(0,0),¢(1,1)}. O

De la Afirmacién 1, tenemos que A N B # (), por tanto S = AUB
es un continuo, ademéas A N B no es conexo, por tanto S C lim M es un
subcontinuo no unicoherente.
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Veamos que S satisface las propiedades (1) y (2) del teorema.
Sea x € S, como S = AUB = p(Ey) Uy(Fp), existe un punto (r,s) €
Ey U Fy, tal que x = ¢((r, s)) o x = ((r,8)).
Six = p((r,s)), tenemos que
T1k41(%) = T (0((78)) = T 1 ((F1 (7)o fa
= (f1(r), - frga(r)

Jer1(r), ha(s), h(s), ..))
) = £(r).
Y

- << L)oo Fern (1), ha(s), ha(s), . )

=(fk+1() 2(s),h3(s) ...) = (ha(s), ha(s), ha(s), . ..) = h(s).

~—

Por otro lado, si x = 9((r, s)), tenemos que
T k+1(X) = T e (P((r, 8))) = T ((91(7), - grr1(r), ha(s), hs(s), .- .))
= (1) g (1) = ().
Y
of(x) = " (¥((r,5)))
= Uk((gl(r)v s 7gk+1(r)7 h2(3)7 h3(3)7 e ))
= (gr+1(r), ha(s), ha(s)...) = (h1(s), ha(s), hs(s),...) = h(s).

De lo anterior concluimos que 71 x11(x) € (£([0,1]) Ug([0,1])) y o*(x) €
h([0, 1]).
Por tanto m x+1(S) C (£([0,1]) Ug(]0,1])) y o*(S) C h([0, 1]).

Ahora probaremos el inciso (3).

(3) Si ademds las componentes de E(fr+1,h1) ¥ E(gr+1,h1) son arco
conexas, entonces lim M contiene una curva cerrada simple S.

Por las hipétesis, tenemos que Ey y Fy son arco conexas, recordemos
que (0,0),(1,1) € Ep y (0,0),(1,1) € Ep, por lo que existen arcos E C Ey y
F' C Fy con puntos extremos (0,0) y (1,1).

Definamos S = ¢(E)Uy(F) Figura 3.6, como ¢, y 1) son encajes, tenemos
que ¢(E) y ¥ (F) son arcos con puntos extremos ¢((0,0)), ¢((1,1)).

De la Afirmacion 1 ¢(Eo)Ny(Fo) = {((0,0)), ¢((1,1))}, como ¢((0,0)), »((1,1)) €
e(E) NY(F) v @(E) NY(F) C p(Eo) Np(Fo), entonces o(E) N ¢(F) =
[2((0,0)), (1, 1))}.

De lo anterior concluimos que S es una curva cerrada simple.

Asi el teorema queda demostrado. |

Observacioén 3.2.12. Como en el Teorema 3.2.4, podemos cambiar los con-
tradominios de las funciones fy g a M o QQ_M y de la funcién h a G o
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F limpg o((1,1))
x‘w([:)
E(giv1,hy)
E(fiss,hy) ©((0,0))
¢ o(E)

E /

Figura 3.6:

M, para obtener continuos no unicoherentes o curvas cerradas simples en
los conjuntos Ggi1 v léI_H_M , con propiedades similares a las del Teorema
3.2.11.

Por esta razon los siguientes teoremas los estableceremos como corolarios
al Teorema 3.2.11.

Corolario 3.2.13. Sean M C [0,1]?, puntos u,v € [0,1], u < v, k € N,
f,9:00,1] - M yh:[0,1] — G} funciones continuas e inyectivas, tales que:

- Las funciones f, g y h satisfacen las hipétesis (a)-(b) del Teorema 3.2.11.

- Las funciones fi, g1 y h1 cumplen las hipétesis (c¢)-(d) ((c)-(f)) del
Teorema 3.2.11.

Entonces G41 contiene un subcontinuo no unicoherente S, que satisface
las siguientes propiedades:

(1) m2,1(8) < (f([0,1]) U g([0,1])),

(2) maps2(8) € B0, 1)),

(3) Si ademas las componentes de E(f1,h1) y E(g1, h1) son arco conexas,
entonces S es una curva cerrada simple.

Corolario 3.2.14. Sean M C [0,1]2, puntos u,v € [0,1], u < v, f,g :
[0,1] = M yh:[0,1] — lim M funciones continuas e inyectivas, tales que:
- Las funciones f, g y h satisfacen las hipétesis (a)-(b) del Teorema
3.2.11,
- Las funciones fi, g1 y h1 cumplen las hipétesis (c¢)-(d) ((c)-(f)) del
Teorema 3.2.11.
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Entonces gn_lM contiene un subcontinuo no unicoherente S, que satis-
face las siguientes propiedades:

(1) m2,1(S) < (f([0,1]) U g([0,1])),

(2) o(8) < h([0,1]),

(3) Si ademas las componentes de E(f1,h1)y E(g1,h1) son arco conexas,
entonces S es una curva cerrada simple.

El siguiente teorema es una herramienta para obtener arcos en lim M y
los conjuntos G, la cual utilizaremos en el siguiente capitulo.

Teorema 3.2.15. Sean M C [0,1]2, puntos u,v € [0,1], k € N, £ : [0,1] —
Gryh:[0,1] — grrle , funciones continuas e inyectivas, tales que cumplen
las siguientes propiedades:

(@) frt1,h1:00,1] = [u,v],

(b) h1(0) =uy h1(1) =v.

(c) las componentes de E(fgy1,h1) son arco conexas.

Entonces @M contiene un arco A, que satisface las siguientes propie-
dades:
(1) 7141 (A) = £(0, 1)),
(2) o¥(A) € h([0, 1]).

(3) Si ademas fr11(0) = u, entonces un punto extremo de A es

(fl(o)a SRR fk+1(0)7 h2(0)7 h3(0)7 s )

(4) Siademads fx11(0) = uy frr1(1) = v, entonces los puntos extremos de
A son (f1(0),..., frr1(0), ha(0),h3(0),...) y (f1(1),. .., fer1(1), ha(1),...),
ademds se cumple que o¥(A) = h([0,1]). (Figura 3.7)

Demostracion.

Para la prueba de este teorema utilizaremos el conjunto de coincidencias
de las funciones fx11 y hi.

De la hipétesis (b), tenemos que hi(0) = uy hi(1) = v, entonces u,v €
h1([0,1]), como hi([0,1]) es conexo, tenemos que hy([0,1]) = [u,v], asi hy
es una funcién suprayectiva, por tanto de la Observacién 2.1.1,(2), tenemos
que E(fxy1,h1) # 0. Entonces podemos definir ¢ : E(frx11,h1) — Ym M,
para cada (r,s) € E(fxt1,h1), como sigue:

o((r,8)) = (fi(r)y ..., fxx1(r), ha(s), ha(s),...).

Como f y h son funciones continuas e inyectivas, tenemos que satisfacen
las hipédtesis del Corolario 3.1.3, por tanto ¢ es un encaje.

Notemos que las hipétesis del Lema 2.1.2 se satisfacen para las funciones
fr+1y h1, pues de las hipétesis (a) y (b), tenemos que fi11,h1 : [0,1] — [u, V]
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f(l) h(0)=(u,h>(0),h300),...)

\

h(l)=m,hy(1),hs3(1),...)

f(0)

/

lEnM

Figura 3.7:

son funciones continuas, tales que h1(0) = vy hi(1) = v, por tanto existe
una componente Ey de E(fri1,h1), tal que (Eg N ({0} x [0,1])) # 0 #
(Fo N ({0} x [0,1])).

Sean (0,a) € Eo N ({0} x [0,1]) ¥ (1,b) € Ep N ({1} x [0,1]). Por la
hipétesis (c), tenemos que las componentes de E(fx11,h1) son arco conexas,
por lo que Ej es arco conexa, entonces existe un arco £ C FEy con puntos
extremos (0,a) y (1,b).

Definamos A = ¢(FE), Figura 3.8 como ¢ es un encaje, tenemos que A
es un arco con puntos extremos ¢((0,a)) y ¢((1,b)). Veamos que A satisface
las propiedades (1) y (2) del teorema.

Sea x € A, como A = ¢(F), existe un punto (r,s) € E, tal que x =
©((r, s)). Entonces

T k+1(X) = T e (0((r,8))) = Tk ((f1(r), -, fesa(r), ha(s), .. 0)

= (f1(r), - fira(r)) = £(r)
por lo que 7 ;41(x) € £([0, 1]).
Y
ok (x) = o*(p((r, )))
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o((1,b)
o(E)
% |

o((0,a))

Efienhy) limpg

Figura 3.8:

= " ((f1(r)s oy for1 (1), ha(s), ha(s), .. )

— (et (1), (), hiy(5) ) = (ha (), ha(5), hs(s), ) = a(s)
por lo que o*(x) € h([0,1]).
De lo anterior concluimos que 71 x(A) C £([0,1]) y o*(A) C h([0, 1]).
Veamos que £([0, 1]) C 7 ,(A), notemos que,

= si x = ¢((0,a)), entonces 7 ,(((0,a))) = £(0),

« si x = p((1,0)), entonces 71 (i2((1,5))) = £(1).

Como 71 1 (A) es un conjunto conexo, £(0),£(1) € m ,(A) y f es una funcién
continua e inyectiva, entonces £([0, 1]) C 7y (A).

Como 7 ,(A) C £([0,1]) y £([0,1]) C m1 1 (A)
([0, 1]).

, concluimos que 7 ;(A) =

Probaremos ahora el inciso (3).

(3) Si ademas fx+1(0) = u, entonces un punto extremo de A es

(f1(0), ..., fi1(0), h2(0), h3(0), . ... ).

Como fi+1(0) = w y por hipétesis hi(0) = u, entonces fi4+1(0) = h1(0),
por tanto el punto (0,0) € E(fxy1,h1)-

Sea Ej la componente de E(fyy1,h1) que contiene al punto (0,0), no-
temos que las hipotesis del Lema 2.1.4 se satisfacen para las funciones
fr+1 y h1, pues fri1,h1 : [0,1] — [u,v] son funciones continuas, tales que
fr+1(0) = w = h1(0) y hi(1) = v, por tanto Ep N ({1} x [0,1]) # (. Sea
(1,b) € Eg N ({1} x [0,1]).
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Ademas por la hipétesis (c), tenemos que Ej es arco conexa, por lo que
existe un arco E C Ey con puntos extremos (0,0) y (1,b).

o((1,b)
o(B)
%
E
((0,0))
Elferhy) limpg
Figura 3.9:

Definamos A = ¢(FE), Figura 3.9 como ¢ es un encaje, tenemos que
¢(A) es un arco con puntos extremos ¢((0,0)) vy »((1,b)).
Como

©((0,0)) = (f1(0), ..., fe+1(0), h2(0), h3(0),...)

tenemos que se cumple la propiedad (3) de teorema. Notemos que las pro-
piedades (1) y (2) del teorema se siguen de la definicién del arco A.

Probaremos ahora el inciso (4).

(4) Siademads fr+1(0) = uy fr+1(1) = v, entonces los puntos extremos de
A son (fl(o), SRR fk+1(0)7 h2(0)7 h3<0)7 . ) y (f1(1)7 ) fk+1(1)ﬂ h2(1)7 s )7
ademids se cumple que o*(A) = h([0, 1]).

Como fi4+1(0) = u, f+1(1) = v y por hipétesis hi(0) = u, h1(1) = v, en-
tonces fr+1(0) = h1(0) y fr+1(1) = h1(1), por tanto los puntos (0,0), (1,1) €
E(frr1, ).

Sea Fy la componente de E(fx+1,h1) que contiene al punto (0,0), note-
mos que las hipétesis del Lema 2.1.6 se satisfacen para las funciones fr11 y
h1, pues de las hipétesis, tenemos que fi11,h1 : [0,1] — [u,v] son funciones
continuas, tales que fr11(0) =u = h1(0) y frr1(1) = v = hy(1), por tanto
el punto (1,1) € Ey.

Ademas por la hipétesis (c), tenemos que Ej es arco conexa, por lo que
existe un arco E C Ey con puntos extremos (0,0) y (1, 1).



3.2. SUBCONTINUOS DEL LIMITE INVERSO 91

o((1,1)
o(E)
e
E /
E, ©((0,0)
Elfiehy) lim g
Figura 3.10:

Definamos A = ¢(F), Figura 3.10 como ¢ es un encaje, tenemos que
©(A) es un arco con puntos extremos ¢((0,0)) y ¢((1,1)).
Como

©((0,0)) = (f1(0), ..., fr+1(0), h2(0), h3(0),...) ¥
S((1,1)) = (F1(1)s- s fiogn (D) ha(1), (D), ).
Notemos que las propiedades (1) y (2) del teorema se siguen de la defi-
nicién del arco A. Veamos que h([0,1]) = o¥(A).
Por definicién de ¢

= si x = ¢((0,0)), entonces o¥(0((0,0))) = h(0),
= six = ¢((1,1)), entonces o (p((1,1))) = h(1).

Como o*(A) es un conjunto conexo, h(0),h(1) € o*(A) y h es una funcién
inyectiva, entonces h([0, 1]) C o*(A).

Como o*(A) C h([0,1]) y h([0,1]) C o*(A), concluimos que o*(A) =
(o, 1]).

Con esto terminamos la demostracién del teorema. |

Observacién 3.2.16. Como en el Teorema 3.2.4, podemos cambiar los con-
tradominios de las funciones f y g a M o L@gM y de la funcién h a Gy
o M, para obtener arcos en los conjuntos G411 y @M , con propiedades
similares a las del Teoremas 3.2.15.
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Corolario 3.2.17. Sean M C [0,1]?, puntos u,v € [0,1], k €N, f:[0,1] —
M y h:[0,1] — Gy funciones continuas e inyectivas, tales que las funciones
fi, y h1 cumplen las hipédtesis (a)-(c) del Teorema 3.2.15. Entonces Gj41
contiene un arco A, que satisface las siguientes propiedades:

(1) m2,1(4) = f([0,1])

(2) 7o p+(8) € h([0, 1]).

(3) Si ademds f1(0) = u, entonces un punto extremo de A es

(f2(0), £1(0), h2(0), h3(0), ..., hx11(0)).

(4) Si ademés f1(0) = uw y f1(1) = v, entonces los puntos extremos de

A son (fQ(O)vfl(O)th(O))'"7hk+1(0)) y (f2(1)7f1(1))h2(1)7'")hk-‘rl(l))v

ademds se cumple que 73 42(A) = h([0,1]).

Corolario 3.2.18. Sean M C [0,1]?, puntos u,v € [0,1], k €N, f:[0,1] —
M y h:]0,1] — G} funciones continuas e inyectivas, tales que las funciones
f2, g2y hg4+1 cumplen las hipétesis (a)-(c) del Teorema 3.2.15. Entonces
G411 contiene un arco A, que satisface las siguientes propiedades:

(1) 7o 112(8) = £(10,1]),

(2)m1,5+1(A) € h([0,1]).

(3) Si ademas f1(0) = u, entonces un punto extremo de A es

(f

2(0), £1(0), h2(0), h3(0), ....).

(4) Si ademaés fQ(O) =uy f2(1) = v, entonces los puntos extremos de

A son (h1(0), h2(0), ..., hi11(0), f (;) y (ha(1), ho(1), ... hyyr (1), fa(1)),

ademds se cumple que 7r17k+1( ) =h([0,1]).

Corolario 3.2.19. Sean M C [0,1]2, puntos u,v € [0,1], f: [0,1] = M y
h:[0,1] — fim M funciones continuas e inyectivas, tales que las funciones
f1, ¥ h1 cumplen las hipétesis (a)-(c) del Teorema 3.2.15. Entonces lim M
contiene un arco A, que satisface las siguientes propiedades:
(1) m21(A) = £([0,1])
) o(A) C h([0, 1]).

) Si ademés f1(0) = u, entonces un punto extremo de A es

(2
(3
(f2(0), f1(0), h2(0), h3(0), .. .).
(4

) Si ademads f1(0) =uy f1(1) = v, entonces los puntos extremos de A

son (f2(0), f1(0),h2(0), h3(0),...) v (f2(1), f1(1), ha(1), h3(1),...) ademas
se cumple que o(A) = ([0, 1]).



Capitulo 4

Limites inversos y continuos
arco conexos

En este capitulo daremos condiciones sobre M, los conjuntos G, k € N,
y im M para obtener curvas cerradas simples y puntos de ramificaciéon en
lim M y en los conjuntos Gy, k € N.

Recordemos que M denota un subconjunto cerrado de [0,1]2, tal que
e1(M) = [0,1] = g2(M).

4.1. Limites inversos y continuos unicoherentes.

En esta seccion daremos condiciones sobre M, los conjuntos G, kK € N, y
im M para obtener subcontinuos no unicoherentes (curvas cerradas simples)
de Iim M y de los conjuntos G, k € N.

Teorema 4.1.1. Sean M C [0,1]> y k € N, tales que G} contiene una
curva cerrada simple y lim M es arco conexo. Entonces @M , contiene
un subcontinuo no unicoherente. Si ademads lim M es hereditariamente arco
conexo, entonces lﬁM contiene una curva cerrada simple.

Demostracion.

Supongamos S C GG una curva cerrada simple.

Sean u,v € [0,1], u < v, tales que mx4+1(S) = [u,v]. Notemos que si
k > 2, entonces m41(S) puede ser degenerada, por lo que analizaremos los
siguientes casos:

Caso 1 u =w.

93



94CAPITULO 4. LIMITES INVERSOS Y CONTINUOS ARCO CONEXOS

Como u = v, tenemos que mi4+1(S) = {u}, ademés como g1 (M) = [0,1] =
02(M), entonces {x € @M : m(x) = u} # 0, por lo que se cumplen la
hipétesis del Teorema 1.2.6. Por tanto léH_IM contiene un subcontinuo ho-
meomorfo a S. Con esto terminamos la prueba del Caso 1.

Caso 2 u < v.
Probaremos que se satisfacen la hipétesis de Teorema 3.2.11.
Sean x e y puntos en S, tales que 11 = u ¥ yp+1 = v. Como u < v,

XFy
Sean L, J C S los arcos que cumplen las siguientes propiedades:
(i) LUJ =S8,

(i) LNJ ={x,y}.

Como L y J son arcos, existen funciones continuas y biyectivas f : [0,1] —
L, g:[0,1] — J, que cumplen la siguientes propiedades:

(iii) £(0) = x = g(0),

(iv) £(1) =y = g(1).

Por hipétesis, tenemos que @M es arco conexo, ademds como o1 (M) =
[0,1] = 02(M), entonces para cada i € N, 7T7,<£I£M) = [0,1], por lo que
@M satisface la hipotesis del Corolario 1.1.2, por tanto existe un arco
A C gn_lM con extremos p y q que cumple las siguientes propiedades:

(V) mi(A) = [uv U],

(vi) m(p) =uy m(q) =v,

(vi) m1(A — {p,a}) = (u,v).

Como A es un arco, existe una funcién continua e inyectiva h : [0, 1] —
A que cumple las siguientes propiedades:

(viii) B(0) = p,

(i) h(1) = q.

Por la propiedad (vii) y la definicién de la funcién h, tenemos que

(x) para cada punto t € (0, 1), se cumple hy(t) € (u,v).(Figura 4.1)

Veamos que se satisfacen la hipétesis de Teorema 3.2.11.

Estamos suponiendo que u < v, y por defincién tenemos que f,g :
[0,1] = Gy h : [0,1] — lim M son funciones continuas e inyectivas,
veamos que las funciones cumplen hipétesis (a)-(d) del Teorema 3.2.11.

() £(0) = g(0) y £(1) = g(1)

De (iii) y (iv), tenemos que £(0) =x =g(0) y £(1) =y = g(1).

(b) £((0,1)) N g((0, 1)) = 0.
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f()=y=9(1)=1,...;xV)

h(0)=p=@uwp.ps,...)

L J
A
f(0)=x=9(0) =(xy,....x1,u) h(l)=0=(v.q243...)
g h
0 1

Figura 4.1:

De (ii), tenemos que LN J = {x,y}, y como £([0,1]) = Jy g([0,1]) =L
entonces £([0,1]) Ng([0,1]) = {£(0),g(0)}, por tanto £((0,1))Ng((0,1)) = 0.

() forts Gost, 1z [0,1] = [u,v].

Como f([07 1]) = J, g([()? 1]) =1L, h([O, 1]) = Ay Qk-i—l(s) = [U,U] =
m1(A), entonces fk—i—l([ 71]) = gk—i—l([oa 1]) = hl([()’ 1]) = [u7 U].

(d) fe41(0) = v = gr41(0) = h1(0), fr1(1) = v = ge41(1) = ha(1) y
h1((0,1)) C (u,v).

De (iii) y (viii), tenemos que £(0) = x = g(0) y ~(0) = p, como zx11 = u
y m1(P) = u, entonces fr11(0) = u = gg+1(0) = h1(0).

De (iv) y (ix), tenemos que £(1) =y = g(1) y h(1) = q, como yx11 = v
y m1(q) = v, entonces fi41(1) = v = gr1(1) = ha(1).

Ademsds de (x), para cada punto t € (0,1), se cumple 1 (h(t)) € (u,v),
por tanto hi((0,1)) C (u,v).

Concluimos que se satisfacen la hipotesis de Teorema 3.2.11. Por tanto
lgniM contiene un subcontinuo no unicoherente.

Para la segunda parte del teorema probaremos que las componentes de
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E(fx+1,h1) vy E(gk+1,h1) son arco conexas.

De (d), tenemos que fi+1(0) = u = gr4+1(0) = h1(0), fe1(1) = v =
gr+1(1) = h1(1), por lo que, los puntos (0,0), (1,1) € E(fr+1,h1)y (0,0),(1,1) €
E(gk+41,h1), entonces E(fr11,h1) # 0 # E(gk+1,h1). Asi podemos definir

] ¢1E(fk+1,h1)—)@M, - d}:E(gk-l—lahl);)@M’

como siguen:

» para cada (r,s) € E(frs1,h1),

e((r,s)) = (fi(r), .., fis1(r), ha(s), hs(s), .. .),
» para cada (z,y) € E(gg+1,h1),

((ry8)) = (g1(r), ..., gra1(r), ha(s), ha(s),...).

Como £, g v h son funciones continuas e inyectivas, entonces se satisfacen
las hipédtesis del Corolario 3.1.3, por tanto tenemos que ¢ y 1 son encajes.

Por tanto las componentes de E(fx11,h1) ¥y E(gr+1,h1) son homeomor-
fas a subcontinuos de L&M , COMO @M es hereditariamente arco conexo,
concluimos que las componentes de E(fx+1,h1) v E(gr+1,h1) son arco co-
nexas.

Por tanto se satisfacen la hipdtesis de Teorema 3.2.11,(3). Concluimos
que l&M contiene una curva cerrada simple. ]

Corolario 4.1.2. Sea M C [0,1]%. Si M contiene una curva cerrada sim-
ple y I&M es arco conexo, entonces @M , contiene un subcontinuo no
unicoherente. Si ademaés QIEM es hereditariamente arco conexo, entonces
@M contiene una curva cerrada simple.

Demostracion.

Como M es homeomorfo a G, tenemos que (G; contiene una curva ce-
rrada simple. Por tanto por el Teorema 4.1.1, tenemos que l&M , contiene
un subcontinuo no unicoherente. |

El siguiente, es un ejemplo de un subconjunto cerrado M C [0, 1]? que no
contiene curvas cerradas simples y lim M contiene curvas cerradas simples.

Ejemplo 4.1.3. Sea

M = {(z,y) €[0,1* 1y =4z,z € [0, 1]} U
{(z,9) €[0,1]?:y =2 22,2 €[5, 3]}V
{(x,y)6[0,1]2 ye{x,% ,xe[%,l]}
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(1/4,1) an

(1/2,172) (1,12,

(0,0) M

Figura 4.2: M

Demostracion.

Veremos que @M contiene una curva cerrada simple, para lo cual
definamos los siguientes conjuntos:

={x=(G.t4%&,...)€ [0 1> :te(3,1]},

A= {x=(00 0 ke e L),

A3:{x:(%,t,17, g e te 1]}y

Ay ={x=(t,t, 15, 8,11 ) efo,1]>:te[3,1]}.

Se sigue de la definicién de L&M que A; esta contenido en @M , para
cada i € {1,2,3,4}. Es claro que, para cada i € {1,2,3,4}, el conjunto A;
es un arco. Veamos que

(HA1NA,= 0,

(i))Aa N Az = 0.

Probaremos (i), (ii) se prueba de manera similar, para esto procedere-
mos por contradiccion, supongamos que existe x € A1 N Ay, se sigue de
la definicién de Ay y Ay que z1 = %, entonces x9 = % como X € Aj,
obtenemos que x3 = % y como x € Ay, obtenemos que x3 = %, tenemos
entonces que % = %, lo cual es una contradiccién, por tanto Ay N Ay = (.
Veamos ahora que A; N Az, AjNA3, AyNAsy, AN Aj es sélo un singular,
el cual es extremo de ambos arcos. Tenemos que los extremos de A; son
a; = (1,1 i 27 393, ) ¥ b1 = (3,1,1, %, &, ...) los extremos de A,
son ag = (1 I T )y by = (1,1,%, 4, 45, ...) los extremos de

11711 1 111 1 1
Agsonag—(5,5,5,24,242,243,..)ybg—(5 1,4, 32> 33, ) los extremos
111 1 1 L0 .
de Ay sona4—(5,5,5,24,242,243,...)yb4:( s 7> 32> 33 ), NOtemos
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que, a; = ag, az = a4, by = b3, by = a4. Veamos entonces que:

(iii)Al NAy = {al},

(iV)Al NA3= {bl},

(V)A4 NAy = {b4},

(Vi)A4 NA3= {a4}.

Probaremos (iii), el resto se prueba de manera similar. Sea x € A1 N Ag,
se sigue de la definicion de A1 y As que 21 = %, To = % y para cada n > 3,
Ty = 274%, por tanto x = aj.

Definamos C = A1 U A2 U A3 U Ay se sigue de (i)-(vi) que C es una
curva cerrada simple contenida en lﬁM . ]

4.2. Puntos de ramifiacacion de M en el limite
inverso

En esta seccién daremos condiciones suficientes sobre M, los conjuntos
Gr, keN, y lgM para obtener puntos de ramificacién en el lim M y de
los conjuntos Gy, k € N.

Teorema 4.2.1. Sean M C [0,1]2> y k € N, tales que R(M) # 0 y
dzm(gn_lM) = 1. Supongamos que existe un punto ty € [0,1], tal que
{to} x [0,1] C M, y que cada funcién continua e inyectiva « : [0,1] — M,
satisface que: para cada t € [0, 1], a; '(¢) tiene un niimero finito de compo-
nentes. Entonces R(L&M) # (), y para cada k € N, R(Gj) # 0.

Demostracion.

Como G; es homeomorfo a M, y R(M) # 0, entonces R(G1) # 0.
Supongamos k > 2.

Probaremos que las hipotesis de los Corolarios 3.2.6, 3.2.7 se satisfacen.

Como R(M) # (), tenemos que M contiene un triodo simple T'. Sea vy el
vértice de T', por la Observacién 1.1.8, tenemos que p1(7") es un intervalo no
degenerado. Sean u,v € [0, 1], con u < v, tales que 91(T) = [u,v]. Haremos
la prueba del caso g1(vg) > u, la prueba del caso g1(vg) < v se hace de
manera similar.

Como 01(T) = [u,v] y 01(vo) > u por el Teorema 1.1.9, tenemos que
existen funciones continuas e inyectivas f,g:[0,1] — T C M, tales que

(i) f(t) = g(t), para cada t € [0, ],

(i) £((3,1]) N g((3,1)) =0,

(111) fl,gl : [0, 1] — ['LL,’U],



4.2. PUNTOS DE RAMIFIACACION DEL LIMITE INVERSO 99

(iv) f1(0) = u = 1(0).

Ademsds por hipétesis, tenemos que existe un punto ¢y € [0, 1], tal que
{to} x [0,1] € M. Como p1(M) = [0,1] = p2(M), entonces existe un punto
x € fm M, tal que 71(x) = to. Definamos A = {(t,x) € [0,1]** : t € [u, v]}

yB= {(t,wl,k,l(x)) S [0, 1]k 1t e [u,v]}.

Por el Lema 1.2.8, tenemos que los conjuntos A C @M vy B C Gg_1
son arcos, y existe una funcién continua y biyectiva h : [0,1] — A con las
siguientes propiedades:

(v) miroh:[0,1] — B es una funcién continua y biyectiva,

(vi) hy es una funcién inyectiva,

(vii) h1(0) =u y hi(1) =v.

f(l)
h(0)=p=@uwp2ps,...)
a(l)
£(0)=g(0)=(u,_) h(1)=q=(v.q245-..)
rg h
0 1

Figura 4.3:

Notemos que las funciones f, g y h (Figura 4.3) (71 o h) satisfacen las
hipétesis (a)-(b) del Corolario 3.2.7, (Corolario 3.2.6) y que las funciones fi,
g1y hi cumplen las hipétesis (c)-(e) del Corolario 3.2.7 (Corolario 3.2.6).

Nos falta probar que las componentes de E(f1,h1) y E(g1,h1) son ar-
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co conexas. Para lo cual probaremos que la hipétesis del Teorema 2.1.8 se
satisfacen.

Por hipétesis cada funcién continua e inyectiva « : [0, 1] — M, satisface
que para cada t € [0,1], a; '(t) tiene un niimero finito de componentes.
Como f,g : [0,1] — M son funciones continuas e inyectivas, tenemos que
para cada t € [0,1], f; *(t) y g; ' (¢) tienen un ntimero finito de componentes.

Ademds como hy : [0,1] — [u,v] es una funcién inyectiva, tenemos que
para cada t € [0, 1], h; '(t) es un punto o el conjunto vacio.

De lo anterior tenemos que las funciones fi, g1 y h1 cumplen que la
preimagen de un punto tiene un nimero finito de componentes, por lo que
las hipétesis del Terema 2.1.8 se cumplen para las funciones f1, hqy y para
las funciones g1, hi. Por tanto las componentes de E(f1,h1) y E(g1,h1) son
arco conexas. Concluimos que las funciones f1, g1 y b1 cumplen las hipotesis
(f)-(g) del Corolario 3.2.7 (Corolario 3.2.6).

Hemos probado que las hipétesis del Corolario 3.2.7, (Corolario 3.2.6),
se satisfacen. Por tanto @M , (G), contiene un triodo simple. Concluimos
que R(lim M) # 0 y para cada k € N, R(Gy) # 0. |

Teorema 4.2.2. Sean B C [0, 1] un conjunto cerrado, n € Ny 81, Ba,..., B :
[0,1] — [0, 1] funciones continuas en [0, 1] — B. Supongamos que

M = Graf(61)UGraf(p2)U...UGraf(8,) U (B x[0,1]),

satisface que R(M) # 0 y dim(lfm M) = 1. (Figura 4.4) Entonces
R(lim M) # 0 y para cada k € N, R(Gj) # 0.

Demostracion.

Veremos que las hipdtesis del Teorema 4.2.1 se cumplen. Probaremos
primero que dada « : [0,1] — M una funcién continua e inyectiva, para
cada t € [0, 1] se satisface que a; '(t) tiene a lo mas 2n componentes. Para
ésto probaremos que se satisfacen las hipétesis del Lema 1.1.15.

Afirmacién 1. B es un conjunto totalmente disconexo.

Prueba.

Supongamos por el contrario que existe A una componente no degene-
rada de B.

Sean a,b € [0,1], tales que A = [a,b]. Como A x [0,1] C M, tenemos
que ({a} x [a,b]) U ([a,b] x {a}) C M, por ([10], Example 134) tenemos que
Lgrrle tiene dimensién infinita.
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fa

Figura 4.4: M

Lo anterior contradice que dzm(@M ) = 1. Por tanto B es un conjunto
totalmente disconexo y la Afirmacion 1 queda demostrada.[]

De la Afirmacién 1 y la definicion de M tenemos que las hipétesis del
Lema 1.1.15 se satisfacen. Por tanto dada « : [0,1] — M una funcién con-
tinua e inyectiva, para cada t € [0, 1] se satisface que o *(t) tiene a lo mas
2n componentes.

Veamos que las hipotesis del Teroema 4.2.1 se cumplen.

Por hip6tesis, tenemos que R(M) # 0 y dzm(l(lrgM) =1.

De la definicién de M, tenemos que existe un punto to € [0, 1], tal que
to x [0,1] € M. Ademds probamos que cada funcién continua e inyectiva
o : [0,1] — M, satisface que para cada t € [0,1], a;'(t) tiene un niimero
finito de componentes.

Por tanto las hipétesis del Teorema 4.2.1 se satisfacen.

Concluimos que R(@M) # (0 y para cada k € N, R(Gy) # 0. [ |

Teorema 4.2.3. Sean M C [0,1]2 y tg € [0,1] tales que R(M) # 0,
dzm(@M) =1y {to} x[0,1] C M. Supongamos que existe 7' C M un trio-
do simple, que es unién finita de graficas de funciones continuas. Entonces
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R(lim M) # 0 y para cada k € N, R(Gy) # 0.

Demostracion.

Como (1 es homeomorfo a M y M contiene un triodo simple, entonces
G contiene un triodo simple, asi R(G1) # 0. Supongamos k > 2.

Probaremos que las hipotesis de los Corolarios 3.2.6, 3.2.7 se satisfacen.

Como T es unién de graficas de funciones continuas, existen puntos ay, by,
ag,be,az,bs € [0,1], con a; < b; y funciones continuas «; : [a;, b;] — [0,1]
tales que T" = Graf(a1) U Graf(az) UGraf(as) C T es un triodo simple.

Sea vg el vértice de T" por la Observacién 1.1.8, tenemos que o1(7")
es un intervalo no degenerado. Sean u,v € [0,1], con u < v, tales que
01(T") = [u,v]. Haremos la prueba del caso ¢1(vg) > u, la prueba del caso
01(vo) < v se hace de manera similar.

Como 01 (T") = [u,v] y 01(vg) > u por el Teorema 1.1.9, existen funciones
continuas e inyectivas f,g : [0,1] — T”, tales que cumplen las siguientes
propiedades:

(i) f(t) = g(t), para cada t € [0, ],

(i) £((3,1]) N g((3,1]) = 0,

(i) 1,91+ 10,1 > [, 0],

(iv) £1(0) = u = g1(0).

Ademads por hipdétesis, tenemos que existe un punto ¢y € [0, 1], tal que
{to} x [0,1] € M. Como p1(M) = [0, 1] = p2(M), entonces existe un punto
x € lfm M, tal que 71(x) = to. Definamos A = {(t,x) € [0,1]* : t € [u,v]}

yB= {(t77‘—1,k71(x)) € [07 l]k te [u77}]}'

Por el Lema 1.2.8, (1), (2) tenemos que los conjuntos A C fm My
B C Gj_1 son arcos, ademds, existe una funcién continua y biyectiva h :
[0,1] — A con las siguientes propiedades:
(v) mipoh:[0,1] — B es una funcién continua y biyectiva.
(vi) h1 es una funcién inyectiva,
(vil) 1(0) = wy b (1) = v.
Notemos que las funciones f, g y h (m; o h) satisfacen las hipdtesis
(a)-(b) del Corolario 3.2.7, (Corolario 3.2.6) y que las funciones fi, g1 y hi
cumplen las hipétesis (c)-(e) del Corolario 3.2.7 (Corolario 3.2.6).

Nos falta probar que las componentes de E(f1,h1)y E(g1,h1) son arco
conexas. Para lo cual probaremos que se satisfacen la hipétesis del Teorema,
2.1.8.

Afirmacion 1
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@) If0l<3

(i) lg7 ()] < 3

Prueba.

Probaremos el inciso (i) el inciso (ii) se prueba de forma similar.
Sea t € [0,1]

Caso 1t ¢ o1(f[0,1)).

Tenemos que f; *(t) = 0. Por tanto la Afirmacién 1 es cierta.

Caso 2t € p1(f[0,1]).

Sea r € f{(t), tenemos que o1(f(r)) = t. Como T" = Graf(a;) U
Graf(az) U Graf(as), existe i € {1,2,3} tal que f(r) € Graf(wo;). De lo
anterior obtenemos que f(r) = (¢, a;(t)), por lo que

) = {re0,1]: f(r) = (t,q(t)), para alguna i € {1,2,3}}.

Como para cada i € {1,2,3}, o; es funcién y f es una funcién inyectiva
tenemos que |f; ! (t)| < 3. Por lo que la Afirmacién 1 se cumple.[]

De la Afirmacién 1 concluimos que para cada punto t € [0,1], f; )y
g; ' (t) tienen un niimero finito de componentes.

Ademds como h; : [0,1] — [u,v] es una funcién inyectiva, tenemos que
para cada t € [0,1], h;!(t) es un punto o el conjunto vacio.

De lo anterior tenemos que las funciones fi, g1 y h1 cumplen que la
preimagen de un punto tiene un numero finito de componentes, por lo que
las hipotesis del Terema 2.1.8 se cumplen para las funciones f1, h; y para
las funciones g1, hy. Por tanto las componentes de E(f1,h1) y FE(g1,h1) son
arco conexas, por tanto las funciones fi, g1 y h1 cumplen las hip6tesis (f)-(g)
del Corolario 3.2.7 (Corolario 3.2.6).

Hemos probado que las hipétesis del Corolario 3.2.7, (Corolario 3.2.6),
se satisfacen. Por tanto @M , (Gk), contiene un triodo simple. Concluimos

que R(lim M) # 0 y para cada k € N, R(Gy) # 0. [ |

Teorema 4.2.4. Sean M C [0,1]? y k € N, los subcontinuos propios del
@M , Son arco conexos. Supongamos que existen un triodo simple T C Gy,
con vértice vo y un arco B C lim M, tal que m1(B) = 7j41(T). Entonces
para cada ¢ > 0 existe un triodo simple TV C lér_n_M , con vértice v, con las

siguientes propiedades:
(1) o*(T) C B,
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(2) 7T1’k+1(T/) CT,
(3) d(ﬂ'l,k—&—l(vs),VO) < €.

Demostracion.

Sean € > 0y R C Bz(vo) N T un triodo simple. Sean u,v € [0, 1] tales
que 7x+1(R) = [u,v].

Notemos que si k = 1, como G; es homeomorfo a M, entonces por la
Observacién 1.1.8, p1(R) y 02(R), son no degeneradas, por lo que u < v y
si k > 2 se puede dar el caso en que u = v. Por lo que vamos analizar los
siguientes casos.

Casolu=w, k>2.

Como u = v, tenemos que 7,11(R) = {u}, por otro lado de la hipétesis
(c), tenemos que B C fm M es un arco tal que 7 (B) = m+1(R), entonces
existe un punto x € B, tal que 7 (x) = u, por lo que {y € ]én_lM cm(y) =
u} # 0, de lo anterior tenemos que se cumplen la hipStesis del Teorema
1.2.6. Por tanto para el punto x se cumple que

T = {(z,z2,23,...) €[0,1]* : z € R}.

es un subcontinuo del @M homeomorfo a T que satisface las siguientes
propiedades:

(i) T p+1(T') =R,

(i) o*(T) = {x}.

Por tanto se satisface

(1) o*(T') C B,

(2) mp1(T) C T,

Como T’ es homeomorfo a T, tenemos de la definicién de T/ que v, =
(vo, z2,x3,...), por lo que

(3) d(ﬁ17k+1(vs),V0) =0<e.

Con esto terminamos la prueba del Caso 1.

Caso 2 u < v.

Probaremos que la se satisfacen las hipdtesis del Teorema 3.2.4.

Haremos la prueba del caso mx11(vo) > u, la prueba del caso w11 (vg) <
v se hace de manera similar.

Como 741 (R) = [u,v] ¥ 7ry1(vo) > u por el Teorema 1.1.9 se cumple
que, existen funciones continuas e inyectivas f,g : [0,1] — R, tales que
cumplen las siguientes propiedades:

(i) £(t) = g(t), para cada t € [0, 3],

(i) £((3,1)) N g((2,1]) = 0,
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(i) frg1, Gr 2 [0,1] = [u, ],
(iv) fr41(0) = v = gr11(0).

Ademads por hipétesis existe B C 1(111_1M un arco, tal que mi1(R) C
71(B). Entonces por el Lema 1.1.1 existe un arco A C B con puntos extre-
mos p y q, tal que cumple las siguientes propiedades:

(v) mi(A) = [u, ],
(vi) m(p) = uy mi(q) = v,
(vii) 71 (A — {p,a}) = (u,v),

Como A es un arco existe una funcién continua e inyectiva h : [0,1] — A,
tal que

(viii) hq : [0,1] = [u,v],

(iX) hl(O) = u,

(x) h1(1) = v.

Notemos que las funciones f, g y h satisfacen las hipétesis (a)-(b) del
Teorema 3.2.4, y que las funciones fii1, gk+1 v h1 cumplen las hipdtesis
(c)-(e) del Teorema 3.2.4.

Nos falta probar que las componentes de E(fx+1,h1) v E(gr+1,h1) son
arco conexas. Para lo cual probaremos la siguiente Afirmacién.

Afirmacién 1 Las componentes de E(fx11,h1) ¥y E(gk+1,h1) son ho-
meomorfas a subcontinuos propios de @M .

Prueba.

Basta ver que la funciones £, g y h, satisfacen la hipdtesis de Teorema
3.2.1. Tenemso que f, g y h son funciones continuas e inyectivas, veamos
que se cumplen las siguientes propiedades:

(a) existen puntos r, s € [0, 1] tales que £(r) ¢ g([0,1]) v g(s) ¢ g([0, 1]).

De (i), £((3,1]) Ng((3,1]) = 0, entonces para cualesquiera puntos r, s €
(3, 1] se satisface (a).

(b) fx+1, gt1, P12 [0, 1] — [u, v].

De (iii) fx+41, gk+1 ¢ [0,1] = [u,v] y (viii) hy @ [0, 1] — [u, v]

(c) hi es suprayectiva.

De (ix) h1(0) = u y (x) h1(1) = v, como [0,1] es conexo, entonces
hi([0,1]) = [u,v].

(d) E(frt1,h1) # 0 # E(gry1, ha).

De (iv) fx+1(0) = u = gg+1(0) y (ix) h1(0) = wu, entonces (0,0) €
E(fr+1,h1) y (0,0) € E(gkt1,h1)-

De lo anterior, tenemos que se satisfacen la hipétesis de Teorema 3.2.1.
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Las componentes de E(fg+1,h1) v E(gr+1,h1) son homeomorfas a sub-
continuos propios de @M .0

Como los subcontinuos propios de @M son arco conexos y se cumple la
Afirmacién 1, concluimos que las componentes de E(fx11,h1) v E(gr+1, 1)
SON arco conexas.

Hemos probado que las hipétesis del Teorema 3.2.4 se satisfacen, por
tanto IAH_IM contiene un triodo simple T’, tal que satisface las siguientes
propiedades:

(xi) 7141 (T') € (£(]0,1]) U ([0, 1))

(xii) o*(T’) C h([0,1]).

Veamos que T’ satisface las propiedades (1), (2) y (3) del teorema.

(1) o*(T") C B.

Por la propiedad (xii) tenemos que o*(T') € h([0,1]) y h([0,1]) = A,
como A C B, concluimos que o*(T’) C B.

(2) 7T17k+1(T,) CT.

Por la propiedad (xi) tenemos que 7 ,41(T') C (£([0,1]) U g([0,1])),
como (£([0,1]) Ug([0,1])) C R C T concluimos que my 11(T') C T.

(3) d(m1p41(x2), vo) <e.

Por la propiedad (xi) tenemos que 7y ;11(T') C (£([0, 1])Ug([0, 1])), como

(£([0,1])Ug([0,1])) C R C Bs(vo)NT, entonces 1 j+1(X<) € Bz (vo) NT. Por
tanto d(my k41(Xe),v0) < § <e.
Por tanto el teorema queda demostrado. |

Corolario 4.2.5. Sea M C [0,1]?, tal que dim(lm M) = 1y los subconti-
nuos propios del @M , SON arco conexos. Supongamos que existen un triodo
simple T' C M, con vértice vg y un arco B C lfm M, tal que m1(B) = 01(T).
Entonces para cada & > 0 existe un triodo simple T/ C I&M , con vértice
Ve, con las siguientes propiedades:

(1) o(T') C B,

(2) mo(T') C T,

(3) d(ﬂ'gyl(vs),vo) <eE.

Demostracion.

Como M es homeomorfo a G, entonces las hipétesis del Teorema 4.2.4
se satisfacen. Por tanto L@rﬂM contiene un triodo simple que satisface las
propiedades deseadas. ]
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Corolario 4.2.6. Sea M C [0, 1]?, tal que dim(G1) = 1 y los subcontinuos
propios del GG, son arco conexos. Supongamos que existen un triodo simple
T C M, con vértice vy y un arco B C Gy, tal que 71(B) = p1(T). Entonces
para cada € > 0 existe un triodo simple T C Gg41, con vértice v, con las
siguientes propiedades:

(1) mok+2(T") C B,

(2) 7T271(T/) cT,

(3) d(m2,1(ve),v0) < e.

Demostracion.
La prueba de este corolario se hace de manera similar a la prueba del
Teorema 4.2.4. |

Corolario 4.2.7. Sean M C [0,1]> y k € N, tales que los subcontinuos
propios del lim M son arco conexos y ]R(@M)\ < 00. Supongamos que
existen un triodo simple T C Gy con vértice vo y un arco B C %IEM , tal
que 71 (B) = mr41(T). Entonces existe un triodo simple T/ C fim M, con
vértice y, que cumple las siguientes propiedades:

(1) o5(T") B,

(2) Mg (T) CTy

(3) T k1(y) = vo.

Demostracion.

Como |R(lim M)| < oo, tenemos que |y k41 (R(}im M))[ < oo, por lo
que existe un nimero € > 0 tal que

(i) B=(vo) N (m1 g41( Q_M C {vo}.

Notemos que se satisfacen la hipdtesis de Teorema 4.2.4, por tanto existe
un triodo simple T” C QIEM , con vértice y, con las siguientes propiedades:

(ii) o*(T') C B,

(111) 7['17k+1(T/) CT,

(iv) d(mik41(y), vo) <e.

De la propiedad (iv) y la propiedad (i), obtenemos que 7 4+1(y) €
B (vo) N (11 g41( LM ) C {(vo)}. Por tanto mj y41(y) = vo.

Asi el corolario queda demostrado. |

Corolario 4.2.8. Sea M C [0,1]?, tal que los subcontinuos propios del
im M son arco conexos y \R(I&M )] < oo. Supongamos que existen un
triodo simple T' C M con vértice vg y un arco B C QIEM tal que m(B) =
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01(T). Entonces existe un triodo simple T C gn_lM con vértice y con las
siguientes propiedades:

(1) o(T') C B,

(2) 7T2y1(T/) CTy

(3) m2,1(y) = vo.

Demostracion.

Como M es homeomorfo a G, entonces las hipétesis del Teorema 4.2.7
se satisfacen. Por tanto QIBM contiene un triodo simple que satisface las
propiedades deseadas. |

Corolario 4.2.9. Sea M C [0, 1]?, tal que dim(Gyy1) = 1y los subcontinuos
propios del G}, son arco conexos y |[R(Gj)| < co. Supongamos que existen un
triodo simple T' C M, con vértice vy y un arco B C Gy, tal que 71 (B) = 01(T).
Entonces para cada € > 0 existe un triodo simple T" C G}y 1, con vértice y,
con las siguientes propiedades:

(1) mok4+2(T) C B,

(2) m2,1(T') C T,

(3) m2,1(y) = vo.

4.3. Puntos de ramifiacacion del limite inverso en
el limite inverso

En esta seccién daremos condiciones suficientes sobre M, los conjuntos
Gi, k € N, y lim M para obtener puntos de ramificacién en el lim M.

Teorema 4.3.1. Sean M C [0,1]> y k € N, tales que los subcontinuos
propios del @M son arco conexos. Supongamos que existen un triodo
simple T C lim M y un arco B C G tal que m1(T) = m4+1(B). Entonces
existe un triodo simple T’ C QHLM con las siguientes propiedades:

(1) oM(T) C T,

(2) 7T17k+1(T/) C B.

Demostracion.
Sean u,v € [0,1] tales que 71 (T) = [u,v]. Vamos analizar los siguientes
casos.

Caso 1 u =v.
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De la hipétesis (c), tenemos que B C Gy es un arco tal que m(T) =
{u} = pr+1(B). Sea x € B, tenemos que 71 (x) = u.
Definamos

T = {(x, 22, 23,...) € [0,1]* :z € T}.

Probaremos que T’ es un triodo simple contenido en @M . Veamos
primero que T' C @M .

Sea y € T’, probaremos que para cada i € N, el punto (m;11(y), mi(y)) €
M . Por definicién de T’ existe un punto z € T C lér_n_M , tal que el punto y
es de la forma (x, 29, 23, . . .).

Veamos que para cada i € N, el punto (m11(y), mi(y)) € M.

m Seal<i<k.

Como x € B C Gy, por definicién de Gy, para 1 < i < k el punto

(mi+1(y), mi(y)) = (0i+1(x), 0i(x)) € M

= Seai=Fk+1.

Como m1(T) = {u}, entonces m1(z) = u. Ademds gr4+1(x) = u por lo
que

(mir1(y), mi(y)) = (m2(2), 0k 41(x)) = (22,u) = (22, 21).

Ademas como z € L&M , por definicién de l&M el punto (z9,21) €
M. Por tanto el punto (m;41(y), mi(y)) € M.

m Seai >k -+ 2.
Como z € @M , por definicién de L&M el punto

(mir1(y), mi(y)) = (mi—k(2), mi—r—1(2)) € M.

Por tanto el punto y € lim M. Por tanto T C fim M

Por otro lado la funcién | : T — T es un homeomorfismo. Por tanto
T/ es un triodo simple.
Veamos que T’ satisface las propiedades (1) y (2) del teorema.

Sea y € T’, por definicién de T’ existe un punto z € T, tal que el punto
y es de la forma (x, 22, 23, . . .). Entonces
(1) o*(y) =z € T, por tanto o*(T') C T,
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(2) m1k+1(y) = x € B, por tanto 7 p+1(T’) C B.
Con esto terminamos la prueba del Caso 1.

Caso 2 u < v.

Probaremos que se satisfacen las hipotesis del Teorema 3.2.8. Sea vq el
vértice de T. Haremos la prueba del caso m1(vy) > u, la prueba del caso
m1(vp) < v se hace de manera similar.

Como 71 (T) = [u,v] y m1(vg) > u por el Teorema 1.1.9 se cumple que,
existen funciones continuas e inyectivas f,g : [0,1] — T, tales que cumples
las siguientes propiedades:

(i) f(t) = g(t), para cada t € [0, 3],

(i) £((, 1)) N g((3,1]) = 0,

(111) Ji.91: [07 1] - [U,’U],

(iv) £1(0) = u = g1(0).

Ademas por hipdtesis existe B C Gy un arco tal que m(T) = mg41(B).
Entonces por el Lema 1.1.1 existe un arco A C B con extremos p y g, tal que
cumple las siguientes propiedades:

(v) ops1(A) = [u.v],

(Vi) or+1(P) = vy ok+1(q) = v,

(vii) or+1(A —A{p,a}) = (u,0).

Como A es un arco existe una funcién continua e inyectiva h: [0,1] — A
tal que

(viil) hgy1 :[0,1] = [u,v],

(ix) hs1(0) =,

(x) hi1(1) = v.

Notemos que las funciones f, g y h satisfacen las hipétesis (a)-(b) del
Teorema 3.2.8, y que las funciones fi1, g1 y hgt1 cumplen las hipétesis (c)-
(e) del Teorema 3.2.8.

Nos falta probar que las componentes de E(f1,hi11) vy E(g1, hxt1) son
arco conexas. Para lo cual probaremos la siguiente Afirmacién.

Afirmacién 1 Las componentes de E(f1,hiy1) y E(g1,hgr1) son ho-
meomorfas a subcontinuos propios de @M .

Prueba.

Basta ver que la funciones f, g y h, satisfacen la hipdtesis de Teorema
3.2.1. Tenemos que f, g y h son funciones continuas e inyectivas, veamos que
se cumplen las siguientes propiedades:

(a) existen puntos r, s € [0,1] tales que f(r) ¢ g([0,1]) y g(s) ¢ g([0, 1]).
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De (ii), f((%,1]) Ng((3,1]) = 0, entonces para cualesquiera puntos r,s €
(3, 1] se satisface (a).

(b) fl,gl,hk+1 : [O, 1] — [u, U].

De (iii) f1,91 :[0,1] — [u,v] y (viii) by : [0,1] — [u, v]

(c) hi es suprayectiva.

De (ix) hr41(0) = v y (x) hg+1(1) = v, como [0, 1] es conexo, entonces
hi+1([0,1]) = [u, v].

(d) E(f1, hit1) # 0 # E(g1, hg1)-

De (iv) f1(0) = u = g1(0) y (ix) hg+1(0) = u, entonces (0,0) € E(f1, hgt1)
y (0,0) € E(g1, hi41)-

De lo anterior, tenemos que se satisfacen la hipotesis de Teorema 3.2.1.

Las componentes de E(f1,hg+1) v E(g1, higt+1) son homeomorfas a sub-
continuos propios de l&M .0

Hemos probado que las hipétesis del Teorema 3.2.8 se satisfacen, por
tanto L@QM contiene un triodo simple T', tal que satisface las siguientes
propiedades:

(iv) o"(T") C (£([0,1]) U g([0,1]))

(v) m01(T') € B([0,1)).

Veamos que T’ satisface las propiedades (1) y (2) del teorema.

(1) o*(T") C T.

Por la propiedad (iv), tenemos que o*(T’) C (£([0, 1]) U g([0, 1])) como
(£([0,1]) U g([0,1])) C T, concluimos que ¢*(T’) C T.

(2) 7T1,k+1(T/) C B.

Por la propiedad (v), tenemos que 71 +1(T’) C h([0,1]), como h([0,1]) =
A C B concluimos que my ;41(T') C B.

Por tanto el teorema queda demostrado. |

Corolario 4.3.2. Sea M C [0,1]?, tal que dzm(L@@_M) =1 y los subconti-
nuos propios del @M Son arco conexos. Supongamos que existen un triodo
simple T C lim M y un arco B C M tal que 71(T) = 01(B). Entonces existe
un triodo simple T C QIEM con las siguientes propiedades:

(1) o(T") C T,

(2) 7T271(T/) C B.

Demostracion.

Como M es homeorfo a GG; tenemos que se cumplen las hipdtesis del
Teorema 4.3.1. Por tanto @M contiene un triodo simple que satisface las
propiedades deseadas. |
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4.4. Arcos en el limites inversos y en los conjuntos

G,

En esta seccién daremos herramientas que nos permitiran construir arcos
en el lim M y en los conjuntos Gy, con propiedades especiales.

Teorema 4.4.1. Sean M un subconjunto cerrado de [0,1]%, u,v € [0,1],
con u < vy k € N, tales que lim M es hereditariamente arco conexo.
Supongamos que existen arcos A C Gy B C QIQ_M , tales que:

(a)mp41(8) = [u,v] = T (B).

(b) B tiene puntos extremos p y q tales que p; =uy g1 = v.

Entonces existe un arco B’ C @M con las siguientes propiedades:

(1) o*(B) C B,

(2) T 41 (B) = 4,

(3) Si ademads A, tiene un punto extremo a, tal que axy; = u, entonces

(a1,...,0k41,D2,P3,...) €s un punto extremo de B,
(4) Si ademds A, tiene puntos extremos a y b, tales que agpi1 = u
y bgy1 = v, entonces B’ tiene puntos extremos (al,...,akH,pg,pg,...),

(bla .. 7bk+17q2aq37‘ . ) y Uk(B/) = B.

Demostracion.

Veremos que se cumplen las hipétesis del Teorema 3.2.15.

Probaremos primero los incisos (1) y (2).

Como A C Gy y B C lim M son arcos, tales que m11(A) = [u,v] =
71(B). Entonces existen £ : [0,1] — G y h : [0,1] — fim M, funciones
continuas e inyectivas, tales que £([0,1]) = A y h(][0,1]) = B.

Como mg4+1(8) = [u,v] = 71(B) y B tiene puntos extremos p y q tales
que p1 = u y q1 = v, podemos suponer que las funciones £ y h cumplen las
siguientes propiedades:

(i) Jet1,ha [07 1] - [u,v],

(ii)) 1 (0) =uy hi(1l) = v.

Como h1(0) = u y hi(1) = v, entonces hy([0,1]) = [u,v], asi hy es una
funciéon suprayectiva, por tanto de la Observacion 2.1.1 (2), tenemos que

E(fr+1,h1) # 0. Entonces podemos definir ¢ : E(fxy1,h1) — Ym M, para
cada punto (r,s) € E(fx+1,h1) como sigue:

(P((r7 5)) - (fl(r)7 R fk+1(r)7 hQ(S)’ h3(3)7 - )
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Como f, y h son funciones continuas e inyectivas, tenemos que satisfacen
las hipétesis del Corolario 3.1.3, por tanto ¢ es un encaje.

Como ¢ es un encaje, tenemos que las componentes de E(fi11,h1) son
homeomorfas a subcontinuos de gn‘lM , COMO @M es hereditariamente
arco conexo, tenemos que las componentes de F(fi11,h1) son arco conexas.

De lo anterior las hipétesis del Teorema 3.2.15 se cumplen. Por tanto
existe un arco B’ C lén_lM , que satisface las siguientes propiedades:

(ifi) 71 k41(B') = £([0,1]),

(iv) o*(B’) c h(]0,1]).

Veamos que B’ satisface la propiedades del teorema.

De (iv) ¢*(B’) € h([0,1]), como h([0,1]) = B, tenemos que ¢*(B’) C B.

De (iii) 71 41 (B’) = £([0, 1]), como £([0, 1]) = A, tenemos que 1 j+1(B’) =

Asi los incisos (1) y (2) quedan demostrados.

Probaremos ahora el inciso (3).

(3) Si ademads A, tiene un punto extremo a, tal que axy; = u, entonces
(a1, ...,ak41,P2,P3,...) €s un punto extremo de B.

Como el arco A tiene un punto extremo a tal que a1 = wu, podemos
suponer que la funcién £ cumplen que fr11(0) = u. Por tanto se cumple
la hipétesis del Teorema 3.2.15,(3). Por tanto un punto extremo de B’ es
(f1(0), .-, fi41(0), h2(0), h3(0), . ..).

Como (fl(O), cee 7fk+1(0)7 hQ(O), hg(O), e ) = (a17 ey AQk41,P2, P35 - - - ),
el inciso (3) queda demostrado.

Probaremos ahora el inciso (4).

(4) Si ademas A, tiene puntos extremos a y b, tales que ary; = u
y bry1 = v, entonces B’ tiene puntos extremos (ai,...,ax+1,P2,D3,--- ),
(bi,...,brs1,92,03,...) y oF(B') = B.

Como A tiene un puntos extremos a y b, tales que ag11 = u y bpyr1 = v,
podemos suponer que las funcién £ cumple que fr11(0) =uy fra1(1) = v.
Por tanto se cumple la hipdtesis del Teorema 3.2.15,(4).

Por tanto B’ tiene puntos extremos (f1(0),. .., fr+1(0), h2(0), h3(0),...),
(D - frsa (1), ha(1), hy(D), .. ) y o*(B) = ([0, 1]).

Como (f1(0),. .., fr+1(0), h2(0), h3(0),...) = (a1, ..., ak41,P2,P3,---) ¥
(f1(1)y.o oy frer1(1), ha(1),h3(1),...) = (b1,...,bkt1,92,G3,- .. ), tenemos que
B’ tiene puntos extremos (a1, ..., k41,02, P35 ---) Y (b1, bri1,q2,q3, - - . ).

Ademés como ¢*(B’) = h([0,1]) y h([0,1]) = B, tenemos que ¢*(B’) =
B. Asi el inciso (4) queda demostrado.
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Por tanto el teorema queda demostrado.
[ |

Corolario 4.4.2. Sean M C [0,1]%, u,v € [0,1], u < v, tal que grrle
es hereditariamente arco conexo. Supongamos que existen arcos A C M y
B C @M tales que:

(a)01(A) = [u,0] = 1 (B).

(b) B tiene puntos extremos p y q tales que p1 =uy ¢1 = v.

Entonces existe un arco B’ C @M con las siguientes propiedades:

(1) o(B) C B,

(2) 7T2,1(B,) = A.

(3) Si ademds A, tiene un punto extremo a, tal que a; = u, entonces
(a2, a1, p2,ps,-..) es un punto extremo de B.

(4) Si ademéds A, tiene puntos extremos a y b, tales que a; = u 'y by = b,
entonces B’ tiene puntos extremos (as, a1, p2,ps,--.), (b2,01,¢2,q3,...), ¥
c(B') = B.

Corolario 4.4.3. Sean M un subconjunto cerrado de [0,1]%, u,v € [0,1],
u <wv,yk €N, tales que Gj, es hereditariamente arco conexo. Supongamos
que existen arcos A C M y B C G}, tales que:

(a)o1(A) = [u,v] = 1 (B).

(b) B tiene puntos extremos p y q tales que p1 =uy ¢1 = v.

Entonces existe un arco B’ C G4 con las siguientes propiedades:

(1) m2,k42(B") C B,

(2) 7T271(B/) = A,

(3) Si ademds A, tiene un punto extremo a, tal que a; = u, entonces

(ag,a1,p2,P3,- -, Pks+1) €8 un punto extremo de B'.
(4) Si ademds A, tiene puntos extremos a y b, tales que a; = u 'y by = b,
entonces B’ tiene puntos extremos (ag, a1,p2, ..., pk+1), (02,601,925, qrt1)

y T2 k+2(B’) =B.



Capitulo 5

Resultados importantes

En este capitulo probaremos que si lim M es una dendrita (arco), enton-
ces M es una dendrita (arco) y para cada k € N, G, es una dendrita (arco).
Ademds probaremos bajo condiciones especiales que la funcién oz ifm M) €8

Jm.

una permutacion.

Recordemos que M denota un subconjunto cerrado de [0,1]2, tal que
o1(M) = [0,1] = g2 (M).

5.1. Cuando el limite inverso es una dendrita

En esta seccién probaremos que si lim M es una dendrita, entonces M
es una dendrita y para cada k € N, G es una dendrita.

Teorema 5.1.1. Sea M C [0,1]2. Si @M es un dendrita, entonces para
cada k € N, G es un dendrita.

Demostracion.

Sea k € N, sabemos que 7y 41 : @M — (G}, es una funcién con-
tinua y suprayectiva. Como lim M es un continuo localmente conexo y
7r17k+1(1'£M) = Gy, por Por [[16], 27G-4, pag. 203] tenemos que G}, es
un continuo localmente conexo.

Veamos que G no contiene curvas cerradas simples.

Supongamos por el contrario que Gy contiene una curva cerrada sim-
ple. Entonces las hipdtesis del Teorema 4.1.1 se cumplen, pues I&M es
hereditariamente arco conexo y GG contiene una curva cerrada simple.

Por tanto lim M contiene una curva cerrada simple. Lo cual contradice
que L&M es una dendrita.

115



116 CAPITULO 5. RESULTADOS IMPORTANTES

Por tanto G es un continuo localmente conexo sin curvas cerradas sim-
ples. Concluimos que GG es una dendrita.

[ |
Corolario 5.1.2. Sea M C [0,1)? si QIEM es una dendrita, entonces M
es un dendrita.

Demostracion.
Como M es homeomorfo a G entonces las hipétesis del Teorema 5.1.1
se satisfacen, por tanto el corolario es cierto. |
ejemplo.

El regreso del Corolario 5.1.2 no es cierto, en la Figura 5.1 se da un

(1/4,1)

(L)

(1/2,172) (1,172

(0,0)

Figura 5.1:
5.2. Cuando el limite inverso es un arco
En esta seccién probaremos que si lim M es un arco, entonces M es un
arco y para cada k € N, G es un arco.

Teorema 5.2.1. Sea M C [0,1]2. Si @M es un continuo hereditariamente

arco conexo de dimensién 1y R(M) # (). Entonces R(lim M) # 0.
Demostracion.

Como lim M es un continuo hereditariamente arco conexo, tenemos que

los subcontinuos propios de lim M son arco conexos y dim(mM ) =1
Ademés por hip6tesis R(M) # 0.
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De lo anterior tenemos que se cumplen las hipétesis del Corolario 4.2.5,
por tanto R(l&M) # (). [ |

El regreso del Teorema 5.2.1 no es cierto, en la Figura 5.2 se da un
ejemplo.

lim M

Figura 5.2:

Corolario 5.2.2. Sea M C [0,1]?. Si lim M es un dendroide y R(M) # 0.
Entonces R(lim M) # 0.

Demostracion.

Como lim M es un dendroide tenemos que lim M es hereditariamente
arco conexo y dzm(grgM) = 1. Ademads por hipétesis R(M) # ().

De lo anterior tenemos que se cumplen las hipdtesis del Teorema 5.2.1,
por tanto R(l&M) # (). [ |

Corolario 5.2.3. Sea M C [0,1]2. Si fim M es una dendrita y R(M) # 0.
Entonces R(lim M) # 0.

Demostracion.

Como lim M es una dendrita, en particular es un dendroide. Ademaés
por hipétesis R(M) # .

De lo anterior tenemos que se cumplen las hipétesis del Corolario 5.2.2,

por tanto R(lm M) # 0. |

Si M un subconjunto cerrado de [0,1]? tal que lim M es un continuo
hereditariamente arco conexo de dimensién 1, el siguiente teorema nos da
una cota sobre |R(M)| y para cada k € N, sobre |R(Gy)].
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Teorema 5.2.4. Sea M C [0,1]2. Si QHLM es un continuo hereditariamente
arco conexo con |R(lim M)| < co. Entonces

(1) [R(M)| < [R{im M),

(2) Para cada k € N, [R(Gp)| < [R(lim M)

Demostracion.

(1) [R(M)]| < [R(im M),

Supongamos por el contrario que |R(M)| > |R(1£M)| Sea n € N tal
que |R(@M)| =n.

Como [R(M)| > [R(lim M), existen x1, @2, ... , Tn, Tn+1 puntos de
ramificacion de M.

Definamos ¢ = mfn{d(mi’xj):i’je{21’2 """ 173} Por el Teorema 4.2.8 en
@M , existe un triodo simple T; con vértice x; tal que ma1(x;) = ;.

Notemos que {x1,X2,...,Xp11} C R(lim M), como [R(m M)| = n,
entonces existen j, k € {1,2,...,n,n+ 1} tales que x; = x;, entonces z; =
m21(X;) = ma1(Xk) = @, por lo que d(xj, z) =0 < 2e.

Lo anterior contradice la definicién de €. Por tanto |R(M)| < |R(1&M)|

La prueba del inciso (2) se hace de manera similar.

En el Teorema 5.2.4 no necesariamente se da la igualdad, en la Figura
5.3 se da un ejemplo.

(1/4,3/4) (3/8,3/4)

lim M

Figura 5.3:

Corolario 5.2.5. Sea M C [0, 1]2. Si im M es un dendroide con |R(@M)] <
co. Entonces

(1) [R(M)| < [R(lim M),

(2) Para cada k € N, [R(G)| < [R(lim M)
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Corolario 5.2.6. Sea M C [0, 1]?. Si im M es una dendrita con |R(£I£M)| <
oo. Entonces

(1) [R(M)] < [R(Ym_M)],
(2) Para cada k € N, [R(Gp)| < [R(lim M)|.

A continuacién probaremos que si lim M es un arco, entonces M es un
arco y para cada k € N, G es un arco.

Corolario 5.2.7. Sea M C [0,1]%. Si lim M es homeomorfo a un arco.
Entonces M es un arco y para cada k € N, GG}, es homeomorfo a un arco.

Demostracion.

Como un arco en particular es una dendrita, del Teorema 5.1.1 Corolario
5.1.2, tenemos que para cada k € N, G (M) es una dendrita.

Ademas como ]R(QQM)\ = 0, por el Corolario 5.2.6, tenemos que para
cada k € N, G, (M) no tiene puntos de ramificacién.

Por tanto para cada k € N, G (M) es una dendrita sin puntos de
ramificacén. Concluimos para cada k € N, G, (M) es un arco. [

El regreso del Teorema 5.2.7 no es cierto, en la Figura 5.4 se da un
ejemplo.

Figura 5.4:
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5.3. Cuando el limite inverso tiene un numero fi-
nito de puntos de ramificacién

En esta seccién probaremos que si lim M es un continuo hereditariamen-
te arco conexo, entonces la funcién corrimiento restringida a R(lim M) es
una permutacién.

Teorema 5.3.1. Sea M C [0,1]2, tal que lim M es un continuo heredi-
tariamente arco conexo, con |R(1£M )| < oo. Entonces dado un punto
X € R(@M) existe un punto y € R(@M), tal que o(y) = x.

Demostracion.

Sea x € R(@M) Como|7€(l'&M)| < 00, entonces |J(R(@M))| <
00y |(R(@M))UU(R(@M))| < 00. Por lo que existe U conjunto abierto
de lim M, tal que x € U y ((R(lm M) Uo(R(lm M)) — {x}))nU = 0

Como x € U y x es punto de ramificacion, existe un triodo simple T C U
con vértice x, tal que cumple las siguientes propiedades:

()T N R (lim M) = {x},

(i) TNo(R(lim M)) C {x}.

Sean u,v € [0, 1], tales que m1(T) = [u,v], como M es un conjunto arco
conexo, tal que p1(M) = p2(M) = [0, 1] por el Corolariol.1.2 existe un arco
B C M, tal que g1(B) = [u,v].

Notemos que el triodo simple T C @M y el arco B C M satisfacen las
hipétesis del Corolario 4.3.2, por tanto existe un triodo simple T/ C @M
con las siguientes propiedades:

(iii) o(T') C T,

(iV) 71'2’1(T/) C B.

Sea y el vértice de T'. De la propiedad (iii) tenemos que o(y) € T y por
la propiedad (ii) tenemos que o(y) € {x}. Por tanto o(y) = x.

Con esto terminamos la prueba del teorema. ]

A continuacién probaremos que si lim M es un un continuo hereditaria-
mente ar nexo, enton ; : im M im M).
ente arco conexo, entonces J|R(HM) R ) — R(lf )

Corolario 5.3.2. Sea M C [0,1]?, tal que fim M es un continuo heredi-
tariamente arco conexo, con ]R(@M)\ < oo. Entonces U(R(@M)) =

R(lim M).
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Demostracion.
Supongamos que |R(}im M)| = n, notemos que |o(R(lim M))| < n.

Afirmacién 1 Dado un conjunto {x!,x? ... ,x*} C R(Um M), (con
x! # xJ si i # j), existen puntos {y',y%,...,y*} C R(L&M), tales que
para cada i € {1,2,...,k}, o(y') =x', y' #y/, sii # j.

Prueba.

Procederemos por induccién sobre k.

Sik =1, por el Teorema 5.3.1, tenemos que dado un punto x € R(lér_n_M),
existe un punto y € R(@M), tal que o(y) = x.

Supongamos que el resultado se cumple para k =n — 1.

Veamos que el resultado se cumple para k = n.

Por hipétesis de induccién para {x!,x% ... ,x"" !} C R(L@QM) existe
{yhy? .. .,y» 1} c R(@M), tales que para cada i € {1,2,...,n — 1},
o(y')=x'yy' #y,sii#].

Ademas por el Teorema 5.3.1, tenemos que dado el punto x", existe un
punto y" € R(@M) tal que o(y™) = x".

Notemos que como o es una funcién tenemos y" # y' para cada i €
{1,2,...,n —1}. Con esto terminamos la prueba de la Afirmacién 1.00

Por la Afirmacién 1 tenemos que si R(L&M) = {x!,x2,...,x"} existe

{yLy%...,y"} C R(L&M)) tales que para cada i € {1,2,...,n}, o(y%) =
x'yy'#yl, sii#j. Como |R(L£M)| = n concluimos que

R(lm M) = YLy .. . y" = {x} %%, x"} = o(R(lim M).
Por tanto U(R(I&M)) = R(@M) [

Corolario 5.3.3. Sea M C [0,1]?, tal que lim M es un continuo heredi-
tariamente arco conexo, con |R(lim M)| < co. Entonces o|g(im a) €s una

—
permutacion.

Demostracion.
Por el Corolario 5.3.2 tenemos que U(R(@M)) = R(@M), por tanto
U\R(@M) : R(QIEM) — R(QIEM) es una funcién suprayectiva.
Como R(lim M) es un conjunto finito y | im ar) s una funcién supra-
67
yectiva tenemos que O"R(h'm M) €8 una biyeccién, asi podemos concluir que
e

0’|R(MM) es una permutacion. m
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Corolario 5.3.4. Sea M C [0,1]?, tal que gniM es un dendroide con
\R(@M)\ < oo. Entonces o|g(jjm ) €8 una permutacién.
(_.;

Demostracion.
Como un dendroide es un continuo hereditariamente arco conexo, tene-
mos que se satisfacen la hipétesis del Corolario 5.3.3, por tanto J\R(Hm M)
Jm

es una permutacion. [ ]

Corolario 5.3.5. Sea M C [0, 1]? tal que {m M es una dendritay |R(lim M)| <

oo. Entonces o|g(im i) €8 una permutacion.
<_

Demostracion.
Como una dendrita es un dendroide localmente conexo tenemos que se
satisfacen la hipétesis del Corolario 5.3.4, por tanto o|gsm a7y €8 una per-
(_?

mutacién. [ |



Capitulo 6

Limites inversos y la funcién
corrimiento

Recordemos que M denota un subconjunto cerrado de [0,1]2, tal que
01(M) = [0,1] = p2(M). Ademsds en el Capitulo 5 probamos que, si m M
es un continuo hereditariamente arco conexo, con \R(l&M | < 0o, entonces
U|R(@M es una permutacién por lo que dado un punto x € R(@M)
podemos definir el periodo de x bajo o como el menor entero positivo n tal
que o™ (x) = x.

Notemos que dado un punto punto x € R(@M) de periodo n bajo o,

se cumple que (z1,...,2,) = (Tpt1,..-,T2n) = (T2n+1,- .., T3,), €n general
para cada k € N, (21,...,%n) = (Tknt1, - > T(kt1)n), POT lo cual x es de la
forma (z1,22,...,Tn, L1,y Tny T1y...).

Las siguientes observaciones las estaremos utilizando en lo que resta de
este trabajo.

Observacién 6.0.6. Sea M C [0,1]2, tal que Ym M es un continuo he-
reditariamente arco conexo, con |R(@M )] < oo. Supongamos que x €
R(@M) es un punto de periodo n bajo o. Entonces cada punto y €
{o(x),...,0™(x)}, cumple las siguientes propiedades.

(1) y € Rlim M),

(2) el periodo de y bajo o es n.

Demostracion.
Como lim M es un continuo hereditariamente arco conexo y |R(lim M)| <

o0, por el Corolario 5.3.5, tenemos que 0|z (im ar

) €s una permutacion. Como
<_

123
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x € R(M), entonces los puntos o(x), 0%(x), ..., 0"(x) = x, son puntos de
ramificacién de lfim M. Por tanto y € R(l&M ), asi (1) queda probado.

Probaremos ahora (2). Comoy € {o(x),...,0"(x)}, existei € {1,...,n},
tal que y = o?(x). Notemos que:

- si i = n, entonces " (y) = o™ (0" (x)) = o™ (x) =y,

-si 1 <i < n, entonces 0" (y) = 0"(0%(x)) = o' (c"(x)) = 0'(x) = y.

De lo anterior ¢”(y) =y, por cual el periodo de y bajo o es a lo mas n.

Veamos el periodo de y bajo o es n.

Sin =1, entonces el periodo de y bajo o es n.

Sin > 1, supongamos por el contrario que existe k € {1,2,...,n—1}, tal
que el periodo de y bajo o es k. Sea j € {1,2,...,n— 1}, tal que j+ k = n.

Tenemos que o*(y) =y y o*(y) = o™(y) = ¢ (y). Como y = o'(x),
entonces o™ (0 (x)) = o/(c'(x)), entonces o'(c™(x)) = o'(07(x)), como o
es una permutacién, entonces 0" (x) = o/(x), por tanto ¢/(x) = x, como
el periodo de x bajo o es n, entonces j > n, lo cual contradice que j €

{1,2,...,n — 1}, la contradiccién nace de suponer que el periodo de y bajo
o es k, con k < n. Por tanto el orden de y bajo o es n, asi (2) queda probado.
[ |

Observacién 6.0.7. Sea M C [0,1]2, tal que fm M es un continuo heredi-
tariamente arco conexo y ]R(gn_lM)\ < 00. Dado un punto x € R(QIEM)
de periodo n bajo o, entonces para cadai € {1,2...,n}, el punto (x;41,2;) €

721 (R(lfm M)).

Demostracion.
Por la Observacién 6.0.6, tenemos que los puntos o(x), 0%(x) ..., 0"(x) €

Ademds como x es de periodo n bajo o, tenemos que

X = (X1,22, ., Ty T1y v ey Ty Ty -2 ),
por lo que o(x) = (z2,23...,Ty,X), en general para cada ¢ € {1,...,n},
ol (x) = (Q}'i,]ﬁi.ﬁ.l,'. ey Ty X).
Entonces 721 (07 1(x)) = ma.1 (x4, Tig1, -+, Tn, X))

= (i1, %) € mo,1(R(Um M)).
Por tanto la observacion queda demostrada. ]
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6.1. Propiedades de M

En esta seccién probaremos varias propiedades del conjunto cerrado M,
cuando lim M es un continuo hereditariamente arco conexo (dendrita) y

R(lim M)| < 0o .

Teorema 6.1.1. Sea M C [0,1]2, tal que Yim M es un continuo heredita-
riamente arco conexo, con |R(lim M)| < oo. Supongamos que existen un
arco L C M y un punto x € R(gn_lM) de periodo n bajo o. Entonces para
cadai € {1,2,...,n}, tal que ;1 € Intg)(01(L)), el punto (w41, ;) € L.
(Figura 6.1)

/\\/ L [E— /\\J L EL
Xi+ /:0
L m L/ /\) €L
0<.\', /<1
f)\‘ L €L
[E—
Xi+ /:]
Figura 6.1:
Demostracion.

Como z;41 € Intp)(01(L)) existe un nimero € > 0, tal que ((wi41 —
& xip1 +¢)N[0,1]) C a1(L). ,

Por la Observacién 6.0.6, el punto o'(x) = (Tit1,Tit2,...,Tn,X) €

Como |R(}fm M)| < oo existe un conjunto abierto U de lim M, tal que
ol(x) e UyUn (R(}im M) — {o(x)}) = 0.
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Como ¢%(x) € U es punto de ramificacién, entonces existe T C U C

fm M un triodo simple con vértice o?(x), con las siguientes propiedades:

(i) 71'1(T) C (xiH - 8,%’@4.1 + €) N [0, 1],

(i) T ﬂR(grgM) = {o'(x)}.

Como m1(T) C 01(L), por el Teorema 1.1.1 existe un arco B C L, tal
que 71 (T) = 01(B).

Notemos que el triodo simple T C @M y el arco B C M satisfacen las
hipétesis del Corolario 4.3.2, por lo que existe un triodo simple T’ C @M
con las siguientes propiedades:

(iii) o(T') C T,

(iv) me1(T') C B.

Sea y el vértice de T’, como G‘R(m M) €s una permutacion tenemos que
o(y) es un punto de ramificacién de lim M, entonces de (iii) o(T)cTy
de (ii) obtenemos o(y) € TN R(lim M) = {o?(x)}.

Como la funcién a]R(Hm M) es una funcién inyectiva y
lm.

U((l‘i, Lig1y Li4+25 - -+ ,$n,X)) = (.’L‘i+1,1‘i+2, . ,a;n,x),

tenemos que el punto y = (&, Tit1, Tit2, ..., Tn,X).

De la propiedad (iv) tenemos que el punto 72 1(y) € By por definicién el
arco B C L, concluimos que m21(y) = (2i+1,%;) € L, con esto terminamos
la prueba del teorema. |

Para probar el resultado similar al Teorema 6.1.1, con los arcos que
cruzan verticalmente [0, 1] X {x;} necesitamos el siguiente resultado.

Teorema 6.1.2. Sea M un subconjunto cerrado de [0, 1], tal que gn_lM
es un continuo hereditariamente localmente conexo, con [R(lm M)| < oc.
Supongamos X € R(@M ), entonces existe un numero N € N, tal que para
cada k € N, k > N, 7 41(x) es punto de ramificacién de Gj.

Demostracion.

Como |R(lim M)| < oo, existe un nimero & > 0, tal que B(x) N
R(lim M) = {x}.

Como lim M es un continuo hereditariamente localmente conexo, existe
un subcontinuo E C l&M , con la siguientes propiedades:

(i) E C B:(x),

(ii) x € Int(E) y

(iii) diam(E) < 5.
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Supongamos por el contrario que para cada nimero N € N, existe un
numero Ky € N, tal que Ky > N y 7r1 Ky+1(x) € R(Gky).

Sea N1 € N tal que Ny > Ky y 2N1 < 5.

Afirmacién 1 Para cada k € N, k > Ny, se cumple que 71 j+1(E) es un
arco.

Prueba.

Supongamos por el contrario que 71 ;41 (E) no es un arco, entonces existe
un triodo simple T C 7 ;41 (E).

Sean vg € 7 p41(E) el vértice de Ty v € E, tal que 7y y41(v) = vo.

Por el Teorema 1.1.1 existe un arco B C lim M, tal que m1(B) = 111 (T).

Notemos que el triodo simple T C G, y el arco B C I&M satisfacen las
hipétesis del Corolario 4.2.7, por tanto existe un triodo simple T C @M
con vértice w que satisface las siguientes propiedades:

(iv) o®(T") C B,

(V) Ta1(T) C Ty

(vi) 1 gg1(W) = vo.

Veamos que d(x,w) < €.

o) = Y 2 Sl 5 e

i=k+2
k+1 oo
Il‘z — v |z — wi
D D
i:k+2
|z1 2 |551 - wz|
Z Ul 5 sl
i=k+2
< d(x,v> + srr
como v € Be(x) y an% < 5, entonces d(x,w) < §+ § =¢.

Por tanto d(x,w) < ¢, entonces w € B.(x).

Del inciso (iii) tenemos que B(x) N R( LM {x} y como w €
R(lérll_M), entonces x = w, por tanto 7r17k+1( X) = 71 g1(W) = vo, asi T g+1(X) €
R(m1 k+1(E)) C R(Gnk), lo cual contradice que 7y j41(x) & R(Gk)-

La contradiccién nace de suponer que 7 k41 (E) no es un arco. Por tanto
71,k+1(E) es un arco y la Afirmacién 1 queda probada. [J

Por la Observacién 1.2.2 para cada ntimero k > Nj la funcién my g4 :
lim M — G} es una %—funcién, y de la Afirmacién 1 para cada nitmero

nimero k > Ny, 7 (E) es un arco, entonces 7 41| es una #—funeién
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sobre un arco, por lo cual E es tipo arco.

Como E es un subcontinuo de @M , tenemos que E es hereditariamente
localmente conexo y hereditariamente arco conexo, ademés como E es tipo
arco, tenemos de [13, Corollary 12.6, p. 233], que E es un arco.

Lo anterior contradice que el punto x € Int(E), pues x es punto de
ramificacion y E no contiene puntos de ramificacién. La contradicciéon nace
de suponer que para cada nimero N € N, existe un numero Ky € N, tal
que KN Z N y 7T1,KN+1(X) ¢ R(GKN)

Por tanto existe un nimero N € N, tal que para cada k € N, k£ > N,
71,k+1(x) es punto de ramificacién de Gj,. [ |

Teorema 6.1.3. Sea M C [0,1]?, tal que lér_n_M es un continuo here-
ditariamente localmente conexo, con |R(@M )] < oo. Supongamos que
existen un arco L C M y un punto x € 'R(lén_lM) de periodo n bajo o.
Entonces para cada nimero i € {1,2,...,n}, tal que z; € Int|g)(02(L)),
(xiy1,7i) € L.(Figura 6.2)

L > L EL
Xi /=0 /\J /\J

L[‘ L[‘ €L

0<x;.,<I \ \

Xie=1 /—\f /‘\J
L L EL

Figura 6.2:

Demostracion.
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Supongamos por el contrario que el punto (z;4+1,2;) ¢ L.

Como z; € Int|y1(02(L)) existe un nimero & > 0, tal que ((v; —&,7; +
e)N[0,1]) C o02(L).

Por otro lado como x € R(lén_lM ), por la Obsercacién 6.0.6 tenemos que
y = (4, ®i41, ..., Tn,X) €s un punto de ramificacién de L&M de periodo n
bajo o.

Notemos que se satisfacen la hipdtesis del Teorema 6.1.2 para el punto
y, por tanto existe un nimero N € N, tal que para cada k € N, k£ > N,
71,k+1(y) es punto de ramificacién de Gy,.

Sea k € N, k> N y multiplo de n, como [R(}{im M)| < oo, obtenemos
que |7T17k+1(R(@M))| < 00y |R(Gg)| < oo, por lo que existe un abierto
U C Gy, tal que satisface las siguientes propiedades:

() UNR(Gk) = {m1k+1(¥)},

(ii) UN 1 g (R(Am M)) = {71 k41 (y)},

(iii) 741 (V) C (x5 — e,z + ) N[0, 1].

Como 71 ,11(y) € R(Gj) existe un triodo simple T C U con vértice
71 k+1(Y), tal que T satisface las siguientes propiedades:

(iv) TN R(Gk) = {m1k1(¥)},

(v) TNy g (R(Hm M) = {71 ,41(y)}

(Vi) 7Tk+1(T) C (3?1 — &, +8) N [O, 1}.

Afirmacién 1 Existe un arco B’ C im M), tal que m (B') = mp1(T) y
7T271(B/) C L.

Prueba.

Sean u,v € [0,1], con u < v, tales que g1(L) = [u,v]. Por el Corolario
1.1.2 existe un arco A C @M , tal que cumple las siguientes propiedades:

(iv) 1 (A") = [, ],

(v) m(p) =uy mi(a) =v,

(vi) m (A"~ {p,q}) = (u,v).

Notemos que los arcos A C @M y L C M satisfacen la hipdtesis del
Teorema 3.2.19, por tanto existe un arco B C @M que tiene las siguientes
propiedades:

(vii) o(B) C A,

(Vlll) 7'['271(B) = L,

(ix) 71 (B) = 0(L),

y por el Teorema 1.1.1 existe un arco B’ C B, tal que m1(B’) = 741 (T).
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Ademsds por la propiedad (viii) m1(B) = L y como B’ C B entonces
m21(B’) C L. Asf la Afirmacién 1 queda demostrada.(]

Notemos que el triodo simple T C Gy, y el arco B’ C grgM , dado por la
Afirmacién 1, satisfacen las hipdtesis del Corolario 4.2.7, por lo que existe
un triodo simple T' C @M con vértice zF que satisface las siguientes
propiedades:

(x) o*(T') C B/,

(xi) 1 k+1(T') C T,

(xii) 71541 (2") = 7141 ()

De la propiedad (xii) obtenemos que z* = (x4, ..., 2, Znki2, Znkj 435+ )
ademéds de la propiedad (x) tenemos que o*(z7) = (4, 2py2, Zk13,...) € B'.

Como 7y 1(B') C L, entonces ma1((i, k42, 2k+3, - - -)) = (2k42, i) € L.

Recordemos que estamos suponiendo que el punto (x;41,x;) ¢ L, por lo
que (i1, x;) # (2k42,2;), de donde zk 19 # Xiqq.

Tenemos entonces que para cada k € N, £k > N y multiplo de n existe
un punto de ramificacién z* tal que satisface la siguientes propiedades:

(xiil) 71 41(2") = 71811 (¥)

(xiv) 242 # Tig1.

Afirmacién 2 Dados I,k € N, k£ > [ > N y multiplos de n, se cumple

que z' # z*.
Prueba.
Supongamos por el contrario que z! = z*.
Como z! = z*, entonces 7y ;41(2') = 71 41(2/) y por la propiedad (xiii),

ky _ _
7Tl,k+1(z ) - ﬂ-l,k-i-l(y) - (xiv s Ty Ly e e oy Ly e ooy Ty Ly e o ey Ly oo ) Co-
mo [ < j, entonces z;;2 = z;+1, lo cual contradice la propiedad (xiv). Por
tanto z' # z*.00

De la Afirmacién 2 concluimos que légl_M contiene una infinidad de pun-
tos de ramificacién. Esto contradice que |R(lim M)| < oo. La contradiccién
nace de suponer que el punto (z;4+1,x;) ¢ L. Por tanto el punto (z;41,2;) € L
y el teorema queda demostrado. ]

Observacién 6.1.4. Dados z,y,a,b,¢,d € [0,1],cona <z <cyb<y <d.
Supongamos que L C [0,1]? es un arco con puntos extremos (a,b) y (c,d),
entonces x € Int(p1(L)) e y € Int(g2(L)).
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Demostracion.

Haremos la prueba de que x € Int(o1(L)), la prueba de que y € Int(o2(L))
se hace de manera similar.

Como a,c € pi1(L) y 01(L) es conexo, entonces [a,c] C p1(J), como
a < x < ¢, entonces x € (a,c) C Int(o1(L))

De manera similar y € Int(pa2(L)). |

En los siguientes resultados probamos que los arcos en M con puntos ex-
tremos, proyecciones de puntos de ramificacién de lim M estan ”bien” deter-
minados en M.

Teorema 6.1.5. Sea M C [0,1]?, tal que Jim M es una dendrita con
|R(@M)] < 00. Supongamos que existen puntos distintos (a,b), (¢, d) €
m2,1(R(}im M)). Entonces el arco L C M con puntos extremos (a,b) y (c,d)

es un subconjunto de @e x bd.

Demostracion.

Supongamos por el contrario que L Q ac X w, entonces existe un punto
(r,s) € L —ac x bd.

Como el punto (r,s) ¢ @c x bd, tenemos los siguientes casos r < a,c,
r>a,c, s<b,d, s>b,d.

Haremos la prueba del caso r < a, ¢, la prueba de los otros casos se hace
de manera similar.

Para este caso veremos los siguientes subcasos.

Casola<c.

Sea J C L — {(a,b)} el arco con puntos extremos (r,s) y (¢, d). Como
r < a < ¢, tenemos de la Observacién 6.1.4 que a € Int(p1(J)), entonces se
satisfacen las hipétesis del Teorema 6.1.1, por tanto el punto (a,b) € J, lo
cual contradice que J C L — {(a,b)}.

Caso 2 a=c.

Caso 1.2.1 a=1.

Sea K1 C L —{(1,b)} el arco con puntos extremos (r,s) y (¢,d). Como
r < 1, tenemos que 1 € Int(p1(K1)), entonces se satisfacen las hipdtesis
del Teorema 6.1.1, por tanto el punto (1,b) € Kj, lo cual contradice que
Ky cL—-{(1,b)}.

Caso 2.2 a < 1.

Como p1(M) = [0, 1], existe un punto e € [0, 1], tal que el punto (1,e) €
M. Sea Ko C M el arco con puntos extremos (r,s) y (1,e). Notemos que
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{(a,b),(c,d)} € Ka, de lo contrario existe un arco K C Ky — {(r,s)} con
puntos extremos (a,b), (¢,d), lo cual contradice que M es unicamente arco
CONeExo.

Sin perdida de generalidad supongamos que el punto (a,b) ¢ K3. Como
r < a < 1, tenemos de la Observacién 6.1.4 que a € Int(o1(K2)), entonces
se satisfacen las hipétesis del Teorema 6.1.1, por tanto el punto (a,b) € Ko,
lo cual contradice que (a,b) ¢ Ko.

Caso 3 c < a.

Sea J C L — {(c,d)} el arco con puntos extremos (r,s) y (a,b). Como
r < ¢ < a, tenemos de la Observacién 6.1.4 que ¢ € Int(p1(J)), entonces se
satisfacen las hipétesis del Teorema 6.1.1, por tanto el punto (¢, d) € J, lo
cual contradice que J C L —{(c,d)}.

En cualquier caso obtenemos una contradiccion, la contradiccién nace
de suponer que r < a,c, de manera similar para los casos r > a,c, s < b, d,
s > b, d obtenemos una contradiccién. Por tanto L C ac x bd. ]

Corolario 6.1.6. Sea M C [0,1]?, tal que léH_lM es una dendrita con
\R(gr_n_M)\ < 00. Supongamos que existen puntos distintos (a,b), (¢,d) €
7T21(R(@M)) Entonces el arco L C M con puntos extremos (a,b) y (¢, d)
cumple que 01(L) = ac y o2(L) = bd.

Demostracion.

Por el Teorema 6.1.5, tenemos que L C ac x bd, por lo que

-01(L) C ac,

-02(L) C bd.

Como L tiene puntos extremos (a,b) y (c,d), entonces a,c € p1(L) y
b,d € pa(L), ademdas como L es un arco g1(L) y g2(L), son subconjuntos
conexos de [0, 1], tenemos que 01(L) = ac y 02(L) = bd. Asf el Corolario
queda probado. |

Teorema 6.1.7. Sea M C [0,1]?, tal que lér_n_M es una dendrita con
|R(lim M)| < oo. Supongamos que los puntos (a, b), (¢, d) € m2,1(R(lim M)).
Entonces para cualesquiera puntos (z,¥), (z,w) € (@¢ x bd N M), tales que
a# x,z#cyb#yw+#d, el arco L C M con puntos extremos (z,y),
(z,w) es un subconjunto de ab x cd.

Demostracion.
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Supongamos por el contrario que L g @c x bd, entonces existe un punto
(r,s) € L —ac x bd.

Como el punto (r,s) ¢ ac x @, tenemos los siguientes casos r < a,c,
r>a,c s<bd, s>bd.

Haremos la prueba del caso r < a, ¢, la prueba de los otros casos se hace
de manera similar.

Para este caso veremos los siguientes subcasos.

Caso la<ec.

Sea J C L — {(a,b)} el arco con puntos extremos (r,s) y (¢, d). Como
r < a < ¢, tenemos de la Observacién 6.1.4 que a € Int(p1(J)), entonces se
satisfacen las hipétesis del Teorema 6.1.1, por tanto el punto (a,b) € J, lo
cual contradice que J C L — {(a,b)}.

Caso 2 c < a.

Sea K C L — {(c¢,d)} el arco con puntos extremos (r,s) y (a,b). Como
r < ¢ < a, tenemos de la Observacién 6.1.4 que ¢ € Int(o1(K)), entonces se
satisfacen las hipdtesis del Teorema 6.1.1, por tanto el punto (¢,d) € K, lo
cual contradice que K C L — {(¢,d)}.

En cualquier caso obtenemos una contradiccién. La contradicciéon nace
de suponer que r < a,c, de manera similar para los casos r > a,c, s < b, d,
s > b, d. obtenemos una contradiccién. Por tanto L C a¢ x bd. [ |

La siguiente definicion la estaremos utilizando en lo que resta del trabajo.
Definicién 6.1.8. Dados a,b € [0,1] con a < b definimos
eEM:z>a,y>b} = ([a,1] x[b1])NM,
eEM:z<a, y>b}=(0,a] x[b1])NM,
eEM:z<a,y<b}=(0,a] x[0,b]) "M
EM:z>a, y<b}={([a,1] x[0,0))NM

Teorema 6.1.9. Sea M C [0,1]%, tal que Ym M es una dendrita con
IR( LM | < oo. Supongamos que el un punto (a,b) € ma;( LM
Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) para cada punto (c¢,d), € M;(a,b), tal que a # ¢y b # d, el arco
L C M con puntos extremos (a,b), (¢,d), es un subconjunto de M;(x,y),
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(2) para cualesquiera puntos (¢, d), (z,w) € M;(a,b), tales que ¢ # a # z
y d # b # w, el arco L C M con puntos extremos (c¢,d), (z,w), es un
subconjunto de M;(a, b).

Demostracion.

(1) Para cada punto (¢,d),€ M;(a,b), tal que a # ¢ y b # d, el arco
L C M con puntos extremos (a,b), (¢,d), es un subconjunto de M;(x,y).

Sin perdida de generalidad supongamos que ¢ = 1. Entonces ¢ > a,
d > b. Supongamos por el contrario que L ¢ M;(a,b), entonces existe un
punto (r,s) € L — M;(a,b).

Como el punto (r,s) ¢ M;(a,b), tenemos los siguientes casos r < a o
s < b.

Haremos la prueba del caso r < a, la prueba del otro caso se hace de
manera similar.

Sea J C L —{(a,b)} el arco con puntos extremos (r,s) y (¢,d). Como
r < a < ¢, tenemos de la Observacién 6.1.4 que a € Int(o1(J)), entonces se
satisfacen las hipétesis del Teorema 6.1.1, por tanto el punto (a,b) € J, lo
cual contradice que J C L — {(a,b)}.

De manera similar para el caso s < y obtenemos una contradiccién. Por
tanto L C M;(a,b).

(2) Para cualesquiera puntos (¢, d), (z,w) € M;(z,y), tales que ¢ # a # z
y d # b # w, el arco L C M con puntos extremos (c,d), (z,w), es un
subconjunto de M;(x,y).

Como (¢,d), (z,w) € M;(z,y), son tales que ¢ # a # z y d # b # w, por
(1) los arcos J, K C M con puntos extremos (a,b), (¢,d) y (a,b), (z,w) son
subconjuntos de M;(a, b).

Como (c,d), (z,w) € JUK,y JUK es una dendrita entonces el arco L
con puntos extremos (c,d), (z,w), es un subconjunto de J U K y por tanto
de M;(x,y). |

6.2. Propiedades de la funcién corrimiento

En esta seccién probaremos que los puntos de ramificaciéon de lim M
tienen periodo a lo méas dos bajo o.

Lema 6.2.1. Sea M C [0, 1]?, tal que Jm M es una dendrita y \R(I&Mﬂ <
oo. Dados dos puntos z,w € R(@M), z # w y dos puntos n,m € N,
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m > 1, tales que z tiene periodo n bajo o, w tiene periodo m bajo o y
m1(z) = m(w).

Entonces existe un arco A C gn‘lM que satisfacen la siguientes propie-
dades:

(1) 0" (A) = {2},

(2) m(A) ={m1(2)} = Tmnt1(A),

(3) A tiene puntos extremos z y (71 nm(W),2).

Demostracion.
Para k € {1,2...,mn} definamos rg,ig,jr € N U {0}, como siguen
_ s - _ Tk

k = rip(mod n), k = ix(mod m) y ji = [-].

Vamos a construir recursivamente arcos A1, Ao, ... , A, tales que
para k € {1,2... ,mn}, el arco Ay, satisface las siguientes propiedades:

(a) T1(Ak) = Zn=rp + 10m—rpt1,

(b) Ay tiene puntos extremos mp—r;,+1,.00(2) ¥ (Tm—ip+1,m(jp+1) (W), 2),

(c)Sik=1,0(A1)={z}ysi2<k<mn+1, oc(Ar) = Ax_1.

Como z = (z1,29,...,2n,21,...) € @M, tenemos el punto (z1,2,) €
M, de igual manera como w = (wi,ws, ..., Wy, W1,...) € lé’rgM, tenemos
que el punto (wy,wy,) € M. Como M es dendrita existe un tunico arco L;
con puntos extremos (z1, z,) v (w1, Wp,).

Por la Observacién 6.0.7, tenemos que los puntos (21, zp), (w1, Wy,) €
7r2,1(72(]gn‘1M )), entonces se satisfacen la hipétesis del Corolario 6.1.6 para
el arco L1, por tanto

(i) o1(L1) = zywn,

(ii) 02(L1) = ZnWn,.

Como z; = wy, tenemos que p1(L1) = {21} y el conjunto {a € lér_n_M :
m1(a) = 21} # 0, por lo que se cumplen la hip6tesis del Corolario 1.2.7. Por
tanto el conjunto

A = {(t,Z) S [0, 1]00 1t e QQ(L1>}

es un subcontiuo de @M homeomorfo a L1 y que satisface la siguientes
propiedades:

(111) 7'[‘271(A1) = Ll,

(iv) o(A1) = {z}.

Notemos que Aj es un arco con puntos extremos (z,,2) v (W, Z).

Veamos que el arco A satisface las propiedades (a)-(c).

Como k =1y m > 1, tenemos que 1 € {0,1}, ix = 1y jr = 0, por lo
quem—ix+1=1lym(r+1)=my
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-sirp =0,entoncesn=1yn—r,+1=2,

-siry =1, entoncesn>1,n—r,+1=n

Por lo que (Tp,—i,+1,m(jp+1)(W),2) = (T (W), 2) = (Wm,2z) ¥

-si ry = 0, entonces Tp—r, +1,00(2) = T2,00(2) = (22,2) = (21,2) = (2n, 2),
pues n =1,

-si ry = 1, entonces Ty, 41,00(2) = Tnoo(2) = (20, 2),

en cualquier caso Tp—r,+1,00(2) = (2n, 2).

Del inciso (iii) tenemos que (A1) = 02(L1) y del inciso (ii) tenemos
que 02(L1) = Zpwy,. Por tanto m (A1) = Zpw, como z, = 2p_p,+1 Y Wi =
Wm—ip+1, se cumple la propiedad (a) para el arco Aj.

Como A; es un arco con puntos extremos (zp,z) v (Wm,2z) (2n,2) =
Tn—re+1,00(2) ¥ (Wm,2) = (Tm—ip+1,m(jr+1) (W), 2), entonces se satisface la
propiedad (b) para el arco Aj.

Y por el inciso (iv) tenemos que se cumple la propiedad (c) para el arco
A

Vamos a construir ahora el arco Ay, como los puntos z = (z1, z2,...),
w = (wy,wa,...) € @_M, tenemos que los puntos (zy, 2n—1) (W, Wm—1) €
M. Como M es dendrita existe un tnico arco Ly con puntos extremos
(zn7 Zn—l) y (wm; wm—l)-

Por la Observacion 6.0.7, tenemos que los puntos (z,, zn—1), (W, Wm—1) €
Wg,l(R(@M )), entonces se satisfacen la hipétesis del Corolario 6.1.6 para
el arco Lo, por tanto

(v) 01(L2) = ZnWnn,

(vi) 02(L2) = Zn—1Wm—1.

Notemos que los arcos Aj y Lo satisfacen la hipdtesis del Teorema
3.2.19,(4), pues

-los puntos extremos del arco Aj son (zy,,2) y (wp,2z),

-los puntos extremos del arco La son (zp, 2n—1) ¥ (Wi, Win—1)-

Ademas de los incisos (v) y la propiedad (a) para el arco Aj obtenemos
que 01(L2) = 71 (A1) = ZnWn,.

Por tanto por el Teorema 3.2.19,(4) existe un arco Ag C im M con las
siguientes propiedades:

(vii) Los puntos extremos de Ag son (zp—1,2n,2) ¥ (Wn—1, W, 2),

(Vlll) O'(AQ) = Al,

(ix) m2,1(Ag) = Lo,

Veamos que el arco Ay satisface las propiedades (a)-(c).

Como k =2y m > 1, tenemos que rg,ix € {0,2} y jx € {0,1}, més ain

siry =0,entoncesn=2yn—ry+1=n+1

-siry =2, entoncesn >2yn—rp+1l=n—1



6.2. PROPIEDADES DE LA FUNCION CORRIMIENTO 137

-siip =0, entonces m =2, jp =1, m—ip+1=m+1ym(jp+1) =2m,

-8l i =2, entonces m > 2, jp =0, m—ir +1=m—1m(jr + 1) =m,

por lo que

-si 1 = 0, entonces 2p—r, 41 = 2n41 = Zp—1 PUueS N =2y

-si 1, = 2, entonces 21 = 2n — 1,

-si 1, = 0, entonces Wy—j, +1 = W41 = Wp—1, pues m =2y Win(j41) =
Wom, = Wy, Pues w tiene periodo m,

-si i, = 2, entonces Wpy—j, 41 = Wmt1 = Win—1 Y Win(jr+1) = W,

En cualquier caso tenemos que

“Zn—rp+1 = Zn—1,

“Wm—ip+1 = Wm—1

‘(zn—la Zn; Z) = Wn—rk—&—l,oo(z)y

“(Wm—1, W, z) = (Wm—ik—&—l,m(jk-‘rl) (W), 2),

Del inciso (ix), tenemos que 7 1(Ag) = Lo, por lo que 71 (A) = p2(L2)

y del inciso (vi) tenemos que p2(L2) = Z,—1Wn—1. Por tanto 71 (Ag) =
Zn—1Wm—1, COMO Zp—1 = Zn—rp+1 Y Wm—1 = Wm—i,+1, S¢ cumple la propiedad
(a) para el arco As.

Del inciso (vii), los puntos extremos de Ag son (2,1, 2n, 2) ¥ (Wim—1, Wi, 2),
oMo (2n—1, 2ns 2) = Tn—ry+1,00(2) ¥ (Win—1, Wm,2) = (Tpn—ip 4 1,m (G +1) (W), 2),
entonces se satisface la propiedad (b) para el arco As.

Del inciso (viii), tenemos que o(Ag) = A, asi que se satisface la propie-
dad (c) para el arco As.

Supongamos que hemos contruido arcos Ay, As, ... , Apn_1, que satis-
facen la propiedades deseadas.

En particular el arco A,,,_1 satisface

(a) 7"'1(1477171—1) = ZW3,

(b) Ayn—1 tiene puntos extremos (m2.0(2)) y (72.nm (W), 2)

(C) O'(Amnfl) = Apn_2.

Pues como k = mn—1y m > 1, tenemos que ry, € {0,n—1}, iy =m—1
yik=n—1,porloquem—ix+1=2ym(jr+1)=mny

-siry =0,entoncesn=1yn—r,+1=2,

siry=n—1,entoncesn >1,n—r,+1=2.

En cualquier caso tenemos que

“Zn—rp+1 = 22,

“Wm—ip+1 = W2

- (Wm—ik+1,m(jk+1)(w)az> = (72,mn(W), 2)
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“Tn—rpt+1,00(2) = T2,00(2)-

Vamos a construir ahora el arco A,,,, como los puntos z = (z1, 22, ... ),
w = (wi,ws,...) € grrle, tenemos que los puntos (z2,21) (w2, w1) € M.
Como M es dendrita existe un tnico arco L3 con puntos extremos (22, 21)
Yy (w% wl)‘

Como (22, 21), (w2, w1) € ﬂg,l(R(@M)), tenemos que se satisfacen las
hipétesis del Corolario 6.1.6 para el arco Lg, por tanto

(xi) 01(L3) = z2ws,

(xii) 0a(Ls) — zrm1.

Notemos que los arcos A,,,—1 v L3 satisfacen la hipétesis del Teorema
3.2.19, (4), pues

-los puntos extremos del arco A son (m2,0(2)) y (72,mn—1(W), 2z),

-los puntos extremos del arco Lg son (z2,21) y (wa, wy).

Ademas de los incisos (xi) y la propiedad (a) para el arco A,,,—1 obte-
nemos que 01(Ls) = 71 (Amn1) = 7703,

Por tanto por el Teorema 3.2.19,(4) existe un arco A,,n C L@gM con
las siguientes propiedades:

(xiii) Los puntos extremos de A, son (z) y (71,mn(W)2),

(XiV) U(Amn) =Ann-1,

(XV) 7r2,1<Amn) = Ls,

Veamos que el arco A, satisface las propeidades (a)-(c).

Como k = mn tenemos que r, =0 =14,y jp =n,porloquen—rp+1 =
n+l,m—ixr+1l=m+1ym(jr+1) =m(n+1).

Entonces

“Tp—rp+1,00(Z) = Tn+1,00(2) = 2, pues z tiene orden n y

‘(Wm—ik+17m(jk+1)(w)7z) = (7Tm+1,m(n+1)(w)a z) = (ﬂ-l,mn(w)az)a pues w
tiene orden m, por lo que se satisface la propiedad (b) para el arco A,,,.

Del inciso (xv) tenemos que m21(Ay,,) = L3, por lo que m1(Apy) =
02(L3) y del inciso (xii) tenemos que g2(L3) = Zywi. Por tanto m (Ayy,) =
ZAW1 COMO 21 = Zntl = Zn—rp+1 Y W1 = Wmitl = Wim—i+1, S cumple la
propiedad (a) para el arco A,,.

Del inciso (xiv), tenemos que o(An) = Apmn—1, asi se satisface la pro-
piedad (c) para el arco A,,,.

Definamos A = A,,,, veamos que el arco A, satisface las propiedades
3) del Teorema. Recordemos que

1) "™ (A) = {z},

2) m(A) ={m(2)} = Timns1(A),

(1)-(
(
(
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(3) A tiene puntos extremos z y (m1,mn(W),2).

La propiedad (3) es la propiedad (c) del arco A,.

Para cada 2 < k < mn + 1, tenemos que 0(Ag) = Ap_1y 0(A1) = {z},
concluimos que 0™ (A) = {z}, asi se satisface la propiedad (1).

De lo anterior obtenemos que mpmp+1(A) = {m1(2)} = {z1}. Recordemos
que w1 (Apy) = Z1W1 y 21 = wi, entonces w1 (Apmn) = {21}, por lo que se
satisface la propiedad (2).

Con esto terminamos la prueba del lema. |

Teorema 6.2.2. Sea M C [0,1]%, tal que Jim M es una dendrita con
[R(lim M)| < oo. Supongamos que existen puntos z,w € R(lim M), ta-
les que m1(z) = 71 (W), entonces z = w.

Demostracion.

Supongamos por el contrario que z # w. Vamos a contruir un continuo
de convergencia en lim M.

Sean n,m € N, tales que

(i) n es el periodo de z bajo o,

(ii) m es el periodo de w bajo o.

Como z # w, entonces n > 1 o m > 1. De lo contrario z = (21, 21,...) ¥y
w = (w1, w1,...), como z; = wi, entonces z = w, lo cual contradice z # w.
Haremos la prueba para el caso en que m > 1.

Notemos que se satisfacen las hipotesis del Lema 6.2.1 para los puntos
z y w, por tanto existe un arco A C lér_n_M que satisface las siguientes
propiedades:

(iti) 0"+ (A) = {z},

(iv) m1(A) = {m1(2)} = Trns1(A),

(v) A tiene puntos extremos z y (71 mn (W), z).

Como A es un arco existe una funcién continua y biyectiva f: [0,1] — A,
tal que

(vi) f(0) =z

(vii) f(1) = (71, mn (W), 2).

Notemos que la funcion f tiene también las siguientes propiedades:

(viii) f1([0,1]) = {m1(z)} = {z1} = fin+1([0,1]), pues por (iv) tenemos
que m1(A) = {m1(2)} = Tmnt1(A).

(ix) £75,41([0,1]) = {z}, pues por (iii) tenemos que 0" (A) = {z}.

Definamos para cada k € N, g : [0,1] — fm My g : [0,1] — lm M
como siguen, para cada t € [0, 1]
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= g"(t) = (mLam (1)), - T1am (£(2)), £(2))
k

= g(t) = (m1nm (£)), T1,0m (£(1)), ... )

Del insiso (ix) y (x) tenemos que para cada k € N, las funciones g* y g estan
bien definidas. Adem&s como f es una funcién continua, para todo i € N,
f; es una funcién continua, por tanto para cada k € N, las funciones gF es
continua y la funcién g es continua.

Afimarcién 1 Si existen puntos r,s € [0,1], tales que 7y (£(r)) =
71,mn(£(s)), entonces f(r) = f(s) y r = s.

Prueba.

De (ix), tenemos que £y, .1 ([0,1]) = {z}, entonces f(r) = (71 mn(f(r)), z)
y £(s) = (m1,mn(£(s)),2), como 71 mn(£(r)) = 71 mn(£(s)), entonces f(r) =
f(s), como f es una funcién inyectiva, r = s..J

Afirmacién 2

(2.a) La funcién 7y, (f) es inyectiva.

(2.b) Para cada k € N, la funcién g* es inyectiva.

(2.c) La funcién g es inyectiva.

Prueba.

(2.a) La funcién 7y my, (f) es inyectiva.

Sean r, s € [0, 1] tales que 1 mn (£(r)) = m1 mn(£(s)), por la Afirmacién 1
tenemos que f(r) = f(s) y r = s, por tanto 7y, (f) es una funcién inyectiva.

(2.b) Para cada k € N, la funcién g* es inyectiva.

Sean k € Nyr,s € [0,1] tales que g*(r) = g*(s), en particular 71, (£(r))
T1,mn(£(s)), por (2.a) la funcién mq y, (f) inyectiva, entonces r = s, por tanto
gk es una funcién inyectiva.

De manera similar se prueba (2.c). OJ

Definamos para cada k € N, By = g*([0,1]), y B = g([0,1]) como la
funciones g* y g son continuas e inyectivas, tenemos que By y B, son ho-
meomorfos a un arco. Notemos que para cada k € N, el arco By, tiene puntos
extremos z, (71 mnk(W),2), y que el arco B tiene puntos extremos z, w. (Fi-
gura 6.3)

Afirmacién 3
(3.a) Sil,j € N, con | # j, entonces B; N B; = {z},
(3.b) Para cada j € N, B; N B = {z}.
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Prueba.

Haremos la prueba del inciso (3.a), la prueba del inciso (3.b) se hace de
manera similar.

Para k € N, el arco By, tiene puntos extremos z y (7 mnk(W),2z) por lo
que {z} C B;NB;.

Veamos la otra contencidn, sin perdida de generalidad supongamos que
j <l

Sea a € (BN Bj). Como a € B; y a € B}, tenemos que existen puntos
r,s € [0,1] tales que g'(r) = a = g/(s), por tanto

€1(r) = (1 (), - ., 71 (£(r), £))

~~

l
= (m1nm (£()), - -, TL0m (£(s)), £(5)) = 7 (s)

J
De lo anterior 71y (£(7)) = 71 mn (£(s)), entonces por la Afirmacién (1),
f(r)=1(s) y r=s.
Como j < I entonces (71, nm (£(7)), ..., 71 nm (£(r)), (1)) = f(r)

]
Entonces 71 nm(£(7)) = Tmnt1,2mn(£(r)) = (21,...,2,), pues por (ix)
tenemos que £}, . ([0,1]) = {z}.
Por tanto g'(r) = z, y g/(r) = z, entonces a = z, por tanto B;,NB; C {z}.
Concluimos que B; N B; = {(2,,2)}.0

(”[,mn(w)'z)

(”LZUHI(W)’Z)

(ﬁl.Jlllll(w)’Z)
(ﬂlﬁhnn(w)’z)

Figura 6.3:
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Definamos Cy = g*([1,1]) ¥y C = g([5,1]). Probaremos que C es un
continuo de convergencia en lim M.

Como las funciones g* y g son continuas e inyectivas, tenemos que Cj, y
C son no degenerados.

Ademss de la definicién de las funciones g¥ y g, tenemos que para cada
punto t € [0, 1] limg_, o g1 (t) = g(t), entonces limy_,o, Ci, = C.

De la Afirmacién 3, tenemos que si [, € N, con [ # j, entonces B; N
B; = {z}, como {z} = {g/(0)} = {g!(0)} y g/, g son funciones inyectivas,
entonces si I, j € N, con [ # j, entonces g’([1,1]) Ng'([1,1]) = C;NC; = 0.

Ademas de la Afirmacién 3, tenemos que para cada j € N, B;NB = {z},
como {z} = {g’(0)} = {g(0)} y g7, g son funciones inyectivas, entonces para
cada j € N, g/([3,1]) ng([3.1]) =C,;NC = 0.

De lo anterior concluimos que C es un continuo de convergencia en
@M , lo cual contradice que @M es una dendrita. La contradiccién nace
de suponer que z # w.

Por tanto z = w y el teorema queda demostrado. |

Corolario 6.2.3. Sea M C [0,1]%, tal que @M es una dendrita con
|R(}im M)| < co. Supongamos que existen z, w € R(im M) y j € N, tales
que 7;j(z) = 7j(W), entonces z = w.

Demostracion.

Si j =1, el resultado es inmeditato del Teorema 6.2.2.

Si j > 1, definamos x = 0771(z) e y = 077} (w), por la Observacién
6.0.6, tenemos que x,y € R(lim M).

Por hipétesis 7j(z) = mj(w), entonces m1(x) = 7;(z) = 7;(w) = m(y).
Por tanto por el Teorema 6.2.2 x =y.

Sea n € N, tal que n es el orden de x bajo o, entonces x es de la forma
(T1yee ey Ty X1 ey Ty T - -2 ).

Como x = 0/7Y(z) y y = 0/~}(w), entonces por la Obsevacién 6.0.6,
tenemos que z y w son puntos de orden n bajo ¢. Por lo que

2= (21, Zn—j Tl Ty Tlye ooy Ty 1 22 ),

=W = (Wi, Wy jy Ty ooy Ty Ty e ooy Ty T -2 ).

Entonces (z1,...,2n—j) = (Tn—js1,- .- Tn) = (W1, ..., Wn—j).

Por tanto z = w. ]

Corolario 6.2.4. Sea M como en ??. Dado un punto x € R(lim M), de pe-
riodo n bajo o, entonces para cada i € {1,2,...,n}, se cumplen las siguientes
afirmaciones:
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(1) ({@is1} x [0, ])ﬂﬂm( (Ym M)) = {(zit1, @)},
(2) ([0,1] x {a}) N w1 (R(Um M)) = {(i+1, 2:)}-

Demostracion.

Haremos la prueba del inciso (1), la prueba del inciso (2) se hace de
manera similar.

Veamos que {(zi+1,2:)} C ({zis1} x [0,1]) N w1 (R(Lm M)).

Como x € R(lim M) por la Observacién 6 0 7, (®it1, i) € a1 (R(lm M)),
por tanto {(zit1, i)} C {zipa} X [0,1] N1 (R(Hm M)).

Veamos ahora que ({zij4+1} x [0,1]) N1 (R(Ym M)) C {(wit1, i)}
Sea (zi+1,21) € (({wigr} x [0,1]) N1 (R(Mm M))), entonces existe
un punto z € R(QIEM) de la forma (z1,%it+1, 23, 24,...), notemos que

mo((xi, Tit1, ..., Tn,X)) = ma(z), entonces por el Corolario 6.2.3, tenemos
que z = ($Z7$1+1,.. y Ty X)), por tanto (zi+1,21) = (@iy1, ;). Por tanto
{xi+1} [0 1 ﬁ7T21 LM - { ZL‘Z+1,$1)}

Concluimos que {zj+1} x [0,1] N7 1( LM = {(zis1, )} |

Corolario 6.2.5. Sea M C [0,1)%, tal que @M es una dendrita con
[R(}im M)| < co. Supongamos x € R(lim M) de periodo n bajo o, n > 1.
Entonces para caulesquiera i,7 € {1,2,...,n}, con i # j, se cumple que
mi(x) # mj(x).

Demostracion.

Supongamos por el contrario que existen 4,5 € {1,2,...,n}, con i # j,
tales que m;(x) = m;j(x).

Por la Observacién 6.0.6, tenemos que los puntos y = (2;, it1, ..., Tn, X)
y z = (j,%j41, ..., Tn,X) son puntos de ramificacién de @M de orden n
bajo o.

Como 71 (y) = m1(z), por el Teorema 6.2.2 tenemos que y = z.

Supongamos sin perdida de generalidad que i < j, definamos m = j — 1,
notemos que 0 < m < n.

Tenemos que

o™(y) = O'j_i((xi,xz‘+1, s T, X)) = (T, Tjq1, ., Ty, X) =2 =Y.

Por tanto el periodo de y bajo ¢ es menor igual que m, lo cual contradice
que el periodo de y bajo o es n.

La contradiccién nace de suponer que m;(x) = m;(x). Por tanto m;(x) #
i (%). [
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Lema 6.2.6. Sea M C [0, 1]?, tal que lim M es una dendrita y |R(lim M)| <
oo. Dado un punto y € R(@M), de periodo n bajo o, con n > 2, tal que
y1 = min{yy : k € N}. Entonces para cada i € {3,4,...,n}, con i impar, se
cumple que

(1) yi2 < yi < Yi-1.

Si ademas i + 1 # n, entonces

(2) ¥i <¥Yiy1 <Yi-1.

(Figura 6.4)

Vi V3 Vs ... y.n ,);6 y; Y2

Figura 6.4:

Demostracion.

Como y tiene periodo n bajo o,y = (Y1,Y2, -« Yns Y1y« -+ Yn, Y1, - - - )

Notemos que por el Corolario 6.2.5, tenemos que si 4,5 € {1,2,...,n},
con i # j entonces m;(y) # m;(y).

Haremos la demostracién por induccién hasta n.

Si i = 3, demostraremos que

(1) 11 < y3 <y

Por hipétesis tenemos y; = min{yy, : k € N}, ademds si i # j, yi # y;,
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entonces y; < y3. Veamos que y3 < y2.

Caso 1 y2 < yn.-

Como y = (Y1,Y2,--+,Yn,Y1,---) € @M, tenemos que los puntos
(y2,v1), (Y1,yn) € M. Como M es dendrita existe un dnico arco L; con
puntos extremos (y2,y1) ¥ (Y1, Yn)-

Por la Observacién 6.0.7, tenemos que los puntos (y2,v1), (y1,yn) €
7r2,1(73(]gn‘1M )), entonces se satisfacen la hipétesis del Corolario 6.1.6 para
el arco L1, por tanto

(1) Ql(Ll) = [y1>y2]7

(i) e2(L1) = [y1, yn].

Como y; < Y2 < Yn, tenemos de la Observacion 6.1.4 que y2 € Int(o2(L1)),
entonces se satisfacen las hipdtesis del Teorema 6.1.3, por tanto el punto
(y3,92) € L.

Entonces y3 € 01(L1), por (i) 01(L1) = [y1,y2], asf el punto y3 € [y1, 2],
ademds si ¢ # j, y; # y;, por tanto y1 < y3 < ya.

Caso 2 y, < ys.

Sin = 3, como para ¢ # j, y; # y; tenemos que y3 < y2, ademds y; < y3,
por tanto y1 < y2 < y3.

Si n > 3, supongamos por el contrario que y3 > ys.

Como y = (Y1,Y2,--+>Yn,Y1,---) € @M, tenemos que los puntos
(y2,y1), (y3,y2) € M. Como M es dendrita existe un unico arco Ly con
puntos extremos (y2,y1) y (y3,y2).

Por la Observacién 6.0.7, tenemos que los puntos (y2,y1), (ys,y2) €
ﬂ271(R(@M )), entonces se satisfacen la hipétesis del Corolario 6.1.6 para
el arco Lo, por tanto

(i) o1(L2) = [y2, ys),

(iv) 02(L2) = [y1, y2]-

Como y1 < yn < Y2, tenemos de la Observacién 6.1.4 que y,, € Int(o2(L2)),
entonces se satisfacen las hipotesis del Teorema 6.1.3, por tanto el punto
(yla yn) € Ls.

Entonces y1 € 01(L2), por (iii) o1(L2) = [y2, ys], asi el punto y1 € [y2, 3],
lo cual contradice que que y1 < y2, la contradiccién nace de suponer que
Yo < Y3, por tanto yo > ys3.

Ademas y; < ys3, por tanto y1 < y3 < yo.

En cualquier caso concluimos que se cumple la propiedad (1).

Sin > 4 veamos que se cumple la propiedad (2) para n = 4.
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(2) y3 <ya <y2.

Recordemos que Lo es el arco en M con puntos extremos (y2,y1) y
(Y3, y2)-

Como y; < y3 < Y2, tenemos de la Observacion 6.1.4 que y3 € Int(o2(L2)),
entonces se satisfacen las hipdtesis del Teorema 6.1.3, por tanto el punto
(y4,y3) € Lo.

Entonces ys € 01(L2), por (iii) 01(L2) = [y2, ys], asi el punto y4 € [ya, y3],
ademds si ¢ # j, y; # y;, por tanto y3 < y4 < y2.

Supongamos que el resultado se cumple para 5 < i <n — 3, con n par.

Sii=n — 1, demostraremos la propiedad (1)

(1) Yn—3 < Yn—1 < Yn—2.

Por hipétesis de induccién yp—4 < yp—3 < Yn—2.

Como y = (Y1,Y2,---,Yn,Y1,---) € @M, tenemos que los puntos
(Yn—3,Yn—4), (Yn—2,Yn—3) € M. Como M es dendrita existe un dnico ar-
co L3 con puntos extremos (Yn—3,Yn—a) ¥ (Yn—2, Yn—3)-

Por la Observacion 6.0.7, tenemos que los puntos (y,—3, Yn—4), (Yn—2, Yn—3) €
m2,1(R(Lm M)), entonces se satisfacen la hipétesis del Corolario 6.1.6 para
el arco L3, por tanto

(v) e1(L3) = [Yn—3, Yn—2],

(vi) 02(L3) = [Yn—4; Yn—3]-

Como yp—4 < Yn—2 < Yn—3, tenemos de la Observacion 6.1.4 que y,—o €
Int(p2(L3)), entonces se satisfacen las hipdtesis del Teorema 6.1.3, por tanto
el punto (yn—1,Yn—2) € Ls.

Entonces y,—1 € 01(L3), por (v) 01(L3) = [yn—3,Yn—2], asi el punto
Yn—1 € [Yn—3,Yn—2], ademds sii # j, y; # y;, por tanto y,—3 < Yn—1 < Yn—2.

Demostraremos ahora que se cumple la propiedad (2).

(2) Yn—1 < Yn < Yn—2.

Como y = (Y1,Y2,---,Yn,Y1,---) € I'&M, tenemos que los puntos
(Yn—2,Yn—3), (Yn—1,Yn—2) € M. Como M es dendrita existe un dnico ar-
co L4 con puntos extremos (Yn—2,Yn—3) ¥ (Yn—1, Yn—2)-

De la Observacién 6.0.7, tenemos que los puntos (yn—2, Yn—3), (Yn—1, Yn—2) €
m2,1(R(lim M)), entonces se satisfacen la hipétesis del Corolario 6.1.6 para
el arco Ly, por tanto

(vil) 01(L4) = [Yn—1,Yn—2],

(viii) 02(L4) = [Yn—3, Yn—2]-

Como yn—3 < Yn—1 < Yn—2, tenemos de la Observacion 6.1.4 que y,—1 €
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Int(p2(L4)), entonces se satisfacen las hip6tesis del Teorema 6.1.3, por tanto
el punto (yn,yn—1) € Ly.

Entonces y,, € 01(La), por (vii) 01(L4) = [Yn—1,Yn—2], asi el punto y, €
[yn—h yn—Q]v ademéds si i # j, yi # Yj, por tanto yp—1 < Yn < Yn—2.

Con esto terminamos la prueba del lema. |

Observacién 6.2.7. Sea M C [0,1]%, tal que lﬁM es una dendrita con
]R(@M)] < 00. Dado un punto y € R(@M), de periodo n bajo o, con
n > 2, tal que y; = min{y : k € N}. Entonces para cada k € {3,4,...,n},
se cumple que y1 < yr < Y2

Demostracion.

Procederemos por induccién sobre k.

Si k = 3, por el Teorema 6.2.6, tenemos que y; < y3 < ya.

Supongamos que para k € {4,...,n — 1} se cumple que y; < Yy < yo.

Veamos que y; < yn < Y2.

Por el Teorema 6.2.6 tenemos que y,—2 < yp < Yp—1 y por hipétesis de
induccion y,—1 < Y2, por tanto y1 < yn < Yo.

Asi la observacién queda probada. |

Teorema 6.2.8. Sea M C [0,1])?, tal que QIEM es una dendrita con
|R(@M)] < 0. Six € R(@M), entonces el periodo de x bajo o es
a lo més 2.

Demostracion.

Supongamos por el contrario que n > 3.

Como x, es un punto de ramificacién de lim M de periodo n bajo o,
tenemos que X = (x1,T2,...,&Tn,T1,...,Tn,T1...). Ademds por el Corola-
rio 6.2.5, tenemos que si ¢, j € {1,2,...,n}, coni # j, entonces m;(x) # m;(x).

Sea x = min{x; : i € {1,2,...,n}}, definamos

y = O-kil(x) = (xk)xk-‘rlu s 7xn7x)7

como x € R(@M), por la Observacién 6.0.6, tenemos y = o*~1(x), es

un punto de ramificacién de gr_n'M de perido n bajo o. Renombremos las
coordenadas de y como (Y1, Y2y -+, Yn, Y1y« sYns Yl -« - )-
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Como y = (Y1,Y2,--+,Yn,Yl,-.-) € lé’n_1M, tenemos que los puntos
(y2,y1), (y1,yn) € M. Como M es dendrita existe un unico arco L con
puntos extremos (y2,41) v (Y1, Yn)-

Por la Observacién 6.0.7, tenemos que los puntos (y2,v1), (Y1,yn) €
ﬂg,l(R(gniM )), entonces se satisfacen la hipétesis del Corolario 6.1.6 para
el arco L, por tanto

() 01(L) = (11, 32),

(i) 02(L) = [y1, yn]-

Por la Observacién 6.2.7, para k = 3 tenemos que y; < y3 < yo, enton-
ces por la Observacién 6.1.4 y3 € Int(p1(L)), con lo cual se satisfacen las
hipétesis del Teorema 6.1.1 para el punto (y3,y2) y el arco L, por tanto el
punto (y3,y2) € L.

Entonces yz € 02(L), por (ii) 02(L) = [y1,yn], as el punto ya € [y1,yn] ¥
como para i # j y; # y;j, tenemos que yz < yy.

Por otra lado, por la Observacién 6.2.7, tenemos que y1 < y, < yo. lo
cual contradice que y2 < y,. La contradiccién nace de suponer que n > 2.

Por tanto el periodo de x bajo o, es menor o igual a 2. ]

Teorema 6.2.9. Sea M C [0,1], tal que Ym M es una dendrita con
\R(@MH < 00. Si R(@M) tiene dos puntos fijos bajo o entonces cada
elemento de R(lér_n_M) es un punto fijo bajo o.

Demostracion.

Si |R(@M)| = 2 hemos terminado.

Si |[R(lim M)| > 2, procederemos por contradiccién, supongamos que
existe un punto x € R(@M), tal que o(x) # x. Por el Teorema 6.2.8,
tenemos que el perido de x bajo o es 2, por lo que existen puntos a,b € [0, 1],
con a < b, tales que x = (a,b,a,b,a,b...).

Ademads por hipétesis existen puntos y,z € R(lén_lM )talesqueo(y) =y

y o(z) = z, por lo que existen puntos ¢,d € [0,1], con ¢ < d, tales que
y=I(¢ce...)yz=(ddd,...).

Por el Corolario 6.2.4, tenemos que

- ({a}x]0,1))Nm21 (R LM = {(a,b)} = ([0, 1]x{b})Nma1( (L&M ).
-({e3 %[0, 1])Nme1 (R(Mm M) = {(c, c)} = ([0, 1]x{c})Nme1 (R(Mm M)).
-({d}x[0,1])Nm,1 (R(Lm M) = ( d)} = ([0, 1]x{d})Nma,1( (QIEM
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Analizaremos los siguientes casos:

Casola<ec.

Analizaremos los siguientes subcasos:

Caso 1.1 b<c¢

Sea L1 cM el arco con puntos extremos (a,b) y (¢, ¢), como los puntos
(a,b),(c,c) € maa( LM , entonces se satisfacen la hipétesis del Coro-
lario 6.1.6 para el arco Lq, por tanto tenemos que:

(o1(L1) =[a,d y

(ii) 02(L1) = [b,¢].

Como a < b < ¢, tenemos de la Observacién 6.1.4 que b € Int(p1(L1)),
entonces se satisfacen las hipdtesis del Teorema 6.1.1, por tanto el punto
(b, a) € L.

Entonces a € go(L1), por (ii) 02(L1) = [b,¢|, asi el punto a € [b,c], lo
cual es una contradiccion, pues a < b.

Caso 1.2 b > ¢. Sea Ly C M el arco con puntos extremos (a,b) y (d, d),
como los puntos (a,b),(d,d) € ma1( LM , entonces se satisfacen la
hipétesis del Corolario 6.1.6 para el arco Lo, por tanto tenemos que:

(iti)o1(L2) = [a,d] y

(iv) 02(L2) = [b, d].

Como a < ¢ < d, tenemos de la Observacién 6.1.4 que ¢ € Int(p1(L2)),
entonces se satisfacen las hipdtesis del Teorema 6.1.1, por tanto el punto
(c,c) € Lo.

Entonces ¢ € g2(Ls), por (iv) g2(L2) = [b,d], asi el punto ¢ € [b,d], lo
cual es una contradiccion, pues ¢ < b.

Caso2c<a<d.

Analizaremos los siguientes subcasos:

Caso 2.1 b<d

Sea L3 cM el arco con puntos extremos (a,b) y (¢, c), como los puntos
(a,b),(c,c) € maa( LM , entonces se satisfacen la hipédtesis del Coro-
lario 6.1.6 para el arco L3, por tanto tenemos que:

(V)o1(Ls) = [c,a] y

(vi) 02(L3) = [C, b]

Como ¢ < a < b, tenemos de la Observacién 6.1.4 que a € Int(p2(L3)),
entonces se satisfacen las hipdtesis del Teorema 6.1.3, por tanto el punto
(b, a) € Ls.

Entonces b € p1(L3), por (v) o1(L3) = [c,a], asi el punto b € [c,a], lo
cual es una contradiccion, pues a < b.
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Caso 2.2 b > d.

Como ¢ < d < b, tenemos de la Observacién 6.1.4 que d € Int(g2(L3)),
entonces se satisfacen las hipétesis del Teorema 6.1.3, por tanto el punto
(d, d) € Ls.

Entonces d € 01(L3), por (v) 01(L3) = [¢,a], asi el punto d € [¢,a], lo
cual es una contradiccion, pues a < d.

Caso 3 d < a.

Sea L4 C M el arco con puntos extremos (a,b) y (d,d), como los puntos
(a,b),(d,d) € W271(R(@M )), entonces se satisfacen la hipétesis del Coro-
lario 6.1.6 para el arco L4, por tanto tenemos que:

(v)er(La) = [d,a] y

(Vi) 02(La) = [d, 1]

Como d < a < b, tenemos de la Observacién 6.1.4 que a € Int(p2(L4)),
entonces se satisfacen las hipétesis del Teorema 6.1.3, por tanto el punto
(b, a) € Ly.

Entonces b € p1(L4), por (v) 01(L4) = [d,a], asi el punto b € [d,a], lo
cual es una contradiccién, pues b > a.

En cualquier caso obtenemos una contradiccién, la contradiccién nace
de suponer que existe un punto x € R(lim M) tal que o(x) # x. Por tanto
para todo punto x € R(lim M), se cumple que o(x) = x. [ |

Corolario 6.2.10. Sea M C [0,1]?, tal que lén_lM es una dendrita con
|R(lim M)| < oo. Si R(lim M) tiene un punto de periodo 2 bajo o, entonces
R(@M) tiene a lo més un punto fijo bajo o.



Capitulo 7

Propiedades de M cuando su
limite inverso es una
dendrita con un numero
finito de puntos de
ramificacion

Recordemos que M denota un subconjunto cerrado de [0,1]2, tal que
01(M) =[0,1] = p2(M). En el Capitulo 4 probamos que, si fm M es una
dendrita, entonces M es una dendrita. En el capitulo 5 probamos que, si
@M es una dendrita con un nimero finito de puntos de ramificacion,
entonces U\R(h’& M) €s una permutacion; y en el Capitulo 6 probamos que
los puntos de ramificacién de QIEM tiene periodo 1 o 2 bajo o.

Por lo que dado un punto x € EII‘]M, existen puntos a,b € [0,1], ta-
les que x = (a,b,a,b,a,b...). En este capitulo probaremos que los puntos
(a,b),(b,a) € M tienen al menos orden 2, es decir no son puntos extremos
de M. Como se muestra en el ejemplo de la la Figura 5.3.

En particular para el caso en que 0 < a,b < 1, probaremos que (a,b)
o (b,a) son puntos de ramificacicon de M. Probaremos este resultado pro-
cediendo por contradiccién, es decir, supuniendo que (a,b), (b,a) ¢ R(M).
Por esta razén destinamos la primera seccién de este capitulo la destinamos
a probar propiedades de M, @M y de los conjuntos Gy, suponiendo que

(a,b),(bya) ¢ R(M).

151
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7.1. Propiedades de M, cuando puntos de ramifi-
cacién de limite inverso, no implican puntos
de ramificacién en M

Es esta seccién consideraremos puntos a, b € [0, 1], tales que 0 < a,b < 1
y x = (a,b,a,b,a,b...) € I'&M; daremos propiedades de M, cuando los
puntos (a,b), (b,a) ¢ R(M).

Comenzaremos dando resultados que nos permiten acotar M.

Teorema 7.1.1. Sea M C [0,1], tal que @M es una dendrita con
|R(lim M)| < co. Supongamos que existen puntos x € R(lim M) y a,b €
[0,1], con 0 < a < b < 1, tales que x = (a,b,a,b,a,b,...). Entonces
M c ([0,b] x [a,1]) U ([a, 1] x [0,b]), como se ilustra en la Figura 7.1.

Figura 7.1: Teorema 7.1.1

Demostracion.

Primero veamos que M N ([0,b] x [a,1]) # 0 y M N ([a, 1] x [0,b]) # 0.

Como 01(M) = [0,1] = 02(M), existen puntos c¢,d € [0, 1], tales que
(¢,0),(0,d) € M.

Probaremos que ¢ > a. Supongamos por el contrario que ¢ < a, como
(¢,0),(b,a) € M y M es una dendrita existe un tnico arco A C M con
puntos extremos (¢,0) y (b, a).

Como ¢ < a < b, por la Observacién 6.1.4, tenemos que a € Int(p1(A)).
Entonces se satisfacen las hipotesis del Teorema 6.1.1, por tanto el punto
(a,b) € A. Ademas como ¢ < a'y 0 < b se satisfacen la hipdtesis del Teorema
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6.1.9, para el arco A, por tanto A C M3(b,a) = ([0,b] x [0, a]) " M, entonces
02(A) C [0,a], como b € pa(A), entonces b < a, lo cual contradice que a < b.
La contradiccion nace de suponer que ¢ < a, por tanto ¢ > a.

De manera similar se prueba que d > a. Por tanto (d,0) € M N ([0, b] x
[a,1]) # 0 (0,¢) € M N ([a,1] x [0,0]) # 0.

Veamos ahora que M C ([0,0] x [a, 1]) U
el contrario que M ¢ ([0,b] x [a,1]) U ([a,
alguna de las siguientes afirmaciones:

(i) M N (0,a) x [0,a)) £ 0,

(i) M O ((5,1]) x (5,1]) # 0.

Haremos la prueba para cuando sucede la afirmacién (i), la prueba para
cuando sucede la afirmacién (ii) se hace de manera similar.

([a, 1] x [0,0]). Supongamos por
1 )

] x [0,b]). Entonces se cumple

Como M N ([0,a) x [0,a)) # 0, entonces a > 0.

Consideremos puntos (u,v) € M N([0,b) x (a,1]) y (r,s) € [0,a) x [0, a).

Como (u,v), (r,s) € My M es una dendrita, existe un tnico arco L C M
con puntos extremos (u,v) y (r, s). Analizaremos los siguientes casos:

Caso 1. u < a.

Como s < a < v por la Observacién 6.1.4, tenemos que a € Int(p2(L)).
Entonces se satisfacen las hipétesis del Teorema 6.1.3, por tanto el punto
(b,a) € L.

Sean J, K C L los arcos con puntos extremos (u,v), (b,a) y (r,s), (b,a).
Notemos que JNK = {(b,a)} y JUK =L

Como u < a < b por la Observacién 6.1.4, tenemos que a € Int(oi(J)).
Entonces se satisfacen las hipétesis del Teorema 6.1.1, por tanto el punto
(a,b) € J.

Ademds como r < a < b por la Observacién 6.1.4, tenemos que a €
Int(p1(K)), entonces se satisfacen hipétesis del Teorema 6.1.1, por tanto el
punto (a,b) € K.

De lo anterior (a,b) € J N K = {(b,a)}. Por tanto (a,b) = (b,a), de
donde a = b, lo cual contradice que a < b.

Caso 2. u > a.

Como 7 < a < u, por la Observacién 6.1.4, tenemos que a € Int(p1(L)).
Entonces se satisfacen las hipétesis del Teorema 6.1.1, por tanto el punto
(a,b) € L.

Sea J C L el arco con puntos extremos (r,s) y (a,b).
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Como s < a < b por la Observacion 6.1.4, tenemos que a € Int(g2(J)).
Entonces se satisfacen las hipétesis del Teorema 6.1.3, por tanto el punto
(b,a) € J.

Por otro lado como (r, s) € M3(a,b) = ([0,a] x [0,b])N M,y J es un arco
con puntos extremos (r,s), (a,b) y r # a, s # b, se cumplen las hipdtesis
del Teorema 6.1.9, por tanto J C Ms(a,b), entonces p1(J) C [0, a], lo cual
contradice que el punto (b,a) € J pues b > a.

En cualquier caso obtenemos una contradicciéon. La contradicciéon nace
se suponer que se cumple afirmacién (i). De manera similar si suponemos
que se cumple la afirmacién (ii) obtenemos una contradiccion.

Por tanto M C ([0,b] x [a,1]) U ([a, 1] x [0, b]). ]

Teorema 7.1.2. Sea M C [0,1]?, tal que Ym M es una dendrita con
[R(}m M)| < co. Supongamos que existen puntos x € R({m M) y a,b €
[0,1], con 0 < @ < b < 1, tales que x = (a,b,a,b,a,b...) y (a,b),(b,a) ¢
R(M). Entonces M C ([0,a] x [b,1]) U ([a, b)) U (b, 1]) x [0,a]), como se
ilustra en la Figura 7.2.

Figura 7.2: Teorema 7.1.2

Demostracion.

Notemos que se cumplen las hipétesis del Teorema 7.1.1, por lo que
M c ([0,b] x [a,1]) U ([a, 1]) x [0,0]).

Supongamos por el contrario que M ¢ ([0, a] x [b, 1]) U ([a, b]*) U ([b, 1]) x
[0, a]), entonces se cumple alguna de las siguientes afirmaciones:

() M 0 ((a,b) x (b, 1]) # 0,

(i) M N ((a,b) x [0,a)) # 0,
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(iit) M N ([0,a) x (a,b)) # 0,

(iv) M N ((b,1] x (a,b)) # 0.

Haremos la prueba de cuando sucede la afirmacién (i), la prueba para
cuando suceden las afirmaciones (ii), (iii), (iv) se hace de manera similar.

Como g1(M) = [0,1] = g2(M), existen puntos (u,0),(r,1) € M, como
M c ([0,b] x [a,1]) U ([a,1] x [0,b]), entonces u > a, r < b. Ademds como
M N ((a,b) x (b,1]) # 0, existe un punto (z,w) € M N (a,b) x (b,1]).

Como M es un dendrita existen arcos tnicos, L,J C M, con puntos
extremos (u,0), (z,w) y (z,w), (r,1).

Como 0 < b < w por la Observacién 6.1.4, tenemos que b € Int(p2(L)).
Entonces se satisfacen las hipétesis del Teorema 6.1.3, por tanto el punto
(a,b) € L.

Ademsds como w < b < 1 por la Observacion 6.1.4, tenemos que b €
Int(o2(J)). Entonces se satisfacen las hip6tesis del Teorema 6.1.3, por tanto
el punto (a,b) € J.

Sea K C M el arco con puntos extremos (a,b) y (z,w).

Afirmacién 1. LNJ = K.

Prueba.

Puesto que (z,w), (a,b) € LNJ y LN J es una dendrita, tenemos que
KcLndJ.

Supongamos que la otra contencién no se satisface, entonces existe un
punto (¢,d) € (LNJ) - K.

Sean L',J' C M, los arcos con puntos extremos (u,0), (¢,d) y (r,1),
(¢,d), respectivamente. Notemos que L' C L — K, J ' Cc J— Ky L' UJ es
el arco con puntos extremos (u,0) y (r,1).

Como 0 < b < 1, por la Observacién 6.1.4, tenemos que b € Int(ga(L' U
J')). Entonces se satisfacen las hipétesis del Teorema 6.1.3, por tanto el
punto (a,b) € L' U J'.

Lo anterior contradice que L'UJ" C (LUJ)— K, pues el punto (a,b) € K.

Por tanto LN J = K.[J

Definamos los siguientes arcos, A C L el arco con puntos extremos (u, v),
(a,b), B C J el arco con puntos extremos (7, s), (a,b).

De manera similar a la Afirmacién 1 se prueba que que ANK = {(a,b)} =
BN K = ANBKB, por tanto AU B U K es un triodo simple con vértice el
punto (a,b), lo cual contradice que el punto (a,b) ¢ R(M).
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La contradiccién nace de suponer que se cumple afirmacién (i). De ma-
nera similar si suponemos que se cumple alguna de las afirmaciones (ii), (iii)
o (iv) obtenemos una contradiccidn.

Por tanto M C ([0,a] x [b,1]) U ([a,b]?) U (b, 1]) x [0, a)). |

Teorema 7.1.3. Sea M C [0,1]?, tal que &M es una dendrita con
|R(lim M)| < oo. Supongamos que existen puntos x € R(lim M) y a €
[0,1], con 0 < a < 1, tales que x = (a,a,a,...). Si (a,a) ¢ R(M), entonces
se cumple alguna de las siguientes afirmaciones:

(1) M  ([0,a]*) U ([a, 1]?),

(2) M C ([0, a] x [a,1]) U ([a, 1] x [0, a]),

como se ilustra en la Figura 7.3.

Figura 7.3: Teorema 7.1.3

Demostracion.

Supongamos por el contrario que las afirmaciones (1) y (2) no se cumplen.

Sea (u,v) € M, sin pérdida de generalidad supongamos (u,v) € [0,a)?.
Como (1) no se cumple, existe un punto (r,s) € M N ([0,a) x (a,1]) o
(r,s) € Mn((a,1] x [0,a)). Haremos la prueba para el caso en que el punto
(r,s) € MN([0,a) x (a,1]), el otro caso la prueba se ahce de manera similar.

Ademads como g1 (M) = [0, 1], existe un punto z € [0, 1], tal que (1,z) €
M. Consideremos los siguientes arcos en M:

- L el arco con puntos extremos (u,v) y (a,a),

- J el arco con puntos extremos (r,s) y (a,a),

- K el arco con puntos extremos (1,z) y (a,a).
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Afirmacién 1

(1a) LN J = {(a,a)},

(1b) LN K = {(a,a)},

(1c) KNJ = {(a,a)}.

Prueba.

Probaremos el inciso (1a), de manera similar se prueban los incisos (1b)
y (1c).

Puesto que (a,a) € LN J, resta probar que LNJ C {(a,a)}.

Supongamos que la contencién no se satisface, es decir que existe un
punto (¢,d) € (LN J) —{(a,a)}.

Sean L',J' C M, los arcos con puntos extremos (u,v), (¢,d) y (r,s),
(¢,d), respectivamente. Notemos que L' C L — {(a,a)}, J' C J —{(a,a)} y
LU J' es el arco con puntos extremos (u,v) y (r,s)

Como u < a < r, por la Observacién 6.1.4, tenemos que a € Int(o2(L' U
J')), entonces se satisfacen las hip6tesis del Teorema 6.1.1, por tanto el punto
(a,a) e L' U J'.

Lo anterior contradice que L' UJ' C (LU J) — {(a,a)},

Por tanto LN J = {(a,a)}.00

De la Afirmacion 1, tenemos que LUJUK es un triodo simple con vértice
el punto (a,a), lo cual contradice que (a,a) ¢ R(M).

De manera similar, si consideramos el un punto (u,v) € M N [0,a) X
(a,1] o (u,v) € M N (a,1] x [0,a) o (u,v) € M N (a,1]?, obtenemos una
contradiccion.

La contradiccién nace de suponer que no se cumplen las propiedades (1)
y (2). Por tanto M cumple alguna de éstas propiedades. |

Teorema 7.1.4. Sea M C [0,1]?, tal que @M es una dendrita con
[R(}im M)| < co. Supongamos que:

(a) existen puntos x € R(L&M) y a,b € [0,1], con 0 < a,b < 1, tales
que x = (a,b,a,b,a,b...) y (a,b),(b,a) ¢ R(M),

(b) la componente de (a,b) en ({a} x [0,1]) N M es no degenerada.

Entonces ([0,1] x {a}) N M = {(b,a)} y ([0,1] x {b}) " M = {(a,b)}.

Demostracion.

Supongamos por el contrario que ([0, 1] x {a}) N M # {(b,a)} o ([0,1] x
{b}) "M # {(a,b)}.

Haremos la prueba para el caso en que ([0,1] x {a}) " M # {(b,a)}, la

prueba en el caso en que ([0,1] x {b}) N M # {(a,b)} se hace de manera
similar.



158 CAPITULO 7. PROPIEDADES DE M

Sea ¢ € [0, 1] — {b}, tal que el punto (¢,a) € M. Como p1(M) = [0,1] =
02(M) existe un punto y € R(l&M) tal que m(y) = c.
Por otro lado como la componente de (a,b) en ({a} x [0,1]) N M es no

degenerada, existe un punto d € [0,1], d # b, tal que {a} x db C M.
Definamos para cada n € N

A, ={z€0,1]* 2 = (t,m1,2041(x),y), con t € db}
y definamos también
A ={z¢€]0,1]°:2z=(t,x), contc db}

Notemos que para cada n € N, A, es un arco con puntos extremos
b, = (b,m1,2041(x),y), dn = (d,T1,2041(X),y) ¥y A es un arco con puntos
extremos b = (b,x) y d = (d, x).(Figura 7.4)

(b,m1,5(%).Y) A (d,715(%).Y)
(b,71.5(%).Y) A (d,7,5%).y)
(b, A%).Y) As (@, 7,A%).y)
(b, 71.9(%).Y) Ay (d,7,.4%).Y)
(b,x) AI (d,x)
Figura 7.4:

Afirmacién 1 A es un continuo de convergencia de QHLM .

Prueba.

Como a # d, para cada n € N, A, es no degenerado y A es no degene-
rado.

Veamos ahora que las siguientes afirmaciones son ciertas.

(i) para cadan € N, AN A, =1,

(i) para n,m € N, con n # m, A, N A, =0,



7.1. PROPIEDADES DE M 159
(ifi) Hmp—oo An = A.

(i) para cadan € N, ANA,, = 0.

Sea n € N, supongamos por el contrario que ANA,, # (), seaz € ANA,,
entonces existen r, s € db tales que z = (r, 1 2,11(X),y) = (5, %).

Entonces 7o(,41)(z) = ¢ = b, lo cual contradice que ¢ € [0,1] — {b}, por
tanto para cadan € N, ANA, =0.

De manera similar se prueba (ii). Probaremos ahora (iii).

(iil) lHmy oo Ay = A.

Claramente {Aj, },en es una sucesién convergente. Sea C € C (I&M ) el
limite de la sucesién {A,, },en.

Probaremos que el arco A = C.

Como a,, = by d, — d, tenemos que los puntos b,d € C, como lérgM
es una dendrita concluimos que el arco A C C.

Veamos ahora la otra contencién, sea p € A, entonces existe r € db, tal
que p = (r,x) y para cada n € N, definamos el punto p,, = (r, 71 2n+1(X), ¥),
de la definicién p,, € A,. Como p,, — p, de [1, Problema 4.4, pag 70],
tenemos que p € A, por tanto C C A. Concluimos que C = A.

De las propiedades (i),(ii) y (iii) concluimos que A es un continuo de
convergencia de lér_n_M O

La Afirmacién 1 contradice que @M es una dendrita. La contradiccion
nace de suponer que ([0,1] x {a}) N M # {(b,a)}, de manera similar si
([0,1] x {b}) N M # {(a,b)} obtenemos una contradiccion.

Por tanto ([0,1] x {a}) N M = {(b,a)} y ([0,1] x {b}) "M = {(a,b)}. A

Corolario 7.1.5. Sea M C [0,1)%, tal que @M es una dendrita con
[R(}m M)| < co. Supongamos que:
(a) existen puntos x € R(L&M) y a € [0,1], con 0 < a < 1, tales que

x = (a,a,a,...)y (a,a) ¢ R(M),
(b) la componente de (a,a) en ({a} x [0,1]) N M es no degenerada.
Entonces ([0,1] x {a}) N M = {(a,a)}.

Demostracion.
Caso particular del Teorema 7.1.4 cuando a = b. |

Recordemos que para cada k € N
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Gr={(x1,...,zp,Tpy1) € [0,1]* 2 para 1 <i <k, (zip1,z;) € M},

la siguiente definicién es una herramienta que estaremos utilizando a lo
largo de esta seccion.

Definicién 7.1.6. Sean a,b € [0,1] con 0 < a <b < 1y M C [0,1]?, tal

que M C ([0,a] x [b,1]) U ([a,b] x [a,b]) U ([b,1]) x [0, a]). Definimos para
cada k € N,

Gy ={y € Gr: (yis1, )

(Yi+1,Yi)

={y € Gk : (yi+1,¥:)

G, ={y € Gk : (Yi+1,9i)

(yi+17yl)

€ [0,a] x [b,1] si i es impar,

€ [b,1] x [0,a] siies par,1<i <k},
€ [a,b]?,1 <i <k},

€ [0,a] x [b,1] si i es par,

€ [b,1] x [0,a] si i es impar ,1 < i < k}.

Teorema 7.1.7. Sea M C [0,1]?, tal que gn_lM es una dendrita con
|R(lim M)| < oo. Supongamos que:

(a) existen puntos x € R(@M) y a,be[0,1], con 0 < a <b <1, tales
que x = (a,b,a,b,a,b...)y (a,b),(b,a) & R(M).

(b) la componente de (a,b) en ({a} x [0,1]) N M o de (b,a) en ({b} X
[0,1]) N M es no degenerada.

Entonces para cada k € N, G, = GZ UGLUG, , con GZ, G}, y G}, como
en la Definicién 7.1.6.

Demostracion.

Por la definicién de G} ,Gj, Gy, tenemos que M C ([0,a] x [b,1]) U
([a,6]%) U ([b,1] x [0, a]).

Sik=1,como Gy ={(x,y) €[0,1]?: (y,x) € M}y M C ([0,a] x [b,1])U
([a, 6])U([b, 1] x [0, a]), entonces Gy C ([0, alx[p, 1)U (e, b])U([b, 1] %[0, a]),
asi G1 C GY UGFUGT, y como G, G, G] C G4, entonces G*UG*UG* =
Gy

Supongamos que k > 1. Por definicién, tenemos que G; Gy, G C Gy,
entonces GZ UGLUG, CG.

Para la otra contensién probaremos la siguiente Afirmacién. .

Afirmacién 1 Dado un puntoy € Gy ei € {1,2...,k — 1},

(1) Si (yi+1,9:) € [0,a] x [b, 1], entonces (yz+27yl+1) € [b,1] x [0, a],
(ii) Si (yix1,%:) € [a,b])?, entonces (yit2,yir1) € [a,b] x [a,b],

(iii) Si (Yix1,¥:) € [b,1] X [0, a], entonces (y;+2,yi+1) € [0,a] x [b,1].

Prueba.
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Haremos la prueba de (i), la prueba de (ii) y (iii) se hace de manera
similar.

(i) Si (yit1,9i) € [0,a] x [b,1], entonces (y;12,vi+1) € [b,1] x [0, a].

Como yis € [0,a] ¥ (gis2: 9i1) € M C ([0,a] x [b, 1)U (fa, b?) U ([b, 1] x
[0,a]), tenemos que (yit2,¥it+1) € ([0,1] x {a}) U ([b,1]) x [0, a]).

Ademé&s como la componente de (a,b) en ({a} x [0,1])NM o de (b,a) en
({b} x [0,1]) N M es no degenerada se satisfacen las hipétesis del Teorema
7.1.4, por tanto ([0,1] x {a}) N M = {(b,a)}, entonces (y;12,vi+1) € [b, 1] X
[0, al.

Por tanto la Afirmacién 1 se satisface. J

Seay € G, por definicién de Gy, el punto (y2,y1) € M C ([0,a]x [b, 1])U
([a,b]*) U ([b,1] x [0,a]) y de la Afirmacién 1 tenemos que

- si (yg,yl) [0,a] x [b,1], entonces y € G},
- si (y2,y1) € [a,b] X [a,b], entonces y € G*,
- si (y2,y1) € [b,1] x [0,a], entonces y € G .

De de lo anterior y € Gy, C G,j UG U G,;.
Por tanto G = G,‘: UGLUG,. |

Corolario 7.1.8. Sea M C [0,1]?, tal que L@QM es una dendrita con
[R(}im M)| < co. Supongamos que:

(a) existen puntos x € R(lim M) y a,b € [0,1] con 0 < @ < b < 1, tales
que x = (a,b,a,b,a,b...)y (a,b),(b,a) ¢ R(M),

(b) la componente de (a,b) en ({a} x [0,1]) N M o de (b,a) en ({b} x
[0,1]) N M es no degenerada.

Entonces para cada k € N se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) Gf NGy = {1 p1(0(x))},

(2) Gy NG} = {m ()},

(3) G{, G} y Gy, son dendritas.

(G, G; y G como en la Definicién 7.1.6).

Demostracion.

()G NG =71 g1 (0(x)).

Como x = (a,b,a,b,a,b...), entonces o(x) = (b,a,b,a,b,a,...), en-
tonces w1 p11(0(x)) € G y mpt1(0(x)) € G, por tanto m j11(0(x)) €
G} NG;.

Probaremos ahora que G NG, C {m 411(c(x))}. Sea y € G} NG},
como y € G, por definicién de G,j tenemos que para cada i € {1,2,...,k}
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- si 4 es impar el punto (yi+1, i) € [0,a] x [b,1],

- si i es par el punto (y;11,v:) € [b,1] x [0, a].

por lo que si i es impar b <y; < 1ysisespar0<y <a.

Ademds como y € Gy, por definicién de G} tenemos para cada i €
{1,2,...,k}, el punto (yi+1,9:i) € [a,b] X [a,b], por lo que para cada i €
{1,2,...,k},a<y; <b.

Entonces

-sitesimpar b<y; <lya<y <b,

-sitespar 0<y; <aya<y; <b.

Concluimos que si ¢ es impar y; = b y si ¢ es par y; = a, por tanto
¥ = m+1(0(x)). Por tanto Gi N Gf = {m1 x41(0(x))}.

De manera similar se prueba (2)

(3) Gi, G; y G, son dendritas.

Por el Teorema 7.1.7 tenemos que Gy = G,': U G} U Gy, ademds de
(1), Gf NGy = {mp+1(0(x))}, y como Gi NG, = 0, entonces Gy, —
{Tns1(o(x)} = (G — {mar1(0(x)DI(GLUGL) = {mns1(o(x))})

Por tanto de [13, Proposicién 6.3], tenemos que G,j y Gj UG, son
continuos, como G; y G;UG, son subcontinuos de G, y G, es una dendrita,
concluimos que GZ y G3, UG, son dendritas.

Ademis de (2), G, NG}, = {71 k+1(x)}, entonces (GLUG, ) —{mp41(x)} =
(G~ {men B DIGy) — Tm ()})

Por tanto de [13, Proposicién 6.3], tenemos que G} y G}, son continuos,
como G} y G} son subcontinuos de G}, UG, y G} UG, es una dendrita,
concluimos que Gj, y G son dendritas.

Por tanto G;, G}, v G}, son dendritas. [ |

Definicién 7.1.9. Sean a € [0,1], 0 <a <1y M C [0,1]%, tal que M C
([0, a)? U [a, 1]?). Definimos para cada k € N,

G;: = {Y € Gy : (yi+1;yi) € [Ova]Q}’

G, =1{y € Gk : (Wi+1, %) € [a, 1]2}.

Teorema 7.1.10. Sea M C [0,1]?, tal que lﬁM es una dendrita con
|R(lim M)| < oo. Supongamos que:

(a) existen puntos x € R(lim M) y a € [0,1], con 0 < a < 1, tales que
x = (a,a,a,...)y (a,a) ¢ R(M),

(b) la componente de (a,a) en ({a} x [0,1]) N M es no degenerada.

Entonces para cada k € N, G, = G,j UGy, con GZF y G}, como en la
Definicién 7.1.9.
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Demostracion.

Por la definicién de G} y G}, tenemos que M C ([0,a]?) U ([a, 1]?).

Si k=1, como Gy = {(z,y) € [0,1]? : (y,x) € M} y M C ([0,a]?) U
([a,1]?), entonces G1 C ([0,a)?) U ([a,1]?), asi G1 € G{ UGY, y como
G]L,Gl_ C (1, entonces Gf UG =G

Supongamos que k£ > 1. Por definicién tenemos que G;, G C Gy, por
tal G UG, C Gy.
Para la otra contensién probaremos la siguiente Afirmacion. .

Afirmacién 1 Dado un puntoy € Gy ei € {1,2...,k— 1},

(i) Si (yit1,%:) € [0, a]?, entonces (yit2,yiv1) € [0,a]?,

(ii) Si (yit1,i) € [a, 1]%, entonces (yit2,yi+1) € [a, 1]%.

Prueba.

Haremos la prueba de (i), la prueba de (ii) se hace de manera similar.

(i) Si (yir1,v:) € [0, a)?, entonces (yir2,yir1) € [0,al?.

Como y;11 € [0,a] vy (Yiva,yir1) € M C ([0,a)?) U ([a, 1]?), tenemos que
(yi+2,yiv1) € ([0,1] x {a}) U ([0,a]?).

Ademids la componente de (a,a) en ({a} x [0,1]) N M es no degenerada,
por lo que se satisfacen la hipétesis del Corolario 7.1.5, por lo que ([0, 1] x
{a}) N M = {(a,a)}, por tanto (yi+2,yi+1) € [0,a]?.

Por tanto la Afirmaciéon 1 es cierta. O

Sea y € G}, por definicién de Gy, el punto (y2,y1) € M C ([0,a)?) U
([a,1]?) y de la Afirmacién 1 tenemos que

- si (y2,1) € [0,a]?, entonces y € G},

- si (y2,41) € [a, 1]?, entonces y € G,

entonces el punto y € G; UGy .

Por tanto G, = G,j UGy . |

Definiciéon 7.1.11. Sean a € [0,

Jcon0<a<1lyM C 0,12 tal que
a)). Definimos para cada k € N,

[
M c ([0,a] x [a,1]) U ([a, 1] x [0,
G ={y € Gy : (yi+1,u) € [0,a] x [a,1], si i es impar
(Yit1,yi) € [a,1] x [0,a] si i es par },
G, ={y € Gk : Wit+1,vi) € [0,a] x [a,1], sii es par
(Yit1,yi) € [a,1] x [0, a] si i es impar }.

Teorema 7.1.12. Sea M C [0,1]2, tal que @M es una dendrita con
[R(}m M)| < co. Supongamos que:
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(a) existen puntos x € R(lim M) y a € [0,1], tales que x = (a,a,a,...)
y (a,a) ¢ R(M),
(b) la componente de (a,a) en ({a} x [0,1]) N M es no degenerada.

Entonces para cada k € N, G, = Gg UG, , con G; y G} como en la
Definicién 7.1.11.

Demostracion.

Por la definicién de G} y Gy, tenemos que M C ([0, a] x [a, 1]) U([a, 1] x
[0,a]).

Sik =1, comoGy = {(z,y) €[0,1]?: (y,z) € M}y M C ([0, a] % [a, 1])U
([a,1]x[0, a]), entonces G C ([0, a]x[a, 1])U([a, 1]x[0,a]), asi G1 C G UGT,
y como GT, G| C Gy, entonces Gf uG; =G

Por definicién tenemos que G7, G, C G, por tal G,‘: UG, C Gg.
Para la otra contensién probaremos la siguiente Afirmacion. .

Afirmacién 1 Dado un puntoy € Gy ei € {1,2...,k — 1},

(i) Si (yit+1,9i) € [0,a] x [a,1], entonces (yi+2,yit1) € [a, 1] x [0,al,

(ii) Si (yi+1,¥i) € [a,1] x [0, a], entonces (yit+2,yi+1) € [0, 1] X [a, 1].

Prueba.

Haremos la prueba de (i), la prueba de (ii) se hace de manera similar.

(i) Si (yiv1,9i) € [0,a] X [a, 1], entonces (y;+2,¥i+1) € [a,1] x [0,a].

Como yit1 € [0,a] y (yit2,yi+1) € M C ([0,a] x [a,1]) U ([a, 1] x [0, a]),
tenemos que (yir2,yit1) € ([0,1] x {a}) U ([a, 1] x [0, a]).

Ademas la componente de (a,a) en ({a} x [0,1]) N M es no degenerada,
por lo que se satisfacen las hipétesis del Corolario 7.1.5, por tanto ([0, 1] x
{a}) N M = {(a,a)}, entonces (y;+2,yi+1) € [a, 1] x [0, al.

Por tanto la Afirmacion 1 se satisface. J

Sea y € G}, por definicién de Gy, el punto (y2,y1) € M C ([0,a)?) U
([@,1]%) y de la Afirmacién 1 tenemos que

- si (y2,41) € [0,a] x [a, 1], entonces y € G,

- si (y2,91) € [a,1] x [0,a], entonces y € G},

entonces el punto y € GZ UGy .

Por tanto G, = G; UGy . |

Corolario 7.1.13. Sea M C [0,1]?, tal que I&M es una dendrita con
IR(lim M)| < oo. Supongamos que:
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(a) existen puntos x € R(lim M) y a € [0,1], con 0 < a < 1, tales que
x = (a,a,a,...)y (a,a) ¢ R(M),

(b) la componente de (a,a) en ({a} x [0,1]) N M es no degenerada.

Sean k € N, G; y Gy como en la Definicién 7.1.9, (Definicién 7.1.11).
Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones

(1) Gy NGy = {mpa(x)}.

(2) G{ v G, son dendritas.

Demostracion.

(1) Gf NG}, = mpya(x).

Como x = (a,a,a...), entonces 7y y41(x) € GZ’ Y T1k+1(x) € G, por
tanto 7 ,11(x) € G NG,

Probaremos que G; NG, C {mx11(x)}. Seay € Gy NGy

Caso 1 Gz y G}, como en la Definicién 7.1.9.

Como y € Gj+, tenemos para cada i € {1,2,...,k}, y; < a y como
y € Gi— tenemos para cada i € {1,2,...,k}, y; > a. Por tanto para cada
i€{1,2,...,k}, y; = a. Por tanto y = 7y j41(x).

Caso 2 Gz y G}, como en Definicién 7.1.11.

Como y € G,‘:, tenemos para cada i € {1,2,...,k}

- si ¢ es impar, entonces y; > a,

- si 4 es par, entonces y; < a.

Ademds como y € G, tenemos para cada i € {1,2,...,k}

- sl 4 es impar, entonces y; < a,

- si ¢ es par, entonces y; > a.

Por tanto para cada i € {1,2,...,k}, y; = a. Por tanto y = 7y 4+1(%).

De Caso 1y Caso 2 concluimos que G; NGy C {mi g41(x)}. Por tanto
G;r N G]; = {71'17]“_1 (X)}

(2) G} y G, son dendritas.
Del inciso (1) tenemos que

Gr — {mn1(x)} = (G = {mer1 (DG {mnsa(x)})

Por tanto de [13, Proposicién 6.3], tenemos que (G} — {my xy1(x)}) U
{ma1(x)} = Gy v (G = {mip1(x)}) U{mk41(x)} = G son continuos,
como Gﬁ y G, son subcontinuos de G} y G}, es una dendrita, concluimos
que G,j y G}, son dendritas. |
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Teorema 7.1.14. Sea M C [0,1]?, tal que gn_lM es una dendrita con
\R(@M)\ < 0o. Supongamos que: (a) existen puntos x € R(L&M)y a,b €
[0,1], con 0 < a < b < 1, tales que x = (a,b,a,b,a,b,...) y (a,b),(b,a) ¢
R(M),

(b) la componente de (a,b) en ({a} x [0,1]) N M y de (b,a) en ({b} X
[0,1]) N M son no degeneradas.

Entonces para cada k € N se cumplen las siguientes afirmaciones:

(mips1(0(x)) € EGY),

(2) T2 (0(x)), k1 (%) € E(GY),

(3) T rt1(x) € E(GY ),

con sz » Y G como en la Definicién 7.1.6 o 7.1.9 o 7.1.11, segun
corresponda.

Demostracion.

Si k=1, como G; es homeomorfo a M y (a,b), (b,a) ¢ R(M), entonces
m2(x) = (a,b),m12(0(x)) = (b,a) ¢ R(G1) . Por tanto 71 2(0(x)) € E(GY),
m2(0(x)), m2(x) € E(G)) y mi2(x) € E(G)).

Si k > 2. Supongamos por el contrario que existe j € N, j > 2, tal que
se cumple alguna de las siguientes afirmaciones:

(i) 71410 (x) & EGT),

(i) m1j41(0(x)) ¢ E(GF),

(i) T1511(%) € E(G?).

(iv) m1541(x) € E(G)).

Haremos la prueba para cuando se da la afirmacién (iv) la prueba para
cuando se da alguna de las afirmaciones (i)-(iii) se hace de manera similar.

Sea m = min{j € N : m j1(x) ¢ £(G; )}, como estamos suponiendo
que {j € N:j >2ym (x) & E(G;)} # 0, tenemos que m esta bien
definido y m > 2.

La prueba de este teorema es larga, probaremos que G, contiene una dos
celda, lo cual contradice que G, es una dendrita. Para ésto probaremos que
existen funciones continuas e inyectivas f : [0,1] = Gp—1 y h: [0,1] — M,
tales que E(fy,, he) contiene una dos celda.

Afirmacién 1 Dados un puntoy € G, et € {1,2,...,m}
(i) si mi(y) = a, entonces m;1+1(y) = b,

(ii) si m;(y) = b, entonces m;41(y) = a.

Prueba.



7.1. PROPIEDADES DE M 167

Veremos la prueba del inciso (i), la prueba del inciso (ii) se hace de
manera similar.

Por definicién de Gy, tenemos que el punto (yi+1,¥i) = (Yi+1,a) € M,
ademds como la componente de (b, a) en ({b}) x [0,1]) N M es no degenerada,
por el Teorema 7.1.4, tenemos que M N ([0, 1] x {a}) = {(b,a)}, por lo que
(Yit1,a) = (b,a), por tanto m;y1(y) = b.

De manera simila si m;(y) = b, entonces m;+1(y) = a.0

Definamos los siguientes conjuntos, U abierto conexo de {(x,y) € M :
(y,z) € Gy}, U abierto conexo de {(z,y) € M : (y,x) € G}, V abierto
conexo de G,_; y W abierto conexo de G,, tales que cumplan las siguientes
propiedades:

(i) (b,a) €U, (a,b) €U’

(ii) m1,m(x) €V,

(iil) 7 my1(x) €W,

(iv) (UUUYNR(M) =10,

(V) VAR(Gm—1) =0,

() WAR(G) € {1, i)

(vii) para cada i € {1,2,. — 1}, mip1,i(V) CU o mipr,(V) C U,
(viii) para cada i € {1,2,. k:}, Tit1,i(W) C U o mip1,(W) C U,

(ix) 71 m(W) C V.

Notemos que U y U’ son arcos con un punto extremo (b,a) y (a,b),
respectivamente, V es un un arco con un punto extremo 7717m(x) y existen
arcos Aj, Ay C W con un punto extremo 7y m41(%), tales que

(X) AL NAy = {7T17m+1(X)}.

Afirmacién 2 Para cada i € {1,2}, 1 ,,(4;) es no degenerada.

Prueba.

Supongamos por el contrario que 7y, (4;) es degenerada, como 71, (x) €
T1,m(A;), tenemos que 7y ., (4;) = {71 m(x)}, ademds por la Afirmacién 1,
tenemos que para y € A;

- si ym = a, entonces Y,+1 = b,

- si Yy, = b entonces Y41 = a,

en cualquier caso concluimos que y = 7y ,41(X), como y es un punto
arbitrario, tenemos que A; = {71 ,+1(x)}, lo cual contradice que A; es un
arco.[J

Por el inciso (ix), tenemos que 7y ,, (W) C V, por lo que 7y (A;)) CVC Vy
por la Afirmacién 2 para cada i € {1,2}, 71 ,,»(4;) es no degenerado. Como V
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€es un arco con un punto extremo 7y ,,(x), obtenemos que 7y, (A1) N7 (A2)
es un arco no degenerado con un punto extremo i ,(x).
Definamos A = 7y, (A1) N 71,m (A2).

Afirmacién 3 7,,(A) es no degenerada.

Prueba.

Supongamos por el contrario que 7,,(A) es degenerada, como a € 7, (A)
o b€ mp(A), tenemos que 7, (A) = {a} o mp(8) = {b}. Haremos la prueba
del caso en que ,,(A) = {a}, la prueba del caso en que m,,,(A) = {b} se hace
de manera similar.

Notemos que dado un punto y € A, por definiciéon de A, para cada ¢ €
{1, 2} existe un punto z; € A; tal que 7y ,,(2;) =y, ademds como 7, (y) = a
por la Afirmacién 1, tenemos que 7,,11(2;) = b, por lo que z; = (y,b) = z2,
asi z1 € A1 N As.

Como A es un arco y lo anterior ocurre para cada punto de A, concluimos
que A; N Ay es no degenerado. Lo anterior contradice el inciso (x), Ay NAy =
{m1,m+1(x)}, la contradicicén nace de suponer que m,,(A) = {a}.

De manera similar si 7,,(A) = {b} obtenemos una contradiccién. Por
tanto m,,(A) es no degenerada. [

Definamos para cada i € {1,2}, J; = (Tm+1, ™m) (Ai)-

Afirmacién 4 Para cada i € {1,2} se cumple que 7, (8) C 02(J;).

Prueba.

Sea t € m,(A), existe un punto y € A, tal que m,,(y) = t, por definicién
de A existe un punto z; € A;, tal que 7 ,,(2z;) =y, entonces my,(z;) = t, por
tanto t = 02(mm41,7m)(2i) € 02(J;). Concluimos que 7, (A) C 02(J;).00

Afirmacién 5 J; N J2 es un arco con un extremo (a,b) o (b,a).

Prueba.

De la Afirmacién 3, m,(A) es no degenerado y de la Afirmacién 5,
Tm(A) C 02(J;), por lo que J; es no degenerado.

Ademss por el inciso (viil) mp41,m (W) C U 0 Tpp1,m (W) C U'. Por lo que
Jl,JQ cUo J1,J2 cu.

Supongamos que Ji, J2 C U, como U es un arco con un punto extremo
(b,a) y (b,a) = Tmi1,m(Xi) € Tms1,m(A;), tenemos que Jy y Jo son arcos
con un punto extremo (b,a). Como J; N J2 es no degenerado, concluimos
que J1 N J es un arco con un punto extremo (b, a).

De manera similar si Ji, Jo C U, J1NJy es un arco con un punto extremo

(a,b).0
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Vamos a suponer que J; N.Ja es un arco con un extremo (b, a), el caso en
J1 N Ja es un arco con un punto extremo (a, b) se prueba de manera similar.

Como J; N Ja es un arco con un extremo (b, a), entonces (b,a) € J; =
Tm+1,m(4i), por lo que a € mp,(A;) C mp(G,y,), por definicién de G,

- si m es impar entonces m,,(G;,) C [0, al,

- si m es par entonces m,,(G,,) C [b, 1].

Concluimos entonces que m es par.

Como m es par my,(x) = b, como T, (x) € m,(A) entonces b € m,,(A).

Por la Afirmacién 3 m,,(A) es no degenerada, por lo que existe un punto
c €[0,1] — {b}, tal que m,,(A) = cb.

Por la Afirmacién 4 para cada i € {1,2}, mp(A) C 02(J;). Entonces
Tm(A) C g2(J1 N J2). Como J; N Jy es un arco con un extremo (b,a), y
02(J1 N J2) C 02(U) C [0,a], por el Teorema 1.1.3 tenemos que existe un
arco J C J N Jo con puntos extremos (b,a) y (d,c), tal que o2(J) = cb.

Definamos para cada i € {1,2}, B; C (1, Tm) 1 (J)NA; la componente
del punto my y,41(x).

Afirmacién 6 Para cada i € {1,2}, B; es un arco.

Prueba.

Notemos que J — {(d,c)} es un conjunto abierto que contiene al punto
(b,a), y que (Tmi1,™m) (I —{(d,c)}) NA; es un conjunto abierto de A; que
contiene al punto 7y ,,+1(x), ademds la componente B; de

(1, ™m) ~1 (3 = {(d, ©)}) N A;

que contiene al punto 7y ,+1(x) satisface que

B N Fra,(m41, mm) (3 = {(d, 0)}) N &) # 0

, por lo que B} es no degenerada.

Como B, C (41, mm) H(I —{(d,c)}) NA; C (7rm+1,7rm)’1(J) NA4; y B
es un conexo que contiene al punto 7 m,41(x) tenemos que B, C B; conclui-
mos que B; es no degenerado. Como A; es un arco y B; C A;, entonces B; es
un arco. [J

De manera similar a la Afirmacién 2, se prueba que para cada i € {1,2},
71,m(Bi) es no degenerada.
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Definamos B = 71, (B1) N 71,m(B2).

Afirmacién 7 B es un arco con un punto extremo 7y, (x).

Prueba.

Como 71 ,,(B;) es un arco y como 7 m,(X) € mi,(B;) tenemos que
T1,m(B;) €s un arco con un punto extremo 7y y,(x).

Por otro lado del inciso (viii), 71, (W) C V, por lo que 71 1, (B1), T1,m (B2) C
VC VyVes un arco con un punto extremo i ,,(x)

Conluimos que 71, (B1) N 71,m(B2) es un arco con un punto extremo

T1m(x). O

Como J es un arco con puntos extremos (b, a), (d, ¢) y B es un arco con un
punto extremo 7y ,,,(x) ¥ 02(J) = ¢b = m,(B), existen funciones continuas
y biyectivas f:]0,1] = By h:[0,1] — J, con las siguientes propiedades

(xi) £(0) = T4 (x),

(xii) h(0) = (b, ),

(xiii) h(1) = (d, c),

Como [, (0) = ha(0), el punto (0,0) € E(fm, h2), entonces E( fp, he) #
(), por lo que podemos definir ¢ : E(fy, ha) = G, para cada punto (r,s) €
E(fm, h2) como sigue:

w((r,5)) = (f1(r), fa(r), - fiu(r), ha(s))

Como f y h son funciones continuas e inyectivas, tenemos que se cum-
plen las hipétesis del Corolario 3.1.2, por tanto ¢ es un encaje.

Definamos C; la componente de 7 m(B)ﬂB que contiene al punto my y,41(x).
De manera similar a la Afirmacién 6 obtenemos que C; es un arco.

Afirmacién 8 Para cada i € {1,2}, C; C p(E(fm,h2))-

Prueba.

Sea y € C; por definicién 1, (y) € By (Tm+1,m™m)(y) € J, por lo que
existen puntos 7, s € [0, 1], tales que f(r) = m1m(y) ¥y h(s) = (Tm+1, Tm)(¥)s
notemos que f, (1) = my(y) = ha(s), por tanto el punto (r,s) € E(fm, h2)
y o(r;s) = (f1(r), fa(r), ... fin(r), ha(s)) = (F1,m(¥), Tmra (¥)) = -

Por tanto C; C @(E(fm,he)).00

Definamos E; = ¢~ 1(C;), como ¢ es un encaje obtemos que E; es un arco,
ademas F1 N Ey = 90_1(C1) N (p_l(CQ) = Cp_l(cl N CQ) = (,0_1(7T17k+1(X)) =

{(0,0)}.
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Entonces E; U Ey es un arco contenido en E(fp,h2) , tal que (0,0) €
Ey U Es y (0,0) no es punto extremo de Fj U Es, entonces se satisfacen
las hipétesis del Teorema 2.2.2, por tanto E( f,, ha) contiene una dos celda.
Como ¢ es un encaje conluimos que G, contiene una dos celda lo cual
contradice que G,, es una dendrita, la contradicciéon nace de suponer que
existe j € N, tal que m j4+1(x) ¢ E(G;r). De manera similar si se da alguna
de las afirmaciones (i)-(iii) obtenemos una contradiccién.

Por tanto el teorema queda demostrado. |

Teorema 7.1.15. Sea M C [0,1]2, tal que I&M es una dendrita con
]R(@M)] < oo. Supongamos que existen puntos x € R(@M) y a,b €
[0,1] con a < b, tales que x = (a,b,a,b,a,b...) y (a,b),(b,a) ¢ R(M).
Entonces se cumple alguna de las siguientes afirmaciones:

(1) La componente de ({a} x [0,1]) N M que contiene al punto (a,b) es
degenerada.

(2) La componente de ({b} x [0,1]) N M que contiene al punto (b,a) es
degenerada.

Demostracion.

Procederemos por contradicciéon, supongamos que la compontente de
{a} x [0,1] que contiene al punto (a,b) es no degenerada y que la com-
ponente de {b} x [0, 1] que contiene al punto (b, a) es no degenerada.

Entonces se satisfacen las hipdtesis del Teorema 7.1.14, por tanto para
cada k € N tenemos que 7y 41(0(x)) € E(GY), M pt1(0(xX)), T1n11(x) €
E(G}), mip+1(x) € E(Gy), donde G, G; y Gy como en la Definicién 7.1.6
(0 7.1.9, 7.1.11, segtin corresponda).

Notemos que también se satisfacen la hipdtesis del Teorema 7.1.8 (o
7.1.10, o 7.1.12, segtin corresponda) por lo que G,, = G UGX UG, , G;F N
Gy, = mar1(0(x)), Gy NG, = mp(x), (GF NG, = mn(x) G, G
y G, son dendritas.

De lo anterior concluimos que para cada n € N, 71 »41(x) € O(G,,).

Por otro lado como x € R(@M ) v se cumplen la hipotesis del Teorema
6.1.2, para el punto x, por tanto existe un nimero N € N, tal que para cada
keN, k> N, m g+1(c) es punto de ramificacién de Gy, lo cual contradice
que para cada k € N, 7 ,11(x) € O(Gy).

La contradiccién nace de suponer que la compontente de ({a} %[0, 1])NM
que contiene al punto (a,b) es no degenerada y la compontente de ({b} x
[0,1]) N M que contiene al punto (b, a) es no degenerada.

Por tanto el teorema queda demostrado. |
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Corolario 7.1.16. Sea M C [0,1]?, tal que lén_lM es una dendrita con
|R(lim M)| < oo. Supongamos que existen puntos x € R(lim M) y a €
[0, 1], tales que x = (a,a,a,...)y (a,a) ¢ R(M). Entonces la componente
de {a} x [0, 1] que contiene al punto (a,a) es degenerada.

Demostracion.
Caso particular del Teorema7.1.15, cuando a = b. ]

Teorema 7.1.17. Sea M C [0,1]?, tal que légM es una dendrita con
|R(@M)| < 00. Supongamos que existen puntos x € R(@M) y a,b €
[0,1] con 0 < a < b < 1, tales que x = (a,b,a,b,a,b...) v (a,b),(b,a) ¢
R(M). Entonces existen k € N, k > 2, funciones continuas e inyectivas
f:00,1] = M yh:[0,1] - Gk_1 y un conjunto abierto W C Gy, , con las
siguientes propiedades:

(1) £(0) € [0,a] % [0,8] y £(1) € [a,1] x [B,1] o £(1) € [0,0] % [0,8] ¥
f(0) € [a,1] x [b,1],

(2) m1k+1(x) € R(Gr),

(3) Tk (%) € C (B2, ).

Donde ¢ : E(f1,h1) — Gy, es el encaje definido en el Corolario 3.1.2.

Demostracion.

Como x € R(@M ) v se cumplen la hipotesis del Teorema 6.1.2, para
el punto x, por tanto existe un nimero k € N, tal que para cada r € N,
r > N, w1 r41(x) es punto de ramificacién de Gy,

Como (b,a) ¢ R(M), entonces (a,b) ¢ R(G1), por tanto k > 1.

Definamos los siguientes conjuntos, U abierto conexo de {(z,y) € M :
(y,z) € Gy}, U abierto conexo de {(z,y) € M : (y,x) € G}, V abierto
conexo de GLI y W abierto conexo de G: tales que cumplan las siguientes
propiedades:

(i) (b,a) € U, (a,b) € U’

(ii) 7r17k(x) eV,

(iii) 71 p41(x) € W,
(iv) (UUU)NR(M) =0,

(V) VN R(Gg-1) = 0,

(vi) WNR(Gk) = {m1 51 (%)},

(vii) para cada i € {1,2,...,k — 1}, 7Ti+1,¢(V) cUo 7['1'4_171'(\/) cU,
(viii) para cada i € {1,2,...,k}, mip1,(W) C U o miy1,(W) C U,
(iX) 71'2’]6+1(W) C V.
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(X) 7T271(W) cU.

Como (a,b), (b,a) ¢ R(M), tenemos que U y U’ son arcos con un punto
extremo (b,a) y (a,b), respectivamente, ademas como 7 j41(x) ¢ R(Gr—1),
V es un un arco con un punto extremo mj ,(x). Ademads de (iii) se cumple (2).

Afirmacién 1 W tiene las siguientes propiedades:

(1a) w2 k+1(W) es no degenerado.

(1b) m2,1(W) es no degenerado.

Prueba.

(1a) ma k+1(W) es no degenerado.

Supongamos por el contrario mg +1(W) es degenerado, como 7 j41(x) €
72 k+1(W), entonces 7y 11 (W) = {7 r+1(x)}, entonces cada punto de z € W
es de la forma (21,72 +1(%)), entonces W es homeomorfo (W), por tanto
W es homeomorfo a un arco, lo cual contradice que 7 y41(x) € int(W, pues

T1,k+1 (X) (S R(Gk)

(1b) m2,1(W) es no degenerado.

Supongamos por el contrario que a1 (W) es degenerado, como (b,a) €
7 k+1(W), entonces mo 41 (W) = {(b,a)}, entonces cada punto de z € W es de
la forma (b,y), con y € V, entonces W es homeomorfo a un subcontinuo de
V, como V es un arco, concluimos que W es homeomorfo a un arco, lo cual
contradice que 7y j4+1(x) € int(W), pues 1 x4+1(x) € R(Gx).O

Definamos A = 73 4+1(W) y L = m21(W), de la Afirmacién 1 tenemos que
A y L son no generados, como A C V, L C U yV, U son arcos, entoces Ay L
SOn arcos.

Ademés como U es un arco con un punto extremo (b,a) y V es un un
arco con un punto extremo 7y j(x), entonces A y L son arcos con un punto
extremo (b, a) y m (x), respectivamente.

Por otro lado como (b,a),(b,a) ¢ R(M) y (b,a) € int(L), entonces L
es un arco con un extremo en Ms(b,a) = ([0,b] X [a,1]) N M y otro ex-
tremo en My(b,a) = ([b,1] x [0,a]) " M o L es un arco con un extremo en
My (b,a) = ([b,1]x[a, 1])NM y otro extremo en M3(b,a) = ([0, b]x[0,a])NM.

Afirmacién 2 71 (8) = p1(L).

Prueba.

Probaremos que p1(L) C m1(A). Sea t € p1(L), entonces existe un punto
p € L, tal que p1(p) = t, como L = my (W) existe un punto q € W tal que
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772,1(q) - (QQaﬁh) = p, como A= 7T2,k+1(w)7 entonces (q27~-'7qk+1) S A7
como g2 = 01(p) = t, entonces t € 71 (A), por tanto p1(L) C m1(4).
De manera similar w1 (A) C p1(L).Por tanto 71 (A) = o1(L).0

Como A y L son arcos con un punto extremo (b, a) y 7 (x), respectiva-
mente, existen funciones continuas e inyectivas f : [0,1] = Ly h:[0,1] — A
tales que f(0) = (b,a) y h(0) = my x(x).

Notemos que f(0) € [0,a]x[0,b] y f(1) € [a,1]x[b,1] 0 f(1) € [0, a]x]0,b]
y f(0) € [a,1] x [b,1], pues L es un arco con un extremo en Mas(b,a) y otro
extremo en My(b,a) o L es un arco con un extremo en Mi(b,a) y otro
extremo en Ms(b,a). Por ta to se cumple (1).

De la Afirmacién 1 tenemos que g1(A) = p1(L), entonces E(f1,h1) # 0.
por lo que podemos definir ¢ : E(f;,h1) — Gy, para cada (r,s) € E(f1,h1)
como sigue:

90((Ta S))) = (fQ(T)a f1<7n)7 hQ(s)a SRR thrl(s))'

Como f y h son funciones continuas e inyectivas, tenemos que se cum-
plen las hipétesis del Corolario 3.1.2, por tanto ¢ es un encaje.

Veamos que W C @(E(f1,h1)). Sea z € W, por definicién de A y L tenemos
que (z2,...2441) € Ay (22,21) € L como £([0,1]) = L y n([0,1]) = A,
existen puntos r,s € [0,1], tales que f(r) = (22,21) y h(s) = (22,.- -, Zk+1)s
de donde f1(r) = z2 = hy(s), entonces el punto (r,s) € E(f1,h1), por tanto
z € ¢(E(f1,h1)), concluimos que W C ¢(E(f1, h1)). Por tanto se cumple (3).

Por tanto el teorema queda demostrado. |

7.2. Puntos de ramificacién del limite inverso, im-
plican puntos de ramificacién en M

En esta seccién probaremos que dado un punto x € @M de la forma
(a,b,a,b,a,b...),con0 < a,b <1, entonces (a,b) € R(M) o (b,a) € R(M).

Comenzaremos con un par de onservaciones que nos ayudaran a la de-
mostracién de este resultado.

Observacién 7.2.1. Sean M C [0,1)?y f : [0,1] — M una funcién continua
e inyectiva . Supongamos que existen puntos a,b,ry € [0,1] con 0 < a < b <
1, tales que

(a) M C ([0,a]x[0,b])U([a, 1] x[b,1]) o M C ([0, a]x[b, 1])U(]a, 1] %0, b)),
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(b) f(ro) = (a,b),

(¢) f(0) € [0,a] x [0,0] ¥ f(1) € [a,1] x [b,1] o f(1) € [0,a] x [0,b] y
f(0) € [a,1] x [b,1].
Entonces la funcién f; cumple alguna de las siguientes propiedades:

(1) f1([0,7o]) € [0,a] y f1([ro, 1)) < [a,1],
(2) £1(10,70]) < [a, 1] y f1([ro,1]) < [0, a].

Demostracion.

Vamos a probar la siguiente Afirmacién.

Afirmacién 1.

(1.a) Si f1(0) € [0, al, entonces f([0,ro]) C [0, al;

(1.b) Si f1(1) € [0,a], entonces f([ro,1]) C [0, al;

Prueba.

Haremos la prueb del inciso (1.a), la prueba de (1.b) se hace de manera
similar.

Supongamos por el contrario que existe un punto ¢ € [0,7¢], tal que
fi(t) > a, como f(0), f(ro) € [0, a] entonces 0 < t < ry.

Como [0,¢] es un conjunto conexo, la funcién f es continua, (a,b) es un
punto de corte de M, f(0) € [0,a] x[0,b], f(t) € [a, 1] x[b, 1], entonces existe
un punto r € [0,t], tal que f(r) = (a,b).

Entonces f(r) = (a,b) = f(r9), como f es una funcién inyectiva r = rg,
lo cual es una contradiccién pues r < t < ro.[J

De la Afirmaccién 1, concluimos que la funcién f; cumple alguna de las
propiedades (1)-(4). [

Observacién 7.2.2. Dados una dendrita X C [0,1]? y un punto (ro, sg) €
X. Supongamos que existe un arco A C X con un punto extremo (ro, So),
tal que cualquier arco A’ C A con un punto extremo (rg, sg) satisface que,
para cada i € {1,2,3,4}, A" ¢ M;(ro, so) . Entonces se cumple alguna de las
siguientes afirmaciones:

(1) Existe una sucesién de puntos {(ry, So) tnen C A, tales que 7y, # 7y,
sin # my el arco B, C A con puntos extremos (r,, so), (rn+1,S0) cumple
que 02(Bn) N[0, 50) # 0y 02(Bn) N (s0, 1] # 0.

(2) Existe una sucesién de puntos {(ro, sp) }neny C A, tales que s, # sy,
sin #my el arco C,, C A con puntos extremos (7o, Sp), (70, Sn+1) cumple
que 01(Cy) N[0,70) # 0y 01(Crn) N (o, 1] # 0.

Como se ilustra en la Figura 7.5

Demostracion.
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S0 S0 ‘u TN

14) o
Figura 7.5:

Supongamos que (1) no se cumple, probaremos que se se cumple (2).

Como (1) no se cumple, tenemos que para cada sucesiéon de puntos
{(Tn, S0) tnen C A, el arco B, C A con puntos extremos (7, S0), (Tn+1, 50)
cumple que para cada n € N, g2(By,) C [0, sg] o para cada n € N, g3(B,,) C
[s0,1].

Definamos Dy C A el arco con punto extremos (r1, s9) y (7o, So). Por de-
finicién Dy C A, y por hipétesis, para cada i € {1,2,3,4}, Dy € M;(ro, so),
entonces existe un punto (ro, s1) € Do.

Definamos D1 C Dy el arco con punto extremos (rg, s1) y (70, So). Por de-
finicién Dy C A, y por hipétesis, para cada i € {1,2,3,4}, Dy & M;(ro, so0),
entonces existe un punto (rg, s2) € D1 — {(ro, s1)}, tal que el arco Cy C D,
con puntos extremos (rg,s1) y (ro,s2) cumple que 01(Cy) N[0,79) # 0y
91(01) N (’1“0, ” 75 0.

Siguiendo inductivamente con este proceso existe una sucesion de puntos
{(r0, $n) tnen € A, tales que los arcos C,, C D,, C A con puntos extremos
(7'07 3n)7 (7’0, 5n+1) cumplen que Ql(Cn) N [07 TO) #0y Ql(Cn) N (T07 1] # 0.

De lo anterior el arco A cumple (2).

De manera similar, si suponemos que (2) no se cumple, obtenemos que
se se cumple (1).
[ |

La siguiente definicién nos simplificara notacién en los siguientes teore-



7.2. ALGUNOS PUNTOS DE RAMIFICACION DE M 177

mas de esta seccién.

Definicién 7.2.3. Dado un punto (rg, sg) € E(f,h) y un arco A C E(f, h)
con un punto extremo (rg, sp) decimos que

» A es Tipo 1 si existe un arco A’ C A, tal que A" C Ei(rg, so, f, h),
= A es Tipo 2 si existe un arco A’ C A, tal que A" C Ey(ro, so, f,h),
» A es Tipo 3 si existe un arco A’ C A, tal que A’ C E3(rg, so, f, h),
» A es Tipo 4 si existe un arco A’ C A, tal que A" C Ey(rg, so, f, h),

= A es Tipo 5 si existe una sucesién de puntos {(ry, so) tneny C A, tales
que ry, < 1o, Tn £ 'm, Sin #my el arco B, C A con puntos extremos

(T’n, 30)7 (rn—i-la 30) Cumple que QQ(Bn)m[Oa 30) 7é @ y QQ(Bn>m(SO7 1} 7é @

» A es Tipo 6 si existe una sucesién de puntos {(ry, so) }nen C A, tales
que r, > 1o, rn # m, Sin #my el arco B, C A con puntos extremos

(Tn;50); (Tnt1, $0) cumple que g2(Bp)N|0, s0) # 0y 02(Bn)N(s0,1] # 0.

A es Tipo 7 si existe una sucesién de puntos {(rg, sp)nen C A, tales
que, S, < S0, Sn # Sm, sin # my el arco C,, C A con puntos extremos
(70, 5n), (10, $n+1) cumple que 01(Cy,)N[0,70) # 0y 01(Cr)N(ro, 1] # 0.

» A es Tipo 8 si existe una sucesién de puntos {(rg, sp)}neny C A, tales
que, Sp > S0, Sn 7 Sm, Sin # my el arco C,, C A con puntos extremos

(70, 8n), (10, Sn+1) cumple que 01(Cy)N[0,70) # Oy 01(Cr)N(ro, 1] # 0.
Los tipos de arcos se ilustran en la Figura 7.6

Teorema 7.2.4. Sean M C [0,1]%, k € N, k > 2, tal que G} es una den-
drita y f:[0,1] — M, h: [0,1] — Gj—1 funciones continuas e inyectivas.
Supongamos que:

(a) existen puntos a, b € [0, 1], tales que M C ([0, a]x [0, b])U([a, 1] x [b, 1])
o M c ([0,a] x [b,1]) U ([a, 1] x [0,d]),

(b) existe un punto (79, s0) € E(f1,h1), tal que f satisface las hipétesis
de la Obervacion 7.2.1.

Sea A C E(f1,h1) un arco con un punto extremo (rg, sg), entonces A no
es del Tipo 5 o Tipo 6.

Demostracion.
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Figura 7.6:

Como M C ([0,a] x [0,0]) U ([a,1] x [b,1]), vy fi(ro) = (a,b), tenemos
que se cumplen las hipétesis del Observacion 7.2.1. Por tanto la funcion f;
cumple alguna de las siguientes propiedades:

(i) fl([o,’l“o]) - [O,CL] y fl([ro, 1]) - [CL, 1]’

(i) f1([0,70]) C [a,1] y fi([ro,1]) C [0, a].

Vamos a hacer la prueba para cuando la funcién f; cumple la propiedad
(i), la prueba de cuando la funcién f; cumple la propiedad (ii) se hace de
manera similar. (Figura 7.11)

ro

Figura 7.7: f1([0,1])

Supongamos por el contrario que A es del Tipo 5 o Tipo 6. Haremos la
prueba para cuando A es del Tipo 5, la pueba para cuando A Tipo 6 se hace
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de forma similar.

Como A es del Tipo 5 existe una sucesién de puntos { (7, so) }nen C A,
tales que r, < 79, ™n # Tm, si n # m y el arco B, con puntos extremos
(775 80)s (Tn+1, 80), cumple que 02(By) N[0, 80) # 0y 02(By) N (s0, 1] # 0.

Sin perdida de generalidad supongamos que para cada n € N, r, <
T+l < 9. Como {rn}neN es una sucesién monotona creciente y acotada
por rg, por [14, Theorem 3.14, p. 55], tenemos que {r, },en €s una sucesiéon
convergente en el compacto [0,1]. Por tanto existe un punto r € [0,1] tal
que lim, oo 1y, = 7.

Como fi es una funcién continua tenemos que lim, oo f1(rn) = fi(r) y
como para cada n € N, fi(r,) = hi(so) = fi(r0) = a, entonces fi(r) =
a. Ademds por hipétesis f([0,79]) C [0,a], entonces para cada n € N,
f([rnarn+1]) - [O,CL].

Definamos C,, C B, N Es(f1,h1,70,80) €l arco con un punto extremo
(rn,80) y Dy, C BpyNEs(f1, 1,70, S0) €l arco con un punto extremo (7,41, So)-
definamos también w,, = min(p2(D,,)), v, = méx(02(Cy)). Como p2(B,) N
[0,50) # 0y 02(Bp) N (0, 1] # 0, entonces u, < so < vy,. (Figura 7.10)

Figura 7.8:

Definamos d,, = min(hi([un, so]) v ¢, = min(hi([so,vy])). Veamos que
0<cp,dy <a.
Probaremos que ¢, < a, de manera similar se prueba que d, < a.



180 CAPITULO 7. PROPIEDADES DE M

Dado s € [so,vp], existe r € [0,7¢] tal que el punto (r,s) € C, C
B, C E(f1,h1), entonces f1(r) = hi(s), como r € [0,79] y por hipétesis
f1([0,70]) C [0, a], entonces hi(s) € [0, a]. Por tanto hi([un,vy,]) C [0, a]. Por
tanto 0 < ¢, < a. De manera similar se prueba que d,, < a.

Analizaremos los siguientes casos:

Casos 1 Existe un nimero N € N tal que ¢y = a o dy = a.

Probaremos que se cumplen las hipétesis del Teorema 2.2.1. Haremos
la prueba para cuando cy = a, la prueba para cuando dy = a se hace de
manera similar. Por definicién ¢y = min(hi([un, so]) y como hq([un, so] C
[0,b], entonces hi([un, so] = {a}.(Figura 7.11)

Figura 7.9:

Notemos que g1 (C) es no degenerado. Supogamos ¢1(Cy) = [u,v], en-
tonces fi([u,v]) = {a}. Entonces fi([u,v]) = {a} = h1([un, So]), por lo que
se satisfacen la hip6teis del Teorema 2.2.1, por tanto E(f1, h1) contiene una
dos celda, como ¢ es un encaje, entonces G} contien una dos celda, lo cual
contradice que G es una dendrita.

Casos 2 Para todon € N, ¢,,,d,, <b.

Probaremos que se cumplen las hipétesis del Teorema 2.2.7.

Como f(r,) — bexiste N € N, tal que f1[rn, rn+1] > cn,dn, para cada
n > N. Sea ey = min(fi([rn, rn+1]))-

Como ey = min(fi([rn,7n+1])) v fi(rn) = b = fi(rn41) existe un
punto r € (ry,rn+1), tal que fi(r) = en.(Figura 7.10)
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a a
ey €)
Tn Yo+l Ty 8 So 82
Figura 7.10:

Ademds como fi[rn,rn+1] > en,dn, entonces ex > cn,dy, por lo que
existen puntos si, s2 € [0, 1], con 51 < s¢ < s2, tales que h(s1) = eny = h(s2)
y exy = min(hi([s1, s2])), ademds hi(sg) = a.

De lo anterior se cumplen las hipétesis del Teorema 2.2.7, por tanto
E(f1,h1) contiene una curva cerrada simple, como ¢ es un encaje, enton-
ces G contiene una curva cerrada simple, lo cual contradice que Gi, es una
dendrita.

En cualquier caso obtenemos una contradiccién, la contradicicén nace de
suponer que A es del Tipo 5. De manera similar si A es del Tipo 6 obtenemos
una contradiccién.

Por tanto A no es del Tipo 5 y Tipo 6. |

Teorema 7.2.5. Sean M C [0,1]%, k € N, k > 2, tal que G} es una den-
drita y f:[0,1] — M, h: [0,1] — Gj—1 funciones continuas e inyectivas.
Supongamos que:

(a) existen puntos a,b € [0,1],0 < a,b < 1 tales que M C ([0, a] x [0, b])U
([a,1] x [b,1]) o M C (]0,a] x [b,1]) U ([a, 1] x [0, 5])

(b) la componente de ({a} x [0,1]) N M que contiene al punto (a,b) es
degenerada

(c) existe un punto (1o, so) € E(f1,h1), tal que f satisface las hipdtesis
de la Obervacion 7.2.1.
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Entonces no existen dos arcos A, B C E(f1,h1) con un punto extremo
(ro, 80) del Tipo 7 o del Tipo 8.

Demostracion.

Como M C ([0,a] x [0,b]) U ([a,1] x [b,1]), ¥ fi(ro) = (a,b), tenemos
que se cumplen las hipdtesis del Observacién 7.2.1. Por tanto la funcién f;
cumple alguna de las siguientes propiedades:

(i) £1([0,o]) € [0.a] ¥ fu([ro, 1)) € [a,1],

(i) £1(0,70)) C [a,1] y £i(lro,1]) € [0,a].

Vamos a hacer la prueba para cuando la funciéon f; cumple la propiedad
(i), la prueba de cuando la funcién f; cumple la propiedad (ii) se hace de
manera similar. (Figura 7.11)

¥o

Figura 7.11: f1(]0, 1])

Supongamos por el contrario que existen dos arcos A, B C E(f1,h1) con
un punto extremo (ro, sg) del Tipo 7 o del Tipo 8.

Haremos la prueba para cuando los arcos Ay B son del Tipo 7, la prueba
para cuando los arcos A y B son del Tipo 8 se hace de manera similar.

Por definicién de arco del tipo 7, tenemos que para k € {1,2}, ox(A) y
or(B) son no singulares.

Sea s € 02(A) N p2(B), tal que existen r, < rg < rp, (rq,8) € Ay
(1p,5) € B.
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Sean A’ C Ay B’ C B los arcos con puntos extremos (14, s), (1o, S0) ¥y
(Tba 8)7 (7"0, 50)

Como A’ y B’ son arcos existen funciones continuas e inyectivas « :
[0,1] = A"y B :[0,1] = B’, tales que a(0) = (r0, 50) = (0) y a(1) = (ra, $),
B(1) = (ry, )

Definamos t, = max{t € [0,1] : ai(t) = ro} vy t, = max{t € [0,
B1(t) = ro}. Supongamos sin perdida de generalidad que g2 (a(t4)) < 02

(Figura 7.12)

1
(tp))-

So

Figura 7.12: f1(]0,1])

Analizaremos los siguientes subcasos.

Caso 1 ga(a([ta; 1])) # {s}
Notemos que para cada t € [tq, 1], ay(t) < ro, entonces fi(ai(t)) <ay

para cada t € [ty, 1], 81(t) > ro, entonces f1(51(t)) > a.

Veamos que fi([rq,ro]) = {a}.
Sea 1 € [rq,ro], si r € [rq,70], existe un t' € [0,1], tal que (r,t') €
a([te, 1]), como pa(a(ty)) < 02(B(tp)) existe un ' € [0,1], tal que (v, t') €
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B([t5,1]), entonces fy(r) = hi(t) = £i(), fi(r) > a > fi(r"), por tanto
f(r) = a. Concluimos que fi([rq,r0]) = {a}.

Veamos que hq([s, as(ty)]) = {a}.

Sea t € [s,aa(ty)], existe un punto r € [0,1], tal que (r,t) € a([tq,1]),
entonces f1(r) = hi(t) como fi(r) = a, entonces hq(t) = a. Concluimos que
ha([s, as(ta)]) = {a}.

De lo anterior se cumplen las hipotesis del Teorema 2.2.1, por tanto
E(f1,h1) contiene una dos celda. Como ¢ es un encaje Gy contiene una dos
celda, lo cual contradice que G}, es una dendrita.

Caso 2 ga(a([ty, 1])) = {s}

Tenemos entonces que [r, 7] X {s} C E(f1,h1) y que fi[r;,mo] = hi(s) =
fi(ro) = a, entonces la componente de {a} x [0, 1] que contiene al punto (a, b)
es no degenerada, lo cual contradice nuestra hipotesis.

En cualquier caso obtenemos una contradiccion. La contradicicén nace
de suponer que los arcos A y B son del Tipo 7. De manera similar si Ay B
son del Tipo 8 obtenemos una contradiccion.

Asi el teorema queda demostrado. |

A continuacién probaremos el resultado principal de esta seccién.

Teorema 7.2.6. Sea M C [0,1]?, tal que lér_n_M es una dendrita con
|R(@M)| < 00. Supongamos que existen puntos x € R(@M) y a,b €
[0,1] con 0 < a < b < 1, tales que x = (a,b,a,b,a,b...). Entonces (a,b) €
R(M) o (b,a) € R(M).

Demostracion.

Supongamos por el contrario que (a,b), (b,a) ¢ R(M).

Como (a,b), (b,a) ¢ R(M), se cumplen las hipStesis del Teorema 7.1.15,
por tanto la componente de {a} x [0, 1] que contiene al punto (a,b) es de-
generada o la componente de {b} x [0,1] que contiene al punto (b,a) es
degenerada.

Vamos a hacer el caso en que la componente de {a} x [0, 1] que contiene
al punto (a,b) es degenerada, el caso en que la componente de {b} x [0,1]
que contiene al punto (b, a) es degenerada se prueba de manera similar.

Notemos que se satisfacen las hipétesis del Teorema 7.1.17, por tanto
existen k € N, k > 2, funciones continuas e inyectivas f : [0,1] — M y
h:[0,1] = Gk—1 y un conjunto abierto W C Gj,
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con las siguientes propiedades:

(1) £(0) € [0,a] x [0,0] y f(1) € [a,1] x [b,1] 0 f(1) € [0,a] x [0,0] ¥
f(0) € [a,1] x [b,1],

(2) mk11(x) € R(Gk),

(3) Tet1(x) €W C @(E(f1,h1)).

Donde ¢ : E(f1,h1) — G, es el encaje definido en el Corolario 3.1.2.

Como ¢ es un encaje y 7 p4+1(x) € R(Gy), existe un punto (rg,sg) €
R(E(f1, 1)), tal que ©((ro, S0)) = 1 k41(X).

Como (a,b), (b,a) ¢ R(M) se cumplen las hipétesis de Teorema 7.1.2
y Teorema 7.1.3, por tanto M C ([0, a] x [b,1]) U ([a, b]?) U (b, 1]) x [0,a])
o M c ([0,a)?) U ([a,1])?). Continuaremos la prueba suponiendo que M C
([0,a] x [b, 1)) U ([a, b)?) U ([b, 1]) x [0, a]), la prueba de cuando M C ([0, a]?)U
([a,1]%) se hace de manera similar.

Como M C ([0,a] x [b,1]) U ([a, b)) U ([b,1]) x [0,a]) C ([0,a] x [b,1]) U
(la,1]x[0,8]), f(0) € [0,a]x[0,0] y f(1) € [a,1]x[b,1] 0 f(1) € [0,a] x[0,0] y
f(0) € [a,1]x[b,1] y fi(ro) = (b, a), tenemos que se cumplen las hipétesis del
Observacion 7.2.1. Por tanto la funciéon fi; cumple alguna de las siguientes
propiedades:

(1) f1([0,70]) C [0,a] y fi([ro,1]) C [a, 1],

(ii) f1([0,70]) C [a, 1] y fi([ro,1]) C [0, a].

Vamos a hacer la prueba para cuando la funcién f; cumple la propiedad
(i), la prueba de cuando la funcién f; cumple la propiedad (ii) se hace de
manera similar.

Como (7o, s0) € R(E(f1,h1)), existen arcos Ay, Ay, A3 C E(f1,h1), tales
que para cada i,7 € {1,2,3}, (ro,s0) es punto extremo de A; y si i # j,
entonces A; N A; = {(r0,50)}.

Por el Teorema 7.2.4, para cada i € {1,2,3}, A; no es del Tipo 5 o Tipo 6.

Afirmacién 1 No existen i € {1,2,3,4,7,8}, 4,1 € {1,2,3}, j # 1, tales
que los arcos A; y A; sean del Tipo i.

Prueba.

Supongamos por el contrario que existen i € {1,2,3,4,7,8} y 4,1 €
{1,2,3}, j # [, tales que los arcos A; y A; sean del Tipo i.

Vamos a analizar los siguientes casos:
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Caso 1i€{1,2,3,4}.

Como los arcos A; y A; son del Tipo 4, se cumple A;, A; C E;( f1, h1,70, 50).
Ademas como A; y A; son arcos con un punto extremo (7o, sg), tenemos que
A; UA; C Ei(fi,h1,70,50) es un arco, tal que el punto (rg, s9) no es punto
extremo de A; U A;.

De lo anterior se satisfacen la hipotesis del Teorema 2.2.5. Por tanto
E(f1,h1) contiene una dos celda. Como ¢ es un encaje Gy contiene una dos
celda, lo cual contradice que GG, es una dendrita.

Caso 2 i € {7,8}.
Este caso no se puede dar por el Teorema 7.2.5.

Por tanto la Afirmaciéon 1 es cierta.[]

De las Afirmacién 1 y el hecho de que para cada i € {1,2,3}, A; no es del
Tipo 5 o Tipo 6, tenemos que para cada j, k € {1,2,3}, con j # k; existen
i,1 €{1,2,3,4,7,8}, 1 # [, tales que A; el del Tipo i, A es del Tipo I.

Notemos que existen j,k € {1,2,3}, tales que 02(4;), 02(Ax) C [0, 0] 0
02(4;), 02(Ak) C [s0,1] y 01(A;) N[0, 7] # 0, 01(Ak) N [ro, 1] # 0.

Vamos a suponer sin perdida de genralidad que 02(4;), 02(Ax) C [0, so].
Vamos a analizar los siguientes casos.

Caso 1 A;j es del Tipo 3 y Ay, es del Tipo 4.

Notemos que p2(A;) # {so} # 02(Ax), de lo contrario la componente de
{a} x [0,1] que contiene al punto (a,b) es no degenerada, lo cual contradice
nuestra hipétesis.

Sea s = min(02(A4;) N 02(Ag)). (Figura 7.13)

Sea Bj C Aj y By C Ay arcos con un punto extremo (rg, sg), tales que
02(Bj) = [sk, s0] = 02(Bh).

Como BN By, = {(r0, 50) }, tenemos que p1(B;) # {ro} 0 01(Bx) # {ro}-
Supongamos sin perdida de generalidad que o1(B;) # {ro}.

Veamos que fi(o1(Bj)) = {a}.

Sea r € p1(Bj), entonces existe un punto t’ € [0, 1], tal que (r,t') € B,
como 2(Bj) = p2(By) existe un " € [0,1], tal que (',t") € By, entonces
filr) =ha(t') = [1(r).

Como fi(r) > a > f¢r'), entonces fi(r) = a. Concluimos que f1(01(B;)) =
{a}.

Veamos que hq(02(B;j)) = {a}.

Sea t € pa(Bj), existe un punto r € [0,1], tal que (r,t) € Bj, enton-
ces fi(r) = hi(t), como fi(r) = a, entonces hi(t) = a. Concluimos que
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So

Sk R

Ty

Figura 7.13: f1([0,1])

hi(e2(Bj)) = {a}.

De lo anterior se cumplen las hipdtesis del Teorema 2.2.1, por tanto
E(f1,h1) contiene una dos celda. Como ¢ es un encaje G contiene una dos
celda, lo cual contradice que GG, es una dendrita.

Caso 2 Aj es del Tipo 3 y Ay, es del Tipo 7.

Notemos que p2(A;) # {so}, de lo contrario la componente de {a} x [0, 1]
que contiene al punto (a,b) es no degenerada, lo cual contradice nuestra
hipétesis.

Sea By C Aj un arco tal que g2(Bg) C 02(4;)

Sea (rk,s) € By tal que 1 > 1o v (rg, $) no es punto extremo de By.

Como By, es un arco existe una funcién continua e inyectiva 3 : [0,1] —
Ay, tal que B(0) = (ro, 50) y B(3) = (r&, ).

Definamos u = max{t € [0, 3] : f1(t) =ro} y v = min{t € [3,1] : B1(t) =
ro}. (Figura 7.14)

Veamos que f1(B1([u,v])) = {a}.

Sea r € 1([u,v]), entonces existe un punto ' € [0,1], tal que (r,t') €
B([u,v]), como Ba([u,v]) C 02(Bg) C 02(4;) existe un ' € [0,1], tal que
(r',t") € By, entonces f1(r) = hi(t') = f1(r').

Como f1(r) > a > fr'), entonces f1(r) = b. Concluimos que f1(81([u, v])) =
{a}.

Veamos que h (B2([u, v])) = {a}.
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S0

Figura 7.14: f1([0,1])

Sea t € [a([u,v]), existe un punto r € [0, 1], tal que (r,t) € B([u,v]),
entonces fi(r) = hi(t) como fi(r) = a, entonces hy(t) = a. Concluimos que
h1(B2([u, v])) = {a}.

De lo anterior se cumplen las hipotesis del Teorema 2.2.1, por tanto
E(f1,h1) contiene una dos celda. Como ¢ es un encaje Gy contiene una dos
celda, lo cual contradice que G}, es una dendrita.

Caso 3 A;j es del Tipo 4 y Ay, es del Tipo 7.
La prueba se hace de manera similar al Caso 2.

En cualquier caso obtenemmos una contradiccién concluimos entonces
que no existe un triodo simple con vértice (ro, sg), lo cual contradice que
(ro, S0) es punto de ramificacién de E(f1,h1).

La contradiccién nace se suponer que (a,b), (b,a) ¢ R(M). Por tanto
(a,b) € R(M) o (b,a) € R(M), asi el teorema queda demostrado. |

Corolario 7.2.7. Sea M C [0,1]?, tal que @_M es una dendrita con
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[R(lim M)| < oco. Supongamos que existen puntos x € R(lim M)y a € [0,1]
con 0 < a < 1, tales que x = (a,a,a,...). Entonces (a,a) € R(M).

Demostracion.
Caso particular del Teorema 7.2.6, cuando a = b. |

Corolario 7.2.8. Sea M C [0,1]?, tal que Ym M es una dendrita con
[R(lm M)| < oo. Supongamos que existen puntos x € lim M y a,b € [0,1]
con 0 < a<b<1 tales que x = (a,b,a,b,...). Entonces x € R(l&M), si
y sélo si (a,b) € R(M) o (b,a) € R(M).

Demostracion.

Si x € R(lim M), por el Teorema 7.2.8, tenemos que (a,b) € R(M) o
(b,a) € R(M).

Si (a,b) € R(M) o (b,a) € R(M), supongamos sin perdida de generali-
dad que (a,b) € R(M), por el Corolario triodofinitoM, tenemos que existe
y € R(@M), tal que 7, 1(y) = (a,b), entonces y = (b, a,b,a,b,a). Por la
Observacién 6.0.6 o(y) = x € R(@M) [ |

Corolario 7.2.9. Sea M C [0,1]?, tal que gn‘lM es una dendrita con
[R(}im M)| < co. Supongamos que existen puntos x € lim M y a € [0,1]
con 0 < a < 1, tales que x = (a,a,a,...). Entonces x € R(@M) si y s6lo
si (a,a) € R(M).

Demostracion.

Caso particular del Corolario 7.2.8, cuando a = b. |

7.3. Puntos de ramificacién del limite inverso, im-
plican puntos de orden al menos dos en M

En esta seccién probaremos que dado un punto x € I&M de la forma
(a,b,a,b,a,b...), con a € [0,1] y b € {0,1}, entonces (a,b) o (b,a) tienen
orden al menos dos.

Este resultado esta dividido en varios teoremas dependiendo de si a = b,
a#bol0<a<l.

Teorema 7.3.1. Sea M C [0,1]%, tal que Jim M es una dendrita con
[R(lm M)| < oo. Supongamos que existen puntos x € R(fim M) y a €
{0,1}, tales que x = (a,a,a,...). Entonces (a,a) tiene orden al menos dos.
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Demostracion.

Consideremos los siguientes casos:

Caso 1a=0.

Definamos 3 : M — [i, 1]?, para cada (r,s) € M como sigue §(r,s) =
(%7‘ + %, %r + %), tenemos que B es una funcién continua y biyectiva, por
tanto un homeomorfismo.

Definamos M’ = {(t,t) € [0,1]? : t € [0, 3]} U B(M). (Figura 7.15)

B

Figura 7.15: M’

Como M es un subconjunto cerrado de [0, 1]? y 3 es un homeomorfismo
B(M) es un subconjunto cerrado de [0,1]%, ademds {(t,t) € [0,3]* : t €
[0, i]} es un subconjunto cerrado de [0, 1], por tanto M’ es un subconjunto
cerrado de [0, 1]2.

Afimacién 1 @M’ es una dendrita con |R(1£M’)| < 0.
Prueba.

Definamos A = {y € @M’ ty1 = y; paratodoi € N, y; € [0,%]}.
Notemos que A C lﬁM " es un arco con puntos extremos (0,0,...) y
(3:%5---)-

Veamos que

lim M’ = A Ulim B(M).
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Como A C @M’ y B(M) C lgn_lM’ , tenemos que A U gn_lﬁ(M
H&M’.

Veamos ahora la otra contensién. Sea z € QII‘lM ', por definicién para
cada i € N, (241, 2) € M. Como M' = {(t,t) € [0,1]*: t € [0, 1]} U B(M)
y {(t,t) € 0,312 : t € [0, 3]} N B(M) = {(1, 1)}, entonces para cada i € N,
(zi+1,2) € {(t,t) € (0,312 : t € [0, 1]} o para cada i € N, (241, %) € B(M),
por tanto z € A o z € lim $(M)

Por tanto LM’ AU g__ﬁ

ComoAﬁLB (4,4,.. )} A es una arcoy@ﬁ( ) es ho-
meomorfo a lim M (una dendrita con |R(lim M)| < o0), concluimos que
fm M’ es una dendrita con [R(lim M’)| < co.0]

Como (0,0,...) € R(l&M), y B((0,0)) = (4, 1), entonces (3,1,...) €

Rl )

Por el Teorema 7.2.7, tenemos que el punto (3, 3) € R(M'). Como M’ =
{(t,t) €[0,1]* : t € [0, 1]} U B(M), tenemos que el punto (%, 1) tiene orden
11
al menos dos en 3(M), como 3 es un homeomorfismo y 3((0,0)) = (3, 1)

conluimos que (0, 0) tiene orden al menos dos en M.
Asi el caso 1 queda probado.

Caso 2 a = 1.

La prueba de este caso se hace de manera silimar a la prueba del Caso
1, definiendo 3 : M — [0, 3]?, para cada (r,s) € M como B(r,s) = (3r,2s),
yM/ {(t,t) € [3,1]?: te[ , 1]} U B(M).(Figura 7.16)

De los Casos 1 y 2 concluimos que (a, a) tiene orden al menos dos, asi el
teorema queda demostrado. |

Teorema 7.3.2. Sea M C [0,1]%, tal que &M es una dendrita con
[R(}im M)| < co. Supongamos que existen puntos x € R(lim M) y a,b €
{0,1}, a # b, tales que x = (a,b,a,b,a,...). Entonces(a,b) o (b,a) tienen
orden al menos dos.

Demostracion.
Consideremos los siguientes casos:

Caso1la=0yb=1.

Definamos 8 : M — [%, %]2, para cada (r,s) € M como sigue B(r,s) =
(%r + %, %s + i), tenemos que [ es una funcién continua y biyectiva, por
tanto un homeomorfismo.
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B

Figura 7.16: M’

Definamos M’ = {(t,1 —¢) € [0,3] x [2,1] : t € [0, 3]} U {(t,1 — 1) €
[3,1] x [0,1] : t € [3,1]} U B(M).(Figura 7.17)

Como M es unsubconjunto cerrado de [0,1]? y 8 es un homeomorfismo
B(M) es un subconjunto cerrado de [0, 1]%, ademds {(t,1—t) € [0, 3] x [2,1] :
te 0,4}y {(t,1—1t) €[3,1] x [0,%] : t € [2,1]} son subconjuntos cerrados
de [0,1]2, tenemos que M’ es un subconjunto cerrado de [0, 1].

Afimacién 1 @M’ es una dendrita con |R(1£M’)| < 0.
Prueba

Definamos A = {y € I'&M’ 1 €0,y B = {y € @M’ :

y1 € [2,1]}. Notemos que A,B C I’&M’ son arcos con puntos extre-

mos (0,1,0,1,...), (3,2,12 )y (1,1,0,1,...), (3,1,2,1,...) respec-
tivamente.
Veamos que

im M'= AUBUlim (M)

Como A,B C @M’yB(M) C lé’n_1M’ , tenemos que AUBU@B(M C
@M’.

Veamos ahora la otra contencién. Sea z € QIEM ', por definicién para
cada i € N, (2zj11,2;) € M'. Como M’ ={t1-t)e 0, x[31:¢te
[0,%]} U{(t,1—1) € [§,1] x[0,4] : t €[], ]} Uﬂ( ).y {(t,1 —1) €
[0,3] % [3,1] :t €0, 7]} N B(M) = {(%7%)} {t1-t) e[f1x0,7]:te
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M)

Figura 7.17: f1([0,1])

GBS0 = (G ) (1 -0 e DA B e o (-0 e
[, 1] < [0, 1] : ¢ 1]} = 0.

PortantozerzeBozELB

Por tanto LM’ A Ulim B(M

COIHOADLB (47474747" } BQLB % %7%7%"")}7
ANB, AB son una arcos y lim /3 (M) es homeomorfo a @M (una den-
drita con |R(lim M)| < oo), concluimos que lim M " es una dendrita con
R(lim M")| < 0.0

Como (0,1,0,1,...) € R(lim M,y 5((0,1)) = (4,2), entonces (3,
R(lim M)

Por el Teorema 7.2.6, tenemos que el punto (1,3) € R(M') o (3,1) €
R(M'). Entonces el punto (, 2) tiene orden al menos dos en 3(M) o el punto
tiene orden al menos dos en 5(M); como [ es un homeomorfismo y
1)) = (1,2), 8((1,0)) = (3, 1) concluimos que el punto (0, 1) o el punto
1,0) tienen orden al menos dos en M.

...)E

%\o:

(3 1)
(B((O
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Asi el caso 1 queda probado.

Caso2a=1yb=0.

Como x € R(lim M), por la Observacién 6.0.6 o(x) € R(lim M), como
o(x) es de la forma (b,a,b,a,b,...) y b =0, a = 1, concluimos del caso 1
que (0,1) o (1,0) tienen orden al menos dos.

De los Casos 1 y 2 concluimos que (0,1) o (1,0) tienen orden al menos
dos, asi el teorema queda demostrado. |

Teorema 7.3.3. Sea M C [0,1]?, tal que Ym M es una dendrita con
|R(lim M)| < oo. Supongamos que existen puntos x € R(lim M) y a €
[0,1], 0 <a < 1, b€ {0,1}, tales que x = (a,b,a,b,a,...). Entonces (a,b) o
(b,a) tienen orden al menos dos.

Demostracion.
Consideremos los siguientes casos:

Caso 1 b =0.

Como los puntos (0,a),(a,0) € M, tenemos que existe un tnico arco
L C M con puntos extremos (0,a) y (a,0), como los puntos (0,a), (a,0) €
772’1(73(@]\4)), entonces se satisfacen la hipétesis del Corolario 6.1.6, por
tanto L C [0, a)?.

Ademés como g1 (M) = [0,1] = p2(M) existen puntos ¢,d € [0,1] ta-
les que (¢,1),(1,d) € M. Por el Teorema 7.1.1, tenemos que M C ([0, a] x
[0,1]) U ([0, 1] x [0, a]), entonces ¢, d € [0, a).

Como los puntos (0,a), (¢, 1), (a,0),(d,1) € M, tenemos que existen ar-
cos unicos J, K C M con puntos extremos (0,a), (¢,1) y (a,0), (d,1), co-
mo los puntos (0,a),(a,0) € m1(R(lim M)), (c,1) € Mi(0,a) y (1,d) €
M;(a,0), entonces se satisfacen la hip6tesis del Teorema 6.1.9, por tanto
J C Mi(0,a) =([0,1] x [a,1))Nn M y K C Mi(a,0) = ([a,1] x [0,1]) N M.

Afirmacién 1

(L.a) LN J ={(0,a)},

(1.b) LN K = {(a,0)}.

Haremos la prueba de (1.a), la prueba de (1.b) se hace de manera similar.
Como (0,a) es un punto extremo de los arcos L y J, tenemos que

{(0,a)} c LN J.
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Para la otra contencién, supongamos que existe un punto (r,s) € LN .J,
tal que (r,s) # (0,a).

Sean L' ¢ L — {(0,a)} el arco con puntos extremos (r,s) y (¢,1) y
J" C J—{(0,a)} el arco con puntos extremos (r,s) y (0,a). Entonces L' U J’
contiene un arco A con puntos extremos (¢, 1) y (a,0) . Como 0 < a < 1, te-
nemos de la Observacién 6.1.4 que a € Int(p2(A)), entonces se satisfacen las
hipétesis del Teorema 6.1.3, por tanto el punto (0,a) € A, lo cual contradice
que ACL'UJ Cc (LUJ)—{(0,a)}.

La contradiccién nace de suponer existe un punto (r,s) € LN J, tal que
(r,s) # (0,a). Por tanto LN J = {(0,a)}.

De la Afirmacién 1 concluimos LU J y JU K son arcos y que los puntos
(0,a) y (a,0) no son puntos extremos de los arcos LU J y J U K, respecti-
vamente.

Por tanto (a,0) y (0,a) tienen orden al menos dos.

Caso 2 b=1.
La prueba se hace de manera similar al prueba del Caso 1.

De los Casos 1 y 2 concluimos que (a,b) y (b,a) tienen orden al menos
dos, asi el teorema queda demostrado. |
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Capitulo 8

Dendritas con un numero
finito de puntos de
ramificacion que son limites
inversos de subconjuntos
cerrados del cuadrado
unitario

Recordemos que M denota un subconjunto cerrado de [0,1]?, tal que
01(M) = [0,1] = p2(M). En este capitulo probaremos im M es una dendrita
con |R(lim M)| < oo siy sélo si existe un arco en A C lm M, tal que
R(l&M) C A y cada punto x € R(L&M) cumple que ord(x) = oc.

Los siguientes lemas los estaremos utilizando en lo que resta del capitulo,
para probar algunos resultados.

Lema 8.0.4. Sean M C [0, 1]?, tal que m M es una dendrita con ]R(@M)\ <
oo; x € R(lim M) y a,b € [0,1] con 0 < a < b < 1, tales que x =
(a,b,a,b,a,b...). Entonces cada arco A C lim M con un punto extremo

x, cumple que 71 (A) C [0,a] o w1 (A) C [a,1].

Demostracion.

Sia=0o0a=1, el resultado es inmediato.

Supongamos que 0 < a < 1y que por el contrario que existe un arco A C
lim M con un punto extremo x, tal que w1 (A)N[0, a] # 0y m(A)N[a,1] # 0,

197
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entonces existen puntos y,z € A, tales que y; < a < z1. Sea B C (A — {x})
el arco con puntos extremos y y z. Notemos que a € Int(7(B)).
Como x € R(lim M) por el Teorema 7.2.6,(a,b) € R(M) o (b,a) €

R(M). Por lo que analizaremos los siguientes casos.

Caso 1 (a,b) € R(M).

Como a € Int(m1(B)) y (a,b) € R(M) existe un triodo simple ' C M
con vértice (a,b), tal que p1(T") C m(B).

Por el Teorema 1.1.1, existe un arco B’ C B tal que 71 (B’) = m,+1((T)).

Notemos que el arco B’ y el triodo T satisfacen las hipétesis del Corolario
7.2, por tanto existe un triodo simple TV C lér_n_M , con vértice w, que cumple
las siguientes propiedades:

(i) o(T") c B/,

(ii) 7['271(T/) CTy

(111) 7T2’1(W) = (a, b)

Por (iii), tenemos que 71 (w) = a = m(x), por tanto por el Teorema
6.2.2, tenemos que w = o(x).

Por (i) o(w) € B’ C B, entonces o(c(x)) € B’ C B, como o(0(x)) = x,
entonces x € B lo cual contradice que B C (A — {x}).

Caso 2 (b,a) € R(M).

Notemos que existe J C M tal que p1(J) = m1(B) y b € Int(p2(J)). Por
el Teorema 4.4.2, existe un arco C C @M con las siguientes propiedades:

(iv) o(C) C B,

(V) 7T271(C) =J.

Entonces b € Int(m(C)), continuando de manera similar al Caso 1 ob-
tenemos que x € B lo cual contradice que B C (A — {x}).

En cualquier caso obtenemos una contradiccion. Por tanto cada arco
A C lim M con un punto extremo x, cumple que 71(A) C [0,a] o 71 (A) C
[a, 1]. [ |

Lema 8.0.5. Sean M C [0, 1]?, tal que lim M es una dendrita y |R(1&M)| <
oo; x € R(lim M) y a,b € [0,1] con 0 < a < b < 1, tales que x =
(a,b,a,b,a,b...). Supongamos que L C M es un arco con puntos extre-
mos (a,b) y (¢, d), tal que LﬂTrgJ(R(@M)) = {(a,b)}; entonces existe un
arco A C lér_n_M con las siguientes propiedades:

(1) A tiene puntos extremos o(x) ey = (¢,d,y3, Y4, - .. ),
(2) m21(A) = L,
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(3) ANR(m M) = {o(x)}.

Demostracion.

Sin perdida de generalidad supongamos que ¢ < a. Sea 'y € lér_n_M , tal
que 71(z) = 0, consideremos B C @M el arco con punto extremos x y
z. Por el Lema 8.0.4 tenemos que m1(B) C [0,a] o m(B) C [a,1], como
0,a € m1(B), entonces m1(B) = [0, a].

Por el Teorema 1.1.3, existe un arco B’ C B con un extremo x, tal que
m1(B’) = 01(J) y por el Teorema 4.4.2, existe un arco A’ C lim M con las
siguientes propiedades:

(i) A’ tiene un punto extremo o(x)

(11) 7T2’1(A/) =L.

Sea y € A’ con las sigueitnes propiedades

(i) 2, () = (e, d)

(iv) para cada punto w en el arco A con puntos extremos X y y, 7o 1(W) #
(c,d).

De la eleccién de del arco A se cumplen las propiedades (1) y (2). La
propiedad (3) se sigue de que LN ﬁg,l(R(l'&M)) = {(a,b)}. [

Lema 8.0.6. Sean M C [0, 1]?, tal que im M es una dendrita y ‘R(lél’l_lM)‘ <
oo; x € R(lim M) y a,b € [0,1] con 0 < a < b < 1, tales que x =
(a,b,a,b,a,b...). Dados arcos

(a) L, K C M con un punto extremo (a,b), tales que LN K = {(a,b)},

(b) A, B C lim M con un punto extremo X, tales que (AUB)NR(lim M) =
{x}.

Si existe n € N, tal que mp410(A) = L, mpp10(B) = K mpp10(A) #
{(a,b)} # mp41.0(B); entonces A N B = {x}.

Demostracion.

Supongamos por el contrario que ANB # {x}. Veremos que se cumplen
la hipétesis del Corolario 1.1.6 para obtener una contradiccion.

Por hipétesis tenemos que A y B tienen un punto extremo x, y estamos
suponiendo que A N B # {x}.

Nos falta ver que se cumple A G By B ¢ A.

Por hipétesis mp11,(A) # {(a,b)} # m41.,(B), entonces existen puntos
y € Ay z € B tales que 7rn+1,n(Y) - (a) b) # 7rn+1,n(z)'

Probaremos que y ¢ By z ¢ A. Como m,11,(y) # (a,b), Tht1.n(B) =
Ky LNK ={(a,b)}, entonces my41,n(y) & Tn+1,n(B), por tanto y ¢ B de
manera similar z ¢ A .
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Hemos probado que se satisfacen las hipdtesis del Teorema 1.1.6, por
tanto A U B contiene un triodo simple o una curva cerrada simple.

Como lim M es una dendrita, se cumple que A U B contiene un triodo
simple, entonces existe w € A UB, w # x, punto de ramificacién, lo cual
contradice que (A UB)N R(@M) = {x}.

La contradiccién nace de suponer que A NB # {x}. Por tanto ANB =
{x} y el lema queda probado. [ |

8.1. Orden de los puntos de ramificacién del limite
inverso

En esta seccién probaremos que si M es un subconjunto cerrado de [0, 1]2,
tal que lim M es una dendrita con |R(lim M)| < oo, entonces cada punto
X € R(@M) cumple que ord(x) = oc.

Teorema 8.1.1. Sean M C [0,1]?, tal que Ym M es una dendrita con
[R(lim M)| < oo; x € R(lim M) y a,b € [0,1] con 0 <a < b <1, tales que
x = (a,b,a,b,a,b...). Supongamos que la componente del punto (a,b) en
[({a} % [0,1]) U((0,1] x {6})] 1M y del punto (b, a) en [({b} x [0, 1]) U([0, 1] x
{b})] N M son degeneradas. Supongamos también que existen i € {1,3} y
arcos

(a) L C M;(a,b) con extremos (a,b) y (¢, d), tal que LNma,1 (R(Iim M)) =
{(a,0)},

(b) J C Mj(b,a) con un extremo (b,a), tal que J N w1 (R(Um M)) =
{(®,

a

a)} yconj=i-—1,

(¢) K C Mg(a,b) con un extremo (a,b), tal que K N wz,l(R(@M)) =
{( ),b)}7 KNL={(a,b)} y con k € {i —2(mod 4),i + 1(mod 4)}(Figura
8.1

(d) A C I&M con puntos extremos o(x) y (d,c,y3,y4,...), tal que
m1(A) =Ly ANR(lim M) = {o(x)}.

Entonces existe un arco B C lér_n_M con las siguientes propiedades:
(1) B tiene puntos extremos o(x) ey, con (a,b) # m21(y),
(2) 7T2 1( ) C K,

(3) 0?(B) C A,

(4) BN R(lim M) = {o(x)},

(5) ANB = {o(x)}.

Demostracion.
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i=1, j=4, k=2 =1, j=4, k=3 i=3,j=2 k=1 i=3, j=2, k=4

0<a<b<l
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Figura 8.1:
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Haremos la prueba para el caso en que a < b, i =1, j =i — 1(mod 4) =
4(mod 4), k =i+ 1(mod 4) = 2(mod 4) la prueba en cualquier otro caso se
hace de manera similar.

Notemos que b < 1, pues el arco L C Mj(a,b) y la componente del punto
(a,b) en [({a} x [0,1]) U ([0,1] x {b})] N M es degenerada.

Afirmacién 1 g2(L) N p1(J) es no degenerada.

Prueba.

Por hipétesis la componente del punto (a,b) en ([0,1] x {b}) N M y de
(b,a) en ({b} x [0,1]) N M son degeneradas, entonces L & ([0, 1] x {b}) N M
y J & ({b} x [0,1]) N M, por lo que g2(L) # {b} # 01(J).

Ademds como L C M;(a,b) = ([a, 1] x [b,1]) N M, entonces g2(L) C [b, 1]
y como J C My(b,a) = ([b,1] x [0,a]) N M, entonces o1(J) C [b,1].

Por tanto p2(L) N g1(J) es no degenerada.[]

Sea c € (b, 1], tal que p2(L) N p1(J) = [b,c]. Como [b,c] C p1(J) C [b, 1],
por el Teorema 1.1.3 existe J' C J un arco con puntos extremos (b,a) y
(¢, e), tal que o1(J") = [b, ¢].

Ademés por hip6tesis m21(A) = L, entonces p2(L) = m1(A), de donde
[b,c] C w1 (A) C [b, 1], entonces por el Teorema 1.1.3 existe un arco A’ C A
con puntos extremos o(x) y w = (¢, wa, ws, ..), tal que m1(A’) = [b, c].

Notemos que los arcos J' y A’ cumplen las hipétesis del Corolario 4.4.2,(4),
por tanto existe un arco C C @M con las siguientes propiedades:

(i) C tiene puntos extremos (a,b,x) =xy (e,w),

(ii) m1(C) = J,

(iii) o(C) = A,

Afirmacién 2 g;(K) N7 (C) es no degenerada.

Prueba.

Por hipétesis la componente del punto (b,a) en ([0,1] x {a}) N M es
degenerada, por lo que J' ¢ [0,1] x {a}, entonces go(J') # {a}, y por
(ii) obtenemos que m1(C) = J', entonces m1(B) = p2(J’) C [0,a] es no
degenerada.

Ademas por hipétesis la componente del punto (a,b) en {a} x ([0,1])NM
es degenerada, entonces K ¢ {a} x [0,1], entonces p1(K) # {a}. Ademds
como K C Ms(a,b), entonces o1(K) C [0, al.

Concluimos que 3 (K) N7 (C) es no degenerada.]

Sea d € [0,a), tal que g1(K) Nm(C) = [d,a] C [0,a]. Como [d,a] C
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01(K), por el Teorema 1.1.3 existe K’ C K un arco con puntos extremos
(a,b) y (d,t), tal que o1(K') = [d, a).

Ademds como [d,a] C m1(C), por el Teorema 1.1.3 existe un arco C' € C
con extremo x y z = (d, 29, 23, ..), tal que m1(C’) = [d,a] C [0, a].

Notemos que los arcos K’ y C’ cumplen las hipétesis del Teorema 4.4.2,
(4), por tanto existe un arco B C @M con las siguientes propiedades

(iv) B tiene puntos extremos (b,x) e y = (t,2),

(v) m2,1(B) = K',

(vi) o(B) = C.

Veamos que el arco B cumple las propiedades (1)-(5) del Teorema.

Por (iv), tenemos que B tiene puntos extremos (b, x) = o(x) e y, enton-
ces mp,1(y) = (d,t), y como (d,t) # (a,b) se cample la propiedad (1).

Como K’ C K y por (v) m1(B) = K’, entonces mp 1 (B) C K, por tanto
que se cumple la propiedad (2).

Ademds como C’ C C, entonces por (vi) o(B) C C y por (iii) o(C) =
A’ C A, por tanto 0?(B) C A, por tanto se cumple la propiedad (3).

De (3), tenemos que o%(B) C A y por hipétesis ANR(m M) = {o(x)},
por tanto BN R(L&M) = {o(x)} y (4) queda probado.

Probaremos finalmente que A N B = {o(x)}, para esto probaremos que
se cumplen las hipétesis del Lema 8.0.6.

Por hipdtesis tenemos que L es una arco con puntos extremos (a,b) y
(¢,d) y por construccién K’ C K es un arco con extremos (a,b) y (d,t),
ademds por hipétesis KNL = {(a,b)}, entonces K'NL = {(a,b)}; por tanto
se cumple la hipdtesis (a).

Por hipétesis A C ]én_lM es un arco con extremos o (x) y (d, ¢, y3, ya, . - . ),
tal que ANR(lim M) = {o(x)} y por construccién B es un arco con puntos
extremos o(x) e y = (t,d, 22,23,...), y por (4) BN R(@M} ={oc(x)};
por tanto se cumple (b).

Ademas por hipétesis m2 1(A) = L, m2.1((d, ¢, y3,Y4, . ..)) = (¢, d), enton-
ces o 1(A) # {(a,b)} y por contruccién mo 1 (B) = K’ y o 1((t,d, 22, 23,...)) =
(d,t), entonces ma1(A) # {(a,b)}.

De lo anterior se cumplen la hipétesis del Lema 8.0.6; por tanto ANB =
{o(x)} y (5) queda probado. [

Observacién 8.1.2. De manera similar obtenemos el mismo resultado para
cuando ¢ € {1,3}, j =i, k € {i,i+ 3(mod 4)} (Figura 8.2); i € {2,4}, j =
i+2(mod 4), k € {i,i+1(mod 4)} (Figura 8.3);i € {2,4}, j =i —1(mod 4),
ke {i—1(mod 4),i+ 2(mod 4)}(Figura 8.4).
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Teorema 8.1.3. Sean M C [0,1]?, tal que grgM es una dendrita con
R(lim M)| < oo; x € R(lm M) y a € [0,1] con 0 < a < 1, tales que
x = (a,a,a,...). Supongamos que la componente del punto (a,a) en [({a} x
[0,1]) U ([0,1] x {a})] N M es degenerada. Supongamos también que existen
ie{l,3}y

(a) un arco L C M;(a,a) con puntos extremos (a,a) y (u,v), tal que
L0 o (R(lim M) = {(a,0))

(b) con j € {i,i+3(mod 4)}, un arco J C Mj(a, a) con un punto extremo
(a,a), tal que J N 7['271(72'(@]\4)) ={(a,a)} y LN J = {(a,a)},

(¢) un arco A C lér_n_M con puntos extremos x y (v, u,¥ys,Yy4,... ), tal
que m1(A) = Ly ANR(Mm M) = {x}.

Entonces existe un arco B C @M con las siguientes propiedades:

(1) B tiene puntos extremos x e y, con (a,a) # m21(y),

(2) m,1(B) C J (Figura 8.5),

(3) o(B) C A,

(4) BOR(Jim M) = {x}

(5) ANB = {x}.

Demostracion.

Haremos la prueba para el caso en que i = 1, j = i + 3(mod 4) =
4(mod 4), la prueba en cualquier otro caso se hace de manera similar.

Notemos que a < 1, pues el arco L C Mj(a,a) = ([a,1] x [a,1]) N M
y la componente del punto (a,a) en [({a} x [0,1]) U ([0,1] x {a})] N M es
degenerada.

Afirmacién 1 g2(L) N p1(J) es no degenerada.

Prueba.

Por hipétesis L es un arco con un punto extremo (a,a) y la componente
del punto (a,a) en [({a} x [0,1])U(]0,1] x {a})]N M es degenerada, entonces
L. [0,1] % {a}, por lo que ga(Z) £ {a}.

Y por hipétesis J es un arco con un punto extremo (a,a) y la componente
del punto (a,a) en [({a} x [0,1])U(]0,1] x {a})]N M es degenerada, entonces
J & {a} x [0,1], por lo que o1(J) # {a}.

Ademés como L C M (a,a), entonces p2(L) C [a,1]y como J C My(a,a),
entonces o1(J) C [a, 1].

De lo anterior g2(L) M 01(J) es no degenerada.l

Sea d € [a, 1], tal que g2(L)No1(J) = [a,d]. Como [a,d] C 01(J) C [a, 1],
por el Teorema 1.1.3 existe J' C J un arco con puntos extremos (a,a) y
(d,c), tal que o1(J') = [a, d].
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i=1,j=1 k=1 i=1j=1 k=4 i=3,j=3 k=3 =3, j=3, k=2

0<a<b<l
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Figura 8.2:
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i=2,j=4, k=2  i=2,j=4, k=3 i=4,j=2 k=4 =4, j=2, k=1

0<a<b<l

Figura 8.3:
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i=2,j=1 k=1 i=2,j=1 k=4 i=4,j=3, k=3 i=4, j=3, k=2

0<a<b<l

Figura 8.4:
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i=1, j=1 0<a<l i=1, j=4

i=3, j=3 0<a<I

Figura 8.5:
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Ademas por hipétesis 71 (A) = L, entonces go(L) = m1(A), entonces
[a,d] C 71 (A) C [a,1] por el Teorema 1.1.3 existe un arco A’ C A con
puntos extremos x y w = (b, wa, ws, ..), tal que m (A’) = [a, d].

Notemos que los arcos J’ y A’ cumplen las hipé6tesis del Corolario 4.4.2,
(4), por tanto existe un arco B C @M con las siguientes propiedades:

(i) B tiene puntos extremos (a,x) =x e (¢,w) =y,

(i) mo,1(B) = J',

(iii) o(B) = A,

Veamos que el arco B cumple las propiedades (1)-(5) del teorema.

Por (i), tenemos que B tiene puntos extremos x e y = (¢, b, wa, ws ... ),
entonces my1(y) = (d,¢), y como (d, ¢) # (a,a) se cumple la propiedad (1).

Como J' C J y por (ii) m21(B) = J', entonces m1(B) C J, por tanto
que se cumple la propiedad (2).

Ademds como A" C A, entonces por (iii) o(B) C A, entonces 0(B) C A,
por tanto se cumple la propiedad (3).

De (3), tenemos que o(B) C A y por hipétesis A N R(lim M) = {x},
por tanto B N R(}m M) = {x} y (4) queda probado.

Probaremos finalmente que A N B = {x}, para esto probaremos que se
cumplen las hipétesis del Lema 8.0.6.

Por hip6tesis tenemos que L es una arco con puntos extremos (a,a) y
(u,v) y por construccién J' C J es un arco con extremos (a,a) y (d,c),
ademds por hipétesis LN J = {(a,a)}, entonces L N J = {(a,a)}; por tanto
se cumple la hipdtesis (a).

Por hipétesis A C lim M es un arco con puntos extremos de la forma
xy (v,u,y3,Y4,...), tal que AN R(@M) = {x} y por construccién B
es un arco con puntos extremos x e y = (¢,d,wa,ws,...), y por (4) BN
R(lim M) = {x}; por tanto se cumple (b).

Por hipétesis mp1(A) = L, m1((v,u,y3,Y4,...)) = (u,v), de donde
m21(A) # {(a,a)} y por construccién o 1 (B) = K"y w2 1((¢, d, wa, w3, ...)) =
(d, c), entonces w1 (A) # {(a,a)}.

De lo anterior se cumplen la hipdtesis del Lema 8.0.6; por tanto ANB =
{x} y (5) queda probado. [

Observacion 8.1.4. De manera similar obtenemos el mismo resultado para
cuando i € {2,4} y j € {i — 1,i+ 2(mod 4)} (Figura 8.6).
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i=2, j=1 0<a<I i=2, j=4

i=4, j=3 0<a<I i=4, j=2

Figura 8.6:

Lema 8.1.5. Sean M C [0, 1]?, tal que lim M es una dendrita y [R(lim M)| <
00; X € R(gn_lM) y a,b € [0,1] con 0 < a < b < 1, tales que x =
(a,b,a,b,a,b...). Supongamos que la componente del punto (a,b) en ({a} x
[0,1]) " M U ([0,1] x {b}) N M y del punto (b,a) en ({b} x [0,1]) N M U
([0,1] x {b}) N M son degeneradas. Supongamos también que existe un ar-
co A C lfm M con un punto extremo o(x), tal que m21(A) # {(b,a)} y
m32(A) # {(a,b)}. Entonces para cada k € N, k > 2 se cumplen las siguien-
tes propiedades:

(1) Si k es impar w41 5(A) # {(b,a)},

(2) Si & es par w1 4(A) £ {(a,5)).

Demostracion.

Si k = 3, probaremos que m43(A) # {(b,a)}.

Supongamos por el contrario que m43(A) = {(b,a)}, entonces m3(A) =
{b}, como m32(A) # {(a,b)}, entonces mp(A) # {b}, entonces la componen-
te de (a,b) en ({a} x [0,1]) N M es no degenerada, lo cual contradice que la
componente de (a,b) en ({a} x [0,1])NM U ([0, 1] x {b}) N M es degenerada.
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Por tanto 74 3(A) # {(b,a)}.

Si k = 4, probaremos que 75 4(A) # {(a,b)}.

Supongamos por el contrario que 75 4(A) = {(a,b)}, entonces m4(A) =
{b}, como 74 3(A) # {(b,a)}, entonces 75(A) # {a}, entonces la componente
de (b,a) en ({b} x [0,1]) " M es no degenerada, lo cual contradice que la
componente de (b,a) en ({b} x [0,1])NM U ([0,1] x {a}) N M es degenerada.
Por tanto 75 4(A) # {(a,b)}.

Siguiendo por induccién sobre k, obtenemos que el arco A cumple las
propiedades (1) y (2).

|

Corolario 8.1.6. Sean M C [0,1]%, tal que im M es una dendrita con
[R(m M)| < oo; x € R(lim M) y a € [0,1] con 0 < a < 1, tales que
x = (a,a,a,...). Supongamos que la componente del punto (a,a) en ({a} x
[0,1]) N M U ([0,1] x {a}) N M es degenerada. Supongamos también que
existe un arco A C lim M con un punto extremo o(x), tal que m2,1(A) #
{(a,a)} # m32(A). Entonces para cada k € N, k > 2, m, ,_1(A) # {(a,a)}.

Demostracion.
Caso particular del Lema 8.1.5 cuando a = b. |

Teorema 8.1.7. Sean M C [0,1]2, tal que fim M es una dendrita con
[R(im M)| < oo; x € R(lim M) y a € [0,1] con 0 < a < 1, tales que
x = (a,a,a,...). Supongamos que la componente del punto (a,a) en ({a} x
[0,1]) N M U ([0,1] x {a}) N M es degenerada. Supongamos también que
existen j € {1,3} y arcos J C Mj(a,a) y L C M;(a,a), con i € {j,j+ 1},
tales que (a,a) es punto extremo de L'y J, LN J = {(a,a)} (Figura8.7).
Entonces existe una sucesién de arcos {By }reny C L&M , con las siguientes
propiedades, para cada k,m € N:

(1) By tiene un punto extremo x,

(2) 7.1 (By) € J,

(3)Sik=1,0B;) CAysik>1, 0(B) CBg_1,

(4) para cada l € {1,2,...,k+ 1}, m11(Byg) # {(a,a)},

(5) Si k # m, B NB,, = {x}.

Demostracion.
Haremos la prueba para el caso en que j = 1 e ¢ = 2, la prueba en
cualquier otro caso se hace de manera similar.
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j=1, i=1 0<a<l j=1,i=2

j=3,i=3 0<a<l Jj=3,j=4

Figura 8.7:
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Notemos que a < 1, pues los arcos J C Mj(a,a), L C Ma(a,a) y la com-
ponente del punto (a,a) en ({a}x[0,1])NMU([0, 1] x {a})NM es degenerada.

Notemos que se satisfacen las hipotesis del Lema 8.0.6, por tanto existe
un arco A C I&M con las siguientes propiedades:

(i) A tiene un punto extremo X,

(11) 7T2’1(A) = L,

(iii) AN R(L&M) = {x}.

Construiremos por induccién sobre k la sucesién de arcos {By}ren C
Iim M, que satisfagan las propiedades (1)-(5).

Para k = 1, notemos que los arcos L,J C M y A C I&M satisfacen las
hipdtesis del Teorema 8.1.3, por tanto existe un arco By C lérg_M con las
siguientes propiedades:

(iv) By tiene puntos extremos x e y!, con (a,a) # w2 1(y!),

v) m1(B1) C J,
vi) o(B1) C A,

Veamos que se cumplen las propiedades (1)-(4) para k = 1.

Por (iv) B; tiene un punto extremo x, por lo que se cumple (1) para
k=1.

De (v) m21(B1) C J, por lo que se cumple (2) para k = 1.

De (vi) o(B1) C A, por lo que se cumple (3) para k = 1.

De (iv) B; tiene un punto extremo y', con (a,a) # m21(y'), entonces

m1(B1) # {a} y m2(B1) # {a}, por tanto m2,1(B1) # {(a,a)} y m32(B1) #
{(a,a,)}, asi que se cumple (4) para k = 1.

Para k = 2, definamos J; = ma1(B1), como (a,a) # m21(y'), entonces
mo(y!) # a, asf queJ; es no degenerado y o1(J1) C [a,1] es no degenerado.

Sea by € (a,1], tal que p1(J1) = [a,b1]. Como [a,bi] C 01(J1) C [a,1],
por el Teorema 1.1.3 existe J; C J; un arco con extremos (a,a) y (b1,c1),
tal que 01(J7) = [a, b1].

Ademés por definicién 71 (B1) = Ji, entonces g2(J1) = m1(B1), de don-
de [a,b1] C 71 (B1) C [a,1], entonces por el Teorema 1.1.3 existe un arco
B C B; con extremo x y w! = (b1, w2, w3, ..), tal que m(B}) = [a, b1].
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Notemos que los arcos Ji y B} cumplen las hipétesis del Corolario 4.4.2,
(4), por tanto existe un arco By C lﬁM con las siguientes propiedades:

(ix) By tiene puntos extremos (a,x) = x y (c1, w') = y?,
(x) m2,1(B2) = J,
(xi) 0(Bg) = B].

Veamos que el arco Bs cumple las propiedades (1)-(5).

De la propiedad (ix) By tiene un punto extremo (a,x) = x, por lo que
se cumple (1) para k = 2.

De la propiedad (x) mp1(B2) = Jj y como J; C J; C J, entonces se
cumple (2) para k = 2.

De la propiedad (xi) o(B2) = B} y como B} C By, entonces o(B2) C By
asi que se cumple (3) para k = 2.

Veamos que se cumple (4) para k = 2. De (ix) B; tiene un punto extremo
y?, con (a,a) # m1(y?), entonces m (Ba) # {a} y m(B2) # {a}, por
tanto w2 1(B2) # {(a,a)} y m32(B2) # {(a,a)}. Entonces se cumplen la
hipdtesis del Corolario 8.1.6, por tanto para cada k& € N, se cumple que
Tr+1,k(B2) # {(a,a)}. Por tanto se cumple (4) para k = 2.

Veamos que se cumple (5). De la propiedad (3), para k = 1 tenemos que
o(B1) C Ay por (ii) m21(A) = L, entonces m32(B1) C L.

De la propiedad (3), para k = 2, tenemos que o(Bg2) C By y por la
propiedad (2), para k =2 w2 1(A) C J, entonces m32(B1) C J.

Ademés de la propiedad (4), para k = 2, m32(B1) # {(a,a)} # m32(B2)
por lo que se cumplen las hip6tesis del Teorema 8.0.6. Por tanto B; N By =
{x} y se cumple la propiedad (5) para k = 2.

Supongamos que hemos construido arcos By, Bo, ..., B, que satisfacen
las propiedades (1)-(5).

Construiremos el arco Bj,41. Definamos J,, = m1(B,,), de la propiedad
(4) para el arco By, tenemos que m21(By) # {(a,a)}, y por hipétesis la
componente del punto (a,a) en ({a} x [0,1]) N M U (][0,1] x {a}) N M es
degenerada, entonces J,, ¢ {a} x [0, 1], por tanto {a} # 01(J,) C [a,1].

Sea by, € (a,1], tal que g1(J,) = [a,by). Como [a,b,] C 01(Jy), por el
Teorema 1.1.3 existe J| C J; un arco con extremos (a,a) y (by,cy,), tal que
o1(J5) = [a; bal.

Ademss por definicién m1(By,) = J, entonces p1(J1) = m1(By,), en-
tonces [a,b1] C m1(B,,) por el Teorema 1.1.3 existe un arco B, C B,, con
extremo x y w" = (b, we, w3, ..), tal que m1(B)) = [a, by].
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Notemos que los arcos J/, y B!, cumplen las hipétesis del Corolario 4.4.2,
(4), por tanto existe un arco B, 11 C &M con las siguientes propiedades:

(xii) Bj+1 tiene puntos extremos (a,x) = x y (¢n, w") = y",

(xiil) 721 (Bpy1) = J,,

(xiv) o(Bn4+1) = BY,.

Veamos que el arco B,,4; cumple las propiedades (1)-(5).

De la propiedad (xii) B4+1 tiene un punto extremo (a,x) = x, por lo
que se cumple (1) para k =n + 1.

De la propiedad (xiii) 72,1(Bpn41) = J;, y como J}, | C Jpy1 C J, enton-
ces se cumple (2) para k =n + 1.

La propiedad (xiv) 0(B,+1) = B!, y como B], C B, entonces 0(B,,11) C
B,,, por tanto se cumple (3) para k =n + 1.

Veamos que se cumple (4) para k = n + 1. De (xii) Bp4+1 tiene un
punto extremo y" ™!, con (a,a) # mo1(y™!), entonces w1 (Bni1) # {a} ¥
72(Bos1) £ {a}, por tanto 7o, (Bus1) £ {(a, @)} y 752 (Brs) £ {(@a,)}-
Entonces se cumplen la hipdtesis del Lema 8.1.6, por tanto para cada k € N,
se cumple que 741 k(Bnt1) # {(a,a)}. Por tanto se cumple (4) para k =
n+ 1.

Veamos que se cumple (5). Por hip6tesis de induccién tenemos que para
I,m € {1,2,...,n}, si I # m, entonces B; N B,, = {x}, por lo que falta
probar que para cada m € {1,2,...,n+ 1}, BiNB,, = {x}

De la propiedad (3), para kK = 1 tenemos que o(B1) C A y por (ii)
m2,1(A) = L, entonces m32(B1) C L.

De la propiedad (3), para ¢ = m tenemos que o(B,,) C B,,—1 y por la
propiedad (2), para k = m m1(Bm—1) C J, entonces m32(B,,) C J.

Ademaés de la propiedad (4), para k = m, m32(By,) # {(a,a)} # m32(B1)
por lo que se cumplen las hipétesis del Teorema 8.0.6. Por tanto B N B, =
{x} y se cumple la propiedad (5) para k =n + 1.

Concluimos que existe la sucesién de arcos {B;};eny C lim M, con las
propiedades deseadas. |

Corolario 8.1.8. Sean M C [0,1]?, tal que lén_lM es una dendrita con
[R(m M)| < oo; x € R(lim M) y a € [0,1] con 0 < a < 1, tales que
x = (a,a,a,...). Supongamos que la componente del punto (a,a) en ({a} x
[0,1]) N M U ([0,1] x {a}) N M es degenerada. Supongamos también que
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existen j € {1,3} y arcos J C Mj(a,a) y L C M;(a,a), con i € {j,j+ 1},
tales que (a,a) es punto extremo de L'y J, LNJ = {(a,a)} (Figura8.7).
Entonces ord(x) = oo

Teorema 8.1.9. Sean M C [0,1]?, tal que QIRM es una dendrita con
IR(lim M)| < oo; x € R(lim M) y a,b € [0,1] con 0 < a < b <1, tales que
x = (a,b,a,b,a,b...). Supongamos que la componente del punto (a,b) en
({a} x[0,1])N M U([0,1] x {b})N M y del punto (b,a) en ({b} x[0,1])N MU
([0,1] x {b}) N M son degeneradas. Supongamos también que existen arcos
L c M;(a,b), i € {1,2,3}, K C Ms(a,b), y J C My(b,a), tales que (a,b)
es punto extremo de L, K y (b,a) es punto extremo de J, LN K = {(a,b)}
(Figura 8.8). Entonces existen sucesiones de arcos {By}ren C Ym M,y
{Ck}ren C @M con las siguientes propiedades para cada k, m € N:
(1) By tiene un punto extremo o(x),
(2) Cy tiene un punto extremo x,
(3) m21(Bk) C K,

(4) m21(Cy) C J,

(5) Sik=1,0%By) CA,ysik>1,0(Bg) CCpy,

(6)Sik=1,0(Cr) CByysik>1, 0(Ck) C By,

(7) para cada | € {1,2,...,k + 1}, m41(Bg) # {(a,b)}, si [ es impar
{(b,a)} # m141(Bg), sil es par

(8) para cada [ € {1,2,...,k + 1}, m;41(Bg) # {(a,b)}, si | es par
{(b,;a)} # mi1+1(By), si | es impar

(9) Si k#m, ByNB,, ={0c(x)}.
(10) Si k # m, C, N C,, = {x}.

Demostracion.

Haremos la prueba para el caso en que ¢ = 1, la prueba en cualquier otro
caso se hace de manera similar.

Notemos que b < 1, pues los arcos J C Mj(a,b), L C Ms(a,b) y la com-
ponente del punto (a, b) en ({a} x[0, 1])NMU(]0, 1] x {b})NM es degenerada.

Notemos que se satisfacen las hipdtesis del Lema 8.0.6, por tanto existe
un arco A C L&M con las siguientes propiedades:

(i) A tiene un punto extremo o(x)

(11) 7T271(A) = L,

(iii) AN R(@M) = {(b,x)}.
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i=1, j=4, k=2 i=2, j=4, k=2 i=3, j=4, k=2

0<a<b<l

0<a=b<l

KLyl

Figura 8.8:
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Costruiremos inductivamente las sucesiones de arcos {B;};eny C QIEM ,
y {Ci}ien C lim M con las propiedades (1)-(10).

Para k = 1, notemos que los arcos L, J, K C My A C @M satisfacen
las hipétesis del Teorema 8.1.1, por tanto existe un arco By C gr_n'M con
las siguientes propiedades:

(iv) By tiene puntos extremos o(x) e y', con (a,b) # ma1(y'),

(v) m 1(Bl) C K,

(vi) o2(B1) C A,

(vii) By N R( LM ={o(x)},

(vil) AnNB; ={o(x)}.

Definamos K; = m21(B1), como (a,b) # m2.1(y'), entonces 1 (y!) # a,
entonces K es no degenerado y p2(K1) C [b, 1] es no degenerado.

Sea c1 € (b,1], tal que 1(K1) = [b,c1]. Como la componente del punto
(bya) en ({b} x [0,1])NM U([0,1] x {b}) N M es degenerada, J & {b} x [0, 1],
entonces p1(J) # {b}, sin perdida de genralidad supongamos que [b,c1] C
01(J) Como [b, 1] C 01(J), por el Teorema 1.1.3 existe J' C J un arco con
extremos (b,a) y (c1,d1), tal que o1(J") = [b, c1].

Ademés por definicién 7 1(B1) = K; entonces g2(K;) = m1(Bq), en-
tonces [b,c1] C m1(B1) por el Teorema 1.1.3 existe un arco B} € Bj con
extremo (b,x) y w! = (c1,ws, ws, ..), tal que 71(B}) = [b, c1].

Notemos que los arcos J{ y B} cumplen las hipétesis del Corolario 4.4.2,
(4), por tanto existe un arco C; C LM con las siguientes propiedadeS'
(ix) C; tiene puntos extremos (a,b,x) = x y (c1,z') = w' con (b,a) #
(wh),

(X) T2 1(01) J/,
(xi) o(C1) = By.

2,1

)

Veamos que los arcos By y C; cumplen las propiedades (1)-(8) para
k=1.

Por (iv) B; tiene un punto extremo (b, x), por lo que se cumple (1) para
k=1.

De la propiedad (ix) C; tiene un punto extremo (a,b,x) = x, por lo que
se cumple (2) para k = 1.

De (v) m,1(B1) C K, por lo que se cumple (3) para k = 1.

De la propiedad (x) m21(Cy1) = J' y como J' C J, entonces se cumple
(4) para k = 1.

De (vi) o(B1) C A, por lo que se cumple (5) para k = 1.
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De la propiedad (xi) 0(C;) = B y como B} C By, entonces o(C;) C By
asi que se cumple (6) para k = 1.

De (iv) Bj tiene un punto extremo y', con (b,a) # m21(y'), entonces
m(B1) £ {a} y m(B1) £ {b}, por tanto {(b,a)} £ w1 (B1) y {(a,)} #
m3,2(B1), asi que se cumple (7) para k = 1.

De (ix) C; tiene un punto extremo y?, con (a,b) # m21(y?), entonces
m1(C1) # {b} y m2(C1) # {a}, por tanto m2,1(C1) # {(a,0)} y m32(C1) #
{(b,a)}. Por tanto se cumple (8) para k = 1.

Para k = 2, definamos J; = m21(C1), como (b,a) # m2.1(y?), entonces
m2(y?) # a, entonces J; es no degenerado y 01(J1) C [0, a] es no degenerado.

Sea co € [0,a), tal que p1(J1) = [c2,a]. Como la componente del punto
(a,b) en ({a} x[0,1])NMU([0,1] x {b}) N M es degenerada, K & {a} x [0, 1],
entonces 91(K) # {a}, sin perdida de generalidad supongamos que [c2,a] C
01(K). Como [c2,a] C 01(K) C [0,a], por el Teorema 1.1.3 existe Ky C K
un arco con extremos (a,b) y (ca,ds2), tal que o1 (K2) = [c2,al.

Ademas por definicién 73 1(Cq) = J; entonces p2(J1) = m1(Cy), enton-
ces [c2,a] C m(Cy) C [0,a] por el Teorema 1.1.3 existe un arco C; C Cy
con extremo x y w? = (co, wa, w3, ..), tales que 71 (C}) = [c2, a).

Notemos que los arcos K7 y C} cumplen las hipétesis del Corolario 4.4.2,
(4), por tanto existe un arco By C gr_n_M con las siguientes propiedades:
(xii) B tiene puntos extremos (b, x) y (c2, w?) = y?, con (a, b) # m2.1(y?)
(Xlll) 7'['271(B2) = KQ,
(xiv) o(Bg) = C}.
De manera similar a la contruccién de C; existe un arco Co C MM
con las siguientes propiedades:
(XV) C, tiene puntos extremos (a,b,x) = x y (c3,w?) = 22, con (b,a) #
(2%)
(xvi) m2,1(C2) = Ja,
(xvii) 0(Csq) = B},

N

2,1

Veamos que los arcos By y Co cumplen las propiedades (1)-(10).

Por (xii) By tiene un punto extremo (b, x), por lo que se cumple (1) para
k=2

De la propiedad (xv) C; tiene un punto extremo (a, b, x) = x, por lo que
se cumple (2) para k = 2.

De (xiii) m91(B2) = K2, y K2 C K, entonces mp1(B2) C K por lo que
se cumple (3) para k = 2.
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De la propiedad (xvi) m21(C1) = J2 y como Jo C J, entonces se cumple
(4) para k = 2.

De (xiv) 0(By) = C), y C} C C; por lo que se cumple (5) para k = 2.

De la propiedad (xvii) o(Cg) = BY y como B, C By, entonces o(Cs) C
B, asi que se cumple (6) para k = 2.

De (xii) B; tiene un punto extremo y3, con (b,a) # m21(y>), entonces
m(Ba) # {a} y ma(Ba) # {b}, por tanto {(b,a)} # m21(B2) y {(a,b)} #
m3,2(B2). Entonces se cumplen la hipétesis del Lema 8.1.5, por tanto para
cada k € N, se cumple que si k es impar w41 5(B2) # {(a,b)} y si k es par
Trt1,6(B2) # {(b,a)}. Por tanto se cumple (7) para k = 2.

De (ix) Cz tiene un punto extremo y*, con (a,b) # m21(y*), entonces
m(C2) # {b} y m2(C2) # {a}, por tanto m3,1(Ca2) # {(a,b)} y m32(C2) #
{(b,a)}. Entonces se cumplen la hipé6tesis del Lema 8.1.5, por tanto para
cada k € N, se cumple que si k es impar ;11 5(C2) # {(b,a)} y si k es par
Tr+1,k(C2) # {(a,b)}. Por tanto se cumple (8) para k = 2.

Veamos que se cumple (9). De la propiedad (5), para k = 1 tenemos que
0?(B1) C A y por (ii) m2,1(A) = L, entonces 74 3(B1) C L.

De la propiedad (5), para k = 2, tenemos que o(Bg) C C;p y por la
propiedad (6), para k = 1 o¢(C;) C By, y por la propiedad (3) para k = 1,
m2,1(B1) C K, entonces m43(B2) C K.

Ademés de la propiedad (7), para k = 2, ms3(B1) # {(b,a)} # m43(B2)
por lo que se cumplen las hipotesis del Teorema 8.0.6. Por tanto B; N By =
{o(x)} y se cumple la propiedad (9) para k = 2.

Veamos que se cumple (10). De la propiedad (6) para k = 1 tenemos que
o(C1) C By, de la propiedad (5), para k = 1 tenemos que 02(B1) C Ay
por (ii) m21(A) = L, entonces m54(B;) C L.

De la propiedad (6) para k = 2 tenemos que 02(Cy) C 2By, de la
propiedad (5), para k = 2, tenemos que o(B2) C B; y por la propiedad (3),
para k =2 my1(B2) C K, entonces 75 4(B1) C K.

Ademés de la propiedad (8), para k = 2, 75 4(C1) # {(b,a)} # 75.4(C2)
por lo que se cumplen las hipotesis del Teorema 8.0.6. Por tanto C1 N Cs =
{x} y se cumple la propiedad (10) para k = 2.

Supongamos que hemos contruido arcos By, Cy, Bs, Co,..., B,, C,,
que satisfacen la propiedades (1)-(10).

Para k = n + 1, definamos J,, = m2,1(C,,), como (b,a) # w2 1(y"), en-
tonces ma(y™) # a, entonces J, es no degenerado y 01(J1) C [0,a] es no
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degenerado.

Sea cyn41) € [0,a), tal que 01(Jn) = [can+1), al. Como la componente
del punto (a,b) en ({a} x [0,1])NM U([0,1] x {b}) N M es degenerada, K &
{a} x [0, 1], entonces p1(K) # {a}, sin perdida de generalidad supongamos
que [cany1),a] C 01(K). Como [ey(m41),al C 01(K) C [0, al, por el Teorema
1.1.3 existe K41 C K un arco con extremos (a,b) y (Co(nt1); do(n+1)), tal
que 01(Kn+1) = [ca(ny1), al.

Ademés por definicién w3 1(C,,) = J,, entonces ga(J,) = m1(C,,), enton-
ces [ca(ns1),a] C m(Cp) C [0,a] por el Teorema 1.1.3 existe un arco C;, C
C,, con extremo X y w? = (Co(ng1), w2, w3, ..), tales que m(Cl) = [Ca(n+1)» al-

Notemos que los arcos K,, y C, cumplen las hipétesis del Corolario 4.4.2,
(4), por tanto existe un arco B,,11 C QIEM con las siguientes propiedades:

(xviii) By41 tiene puntos extremos (b, x) y (02(n+1),w2(n+1)) =yt

(xix) 721 (Bnt1) = Kny1,
() o(Bps1) = C,.

Definamos K41 = m2.1(Bnt1), como (a,b) # w21 (y" ), m(y"*!) # a,
entonces K11 es no degenerado y g2(K,+1) C [b, 1] es no degenerado.

Sea co(ni1)41 € (b, 1], tal que o1(Kpny1) = [b, cany1)41]- Como la compo-
nente del punto (b,a) en ({b} x [0,1])NM U([0,1] x {b}) N M es degenerada,
J & {b} x[0,1], entonces p1(J) # {b}, sin perdida de genralidad supongamos
que [b, co(ni1)41) C 01(J). Como [b, coq1)41] C 01(J) C [b, 1], por el Teore-
ma 1.1.3 existe J, 11 C J un arco con extremos (b, @) ¥ (Catn+1)+1> @2(nt1)+1)>
tal que o1(Jn +1) = [b, ca(nt1)41]-

Ademés por definicién 7 1 (B, 41) = Kp41 entonces p2(Kp11) = m1(Bpy1),
entonces [b, co(nt1y41] C T1(Bnt1) C [b,1] por el Teorema 1.1.3 existe un
arco B, C By1 con extremo (b,x) y w2+ tal que m1(Bl,) =

[b> 02(n+1)+1]-

Notemos que los arcos J), | y B, ., cumplen las hipétesis del Corola-
rio 4.4.2, (4), por tanto existe un arco C,41 C @M con las siguientes
propiedades:

(xxi) Cp41 tiene puntos extremos (a,b,x) = x y (¢, w2("+D+1) = gn+l
con (b,a) # ma1(z" 1),

(xxii) 2,1 (Crt1) = Jp i1,

(xxiil) 0(Cp41) = B, 41.

Y

Veamos que los arcos By,+1 y C,4+1 cumplen las propiedades (1)-(10).
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Por (xviii) By41 tiene un punto extremo (b,x) = o(x), por lo que se
cumple (1) para k =n+ 1.

De la propiedad (xxi) C,+1 tiene un punto extremo (a,b,x) = x, por lo
que se cumple (2) para k =n + 1.

De (xix) m2,1(Bnt+1) = Kny1, y Knp1 C K, entonces w1 (Bpy1) C K
por lo que se cumple (3) para k =n + 1.

De la propiedad (xxii) 72,1 (Cpy1) = J;,1 y como J), . C J, entonces se
cumple (4) para k =n+ 1.

De (xx) 0(Bp41) = C,, y C,, € C, por lo que se cumple (5) para
kE=n+1.

De la propiedad (xxiii) 0(Cp41) = B, y como B;,,; C By,41, entonces
0(Cpt1) C Bp41 asi que se cumple (6) para k = 2.

De (xviii) Bp41 tiene un punto extremo y™*!, con (b,a) # ma1(y
entonces m1(B11) # {a} y ma(Bnt1) # {b}, por tanto {(b,a)} # m21(Bpn+1)
y {(a,b)} # m32(Bp+1). Entonces se cumplen la hipdtesis del Lema 8.1.5, por
tanto para cada k € N, se cumple que si k es impar 741 x(Bnt1) # {(a,b)} y
si k es par mp416(Bnt1) # {(b,a)}. Por tanto se cumple (7) para k = n + 1.

De (xxi) C,41 tiene un punto extremo z"*1, con (a,b) # w1 (z" 1), en-
tonces m1 (Cpt1) # {b} y m2(Cpt1) # {a}, por tanto w1 (Cny1) # {(a,b)} y
73,.2(Cny1) # {(b,a)}. Entonces se cumplen la hipétesis del Lema 8.1.5, por
tanto para cada k € N, se cumple que si k es impar 7,11 x(Cpi1) # {(b,a)}
y si k es par mp415(Cnt1) # {(a,b)}. Por tanto se cumple (8) para k = 2.

n—i—l)’

Veamos que se cumple (9). Por hip6tesis de induccién tenemos que para
I,m € {1,2,...,n}, si | # m entonces B; N B,,, = {x}, por lo que falta
probar que para cada m € {2,...,n+ 1}, B N B, = {x}.

De la propiedad (5), para k = 1 tenemos que 0%(B1) C A y por (ii)
m2,1(A) = L, entonces m43(B1) C L.

De la propiedad (5) para k = m, tenemos que o(B,,) C C,,—1 y de la
propiedad (6) para k = m — 1, tenemos que o(C,, — 1) C B,,_1 y por la
propiedad (3), para k =m — 1 m1(By,—1) C K, entonces m43(B,,) C K.

Ademaés de la propiedad (7), para k = m, m43(B1) # {(b,a)} # m43(Bm)
por lo que se cumplen las hipétesis del Teorema 8.0.6. Por tanto BB, =
{o(x)} v se cumple la propiedad (9) para k =n + 1.

Veamos que se cumple (10). Por hipétesis de induccién tenemos que para
I,me{1,2,...,n},sil # mentonces C;NC,, = {x}, por lo que falta probar
que para cadam € {2,...,n+ 1}, C; N C,, = {x}.

De la propiedad (6) para k = 1 tenemos que o(C;) C By, de la propiedad
(5), para k = 1 tenemos que 0?(B1) C A y por (ii) ma1(A) = L, entonces
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7['574(01) C L.

De la propiedad (6) para k& = m tenemos que o(C,,) C B,,, de la
propiedad (5), para kK = m, tenemos que o(B,,) C B,,_1, de la propiedad
(6) para k = m — 1 tenemos que o(C,,—1) C By,—1 por la propiedad (3),
para k =m — 1 mp1(By—1) C K, entonces m54(C,,) C K.

Ademaés de la propiedad (8), para k = m, m5.4(C1) # {(b,a)} # 75.4(Cpp)
por lo que se cumplen las hipétesis del Teorema 8.0.6. Por tanto C;NC,, =
{x} y se cumple la propiedad (10) para k = 2.

Por tanto existen las sucesiones de arcos deseadas. [ |

Corolario 8.1.10. Sean M C [0,1]?, tal que im M es una dendrita con
[R(im M)| < oo; x € R(im M) y a,b € [0,1] con 0 < a < b <1, tales que
x = (a,b,a,b,a,b...). Supongmaos que la componente del punto (a,b) en
({a} x[0,1])N M U([0,1] x {b}) N M y del punto (b,a) en ({b} x [0,1])NM U
([0,1] x {b}) N M son degeneradas. Supongamos también que existen arcos
L C M;(a,b), i€ {1,2,3}, K C Ma(a,b), y J C My(b,a), tales que (a,b) es
punto extremo de L, K y (b,a) es punto extremo de J, L N K = {(a,b)}.
Entonces ord(x) = oo = ord(o(x)).

De manera similara Teorema 8.1.9 se prueba el siguiente teorema.

Teorema 8.1.11. Sean M C [0,1]%, tal que Jim M es una dendrita con
[R(m M)| < oo; x € R(im M) y a,b € [0,1] con 0 < a < b <1, tales que
x = (a,b,a,b,a,b...). Supongamos que la componente del punto (a,b) en
({a} x[0,1])NM U ([0,1] x {b})N M y del punto (b,a) en ({b} x [0,1])NM U
([0,1] x {b}) N M son degeneradas. Supongamos también que existen arcos
L C M;(b,a), i € {2,3,4}, K C My(a,b) y J C Ms(a,b), tales que (a,b)
((b,a)) es punto extremo de L, K y (a,b) es punto extremo de J, LN K =
{(a,b)} (Figura8.9). Entonces existen sucesiones de arcos {By }reny C m M,
Y {Ck}ren C lim M, que cumplan las propiedades (1)-(10) de 8.1.9.

Corolario 8.1.12. Sean M C [0,1]?, tal que @M es una dendrita con
[R(m M)| < oo; x € R(lim M) y a,b € [0,1] con 0 <a < b <1, tales que
x = (a,b,a,b,a,b...). Supongamos que la componente del punto (a,b) en
({a} x [0,1]) N M U ([0,1] x {b}) N M y del punto (b,a) en ({b} x [0,1]) N
M U (]0,1] x {b}) N M son degeneradas. Supongamos también que existen
arcos L C M;(b,a), i € {2,3,4}, K C My(a,b) y J C Mas(a,b), tales que
(a,b) ((b,a)) es punto extremo de L, K y (a,b) es punto extremo de J,
LN K ={(a,b)} (Figura8.9). Entonces ord(x) = co = ord(c(x)).
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i=2,j=2, k=4 i=3,j=2, k=4 i=4, j=2, k=4

0<a<b<l

a a a
O=a, b<l
N~
N
a=1, b<l ———L\
0=a, b=1

Figura 8.9:
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Teorema 8.1.13. Sean M C [0,1]?, tal que gn_lM es una dendrita con
[R(m M)| < oo; x € R(lim M) y a,b € [0,1] con 0 < a < b <1, tales que
x = (a,b,a,b,a,b...). Supongamos que la componente del punto (a,b) en
({a} x[0,1])NM U([0,1] x {b})N M y del punto (b,a) en ({b} x[0,1])NM U
([0,1] x{b})N M son degeneradas. Supongamos también que existe i € {1,3}
y arcos L C M;(a,b), K C M;(b,a), tales que (a,b) es punto extremo de Ly
(b,a) es punto extremo de K (Figura 8.10). Entonces existen sucesiones de
arcos {By }ren C I'&M, y {Ck}tren C Y&M, que cumplan las propiedades
(1)-(10) de 8.1.9.

Demostracion.

Haremos la prueba para el caso en que ¢ = 1, la prueba en cualquier otro
caso se hace de manera similar.

Notemos que b < 1, pues los arcos L C Mj(a,b), K C M;(b,a) y la com-
ponente del punto (a,b) en ({a} x[0,1])NMU([0, 1] x {b})NM es degenerada.

Notemos que se satisfacen las hipotesis del Lema 8.0.6, por tanto existe
un arco A C @M con las siguientes propiedades:

(i)A tiene un punto extremo o(x),

(11) 7T271(A) = L,

(iii) A ﬂR(QIEM) = {(b,x)}.

Definamos J C M el arco con puntos extremos (a,b) y (b,a).

Para k = 1, notemos que los arcos L, J, K C My A C @M satisfacen
las hipotesis del Teorema 8.1.1, por tanto existe un arco By C L&M con
las siguientes propiedades:

(iv) B; tiene puntos extremos (b,x) e y, con (b,a) # m2.1(y),

(v) 7T21(Bl) C K,

(vi) o(By) C A,

(vii) By N R(lim M) = {(b,x)},

(vil) AnB; = {(b,x)}.

Definamos K; = ma1(B1), como (b,a) # m21(y"), entonces 71 (y') # a,
entonces K es no degenerado y 02(K1) C [a,b] es no degenerado.

Sea c¢1 € (a,bl, tal que p1(K1) = [a,c1]. Como p1(J) = [a,b], entonces
[a,c1] C 01(J). Como [a,c1] C p1(J) C [a, 1], por el Teorema 1.1.3 existe
J' C J un arco con extremos (b,a) y (c1,d1), tal que o1(J") = [a, c1].

Ademas por definicién w5 1(B1) = K entonces p2(K7) = m1(B1), enton-
ces [b,c1] € m(B1) C [a, 1] por el Teorema 1.1.3 existe un arco B} C By
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i=1, k=1 i=3, k=3

0<a<b<l

0<b<a<l
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Figura 8.10:
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con extremo (b, x) y w! = (c1,ws, w3, ..), tal que 71(B}) = [b, c1].

Notemos que los arcos J{ y B} cumplen las hipétesis del Corolario 4.4.2,
(4), por tanto existe un arco C; C l&M con las siguientes propiedades:

(ix) C; tiene puntos extremos (a,b,x) =x y (c1, w!) = y?,

(x) m2,1(Cy1) = J,

(xi) o(Cy) = BY.

Veamos que los arcos B; y C; cumplen las propiedades (1)-(8) para
k=1.

Por (iv) B; tiene un punto extremo (b,x) = o(x), por lo que se cumple
(1) para k = 1.

De la propiedad (ix) C; tiene un punto extremo (a,b,x) = x, por lo que
se cumple (2) para k = 1.

De (v) m,1(B1) C K, por lo que se cumple (3) para k = 1.

De la propiedad (x) m2,1(Cyi) = J' y como J' C J, entonces se cumple
(4) para k = 1.

De (vi) o(B1) C A, por lo que se cumple (5) para k = 1.

De la propiedad (xi) o(C;) = B] y como B} C By, entonces o(C;) C By
asi que se cumple (6) para k = 1.

De (iv) B tiene un punto extremo y!, con (b,a) # m21(y'), entonces
m(B1) # {a} y m2(B1) # {b}, por tanto {(b,a)} # m21(B1) y {(a,b)} #
m3,2(B1), asi que se cumple (7) para k = 1.

De (ix) C; tiene un punto extremo y?, con (a,b) # m1(y?), entonces
m1(C1) # {b} y m2(C1) # {a}, por tanto m21(C1) # {(a,b)} y m32(C1) #
{(b,a)} asi se cumple (8) para k = 1.

Para k = 2, definamos J; = m21(C1), como (b,a) # m2.1(y?), entonces
m2(y?) # a, entonces J; es no degenerado y 01(J1) C [a,b] es no degenerado.

Sea ¢y € (a,b], tal que p1(J1) = [a,c2]. Como p1(J) = [a,b], [a,c2] C
01(J). Como [a,co] C 01(J) C [a,1], por el Teorema 1.1.3 existe Jo C J un
arco con extremos (a,b) y (c2,dz), tal que o1(J2) = [c2,al.

Ademas por definicién 73 1(Cq) = J; entonces p2(J1) = m1(Cy), enton-
ces [a,c2] C m(Cy) C [a, 1] por el Teorema 1.1.3 existe un arco Cj C Cy
con extremo x y w? = (co, wa, w3, ..), tal que 71 (C}) = [c2, a).

Notemos que los arcos Jo y C} cumplen las hipétesis del Corolario 4.4.2,
(4), por tanto existe un arco By C lél’I_lM con las siguientes propiedades:

(xii) By tiene puntos extremos (b,x) y (c1,w?) = y3,
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(xii) m21(B2) = Ko,
(xiv) o(B2) = C/.

De manera similar a la construccién de C; existe un arco Co C @M
con las siguientes propiedades:

(xv) Cs tiene puntos extremos (a,b,x) = x y (¢, w?) = y*,

(xvi) m21(C2) = Jo,

(xvii) 0(Cs) = B),.

Veamos que los arcos By y Cy cumplen las propiedades (1)-(10).

Por (xii) By tiene un punto extremo (b, x), por lo que se cumple (1) para
k=2.

De la propiedad (xv) Cj tiene un punto extremo (a, b, x) = x, por lo que
se cumple (2) para k = 2.

De (xiii) m2,1(B2) = Ka, y K2 C K, entonces m21(B2) C K3 por lo que
se cumple (3) para k = 2.

De la propiedad (xvi) m21(Cq) = J2 y como Jo C J, entonces se cumple
(4) para k = 2.

De (xiv) 0(B3) = C), y C| C C; por lo que se cumple (5) para k = 2.

De la propiedad (xvii) 0(Cs) = B} y como B, C By, entonces o(Cs) C
B asi que se cumple (6) para k = 2.

De (xii) By tiene un punto extremo y3, con (b,a) # m21(y>), entonces
m(B2) # {a} y m2(B2) # {b}, por tanto {(b,a)} # m21(B2) y {(a,b)} #
73,2(B2). Entonces se cumplen la hipétesis del Lema 8.1.5, por tanto para
cada k € N, se cumple que si k es impar 741 5(B2) # {(a,b)} y si k es par
Tr+1,k(B2) # {(b,a)}. Por tanto se cumple (7) para k = 2.

De (ix) Cz tiene un punto extremo y*, con (a,b) # m21(y*), entonces
m(C2) # {b} y m2(C2) # {a}, por tanto m3,1(C2) # {(a,b)} y m32(C2) #
{(b,a)}. Entonces se cumplen la hipétesis del Lema 8.1.5, por tanto para
cada k € N, se cumple que si k es par 141 5(C2) # {(a,b)} y si k es impar
Tr+1,k(C2) # {(b,a)}. Por tanto se cumple (8) para k = 2.

Veamos que se cumple (9). De la propiedad (5), para k = 1 tenemos que
0?(B1) C A y por (ii) m2,1(A) = L, entonces 74 3(B1) C L.

De la propiedad (5), para k = 2, tenemos que oc(Bg2) C B; y por la
propiedad (3), para k =2 m1(B2) C K, entonces m43(B1) C K.

Ademss de la propiedad (4), para k = 2, m43(B1) # {(b,a)} # m43(B2)
por lo que se cumplen las hipotesis del Teorema 8.0.6. Por tanto By N By =
{(b,x)} y se cumple la propiedad (9) para k = 2.

Veamos que se cumple (10). De la propiedad (6) para k = 1 tenemos que
o(C1) C By, de la propiedad (5), para k = 1 tenemos que 02(B1) C Ay
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por (ii) m21(A) = L, entonces 75 4(B1) C L.

De la propiedad (6) para k = 2 tenemos que 02(Csy) C 2By, de la
propiedad (5), para k = 2, tenemos que o(B2) C B y por la propiedad (3),
para k =2 my1(B2) C K, entonces 75 4(B;) C K.

Ademss de la propiedad (7), para k = 2, 75 4(C1) # {(b,a)} # 754(C2)
por lo que se cumplen las hipé6tesis del Teorema 8.0.6. Por tanto C; N Cq =
{x} y se cumple la propiedad (j) para k = 2.

Siguiendo inductivamente contruimos los arcos deseados. |

Corolario 8.1.14. Sean M C [0,1]?, tal que @M es una dendrita con
[R(lm M)| < oo; x € R(lim M) y a,b € [0,1] con 0 <a < b <1, tales que
x = (a,b,a,b,a,b...).Supongamso que la componente del punto (a,b) en
({a} x[0,1])NM U ([0,1] x {b})N M y del punto (b,a) en ({b} x [0,1])NM U
([0,1] x{b})N M son degeneradas. Supongamos también que existe i € {1, 3}
y arcos L C M;(a,b), K C M;(b,a), tales que (a,b) es punto extremo de L
y (b,a) es punto extremo de K (Figura 8.10). Entonces ord(x) = oo =
ord(o(x)).

Teorema 8.1.15. Sean M C [0,1]?, tal que QH‘lM es una dendrita con
[R(im M)| < oo; x € R(lim M) y a,b € [0,1] con 0 < a < b <1, tales que
x = (a,b,a,b,a,b...). Supongamos que la componente del punto (a,b) en
([0,1] x {b})N M o del punto (b,a) en ([0, 1] x {b})N M es no degenerada. En-
tonces existen sucesiones de arcos {By }ren C @M, y {Cpr}ren C lé'rgM,
con las siguientes propiedades propiedades:

(1) B; tiene un punto extremo x,

(2) C; tiene un punto extremo o(x),

(3) Sik#1,BrNB; = {X}

(4)Sik#1, C,NC; ={o(x)}.

Demostracion.

Haremos la prueba para el caso en que la componente del punto (a, b) en
([0,1] x {b})N M es degenerada, la prueba para el caso en que la componente
del punto (b, a) en ([0, 1] x {a})N M es degenerada se hace de manera similar.

Como la componente del punto (a,b) en ([0,1] x {b}) N M es degenerada
existe un punto ¢ € [0, 1], tal que ac x {b} C M.

Sea L = ac x {b}, notemos que se satisfacen las hipdtesis del Lema 8.0.6,
por tanto existe un arco A C légl_M con las siguientes propiedades:

(i) los puntos extremos de A son de la forma x e (¢,b,y3,y4,...) =,

(i) 2,1 (A) = L,
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(i) ANR(m M) = {x}.
Definamos para cada ¢ € N, B;, C; C @M como siguen:

B, ={z < [0,1] : z = (m(x),w),w € A}

C,={z€[0,1]:2 = (m_1(0(x)),w),w € A}.

Notemos que la funciones 6% : B; - A y 0%~ : C; — A, son homeo-
morfismos, por tanto B; y C; son arcos.

Probaremos las propiedades (1) y (3) para cada i € N, las propiedades
(2) vy (4) para cada i € N, se prueban de manera similar.

De la defincién de B;, tenemos que los puntos extremos de B;, son
(m2i(x),x) = x y (m24(x),y), por tanto B; tiene un punto extremo x y
se cumple (1).

Veamos que si k # [, By N B; = {x}. Supongamos sin perdida de gene-
ralidad que k < {

Supongamos por el contrario que B;NBy, # {x}. Veremos que se cumplen
la hipétesis del Corolario 1.1.6 para obtener una contradiccién.

Por (1) B; y Bj tienen un punto extremo x y estamos suponiendo que
ANB # {x}.

Nos falta ver que se cumple B; & By v By & By.

Probaremos que (m(x),y) ¢ Br y (m2x(x),y) ¢ Bu.

Como mop4+1(mak(x),y) = ¢ # a y mor+1(Bi) = a, entonces (max(x),y) ¢
B;.

Si (m9(x),y) € Bg, como x € By y im M es una dendrita, entonces
B; C By, entonces existe un arco A’ C A y j € N, tales que 7 ;(A’) =
{m1;(x)} y w1 (A) # {7 (x)}

Entonces
C= {Z S [0, 1]00 1 Z = (zl,ﬂmj(x),w),w €A 2z € 7['j+1(A/)}

es una dos celda contenida en @M . Lo cual contradice que dim(h’&M )=
1, por tanto (mo(x),y) ¢ By.

Hemos probado que se satisfacen las hipdtesis del Teorema 1.1.6, por
tanto B; U By contiene un triodo simple o una curva cerrada simple, como
im M es una dendrita B; U By contiene un triodo simple, entonces existe
w € B; UBg, w # x, punto de ramificacion.

Como m1(w) = 7(x), por el Teorema 6.2.2, tenemos que w = x lo cual
contradice que w # Xx.
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La contradiccién nace de suponer que B;NBy # {x}. Por tanto B;NBy #
{x} v (3) queda probado.
[ |

Corolario 8.1.16. Sean M C [0,1]?, tal que im M es una dendrita con
[R(im M)| < oo; x € R(im M) y a,b € [0,1] con 0 < a < b <1, tales que
x = (a,b,a,b,a,b...). Supongamos que la componente del punto (a,b) en
([0,1] x {b}) N M o del punto (b,a) en (]0,1] x {b}) N M es no degenerada.
Entonces el ord(x) = co = ord(o(x)).

Teorema 8.1.17. Sean M C [0,1]%, tal que fim M es una dendrita con
[R(im M)| < oo; x € R(lim M) y a,b € [0,1] con 0 < a < b <1, tales que
x = (a,b,a,b,a,b...). Supongamos la componente del punto (a, b) en ({a} x
[0,1])N M o del punto (b, a) en ({b} x [0,1]) N M es no degenerada. Entonces
existen sucesiones de arcos {By}reny C Ym M,y {Cl}ren C Ym M, con las
siguientes propiedades propiedades:

(1) B; tiene un punto extremo x,
(2) C; tiene un punto extremo o(x),
(3) Sik#1l, ByNB; = {X}
(4) Sik#1, C.NC; = {U(X)}

Demostracion.

Haremos la preuba para el caso en que la componente del punto (a, b) en
({a} x[0,1])N M es degenerada, la prueba para el caso en que la componente
del punto (b,a) en ({b} x[0,1])NM es degenerada se hace de manera similar.

Como la componente del punto (a,b) en ({a} x [0,1]) N M es degenerada
existe un punto ¢ € [0, 1], tal que {a} x bc C M.

Definamos C; = {z € [0,1]® : z = (¢,x),t € bc}

Por definicién C; es un arco con puntos extremos (b, x) = o(x) y (¢, %),
por lo que se cumple (3) para k = 1.

Ademiés 71(Cy) = be, como M es una dendrita tal que g1(M) = [0, 1]
y (b,a) € M, existe un arco J; con puntos extremos (b,a) y (¢, di) tal que
01(J) = bc.

Notemos que los arcos J; y Cq cumplen las hipdtesis del Corolario 4.4.2,
(4), por tanto existe un arco By C @M con las siguientes propiedades:

(i) By tiene puntos extremos (a,0(x)) = x y (d1, ¢, x) = y',

(ii) m2,1(B1) = J1,

(111) O'(Bl) = Cl.
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Como J; tiene un punto extremo (b, a), entonces existe un punto cy €
[0,1] — {b}, tal que p2(J1) =@, ¢1 y como 7w 1(B1) = Ji, entonces 7 (B;) =
a, .

como M es una dendrita tal que o;(M) = [0,1] y (a,b) € M, existe
un arco Jy con puntos extremos (a,b) y (c2,d2) tal que gi1(J) = acz y
JaN ({a} x be) ={(a,b)}.

Notemos que los arcos J2 y B cumplen las hipotesis del Corolario 4.4.2,
(4), por tanto existe un arco Co C QIEM con las siguientes propiedades:

(iv) Cs tiene puntos extremos (b, x) = o(x) y y?,

(v) m21(C2) = Ja,

(vi) 0(C2) = By.

Veamos que C; N Cq = {o(x)}.

Sin perdida de genralidad podemos suponer que (C;UC3) ﬁR(gniM )=
fo(o}. B

Como o(x) es punto extremo de C; y de Co, y m2,1(C1) = ({a} X be),
m,1(C2) = Ja, JaN ({a} x be) = {(a,0)} y m2,1(C1) # {(a,0)} # m21(C2);
entonces C; N Cy = {o(x)}.

Siguiendo con este proceso, construimos los arcos deseados. ]

Corolario 8.1.18. Sean M C [0,1]?, tal que Ym M es una dendrita con
IR(lim M)| < o0; x € R(lim M) y a,b € [0,1] con 0 <a < b <1, tales que
x = (a,b,a,b,a,b...). Supongamos que la componente del punto (a,b) en
({a} x [0,1]) " M o del punto (b,a) en ({b} x [0,1]) N M es no degenerada.
Entonces el ord(x) = oo = ord(o(x)).

Teorema 8.1.19. Sean M un subconjunto cerrado de [0,1]%, a € [0,1],
x € R(lim M), tales que lim M es una dendrita con [R(lim M)| < oo,
x = (a,a,a,...). Entonces el ord(x) = oco.

Demostracion.
Vamos a hacer la prueba para el caso en que a < 1, la prueba en el ca-
so en que a > 0 se hace de manera similar. Analizaremos los siguientes casos.

Caso 1 La componente del punto (a,a) en ({a} x [0,1]) N M U ([0, 1] x
{a}) N M es degenerada.

Por los Teoremas 7.2.6 y 7.3.1 tenemos que el ordy((a,a)) > 2.

Vamos analisar los siguietnes subcasos.
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Caso 1.1. Existen i € {1,2,3,4} y arcos L,J C M;(a,a), tales que
LnJ={(a,a)}.

- Sii € {1,3}, el resultado es inmediato del Corolario 8.1.8.

- Sii € {2,4}, vamos a hacer la prueba para el caso en que i = 2, la
prueba en el caso ¢ = 4 se hace de manera similar.

Como L, J C Ms(a,a), entonces a > 0.

Como p1(M) = [0,1] = p2(M), existen puntos (1,b),(¢,0) € M. Sean
Ji,JJo C M, los arcos con puntos extremos (1,b), (a,a) y (a,a) (c,0), res-
pectivamente.

- Si Ji C Mi(a,a) el resultado es inmediato del Corolario 8.1.8.

- Si J1 C My(a,a) o Jo C My(a,a) el resultado inmediato del Corolario
8.1.12.

-SiJy C Ms(a,a)y Ji C Mi(a,a) el resultado es inmediato del Corolario
8.1.8.

-Si Jo C Ms(a,a)y J1 C My(a,a) el resultado es inmediato del Corola-
rio 8.1.12.

Caso 1.2. Existen 4,5 € {1,2,3,4}, i # j y arcos L C M;(a,a), J C
M;(a,a), tales que LN J = {(a,a)}.

Tenemos los siguientes subcasos:

Caso 1.2.1 j =i + 1(mod4).

-Si i € {1,3} el resultado es inmediato del Corolario 8.1.8.

-Si i € {2,4}. Vamos a hacer el caso en que i = 2 el caso en que i = 4 se
hace de manera similar.

Como g1 (M) = [0, 1] = 02(M), existe un punto (1,b) € M. Sean J; C M,
los arcos con puntos extremos (1,b), (a,a).

*Si Ji1 C Mi(a,a) el resultado es inmediato del Corolario 8.1.10.

* 81 J1 C My(a,a) el resultado es inmediato del Corolario 8.1.8.

el resultado es inmediato del Corolario 8.1.8.

Si j =i+ 2(mod4) el resultado se sigue del Teorema 8.1.10

De los Casos 1.1 y 1.2 terminamos la prueba del Caso 1.

Caso 1.2.2 j =i+ 2(mod4).

-Sii € 1,3 Como 91 (M) = [0,1] = p2(M), existe un punto (¢,0) € M.
Sean J; C M, el arco con puntos extremos (¢, 0), (a,a).

*Si Jp C M3(a,a) el resultado es inmediato del Corolario 8.1.8.

*Si J; C My(a,a) el resultado es inmediato del Corolario 8.1.10.

-Sii € 2,4 Como g1(M) = [0,1] = p2(M), existe un punto (c,1) € M.
Sean Ji C M, el arco con puntos extremos (¢, 1), (a,a).
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* 81 J1 C Ms(a,a) el resultado es inmediato del Corolario 8.1.10.
*Si J1 C Mi(a,a) el resultado es inmediato del Corolario 8.1.8.

Caso 2 La componente del punto (a,a) en ({a} x [0,1]) N M o la com-
ponente del punto (a,a) en ([0, 1] x {a}) N M es no degenerada.

- Si la componente del punto (a,a) en ({a} x[0,1])NM es no degenerada,
el resultado es inmediato del Corolario 8.1.16.

- Si la componente del punto (a, a) en ([0, 1] x {a})N M es no degenerada
el resultado es inmediato del Corolario 8.1.18. |

Teorema 8.1.20. Sean M C [0,1]?, tal que lggM es una dendrita con
IR(lim M)| < oo; x € R(lim M) y a,b € [0,1] con 0 < a < b <1, tales que
x = (a,b,a,b,a,b...). Entonces el ord(x) = oo = ord((b, x)).

Demostracion. Vamos a hacer la prueba para el caso en que b < 1, la
prueba en que a > 0 se hace de manera similar. Analizaremos los siguientes
casos.

Caso 1 La componente del punto (a, b) en ({a} x [0, 1])NMU([0, 1]x{b})N
M y la componente del punto (b, a) en ({b} x [0,1])N M U ([0, 1] x {b}) N M
son degeneradas.

Por los Teoremas 7.2.6 y 7.3.2 tenemos que el ordys((a, b)), ordp((b,a)) >
2.

Vamos a analizar los siguientes subcasos.

Caso 1.1. Existen i € {1,2,3,4} y arcos L,J C M;(a,b), tales que
LnJ={(a,b)}.

Sii={2,4} el resultado es inmediato de del Corolario 8.1.12.

Si ¢ = {1,3}. Vamos a hacer la prueba para el caso en que i = 1, la
prueba para el caso en que i = 3 se hace de manera similar.

Como ¢1(M) = [0,1] = p2(M), existen puntos (0,b),(1,¢) € M. Sean
J1, J2 C M, los arcos con puntos extremos (0,b), (a,b) y (b,a) (1,c), respec-
tivamente.

-SiJy € Mi(a,b) y Jo C My(b,a) el resultado es inmediato del Corolario
8.1.10.

-SiJy € My(a,b)y Jo C Mi(b,a) el resultado es inmediato del Corolario
8.1.14.

-SiJy € Ms(a,b)y Jo C My(b,a) el resultado es inmediato del Corolario
8.1.12.
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-SiJy € Ms(a,b)y Jo C Mi(b,a) el resultado es inmediato del Corolario
8.1.12.

Caso 1.2. Existen 4,5 € {1,2,3,4}, i # j y arcos L C M;(a,b), J C
M;(a,b), tales que LN J = {(a,b)}.

Tenemos los siguientes subcasos:

Caso 1.2.1 j =i+ 1(mod4).

-Si i € {1,2,3} el resultado es inmediato del Corolario 8.1.12.

-Sii e {4}.

Como p1(M) = [0,1] = p2(M), existe un punto (1,¢) € M. Sea J; C M,
el arco con puntos extremos (1,¢), (b,a).

*S8i Ji1 C Mi(b,a) el resultado es inmediato del Corolario 8.1.14.

*Si Ji € My(a,a); como p1(M) = [0,1] = p2(M), existe un punto
(0,d) € M. Sea Jo C M, el arco con puntos extremos (0,d), (a,b).

+ Si Jo C Ms(a,b) el resultado es inmediato del Corolario 8.1.12.

+ Si Jo C M3(a,b) el resultado es inmediato del Corolario 8.1.12.

Caso 1.2.2 j =i+ 2(mod4).
El resultado es inmediato del Corolario 8.1.12.

Caso 2 La componente del punto (a,b) en ({a} x [0,1]) N M o la com-
ponente del punto (a,a) en ([0,1] x {b}) N M es no degenerada.

- Si la componente del punto (a, b) en ({a} x[0,1])N M es no degenerada,
el resultado es inmediato del Corolario 8.1.16.

- Si la componente del punto (a,b) en ([0,1] x {b})N M es no degenerada
el resultado es inmediato del Corolario 8.1.18. |

8.2. Arcos que contienen a los puntos de ramifica-
cién del limite inverso

En esta seccién probaremos que si M es un subconjunto cerrado de [0, 1]2,
tal que }fm M es una dendrita con R (lim M )| < oo, entonces existe un arco
en lim M, tal que R(lim M) C A.

Teorema 8.2.1. Sean M C [0,1]?, tal que QII‘lM es una dendrita con
[R(m M)| < oo; x,z € R(fm M) y a,b € [0,1] con a < b, tales que
x = (a,a,a,...)yz=(bb,b,...). Para cada k € N existe un arco Ay C Gy,
con las siguientes propiedades:
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(1) Ay, tiene puntos extremos my j41(X) y 71 k+1(2)
(2) paracada i € {1,2...,k+ 1}, mi(Ax) = [a, b].

Demostracion.

Definamos L C M el arco con puntos extremos (a,a) y (b,b). Por el
Teorema 6.1.5 L C [a,b] X [a,b].

Probaremos la existencia de los arcos por induccién sobre k.

Para k = 1. Definamos A; = {(r,s) € G1 : (s,r) € L} por el Teorema
1.2.1, Ay es un arco con puntos extremos (a,a) y (b,b), por tanto se cumple
la propiedad (1), ademds como L tiene puntos extremos (a,a) y (b,b). Por
el Teorema 6.1.6 01(L) = [a,b] = p2(L), entonces 71(A1) = [a,b] = m2(A1).
Por tanto se cumple la propiedad (2).

Para k = 2. Notemos que los arcos L y A; satisfacen las hipdtesis del
Corolario 4.4.3. Por tanto existe una arco As C G2 con las siguientes propie-
dades:

(i) Ag tiene puntos extremos (a,a,a) y (b,b,b)

(ii) 72,1 (A2) = L,

(111) 7T1’2(A2) = Al.

De (i) se cumple la propeidad (1) para k = 2.

De (ii), tenemos que 71(A2) = 02(L) = [a,b], y de (iii) tenemos que
ma(A2) = m1(A1) = [a,b] y m3(A2) = m2(A1) = [a,b]. Por tanto se cumple la
propiedad (2) para k = 2.

Supongamos que hemos construido arcos Ay, Ao, ..., A, que cumplen las
propeidades (1)-(3).

Costruiremos ahora el arco A, 1. Notemos que los arcos L y A, satisfacen
las hipotesis del Corolario 4.4.3. Por tanto existe una arco A,+1 C G411 con
las siguientes propiedades:

(iv) Ap41 tiene puntos extremos (a, 71 p+1(%x)) v (b, T n+1(2))

(v) m2,1(Ant1) = L,

(Vi) T nt1(Bnt1) = An.

De (iv) se cumple la propiedad (1) para k =n + 1.

De (v), tenemos que 71 (Ap4+1) = 02(L) = [a,b], y de (vi) tenemos que
para cada i € {2,...,n+ 2} m(A2) = mi—1(A1) = [a, ], por tanto se cumple
la propiedad (2) para k =n+ 1.

Por tanto para cada k € N existe un arco A, C Gy, con las propiedades
(1)-(3). .
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Teorema 8.2.2. Sean M C [0,1]?, tal que gn_lM es una dendrita con
[R(m M)| < oo; xz € R(m M) y a,b € [0,1] con a < b, tales que x =
(a,a,a,...)y z=(bb,b,...). Entonces el arco B con puntos extremos x y
z, cumple que, para cada i € N, 7;(B) = [a, b].

Demostracion.

Notemos que se satisfacen las hipotesis del Terema 8.2.1, por tanto para
cada k € N existe un arco Ax C Gy, con las siguientes propiedades:

(i) Ay tiene puntos extremos 7y k+1(X) y 71 k4+1(Y)

(ii) para cada i € {1,2...,k+ 1}, m;(Ax) = [a, b],

(iii) para k > 1, 71 1 (Ar) = Ag—1.

Ademads se satisfacen la hipétesis del Teorema 1.1.1 por tanto existe un
arco A C lim M con puntos extremos p y q, tal que cumple las siguientes
propiedades

(iv) mi(A) = [a, b],

(v) mi(p) = ay m(q) =10,

(vi) (A —{p,a}) = (a,b).

Notemos que los arcos A y A satisfacen las hipétesis del Teorema 4.4.1,
por tanto para cada k € N, existe un arco By, con las siguientes propiedades:

(vii) By, tiene puntos extremos (7 y+1(x,P)), (71 4+1(2,q))

(viii) 7r17k+1(Bk) = Az,

(iX) O'k(Bk> = Bk71~

Definamos B = lim By, de la propiedad (vii) tenemos que el arco B
tiene puntos extremos x e y y de las propiedad (viii) y (ii) tenemos que
cada i € N, m;(B) = [a, b], por tanto el teorema queda demostrado. [

Teorema 8.2.3. Sean M C [0,1]?, tal que gn_lM es una dendrita con
[R(}im M)| < oo. Supongamos que todos sus puntos de ramificaciéon son
fijos bajo o. Entonces existe un arco B C @M, tal que R(@M} C B.

Demostracion.
Si [R(l{m M)| < 2 el resultado es inmediato.
Supongamos que |R(fm M)| =n > 2.

Sean ai,ag,...,a, € [0,1], tales que 0 < a3 < ay <...<a, <1,y para
cadai € {1,2...,n}, x*' = (a;,a;,a;,...) € R(lim M)

Definamos para cada i € {2,3...,n}, B; el arco con puntos extremos
x—1 xt

Por el Teorema 8.2.2, para cada i € N, m;(B;) = [a;—1, a;], entonces para
cadai € {2,3...,n}, B;NB;y1 = {x'} ysi|i—j| > 1, B;NB;y1 = 0.
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Por tanto B =By UB3U---UB,, es un arco, tal que R(gn_lM) CB,y
el teorema queda demostrado. |

Teorema 8.2.4. Sean M C [0,1]%, tal que fm M es una dendrita con
IR(lim M)| < oo; xz € R(lm M)y a,b,¢,d € [0,1] con ¢ < a <b <d, tales
que x = (a,b,a,b,a,b,...) y z = (¢,d,c,d...). Para cada k € N existen
Ay, Br. C Gy, con las siguientes propiedades:
(1) Ay, tiene puntos extremos 7y y11(0(x)) y 71 k+1(0(2)),
(2) By, tiene puntos extremos 7y p11(X) y 71 k+1(2),
(3) para cada i € {1,2...,k+1}, si i es par m;(A;) = [c,a], si i es impar
7i(Ax) = [, d]
(4) para cada i € {1,2...,k+ 1}, si i es par m;(Bg) = [b,d], si 7 es impar
mi(Ak) = [c, al,
(5) ara k > 1, '/Tl,k(Ak) = By_1,
(6) para k > 1, 1 x(Br) = Ap—1

Demostracion.

Definamos L, J C M los arcos con puntos extremos (a,b), (¢,d) y (b,a),
(d, c). Por el Teorema 6.1.5, tenemos que L C [¢,a] X [b,d] y L C [b,d] X [c, a

Probaremos el teorema, procediendo por induccién sobre k.

Para k = 1, definamos Ay = {(r,s) € Gy : (s,7) € L} y By = {(r,s) €
G1 : (s,7) € J} por el Teorema 1.2.1, tenemos que A; y By son arcos con
puntos extremos (b, a), (d,c) y (a,b), (¢,d), por tanto se cumple la propiedad
(1) y (2), ademds como L y J tienen puntos extremos (a,b), (¢,d) y (b,a),
(d,c). Por el Teorema 6.1.6, tenemos que g1(L) = [a,c] = p2(J), y 02(L) =
[d,b] = 01(J), entonces 71 (A1) = [d,b] = m2(B1) y m1(B1) = [¢,a] = ma(A1).
Por tanto se cumplen las propiedades (3) y (4).

Para k£ = 2. Notemos que los arcos L, By y J, A satisfacen las hipote-
sis del Corolario 4.4.3. Por tanto existen arcos Ay y By con las siguientes
propiedades:

(i) Ay tiene puntos extremos (b,a,b) y (d,c,d)

(11) T2 1(A2) L,

(iii) m12(A2) = By,

(iv) By tiene puntos extremos (a,b,a) y (b, c,b)

(v) m2,1(B2) = J,

(Vl) T Q(BQ) = A;.

De (i) y (iv) se cumplen las propeidad (1) y (2) para k = 2.
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De (ii), tenemos que 71(A2) = po(L) = [b,d], y de (iii) tenemos que
ma(A2) = m(B1) = [¢,a] y w3(A3) = m2(B1) = [b,d]. Por tanto se cumple la
propiedad (3) para k = 2.

De (v), tenemos que 71(Ba) = 02(J) = [c,a], y de (iii) tenemos que
ma(B2) = m1 (A1) = [b,d] y m3(B2) = m2(A1) = [c,a]. Por tanto se cumple la
propiedad (4) para k = 2.

De (iii) y (vi) se cumple las propiedad (5) y (6) para k = 2.

Supongamos que hemos contruido arcos Ay, As, ..., A, yB1,Bs,...,B, que
cumplen las propiedades (1)-(6).

Costruiremos ahora los arcos A,+1 vy Bp4+1. Haremos el caso en que n es
par, el caso en que n es impar se hace de manera similar. Notemos que los
arcos L, B, y J, A, satisfacen las hipétesis del Corolario 4.4.3. Por tanto
existen arcos A,11 ¥ Bh4+1 con las siguientes propiedades:

(vii) A,41 tiene puntos extremos (b, mp4+1(x)) y (d, mn+1(2))

(Vlll) ™ I(An+1) == L,

(1 ) ™ n+1(An+1> = Bn,

(x) Bg tiene puntos extremos (a, m,11(0(x))) v (¢, mh+1(0(2)))

(xi) m2,1(Bnt1) = J,

(xii) 71,041 (Bnt1) = An.

De (vii) y (x) se cumple la propiedad (1) y (2) para k =n + 1.

De (vii), tenemos que 71 (Ap+1) = 02(L) = [b,d], y de (viii) para cada
i€ {l,2...,k+ 1}, siies par mi+1(Bnt1) = mi(Bn) = [b,d], si i es impar
Ti+1(Bnt1) = mi(Bn) = [c,a], por tanto se cumple la propiedad (3) para
k = mn + 1. De manera similar se cumple la propiedad (4)

De (ix) y (xii) se cumple las propiedades (5) y (6) para k =n + 1.

Si n es impar se utilizan los arcos J, B, y L, A, para contruir los arcos

Ant1y Bnyr

Por tanto para cada k € N existen arcos A, B C Gy, con las propiedades
(1)-(6). |

Teorema 8.2.5. Sean M C [0,1]2, tal que @M es una dendrita con
]R(L@nle)] < 00; XZ € R(QIEM) y a,b,c,d €10,1] con ¢ < a < b < d, tales
que x = (a,b,a,b,a,b,...)y z=(c,d,c,d...). Entonces

(1) el arco B con puntos extremos x y z cumple que, para cada i € N,
si i es impar 7;(B) = [c,al, y si i es par m;(B) = [d, b].
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(2) el arco D con puntos extremos o(x) y o(z) cumple que, para cada
1 € N, si ¢ es impar 7;(D) = [d, b], y si i es par m;(D) = [c, al.

Demostracion.

Haremos la prueba de (1), la prueba de (2) se hace de manera similar.
Notemos que se satisfacen las hipotesis del Teorema 8.2.4, por tanto para
cada k € N existen arcos con las siguientes propiedades:

(i) Ay tiene puntos extremos 7y p11(0(x)) ¥y 71 k+1(0(y)),

(ii) By, tiene puntos extremos 7 j11(x) ¥ 1 k+1(¥),

(iii) para cada i € {1,2...,k+ 1}, si ¢ es par m;(Ax) = [c, a], si ¢ es impar
7i(Ag) = [b,d]

(iv) paracada i € {1,2...,k+ 1}, si ¢ es par m;(Bi) = [b, d], si ¢ es impar
7i(Ak) = [c,a],

(v) para k > 1, 7y 1, (Ax) = Bi—1,

(vi) para k > 1, m1 4 (Bx) = Ap_1.

Ademads se satisfacen la hipétesis del Teorema 1.1.1 por tanto existe un
arco A C @M con puntos extremos p y q, tal que cumple las siguientes
propiedades

(iv) mi(A) = [c, al,

(v) mi(p) =ay mi(q) =c,

(vi) mi(A —{p,a}) = (¢, a).

Notemos que si k es impar los arcos A y By satisfacen las hipdtesis del
Teorema 4.4.1 por tanto existe un arco B con las siguientes propiedades.

(vii) By, tiene puntos extremos (7 y+1(x,P)), (71 4+1(2,q))

(viii) 7T17k+1(Bk) = Ag.

(ix) o*(By) = A.

Definamos B = 1im By, de la propiedad (vii) tenemos que el arco B tiene
puntos extremos x e z y de la propiedad (viii) y (iii), tenemos que para cada
i € N, si i es impar m;(B) = [c,a], y si i es par m;(B) = [d,b] y (1) queda
demostrado.

De manera similar se prueba (2).

|

Teorema 8.2.6. Sean M C [0,1]?, tal que fm M es una dendrita con
\R(@MH < 00, tal que tiene un punto de orden 2 bajo o, entonces existe
un arco B C lim M, tal que R(lim M) C B.
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Demostracion.

Si |[R(Uim M)| < 2 el resultado es inmediato.

Supongamos que |R(im M)| =n > 2.

Existen puntos a1, az, . .., a,|,b1,b2,..., b, € [0,1], tales que 0 < a1 <
az <‘ e < Gpp < bLnJ < o <b<bh <1,y par'cadai S {1,2..., ULJ},
x' z' € R(@M) con X! = (ai, bi,a;,b;,a;, ... ) vzt = (bi, a;, bi,a;,b;, .. )

Definamos para cada i € {2,3...,|n|}, B; el arco con puntos extremos
x~1, x* y D; el arco con puntos extremos z' !, z’

Por el Teorema 8.2.5, tenemos que para cada i € {2,3...,|n]}, B;N
By = {x'} ysil|i—j| > 1, entonces B;NB;11 =0, D; N Dy = {z'} y si
li — j| > 1, entonces D; N D;11 = 0.

Por tanto B=ByUB3zU---UB|,,) UD|; U---UD3U D3 es un arco,
tal que R(lm M) C B. [ |

8.3. Carazterizacion de las dendritas con un niime-
ro finito de puntos de ramificacién que son
limites inversos de subcojuntos cerrados del
cuadrado unitario

Es esta seccion damos el resultado principal de este trabajo.

Teorema 8.3.1. Una dendrita D con |R(D)| < oo es limite inverso de un
subconjunto cerrado M de [0, 1]? si y sélo si existe un arco B C D, tal que
R(D) C By para cada punto z € R(D), ord(z) = occ.

Demostracion.

Supongamos que D es una dendrita que es limite inverso de un subcon-
junto cerrado M de [0,1]%. (D = lim M))

Si \R(l&MH = 1, entonces existe un punto x € @M, tal que R(@M)
{x} y por el Teorema 6.2.8, tenemos que el orden de x bajo o es a lo mas 2,
como |R(}m M)| = 1, entonces el orden de x bajo o es 1. Por el Teorema
8.1.19, tenemos que ord(x) = oo. Por tanto si |R(1&M)| = 1, la primera
implicacién del teorema queda demostrada.

Supongamos que |72(1ér_n_M )| > 1, analizaremos los siguientes casos:

Caso 1 Todos los puntos de ramificaciéon de mM son fijos bajo o.
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Por el Teorema 8.1.19, tenemos que para cada punto x € R(léﬂ_lM),

cumple que ord(x) = oo y por el Teorema 8.2.3, tenemos que existe un arco
B C lim M, tal que R(lim M) C B.

Caso 2 Existe un punto de ramificacién de QII‘lM que no es fijo bajo o.

Por el Teorema 8.1.20, tenemos que para cada punto x € R(l&M),
cumple que ord(x) = oo y por el Teorema 8.2.6, tenemos que existe un arco
B C lim M, tal que R(lim M) C B.

De los Casos 1 y 2 la primera implicacién del teorema queda demostrada
para cuando |R(lim M)| > 1.

Supongamos que D es una dendrita con |R(D)| = n, tal que para cada
punto x € R(D), ord(x) = oo y que existe un arco B C D, R(D) C B.

Se sabe que si M es el cojunto cerrado que aparece a la izquierda de la
Figura 8.11, entonces QH‘lM es el continuo de la paarte derecha de la Figura
8.11

(an.ap...) (axas,..) (ay,ay,...)

a; a a,

Figura 8.11:

Por tanto D es limite inverso de un subconjunto cerrado M de [0, 1]2.
|
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