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Capitulo 1

Algebras Estandarmente
Estratificadas y Sistemas
Estratificantes

El concepto de sistema estratificante fue introducido en 2002 por K. Erdmann y C. Séenz
(ver [2]). Dicha nocién tiene su origen como una generalizaciéon de los médulos estandar y
del modulo inclinante caracteristico asociado a las dlgebras casi-hereditarias y a las algebras
estdndarmente estratificadas (las ultimas son una generalizaciéon de las primeras).

Ambas édlgebras han sido estudiadas desde los anos 80, aparecieron en el contexto de los
grupos algebraicos, dlgebras de Lie y categorias de peso maximo. Las categorias de peso
mé&ximo fueron introducidas y estudiadas por E. Cline, B. Parshall y L. Scott en [6].

Originalmente las algebras casi-hereditarias fueron definidas mediante una cadena de ideales
idempotentes. En [7] V. Dlab y C. M. Ringel dan una definicién de dlgebra casi-hereditaria
en términos de los que ellos llaman los moédulos estandar A asociados a una algebra de
dimension finita A.

En 1991, C. M. Ringel establece que una de las propiedades mas importantes de dichas
algebras es su conexién con los mddulos inclinantes (ver [8]). En este articulo se estudian
las propiedades homoldgicas de la categoria F(,A) de los médulos A A-filtrados de una édlge-
bra casi-hereditaria A y se construye el llamado médulo caracteristico 1" asociado a F(,A).
Ademias, C. M. Ringel mostré que el médulo T resulta ser un médulo inclinante y el dlgebra
de endomorfismos A = End,(T) es de nuevo casi-hereditaria.

Dado un sistema estratificante (0,Y, <) el conjunto 6 generaliza la nociéon del conjunto de
los moédulos estandar, el médulo Y = EB Y (i) el concepto del médulo caracteristico Ty <

es el orden natural en el conjunto {1, 2, ..., t} que indexa a los médulos del conjunto 6.



El objetivo de esta tesina es estudiar las propiedades generales del concepto de sistema estra-
tificante, establecidas en [2]. El contenido temético de la tesina esta dividido en 4 secciones
y un apéndice. En la primera seccién se da la definicion de moédulo estandar y de dlgebra
estandarmente estratificada (a la derecha).

En la segunda seccion se da la definicion y principales propiedades de un sistema estratifi-
cante de talla t. En la tercera seccion se estudia el dlgebra de endomorfismos A = Endy (Y)

de un sistema estratificante (6,Y, <); donde Y = 'é1 Y (7). Se muestra que A = Endy(Y) es

estandarmente estratificada (a la derecha) con respecto al orden opuesto < en el conjunto
{1,2,...,t}. Por dltimo en la seccién 4 se demuestra que las categorias F(#) € A —mod (de
los #-médulos filtrados) es contravariantemente equivalente a la categoria F(A4) € mod — A
(de los A 4-médulos filtrados).

El capitulo 2 es un apéndice con resultados que se utilizan en la tesina.

1.1. Algebras Estandarmente Estratificadas

Empezaremos esta secciéon enunciando el concepto de k-algebra de dimensién finita. A lo
largo de este trabajo consideraremos unicamente k-algebras de dimensién finita sobre un
campo algebraicamente cerrado. Por comodidad, algunas veces, sélo diremos que k£ es un
campo o bien que R es una algebra.

Definicién 1.1.1. Sea k un campo.

1) Una k-dlgebra es un anillo R (asociativo con 1g) que posee estructura de k-espacio
vectorial de tal forma que a(ab) = (cva)b = a(ab) para cualesquiera o € k y a,b € R.

2) Diremos que R es una k-dlgebra de dimension finita si R es de dimension finita como
k-espacio vectorial.

Observaciéon 1.1.2. Si R es una k-dlgebra, se tiene que todo R-mddulo izquierdo ( ¢ dere-
cho) M es un k-espacio vectorial. Ademds, si M es finitamente generado entonces M es un
k-espacio vectorial de dimension finita y por lo tanto M es de longitud finita.

Denotamos por R — mod a la categoria de los R-moédulos izquierdos finitamente generados
sobre una k-algebra R. A partir de ahora trabajaremos inicamente con médulos finitamente
generados. Por comodidad, algunas veces, sélo diremos que M es un R-médulo, en lugar de
un R-modulo izquierdo finitamente generado. Dada una clase C de R-mdédulos denotamos
por F(C) a la subcategoria plena de R — mod que contiene al médulo cero y a todos los
R-modulos que son filtrados por médulos en C. Esto es, un R-mdédulo no cero M esta en
F(C) si existe una cadena finita

F: M=My2>M2>2>---2M,12M,=0 (1.1)
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de R-submédulos de M tales que M;/M;,; es isomorfo a un médulo en C, para todo i €
{0,1,2,...,m — 1}. A la cadena finita F' de M dada en (1.1) se le conoce como una C-
filtraciéon de M. En particular, si C = ¢ entonces F(C) = {0}. En resumen,

F(C) ={X € R—mod : X tiene una C — filtracién}.
Sean X'y Y dos subcategorias plenas de R—mod. Decimos que Exth(X,)) = 0si Exth(X,Y) =

0 para todo X € X y Y € ). Otras categorias relacionadas a F(C) son las siguientes:

Z(C) = {X € R —mod : Exty(F(C), X) = 0},

P(C) = {X € R—mod : Exty(X,F(C)) = 0}.

En esta tesina trabajaremos con dlgebras estandarmente estratificadas a la derecha A. Por
ello a continuacién A denotard una k-dlgebra (de dimensién finita sobre un campo alge-
braicamente cerrado). Denotamos por mod — A a la categoria de los A-médulos derechos
finitamente generados. En este trabajo nuestros A-mddulos derechos siempre serdn finita-
mente generados. Por comodidad, algunas veces sélo diremos que M es un A-médulo, en
lugar de un A-médulo derecho finitamente generado.

En lo que sigue daremos la definiciéon de médulo estandar y de algebra estandarmente estra-
tificada derecha, asi como sus principales propiedades. Para ello, empezaremos recordando
algunos resultados basicos (ver [14]).

Por el Teorema de Krull-Schmidt sabemos que A tiene una descomposicion:

Ay =PL)®P2)®-- @ P(n) (1.2)

donde cada P(i) es un A-médulo proyectivo inescindible derecho. Ademads esta descomposi-
cién es unica (salvo isomorfismo). Por ello, se dice que (1.2) es la descomposicién de A en
suma directa de A-mddulos proyectivos inescindibles. O bien, la descomposicion de A.

Definicién 1.1.3. Una k-dlgebra A es basica si los proyectivos inescindibles que aparecen
en su descomposicion satisfacen que P(i) = P(j) sdlo sii = j.

A partir de aqui sélo consideraremos k-algebras basicas (de dimensién finita sobre un campo
algebraicamente cerrado). Pero por conveniencia sélo diremos que A es una k-agebra.

Consideremos la descomposicién de A en suma directa de A-mddulos proyectivos inescindi-
bles

Ay =PL)®P2)® - @ P(n)
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y denotemos por Q, = {1,2,...,n} al conjunto de los primeros n nimeros naturales junto
con el orden total natural < (fijo). Se sabe que:

1) Si Ay = eiAD e A® - @D e, A donde {eg,e9,...,6e,} es un sistema completo de
idempotentes ortogonales primitivos. Entonces, P(i) = e;A para todo i € €Q,,.

2) El conjunto {S(i) = P(i)/Rad P(i)}icq, es una lista completa de todos los A-mddulos
simples derechos (salvo isomorfismo).

3) P(i) es la cubierta proyectiva del A-mdédulo simple S(i) para i € €,,.

4) Rad (P(i)) es un submdédulo maximal de P(7). Luego, Rad (P(1)) es el inico A-submédu-
lo maximal de P(i) para i € ,,.

Procedemos ahora a dar la definicién de mdédulo estandar.

Definicién 1.1.4. Sean A una k-dlgebra y Ay = P(1)®P(2)®- - -@ P(n) su descomposicion
en suma directa de A-maddulos proyectivos inescindibles.

1) Denotamos por U(i) a la suma de todas las imdgenes de R-homomorfismos f : P(j) —
P(i) con j > i. Es decir,
vy =), Im(f),
F:PG)YPG)
2) Para i € Q, denotamos por A(i) := P(i)/U(i), y decimos que A(i) es el i-ésimo A-
modulo estandar derecho.

3) Denotamos por A = {A(i)}ieq,. A este conjunto se le conoce como el conjunto de los
A-mddulos estandar derechos.

4) Denotamos por F(A) a la subcategoria plena de mod — A que consta del A-mddulo
derecho cero y de todos los 0 # M € mod — A que tienen una A-filtracion. A la
categoria F(A) se le conoce como la categoria de los A-mddulos buenos derechos.

Observacién 1.1.5.

1) Dado que A es una dlgebra bdsica tenemos que U(i) es un submddulo propio de P(i),
para todo i € €2,.

2) Ndétese que la definicion del i-ésimo mddulo estandar A(i) depende del orden < (que

indexa a los A-mddulos proyectivos inescindibles) que ya hemos fijado en el conjunto
Q,.

Los siguientes resultados establecen algunas de las propiedades que satisfacen los A-moédulos
estandar.



Lema 1.1.6. Sean A una k-dlgebra y A = {A(i)}icq, €l conjunto de A-mddulos estandar
derechos.

1) Sea X € mod — A. Entonces, Exth(F(A), X) =0 si y sélo si Exth(A(i), X) =0 para
todo i € €Q,,.
2) Si A(i) = P(i) para todo i € €, entonces Z(A) = mod — A.
Demostracién:

Ver Lema 3.3.5 y Corolario 3.3.6 de [17].

Para cada ¢ € €2, consideremos el conjunto
Q' = {P(i)/L : L < P(i) y P(i)/L sélo tiene factores de composicién S(j) con j < i}.

Notemos que S(i) € Q'. En el conjunto Q' definimos el orden parcial < dado por P(i)/L <
P(i)/T si L =2 T. Con el orden definido en Q' se tiene la siguiente caracterizacién de los
A-médulos estandar.

Proposicién 1.1.7. Sea A una k-dlgebra y Ay = P(1)@P(2)®- - -@P(n) su descomposicion.
Sea i € Q,, entonces A(i) es el cociente maximal de P(i), con respecto al orden parcial <,
que tiene sélo factores de composicion S(k) con k < 1.

Demostracién:

Ver la Proposicion 3.3.9. de [17].
|

Proposicion 1.1.8. Sean A una k-dlgebra. Entonces las siguientes condiciones se satisfacen:

1) A(i) es inescindible para cada i € €,

2) Homa(A(j),A(2)) =0 si j > 1,

3) Exty(A(j), A1) =0 sij > 1.
Demostracién:

1) Sean m: P(i) — A(i) y ¢ : P(i) — S(i) los epimorfismos candnicos.

Veamos primero que ¢ se factoriza a través de 7. Basta ver que Ker(n) € Ker(y). En
efecto, para cada j > i tenemos que [S(i), S(j)] = 0y por 2.1.2 Homu(P(j),M) =0
para toda j > i. Entonces para toda f € Homa(P(j), M) y para toda j > i se tiene
que pf = 0. Es decir, Im(f) < Ker(y) para toda f € Homa(P(j), M) y para toda
j > 1. Luego, U(i) = Ker(m) < Ker(yp).

Dado que existe un morfismo ¢ : A(i) — S(i) tal que ¥ = ¢ se tiene que Ker(m) <
Ker(p) = rad(P(1)). Usando 2.1.5 y 2.1.4 tenemos que top(A(i)) = top(P(i)) = S(i).
Entonces top(A(i)) es inescindible y por 2.1.6 concluimos que A(7) es inescindible.
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2) Sea ¢ : A(j) = A(i) con ¢ # 0y 7: P(j) > A(j) el epimorfismo candnico. Entonces
0 # om e Homa(P(j), A(i)) y por 2.1.2 tenemos que [A(j), S(2)] # 0. Luego, por 1.1.7
i <.

3) Sea j = i. Consideremos la sucesién exacta corta: 0 — U(i) —> P(i) — A(i) > 0
Aplicando Homa( -, A(4)) a la sucesién anterior obtenemos la sucesion exacta
Homa(A(j), A(i)) > Homa(P(j), A(i)) > Homa(U(j), A(1)) — Exty(A(), A(i) —
Exty (P(j), A(i)) = 0
Veamos que Hom4(U(j), A(i)) = 0. Observemos que si U(j) = 0 se tiene que A(j) =
P(j) y por lo tanto Ext! (A(j) A(z)) = 0. Supongamos U(j) # 0y seat : P(A\) — A(7)

A(7), <

: )
con \ > j, entonces por 2.1.2 | (@) S(AN)] # 0y por 1.1.7 j < XA <i lo cual contradice
J = 1. Luego, Homa(U(j),A(:)) = 0 y por lo tanto, Ext!,(A(j), A(z)) = 0 para j > i.

Una vez que hemos definido el concepto de A-mddulo estandar y enunciado sus principales
propiedades, procedemos a dar la definicién de k-algebra estandarmente estratificada a la
derecha.

Definicién 1.1.9. Sea A una k-dlgebra y < el orden total natural en §,,. Decimos que (A, <)
es una k-dlgebra estandarmente estratificada a la derecha si Ay € F(A).

Ejemplo 1.1.10. Consideremos el siguiente carcaj

B

321 21 4

y el ideal admisible I = (Bv). Sea A = kQ/I se tiene que los A-mddulos proyectivos ines-
cindibles son:

P(4):

-~
2

2 : 3
g z
1 1

Usando 1.1.7 tenemos que A(i) = P(i) para todo i € Q4. Por lo tanto, (A,
estandarmente estratificada a la derecha.

N

) es una k-dlgebra

1.2. Sistemas Estratificantes

En esta seccién introduciremos el concepto de sistema estratificante y enunciaremos sus prin-
cipales propiedades. Recordamos que R es una k-élgebra (de dimensién finita, basica sobre
un campo k algebraicamente cerrado) y R —mod es la categoria de los R-médulos izquierdos
finitamente generados sobre una algebra R.



Para dar la definiciéon de sistema estratificante consideraremos el siguiente contexto.

R es una k-algebra, €, = {1,2,...,n} es el conjunto de los primeros ¢ nimeros naturales con
el orden total natural < (fijo).

Definicién 1.2.1. Sean 6 = {0(i)}icq, un conjunto de R-mddulos (no cero) yY = {Y (i)}ieq,
un conjunto de R-mddulos inescindibles. El sistema (0,Y, <) es un sistema estratificante de
talla t si se cumple lo siguiente:

1) Homg(0(3),0(i)) = 0 para j > 1,

2) Para cada i € )y existe una sucesion exacta

0—0()BY (@) — Z(i) —0

tal que Z(i) e F({0(j) : j <i}),
3) Bathy(F(6).Y) =0, donde Y = @Y (i),

Directamente de la definicién anterior se tiene la siguiente proposicion.
Proposicién 1.2.2. Sea (0,Y, <) un sistema estratificante de talla t. Se tiene que:
1) Para toda i € Qy, el funtor Hompg( _,Y (i)) es exacto en F(6).
2) Hompg(0(i + s), Z(i)) = 0 para todo s = 0.
3) Hompg(0(i + s),Y (7)) = 0 para todo s = 1.

Demostracién:

Ver los lemas 3.2.7, 3.2.8 y 3.2.9 de [17].
|

Definicién 1.2.3. Sea 8 : 0(i) = X con X € Z(0). Decimos que 3 es una Z(0)-aproximacion

izquierda de 0(i) si para cualquier B’ : 6(i) — X' con X' € Z(0) existe £ : X — X' que
satisface B = £B. Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

0(i) 2~ X

BN

X/

Lema 1.2.4. Sea (0,Y, <) un sistema estratificante. Para cada i € Q; el R-homomorfismo
a; 1 0(i) = Y (i) dado en 1.2.1 es una Z(0)-aprozimacion izquierda de 0(i).
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Demostracién:

Sea X € Z(0). Consideremos la sucesién exacta corta dada en 1.2.1

0—0()3Y (i) — Z(i) = 0
Como X € Z(0), Exth(Z(i), X) = 0, de donde

Hompg(ay,
=

0 — Homgp(Z(i), X) — Homgp(Y (i), X) ) Homg(6(i), X) — 0

es un sucesion exacta corta. Luego, Hompg(a;, X) es un epimorfismo. Es decir, para todo
f :0(i) > X € Homg(0(i), X) existe g : Y (i) > X € Hompg(Y (i), X) tal que ga; =
Hompg(a;, X)(g) = f.

[ |

Definicién 1.2.5. Sea (0,Y, <) un sistema estratificante de talla t, M € F(0) y

F: M=My>M, >--->M, 1>M,=0

una O-filtracion de M. Para cada i € Qy, definimos la multiplicidad de 0(i) en la filtracion F
de M como el nimero de cocientes que son isomorfos a 0(i). Denotamos a la multiplicidad
de cada 0(i) en M con respecto a la filtracion F por [M : 0(1)].

El siguiente resultado muestra que la multiplicidad de cada 6(i) en M, no depende de la
filtracion.

Proposicién 1.2.6. Sea (0,Y,<) un sistema estratificante de talla t. Para M € F(0) la
multiplicidad de cada 0(i) en una 0-filtracion de M es independiente de la filtracion.
Demostracion:

Como F(f) € R —mod y R es una k-algebra de dimensién finita, si M € F(0), se tiene que
M, en particular, es un k-espacio vectorial de dimensién finita y por lo tanto Homg(M, Y (i))
es un k-espacio vectorial de dimensién finita. Denotamos por d;; = dim Hompg(0(3),Y (j))
(como k-espacio vectorial). Sea D = (d;;) la matriz con entradas d;;. Por 1.2.2 se tiene que
es D una matriz triangular superior y d;; # 0 ya que 0 # o; € Hompg(6(4),Y (¢)). Sea F' una
f-filtracion de M

F: M=My>M >--->M, 1>M,=0

Consideremos la siguiente sucesion exacta corta

0— Mn—l - Mn—2 - Mn—Q/Mn—l — 0

Aplicando el funtor Hompg( -, Y (7)) a la sucesién anterior por 1.2.2 se tiene la sucesién exacta
corta
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0— HomR(Mn_g/Mn_l, Y(Z)) - HomR(Mn_Q, Y(Z)) - HomR(Mn_l, Y(Z)) — 0

Como M, 1 = 6(j1) y My, o/ M, 1 = 0(j2) con ji, jo € Q; tenemos dim Hompg(M,, 2, Y (i)) =
dj,i + d;,;. Ahora consideremos la sucesién exacta corta.

0— Mn—2 - Mn—3 - Mn—?)/Mn—Q —0

Por el argumento anterior dim Hompg (M, _3,Y (1)) = dj,; +d;,i +d;,;. Inductivamente usando
que m; es el nimero de cocientes isomorfos a (j) en la filtraciéon F' se tiene que

t
dim HomR(M, Y(Z)) = Z mjdji = (ml, Ce ,mt)Di
j=1

donde D; es la i-ésima columna de D.

Sij = 1, por 1.2.2 tenemos dim Homg(M,Y (1)) = mydy;. Como 0 # di1 y dim Homg(M,Y (1))
son fijos se sigue que my = dim Homg(M,Y (1))/d1;. Por lo tanto, m; estd en términos de
dim Hompg(M,Y (1)) y di;. Continuando por induccién sobre el conjunto de indices

n k—1
dim Homg(M,Y (k)) = Z mjdjg = Mydg, + Z m;d,y,
=1 j=1

Como m; esta determinado para 1 < j < k— 1, se sigue que my, estd en términos de m; para
1<j<k—1,deladim Homr(M,Y (k))y de dy.

Observacién 1.2.7. De 1.2.1 y de 1.2.6 tenemos que [Y (i) : 0(i)] = 1 y [Y (i) : 0(4)] = 0
para j > i. Por lo tanto, Y (i) £ Y (j) si i # j.

Definicién 1.2.8. Sean (0,Y, <) un sistema estratificante de tallat y M € F(0). Definimos
la 0-longitud de M y la denotamos por lg(M) como:

t
(M) = Y[ - 60)].
i=1
Con el propésito de demostrar la Proposicién 1.2.14 daremos la siguiente definiciéon y enun-

ciaremos los siguientes resultados.

Definicién 1.2.9. Sean (0,Y, <) un sistema estratificante de talla t y M € F(0). Definimos
max(M) como el mayor indice j tal que [M : 6(5)] # 0.

Lema 1.2.10. Sean (0,Y,<) un sistema estratificante de talla t, M, N, K € F(0) y consi-
deremos la siguiente sucesion exacta corta en R — mod

0-K—->M-—>N—Q.

Entonces max(M) = mdximo {max(K), max(N)}.
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Demostracién:

Como N = M /K bastard demostrar que el lema se cumple para la siguiente sucesién exacta
corta:

0—->K->M— M/K — 0
Sea F' una @-filtracion de K

F: K=Ky>Ki> -->K,_1>K,=0
donde K,/K,41 = 0(j,) con j, < maz(K) parap =0,1,2,...,5s— 1.
Sea G una f-filtracion de M /K
G: M/K = My/K > M,/K >---> M, 1/K > M,/K =0
donde Mo/K /[y, e = 0(j,) con j, < max(M/K) para ¢=0,1,2,...,n—1.
Consideremos la siguiente #-filtraciéon de M dada por:
H-M=My>My>--->M, 1>M,=K>Ki > -->K,_1>K,=0

se tiene que M,/M,41 = 0(j,) para ¢ = 0,1,2,....n — 1y K,/K,11 = 0(j,) para p =
1,2,...,s5— 1. Por lo tanto,

max(M) = méaximo {maz(K), max(M/K)}.
|

Lema 1.2.11. Sea (0,Y,<) un sistema estratificante de talla t y M € F(0). Supongamos
max(M) = i. Entonces

1) Exth(0(i +s), M) =0 para s = 0.
2) Existe una sucesion exacta corta
0—0(i)*—>M-—->N—-0
donde N € F({0(j) : j < 1i}).

Demostracién:

1) Sea F una f-filtracion de M

F: M=My>M >My>--->M,_1>M,=0

12



Consideremos la sucesion

0— Mn—l - Mn—Q - Mn—Q/Mn—l —0

donde M, 1 = 0(j1) y M,_o/M, 1 = 0(j) donde ji,jo < i. Aplicando el funtor
Hompg(0(i + s), -) a la sucesién exacta corta anterior obtenemos:

0 — Homp(0(i+s), M,—1) > Homg(0(i+s), M,_2) = Hompg(0(i+s), Mo/ M,_1) —
Exth(0(i + s), My_1) = Exth(0(i + s), Mp_s) — Eath(0(i + ), My_o/My_1) —

Como Extp(0(i + s), M,—1) = Extp(0(i + 5),0(j1)) = 0 (ya que j; < i) y dado que
Exth(0(i + s), My, _o/M, 1) = Exth(0(i + 5),0(j2)) = 0 (ya que jo < i) se sigue que
Extp(0(i + s), M,,—5) = 0. Inductivamente llegamos a que Extr(0(i + s), M) = 0.

Induccioén sobre lg(M). Si lg(M) = 1 se tiene que M = (i) para algin i € {; y por lo
tanto la sucesién buscada es:

0— 6(i)) > M —0

Supongamos que el lema es cierto para médulos N’ € F(0) y tales que lo(N') < n. Sea
M € F(0) tal que ly(M) = n. Esto es, existe I’ una 0-filtracién de M

F: M=My>M >--->M,_1>M,=0

donde M,/M, .1 = 6(js) para s = 0,1,2,...,n — 1. Por hipétesis de induccién existe
una sucesion exacta corta

0—60()"™ - M - M -0

donde j = max(My) y My/0(5)* = M' e F{O(l) : | < j}. Se tienen los siguientes
Casos:

a) M/M; = 6(j1) donde j; < j. Como j; < j se tiene que max(M) = j. Considere-
mos las siguientes sucesiones exactas cortas:

0—0(j)* — M — M/6(j)**" — 0 (1.3)

0 — M, /0(5)" — M/6(j)"" — M/M; — 0 (1.4)

Como max(M,/0(j)*) < jy max(M/M;) < j,por 1.2.10 se tiene que M /0(j)* 1 €
F{O(l) : L < j}. Por lo tanto, la sucesién exacta (1.3) es la sucesién buscada.
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b) M/M; = 6(j;) donde j; = j. Como j; = j se tiene que max(M) = j = max(M,).
Usando 1.2.11 la siguiente sucesion exacta se escinde
O—>M1—>M—>M/M1—>O
de donde M = My @0(j) y M/0(5)* ! = (My@®6(5))/0(5) = M, /0(5)* 1 €
F{O(1) : 1 < j}. Es decir,
0= 0)"+ ! = M — MJO(j)+ =0
es la sucesion exacta buscada.
c) M/M; = 6(j;) donde j; > j. Como j; > j se tiene que maz(M) = j;.
Como max(M,;) = j usando 1.2.11 la siguiente sucesién exacta corta se escinde.
O—>M1—>M—>M/M1—>O

De donde la sucesion exacta corta buscada es

0—0(j1) = M — M/0(j1) — 0.
|

Definicién 1.2.12. Sea M en R — mod. Denotamos por add(M) a la subcategoria plena de
R — mod cuyos objetos son:

objladd(M)) ={X e R—mod:3neN yT e R—mod tal que X ®T = M"}.
Proposicién 1.2.13. Sea (0,Y, <) un sistema estratificante de tallat, M € F(0) y max(M) =
i. Entonces existe una sucesion evacta corta

0>M—>Y - M -0
donde M’ € F(0), max(M') < i yY' € add(Y).
Demostracién:

Hacemos la demostracién por induccion sobre el max(M). Supongamos que max(M) = 1,
usando 1.2.11 se tiene que M = 0(1)". Como 0(1) = Y (1) la sucesién exacta corta

0> M—Y(1)">0-0

cumple con las condiciones del lema. Supongamos que el lema se cumple para L € F(6) tal
que max(L) < i. Sea M € F(0) tal que max(M) = i. Por 1.2.11 tenemos la sucesién exacta
corta:
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0—-0(i)*>M-—>N->0
donde N € F(0) y max(N) < i. Por hipdtesis de induccidn, existe una sucesiéon exacta corta:
0>NLY 5 N0

donde Y € add(Y) y max(N) < maz(N). Consideremos el diagrama conmutativo push-out

0 0
0 0(i)" M N 0
|
0 Y (i) W N 0
Z(i)" Z(i)"
0 0

Como N € F(0) y Exth(F(0),Y) = 0 el segundo renglén se escinde. Luego, W = Y (i)*@ N.
Consideremos la siguiente sucesién exacta corta:

0->W/M— Y@H"®@Y)/M— (Y(H)'@Y)/W -0
Como W/M = Z(i)*y (Y (3)*®Y)/W = N por 1.2.10, max((Y (i)*®Y)/M) < i. Tomando

las inclusiones f y g tenemos la inclusién fg: M — Y (i)?@®Y donde Y(i)* @Y € add(Y).
Por lo que la sucesién

0->M-—->YH'®Y - YH*®@Y)/M —0

cumple con las condiciones del lema.
[ |

Terminamos esta seccién con el siguiente resultado.

Proposicién 1.2.14. Sean (0,Y, <) un sistema estratificante de talla t y M € F(6). En-
tonces existe una sucesion exacta

donde Y, € add(Y") parar e {0,1,2,...,k} y k <max(M).
Demostracién:

Se sigue inductivamente aplicando la Proposicién 1.2.13.
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1.3. El algebra Endp(Y)

En esta seccién demostraremos que dado un sistema estratificante (0,Y,<) de talla ¢, el
algebra (A = Endg(Y), <) es estandarmente estratificada a la derecha donde < es el
orden opuesto en ;. Cabe aclarar que en A = Endg(Y’) estamos haciendo la composicién
a la derecha. Es decir, dados f : M — Ny g : N — L la composiciéon es fg : M — L.
Iniciaremos esta seccién con la siguiente proposicion, la cual usaremos mas adelante.

Proposiciéon 1.3.1. Sean A una k-algebra y A = {A(i)}ieq, €l conjunto de A-mddulos
estindar derechos. Si A(i)a = P(i)a para toda i € Q, entonces considerando A(i) = Y (i)
para toda i € €, se tiene que (A,Y, <) es un sistema estratificante de talla n.

Demostracién:

Se sigue directamente de la definiciéon 1.2.1 y de la Proposicién 1.1.8.
[ |

Lema 1.3.2. Sean (6,Y, <) un sistema estratificante de talla t, A = Endg(Y') y el funtor
F:=Hompg(_-,Y): R—mod — mod — A. Tenemos que

1) Si F(Y (i) = F(Y(j)) entonces Y (i) = Y (j).
2) Si M € F(0) entonces F(M) tiene una F(0)-filtracion de A-mddulos. Ademds, si
max(M) =i se tiene que max(F(M)) =i.
Demostracion:

Ver los Lemas 3.3.10 y 3.3.11 de [17].
|

Del lema anterior tenemos la siguiente observacion.

Observacion 1.3.3. Dado (0,Y,<) un sistema estratificante de talla t, tenemos que A =
Endgr(Y) es una k-dlgebra bdsica.

Teorema 1.3.4. Sea (0,Y, <) un sistema estratificante de tallat. Entonces A = Endg(Y) es
estandarmente estratificada derecha, respecto a <°, (donde <° es el orden natural opuesto
en Q). Mds ain, A1) = Homg(0(i),Y) para todo i € Q.

Demostracién:

Para cada i € Q; denotamos por P(i) = Hompg(Y (i),Y") al A-médulo proyectivo inescindible
derecho. Veamos primero que cada P(i) 4 tiene una F(0)-filtracién. Consideremos la sucesion
exacta corta

0—0(i)BY () — Z(i) —0

donde Z(i) € F{0(j) : j < i}. Aplicando el funtor F = Hompg(_,Y’) a la sucesién exacta
anterior tenemos:

0 — Homp(Z(i),Y) 5 Homp(Y (1),Y) 5" Homp(6(i),Y) — 0
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Por 1.3.2 se tiene que Hompg(Z(i),Y) tiene una F(6)-filtracién y por lo tanto P(7) tiene una
F(6)-filtracion.

Para probar el resultado mostraremos que F(0(i)) = A(i)4 con respecto al orden opuesto
<. Esto es, vamos a probar que Hompg(60(i),Y") es el cociente maximal de P(i) con factores
de composicién S(j) con j =i

Como Homa(P(j), F(0(i))) = Hompg(0(i),0(5)) (ver [4] 1.1.3) y por 1.2.2 se sigue que
Hom(P(j), F(0(i))) = 0 para j < i. Por lo tanto, por 2.1.2 se tiene que [F(6(7)), S(j)] =0
para j < i. Consideremos la sucesién exacta:

0 U(®i) — P(i) — A®i) — 0

donde U(i) = >, Imf donde j <.

f:P(G)—>P(i)
Sea j <iyg: P(j) — P(i). Mostraremos que Img < F(Z(i)). Como Hom(P(j), P())
Hompg(Y (i),Y(5)) (ver [4] 1.1.3), entonces existe h : Y (i) — Y(j) tal que F(h) = g.

lle

Por 1.2.2 se tiene que Hompg(0(i),Y(j)) = 0. Por lo tanto, a;h =
F(h)F(ay) = gF(a;) y se sigue que Img < F(Z(i)) ya que F( (1))
Por lo tanto, U(i) € F(Z(i)) de donde F(0(i)) < A(37).

Veamos que Im! < U(i). Sea F una F(0)-filtracién de F'(Z(i))

OyOZF(ozih)z
~ Im

F: F(Z@)=My2M 2...2 M, =0

donde M,/M;.1 = F(0(js)) para s € {0,1,...,m — 1}. Consideremos el siguiente diagrama:

00— P(jmfl) P, P(jmf2) ——0

WF(Z(jml))l ﬁgl T lﬂF(zqu»

. A -
00— My ——> My —> My_o /My, —=0
donde Mm—l = F(@(]m_l)), Mm_g/Mm_l = F(Q(]m_g)) y P2 = P(jm—1)®P(jm—2)- Tenemos
que By = (Tp(z(jm_1)i1, ) : Py = My,_o es un epimorfismo. Ademas ju,—1 <@y fm-2 < i.
De manera analoga obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 P2 P3 P(]mfg)—>0

g 7
B2 B3 Phd TF(Z(jm—3))
~ -

0 ——> My —2> My 5 —— Myy_3/ My —0

Py = Py® P(jm_3). Donde B3 = (5aiq, m,) : P3 — M, 3 es un epimorfismo y j,, 3 < i.
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Continuando con este procedimiento se tiene P, = @ P(jn_x) con j,_ < i para toda
k=1
ke{l,...,m}yun epimorfismo 8, : P,, = F(Z(i)). Tenemos el morfismo 3,,l : P,, —> P(i)
donde Im B,,l = Iml, lo cual implica que F(Z(i)) = Iml < U(i). Podemos concluir que
F(Z(1)) = U(i). Por lo tanto A(i)4 = Hompg(0(i),Y).
|

Ejemplo 1.3.5. Consideremos el siguiente carcaj C':

P A S A

y el ideal admisible I = {B~) de kC. Sea R = kQ/I se tiene que los R-mddulos proyectivos
inescindibles son:

2 .3 PM): 4
g g )
1 1 2

Por 1.1.7 tenemos que A(i) = P(i) para todo i € Q4 y por 1.3.1 se tiene que A(i) = Y (i)
para i € Q4. Mds aiun, la k-dlgebra A = EndR(@jzl Y (5)) es isomorfa a C' = kC/I, donde
C' es el siguiente carcaj:

c b

AN

4 3 2<—1

e I = {acy (donde la multiplicacion estd dada a la derecha). Se tiene que
: 1
cl] :/ X
2 3

son los A-maodulos proyectivos derechos. Dado que estamos considerando el orden opuesto <P
en Qq, por 1.1.7 tenemos que A(4)4 = P(4), A(3)a = P(3), A(2)a = P(2), A(1)4 = P(1).

Por lo tanto, (A, <) es una k-dlgebra estandarmente estratificada a la derecha.

1.4. Propiedades de F(0)

En esta seccién demostraremos que la categoria F(6) es contravariantemente equivalente a
la categoria F(A,) (ver Teorema 1.4.6).
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Proposicién 1.4.1. Sean (0,Y, <) un sistema estratificante de talla t en R —mod, Y =
¢
@Y (i), A= Endg(Y) y el funtor F := Homg(_,Y) : R —mod — mod — A. Entonces la
i=1
restriccion de F' a F(0), F |r@g): F(0) — mod — A es un funtor exacto y F(F(0)) € F(A4).

Demostracién:

Como Extp(_,Y) |r@= 0 se tiene que F |zg): F(§) — mod — A es un funtor exacto.
Ademés, por 2.1.3 y 1.3.4 se sigue que F(F(0)) < F(A4).
|

Definicién 1.4.2. Sean R una k-dlgebra, Y € R—mod y A := End(rY'). Consideremos los
funtores F:= Hompg(_,Y) : R—mod — mod—A y G := Homu(_,Y) : mod— A — R—mod.
Recordamos que la transformacion natural de funtores valuacion

1) €: 1r_moa — GF se define como la familia de morfismos

€= {EX X > G(F(X))}XGR—mod7
donde ex(z)(f) = f(z) para cada v € X y f € Homgr(X,Y).
2) € : lpoa—a — FG se define como la familia de morfismos

€= {EIX X - F(G(X))}Xemodea
donde € (x)(f) = f(x) para cada v € X y f € Homa(X,Y).

Lema 1.4.3. Sean R una k-dlgebra, Y € R — mod y A := End(rY). Consideremos los
funtores F := Hompg(_,Y): R—mod — mod—A, G := Homa(_,Y) : mod— A — R—mod
y0—-> M — M — M" — 0 una sucesion exacta en R — mod que se escinde. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

1) epr: M — G(F(M)) es un monomorfismo (respectivamente epimorfismo).

2) exp M — G(F(M")) y eppr : M" — G(F(M")) son monomorfismos (respectivamente
epimorfismos).

Demostracién:

Dado que F'y G son funtores aditivos, la sucesion

0O->M —>M-—>M -0

seescindey € : 1g 00 — GF es una transformacién natural tenemos los siguientes diagramas
conmutativos
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n:0 M M M" 0

(

GF(n) : 0—G(F(M")) —= G(F(M)) — G(F(M")) —=0

70 M M M 0

lGA/IU ENM l€]\4,

GE(f) : 0— G(F(M")) — G(F(M)) — G(F(M')) —0

donde 1,1, GF(n) y GF(n') son sucesiones exactas cortas que se escinden.

1) = 2) Supongamos que €7 es un monomorfismo (respectivamente epimorfismo). Aplicando
el lema de la serpiente a los diagramas anteriores se tiene que Ker(ep) =0y Ker(epym) =0
(respectivamente Coker(epm) = 0y Coker(epp) = 0).

2) = 1) Aplicando el lema de la serpiente en el primer diagrama tenemos la sucesién
exacta Ker(ey) — Ker(ey) — Ker(eyr) (respectivamente Coker(ey) — Coker(ey) —
Coker(epn)). Como Ker(epy) = 0 = Ker(epr) (respectivamente Coker(epr) = 0 = Coker(epm))
se sigue que Ker(ey) = 0 (respectivamente Coker(ep) = 0).

[ |
Corolario 1.4.4. La funcidn evaluacion ex es un isomorfismo para cualquier X € F(6).
Demostracion: Tenemos los siguientes casos:

1) Caso X =Y. Siey(x) = 0entonces 0 = ey (x)(1) = 1(z) = 2. Si f € G(F

Vg e A se tiene que f(g) = f(g1) = gf(1) por lo que ey(f(1))(g)
Vg e A. Por lo tanto, ex es un isomorfismo.

)) entonces
1

(v
gf(1) = f(g)

2) Caso X = Y™ con m € N. Usando que los funtores F' y G son aditivos, tene-
mos F(Y™) = Homgr(Y™Y) = Homg(Y,Y)™ = A™ y por lo tanto G(F(Y™)) =
Homa(A™Y) = Homa(A,Y)™ = Y™, Por lo tanto, ex es un isomorfismo.

3) Caso X € add(Y). Sean m € NN € R — mod tales que X @ N = Y™, Usando que
F y G son aditivos, tenemos X @ N = Y =~ G(F(Y™)) = G(F(X)® F(N)) =
G(F(X)) ® G(F(N)). Considerando el siguiente diagrama conmutativo y exacto en
R —mod

n:0—=G(F(X)) —G(F(Y™)) —=G(F(N)) —=0

Como € es una sucesién exacta que se escinde y €ym es un isomorfismo por el caso 2)
por 1.4.3 se sigue que e€x y €y son isomorfismos.
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4) Caso general. La prueba se hard por induccién sobre maxz(X). Sea 0 # X € F(6). Si
maz(X) = 1 entonces X = 0(1)" = Y (1) € add(Y) y por el caso 3) se sigue que
€x es un isomorfismo. Supongamos que 1 < max(X), por 1.2.13 existe una sucesiéon
exacta corta en JF(0)

0-X->Yy—>N->0

donde Yj € add(Y) y max(N) < max(X). Como F |r@) es exacto se tiene el siguiente
diagrama conmutativo y exacto en R — mod

Ker(ex) 0 0
0 X Yo N 0
€X Eym EN

0 ——G(F(X)) —=G(F(Y™)) —= G(F(N))

Coker(ex) 0 0

Por hipétesis de induccién ey, y €y son isomorfismos. Luego, por el lema de la serpiente
€x es un isomorfismo.

t
Lema 1.4.5. Sea (0,Y, <) un sistema estratificante de talla t en R —mod, Y := @Y (i) y
i=1
A = Endgr(Y'). Entonces las siguientes condiciones se satisfacen:
1) Exth(N,Y) =0 para cada N € F(A,).

2) La restriccion G |ra,): F(Aa) = R—mod es un funtor exacto y ademds G(F(Ay4)) S
F(0).

3) La aplicacion €y : X — FG(X) es un isomorfismo en mod — A para cualquier X €
F(A4)).

Demostracién:

1) Basta ver que Ezt!(A(i),Y) = 0 para todo i € ;. Consideremos la sucesién exacta
en iR —mod
0—0(i) —>Y(E)— Z(i) -0

Aplicando el funtor F' a la sucesion anterior, obtenemos la siguiente sucesion exacta en
A —mod (ver 1.4.1)
0— F(Z(i)) » P(i) - A(i) —» 0
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Dado que P(i) es proyectivo, aplicando el funtor G y usando el isomorfismo de 1.4.4
tenemos el siguiente diagrama conmutativo en R — mod

0 0(i) —L— Y (i) — 22—~ Z(3) 0

jeG(i) LGY(I') lez(i)
7 7

0—= G(A®1)) L= G(P(i) —% G(F(Z(i))) — Eat',(A(i),Y) —=0

Como g, €y (i) ¥ €z(;) son epimorfismos se sigue que g’ es un epimorfismo. Por lo tanto,
Ezth(A(i),Y) = 0 para todo i € €.

Por el inciso anterior se tiene que G |z(a ): F(Aa) = R — mod es exacto. Luego, por
2.1.3 y 1.4.4 se sigue que G(F(Ay4)) € F(G(Ay4)) = F(6).

Sea X € mod — A. La prueba se hara por inducciéon sobre la A 4-longitud de X. Si
In,(X) =1 entonces X = A(j) para algin j € Q. Luego, por 1.3.4 y 1.4.4 tenemos
que FG(X) = FG(A(j) = FG(F(0)) = FGF(9(7))) = F(8(j)) = A(j). Ahora
bien, supongamos que Ia,(X) = 2 y consideremos H una A 4-filtraciéon de X

H: X=My>M,>--->M,,_1>M,, =0
donde X/M; = A(j;) para algin j; € Q y la,(M;) < m. Dado que los funtores

F |r@y: FO) = mod — Ay G |ra,): F(As) — R — mod son exactos se tiene el
siguiente diagrama conmutativo

0 M, X T A(j1)

/ ’ /
jejul jex l%(m
! 7

0—— FG(M;) L= FG(X) —% FG(A(j;)) —= 0

Y . oy , . .
Por hllpotesm de induccion, € AGn) Y €y SON isomorfismos. Luego, usando 2.1.10 se sigue
que € es un isomorfismo.

|
Teorema 1.4.6. La categoria F(0)(S R—mod) es contravariantemente equivalente a F(A4)(S
mod — A).
Demostracién:

Se sigue de la Proposicién 1.4.1 y de los Lemas 1.4.4 y 1.4.5.

Corolario 1.4.7. Sea (9 Y, <) un sistema estratificante de talla t. Entonces 0(i) es ines-
cindible para toda 1 =1,...,n.
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Demostracién:

El funtor F' |z induce un isomorfismo de anillos Endg(0(i)) = Enda(A(i)). Como A(i) es
inescindible (ver 1.1.8) por 2.1.9 se sigue que Enda(A(i)) es un anillo local. Por lo tanto,
(i) es inescindible.

[ |

23



24



Capitulo 2

Apéndice

2.1. Moébdulos, Algebras locales
Definicién 2.1.1. Sean R una k-dlgebra, M € R— mod y la familia de R-submddulos de M
My :={N: N es un submddulo maximal de M}.

El radical de M es el submddulo de M
rad(M) = ﬂ N
NeM
Proposicién 2.1.2. Sean R una k-dlgebra, i € Q,, y M € R—mod. Entonces Hompg(P(i), M) #
0 siy sdlo si [M : S(i)] # 0.

Demostracién: Ver [15], proposicién 2.5.
H

Proposicién 2.1.3. Sean A y B k-dlgebras, C una clase de objetos en mod — A y H :
mod — A — B — mod un funtor (covariante o contravariante) exacto. Entonces H(F(C)) <

F(H(C)).

Demostracién: Ver [15], proposicién 3.15.
|

Definicién 2.1.4. Sea R una k-dlgebra. Para cada M € R — mod, definimos el top de M
como el cociente top(M) := M /rad(M).

Proposicién 2.1.5. Sean A una k-dlgebra y f : M — N un epimorfismo en mod — A.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1) Ker(f) < rad(M).

2) El morfismo f : top(M) — top(N), dado por f(z) = f(z) es un isomorfismo.
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Demostracién: Ver [15], proposicién 5.15.
[ |

Proposicién 2.1.6. Sea A una k-dlgebra. Definamos la correspondencia
top : mod — A — mod — A

dada por top(f) : top(X) — top(Y') donde top(f)(x) = f(x) + rad(Y) para todo x € X y
para todo f € Homa(X,Y). Entonces, top es un funtor aditivo que conmuta con productos
arbitrarios y preserva epimorfismos.

Demostracién: Ver [15], proposicién 5.24.
[ |

Teorema 2.1.7. Sean A una k-dlgebra. Entonces, las siguientes condiciones son equivalen-
tes.

1) A tiene un unico ideal izquierdo maximal.
2) rad(A) es el unico ideal izquierdo maximal en A.

3) rad(A) = A/U(A) donde U(A) denota al conjunto de las unidades de A, es decir, a

los elementos de A que son invertibles.
4) AJU(A) es cerrado bajo suma en A.
5) Para cada a € A, se tiene que {a,1 —a} nU(A) # &.
6) A/rad(A) es una k-dlgebra con division.

Demostracién: Ver [15], Proposicién 5.36.
|

Definicién 2.1.8. Decimos que una k-dlgebra A es local si satisface alguna de las condiciones
del Teorema 2.1.7

Teorema 2.1.9. Sean A una k-dlgebra y M € mod— A. Entonces, las siguientes condiciones
se satisfacen.

1) Ends(M) es local si y solo si M es indescomponible.

2) Sea M indescomponible. Entonces, para cada f € Enda(M) se tiene que f es nilpotente
0 un isomorfismo.

Demostracién: Ver [15], proposicién 5.38.
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Lema 2.1.10 (Lema Corto del Cinco). Sea R una k-dlgebra. Consideremos el siguiente
diagrama conmutativo y exacto en R — mod

0—L—2-N—T N 0
A
0—=L LN Ly
Si cualesquiera dos de los morfismos aq, as y a3z son isomorfismos, entonces el tercero
también lo es.

Demostracién: Ver [13], proposicién 2.72.
[ |

Teorema 2.1.11 (Lema de la Serpiente). Sea R una k-dlgebra. Consideremos el siguiente
diagrama conmutativo y exacto en R — mod

L—2N—T N

bk
0—= L'~ N' L= M

Entonces existe una sucesion exacta en R — mod

Ker(a) — Ker(B) — Ker(y) RN Coker(a) — Coker(f) — Coker(y),

donde 6 : Ker(y) — Coker(a) esta dado por §(m) := h='Bf~1(m) + Im(«). Mds ain, si
g : L — N es un monomorfismo, entonces Ker(a) — Ker(S) es un monomorfismo; y si
t: N — M’ es un epimorfismo, entonces Coker(3) — Coker(vy) es un epimorfismo.

Demostracién: Ver [13], teorema 6.5.
|
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