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Resumen

En este texto tratamos algunos temas béasicos de la teoria de flujo incompresible, es-
pecificamente tratamos el concepto de vorticidad, hojas de vorticidad y desarrollamos un
método para obtener el campo de velocidades producido por una distribucién de vorticidad.

En el primer capitulo presentamos las ecuaciones que gobiernan la dinamica de los
fluidos, nos concentramos en las ecuaciones de continuidad y Navier—Stokes, las cuales
simplificamos enormemente al considerar que el flujo es incompresible. También introdu-
cimos el concepto de worticidad, que es un analogo de la corriente eléctrica que da lugar
a un campo magnetostatico. En el caso de un flujo, la vorticidad da lugar a un campo de
velocidades. El concepto de vorticidad nos permite, desarrollar un método para determinar
el campo de velocidades del flujo sin necesidad de conocer la presion, la temperatura o la
energia interna. Estas propiedades del flujo pueden obtenerse una vez que se conocen el
campo de velocidades y el de vorticidad.

En el segundo capitulo estudiamos las ecuaciones de Poisson y Laplace que se presentan
de manera natural al considerar un flujo inviscido e incompresible. Estudiamos el método
de separacion de variables para resolver la ecuacion de Laplace y el método de Green para
resolver la ecuacion de Poisson. Introducimos el operador de Laplace—Beltrami que no es
més que la parte angular del operador de Laplace en coordenadas esféricas. Al final del
capitulo demostramos que las funciones armdnicas son invariantes bajo transformaciones
conformes e introducimos la proyeccion estereogrdifica que mapea el plano euclidiano en la
superficie de la esfera unitaria y viceversa.

Por tultimo, en el tercer capitulo utilizamos las herramientas presentadas en los ca-
pitulos anteriores, para desarrollar una manera sistematica de determinar el campo de
velocidades producido por una distribucién dada de vorticidad. Discutimos los conceptos
de funcion de corriente y hojas de vorticidad, nos referimos a estas tltimas como vdrtices
armonicos debido a que la funcién de corriente correspondiente a estos flujos satisface la
ecuacién de Laplace. Construimos la funcién de Green para el operador de Laplace en coor-
denadas cilindricas y obtenemos su desarrollo multipolar, finalmente utilizando proyeccion
estereografica, obtenemos la funciéon de Green para el operador de Laplace—Beltrami y su
desarrollo multipolar.

II1
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Capitulo 1

Introduccion

Cuando cursaba los iltimos semestres de la carrera de arquitectura, tuve la oportunidad
de asistir a ciclos de conferencias impartidas por arquitectos de otros paises. Muchos de ellos
incluian en su proceso técnico y creativo la dindmica de fluidos de manera intuitiva. Algunos
de ellos realizaban simulaciones complejas de los flujos de viento (asistidos seguramente por
un equipo de fisicos, ingenieros y matematicos) para moldear la forma de los edificios, de tal
manera que los esfuerzos ejercidos por el viento fuesen minimos; algunos otros realizaban
simulaciones para encontrar la mejor manera de ventilar los espacios habitables. Desde
entonces senti fascinacion por los fluidos y esa fue una de las razones que me impulsaron a
estudiar Fisica.

Desafortunadamente, a lo largo de la carrera de Fisica en la Facultad de Ciencias de
la UNAM no existe un curso formal sobre mécanica de fluidos. Algunos temas se tratan
en el curso de Fenomenos Colectivos de tercer semestre y en el curso de Mécanica de
Medios Deformables de octavo semestre, pero el material presentado a penas alcanza para
vislumbrar la complejidad y belleza del tema. Es por esta razén que decidi realizar mi tesis
sobre mecanica de fluidos y en el proceso he logrado aprender un poco mas acerca del tema.
Ademaés de esto, dos ideas principalmente, motivaron el desarrollo de este trabajo:

La primera de ellas, ecuaciones similares tienen soluciones similares. Richard P. Feyn-
man en el segundo volumen de su famosa serie de libros The Feynman Lectures on Physics,
presenta una introduccion a la teoria electromagnética clasica y en los dos iltimos capitulos
discute brevemente acerca de la teoria de flujo incompresible, haciendo énfasis en que las
ecuaciones que describen al campo de velocidades de un fluido incompresible, son analogas
a las ecuaciones que describen a un campo magnetostatico.

En especifico, la analogia es como sigue: El campo magnético es solenoidal, es decir sus
lineas de campo son cerradas y por tanto el flujo del campo mégnetico a través de una
superficie cerrada es nulo. Andlogamente, en el caso de un flujo incompresible (de densidad
constante), la cantidad de fluido que entra en una regiéon es la misma que sale de ella, es
decir el flujo a través de la superficie que delimita esa regién, es nulo. Mateméaticamente,
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esta propiedad de los campos estd dada por:

V-B=0 El campo magnético es solenoidal.
Viu=0 El flujo es incompresible.

Por otra parte, las corrientes eléctricas son fuentes de circulacién del campo magnético,
mientras que las lineas de vorticidad son fuente de circulaciéon del campo de velocidades.
Matematicamente hablando, tenemos:

V X B = pugd Las corrientes generan circulacién del campo magnético.
VXu=w La vorticidad genera circulaciéon del flujo.

En los textos clasicos sobre mécanica de fluidos como [2], [22] y [28], se demuestra que
es posible expresar el campo de velocidades como el rotacional de un campo A, el cual
llamamos campo de potencial, siguiendo la analogia con el campo magnético. Ademas, se
demuestra que el campo A satisface la ecuacion de Poisson:

AA = —w,

donde A es el operador de Laplace. En las regiones en que la vorticidad se anula, el potencial
satisface la ecuacién de Laplace:

AA =0,

y decimos que es armdénico. La teoria sobre funciones armoénicas puede encontrarse en [5],
[7].

Dada esta analogia, podemos aplicar todo lo que sabemos sobre magnetostatica al
estudio de un flujo incompresible. En este trabajo en particular, nos interesa tratar el
concepto de desarrollo multipolar para una distribucién dada de vorticidad. Este se obtiene
expresando el campo de velocidades en términos de la funcién de Green, para el operador de
Laplace, por medio de una integral de Biot-Savart y expresando a su vez la funcion de Green
como una suma infinita de funciones arménicas. El desarrollo multipolar se encuentra bien
descrito en los textos clasicos de teoria electromagnética como [12], [24] y [41]; las funciones
de Green se tratan en [19].

Es de utilidad construir los desarrollos multipolares, porque nos permiten realizar apro-
ximaciones de los campos de velocidades generados por distribuciones complejas de vorti-
cidad. Por otra parte, a partir del desarrollo multipolar, es facil demostrar un anialogo de la
ley de Ampére, que se utiliza cuando la distribucién de vorticidad tiene un eje de simetria
rotacional.

La segunda idea que motivé este trabajo proviene de Crowdy, en [8] él utiliza la pro-
yeccién estereografica para constuir flujos sobre superficies esféricas a partir de soluciones
a las ecuaciones de Euler en el plano. La proyeccién estereografica es un mapeo conforme,
que transforma el plano euclidiano en la esfera unitaria, una buena discusion acerca de



dicho mapeo puede encontrarse en [39] y en general, para la teoria de transformaciones
conformes uno puede revisar [6].

Las transformaciones conformes son importantes porque dejan invariantes a las fun-
ciones armoénicas, es decir, la imagen de una funcién armoénica bajo una transformacion
conforme es una funcién armonica. Arriba mencionamos una aplicacion de las transforma-
ciones conformes, pero también pueden utilizarse, por ejemplo, en el método de imagenes
(en electrostatica) para construir funciones de Green [24].

En este trabajo nos concentramos en flujos bidimensionales, incompresibles e inviscidos,
ya que algunos fendmenos atmosféricos y ocednicos, pueden modelarse como flujos de este
tipo y podemos aprovecharnos de la proyeccion estereografica para construir las soluciones
de las ecuaciones en la esfera, a partir de las soluciones conocidas en el plano [9], [10], [15].
Particularmente, construimos la funcién de Green para el operador de Laplace en una
superficie esférica y su desarrollo multipolar, proyectando estereograficamente la funciéon
de Green en coordenadas polares.

Finalmente, mencionamos que la teoria de flujo incompresible es un campo activo de
investigacién, sobre todo en las ciencias atmosféricas. De particular interes es el estudio de
la vorticidad, algunos de los fenémenos més interesantes en la mecanica de fluidos se deben
a la evolucién e interaccién de los vortices, estos generan mezclado, esfuerzos cortantes,
transporte de materia y energia, y constituyen uno de los ingredientes principales del
flujo turbulento. Ademads, el estudio de la vorticidad ha llevado al desarrollo de poderosos
métodos numéricos para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes en situaciones complejas.
Estos temas estan fuera del alcance de esta tesis, pero algunas referencias generales con
extensas bibliografias son [1], [3], [25] ¥ [37].
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Capitulo 2

Ecuaciones fundamentales

En este capitulo derivamos las ecuaciones necesarias para encontrar el campo de veloci-
dades de un flujo. Para ello utilizamos el método del continuo en la descripcién eulerianal
del flujo y suponemos que éste satisface tanto el principio de conservacién de masa como
la segunda ley de Newton.

En la dltima seccién introducimos el concepto de vorticidad y senalamos las ventajas
de describir el flujo a partir de su distribuciéon de vorticidad.

2.1. Ecuacion de continuidad

Consideremos una porciéon de fluido dentro de una regién arbitraria €2, con masa

M:/ pdV,
Q

donde p es la densidad de masa y dV el elemento de volumen. Si observamos la evolucién
de esta porcion de fluido vemos que el tamano y forma de 2 cambian, pero M permanece
constante (figura 2.1). Este es el principio de conservacién de masa, que simbdlicamente se
expresa de la siguiente manera

DM D
M2 av =0
Dt Dt/Qp :

siendo D/Dt la derivada total. Transformamos esta ecuacién integrodiferencial en una
ecuacion diferencial parcial utilizando el teorema de transporte (Apéndice A)

Dt /Q

La descripcién inicial es la 1 i ili 5 el d 3 laci las deri

a descripcidn inicial es la lagrangiana y utilizamos el teorema de transporte para relacionar las deri-
vadas en ambas descripciones y obtener finalmente una ecuacién diferencial en la descripcién euleriana.

dp B
8t+V-(pu)] dv =0,

5



6 2. Ecuaciones fundamentales

Figura 2.1: La regién 2(t) puede cambiar de forma y volumen, pero la masa M permanece cons-
tante.

donde u es el campo de velocidad en cada punto del flujo. Tomando en cuenta que € es
arbitraria, concluimos que el integrando debe anularse, es decir

op B
5 TV (ou) =0, (2.1)

que es la ecuacién de continuidad. Ahora calculamos explicitamente el segundo término y
obtenemos

dp
E—Fu-Vp—i—pV-ufO,

reconociendo que el primer y segundo término pueden expresarse como la derivada total
de p

Dp
u=0. 2.1
Dt +pV-u=0 (2.1a)

2.2. Ecuaciones de Navier—Stokes

Consideremos, como antes, una porcién de flujo en una regién arbitraria €2. El momento
que lleva el fluido dentro de esta regién es

P :/ pudV
Q

y de acuerdo a la segunda ley de Newton, la razén de cambio del momento es igual a la
fuerza externa total F' que actia sobre el fluido, de manera simbdlica



Flujo incompresible 7

Dp D
- = udV = F.
Dt~ Dt /Qp

Las fuerzas que actuan sobre el fluido en ) se clasifican en dos tipos, i) fuerzas de
cuerpo, tales como la gravedad, y i) fuerzas superficiales, como las debidas a gradientes

de presién y esfuerzos viscosos [22]. Asi la segunda ley de Newton toma la siguiente forma

Dp _ [ [0(pu) T _
Dt_/gz{ Y +V-<puu )]dV—AQU-ndS+/()pde,

donde 0f2 denota la frontera de 2, n es un vector unitario normal a 02, o es la matriz de
esfuerzos que al proyectarse en la direcciéon n nos da la fuerza debida a la presién (esfuerzos
normales) y la viscosidad (esfuerzos tangenciales) sobre 02, dS es el elemento de superficie
y f representa a las fuerzas de cuerpo. El tensor de esfuerzos tiene la forma [22]

o =-pl+A(V-u)I+u(Vu+(Vu)).

Sustituyendo en la ecuacién anterior y manipulando los términos con ayuda de la ecua-
cién de continuidad y el teorema de la divergencia obtenemos

Du

p—

Dt

Estas ecuaciones (3 componentes) se conocen como ecuaciones de Navier—Stokes, p es la

presién, py A son el primer y segundo coeficientes de viscosidad (considerados constantes
por simplicidad), y A es el operador de Laplace.

=-Vp+ A+ p)V (V- u)+pAu+pf. (22)

2.3. Flujo incompresible

En la practica, la variacién de la densidad puede ignorarse en la mayoria de los flujos
a tratar. En estos casos se dice que el flujo es incompresible y se considera que la densidad
permanece constante. Para un flujo incompresible la ecuacién (2.1a) se reduce a

V-u=0, (2.3)

entonces el campo de velocidad es solenoidal y por tanto puede escribirse como el rotacional
de un campo vectorial A, al que llamamos potencial de velocidad. En los capitulos 3 y 4
vemos c6mo se relaciona este campo con la funcién de corriente que también definimos més
adelante. Por otra parte las ecuaciones (2.2) se reducen a

D
pﬁ? = —Vp+ puAu+pf. (2.2a)

Si ademads consideramos un fluido inviscido, es decir no viscoso, el segundo término del
lado derecho se anula y obtenemos finalmente
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Du 1
= __Vp+ 2.4
Dt p p+ 1 (2.4)

que son las llamadas ecuaciones de Fuler para flujo ideal.

2.4. Circulaciéon y Vorticidad

Definimos la circulaciéon I" de un flujo en torno a un circuito cerrado C' como sigue

F:j{uwll,
C

donde dl es el elemento de linea en la direccién tangente a C' en cada punto. Utilizando el
teorema de Stokes podemos convertir la integral de linea en una integral de superficie

F:/qu-ndS:/w-ndS,
S S

siendo S una superficie con frontera C, w = V xu es la vorticidad y representa la circulacion
por unidad de area en cada punto del fluido. Notamos que si w = 0 entonces I' = 0, a este
tipo de flujos se les llama irrotacionales.

Normalmente un flujo se describe resolviendo las ecuaciones (2.2), encontrando el campo
de velocidades y a partir de éste se determina la vorticidad, pero el problema se puede atacar
de manera inversa, encontrando el campo de velocidades a partir de una distribucién de
vorticidad conocida. Esta manera de atacar el problema es conveniente pues, en muchos
casos, la vorticidad estd concentrada en ciertas regiones del flujo. La situacién es andloga
a cuando se tienen corrientes eléctricas que generan un campo magnético.

En la siguiente seccién derivamos la ecuacién de evolucién de la vorticidad para dife-
rentes tipos de flujos.

2.5. Ecuacién de Vorticidad

Lo primero que notamos es que la vorticidad es un campo solenoidal por ser el rotacional
del campo de velocidades, es decir

V-w=0.

A continuacién determinamos la ecuacion que debe satisfacer la vorticidad en un flujo
incompresible de viscosidad constante.

Ya vimos que para este tipo de flujo el campo de velocidades satisface la ecuacion
(2.2a). Desarrollamos la derivada total en el lado izquierdo: Du/Dt = du/ot+ (u-V)u y
reescribimos el segundo término utilizando la siguiente identidad

ax(an):%V(awz)—(ch)a,
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donde hacemos uso de la expansién del triple producto vectorial. Sustituyendo a = u
obtenemos

0 1
(;;+2V(u-u)—u><(qu):—V<z>+gAu+f. (2.5)
Después tomamos el rotacional de esta ecuacion

ow
——Vx(uxw)zﬁAw.
ot p
Aqui hemos supuesto que las fuerzas de cuerpo son conservativas, es decir son derivables
de un potencial ¢, ademas usamos el hecho de que el rotacional de un gradiente se anula

y que el rotacional conmuta con el operador de Laplace. Ahora usamos la identidad

Vx(axb)=a(V-b)—b(V-a)+(b-V)a— (a-V)b;

sustituyendo a = u, b = w y considerando que tanto 4 como w son solenoidales, obtenemos
la ecuacién de vorticidad

8—w+(u-V)w:(w-V)u+ﬁAw. (2.6)
ot 0
En el caso de un fluido inviscido tenemos
Ow
E%—(U-V)w:(c‘wV)u. (2.6a)

Finalmente, si el flujo es bidimensional, w apunta en la direcciéon perpendicular al plano
de movimiento y por tanto el lado derecho se anula y el lado izquierdo se puede expresar
como la derivada total de la vorticidad. Entonces en un flujo bidimensional, incompresible,
inviscido y sujeto a fuerzas de cuerpo conservativas, la vorticidad se conserva, es decir

Dw

— =0 2.6b

o2 =0, (2.6b)
o en términos de la circulacion

DT

— =0. 2.7

D1 (2.7)

Este es el teorema de circulacion de Kelvin®. La ventaja de la ecuacién (2.6) sobre
las ecuaciones de Navier—Stokes es que la presién no aparece de manera explicita; para
determinar la presién en términos de la vorticidad tomamos la divergencia de (2.5) y
usamos el hecho de que el operador de divergencia y el Laplaciano conmutan

2La circulacién se conserva bajo condiciones menos restrictivas; especificamente, no es necesario que el
flujo sea bidimensional y s6lo se requiere que el flujo sea inviscido y barotrépico, es decir, que la densidad
sea una funcién solamente de la presién.
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V- iv(u.u)—uxw} :—A(i+¢>:_A(i)v

donde P = p + p¢ se denomina presiéon modificada. Ahora usamos la identidad

V-(axb)=b-(Vxa)—a-(Vxb)

y remplazando a = u y b = w obtenemos

A(i)zw-w%—u-(Au)—éA(u-u). (2.8)

En los capitulos subsecuentes nos restringimos a flujos bidimensionales, especificamente
sobre un plano y sobre superficies esféricas, desarrollamos una manera sistematica de en-
contrar el campo de velocidades a partir de la distribuciéon de vorticidad, y damos algunos
ejemplos.



Capitulo 3

Campos armoénicos bidimensionales

En el capitulo anterior derivamos las ecuaciones necesarias para describir un flujo. En
éste estudiamos las ecuaciones de Laplace y Poisson asi como algunas de las propiedades
de sus soluciones; especificamente, en la seccion 3.4 estudiamos la invariancia de las fun-
ciones armoénicas bajo transformaciones conformes, lo cual nos permite construir nuevas
soluciones a la ecuacion de Laplace a partir de una ya conocida. Con esto completamos los
elementos necesarios para describir los vortices arménicos bidimensionales que trataremos
en el siguiente capitulo.

3.1. Ecuacion de Laplace

Supongamos que se tiene un flujo inviscido, incompresible e irrotacional (flujo poten-
cial), es decir w = V x u = 0. En una regién libre de fuentes o sumideros es posible
encontrar una funcién escalar ¢ (potencial escalar de velocidad), tal que

u = Vo,

sustituyendo en la ecuacién de continuidad para un flujo incompresible y utilizando la
identidad V - V = A obtenemos

Ap = 0. (3.1)

Esta es la ecuacion de Laplace, que en coordenadas curvilineas ortogonales se expresa
de la siguiente forma

1 (& 0 H O

con H = hiho---hy, vy hi = hi(q1,92,-..,qn). En la siguiente seccién estudiaremos el
método méas comunmente utilizado entre los fisicos para resolver esta ecuacién, el método
de separacién de variables.

11



12 3. Campos arménicos bidimensionales

3.1.1. Separaciéon de Variables

El método de separacién de variables es el més comtn y socorrido para resolver ecua-
ciones diferenciales parciales en n variables independientes. La estrategia es convertir la
ecuacién diferencial parcial en un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias, suponien-
do que la funcién solucién se puede expresar como un producto de funciones que dependen
solamente de una de las variables. El método es aplicable cuando se desea resolver una
ecuacién diferencial parcial lineal, en una regién delimitada por una frontera en la que se
especifica el valor de la solucién o su derivada normal. Formalmente, sea £ un operador
diferencial lineal y consideremos el problema de valores a la frontera en la regiéon R

Lo(x) =0 rEeR

ap(x) + Bop/on(x) =0 =€ dR (3.3)

con «, 8 constantes. Ahora supongamos que la solucién se puede expresar de la siguiente
manera () = v1(q1)e2(q2) - - - ©n(¢n) donde ¢; son coordenadas curvilineas ortogonales,
ademads supongamos que al sustituir en (3.3) se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias

Lipi(qi) = Nwi(gi)pi  1=1,2,...,n (3.4)
MAA+ 4+ =0 ’ -

donde A; y w; son el valor propio y la funcién de peso asociados al operador £;, definidos
en el apendice D. Si es posible realizar esta reduccién, diremos que la ecuacién (3.3) es
separable en el sistema de coordenadas ¢; y habremos logrado reducir la complejidad del
problema. Existe sin embargo un posible inconveniente: la clase de funciones que se pueden
expresar como producto de otras, es un conjunto muy pequefio y podria ser que ninguna
de las funciones de este tipo satisfaga las condiciones de frontera. Para rescatar el método
recordemos que £ es un operador lineal, entonces podemos construir una funcién maéas
general

P(x) =D Axprgera@1(q1: A1) 2(g2: A2) -+ 0n(gns An), (3.5)
A

donde la suma corre sobre todos los valores posibles de \; que satisfagan la condicién
(3.4). La pregunta ahora es ;Podemos escoger los coeficientes Ay, ..., de tal manera
que p(x) satisfaga las condiciones de frontera en (3.3) y que la serie sea convergente?
Afortunadamente en el caso £ = A la respuesta a esta pregunta es si. Si L = A, los
operadores £; que se obtienen son operadores autoadjuntos de segundo orden y de acuerdo
a la teorfa de Sturm-Liouville, los conjuntos de soluciones {¢;(gi; Ai)} a cada una de las
ecuaciones (3.4) son ortogonales (o se pueden ortogonalizar) y completos. Por lo tanto si
@(x) es la solucién al problema de valores a la frontera (3.3), ésta puede expresarse como
en (3.5) con los coeficientes Ay, »,...», calculados tomando el producto interior sucesivo
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<<"'<<907(101>1a@2>27"'>n,17¢n>n7 (3.6)

con (-,-); el producto interior definido en (D.5) del apéndice D, asociado al problema de
valores propios (3.4) y que asegura la ortogonalidad de las funciones {¢;(gi; Ai)} [16].

Separar la ecuacién de Lapalace no siempre es posible, depende del sistema de coordena-
das que se utilice, el cual se escoge de acuerdo a la simetria del problema. Afortunadamente,
la ecuacién de Laplace es separable en los sistemas de coordenadas que se utilizan con mas
frecuencia en fisica. A continuacién damos ejemplos concretos y al final de esta seccién
senalamos condiciones necesarias y suficientes sobre un sistema coordenado para que la
ecuacién de Laplace sea separable.

3.1.1.1. Coordenadas polares

En coordenadas polares (p,¢) tenemos h; = 1, ho = p' por lo que la ecuacién de
Laplace toma la forma

10 0 1 92
(bara o) o= 7

Proponiendo una solucién separable ¢(p, ) = R(p)®(¢) y dividiendo (3.7) por ¢ ob-
tenemos

1 d dR 1 d*®
pRap”dp * P ag 3
ahora multiplicamos por p?

2
TS
p dp ¢
y notamos que el lado izquierdo s6lo depende de p mientras que el derecho sélo depende
de ¢. La unica manera de satisfacer la igualdad en todo punto es que ambas expresiones
sean iguales a una constante C, entonces hemos logrado separar la ecuacién de Laplace en
el sistema de ecuaciones

d dR

— = 1
pdppd,p CR=0, (3.10a)

d*®

'De aqui en adelante p denota la magnitud del radio vector, no confundir con la densidad del flujo.
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En general requerimos funciones univaluadas en ¢ es decir ®(¢ + 27) = ®(¢), lo que
impone la restriccion C' = m? con m € Z y las soluciones a la ecuacién de Laplace son de
la forma

Om(py®) = (Amp™ + Bpp™) ( o ;’j;f ) m#0 (311)
wo(p,d) = Ap+ Bolnp m=0

o una combinacion lineal de éstas.

3.1.1.2. Coordenadas elipticas

En coordenadas elipticas (u, v) los factores de escala son h; = hy = f V/cosh? u — cos? v,
entoces la ecuacion de Laplace toma la forma

1 ”? 02 >

=+ =5 ]¢=0. (3.12)
12 (cosh2 u — cos? v) <8U2 dv?

En estas coordenadas la ecuacién de Laplace es més sencilla pues los factores de escala en

u 'y en v son iguales. Proponiendo una solucién separable ¢(u,v) = U(u)V (v), sustituyendo
en (3.12) y dividiendo por ¢ obtenemos

d*U
W — m2U = 0, (313&)
d*V

donde hemos supuesto V(v + 27) = V(v) y por tanto m € Z. Entonces las soluciones a la
ecuacién (3.12) son de la forma

sin mv
wo(u,v) = Ag + Bou m = 0.

om(u,v) = (Ape™ + Bpe ™) < sy ) m # 0 (3.14)

3.1.1.3. Coordenadas bipolares

En coordenadas bipolares (o, 7) los factores de escala son h; = hy = a/(cosh T — coso);
por lo tanto, la ecuacién de Laplace toma la misma forma que en coordenadas elipticas,
solo es necesario remplazar el factor de escala correspondiente

(coshT —coso)? [ 02 0?
a2 80‘2 + W Y = 0. (315)
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Siguiendo el mismo procedimiento que antes, ahora con (o, 7) = X(0)7T'(T), obtenemos
el sistema de ecuaciones

d*y.
2 +m?Y =0, (3.16a)
d*T
o m?*T = 0; (3.16b)

donde nuevamente hemos supuesto X(o + 27) = X(o). Entonces la ecuacion (3.12) tiene
soluciones de la forma

(Pm(o'ﬂ-) — (AmemT +Bm€_mT) ( coOs mo ) m 7& 0

sin mo

(3.17)
volo,7) = Ay + Byt m =0

3.1.1.4. Condiciones suficientes y necesarias de separabilidad

Dado un sistema de coordenadas curvilineas ortogonales (en un espacio euclidiano)
{gi}; la ecuacién de Laplace en dichas coordenadas es separable si y sélo si es posible
encontrar una matriz

P11(q1) P12(q1) - Pnlqr)
o gzj21.((12) gzj22.((12) aE @2n'(Q2) | (3.18)
gz)nl (Qn) gan(Qn) T gzsnn(Qn)

donde ®;; es una funcién que depende solamente de la coordenada g; y S satisface

h?  M;
i 3.19b
hZ My’ ( )

% = (ﬁ fk(qk)> Mil; (3.19(3)
t k=1

donde M;; es el cofactor de @;; y f; son funciones que dependen solamente de la coordenada
¢;- A la matriz S se le llama matriz de Stickel y, si existe, entonces es posible encontrar
una solucién separable ¢ = @199 - - - @, para la ecuacién de Laplace resolviendo el sistema
de ecuaciones [33]

1 d ,dy; -
—— i) NDii =0, 3.20
fidg;" dg; JZQ Y (320)
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coni=1,2,...,ny Aj constante. En la practica, las funciones &@;; se determinan a partir
de las ecuaciones (3.19b) y (3.19¢). Como ejemplo encontremos la matriz de Stéackel en
coordenadas polares cilindricas (p, ¢, z).
En estas coordenadas los factores de escala son h, = h, = 1, hg = p, sustituyendo en
(3.19b) tenemos
1 M M
7= J‘TZ’ p? = M:;’ M,, = M,,,. (3.21)
Dado que los factores de escala no contienen las variables ¢ y z, la segunda y tercer fila
de S contienen sélo constantes con la restriccién M), # 0, para satisfacer las condiciones
anteriores. Escojamos por simplicidad @34 = @, =1, @y, = @4 = 0, sustituyendo en Sy
usando las condiciones anteriores obtenemos

Dy —p 7 —1
S=| o, 1 o0 |. (3.22)
$., 0 1

Ahora aplicamos la condicién |S| = @,, + Py,/p* + P., # 0. Una posible solucién es
Ppp =Py, =0y P, =1y la matriz de Stéckel es

0 —p 2 -1
S=10 1 0 1. (3.23)
1 0 1

A continuacién determinamos las funciones f; aplicando las condiciones (3.19c¢)

1 1
o= Jufotr 5 = fofot- (35). (3.24)
de donde f, = py fs = f. = 1. Finalmente sustituyendo en (3.20) obtenemos las ecuaciones
1d dR ( Ao
——p— — )\Z+>R:O, 3.25a
pdp" dp p? (3.258)
d?®
— o= 2
i3 + A 0, (3.25b)
d’z

en el caso z = cte éstas se reducen a las ecuaciones (3.10) con C' = Ay. Cabe senalar que la
matriz de Stékel para un sistema de coordenadas dado no es inica. Matrices equivalentes se
pueden construir por medio de operaciones elementales sobre las columnas de S sin alterar
la primer columna, debido a su posicién privilegiada.

En la siguiente seccién estudiamos la ecuacién de Poisson que es una generalizacién de
la ecuacion de Laplace. Para resolverla utilizamos el método de Green.
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3.2. Ecuacion de Poisson

Supongamos que se tiene un flujo inviscido e incompresible y, a diferencia del flujo
considerado en la seccién 2.1, con vorticidad no nula, es decir w = V x u # 0. En este caso
yva no es posible obtener el campo de velocidades a partir de un potencial escalar, pero
debido al carécter solenoidal del campo de velocidades es posible encontrar un potencial
vectorial A tal que

u=V x A.

Sustituyendo en la definicién de vorticidad

w=Vx(VxA)=V(V-A)-AA

y sabemos que siempre es posible aniadir un vector irrotacional al potencial A de manera
que su divergencia se anule y el campo de velocidades permanezca inalterado. Supongamos
entonces sin perdida de generalidad que el potencial es solenoidal?. En ese caso la ecuacién
anterior se reduce a

AA = —w. (3.26)

Esta es la ecuacion de Poisson y para resolverla utilizaremos el método de Green. Como
motivaciéon recordemos que un sistema de ecuaciones lineales se puede expresar en forma
matricial de la siguiente maneras:

My=>b

y para resolverlo basta encontrar la matriz inversa M ! (si existe) y multiplicar ambos
lados de la ecuacién, asi la solucién queda expresada como

y=M"'b.

La ecuacién (3.26) tiene la forma de un sistema de ecuaciones lineales, entonces nos
gustaria poder encontrar el operador inverso al Laplaciano, es decir un operador G tal que

A=G(-w), (3.27)

0 equivalentemente

AG (—w) = —w. (3.28)

2A este proceso de redefinir el potencial vectorial se le llama escoger una norma, en este caso escogemos
la norma transversal, es decir, el potencial vectorial se puede escribir como el rotacional de otro campo
vectorial.
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Tomando en cuenta que el Laplaciano es un operador diferencial, G debe ser un operador
integral, es decir,

/Gwac (z')av’.

Considerando esto y la linealidad de A, tenemos

AG (—w) = —A/ G(z, 2" )w(x")dV’
_ / AG(z, 2w (@)dV' = —w(z), (3.29)

donde la segunda igualdad se da porque A opera sobre x. La tultima integral sugiere la
definicién
AG(z,x') = §(x — o), (3.30)

con ¢ la delta de Dirac. A G se le llama funcién de Green y satisface las mismas condiciones
de frontera que la solucién a la ecuacién (3.26) que, en términos de G es

A=— /R Gla, 2 )w(')dV". (3.31)

Finalmente, el campo de velocidades se obtiene tomando el rotacional de la ecuacion
anterior

—/ VG(z,x') x w(x)dV’, (3.32)
R

que es la integral de Biot—Savart. En el siguiente capitulo daremos ejemplos concretos de
cémo determinar la funcién de Green [19].

3.3. Operador de Laplace-Beltrami Ap

De aqui en adelante consideraremos sistemas bidimensionales. El primer problema a
considerar es el de encontrar las funciones propias del Laplaciano en 2D, es decir las solu-
ciones a la ecuacion

Ap = Ap. (3.33)

Para resolver la ecuacién expresamos A en coordenadas esféricas (6,¢). Usando la
ecuacién (3.2) y los factores de escala del apéndice B

1 0 0 1 02
Ap = sm@%SI 989 sinZ § §¢?” (3:34)
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Escribimos el subindice B pues este operador recibe el nombre de operador esférico de
Laplace-Beltrami. En estas coordenadas la ecuacién de valores propios admite una solucién
separable p(0, ¢) = P(0)®(¢), y sustituyendo en (3.34) obtenemos el sistema de ecuaciones

d*® 5
W = —m @7

. d . dP 9 B
smﬂﬁsmﬁw—k (—)\—m )P—O,

donde hemos supuesto ®(¢ + 2m) = P(¢). Las soluciones a la primera ecuacién son de
la forma ®(¢) = e™?. La segunda ecuacién la transformamos mediante el cambio de
variable x = cos # para obtener

d*P dp m?
1—a2?)— —22— + | —A— P=0 3.36
( :n)d:ﬁ xdm+< 1—x2> ' (3:36)
que es la ecuacién asociada de Legendre. Si tomamos A = —¢({ + 1), ¢ € NU {0}, las
soluciones son los polinomios asociados de Legendre
(" i
P ) =57 (1- x2)m/2dxé+m (z® — 1) (3.37)

Las funciones propias del operador de Laplace-Beltrami son entonces los armoénicos
esféricos

Y;™(0, ) = Ny P (cos 0)e™?, (3.38)

donde Ny, es un coeficiente de normalizacion [23].

3.4. Invariancia de soluciones armoénicas bajo transformaciones confor-
mes

Por tultimo discutiremos una propiedad de las funciones arménicas que nos permite
construir nuevas soluciones a la ecuacién de Laplace. Supongamos que se tienen dos regiones
Ry R’y deseamos resolver la ecuacién de Laplace bajo las mismas condiciones de frontera
en ambas regiones, ademas supongamos que la geometria de R nos permite encontrar
facilmente la solucién ¢, mientras que la geometria de R’ no, pero que podemos mapear
R en R

Ahora, jcudl es la utilidad de poder mapear una regién en otra? Bien, si pudieramos
encontrar una funcién f que no sélo mapeara R en R/, sino que también preserve las
propiedades de ¢, entonces f(p) serfa la solucién en R’ y nos ahorrariamos la tarea de
resolver la ecuacién en R’. Por fortuna, las funciones armonicas tienen la propiedad de
ser invariantes bajo tranformaciones conformes y, en dos dimensiones, siempre es posible
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aproximar una regién por un poligono y éste a su vez mapearlo al semiplano superior en
el plano complejo, utilizando el mapeo de Schwarz—Christoffel [28].

A continuacién mostraremos que las funciones arménicas son invariantes bajo transfor-
maciones conformes y para ello utilizamos funciones de variable compleja, que constituyen
el lenguaje adecuado para hablar de transformaciones conformes. Comenzamos por definir
la siguiente representacién del operador gradiente

0 .0
Con esta definicién la expresién para el operador de Laplace es
0? 0? 0 0 0 0
A=—+—-—=|—+i—])|(=——i— | =VV"'=V"V. 3.40
02 + 0y? <8az + Zay> <833 lay> ( )

Ahora, supongamos que la regiéon R en el plano complejo z = x + iy se puede mapear
a la regién R’ en el plano w = u + iv mediante la transformacién

w = f(z),
con f analitica y por tanto conforme (apéndice C). Bajo esta transformacién la expresién
para V en el w-plano es

0 .0 ou 0 ov 0 Ou 0 Ov 0
Vz - %‘Flafy:%%—i-%%ﬁ-lafy%ﬁ-zafy%
ou 0 ov 0 Ov 0 Ou 0
8z0u " 9zdv 0z du 0z 0v

_ (O0u Ov o .0\

y sutituyendo en la expresion para el Laplaciano tenemos

(3.41)

A, = V.VI=V.(f'Vi) = (V.f) Vi, + f'V.V5 (3.42)
o a . 6 au -8U * ! plx *
= <8x+zay> <am+zax>vw+ff VuViy,
(P e
— \ o022 Oydx 022 Oyox

finalmente dado que f es conforme se tiene

>V2+ 1) Aw,

o _ ot
oyoxr  Ox2’
9%u 9%v

oyor  Ox?’
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Figura 3.1: Construccién geométrica del punto P’ inverso a P sobre la circunferencia C.

Entonces si p(2) se mapea en ¢'(w) bajo f tenemos

Azp(z) = |f,|2 AwSD/(w) (3.43)

y por tanto si ¢(z) es arménica, ¢'(w) también lo es. Para finalizar esta seccién daremos
dos ejemplos de transformaciones conformes que nos seran ttiles en el capitulo siguiente.

3.4.1. Inversién Geométrica

Es bien sabido que si reflejamos una funcién arménica sobre un plano, la funciéon que
obtenemos es arménica, en esto se basa el método de imégenes [24]. Este método se puede
generalizar en el caso de dos dimensiones a reflexiones sobre curvas mas generales, el caso
mas sencillo y que se estudia en los cursos basicos de electromagnetismo es la reflexion
sobre circunferencias.

La reflexién sobre una circunferencia C recibe el nombre especial de inversiéon sobre C
y se define de la siguiente manera: dado un punto P y una circunferencia C con centro
O y radio R, el punto P’ inverso a P, es aquél que se encuentra sobre la recta OP y a
una distancia |OP'| = R?/|OP| 3.1. En forma vectorial, un punto  y su punto inverso '
satisfacen

|2 — x| |z — x0| = (&' — 20) - (& — o) = R?,

donde x( es la posicién del centro de la circunferencia. El lado derecho lo podemos reescribir
de la siguiente forma

(x —xp) - (& — xp)

R? = R?
|z —:z:o|2

)
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sustituyendo en la ecuacién anterior y despejando @’ obtenemos

R? (x — x)

mlzw + .
0 |a:—a:0|2

(3.44)

Por diferenciacién podemos comprobar facilmente que este mapeo es conforme®. Puede
demostrarse también que la inversién mapea circulos en circulos (considerando a las rectas
como circulos de radio infinito), mapeando el interior de C al exterior de la misma y
viceversa. Para terminar demostraremos que una reflexion en un plano es un caso limite
de una inversién. Basta demostrarlo para un caso particular pues el caso general se sigue
de componer con una traslacién y una rotacion, por lo que, sin perdida de generalidad,
consideremos la reflexién en el eje vertical y sea C la circunferencia con centro en &R y
radio R. En este caso la ecuacién (3.44) se reduce a

-z

R
y en el limite cuando R tiende a infinito obtenemos

(' +x) &=

 z=—-x 2. (3.45a)

Por otra parte, tomando el producto punto de (3.44) con ¥ y usando el hecho de que
R?/|x — x| — 1 si R — oo, obtenemos

- g=x-9 (3.45Db)

por tanto &’ es la reflexiéon de x en el eje vertical.

3.4.2. Proyeccion Estereografica

De la misma manera que una reflexién sobre una recta en dos dimensiones se puede
generalizar a la reflexion sobre un plano en tres dimensiones, la inversiéon en una circun-
ferencia se puede generalizar a la inversiéon en una esfera y la relacién entre un punto x
y su inverso @’ estd dada por la ecuacion (3.44), donde ahora x es el centro de la esfera
y R su radio. De manera andloga a la inversion en un circulo, la inversién en una esfera
mapea esferas en esferas y, en particular, mapea planos en esferas que tocan el centro de
la esfera de inversion. Esta propiedad de la inversion sugiere una manera de identificar un
plano con una esfera, lo cual nos sera util en el siguiente capitulo para construir soluciones
a la ecuacién de Laplace sobre la esfera, a partir de soluciones en el plano.

Ahora describimos la inversion especifica que utilizaremos. Denotemos por P al plano
R? y por K a la esfera de inversiéon con radio R = v/2; si centramos K en xy = 2 entonces
PNK =Sy la restriccion de la inversion a P es un mapeo II : P — 82, donde S' y

3En realidad es un mapeo anticonforme, es decir preserva la magnitud de los d4ngulos pero invierte su
orientacién.



Invariancia de soluciones arménicas bajo transformaciones conformes 23

Figura 3.2: Construccién geométrica de la proyeccién estereogréfica. La proyeccién se puede ver
como la inversién del plano P sobre la esfera K.

S? son el circulo unitario y la esfera unitaria respectivamente (figura 3.2). A II se le llama
proyeccion estereografica y utilizando la ecuacion (3.44) encontramos que las coordenadas
cartesianas de un punto &’ inverso a * = z& + y§ son

2z

== 3.46
TR A (3.462)

2y
(. — 3.46b
R (3.46b)

2 2

, 4y —1

S 3.46
TR (3.46)

Puede verificarse directamente que |«'| = 1 lo cual demuestra la afirmacién II(P) = S2.
Una expresién més conveniente para la proyeccion estereografica se obtiene escribiendo a
@ en coordenadas polares (p, @) y a @’ en coordenadas esféricas (6',¢'). Notemos primero
que ¢ = ¢’ por definicién de la inversién en K, entonces sélo hace falta encontrar cémo se
transforma la coordenada radial; para ello expresemos (3.46a)-(3.46¢) de la siguiente forma

2p cos ¢
p?+1

2psin ¢
p?+1’

sin @ cos ¢’ = ,

sin @' sin ¢’ =
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2

-1
cosf = d 5 ;
pe+1
y usando ¢ = ¢’ obtenemos las expresiones
2p
inf = —"—, 3.47
sin 1 (3.47a)
2
-1
cosf = p2 . (3.47Db)
pe+1
Ahora usamos las identidades trignométricas
sin @ = 2sin? (6'/2) cot (6’ /2) = (1 — cos #’) cot (6 /2)
y sustituyendo las expresiones para sin @’ y cos 6’ obtenemos
p = cot (6'/2) (3.48)
que es la expresion deseada. Finalmente, usando las expresiones 6'(p,¢) = 2cot 1 p y

¢' = ¢, podemos comprobar facilmente que la proyeccién estereografica es conforme.



Capitulo 4

Vortices armonicos

En este capitulo desarrollamos un método para obtener los campos de velocidad produ-
cidos por una distribucién de vorticidad restringida a un plano y a una superficie esférica.
En el proceso definimos los conceptos de lineas de corriente, funciéon de corriente y hojas
de vorticidad o vortices armoénicos. Discutimos acerca de las condiciones de frontera que
debe satisfacer un flujo a lo largo de una hoja de vorticidad, construimos un conjunto
de vortices armoénicos en el plano y a partir de estos obtenemos el desarrollo multipolar
de la funcién de Green en coordenadas polares. Finalmente, aprovechamos los resultados
del capitulo anterior para construir un conjunto de vértices armoénicos sobre la esfera, asi
como el desarrollo multipolar de la funcién de Green en coordenadas esféricas, utilizando
proyeccién estereografica.

4.1. Potencial de velocidad

En la seccién 3.2 encontramos que para un flujo inviscido e incompresible el campo de
velocidades u se puede expresar como el rotacional de un campo vectorial A, es decir,

u=V x A.

En coordenadas curvilineas ortogonales {q1, g2, g3}, el campo de velocidades de un flujo
bidimensional es una funcién v = u(q1, ¢2), entonces el potencial vectorial debe ser una
funcién A = A(q1,g2)g5. Por lo tanto la expresién para el campo de velocidades en estas
coordenadas es

( 1 . 0 1, 9
u= ("G5 — 75
hohs "' 9g2  hihs 2 0@
Esta expresiéon es util cuando tratamos flujos sobre superficies con una geometria que

puede ser descrita por un sistema de coordenadas curvilineo, por ejemplo planos, esferas,
conos, etc.

) hsAs. (4.1)

25



26 4. Vortices armoénicos

4.1.1. Funcion de corriente

En ocasiones es 1til describir el campo de velocidades en términos de sus lineas de
campo, las cuales llamamos lineas de corriente y estan descritas por la ecuacion diferencial

hn dgy

Uy
hodgs — usg’

(4.2)

siendo w1, ug las componentes del campo de velocidades. Sustituyendo (4.1) en (4.2) tene-
mos

hdg  hi9(h3Asz) /0go
ha dgz h2 0 (h3As) /Oq1
y reescribiendo esta ecuacién de la siguiente forma
ia(thg) i@(thg)
hi  Oq ha  Oqo

la solucién de (4.2) que pasa por el punto (¢?,qJ) es

hidg: + hadqa = d(h3A3) = 0,

h3As(q1, q2) = haAs(q), ¢3) = Cte. (4.3)

A la funcién ¢(q1,q2) = h3As(q1, q2) se le llama funcién de corriente, pues de acuerdo
a (4.3) sus curvas de nivel coinciden con las lineas de corriente. En los casos particulares
en que hg =1 el potencial vectorial es A = 1q;.

4.2. Voértices armonicos

En el capitulo anterior vimos que el campo de velocidades puede describirse en términos
de la distribucién de vorticidad por medio de la ecuacién (3.32). Esta es la solucién general,
pero en ocasiones la vorticidad se concentra a lo largo de una curva C que divide el espacio
en dos regiones de flujo irrotacional, entonces es mas conveniente resolver la ecuacion de
Laplace para el potencial vectorial en ambas regiones y después pegar las soluciones a
lo largo de C. Este tipo de flujos ocurren por ejemplo, cuando se introduce un remo en
el agua, el fluido a ambos lados del remo circula en direcciones opuestas y al retirar el
remo, el espacio que éste ocupaba se llena con fluido que presenta un cambio abrupto en
su velocidad tangencial. Como veremos adelante, esto genera lo que llamamos una hoja de
vorticidad, ésta es inestable y colapsa formando un vértice. Este proceso es el mismo que
da lugar a los remolinos que observamos cuando introducimos una cuchara en una taza de
café [28]. Debido a que la funcién de corriente que da lugar a estas estructuras es arménica
en ambas regiones, llamaremos a estos flujos vértices armonicos.

La manera en que se pegan las soluciones a lo largo de C debe conservar las propiedades
del flujo, esto da lugar a condiciones de frontera tanto para el potencial como para el campo
de velocidades. En general pueden determinarse las condiciones de frontera en un punto
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Q4

Figura 4.1: El circuito Q tiene lados paralelos a las direcciones de los vectores normal y tangente
(n1 y mq respectivamente) a la curva C en ry.

19 € C para un campo vectorial F' cualquiera, calculando su flujo y circulacién a lo largo de
un circuito rectangular Q, centrado en el punto 7y como se muestra en la figura 4.1, donde
los vectores unitarios 1 y my son los vectores normal y tangente a C en rg, y definimos
N3 = N1 X Na.

Primero calculamos el flujo de F' a través de Q

%F-ndﬁ = —/ F-nidl — F-nodl
Q Q1 Q2

n / Fondl+ | F-nyde,
Q3 A

utilizando el teorema del valor medio para la integral tenemos

fg Fondl = a(F(&)—F(&)) m
+ W(F(E) - F(£y)) - ns,

con & € Q; v a, b denotan la longitud de los lados de Q. Por otra parte, utilizando el
teorema de la divergencia y denotando por A a la superficie encerrada por Q, tenemos

]{F-ndz:/v.mszabv-p@),
Q A

con & € A. Finalmente multiplicando por a~! y tomando el limite cuando a,b tienden a
cero de tal manera que b/a — 0, obtenemos
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(F+ - F—)LO ‘ny = lim (V- F(r0)), (4.4)

donde el superindice — indica que £3 — 7 por el lado de C hacia donde apunta —nq,
mientras que el superindice + indica que &, — 7 por el lado al que apunta n;. Cuando
tratemos con curvas cerradas adoptaremos la convencion de llamar exterior de la curva
al lado al que apunta ny e interior al lado al que apunta —nq. La ecuacién (4.4) es la
condicion de frontera para las componentes normales de F' a un lado y otro de C, en el
punto rg.

Ahora calculamos la circulacién de F' a lo largo de Q. Denotando por ¢ al vector unitario
tangente a Q,

;49 Fotdl = a(F(&)— F(&)) ns
+ b(F (&) — F(&))  nq,

donde hemos utilizado nuevamente el teorema del valor medio para la integral y &, es un
punto en Q;. Por otra parte, utilizando el teorema de Stokes

]{F-tdezf (V x F)-ndS = ab¥V x F(£) - na,
Q A

con £ € A. Repitiendo el proceso limite que utilizamos para obtener la condicién de frontera
para las componentes normales obtenemos

(F* — F)

-ng = lim (bV x F(rg)) - ns. (4.5)
b—0

ro
Para obtener una expresiéon més conveniente sustituimos nme = m3 X ny en (4.5) y
utilizamos la identidad (a x b) - ¢ = (b X ¢) - a para obtener

(F"—F")

x np = lim (bV X F(ry)); (4.5a)
b—0

70
(4.5) y (4.5a) expresan las condiciones de frontera para las componentes tangenciales de F
a un lado y otro de C en el punto rg.

Aplicando (4.4) y (4.5a) a u, obtenemos las condiciones de frontera para el campo de
velocidades de un flujo inviscido e incompresible

‘n =0, (4.6a)

(ut —u7)| xn=9Q, (4.6b)

To

donde €2 es una densidad lineal de circulaciéon y apunta en la misma direcciéon que w, y
n denota el vector normal a C en rg. Entonces, de acuerdo a (4.6a) y (4.6b), las com-
ponentes normales del campo de velocidades son continuas mientras que las componentes
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tangenciales son discontinuas y la discontinuidad es una medida de la circulaciéon en la
frontera.

Por tltimo, aplicando (4.4) y (4.5) a A y considerando que V-A =0y (VxA)-n3 =0
obtenemos

(AT — A7) n =0,
ro
(AT - A7) xmn=0,
ro
o de manera més compacta
AT (rg) = A™ (r0), (4.8)

es decir, el potencial vectorial es continuo a lo largo de la frontera.

4.3. Vbértices armoénicos sobre un plano

El primer ejemplo que estudiamos es un flujo en una superficie plana, dividido por
una circunferencia de radio pg centrada en el origen. En este caso utilizamos coordenadas
polares (p, ¢). El campo de potencial es una suma (tal vez infinita) de las funciones (3.11).
Exigiendo que el potencial sea regular en todo punto tenemos

i i om [ cosme L
Am_cmp <Si1’lm¢ )Z P < po,
A — e pom oSO 4 >
m — LmpP Sinmqb P P0,
param # 0,y
0=0Ch p < po;
0=Cglnp p > po,

cuando m = 0. Los superindices 7, e denotan que se trata del campo en el interior y exterior
de la frontera respectivamente. Para determinar los coeficientes utilizamos la continuidad
del potencial en la frontera p = pg

Cro = Crupg"™ m# 0,

Ci

0:1 0 m:())
n po

e
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de donde el potencial es

An(p,®) = Cn (pop<> ( cos mg ) z, (4.92)

param # 0y
1
Ag(p) = Co—L>3, (4.9b)

para m = 0, con p_ = min{p, po}, p. = max{p,po} y hemos omitido el superindice i.
Ahora utilizamos la ecuacién (4.1) para obtener el campo de velocidades

pcosmeo — (}bsin meo

2m T 9
e b Ap sinmae + fb ?os meo ’ (4.10a)
pcosme + ¢sinmo

ul = mCpyp™ ! ( —psinme — ¢ cosme ) 7

~ Cp
plnpy’

(4.10b)

Nétese la continuidad de las componentes normales a la frontera en p = pg. Por otra
parte, la discontinuidad en las componentes tangenciales nos da la densidad lineal de cir-
culacion

e e (4.112)
Q=05 (4.11b)
po In po

Finalmente las lineas de corriente para m # 0 estan dadas por

m [ cosme \ . [ cosmepg
P ( sinma ) ~Po ( sin may )’ (4.12a)
para p < po ¥
—m [ cosmeo \ [ cosmeg
p ( sinmg ) ~ Po ( sin may )’ (4.12b)

para p > pg, con ¢g un angulo arbitrario. Por otra parte, para m = 0, en el interior no hay
lineas de corriente y en el exterior son circunferencias concéntricas.
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}\
/

Figura 4.2: Las lineas de corriente de color azul corren en sentido antihorario mientras que las de
color rojo corren en sentido horario.

En la figura 4.2 ilustramos los campos bipolar y cuadrupolar que corresponden a m = 1
y m = 2 respectivamente. En el caso dipolar las lineas de corriente en el interior son de la
forma pcos¢ = x = cte, es decir, son lineas paralelas al eje coordenado vertical; por otra
parte, las lineas de corriente en el exterior son de la forma p~! cos ¢ = cte, multiplicando
por p? y denotando la constante por 1/2a tenemos

1
peosg =z =ap’ = o~ (a* +y?),

reordenando los términos y completando el cuadrado en x obtenemos

(x —a)* +y* = d*

Por lo tanto tanto las lineas de corriente en el exterior son circunferencias de radio a,
centradas en aZ. De acuerdo a (4.12b), 2a = pg sec ¢g, tomando pg = 1 por simplicidad,
tenemos que la linea de corriente que pasa por el punto cos ¢o& + sin ¢y estd dada por

T = CoSs ¢Pg p <1,
2 2
(o i) e 1< 1

Para el caso cuadrupolar, las lineas de corriente en el interior son de la forma p? cos 2¢ =
p%(cos? ¢ — sin? @) = 2 — y? = cte, es decir, son hipérbolas cuadradas con los ejes coor-
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Figura 4.3: Al igual que antes, las lineas de color azul corren en sentido antihorario mientras que
las rojas corren en sentido horario.

denados como asintotas. De acuerdo a (4.12a) la constante es cos2¢y donde nuevamente
hemos tomado py = 1. Para el exterior es méas complicado decir cual es la forma de las
lineas de corriente, pero sabemos que son curvas de grado 4 dadas por

22 — 2
(22 + )2

Para m’s més grandes obtenemos curvas de grado superior y es complicado identificar-
las, lo méas conveniente es utilizar una computadora para graficarlas. Por ejemplo, las lineas
de corriente en la figura 4.3 se graficaron con GNU-plot, utilizando el cédigo del apéndice
E.

= cos 2¢g.

4.3.1. Funcion de Green

En esta seccién determinamos la funcién de Green para el operador de Laplace en
coordenadas polares. Es importante mencionar que la forma final de la funciéon de Green
depende de las condiciones de frontera del problema que se desea resolver. Por definicién,
la funcién de Green satisface la ecuacién

AG(z,x') = §(x — x')

y en coordenadas polares, el lado derecho toma la forma
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b =) = 6= )30 = ).

El dltimo factor ¢ en el lado derecho de esta ecuacion se puede escribir de la siguiente
manera

1 o

o—d) =5 > ™),

m=—0oQ

ya que las funciones {exp (im¢)}, m € Z constituyen un conjunto completo [16]. Aprove-
chando esto, podemos expresar a la funcién de Green en términos de estas funciones, como
una serie

1 & o
G030, ¢) = D0 Fmlp,p)e™ ™), (4.14)

m=—0oQ

aplicando el operador de Laplace encontramos

<1d d m?

/ ]‘ /
S o — o Fmlp, p) = =5(p— p), 4.15a
Sa ds pQ)f(pp) p(p ) (4.15a)

y para cualquier punto con p # p’ tenemos

d d N
(pdppdp m > fm(p.p) =0, (4.15b)

por lo tanto f,, es de la forma

App™ + Bpp™™ p <y
N = m m 4.16
fm(pap) { A;npm_'_B;npfm p>p/ ) ( a)
param # 0,y
Aolnp+ B <y
N olnp 0 pP<Pp
fO(pap)_{ A6lnp+36 ,0>P/ ) (416b)

cuando m = 0. Para determinar los coeficientes aplicamos condiciones de frontera: exijamos
por ejemplo que G sea regular en todo punto y continua en p = p’, entonces

fm(pa P/) =Cn (ff) s (4.17&)

Inp
N = e 4.17b
folp,p') = Co Iy (4.17b)
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donde ahora p_ = min{p, p'}, p. = max{p, p'}. S6lo hace falta determinar los coeficientes
Cyn, para ello multiplicamos (4.15a) por p e integramos de p’ + ¢ a p' —¢

/P’+€ dd_m’\, [ dfn 17 {fm

TP T P= P —mt | —

p—e \dp dp p ] dp p

Ahora tomamos el limite ¢ — 0 y usamos la continuidad de G en p = p/, con lo que
obtenemos

p'te
=1. (4.18)

p'—e

p'—e

d d 1

| | _ 1 o
dp |y dpl- p

donde los signos 4+, — denotan que los limites tienden por la derecha y por la izquierda de

p', por lo tanto para el primer término se tiene p_ = p/, p_ = p y para el segundo p_ = p,

p. = p'. Sustituyendo en (4.17a) y (4.17b) encontramos

1
Cp = ——, 4.20
2m ( 2
Co=1Inp, (4.20Db)

asi, encontramos finalmente

1 > 1 (p \"
Glp, 930, ¢) = 5 (Inp. = 3, | 7= ] cos(m(é—¢)) ). (4.21)
i =mo\ ps
Podemos encontrar otra expresién para la funciéon de Green si trasladamos el origen a

x’; bajo dicha transformacién tenemos

AG(r) = ——5(r), (4.22)

~ 27
donde r = & — ' y el factor de 27 aparece pues la coordenada angular estd indefinida [19].
Notemos que el lado derecho de (4.22) sélo depende de la distancia radial » = ||, entonces
G debe ser una funcién de r solamente. Sustituyendo en (4.22) tenemos

1d d 1
y para © # &’ tenemos
G(r)=Clnr, (4.24)

donde hemos omitido el término constante. Para determinar el coeficiente C' integramos
(4.22) sobre un disco de radio R centrado en ', con lo que obtenemos

27 dG
AG(r)dV' = / —
/rgR ) o dr

Rdg = 27C = 1, (4.25)
R
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por lo que C = 1/27. Entonces la funcién de Green es

1
G(z,z') = o In|z — /| (4.26)

y sustituyendo en (4.21) obtenemos la expansiéon multipolar

1 | > 1 (p.\" .
o Injx—2'| = Py (lnp> - mZ:1 — <p>> cos(m(p — ¢ ))) : (4.27)

A continuaciéon damos un ejemplo de como utilizar la expansion multipolar de la funcién
de Green (4.21), para determinar el potencial de velocidad de una distribucién de vorticidad
invariante bajo rotaciones.

4.3.2. Vortice de Rankine

Supongamos que se tienen un flujo con distribucién de vorticidad w(p), que sélo depende
de la distancia radial al origen del sistema de coordenadas. En este caso el potencial de
velocidad es invariante bajo rotaciones en torno al origen, entonces A(p, ) = A(p,0) y por
lo tanto, usando (4.21) tenemos

Mm@:—éméﬁﬁﬁ

:_A w(p')Inp. p'dp’

- A2 sin(mo - oI [ (ﬁ) gy,

<lnp> - 2_1; (”) cos(m(¢ — ¢’>>> d¢'p'dy/

P>

evaluando en ¢ = 0 el segundo término en la Ultima expresion se anula y obtenemos

Mm@zA@Z—A w(p)Inp. p'dp’
P o0
=—Auwﬂmmmﬂ—/ w(p)Inp' p'dp’. (4.28)
)

El ejemplo mas sencillo en el que se encuentra una distribucién de vorticidad invariante
bajo rotaciones es el vdrtice de Rankine que es un modelo inocente de un huracan. El
vértice de Rankine tiene la siguiente distribuciéon de vorticidad

_ ) wo pP=po
w(p)—{o s (4.29)

donde pp es una constante. Sustituyendo (4.29) en (4.28) tenemos
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2 2 2\ |PO
A(p) = —wp [lnpp2 + <p21np’ — p4> ]
p
2 2 _ 2
= —wp 201 po + i , (4.30a)
2 4
para p < pg y para pg < p tenemos
2
Alp) = —wOEO In p. (4.30b)

Notese que el potencial es continuo en p = pg, por otra parte el campo de velocidades
de acuerdo a (4.1) es

wo A
u(p) = o P @, (4.31a)
para p < po, y para pg < p
wo P54

4.4. Voértices armonicos sobre una superficie esférica

Ahora consideremos flujos restringidos a una superficie esférica y divididos por una
circunferencia de latitud constante 6y. Para encontrar el campo de potencial tendriamos
que resolver la ecuacion

ABA = —Ww. (4.32)

En lugar de ello, utilicemos el resultado de la seccién 3.4 y proyectemos las soluciones
dentro y fuera de circunferencias en el plano. Supongamos por simplicidad que la esfera
es de radio unitario, asi las circunferencias fy en S? corresponden a circunferencias py =
cot (Ag/2) en el plano, entonces el potencial de velocidad en S? estd dado por

A (p6) = Cin <cot (950{52()92(72()00/2)) ( Z?S;ﬁ ) P (4.33a)
Ao(p) = Co 2ot O /2)] (4.33D)

"' [cot (B0/2)]

Usamos (4.1) para obtener el campo de velocidades
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u

S _ cot™ 1 (6/2) ( —0sinme + ¢ cosmao >

1—cos6 9cosm¢+<2)sinmq§
N cot?™ (00/2) . i1 —0sinm¢ — ¢ cosme
— mC,, 0L 0/2( ! : 4.34
Um =M 1—cosf 0 / 6 cosmeo — ¢psinme (4.342)
ug =0,
ul = & Co (4.34D)

sin 6 In [cot (6p/2)]’

donde ahora los superindices N, S denotan que se trata del campo de velocidades al sur y
al norte de la frontera. Notese la similitud con el campo de velocidades en el plano, nueva-
mente las componentes normales a la frontera son continuas mientras que las componentes
tangenciales nos dan la densidad lineal de circulacién

- cot™ 1 (0p/2) ( cosmo \ .
Qm = —mCmW sin m¢ r, (435&)
Co .

= SinfoIn [cot (Bo/2)] (4.35b)

Por ultimo, para m = 0 no hay lineas de corriente al sur de la frontera y al norte son

circunferencias de latitud constante, al igual que en el plano. Por otra parte, para m # 0
las lineas de corriente son

cot™ (0/2) < cosm¢ ) — cot™ (6/2) ( cos mdo ) (4.36a)

sin mg sin maq
para 0 > 0, y
m cosme \ m cos maoyq
tan" /2 ( sinm ) = tan"" 0y/2 ( sin my ) , (4.36b)

para 0 < 0y y ¢p un angulo arbitrario.

En la figura 4.4 se muestran las lineas de corriente para m = 1,2, 3,4. Para los vortices
en el plano fuimos capaces de identificar las lineas de corriente, al menos para las m’s mas
pequenas. Hacer lo mismo para los vértices en la esfera es mucho més complicado, excepto
para m = 1 pues sabemos que la inversiéon sobre la esfera transforma circunferencias en
circinferencias, entonces para m = 1 y tomando 6y = /2, las lineas de corriente

(tan 6/2)i1 cos ¢ = cos ¢,

son arcos de circunferencia que pasan por los puntos con coordenadas esféricas (1,7/2, +¢)
y (1,2cot™! (cos ), 7/2) al sur y (1,7 — 2cot™! (cos ¢g), m/2) al norte del del ecuador.
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(c)m=3 (d)ym=4

Figura 4.4: Se muestran las proyecciones estereogréficas de los campos de velocidades en el plano
con m = 1,2, 3,4. Nuevamente las lineas rojas y azules circulan en direcciones opuestas.
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4.4.1. Funcién de Green para Agp

En esta seccion derivamos la funcién de Green para el operador de Laplace—Beltrami a
partir de la funcién de Green en el plano, aprovechando que ésta es una funcién armoénica
en todo punto salvo en & = &’ y por tanto su proyeccién estereografica también lo es, y
satisface las mismas condiciones de frontera. Empezamos por reescribir la funcién de Green
de la siguiente manera

Gp,¢;p, ¢') = ﬁ I (p? + p? — 2pp' cos(¢ — &), (4.37)

ahora proyectamos estereograficamente

G0,4;0,¢) = iln (cot2 o —i—cotQH—, - 2cotgcot9—/cos (¢ — qﬁ'))
A a7 2 2 2 2
1
= In (1 — cos@cos b’ — sinfsin 6 cos (¢ — ¢'))
7r
]. . 29 . 20/
—Eln (28111 5 sin 2). (4.38)

Podemos reescribir esta expresién en términos del dngulo ~ entre los puntos (1,6, ¢) y
(1,0, ¢') de la siguiente manera

G(0,9,0,¢") = ﬁ [ln (1 —cosvy) —1In ((1 — cos ) sin? Z)} . (4.39)

Esta es la funcién de Green para el operador de Laplace-Beltrami. Para encontrar la
expasién multipolar de G proyectamos la ecuacién (4.27) con lo que obtenemos

G(60.6:6.8) = 5 (m ot (0/2)] = Y (%) cos(m(é — <z>'>>) . (40)

m=1 m
Sélo hay un detalle: por el teorema de la divergencia la integral de la vorticidad sobre
toda la superficie de la esfera debe anularse, ya que es un campo solenoidal. La funcion de
Green G representa al potencial de velocidad de un vortice puntual y por lo tanto

]{ wdQ :jf AGAQ =1,
S2 S2

lo cual viola la condicién antes mencionada. A pesar de esto la expresién (4.40) sigue siendo
valida para regiones acotadas sobre la esfera [9], y para ilustrar el uso de la expansién
multipolar nuevamente determinamos el potencial de velocidad para una distribucién de
vorticidad invariante bajo rotaciones.
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4.4.2. Ondas de Rosby

Supongamos que se tiene una distribucién de vorticidad w(#) en S?, invariante bajo
rotaciones en torno al eje polar, entonces A(f, ¢) = A(#,0) y usando (4.40) tenemos

A0, 6) = — /0 " w(0') I [cot (6 /2)] sin@'de’

— 1 . N\ |27 ﬂw(el) COt<9>/2) m- ! 1/
_§1W81n(m(¢_¢))0/0 o (cot(9</2)> sin 6'd6’,

evaluando en ¢ = 0, el segundo término se anula y obtenemos

A(D) = — /0 " w(0) In [cot (6 /2)] sin@'de’
__ / (@) In [cot (6'/2)] sin 0'de’ — / " (0 Infeot (6/2)]sin@'de’.  (4.41)
0 [

Consideremos ahora la siguiente distribucién de vorticidad

o WN OSHSQO
w(ﬂ)—{ ws Bo<B<m (4.42)

primero determinamos el potencial Ag en la regién de vorticidad wg y después aprovecha-
mos la simetria de la esfera para determinar el potencial Ay en la region de vorticidad wy
a partir de Ag. En la regién de vorticidad wg tenemos

0 T
As(0) = —/0 ws In [cot (0’ /2)] sin&’d&’—/{9 wg In [cot (0/2)] sin 6’0’
0

w 1+cos6

S 1—cosf
:7(m1nx—x|1+coseo+xlnx—x\ )

1—cosby

— wg In [cot (6/2)](1 + cos 6)

— wg (m <§§;0) ~In [eot (8/2)] — cos 0o In [cot (0 /2)])

— 2w In [sin (6/2)] — (In [sin (6) /2] + cos o In [cot (60/2)]) , (4.43a)

ahora el potencial Ay lo obtenemos sustituyendo wg por wy y 8 por m — 6, entonces

An(0) = 2wy In[cos (6/2)] — (In [sin (0y) /2] + cos by In [cot (6p/2)]) . (4.43b)

Finalmente pegamos las soluciones exigiendo que el potencial sea continuo a lo largo
de 8 = 6y, lo que impone la condicién
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(1 —cosbp)wn + (1 4 cosbp)ws = 0, (4.44)

es decir, wy, ws y 6y no son independientes. Notemos ademas que el lado izquierdo de
(4.44) es la integral de la vorticidad sobre toda la superficie de la esfera, por lo tanto
es consistente con el teorema de la divergencia. Aplicando (4.1) obtenemos el campo de
velocidades

w(f) = wy tan6/2¢, (4.45a)
para0 <0 <6yy

u(f) = —wg cot (6/2)¢, (4.45b)

para 0y < 6 < w. Se puede demostrar que este campo de velocidades es estable bajo
perturbaciones lineales y da lugar a ondas interfaciales de Rossby con una relacion de
dispersion inversamente proporcional al nimero de onda [29].
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Capitulo 5

Conclusiones

Hemos visto que es posible describir un flujo incompresible en términos de la vorticidad
a través de las ecuaciones:

V.ou=0, (5.1a)
VXxu=uw. (5.1b)

La primera de estas ecuaciones nos permite definir un campo de potencial A que satis-
face:

u=V XA, (5.2a)
AA = —w. (5.2b)

El campo de potencial se expresa en términos de la funcién de Green de la siguiente
manera

A= —/ Gz, 2 \w(z')dV’, (5.3)
R
mientras que el campo de velocidades se obtiene de la integral de Biot—Savart
u = —/ VG(z,x') x w(x)dV’, (5.4)
R
donde la funcién de Green para el operador de Laplace es

G(z,x') = ;ln]az—x’]. (5.5)
™

Por otra parte, desarrollamos el concepto de hojas de vorticidad, en particular construi-
mos hojas de vorticidad circulares de multipolaridad definida. Encontramos que la funcién
de corriente que genera estos flujos es armonica, por lo que nos referimos a ellos como
vértices armoénicos. El campo de velocidades de los vortices arménicos circulares es
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i el —ﬁsinmgb—fbcosmgb ’
m = MEmp ( pcosme — ¢dsinmae
2m T g
ut, = mCy, p77?L+1 Apsmmgb—kfb?os me , (5.6a)
pcosme + ¢sinme
para m # 0,y
u% =0,
~ C
uf = —p—2—, (5.6b)
pIn po

para m = 0. Notamos que las componentes normales a la frontera p = pg son continuas,
lo cual es consistente con el caracter incompresible del flujo. En cambio, las componentes
tangenciales son discontinuas y la discontinuidad nos da la densidad de circulacién en la
hoja de vorticidad

_ m—1 [ cosmo \ .
Q,, = 2mCppp ( sinm ) z, (5.7a)
C
Q=-——23 (5.7b)
po1n po

Aprovechando estos campos, fuimos capaces de obtener el desarrollo multipolar de la
funcién de Green en coordenadas polares (p, ¢)

ﬂm@d@@z;%@w>—§é;<f> mamw—¢w>. (538)
m=1 >

A continuaciéon mostramos la utilidad del desarrollo multipolar cuando se tienen dis-
tribuciones de vorticidad invariantes bajo rotaciones. En ese caso el potencial de velocidad
estd dado por

Alp) = — /0 T w()In p-p'dp’ (5.9)

y aplicando el rotacional obtenemos

uslp) = > [t = 5 [ woas' (5.10)

que es el equivalente a la ley de Ampére para flujo incompresible.
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Finalmente, aprovechamos la invariancia de las funciones armoénicas bajo transforma-
ciones conformes para construir hojas de vorticidad circulares sobre la esfera, cuyos campos
de velocidades y densidades de circulacién estan dados por

u

m—1 ) Do g 3
S _ e cot (0/2) ( 0 sin mo + ¢ cos me >’

N ™ 1 —cosh 9cosm¢+&bsinm¢
N cot?™ (00/2) | i1 —0sinm¢ — ¢ cosme
— me,, O \o/2) 2 ! , 11
U =m0 1 —cosf tan 6/ 0 cosm¢o — ¢psinmao (5:11a)
ug =0,
A C
N 0
= A1
%o d)sinHln [cot (0/2)]’ (5.11b)
B cot™ 1 (0p/2) [ cosme \ .
Qm = —mcmw Sin m¢ r, (512&)
Co

- sin 6 In [cot (60/2)]12; (5.12Db)

ademads, construimos el desarrollo multipolar de la funcién de Green para el operador de
Laplace—Beltrami proyectando estereograficamente (5.8) y obtuvimos

m=1 m

G(0,4:0',¢') = . (111 [cot (0. /2)] — i - <W>m008(m(¢ - ¢'))> (5.13)
I 27 < cot (0_/2) ’ ’

Debemos enfatizar la utilidad de las transformaciones conformes. El procedimiento pa-
ra construir (5.8) no fue complicado, pero si largo y de no haber utilizado la proyeccién
estereografica hubiesemos tenido que repetir el procedimiento para encontrar la funciéon de
Green del operador de Laplace—Beltrami y su desarrollo multipolar. De manera similar, uti-
lizando transformaciones conformes, es posible encontrar hojas de vorticidad con diferentes
geometrias, tanto en el plano como en la esfera. Por ejemplo, podemos construir hojas de
vorticidad elipticas en el plano y proyectarlas estereograficamente a la esfera usando la
transformaciéon

x = coshucosv ; y=sinhusinv. (5.14)

Las lineas de corriente correspondientes a estos vortices son de la forma

cosh mu cosmv | | coshmug COS muyg (5.152)
sinh mu sinmmv [ | sinhmug sinmuvg [’ '
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(a) m=1 (b) m =2

Figura 5.1: Se muestran los vértices elipticos de orden m =1 y m = 2 en el plano.

dentro de la elipse u = ug = Cte, con vy constante. Fuera de la elipse u = ug, las lineas de
corriente son

_ COS T _ cos muyg
e M = e MU . . (5.15b)
sin mwv sin muyg
La proyeccion estereografica de las lineas de corriente se realiza por medio de las si-
guientes identidades

cot (6/2) = \/(:osh2 u+cos?v — 1, (5.16a)
tan ¢ = (tanhutanv) ™!, (5.16b)

en la figura 5.1 mostramos los vortices armoénicos elipticos con m = 1,2 en el plano y
en la figura 5.2 sus proyecciones estereograficas. En general, es posible encontrar hojas de
vorticidad de cualquier geometria tanto en el plano como en la esfera, haciendo uso del
mapeo de Schwartz—Christoffel y se pretende que en un futuro éste y los demés resultados
aqui obtenidos sean de utilidad en la descripcién de fenomenos meteoroldgicos, tales como
las manchas planetarias.
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(c)m=1 (d)y m=2

Figura 5.2: Se muestran las proyecciones estereograficas de los vortices elipticos de la figura 5.1. Las
proyecciones se realizaron haciendo coincidir el ecuador de la esfera unitaria con la circunferencia
circunscrita de la elipse © = ug (arriba) y con la circunferencia inscrita (abajo).
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Apéndice A
Teorema de transporte

Sea 2 C R™, una regién acotada con frontera diferenciable y X (e, t) una funcién suave
tal que:

0X

ot
donde u es el campo de velocidades de un flujo, en otras palabras, X (e, t) representa la
trayectoria de una particula situada inicialmente en la posicién a. Consideremos también

una funcién suave f(x,t), entonces
D
7/ f(m,t)d:n:/ 9 (@) + V- (fu) (=, t)da. (A.2)
Dt Jx () x(Q,) Ot

La demostracion del teorema es como sigue, reducimos la integral sobre la regién en
movimiento X (€2,¢) a una integral sobre la region fija 2, utilizando el cambio de variable
z(t) = X(a,t), asi

/X(Q,t) flz,t)dz = /Qf(X(ayt)J)J(a,t)da,

donde J es el jacobiano de la transformacién. Entonces podemos derivar bajo el signo de
la integral

oJ

]-?75/)((9715) f(z,t)dx = /Q %:(X(a,t),t)J(a,t) + f(X(aat),t)a(a,t)da.

Ahora J =37 g [l;0X;/0a,;), por lo tanto

oJ 0% X, 0X;

E N G;ﬂ ; 8t8ag(

k) ik %)
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ademés 02X}/ Otdag(yy = Oug /D) vy ug depende en a a través de X, entonces

Guk 6Xl aXi
8t 3Xl ocS Oa ok ) : 8ag(i)
o 81% 6uk
= Z ax, o = Z
k,l

donde utilizamos el hecho de que el determinante de una matriz con dos renglones iguales
se anula. Sustituyendo, obtenemos

ll?)t/X(w,t) f(a:,t)da:—/ E;J; + fVx - (u )} (X(a,t),t)J(a,t)do

Finalmente Df/Dt + fV -u = 0f/0t+ (u-V)f + fV-u=0f/0t+ V - (fu), con lo
que se obtiene la expresién deseada.



Apéndice B

Coordenadas curvilineas
ortogonales

La posicién de un punto € R"™ se puede describir como la intersecciéon de los pla-
nos {z; = xz(-o) = cte}!' |, donde z; son las coordenadas cartesianas usuales. De manera
similar @ se puede describir como la interseccién de n superficies (no paralelas entre si)
{gi(x1,20,...,2,) = Z-(O) = cte}? ,, a las ¢; les llamamos coordenadas curvilineas de x.

Los vectores normales a cada superficie estan dados por

dq;’

ox

[p— —_— B.l

consideraremos el caso particular en que estos vectores son mutuamente ortogonales, en-
tonces los elementos de linea, superficie y volumen son:

dli = hidqi, (B.Qa)
J
dS12. k-1k+1.n = deqldQQ o dqp—1dgi41 - - - dgn, (B.2b)
dV = Jdqi1dqs - - - dgn, (B.2¢)
donde J = hjhg---hy, es el jacobiano de la transformacién z; — x;(q1,q2,...,qn). Con

estas expresiones podemos escribir los operadores gradiente, divergencia y Laplaciano en
coordenadas curvilineas, comenzamos con el operador gradiente

. N0 g Op
Vo=> q,(q;- Vo) :ZQiﬁ =2 % g (B.3)
i=1 i=1 ¢ i=1 "t

El operador divergencia lo obtenemos de la definicién

o1
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) § A -ndS
V-A= lim 727
[av—o [dV

luego expandemos en serie de Taylor el término A - ndS con lo que obtenemos
B.4
Z 8% i ( )

Combinando (B.3) y (B.4) obtenemos el operador Laplaciano

8J8<p

Finalmente, el operador rotacional estd definido sélo en tres dimensiones y su expresion
en coordenadas curvilineas la obtenemos a partir de la definicién

(VxA),= lim fA.dl,
[dsj—0 [ dSjk

con {i, 7, k} una permutacién par de {1,2,3}. Ahora expandemos el término A - dl en serie
de Taylor con lo que obtenemos

VxA=— Zhl 1(

A continuacién damos algunos de los ejemplos més comunes de coordenadas curvilineas

Ohy, Ay, athj> (B.6)

dq; Iqx
ortogonales.

B.1. Coordenadas polares

En este caso n = 2, las familias de curvas son circulos concéntricos

y rayos que pasan por el origen

Yy = xtan ¢. (B.8)
La transformacién de coordenadas es:

T = pcos @, (B.9a)

y = psin ¢. (B.9b)

con 0 < p < oo, 0< ¢ < 2m. Los factores de escala son:
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hp=1 3 hg=np. (B.10)

B.2. Coordenadas elipticas

De nuevo n = 2 y las familias de curvas son elipses

2 2

€z Y
_ 1, B.11
f2cosh?u  sinh®u ( )

con focos en (x = £f,y = 0), excentricidad 1/ coshu y semiejes a = f coshu, b = f sinh u;
las curvas ortogonales son hipérbolas confocales

.I2 y2

f2cos?2v  sin

=1 (B.12)

con excentricidad 1/f cosv y semiejes a = fcosv, b = fsinv. La transformacién de coor-
denadas es:

x = fcoshucoswv, (B.13a)
y = sinh usin v, (B.13b)

con 0 <wu < oo, 0 <wv <27 Los factores de escala son:

hy = hy = f\/cosh2 u — cos? v. (B.14)

B.3. Coordenadas bipolares

Una vez méas n = 2 y las familias de curvas son circunferencias

a2

(z —acotht)? + 9% = — (B.15)
sinh” 7
asi como las curvas ortogonales
2 2 a’
— t = . B.16
z“+ (y —acoto) g (B.16)
La transformacién de coordenadas es:
asinh 7
= B.17a
v cosh T — coso ( )
Y= asin o (B.17h)

coshT —coso’
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con 0 <o < 2w, —00 < 7 < o0. Los factores de escala son:

heg=hy = —— & (B.18)

coshT — coso
B.4. Coordenadas esféricas
Ahora n = 3, las familias de superficies son esferas

2 +yt 427 =17 (B.19)

conos con eje vertical y vértice en el origen

z=1/x? +y?+ 22 cos b (B.20)

v planos verticales que pasan por el origen

y = xtan¢. (B.21)

La transformacién de coordenadas es:

x = rsinf cos ¢, (B.22a)
y = rsinfsin ¢, (B.22b)
z =rcosb, (B.22c¢)

con 0<r<oo0,0<0<7my0<¢<2m Los factores de escala son:

hr =1 3 hg=r ; hg=rsinb. (B.23)



Apéndice C
Transformaciones conformes

Sea f: U — V, U,V C R" un mapeo invertible, decimos que f es conforme en x € U
si preserva angulos. De manera estricta, f es conforme si y sélo si para cualesquiera dos
vectores v, u € R se cumple

Dfu-Dfv =e*® (4. v), (C.1)

donde D f es la matriz jacobiana de f y o(x) es una funcién escalar en U y se llama funcién
caracteristica del mapeo conforme.

En efecto, si f es conforme, entonces B(u,v) = Dfu - Dfv es una forma bilineal
simétrica que se anula en cualquier par ortogonal u, v por lo tanto B(u, v) es proporcional
a u - v, mas aun tienen el mismo signo ya que f preserva dngulos. Denotando al factor de
proporcionalidad por e22(®) obtenemos la relacién deseada para 1 6]

Por otra parte, si f satisface (C.1), 6 denota el dngulo entre u,v y ¢ el dngulo entre
D fu, D fov, entonces

cos = Dfu-Dfv e20(@)qy . v  cosd
~ IDful|[Dfv]  eofulefo]

por lo tanto f es conforme.
Consideremos n = 2, en ese caso desarrollando el lado izquierdo de (C.1), encontramos
que una condicién suficiente y necesaria para que el mapeo sea conforme es:

190fi  10f

Lof _10f .2
h10q1  he 0o (C-22)
Lop _ 1op o

hy gy~ h10qy’

éstas son las llamadas ecuaciones de Cauchy—Riemann, de aqui se sigue que toda funciéon
analitica en el plano complejo induce un mapeo conforme.
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C. Transformaciones conformes




Apéndice D
Ecuaciones de Sturm—Liouville

Consideremos una ecuacién diferencial ordinaria, lineal, de segundo orden

2
Lo(z) = [po(w)dig +p1 (33)% + pa(x)

definida en el intervalo a < x < b, p;(x) son funciones reales y po(x) # 0. Definimos el
operador adjunto

o(x) =0, (D.1)

d? d
£ = po(a) g + (20h(x) — pa(a)) - + (B @) — 1 (2) + pa(a)) (D2)
y decimos que L es autoadjunto si py(z) = p1(z), en ese caso podemos reescribir (D.1) de
la siguiente manera

d d
= — — D.
L= [P +a). (D3)
con p(x) = po(z) vy q(x) = pa2(x). Siempre es posible transformar un operador diferencial £

en un operador autoadjunto, multiplicando por [16]

e [ 2]

Consideremos ahora el problema de valores propios

Lo(x) = Aw(x)p(z), (D.4a)

sujeto a las condiciones de frontera

d
arp(a) + Bi=E(a) =0,

azp(b) + 62%(6) =0, (D.4b)
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donde L es autoadjunto, w(x) llamada funcién de peso, es una funcién real no negativa,
excepto tal vez en puntos aislados donde se anula y llamamos a (D.4a) ecuacion de Sturm-
Liouwille. Definimos el producto interior asociado al problema de valores propios como
sigue

W) = [ @pla)u(e)ds. (D.5)

Bajo este producto interior, las funciones propias ¢;, que satisfacen (D.4a) y sus valores
propios A; tienen las siguientes propiedades:

i) Los valores propios {\;} son reales.
ii) Las funciones propias {®;} son ortogonales.

iii) El conjunto de funciones propias {y;} es completo, i.e. toda funcién f € Lo(a,b)
que satisfaga las condiciones de frontera (D.4b), se puede expandir en una serie de
funciones propias.

Para demostrar las primeras dos propiedades consideremos dos funciones propias ¢; y
¢; (no triviales), con valores propios \;, A;, entonces

(@i, Log) — (Lpi, pj) = w(hj — AT) (@i, @5)

pero, como L es autoadjunto el lado izquierdo se anula y obtenemos

(A = A7) (@i, ) = 0. (D.6)

Sii = j, el segundo término del lado izquierdo es diferente de cero pues w(z) es diferente
de cero y ¢; # 0, por lo tanto \; = A}, i.e. A\; € R. Por otra parte, si i # j y A # Aj,la
tnica manera de que se satisfaga (D.6) es, si (@;,¢;) =0, i.e. si ¢; y ¢, son ortogonales.
Si A\;j = Aj decimos que es un valor propio degenerado y no podemos asegurar que sus
funciones propias asociadas sean ortogonales, pero la propiedad iii) nos asegura que son
linealmente independientes y por lo tanto se pueden ortogonalizar.

Para demostrar la tercer propiedad, basta con demostrar que el error

ho=f = {pi f)oi=f—Y g, (D.7)
i=0 i=0

tiende a cero en norma, es decir lim,_,o (hy, hy) = 0. Para ello utilizamos el principio de
Rayleigh, que dice que si ¢ es ortogonal a {¢;};",, entonces

(D.8)
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Aplicando este principio a hy,, tenemos (hy, hy) < (hy,, Lhy,) /\,;1rl o desarrollando el
primer término del lado derecho, considerando que £ es autoadjunto y las funciones propias
ortogonales, tenemos

(hp, hy) < ( f.Lf) Z || )\> (D.9)
n+1
sin perdida de generalidad, podemos suponer 0 < Ay < A; < --- < )\, ademads los valores
propios son no acotados, es decir lim; o, A; — oo [38], entonces
lim (hy, hy) < lim (. L1) =0, (D.10)
n—00 n—00 /\n+1

y por lo tanto lim, o (hy, hyp) = 0.
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Apéndice E
Lineas de corriente, graficaciéon

Aqui presentamos el cédigo que se utilizé para graficar las figuras del capitulo 4, esté
escrito en lenguaje C'y se utiliza GNU-plot.

/***xx*xL’ineas de corriente, coordenadas polaresk*kk**x/
[ ®kskskskok sk sokskokk ok kokokkokC L ESpaTZakkkskskskokskskkkokkokkkokkokk ok ok /
[FxF KRRk Rk Rk Rk Rk Rk Rk kkLenguaje  Crksokskrkokkkkokkokkokxokx /

#include<stdio.h>
#include<math.h>

/*Definimos funciones para calcular \rho(\phi) en el
interior y exterior de \rho_0=1.x%/

#define rho_int(phi,phi_0,m)\

pow (cos (m*phi_0)/cos(m*phi),1.0/(m))
#define rho_ext(phi,phi_0,m)\

pow (cos (m*phi)/cos (m*phi_0),1.0/(m))

/*Definimos funciones para calcular \theta(\rho) y
X(\theta,\phi), Y(\theta,\phi), Z(\theta,\phi)x*/

#define Theta(rho) 2*atan(1/rho)
#define X(theta,phi) sin(theta)*cos(phi)
#define Y(theta,phi) sin(theta)*sin(phi)
#define Z(theta,phi) cos(theta)

main(){
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E. Lineas de corriente, graficacion

FILE *arl=fopen("polares_int.txt","w");
FILE *ar2=fopen("polares_ext.txt","w");
FILE *gr=popen("gnuplot","w");
fprintf(gr,"set size ratio 1\n");

fprintf (gr, "unset key\n");
fprintf(gr,"set polar\n");

fprintf(gr,"set term png size 800,800\n");

/*m define la multipolaridad de las curvas.*/
int m;
printf ("multipolaridad m? \n");
scanf ("%d",&m) ;
/*n_phi0 define el n’umero de 1l’ineas de corriente
que se graficar’an.*/
int n_phi=8%360,n_phi_0=32*m,i,j;
double phi,d_phi=(2.*M_PI)/n_phi;
double phi_0,d_phi_0=(M_PI)/n_phi_0;
double re,ri;
double theta_N,theta_S;
double x_N,y_N,z_N,x_S,y_S,z_S;

/*Calculamos puntos sobre las 1’ineas de corriente que
pasan por los puntos (1,\phi_O) y sus proyecciones
estereogr’aficasx*/

for(i=0;i<=n_phi_0;i++){

phi_O=ixd_phi_O0;

for(j=0;j<=n_phi;j++){
phi=j*d_phi;
ri=rho_int(phi,phi_0,m);
re=rho_ext (phi,phi_0O,m);
theta_S=Theta(ri);
theta_N=Theta(re);
x_N=X(theta_N,phi);
y_N=Y(theta_N,phi);
z_N=Z(theta_N,phi);
x_S=X(theta_S,phi);
y_S=Y(theta_S,phi);
z_S=Z(theta_S,phi);

/*L’ineas de corriente en el interior y
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al sur del ecuador.x*/

if (fabs(ri)<=1){
fprintf(arl,"%lf %1f %1f %1f %1f\n",
phi,ri,x_S,y_S,z_S);

/*L’ineas de corriente en el exterior y
al norte del ecuador.*/

if (fabs(re)>=1){
fprintf(ar2,"%1f %1f %1f %1f %1f\n",
phi,re,x N,y_N,z_N);
}
}
fprintf(arl,"\n\n");
fprintf (ar2,"\n\n");
}

/*Graficamos las 1’ineas de corriente en el plano.*/

double xmax=2;
fprintf(gr,"set output \"polares3_%d.png\"\n",m);
fprintf(gr,"set xrange [-%1f:%1f]l\n",xmax,xmax);
fprintf(gr,"set yrange [-%1f:%1f]\n",xmax,xmax);
fprintf(gr,"unset border\n");
fprintf (gr,"unset tics\n");
if (m==1){
fprintf(gr,"set yzeroaxis\n");
}
fprintf(gr,"plot \"polares_int.txt\" index 0"
"w d 1lc rgbcolor \"#FF4500\", \\\n");
fprintf(gr,"\"polares_ext.txt\" index 0"
"w d lc rgbcolor \"#FF4500\", \\\n");
for(i=1;i<n_phi_0-1;i++){
phi_O=i*xd_phi_O0;
if (cos(m*phi_0)>=0){
fprintf(gr,"\"polares_int.txt\" index %d"
"w d lc rgbcolor \"#FF4500\", \\\n",1i);
fprintf (gr,"\"polares_ext.txt\" index %d"
"w d lc rgbcolor \"#FF4500\", \\\n",i);
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Yelseq
fprintf(gr,"\"polares_int.txt\" index %d"
"w d lc rgbcolor \"#0000CD\", \\\n",i);
fprintf (gr,"\"polares_ext.txt\" index %d4"
"w d lc rgbcolor \"#0000CD\", \\\n",i);
}
}
fprintf(gr,"\"polares_int.txt\" index %d"
"w d lc rgbcolor \"#0000CD\", \\\n",i);
fprintf(gr,"\"polares_ext.txt\" index %d"
"w d lc rgbcolor \"#0000CD\", \\\n",i);
fprintf(gr,"1 1lw 3 lc rgbcolor \"black\"\n");

/*Graficamos las 1l’ineas de corriente en la esfera.x*x/

fprintf (gr,"reset\n");
fprintf(gr, "unset key\n");
fprintf(gr,"set parametric\n");
fprintf(gr,"set size 1,1\n");
fprintf(gr,"set output \"proy_%d.png\"\n",m);
fprintf(gr,"set xyplane relative 0.0\n");
fprintf(gr,"unset tics\n");
fprintf (gr, "unset border\n");
fprintf(gr,"set xrange [-%1f:%1f]l\n",xmax,xmax);
fprintf(gr,"set yrange [-%1f:%1f]\n",xmax,xmax);
fprintf(gr,"set zrange [-%1f:%1f]\n",xmax,xmax);
fprintf (gr,"set view equal xyz\n");
fprintf(gr,"set view ,,3\n");
fprintf(gr,"set isosamples 50\n");
fprintf(gr,"set hidden3d\n");
fprintf(gr,"splot \"polares_int.txt\" index 0"
"u 3:4:5 w 1 1lc rgbcolor \"#FF4500\", \\\n");
fprintf(gr,"\"polares_ext.txt\" index 0"
"u 3:4:5 w 1 1lc rgbcolor \"#FF4500\", \\\n");

for(i=1;i<n_phi_0-1;i++){

phi_O=i*d_phi_O0;

if (cos(m*phi_0)>=0){

fprintf(gr,"\"polares_int.txt\" index %d"
"u 3:4:5 w 1 1c rgbcolor \"#FF4500\","
"\\\n",1);
fprintf(gr,"\"polares_ext.txt\" index %d"
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"u 3:4:5 w 1 1lc rgbcolor \"#FF4500\","
“\\\n",1);
Yelse{
fprintf(gr,"\"polares_int.txt\" index %d4"
"u 3:4:5 w 1 1lc rgbcolor \"#0000CD\","
"\\\n",1);
fprintf (gr,"\"polares_ext.txt\" index %4"
"u 3:4:5 w 1 1lc rgbcolor \"#0000CD\","
"\\\n",i);
}
}
fprintf(gr,"\"polares_int.txt\" index %d"
"u 3:4:5 w 1 1c rgbcolor \"#0000CD\","
"\\\n",1);
fprintf(gr,"\"polares_ext.txt\" index %d"
"u 3:4:5 w 1 1lc rgbcolor \"#0000CD\","
"“\\\n",1);
fprintf(gr,"cos(v),sin(v),0 1lc rgbcolor \"#000000\","
"“\\\n") ;
fprintf(gr,"sin(u)*cos(v),sin(u)*sin(v),cos(u)"
"lc rgbcolor \"#F5F5F5\"\n");
fclose(arl);
fclose(ar2);
fclose(gr);
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