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Peinado, Felix González, Gabriela Murguı́a, Arcadio Huerta, su compañia, consejos y todo el apoyo
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Resumen

Actualmente se cuenta con una amplia variedad de instrumentos modernos que han dado la

oportunidad de estudiar a los núcleos deficientes en número de neutrones de la región de masa

A = 130. En esta región se han encontrado núcleos que presentan grandes deformaciones, permi-

tiendo ası́ el estudio de sus bandas rotacionales. La descripción de los isótopos 125,127,129,131,133Pr,

con el Modelo de Capas Proyectadas, se presenta en este trabajo de tesis, ası́ como también de

núcleos cercanos a los isótopos del praseodimio como son: 124−132Ce, 122−130Ba, 128−132Nd y el

123−125La. La comparación de los datos teóricos con los datos experimentales resulta ser muy

satisfactorio, lo cual da la oportunidad de discutir algunas propiedades como son: el momento

dinámico de inercia J (2), el momento cinético de inercia J (1), el cruce de bandas rotacionales y

los efectos del backbending.

Abstract

A wide variety of modern instruments allows us to study neutron-deficient nuclei in the A =

130 mass region. Highly deformed nuclei have been found in this region, providing opportunities

to study the deformed rotational bands. The description of the 125,127,129,131,133Pr isotopes with

the Projected Shell Model is presented in this thesis work, as well as the nuclei close to the Pr

isotopes such as: 124−132Ce, 122−130Ba, 128−132Nd y el 123−125La . Good agreement between theory

and experiment is obtained and some characteristics are discussed, such as the dynamic moment

of inertia J (2), kinetic moment of inertia J (1), the crossing of rotational bands and back-bending

effects.
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5. El MCP en núcleos cercanos al Pr 39

5.1. Reproducción de las bandas yrast de la cadena del 124−132Ce . . . . . . . . . . . . 40
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mación que se asignan a cada uno de los núcleos que se estudiaron en este trabajo
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1
Introducción

Desde hace muchos años, el hombre ha buscado la manera de explicar los misterios que guarda el

núcleo atómico. La extensa búsqueda para encontrar una teorı́a que logre describir su estructura

como también que nos conduzca al conocimiento de las complicadas fuerzas que actúan entre

sus componentes, han llevado a la construcción de diversos modelos nucleares y al desarrollo de

diferentes técnicas experimentales.

Gracias a los avances en el desarrollo de los aceleradores, se abren enormes posibilidades de

explorar más la estructura de la materia nuclear en núcleos que se encuentran cercanos a las lı́neas

de estabilidad. En este trabajo de tesis nos enfocaremos al estudio de propiedades de núcleos muy

deficientes en neutrones en la región de masa A = 130. En particular, analizaremos las propiedades

de los isótopos del praseodimio (125,127,129,131,133Pr).

La región de masa A = 130, ha sido un tema central para el estudio de la estructura nuclear

desde que se observaron las primeras estructuras superdeformadas. Uno de los primeros núcleos

que mostró tener una banda de energı́a superdeformada fue el 132Ce [1], donde se encontró que el

parámetro de deformación, correspondiente a esta banda de energı́a, es β2 = 0.4 (prolato). Otras

estructuras superdeformadas se encontraron en diferentes núcleos de esta región, llevando a la

conclusión de que no únicamente era posible encontrar bandas con altas deformaciones sino que

es común observar bandas de energı́a superdeformadas.

Desde que se encontraron este tipo de estructuras en esta región de masa, se tuvo el interés de

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

explicar las diferentes contribuciones que los protones y neutrones pueden dar a la estructura de

estos núcleos. En estos núcleos, se ha visto que los protones y neutrones se encuentran ocupando la

parte superior del orbital intruso j h11/2. Para el caso de los núcleos impares del praseodimio (Pr),

se ha observado que los orbitales del neutron se desenvuelven a la mitad de la capa h11/2, mientras

que para los protones la superficie de Fermi se encuentra en la parte inferior de esta capa. La forma

del núcleo dependerá de lo que ocurra ante un alineamiento rotacional por parte de los protones o

neutrones, es decir, en un alineamiento rotacional de los protones, llevarı́an al núcleo a tomar una

forma alargada (prolata), mientras que en un alineamiento ocasionado por los neutrones, el efecto

resultarı́a ser opuesto. Esta fuerte competencia entre los nucleones, nos plantean un problema muy

interesante para un sistema bajo un movimiento rotacional.

Mediante el análisis de las bandas Yrast1 de los núcleos impares del Pr, se ha buscado explicar

las distintas contribuciones que los protones y neutrones pueden dar a la estructura nuclear de estos

isótopos. Estas bandas Yrast han sido caracterizadas por una configuración de un desacoplamiento

de un protón para los estados a bajo espı́n, y una configuración de un alineamiento producido

por un par de nucleones para los estados a alto espı́n [2, 3, 4, 5]. Las bandas yrast se encuentran

formadas por los estados provenientes de una banda base y una banda rotacional, es decir, los

estados a bajo espı́n pertenecen a una banda base, mientras que los estados a alto espı́n son

generados por una banda rotacional. Esto le causa el llamado cruce de bandas entre la banda

base y la banda rotacional, el cual ocurre para un valor dado de la frecuencia rotacional. Este

cruce de bandas ha sido investigado con el Modelo de Capas Cranked (MCC), el cual predice

que ocurre alredor de h̄ω = 0.5 MeV, mientras que los datos experimentales sugieren un valor de

h̄ω = 0.4 MeV. Esta falla que presenta el MCC, para describir el fenómeno del cruce de bandas, se

encuentra relacionado con la degeneración del routiano que se obtiene en la solución estacionaria

del Hamiltoniano Cranking. Este problema que tiene el MCC ha sido extensamente estudiado por

I. Hamamoto (ver [6]). Los estudios que se han llevado acabo hasta ahora, sobre el cruce de bandas,

han sugerido que puede producirse por el alineamiento de un par de neutrones [3, 7, 8], mientras

otros trabajos proponen que esto puede ser ocasionado por el alineamiento de un par de protones

[4, 9]. Estos diferentes resultados obtenidos nos dejan ver cómo las configuraciones asignadas para

los estados a alto espı́n y la naturaleza del alineamiento rotacional en los núcleos impares del Pr,

1Se le llama banda yrast a la banda formada por los estados de mas baja energı́a para cada momento angular.

2



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

no se entienden completamente, dejando ası́ muchas preguntas abiertas por responder.

Desde hace dos décadas, el Modelo de Capas Proyectado (MCP) se ha empleado para estudiar

los estados a alto espı́n. A diferencia del MCC, este modelo transforma las configuraciones al

sistema de laboratorio mediante la proyección del momento angular, eliminando ası́ los problemas

que el MCC tiene en la región del cruce de bandas. Por esta razón, el MCP ha mostrado ser exce-

lente para la descripción de este fenómeno en diferentes regiones de masa A. Ya sea en núcleos

muy pesados o ligeros, los resultados obtenidos han mostrado ser satisfactorios, lográndose ası́, un

buen acuerdo con los datos experimentales.

Debido a los excelentes resultados que el MCP tiene para describir la región del cruce de

bandas en diferentes regiones, en este trabajo de tesis emplearemos el modelo para estudiar las

bandas Yrast de los núcleos impares del Pr, los cuales son un conjunto de núcleos difı́ciles de

estudiar, principalmente en la región donde se da el cruce de bandas, como también el estudio del

fenómeno del backbending, el cual no es muy fácil de describir con otros modelos. Con ayuda

del MCP, se verá como ha sido posible reproducir los datos experimentales de los Pr, mediante el

empleo del mismo conjunto de parámetros que se han utilizado en núcleos pares que se encuentran

en la misma región de masa de estos núcleos, y por lo tanto, nos permite realizar un buen análisis

en la estructura nuclear de estos isótopos.
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2
Estructura Nuclear

El estudio sobre el núcleo atómico continúa siendo un tema de gran interés debido a que aún

no se conoce por completo su estructura. Este pequeño sistema sigue dándonos mucha información

acerca de sus componentes, como por ejemplo, el cambio que puede sufrir toda la estructura nuclear

debido a la presencia de un solo nucleón. Para su comprensión se han desarrollado varios tipos de

modelos nucleares, como los llamados modelos de partı́cula independiente, los cuales consideran

que los componentes del núcleo interactúan débilmente, y los modelos llamados colectivos, en

donde se consideran a los nucleones fuertemente correlacionados. Todos los modelos nucleares

que se conocen actualmente buscan explicar la estructura nuclear desde diferentes puntos de vista,

es decir, aún no se cuenta con un modelo nuclear que explique todas las caracterı́sticas conocidas

de los núcleos, sino únicamente se cuenta con diferentes tipos de modelos que describen ciertas

caracterı́sticas de ellos.

En este trabajo nos enfocaremos más sobre los modelos de partı́cula independiente, como por

ejemplo el modelo de capas y el modelo de Nilsson, el cual es una extensión del modelo de partı́cula

independiente esférico.

2.1. Modelo de Capas

A finales de la década de los 40′s, se contaba con una gran cantidad de resultados experimenta-

les muy importantes (sobre masas, momentos magnéticos, etc.), los cuales daban evidencia de que

varias propiedades nucleares presentaban discontinuidades para ciertos valores del número de neu-

trones (N) y protones (P ). Por ejemplo, la energı́a de amarre en función del número de masa A,
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presenta máximos muy acentuados para ciertos valores de N y P . Una situación similar ocurre

al estudiar las energı́as de separación de los nucleones (Sp,n) y también sucede en los estados de

excitación 2+ en núcleos con un número par en N y en P (ver fig.2.1).

Figura 2.1: La energı́a del primer estado 2+ en núcleos par-par [10].

Los valores para los cuales se presentan estas discontinuidades resultaron ser: 2, 8, 20, 28, 50,

82 ( y 126 para el caso de neutrones), los cuales reciben el nombre de “números mágicos”. Los

núcleos que presentan estos valores son particularmente estables y, en consecuencia, su abundancia

relativa es mayor. Algunos núcleos (por ejemplo 16O, 40Ca, 48Ca, 90Zr y 208Pb) tienen a N y Z

como números mágicos (doblemente mágicos) y resultan ser más estables. Es decir, estos núcleos

son mas difı́ciles de excitar o de añadirles un nucleón.

Con el descubrimiento de los números mágicos se propuso que los nucleones se movı́an en un

potencial promedio parecido a como los electrones lo hacen alrededor del núcleo. Similar como en

el caso nuclear, existen átomos que resultan ser mas estables. Por ejemplo, el grupo de los gases

inertes. Estos átomos tienen la caracterı́stica de que sus electrones justamente llenan los niveles de

energı́a, es decir, sus capas se encuentran totalmente llenas. Si uno desea agregar un electrón a uno

de éstos átomos, la energı́a resulta ser mayor que la energı́a empleada para agregar un electrón a

una capa de un átomo que no esté llena. Por tal razón, este tipo de átomos son muy estables.

A partir de este descubrimiento, se empezaron a desarrollar varios cálculos teóricos con la fi-

nalidad de encontrar un potencial promedio que lograra reproducir, y por supuesto, predecir los

6



CAPÍTULO 2. ESTRUCTURA NUCLEAR
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números mágicos. Se probaron varios potenciales, como por ejemplo, el potencial esférico, el os-

cilador armónico; pero ninguno de ellos lograba reproducir los números mágicos experimentales.

Fue entonces que Mayer [11] y Jensen [12] en 1949, establecen un modelo conocido como el Mo-

delo de Capas, en donde introducen, además del potencial central, un término que toma en cuenta

la interacción espı́n-órbita. Este modelo describe muy bien el efecto promedio de las interacciones

entre los nucleones. A primera aproximación, se puede considerar el movimiento independiente de

los nucleones en este potencial de ligadura.

Esta aproximación resulta ser muy buena para los núcleos que tienen sus capas cerradas, de-

bido a su alta estabilidad. Pero para el caso de configuraciones que presentan muchos nucleones

fuera de las capas cerradas (nucleones de valencia), es importante considerar también las interac-

ciones residuales entre los nucleones, las cuales no son consideradas dentro del campo promedio

de ligadura. El movimiento de estos nucleones de valencia pueden llevar a efectos donde muchos

nucleones se mueven en una manera similar, es decir, se mueven colectivamente. Para tales núcleos,

el movimiento colectivo es separado en modos vibracionales y rotacionales.

En los núcleos que se encuentran en las regiones cercanas a capas cerradas el movimiento co-

lectivo corresponde a vibraciones alrededor del equilibrio, es decir, aquellos núcleos únicamente

podrán tener modos de excitación vibracionales debido a que tienen una configuración esférica.

Para aquellos núcleos que se encuentran lejos de estas regiones, es decir, que cuentan con sufi-

cientes partı́culas (nucleones) fuera de capa cerrada, el movimiento colectivo corresponde a modos

rotacionales. A medida que el número de nucleones de valencia va aumentando, la tendencia a la

deformación crece, lo cual es un efecto coherente de todos estos nucleones.

2.2. Núcleos deformados

El movimiento de la superficie nuclear puede describirse en términos de una expansión multipolar

en armónicos esféricos. La superficie nuclear se define‘ por un radio vector que va desde el origen

a la superficie. Para el caso de una simetrı́a axial:

R(θ) = Rβ



1 +
λmax
∑

λ=2

βλYλ0(θ, φ)



 (2.1)

7
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donde Rβ esta relacionado con R0
1 mediante la condición de conservación de volumen, el

coeficiente de expansión βλ es conocido como el parámetro de deformación y Yλ0 es un armónico

esférico de orden λ. Los multipolos más bajos, como es el caso de λ = 2, corresponden a una

deformación cuadrupolar, la cual es uno de los modos vibracionales más importantes de las

excitaciones colectivas. El siguiente multipolo, λ = 3, representa uno de los principales modos

asimétricos del núcleo asociado con las bandas de paridad negativa. Su forma corresponde a

una deformación octupolar. Para λ = 4 se tiene una deformación hexadecapolar, el cual es uno

de los momentos angulares más altos de gran importancia en la teorı́a nuclear por influir en las

excitaciones cuadrupolares y en los estados base de los núcleos pesados.

La introducción del concepto de la deformación nuclear significa que se deben considerar nue-

vos grados de libertad. Por ejemplo, para el caso esférico no es posible observar el movimiento

rotacional colectivo sobre un eje de simetrı́a, debido a que las diferentes orientaciones del núcleo

resultan ser cuánticamente indistinguibles. Lo mismo sucede si sólo se consideran rotaciones sobre

el eje de simetrı́a en el caso de núcleos deformados que tienen una simetrı́a axial. Para observar

el movimiento rotacional de estos núcleos, es necesario tomar ejes que sean perpendiculares al de

simetrı́a. Supongamos el movimiento de un núcleo deformado con simetrı́a axial; aquı́ el momento

angular total del sistema es:

~I = ~R + ~J (2.2)

donde ~R es el momento angular generado por el movimiento colectivo de los nucleones sobre un

eje perpendicular al eje de simetrı́a y ~J =
∑A

i=1
~j, es el momento angular orbital generado por los

nucleones de valencia (ver fig. 2.2).

De la figura 2.2, se puede observar que la proyección del momento angular total ~I sobre el

eje de simetrı́a, resulta ser igual a K, siendo éste el mismo valor para la proyección de ~J . Si

Ω representa la proyección de cada nucleón de valencia, entonces la proyección de ~J se puede

escribir como: K =
∑A

i=1 Ωi.

Haciendo una analogı́a con un cuerpo rı́gido rotando clásicamente, se puede determinar la ener-

gı́a rotacional colectiva. La energı́a cinética de un cuerpo rı́gido rotando es:

1R0 es el radio del núcleo esférico.
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I R

K

X

Z

Y

θ

J

Figura 2.2: Esquema del acoplamiento del momento angular colectivo, ~R y el momento angular intrı́nseco de los

nucleones de valencia, ~J . La proyección del momento angular total ~I sobre el eje de simetrı́a es K .

E =
1

2
J ω2 (2.3)

donde J es el momento de inercia y ω es la frecuencia de rotación. Por analogı́a a la mecánica

clásica, se tiene:

E =
Î2 − Î ′z

2

2J
; (2.4)

donde se ha usado la relación: Î ′x
2
+ Î ′y

2
= Î2 − Î ′z

2
. Escribiendo la energı́a en términos de los

números cuánticos:

E =
h̄2[I(I + 1)−K2]

2J (o)
(2.5)

Para el caso del movimiento rotacional de un núcleo con simetrı́a axial, el número cuántico K

para la banda base, es igual a cero. Ası́, el movimiento rotacional del núcleo lleva a una secuencia

de estados con energı́a:

E =
h̄2

2J (o)
I(I + 1) (2.6)
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siendo J (o) el momento de inercia estático.

El movimiento rotacional del núcleo puede describirse en términos de su frecuencia angular

rotacional, ω. Clásicamente se tiene:

ω =
dE

dI
(2.7)

Para el caso cuántico, está dado por la expresión:

h̄ω =
dE(I)

d
√

I(I + 1)−K2
(2.8)

donde
√

I(I + 1)−K2 es la proyección del momento angular total sobre el eje rotacional, cono-

cido como el momento angular alineado, Ix. Para el caso de una transición entre los estados con

espı́n I e I − 2, la frecuencia rotacional puede aproximarse como [13, 14]:

h̄ω ≈
E(I)− E(I − 2)

√

(I + 1)(I + 2)−K2 −
√

(I − 1)I −K2
(2.9)

para decaimientos que van de un estado con espı́n I a otro estado con espı́n I − 2. Observese

que para estados con espı́n muy alto, donde I ≫ K, esta expresión se simplifica a ω ≈ Eγ

2
, con

Eγ = E(I)− E(I − 2).

Además del momento de inercia estático, se cuenta con otros dos momentos de inercia para

describir la estructura rotacional a muy alto espı́n, los cuales están relacionados con la primera y

segunda derivada de la energı́a de excitación con respecto al momento angular alineado, Ix. La

primera derivada nos da el momento de inercia cinético:

J (1) = Ix

(

dE

dIx

)−1

h̄2 = h̄
Ix
w

(2.10)

y la segunda derivada nos da el momento de inercia dinámico:

J (2) =

(

d2E

dI2x

)−1

h̄2 = h̄
dIx
dw

. (2.11)
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El momento de inercia dinámico puede estar relacionado con la diferencia de energı́a de transición

de rayos gama consecutivos, como:

∆Eγ =
4h̄2

J (2)
(2.12)

Obsérvese que para calcular el momento de inercia dinámico, únicamente se requiere la dife-

rencia en la energı́a de transición entre dos decaimientos. Además, la variación del momento de

inercia dinámico con la frecuencia rotacional puede usarse para determinar la estructura intrı́nseca

de las bandas rotacionales [15].

2.3. Modelo de Nilsson

Para estudiar los núcleos que presentan grandes deformaciones, es necesario emplear un modelo

que introduzca un potencial nuclear de deformación. Uno de tales modelos es el llamado Modelo

del oscilador armónico deformado, el cual fue propuesto por Sven G. Nilsson en el año de 1955

[16], quién investigó los efectos de deformación sobre las órbitas de partı́cula independiente. Este

modelo consiste en separar el potencial nuclear dentro de componentes esféricos y de deformación,

de tal forma que el Hamiltoniano se puede escribir como:

HNil =
−h̄2

2m
∇2 +

m

2

(

w2
xx

2 + w2
yy

2 + w2
zz

2
)

− C~l · ~s+Dl2 (2.13)

donde el primer término es la energı́a cinética de la partı́cula y el segundo es el potencial del os-

cilador armónico. El tercer término representa la interacción espı́n-órbita y el Dl2 es un término

de atracción para las partı́culas orbitando cerca del borde del núcleo. Ası́ todos los nucleones ex-

perimentan aproximadamente un potencial equivalente, no importando donde se encuentren dentro

del núcleo. Estos dos últimos términos fueron introducidos para reproducir los números mágicos

del modelo de capas. Los términos wx,y,z son las frecuencias de un oscilador en una dimensión, las

cuales pueden expresarse como función del parámetro de deformación. Para el caso con simetrı́a

axial se tiene:

w2
x = w2

y = w2
0

(

1 +
2

3
ǫ2

)

, w2
z = w2

0

(

1−
4

3
ǫ2

)

(2.14)
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donde ǫ2 es el parámetro de deformación, y w0 es la frecuencia del oscilador (h̄w0 = 41A−1/3MeV )

del potencial esférico con ǫ2 = 0. Para que el volumen nuclear permanezca constante como una

función de w0, se debe tener la condición de que wxwywz sea igual a una constante o de diferente

forma se tiene :

w0 =
(

1−
4

3
ǫ22 −

16

27
ǫ32

)−1/6

. (2.15)

Sustituyendo las ecuaciones 2.14, 2.15 y utilizando el armónico esférico Y20, podemos escribir la

ec. 2.13 como:

HNil =
−h̄2

2m
∇2 +

1

2
mw2

0r
2 − β0mw2

0r
2Y20(θ, φ)− C~l · ~s+Dl2, (2.16)

donde β0 está relacionada con ǫ2 como:

β0 =
2

3

√

4π

5
ǫ2 (2.17)

Los últimos dos términos de la ec.2.16, se definen normalmente en términos de los parámetros

κ = C/2h̄w0 y µ = 2D/C, los cuales tienen diferentes valores dependiendo de que nucleón se

trate, ya sea protón o neutrón.

Usando este Hamiltoniano dependiente de la deformación, las energı́as pueden calcularse

como una función del parámetro de deformación ǫ2 (ver figuras 2.3, 2.4). A este tipo de gráficas

se le conoce como Diagrama de Nilsson. Nótese que cuando ǫ2 = 0, que es el caso para núcleos

con simetrı́a esférica, los números mágicos se reproducen nuevamente. Cuando ǫ2 toma valores

positivos, la forma nuclear corresponde a una forma prolata, es decir, el núcleo toma la forma

parecida a la de un balón de futbol americano, y para valores negativos de ǫ2, corresponde a una

forma oblata, parecida a una esfera achatada.

Los orbitales de Nilsson se caracterizan por el número cuántico asintótico Ωπ[NnzΛ], donde

N = nz + n⊥ es el número cuántico principal, nz es el número de nodos de la función de onda en

la dirección z, Ω = Λ + Sz (Sz = ±1/2) es la componente del momento angular total a lo largo

del eje de simetrı́a z, y Λ = ±n⊥,±(n⊥ − 1), ..,±1 , ó 0 es la proyección del momento angular

12
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Figura 2.3: Diagrama de Nilsson para protones, 50 ≤ Z ≤ 82(ǫ4 = ǫ22/6).
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Figura 2.4: Diagrama de Nilsson para neutrones, 82 ≤ N ≤ 126(ǫ4 = ǫ22/6)
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orbital a lo largo del eje z. La paridad del estado, π, se define como π = (−1)N . Cuando N es par

(impar), la suma de nz + Λ también debe ser par (impar). Para describir los diagramas de Nilsson,

tomemos como punto de partida cuando ǫ2 = 0. Observemos que en este punto, cada capa puede

mantener sólo 2j + 1 nucleones (por ejemplo para j = 5/2 se tienen 6 nucleones), donde j es

el subı́ndice que etiqueta a cada capa. Cuando la deformación se introduce, los estados de un j

dado se despliegan dentro de 1
2
(2j + 1) subestados. Las energı́as de estos subestados se comportan

de manera diferente conforme la deformación cuadrupolar cambia. Considerando el movimiento

de una partı́cula orbitando alrededor de un núcleo con una deformación prolata (ver fig. 2.2), la

proyección del vector j sobre el eje de simetrı́a z, se define como el valor K de la órbita. Los

valores de K van desde j, j − 1, j − 2,...,1/2, teniendo cada órbita una doble degeneración (|K| y

| −K|). Los orbitales que permanecen cercanos al resto de la materia nuclear tendrán una energı́a

más baja que aquéllos que permanezcan a grandes distancias de éste. Las energı́as dependen de

la orientación con respecto a la simetrı́a nuclear, lo cual es contrario al caso del modelo de capas

esférico donde no se tiene una dirección preferencial en el espacio. Esto se puede ver claramente si

se define el ángulo de un plano orbital clásicamente θ como (ver fig. 2.2):

θ = sen−1(K/j) (2.18)

Para valores bajos de K, θ cambia lentamente, y para valores altos de K, θ varı́a rápidamente.

De esta forma, la diferencia de energı́a, entre valores sucesivos de K, se incrementa conforme

K aumenta [17]. Con estas propiedades se puede desarrollar una región limitada de un diagrama

de Nilsson para cierto valor de j. Para ǫ > 0, las energı́as disminuyen rápidamente con ǫ, para

valores bajos de K y se incrementan rápidamente para valores altos de K, ası́ las separaciones de

los valores adyacentes de K aumentan con K (ver fig.2.5).

Por último es importante mencionar que los diagramas de Nilsson pueden describirse muy

bien por los números cuánticos π y K. Las paridades positivas (π = +), se representan por lı́neas

sólidas y las paridades negativas (π = −), con lı́neas punteadas (ver figuras 2.3 y 2.4). Por el

principio de Pauli, no está permitido que dos orbitales, con los mismos valores de K y π, lleguen

a cruzar, ası́ que estos orbitales se repelan. Pero aunque estos orbitales no llegan a cruzarse, la

interacción entre ellos significa que las propiedades de las funciones de onda cambian cerca del

punto de inflexión.
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Figura 2.5: Variación de las energı́as de la órbita i13/2 con diferentes proyecciones de K como una función de la

deformación (ǫ > 0, prolata)

Por ejemplo, para K = 1
2

de la capa d3/2, esta órbita se repele con otra órbita que tiene los

mismos valores de K y paridad (ver fig.2.3). Esto sucede para un valor de ǫ2 ≈ 0.48, y obsérvese

como ambas órbitas cambian sus etiquetas, es decir, la órbita 1/2[411] pasa a ser una órbita 1/2[660]

después de pasar el punto de inflexión, y de manera similar sucede para la otra órbita. Observese

que para valores altos de K, las funciones de onda, de una capa dada, son muy puros (por ejemplo

en la capa g9/2, el orbital K = 9
2

es una lı́nea recta).
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3
El modelo de Capas Proyectado

Otro de los modelos que se emplea para estudiar los núcleos pesados y que presentan grandes de-

formaciones es el llamado Modelo de Capas Proyectado. La idea principal de este modelo, además

de simplificar el tratamiento de un problema complejo, es el utilizar el método de proyección. Este

procedimiento se emplea debido a que la base se construye en el sistema de referencia asociado

a los ejes principales del núcleo, el cual espontáneamente viola la simetrı́a rotacional del sistema.

Debido a esto, es necesario restaurar esta simetrı́a mediante la proyección del momento angular del

sistema intrı́nseco del núcleo al sistema de laboratorio. Por lo que esto nos lleva a la necesidad de

construir un operador de proyección.

3.1. El operador de proyección

Las rotaciones por las que estamos interesados son las rotaciones especiales asociadas al grupo

SU(2), cuyos elementos están especificados por el parámetro del grupo Ω. Este parámetro represen-

ta un conjunto de ángulos de Euler (α, γ = [0, 2π], y β = [0, π]). La forma explı́cita del elemento

del grupo es:

R̂(Ω) = e−iαĴze−iβĴye−iγĴz , (3.1)

donde Ĵy y Ĵz son los operadores del momento angular. Su representación unitaria es:

〈µIM |R̂(Ω)|νJK〉 = δµνδIJD
I∗
MK(Ω), (3.2)
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donde el sı́mbolo ∗ significa el complejo conjugado y DI
MK(Ω) es la función D [21], el cual forma

un conjunto completo de funciones en el espacio de parámetros de Ω. Para un estado |µIM〉 que

pertenece a un momento angular IM , µ designa un conjunto de números cuánticos que especifican

el estado cuántico de manera única, por lo que la siguiente relación de clausura se cumple:

∑

µIM

|µIM〉〈µIM | = 1, (3.3)

donde el estado |µIM〉 pertenece a un conjunto completo de vectores ortonormales en el espacio

de Hilbert y en el cual el operador de 3.1 actúa. De 3.2 y 3.3 se tiene que:

R̂(Ω)|νIK〉 =
∑

M

|νIM〉DI∗
MK(Ω), (3.4)

el cual da la relación de multiplete entre los estados que pertenecen a una representación con mo-

mento angular I . Usando 3.4 y la ortogonalidad de las funciones D:

∫

dΩDI∗
MK(Ω)D

I′

M ′K ′(Ω) =
8π2

2I + 1
δII′δMM ′δKK ′ (3.5)

se obtiene la relación:

P̂ I
MK |νI

′K ′〉 = δII′δKK ′|νIM〉, (3.6)

donde el operador se define como:

P̂ I
MK =

2I + 1

8π2

∫

dΩDI
MK(Ω)R̂(Ω) (3.7)

el cual se llama el Operador de Proyección del Momento Angular. De las ecs. 3.3 y 3.6 se pueden

obtener su representación espectral y la “regla de suma”:

P̂ I
MK =

∑

ν

|νIM〉〈νIK|,
∑

IM

P̂ I
MM = 1 (3.8)

Usando la representación espectral se pueden obtener fácilmente las siguientes propiedades:

P̂ I†
MK = P̂ I

MK y P̂ I
MKP̂

I′

M ′K ′ = δII′δMM ′P̂ I
KK ′ (3.9)

Las cuales son las propiedades que en general un operador de proyección debe satisfacer (P̂ †
i =

Pi, PiPj=δijPi y
∑

i Pi = 1), por lo que P I
MK es un operador de proyección en el sentido usual si
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solamente K = M . Además este operador transforma un sistema fijo en el cuerpo a un sistema fijo

en el espacio.

Examinemos un ejemplo para ver cómo se utiliza el operador de proyección. Sea |Φ〉 un estado

deformado el cual no es un estado de los operadores de momento angular J2 y J3. Cuando el

operador de rotación actúa sobre el estado |Φ〉, se genera una familia de estados:

|Φ(Ω)〉 = R̂(Ω)|Φ〉, (3.10)

los cuales resultan ser todos degenerados debido a que el Hamiltoniano es rotacionalmente inva-

riante, es decir:

R̂†(Ω)ĤR̂(Ω) = Ĥ, (3.11)

obsérvese que los estados |Φ(Ω)〉 pueden ser linealmente independientes de |Φ〉, ya que los estados

deformados no satisfacen la relación lineal tal como 3.4.

Considerando la construcción de una superposición de estados degenerados |Φ(Ω)〉:

|Ψ〉 =
∫

dΩF (Ω)|Φ(Ω)〉 =
∫

dΩF (Ω)R̂(Ω)|Φ〉 (3.12)

donde F (Ω), representa las funciones de peso, puede determinarse al requerir que el valor esperado

de la energı́a sea estacionario con respecto a variaciones de F ∗ y F :

E =
〈Ψ|H|Ψ〉

〈Ψ|Ψ〉
=

∫

dΩdΩ′F ∗(Ω)〈ΦΩ|H|ΦΩ〉F (Ω′)
∫

dΩdΩ′F ∗(Ω)〈ΦΩ|ΦΩ〉F (Ω′)
(3.13)

Expandiendo F (Ω) sobre el conjunto completo de funciones D:

F (Ω) =
∑

IMK

2I + 1

8π2
F I
MKD

I
MK(Ω) (3.14)

multiplicando por DI∗
MK(Ω) e integrando se obtiene:

F I
MK =

∫

dΩF (Ω)DI∗
MK(Ω) (3.15)

obteniendo ası́:
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|Ψ〉 =
∫

dΩF (Ω)R̂(Ω)|Φ〉 =
∫

dΩ
∑

IMK

2I + 1

8π2
F I
MKD

I
MK(Ω)R̂(Ω)|Φ〉

=
∑

IMK

F I
MK

∫

dΩ
2I + 1

8π2
DI

MK(Ω)R̂(Ω)|Φ〉 (3.16)

por la ec.3.7 esto se reduce a:

|Ψ〉 =
∑

IMK

F I
MKP̂

I
MK |Φ〉 (3.17)

Llevando a cabo el procedimiento variacional, sustituyendo la ec.(3.17) en (3.13):

E =

∑

I′M ′K ′

∑

IMK

F I∗
MK〈Φ|P̂

I†
MKHP̂ I′

M ′K ′|Φ〉F I′

M ′K ′

∑

I′M ′K ′

∑

IMK

F I∗
MK〈Φ|P̂

I†
MKP̂

I′

M ′K ′|Φ〉F I′

M ′K ′

(3.18)

utilizando las propiedades del operador 3.9 se llega a:

E =

∑

I′M ′K ′

∑

IMK

F I∗
MK〈Φ|HP̂ I

KK ′|Φ〉F I′

M ′K ′δII′δMM ′

∑

I′M ′K ′

∑

IMK

F I∗
MK〈Φ|P̂

I
KK ′|Φ〉F I′

M ′K ′δII′δMM ′

=

∑

IMKK ′

F I∗
MK〈Φ|HP̂ I

KK ′|Φ〉F I
MK ′

∑

IMKK ′

F I∗
MK〈Φ|P̂

I
KK ′|Φ〉F I

MK ′

(3.19)

haciendo la variación:

∑

IMKK ′

δF I∗
MK〈Φ|HP̂ I

KK ′|Φ〉F I
MK ′ −

∑

IMKK ′

δF I∗
MK〈Φ|P̂

I
KK ′|Φ〉F I

MK ′ = 0 (3.20)

para llegar a:

∑

K ′

〈Φ|(H − E)P̂ I
KK ′|Φ〉F I

MK ′ = 0 (3.21)

con la condición de normalización

∑

KK ′

F I
K〈Φ|P̂

I
KK ′|Φ〉F I

K ′ = 1 (3.22)
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la cual se puede reescribir de la siguiente forma:

∑

K ′

(HI
KK ′ − EN I

KK ′)F I
MK ′ = 0,

∑

KK ′

F I
KN

I
KK ′F I

K ′ = 1 (3.23)

definiendo el Hamiltoniano y la matriz de norma como:

HI
KK ′ = 〈Φ|HP̂ I

KK ′|Φ〉 y N I
KK ′ = 〈Φ|P̂ I

KK ′|Φ〉 (3.24)

Si el estado |Φ〉 resulta ser triaxial, un espı́n dado aparece más de una vez en el espectro completo,

siendo I = 0 una excepción. Para el caso de que el sistema sea axial, donde la relación Ĵz|Φ〉 =

K0|Φ〉 es válida, con K0 el número cuántico k conservado, el problema es más sencillo. La solución

de 3.23 es:

E =
HI

K0K0

N I
K0K0

con F I
K0 =

1
√

N I
K0K0

(3.25)

ya que únicamente un término con K = K0 sobrevive en la suma sobre K. En este caso, no

se permite la mezcla de bandas excitadas, sino que únicamente se puede describir una “banda

rotacional”, cuya “energı́a rotacional” se obtiene evaluando E como una función del espı́n I . A

diferencia del caso triaxial, cada espı́n aparece sólo una vez en el espectro. Para el caso axialmente

simétrico, el operador P̂ I
MK se reduce a:

(

I +
1

2

) ∫ π

0
dβ sen(β)dIMK(β)e

−iβĴy (3.26)

ya que α y γ pueden ser integradas explı́citamente cuando se evalúan los elementos de la matriz.

El estado |Φ〉 puede generarse de varias maneras, de tal forma que la construcción de este estado

pueda violar varias simetrı́as del Hamiltoniano, debido a que éste representa un estado intrı́nseco.

Mediante dicho estado, el cual resulta ser altamente degenerado, se puede construir un nuevo es-

tado |Ψ〉, donde se recupera la simetrı́a violada. Ası́, el estado |Ψ〉 se puede considerar como una

solución aproximada del Hamiltoniano. Con |Ψ〉 se considerará como un estado en el sistema fijo

en el espacio y para el sistema fijo en el cuerpo se tomará a |Φ〉. Existen dos conjuntos de opera-

dores diferenciales (mutuamente conmutantes) que representan el momento angular, los cuales se

llaman “tipo fijo en el espacio” y “tipo fijo en el cuerpo”, este último caracterizado por una diferen-

cia de signo en las relaciones de conmutación de momento angular. De la ecuación del operador de
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proyección se puede observar que el número cuántico M pertenece a |Ψ〉 mientras que K pertenece

a |Φ〉. Por lo que el operador de proyección transforma un estado fijo en el cuerpo a un estado fijo

en el espacio.

3.2. Formulación del MCP

Para formular el modelo de capas proyectado, supongamos que se ha seleccionado un conjunto

de estados de multi-cuasipartı́cula (multi-qp) {|Φk〉}, el cual se quiere tomar en cuenta dentro del

espacio de configuraciones del modelo de capas para proyectarlos sobre un buen momento angular

I y número de partı́culas N , cuya especificación mas concreta será dada más adelante (para el caso

de núcleos par-impar).

Una vez que la base está preparada, el Hamiltoniano se diagonaliza en el espacio del modelo de

capas expandido por {P̂ IN
MK |Φk〉}. Esto lleva a la ecuación de valores propios:

∑

k′K ′

(HI
kKk′K ′ − EN I

kKk′K ′)F IE′

k′K ′ = δEE′ (3.27)

con la condición de normalización:

∑

kKk′K ′

F IE
kKN

I
kKk′KF

IE′

k′K ′ = δEE′ (3.28)

Obsérvese que 3.27 y 3.28 son generalizaciones directas de 3.23 a un espacio de multiconfigura-

ción. El Hamiltoniano y los elementos de la norma se definen por:

HI
kKk′K ′ = 〈Φk|ĤP̂ IN

KK ′|Φk′〉 y N I
kKk′K ′ = 〈Φk|P̂

IN
KK ′|Φk′〉 (3.29)

el cual es la generalización de 3.24. Las reglas de suma se pueden derivar usando la segunda

relación de 3.8.

Los vectores propios normalizados son la generalización correspondiente de 3.17:

|ΨE
IM〉 =

∑

kK

F IE
kK P̂

IN
MK |Φk〉 (3.30)
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Obsérvese que |Φk〉 y su conjugado temporal |Φk〉 producen el mismo estado proyectado. Esto

divide en dos la dimensión del espacio de configuración.

Para calcular los elementos de matriz de un operador tensorial de rango λ con respecto a los

estados proyectados, se deben evaluar los elementos de matriz del operador P̂ I′N ′

K ′M ′ T̂λµP̂
IN
MK . Para

obtener esto, tenemos la relación:

P̂ I′

K ′M ′ T̂λµP̂
I
MK = (IM, λµ|I ′M ′)

∑

ν

(IK ′ − ν, λν|I ′K ′)T̂λνP̂
I
K ′−νK , (3.31)

la cual se obtiene a partir de las propiedades de un operador tensorial de rango λ bajo rotaciones

como también del teorema de reducción de un producto de dos funciones D. Por otra parte, se

tiene:

P̂N ′

T̂λµP̂
N = δN ′N+∆N T̂λµP̂

N con [N̂ , T̂λµ] = ∆NT̂λµ (3.32)

Para este caso ∆N es un entero el cual representa la diferencia entre el número de operadores de

creación y aniquilación de partı́cula independiente que constituyen el operador T̂λµ. Principalmente

éste se da por ∆N = 0(±2) para el operador multipolar electromagnético (tipo apareamiento).

Combinando las dos relaciones de arriba se obtiene la relación (P̂ IN
MK ≡ P̂ I

MKP̂
N ):

P̂ I′N ′

M ′K ′T̂λµP̂
IN
MK = δN ′N+∆N(IM, λµ|I ′M ′)

∑

ν

(IK ′ − ν, λν|I ′K ′)T̂λνP̂
IN
K ′−νK (3.33)

De esta forma se ha presentado el formalismo matemático totalmente general del modelo de

capas proyectado. Es decir, este modelo queda formulado en una manera general que permite

triaxialidad en la base de cuasipartı́cula, tomando en cuenta la proyección conjunta del momento

angular y el número de partı́culas. En algunos casos se pueden hacer simplificaciones, por ejemplo

omitiendo la proyección del número de partı́culas. Aunque la proyección del número de partı́culas

puede mejorar los resultados, la fı́sica esencial de la espectroscopia de la banda yrast1 puede

describirse sin tomar en cuenta esta proyección. De esta forma la mayorı́a de los cálculos se

realizan sustituyendo P̂ IN
MK con P̂ I

MK(P̂
N → 1). Se han comparado cálculos obtenidos con y sin

la proyección del número de partı́culas [22]. Otra simplificación hecha es el uso de una base con

1Se le llama banda yrast a la banda formada por los estados de más baja energı́a para cada momento angular.
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simetrı́a axial.

Estas aproximaciones simplifican mucho las ecuaciones y su tratamiento numérico. En particu-

lar, la simetrı́a axial implica que el conjunto de números cuánticos k contiene, entre otras cosas, el

número cuántico magnético intrı́nseco total K implı́citamente. Entonces se puede omitir escribien-

do K en la amplitud F I
kK . También la suma que corre sobre K puede omitirse, debido a que sólo

una K especı́fica contribuye a la suma para una k dada. Esto lleva al conjunto de ecuaciones:

∑

k′
{HI

kk′ − EN I
kk′}F

I
k′ = 0,

∑

kk′
F I
kN

I
kk′F

I
k′ = 1

HI
kk′ = 〈Φk|ĤP̂ I

KK ′|Φk′〉, N I
kk′ = 〈Φk|P̂

I
KK ′|Φk′〉 (3.34)

Entonces los elementos de la matriz de un operador tensorial de rango λ pueden evaluarse como:

〈ΨI′M ′|T̂λµ|ΨIM〉 = (IM, λµ|I ′M ′)〈ΨI′||T̂λ||ΨI〉,

〈ΨI′||T̂λ||ΨI〉 =
∑

νkk′
(IK ′ − ν, λν|I ′K ′)〈Φk′|T̂λνP̂

I
K ′−νK |Φk〉F

I′

k′ F
I
k , (3.35)

la cual viene directamente del operador identidad 3.31 y es por lo tanto válida para el caso triaxial

con una extensión de la fórmula para la base triaxial.

3.3. El Hamiltoniano del MCP

El Hamiltoniano total para el MCP se puede expresar como:

Ĥ = Ĥ0 −
χ

2

∑

µ

Q̂†
µQ̂µ −GµP̂

†P̂ −GQ

∑

µ

P̂ †P̂µ (3.36)

donde el primer término representa el Hamiltoniano del oscilador armónico de partı́cula indepen-

diente:

Ĥ0 =
∑

α

c†αεαcα(εα ≡ h̄ω{N − k[2j · s + µ(l2 − 〈l2〉)]Nj
}) (3.37)

donde c†α y cα son los operadores de creación y aniquilación de partı́cula independiente etiquetados

por un conjunto de números cuánticos del oscilador armónico esférico α = {N, j,m}. El segundo
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término de (3.36) es la interacción cuadrupolar y los dos últimos términos son la interacción de

apareamiento monopolar y cuadrupolar. Obsérvese que l se conoce cuando se dan N y j. La

energı́a de Fermi se incluirá en la energı́a de partı́cula independiente (εα → εα − λ), y se tomarán

tres capas para los nucleones activos, es decir, N = 4, 5, 6 para el caso de neutrones y N = 3, 4, 5

para protones, para los núcleos que se encuentran en la región de tierras raras.

Los operadores de un cuerpo en (3.36) se definen (para cada tipo de núcleos) como:

Q̂µ =
∑

αβ

c†αQµαβcβ, P̂ † =
1

2

∑

α

c†αc
†
ᾱ, P̂ †

µ =
1

2

∑

αβ

c†αQµαβc
†

β̄
(3.38)

donde ᾱ representa el conjugado temporal de α (cᾱ = T̂ cαT̂
† = (−1)j−mcNj−m

), mientras que:

Qµαα′ = δNN ′(Njm|Qµ|N
′j′m′) (3.39)

es el elemento de matriz del generador cuadrupolar SU(3), cuyos elementos de matriz son iguales

a aquéllos del operador de masa cuadrupolar sin dimensión:

√

4π

5

(

r

b

)2

Y2µ (3.40)

para N=N ′, pero se anula para N 6= N ′ donde b es la longitud del oscilador armónico:

b2 =
h̄

mω
(3.41)

Las propiedades de simetrı́a de los elementos de matriz:

Qµ̄αβ ≡ Qµᾱβ̄ = Qµαβ = (−1)µQ−µαβ (3.42)

asegurando las relaciones: Q̂µ̄ ≡ T̂ Q̂µT̂
† = Q̂†

µ = (−1)µQ̂−µ.

El Hamiltoniano de partı́cula independiente HFB (Hartree-Fock-Bogolyubov) que resulta a par-

tir de (3.36) es:

HHFB = Ĥ0 − χ
∑

µ

〈Q̂µ〉Q̂µ −GM〈P̂ 〉(P̂ + P̂ †)−GQ

∑

µ

〈P̂µ〉(P̂µ − P̂ †
µ) (3.43)

donde 〈..〉 representan el valor de esperado con respecto al estado vacı́o de HFB |0〉.
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Antes de dar la dependencia de isoespı́n de estas fuerzas, primero se ajustará el tamaño nuclear

al usar los parámetros convencionales del oscilador armónico:

ωτ = ω0aτ , b2τ =
b20
aτ

, b20 =
h̄

mω0
, aτ ≡

{

1±
N − Z

A

}

1

3

(3.44)

con +(-) para τ =neutrón (protón).

Las fuerzas del tipo de apareamiento actúan únicamente entre nucleones semejantes. La mag-

nitud de las fuerzas de apareamiento monopolar está dada en forma general:

GM =
(

G1 ∓G2
N − Z

A

)

1

A
MeV (3.45)

con -(+) para el caso de neutrones (protones), y G1 y G2 se ajustan para producir las conocidas

diferencias de masa impar-par. Para el caso de los núcleos que se encuentran en la región de masa

A = 130, la longitud de las interacciones de apareamiento monopolar que se emplean para los

cálculos son:

Gν
M =

(

19.60− 15.7
N − Z

A

)

1

A
, y Gπ

M = 19.60
1

A
(3.46)

Para la fuerza de apareamiento cuadrupolar, se toma que la longitud de GQ es proporcional a GM

con una constante promedio:

GQ = γGM (3.47)

donde γ resulta ser aproximadamente de 0.18 a 0.20 (0.16 a 0.18) en la parte de núcleos ligeros

(pesados) de las tierras raras. Para la fuerza Q · Q, el cual es el segundo término de (3.43), éste

puede identificarse como el potencial de Nilsson 2
3
ǫh̄ωQ̂0. Introduciendo xτ ≡ h̄ωτ 〈Q̂0〉τ y Cττ ′ ≡

χττ ′(h̄ωτ h̄ωτ ′)
−1, se obtienen las condiciones autoconsistentes:

Cnnxn(ǫn, ǫp) + Cnpxp(ǫn, ǫp) =
2

3
ǫn

Cpnxn(ǫn, ǫp) + Cppxp(ǫn, ǫp) =
2

3
ǫp (3.48)

cuyas soluciones ǫn y ǫp son en general distintas unas de otras [23]. Considerando que el parámetro

de deformación es el mismo para neutrones y protones, las ecs.(3.48) se reducen a una sola:
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CnnCpp − C2
np = 0, (Cpn = Cnp) (3.49)

ası́ (3.48) y (3.49) llevan al acoplamiento isoescalar Cnn = Cpp = Cnp. Por lo tanto se obtiene la

relación:

χττ ′ =
2
3
ǫh̄ωτ h̄ωτ ′

h̄ωn〈Q̂0〉n + h̄ωp〈Q̂0〉p
(3.50)

Ésta es una relación muy útil2, debido a que la deformación nuclear es una cantidad bien estudiada

[24]. La constante de acoplamiento corresponde a la fuerza Q · Q correspondiente a un parámetro

de deformación ǫ y se obtiene por (3.50).

Este modelo de fuerzas trabaja bastante bien a pesar de su simplicidad, pues la deformación

nuclear queda restringida a la de tipo cuadrupolar y además la interacción protón-neutrón está uni-

camente presente en la fuerza Q ·Q (tipo partı́cula-agujero).

Para resumir la estructura lógica del modelo, diagonalizemos primero el Hamiltoniano de Nils-

son para un nucleón:

Ĥ0 −
2

3
ǫh̄ωQ̂0 (3.51)

usando a ǫ como el conocido parámetro de deformación y llevando a cabo el procedimiento usual

de BCS para tomar en cuenta la fuerza de apareamiento monopolar. Esto define la base de cua-

sipartı́cula de Nilsson + BCS. Ahora, se evalúa la intensidad de la fuerza Q · Q con ayuda de la

ec.(3.50). Esto fija el Hamiltoniano de (3.36), el cual se diagonaliza a través del modelo de ca-

pas expandido por el conjunto selecto de estados proyectados de multi-qp. Las configuraciones

utilizadas para diferentes tipos de núcleos son:

par(ν)− par(π) |0〉, a†ν1a
†
ν2
|0〉, a†π1

a†π2
|0〉, a†ν1a

†
ν2
a†π1

a†π2
|0〉

impar(ν)− impar(π) a†νa
†
π|0〉

2〈Q̂0〉es el valor esperado del momento cuadrupolar

√

16π
5

∑

i

〈φi|r̂
2Y20|φi〉, donde la suma corre sobre todos los

estados ocupados de partı́cula independiente

27
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impar(ν)− par(π) a†ν |0〉, a
†
νa

†
π1
a†π2

|0〉

par(ν)− impar(π) a†π|0〉, a
†
πa

†
ν1
a†ν2|0〉 (3.52)

donde ν ′s(π′s) representan los números cuánticos de Nilsson para neutrones (protones) que va

sobre los estados de cuasipartı́cula, seleccionados propiamente (a bajas energı́as).
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4
El MCP en los núcleos 125,127,129,131,133Pr

A partir de los esquemas de niveles de energı́a obtenidas experimentalmente de los núcleos, uno

puede estudiar una gran variedad de fenómenos fı́sicos. Éstos son de gran ayuda para conocer más

sobre la estructura nuclear. En este caso particular estamos interesados en los núcleos que se en-

cuentran en la región de masa A=130. En este capı́tulo se da una descripción de las bandas yrast de

los isótopos del praseodimio (125,127,129,131,133Pr) mediante el uso del MCP. La buena interpretación

que se ha obtenido de las bandas yrast con este modelo, ha permitido estudiar algunas cantidades

fı́sicas como son: el momento dinámico de inercia J (2), momento cinético de inercia J (1), el cruce

de bandas rotacionales y los efectos de backbending que presentan estos isótopos.

4.1. Reproducción de las bandas Yrast de la cadena del

125−133Pr

Para la realización de todos los cálculos teóricos se utilizó el programa del MCP 1 desarrollado

por Kenji Hara y Yan Sun en los años noventa [25]. El MCP inicia primero con la construcción de

una base deformada basándose en el Modelo de Nilsson. Los valores utilizados para los parámetros

de κ y µ del potencial de Nilsson, se tomaron de [26], los cuales adquieren un valor diferente

para cada capa N. Para los cálculos se consideraron las tres capas superiores de N (N = 3, 4, 5)

para los protones, como también para los neutrones. Los valores de los parámetros de deformación

(ǫ2 y ǫ4) de la base deformada y el valor de γ, de la ec. 3.47, se muestran en la tabla 4.1 para

cada núcleo. Estos valores utilizados para los parámetros de deformación, difieren muy poco de los

1En el apédice A se da una descripción sobre el funcionamiento del programa.
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4.2. EL EFECTO BACKBENDING EN LOS NÚCLEOS PAR-IMPAR DEL PR

valores reportados por Moller y Nix [27], debido a que se tomaron de tal manera que se lograra

reproducir el fenómeno del backbending de los datos experimentales.

125Pr 127Pr 129Pr 131Pr 133Pr

ǫ2 0.300 0.283 0.267 0.234 0.194

ǫ4 0.00 0.00 0.027 0.027 0.027

γ 0.16 0.16 0.20 0.20 0.20

Cuadro 4.1: Datos que se emplearon en el programa del MCP para los isótopos del Pr.

Después de la construcción de la base deformada, el modelo de capas se trunca de tal forma que

únicamente los estados que se encuentran dentro del intervalo de energı́a, alrededor de la superfi-

cie de Fermi, se seleccionan, los cuales determinan el tamaño del espacio |φk〉. Los intervalos de

energı́a que se utilizaron para los cálculos fueron de: 3.5 MeV para los estados de 1-cuasipartı́cula

y de 6.5 MeV para los estados de 3-cuasipartı́culas. Al finalizar con la construcción de la base de

estados, éstos se proyectan sobre estados con un buen momento angular I para que finalmente se

utilicen para la diagonalización del Hamiltoniano del MCP. De esta forma, al obtener los eigenvalo-

res, uno lo que realmente está obteniendo son las energı́as que componen a cada una de las bandas

rotacionales teóricas, las cuales se comparan con las bandas rotacionales experimentales.

4.2. El efecto Backbending en los núcleos par-impar del Pr

El fenómeno del backbending, observado en el espectro rotacional de núcleos deformados, nos

da la información acerca de la interacción entre dos bandas rotacionales; una correspondiente a

la banda base y la otra que se genera por un par roto de nucleones. Este fenómeno ocurre debido

a que la fuerza de Coriolis tiende a romper un par de nucleones que se encuentran acoplados a

momento angular cero. Esto ocasiona que los momentos angulares de ambos nucleones se alineen

en dirección del eje de rotación (momento angular alineado), generando ası́ una banda rotacional,

la cual se cruza con la banda base a un momento angular dado. Esto genera que la banda yrast

se encuentre formada por estados pertenecientes a ambas bandas rotacionales. Los estados que se

encuentran a bajos espines pertenecen a la banda base y para los estados que se encuentran a alto

espı́n pertenecen a la banda rotacional, la cual se genera por el par roto de nucleones. En la fig.

4.1 comparamos los resultados del MCP con los datos experimentales de los isótopos 125−133Pr,
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Figura 4.1: Comparación entre los resultados teóricos y experimentales. a), c), e), g), i): Momento de inercia dinámico

J (2)(h̄2MeV −1). b), d), f), h), j): Dos veces el momento de inercia cinético J (1)(h̄2MeV −1)
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graficando el momento de inercia dinámico J (2) como una función de la frecuencia rotacional h̄ω

y dos veces el momento de inercia cinético J (1) en función del cuadrado de la velocidad angular ω

(h̄2ω2). Estas cantidades se definen como:

J (2) =
4

E(I)−E(I − 2)
, 2J (1) =

(2I − 1)

ω
(4.1)

donde la energı́a de transición Eγ = E(I) − E(I − 2) se encuentra relacionada con la frecuencia

rotacional por la siguiente expresión:

h̄ω =
Eγ

√

(I + 1)(I + 2)−K2 −
√

(I − 1)I −K2
. (4.2)

Se puede observar que la comparación entre los datos teóricos y experimentales (tomados en:

[5, 28, 29]) de la fig. 4.1, resultan ser muy satisfactorios. Los momentos de inercia cinético que

se muestran del lado derecho de la figura, se reproducen perfectamente, excepto para los isótopos

131Pr y 133Pr , donde se puede ver que el cambio en el momento de inercia cinético se da para va-

lores altos de la frecuencia rotacional en los datos teóricos, diferente a como lo muestran los datos

experimentales. Los datos que se ilustran del lado izquierdo de la fig.4.1, muestran el comporta-

miento del momento de inercia dinámico en función de la frecuencia rotacional. Esta cantidad fı́sica

resulta ser muy sensible debido a que representa las variaciones del momento de inercia cinético.

Los resultados, obtenidos para los isótopos 125,127Pr, reproducen bien los efectos del backbending

que se pueden observar en los datos experimentales (ver fig. 4.1(a) y 4.1(b)). Para el caso del 125Pr,

el cambio del J (2) se da en h̄ω ≈ 0.5 MeV, mientras que experimentalmente ocurre en h̄ω ≈ 0.4

MeV, el cual puede considerarse aún como una buena aproximación. En el caso del 127Pr, el cambio

del J (2) ocurre en h̄ω ≈ 0.4 MeV, el cual coincide con los datos experimentales. Se puede observar

que para valores grandes de la frecuencia rotacional, los valores del J (2) se desvı́an de los datos

experimentales. Para el caso del 129Pr, el MCP reproduce muy bien los datos experimentales (ver

fig. 4.1(e)), donde se puede ver que el cambio del J (2) ocurre en h̄ω ≈ 0.4 MeV.

Para los datos experimentales de los isótopos 131,133Pr se emplearon los valores originales de

Nilsson para los parámetros κ y β reportados en [30]. De la fig. 4.1(g) se puede observar que el
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MCP predice que el cambio de la frecuencia rotacional para el 131Pr ocurre en h̄ω ≈ 0.5 MeV,

mientras que experimentalmente se observa alrededor de h̄ω ≈ 0.4 MeV. Para el caso del 133Pr

el MCP predice que el cambio de la frecuencia rotacional se da alrededor de h̄ω ≈ 0.44 MeV,

siendo éste observado experimentalmente en h̄ω ≈ 0.43 MeV, el cual resulta ser una muy buena

aproximación por el MCP (ver fig. 4.1(i)).
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Figura 4.2: Comparación entre los resultados teóricos y experimentales para el momento dinámico de inercia

J (2)(h̄2MeV −1). (a) Resultados experimentales, (b) Resultados obtenidos con el MCP.

Graficando todos los momentos dinámicos de inercia experimentales, generados por todos los

isótopos 125−133Pr, se puede observar claramente que J (2) se incrementa cuando el valor de N

decrece a valores bajos de la frecuencia rotacional (ver fig. 4.2(a)). Este comportamiento en general,

es reproducido muy bien por los cálculos teóricos generados por el MCP (ver fig. 4.2(b)) [31],

los cuales concuerdan muy bien con los resultados reportados por Smith, et al., en [28], para los

isótopos 127,129,131Pr. Este comportamiento caracterı́stico del J (2), es relacionado con el aumento

de la deformación asociada a todas las bandas de πh11/2, conforme va disminuyendo el valor de N .

Observese que para obtener todos los cálculos teóricos, los valores empleados para los parámetros

de deformación, van desde ǫ2 = 0.194 para el isótopo más pesado 133Pr, hasta el valor de ǫ2 = 0.300

para el isótopo más ligero 125Pr.
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CAPÍTULO 4. EL MCP EN LOS NÚCLEOS 125,127,129,131,133PR
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4.3. Análisis de los diagramas de bandas de energı́a

El fenómeno del backbending y los cambios que presentan los momentos de inercia, mostrados

en la sección anterior, corresponde al alineamiento rotacional de las cuasipartı́culas en diferentes

orbitales. Para el caso de los núcleos con masa impar, estos alineamientos se asocian con el cruce

de bandas, las cuales presentan configuraciones de 1 y 3 cuasipartı́culas. Para los isótopos del Pr

que estamos estudiando, las bandas con la configuración de una cuasipartı́cula se encuentran en

el orbital deformado h11/2 de protones, mientras que las bandas que presentan una configuración

de tres cuasipartı́culas consisten también en la configuración de ésta cuasipartı́cula más un par de

cuasipartı́culas del orbital deformado h11/2 de neutrones.

En la fig. 4.3, se pueden observar los principales niveles de energı́a de partı́cula independiente

para los protones y neutrones, los cuales contribuyen a las bandas con la configuración de tres

cuasipartı́culas, correspondientes a la región del backbending. Estos niveles representan los estados

de Nilsson, con las siguientes componentes esféricas: N = 5, l = h (la notación espectroscópica

para l = 5 le corresponde la letra h), j = 11/2 y m = 7/2, 3/2, 1/2, 5/2, 9/2, denotados como:

[5h11/27/2], [5h11/23/2], [5h11/21/2], [5h11/25/2], y [5h11/29/2]. Se puede observar que para el caso

de los niveles de energı́a de partı́cula independiente para protones, únicamente contribuyen tres

niveles en la región del backbending, los cuales son: [5h11/25/2]π, [5h11/23/2]π, y [5h11/21/2]π.

Conforme va aumentando el número de neutrones, los niveles de energı́a se aproximan, reflejando

un ligero desdoble de estos niveles de energı́a con una deformación muy pequeña. Para el caso de

los neutrones, se tienen dos niveles de energı́a que contribuyen en la región del backbending para los

isótopos 125,127Pr, estos niveles son: [5h11/27/2]ν, [5h11/25/2]ν. Para el 129Pr, se tienen tres niveles

de energı́a importantes para la región del backbending, los cuales son: [5h11/29/2]ν, [5h11/21/2]ν, y

[5h11/27/2]ν. Por último, para los isótopos 131,133Pr, se tienen dos niveles de energı́a: [5h11/29/2]ν

y [5h11/27/2]ν.

A partir de los diagramas de banda uno puede analizar más los efectos del backbending que

presentan los núcleos impares del Pr. En la figura 4.4 se muestran los diagramas de banda marcadas

con su respectiva configuración de cuasipartı́cula. Es importante mencionar que el MCP construye

muchos estados de cuasipartı́culas, pero únicamente algunos estados participan en la región del

backbending.

Analizando cada uno de los diagramas, se puede ver que para los isótopos 125,127,129,131Pr, los

estados a bajo espı́n en las bandas Yrast, se representan por un estado de cuasiprotón con K = 3/2

34
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Figura 4.3: Niveles de energı́a deformados de partı́cula independiente para protones y neutrones cerca del nivel de

Fermi representado por un punto.
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Figura 4.4: Diagramas de banda de los núcleos 125,127,129Pr
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del orbital πh11/2. Esta configuración sugiere que los estados a bajo espı́n se encuentren relaciona-

dos con el desacoplamiento de protones en h11/2 y de esta manera el alineamiento del primer protón

se bloquea. Estos resultados concuerdan con la asignación que se les ha dado experimentalmente.

Para el caso del 133Pr, los estados a bajo espı́n se representan con un estado de cuasiprotón K = 1/2

del orbital πh11/2, el cual resulta ser muy diferente a los resultados reportados en [3, 4, 5, 2].

El cruce de bandas que se da en la banda Yrast se puede observar claramente en cada uno

de los diagramas de banda de los isótopos del Pr. Para el caso del 125Pr, este cruce de bandas

ocurre aproximadamente en I = 47/2−. La banda que genera este cruce, pertenece a un estado

de tres cuasipartı́culas, la cual consiste de un cuasiprotón h11/2[1/2] más un par de cuasineutro-

nes h11/2[5/2,−7/2]. El MCP predice otro cruce de bandas en I = 63/2−, el cual es causado

por otro estado de 3 cuasipartı́culas de un cuasiprotón h11/2[1/2] más un par de cuasineutrones

h11/2[−3/2, 5/2] (ver fig.4.4a). En el 127Pr, los cálculos teóricos predicen solamente un cruce de

bandas en I = 43/2−, el cual es generado también por un estado de tres cuasipartı́culas. Este

estado consiste de un cuasiprotón h11/2[1/2] más un par de cuasineutrones h11/2[5/2,−7/2] (ver

fig.4.4b). Para el 129Pr, el primer cruce de bandas ocurre en I = 39/2−, el cual se origina en un

estado de tres cuasipartı́culas que consisten en un cuasiprotón h11/2[1/2] más un par de cuasineu-

trones h11/2[5/2,−7/2]. Un segundo cruce se genera en I = 59/2−, el cual también está generado

por un estado de tres cuasipartı́cula, que consiste de un cuasiprotón h11/2[−3/2] más un par de

cuasineutrones h11/2[5/2,−7/2](ver fig.4.4c). Para el isótopo 131Pr, es posible ver dos configura-

ciones en la banda Yrast (ver fig.4.4d). El cruce de bandas para este isótopo se da en I = 39/2− el

cual es generado por un estado de 3 cuasipartı́culas formado por un cuasiprotón h11/2[1/2] más un

par de cuasineutrones h11/2[5/2,−7/2]. Los estados a alto espı́n son generados por un cuasiprotón

h11/2[−3/2] más un par de cuasineutrones h11/2[5/2,−7/2]. Por último, en el caso del 133Pr, se

pueden observar tres configuraciones diferentes en la banda Yrast, las cuales son generadas por el

cruce de bandas a diferentes valores de I (ver fig.4.4e). El primer cruce de bandas se genera en

I = 15/2−, el cual se representa por el estado de un cuasiprotón h11/2[−3/2]. El segundo cruce

de bandas se da en I = 39/2−, el cual se produce por un cuasiprotón h11/2[−3/2] mas un par de

cuasineutrones h11/2[5/2,−7/2]. De esta forma, se puede ver como el MCP da una muy buena

descripción a todas las bandas Yrast de los núcleos impares del Pr, además de asignarles más de

una configuración a cada una de estas bandas.

Finalmente, en la fig.4.5 se comparan los diagramas de alineamiento de las bandas Yrast
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obtenidas por el MCP con los datos experimentales. Es posible ver que el alineamiento del espı́n

se da en todos los isótopos del Pr. Este comportamiento es reproducido satisfactoriamente por el

MCP, donde este efecto se puede explicar en términos del cruce de bandas entre la banda base y la

banda generada por el estado de tres cuasipartı́culas como se vio anteriormente. Sin embargo, en

los núcleos con un número mayor de neutrones (131,133Pr), el MCP no reproduce satisfactoriamente

los estados a alto espı́n. Esto puede deberse a la presencia de la deformación γ en estos núcleos.
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Figura 4.5: Diagramas de alineamiento de los núcleos 125,127,129,131,133Pr, donde se grafica a la frecuencia rotacional

como una función del espı́n I .
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5
El MCP en núcleos cercanos al Pr

El MCP se ha empleado extensamente en núcleos ligeros [42], como también en núcleos pe-

sados [43], donde los resultados obtenidos son satisfactorios, mostrando un buen acuerdo con los

datos experimentales. En las últimas dos décadas, este modelo se ha utilizado para estudiar los

núcleos que se encuentran cercanos a los isótopos del Pr, como por ejemplo se han estudiado los

núcleos par-par 122−124−126−128−130,132Ce [44, 45, 46, 47], los núcleos impares 125−127−131Ce [48], y

los núcleos par-par 122−124−126−128Ba [49]. También se han estudiado otros núcleos que se encuen-

tran en otras regiones de masa A, como son los 98−102Sr, 100−104Zr [50], y los 154−160Nd y 156−162Sm

[51]. Todos estos cálculos teóricos han mostrado que el MCP resulta ser un buen modelo teórico pa-

ra describir los efectos que tiene el cruce de bandas como también, la buena interpretación que le da

al fenómeno del backbending, los cuales juegan un papel muy importante en la estructura nuclear.

En este capı́tulo se mostrarán los cálculos que se realizaron durante el desarrollo de este trabajo

de tesis para los núcleos par-par como son: los isótopos del 124,126,128,130,132Ce, 122,124,126,128,130Ba

y el 128,130,132Nd; y de los núcleos par- impar del 123,125La, los cuales se encuentran cercanos a los

isótopos del Pr que se estudiaron en el capı́tulo anterior (ver fig. 5.1).
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Figura 5.1: Núcleos cercanos a los isótopos del Pr.

5.1. Reproducción de las bandas yrast de la cadena del

124−132Ce

Para estudiar los isótopos del cerio (Ce) con el MCP, observemos que se tiene el caso de núcleos

par-par, es decir, son núcleos cuyo número de protones y neutrones corresponde a un número par.

Ası́ que, para aplicar el programa del MCP se utilizó el código correspondiente a estos núcleos, el

cual nos va a generar estados cuya configuración es de la forma:

|φk〉 = {|0〉, a†ν1a
†
ν2 |0〉, a

†
π1
a†π2

|0〉, a†ν1a
†
ν2a

†
π1
a†π2

|0〉}

donde la primera configuración representa el estado vacı́o (|0〉), el segundo y el tercero representan

el estado de 2-cuasipartı́culas, ya sea para neutrones o protones, y por último nos genera también

estados con una configuración de 4-cuasipartı́culas, las cuales están formadas por 2-cuasineutrones

más 2-cuasiprotones. Para reproducir las bandas yrast de los isótopos del Ce con el MCP, se

utilizaron los valores reportados por Rani Devi, et al. para los isótopos 124−130Ce [45, 46], y por

Y. Sun para el isótopo 132Ce [47]. En este último isótopo se tomó la banda yrast que presenta una

deformación normal. Los valores utilizados para los parámetros κ y µ del potencial de Nilsson,

40
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fueron tomados de [26]. Las capas que se utilizaron para los cálculos fueron N=3, 4 y 5 para ambos

nucleones, los cuales han sido utilizados para los núcleos que se encuentran en la región de ma-

sa A=130. Los valores de los parámetros de deformación y el valor de γ, se muestran en la tabla 5.1.

124Ce 126Ce 128Ce 130Ce 132Ce

ǫ2 0.292 0.267 0.250 0.225 0.21

ǫ4 0.010 0.01 -0.01 0.01 0.00

γ 0.20 0.20 0.16 0.16 0.16

Cuadro 5.1: Datos que se emplearon en el programa del MCP para los isótopos del Ce.

Los valores para las interacciones de apareamiento monopolar se tomaron de la misma forma

como en los cálculos para los isótopos del Pr. Para determinar el tamaño del espacio de estados

|φ〉, se utilizaron los intervalos de energı́a de 3.5 MeV para los estados de 2-cuasineutrones y 2-

cuasiprotones, y 5 MeV para los estados de 4-cuasipartı́culas, donde únicamente se seleccionan los

estados que se encuentren dentro de este intervalo, es decir, los mas cercanos a la superficie de

Fermi. Con estos valores, se evaluaron las bandas rotacionales teóricas para cada isótopo del Ce.
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Figura 5.2: Dos veces el momento de inercia cinético J (1) en función de la frecuencia rotacional al cuadrado.
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5.1.1. El fenómeno del Backbending en los núcleos pares del Ce

En la fig. 5.2 se puede observar la comparación de los datos experimentales de los isótopos

124,126,128,130,132Ce, tomados en [8, 38, 52, 53, 54], con los resultados obtenidos con el MCP, donde

se muestra el comportamiento que tiene el momento de inercia en función de la frecuencia rotacio-

nal. En estas gráficas, es muy notorio ver que conforme aumenta el número de neutrones en estos

isótopos, el fenómeno del backbending resulta ser más fuerte, es decir, el cambio en el momento

de inercia se da con mayor intensidad para el isótopo 132Ce que para el 124Ce. Los cálculos teóricos

generados por el MCP, logran reproducir este fénomeno. La comparación entre los datos teóricos

con los datos experimentales resulta ser muy buena.
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Figura 5.3: Diagrama de bandas de los núcleos 124,126,128,130,132Ce

Para un mejor entendimiento sobre el fenómeno del backbending, se pueden analizar los

diagramas de las bandas de energı́a de cada isótopo del Ce. De la fig. 5.3, se observan las

42
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bandas rotacionales generadas por el MCP. Recordemos que el programa calcula varias bandas

rotacionales, pero las mas cercanas al nivel de Fermi, las que participan en el fenómeno del cruce

de bandas, son las que se escogen para obtener la configuración de la banda yrast. A diferencia

de los núcleos par-impar que estudiamos en el capı́tulo anterior, los núcleos par-par presentan

configuraciones de dos y cuatro cuasipartı́culas, como también una configuración del estado vacı́o

(K = 0). Para estos núcleos, al igual que en los isótopos del Pr, las cuasipartı́culas que forman

parte de las configuraciones de estas bandas se encuentran en el orbital deformado h11/2 para

ambos nucleones.

Analizando cada uno de los diagramas, se puede ver que para los isótopos 124,126,130,132Ce,

los estados a bajo espı́n de las bandas Yrast, se encuentran representados por un estado base o

también llamada banda del estado vacı́o, con K = 0 1. Unicamente el isótopo 128Ce, sus estados

de bajo espı́n, están representados por un estado de 2-cuasineutrones, acoplados a un K = 0. Para

el isótopo 124Ce, el MCP predice que el primer cruce se da en I = 14+ por una banda producida

por 2-cuasiprotones 2πh11/2[1/2,−3/2]K = −1. El segundo cruce lo predice en I = 24+,

el cual se origina por una banda cuya configuración es la superposición de 4-cuasipartı́culas,

la cual consiste de 2νh11/2[5/2,−7/2] + 2πh11/2[1/2,−3/2]K = −2. El último cruce lo pre-

dice en I = 26+, también producido por la superposición de 4-cuasipartı́culas, formadas por

2νh11/2[−3/2, 5/2]+2πh11/2[1/2,−3/2]K = 0. Para el isótopo 126Ce, el cruce lo predice el MCP,

en I = 12+, causado por una banda que presenta una configuración de 2πh11/2[1/2,−3/2]K = −1,

un segundo cruce se da aproximadamente en I = 22+, la cual es creada por un estado de 4-

cuasipartı́culas, formada por el estado de 2νh11/2[5/2,−7/2] + 2πh11/2[1/2,−3/2]K = −2. El

modelo predice un tercer cruce aproximandamente en I = 30+ ocasionado por otro estado de

4-cuasipartı́cula, el cual está formado por 2νh11/2[5/2,−7/2]+2πh11/2[−3/2, 3/2]K = −1. En el

isótopo 128Ce, como ya se mencionó anteriormente, los estados de bajo espı́n se encuentran repre-

sentados por el estado de νh11/2[−7/2, 7/2]K = 0, el cual es una configuración muy diferente a los

demás isótopos del Ce. En éste, el programa predice el cruce aproximadamente en I = 8+ generada

por una banda formada por 2πh11/2[1/2,−3/2]K = −1. El último cruce se da aproximadamente

en I = 22+ causado por una banda, la cual esta formada por el estado de 4-cuasipartı́culas,

representada por la superposición de 2νh11/2[5/2,−7/2] + 2πh11/2[−3/2, 3/2]K = −1. Para

1Del inglés ground-band y se le representa como “g-band’
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el isótopo 130Ce, el MCP predice el primer cruce de bandas aproximadamente en I = 10+

causado por una banda que tiene como configuración el estado de 2πh11/2[1/2,−3/2]K = −1, el

segundo cruce ocurre aproximadamente en I = 20+, causado por una banda de 4-cuasipartı́cu-

las, formada por 2νh11/2[5/2,−7/2] + 2πh11/2[1/2,−3/2]K = −2. El último cruce se da

aproximadamente en I = 24+, el cual es generado también por un estado de 4-cuasipartı́culas

formado por 2νh11/2[5/2,−7/2] + 2πh11/2[−3/2, 3/2]K = −1. Para el isótopo 132Ce, el mo-

delo predice dos cruces de bandas, iniciando aproximadamente en I = 10+ por un estado de

2πh11/2[1/2,−3/2]K = −1, el segundo es producido en I = 20+ por un estado de 4-cuasipartı́cu-

las, formado por la superposición de 2νh11/2[−7/2, 9/2] + 2πh11/2[−3/2, 3/2]K = 1.
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Figura 5.4: Diagramas de alineamiento de los núcleos 124,126,128,130,132Ce (frecuencia rotacional en función del espı́n

I)

En la fig. 5.4, se muestran los diagramas de alineamiento de las bandas yrast reproducidas por

el MCP. En todas las gráficas es muy notorio ver el alineamiento del espı́n en todos los isótopos

del Ce. Además, se puede observar cómo el cambio en la frecuencia rotacional es más intenso

conforme aumenta el número de neutrones en los isótopos del Ce. Este fenómeno se reproduce

satisfactoriamente por el MCP, el cual se puede explicar mediante el cruce de bandas que se da

entre la banda del estado vacı́o y la banda que consiste del estado de 2-cuasiprotones (ver la fig. 5.3).
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Por último, en la fig. 5.5, se comparan las energı́as de las bandas yrast calculadas por el MCP,

con los datos experimentales. El MCP le asigna varias configuraciones a los estados de la banda

yrast, los cuales ya estudiamos anteriormente. La mayorı́a de los isótopos pares del Ce, excepto

el 128Ce, sus estados de bajo espı́n se encuentran formados por una banda del estado base. A

partir de su primer cruce, el MCP les asigna a los estados de la banda yrast, una confiuración de

2-cuasiprotones, los cuales dan lugar a un alineamiento de un par de protones en la subcapa h11/2.

Para los estados de alto espı́n, estas bandas de 2-cuasiprotones se cruzan con otras bandas cuya

configuración es de 4-cuasipartı́culas, las cuales están formadas por un estado de 2-cuasineutrones

más un estado de 2-cuasiprotones.
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Figura 5.5: Comparación de las energı́as calculadas de la banda yrast con los datos experimentales.
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5.2. Reproducción de las bandas yrast de la cadena del

122−130Ba

Para estudiar los isótopos pares del bario (Ba), se ocuparon los mismos datos y el mismo código

que se utilizó para los núcleos par-par del Ce. Para los isótopos 122,124,126,128,130Ba, se tomaron los

mismos valores que usaron Rawan Kumar, et al. [49] para reproducir sus bandas yrast. Las capas

que se utilizaron en el programa fueron también N = 3, 4 y 5 para ambos nucleones. Para los

isótopos 122,124,126Ba, los valores para los parámetros κ y µ del potencial de Nilsson, se tomaron los

valores originales de Nilsson reportados en [30], para los otros dos isótopos se usaron los valores

de [26]. En la tabla 5.2, se muestran los valores de los parámetros de deformación que se usaron

para cada uno de los isótopos, como también del valor del parámetro γ.

122Ba 124Ba 126Ba 128Ba 130Ba

ǫ2 0.260 0.240 0.220 0.210 0.165

ǫ4 -0.051 0.041 0.025 0.041 0.03

γ 0.20 0.18 0.18 0.20 0.16

Cuadro 5.2: Datos que se emplearon en el programa del MCP para los isótopos del Ba.

Los valores para las interacciones de apareamiento monopolar se tomaron de la misma manera

que en los isótopos del Ce, excepto para el 130Ba, donde el valor de G2 se tomó con el mismo valor

para ambos nucleones, a diferencia de los otros cálculos, donde a G2 para el caso de los protones se

consideró igual a cero. Los intervalos de energı́a que se emplearon para determinar el tamaño del

espacio |φk >, fueron de 3.5 MeV para los estados de 2-cuasineutrones, 2.5 MeV para los estados

de 2-cuasiprotones y por último de 6.0 MeV para los estados de 4-cuasipartı́culas. Considerando

todos estos valores en el programa del MCP, se logró reproducir las bandas rotacionales para los

núcleos pares del Ba.

5.2.1. El fenómeno del Backbending en los núcleos pares del Ba

En la fig. 5.6 se muestra la comparación de los resultados obtenidos por el MCP con los datos

experimentales de los isótopos del Ba tomados en [55, 56, 57, 58, 59]. En estas gráficas se puede

ver el fenómeno del backbending que los núcleos pares del Ba presentan. Obsérvese cómo el com-
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portamiento del momento de inercia es más pronunciado conforme va aumentando el número de

neutrones en los isótopos del Ba.
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Figura 5.6: Comparación entre los cálculos teóricos y experimentales. Cálculo del momento de inercia cinético J (1).

Para entender un poco mas el fenómeno del backbending, uno puede hacer un análisis a los

diagramas de bandas que se muestran en la fig.5.7, donde claramente se pueden ver las diferentes

configuraciones que el MCP les asigna a los isótopos del Ba.

En la tabla 5.3 se muestran las diferentes configuraciones asignadas a las bandas yrast de los

núcleos pares del Ba. En general, se puede ver que para los estados a bajo espı́n se encuentran

generados por el estado vacı́o, con K = 0. En la mayorı́a de los isótopos del Ba, el primer cru-

ce de bandas es producido por una banda de 2-cuasineutrones. En el caso del isótopo 122Ba, el

primer cruce de bandas es producida por 2-cuasiprotones, la cual resulta ser distinta a como lo

presentan los demas isótopos. Para los estados a mas alto espı́n, la configuración que les asigna el

MCP, corresponde a un estado de 4-cuasipartı́culas, el cual está formado por la superposición de

2-cuasineutrones más 2-cuasiprotones.
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Figura 5.7: Diagrama de bandas de los núcleos 122,124,126,128,130Ba
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Configuración

122Ba Ii → If

Estado vacı́o, K = 0 0+ a 10+

2πh11/2[1/2,−3/2]k = −1 12+ a 20+

2νh11/2[5/2,−7/2] + 2πh11/2[1/2,−3/2]k = −2 12+ a 20+

124Ba Ii → If

Estado vacı́o, K = 0 0+ a 8+

2νh11/2[5/2,−7/2]k = −1 10+ a 12+

2πh11/2[1/2,−3/2]k = −1 14+ a 16+

2νh11/2[5/2,−7/2] + 2πh11/2[1/2,−3/2]k = −2 18+ a 22+

2νh11/2[5/2,−7/2] + 2πh11/2[3/2,−3/2]k = −1 24+ a 28+

2νh11/2[−3/2, 5/2] + 2πh11/2[−3/2, 3/2]k = 1 30+ a 34+

126Ba Ii → If

Estado vacı́o, K = 0 0+ a 6+

νh11/2[5/2,−7/2]k = −1 8+ a 10+

πh11/2[1/2,−3/2]k = −1 12+ a 18+

2νh11/2[5/2,−7/2] + 2πh11/2[1/2,−3/2]k = −2 18+ a 26+

128Ba Ii → If

Estado vacı́o, K = 0 0+ a 8+

νh11/2[5/2,−7/2]k = −1 10+ a 12+

2πh11/2[1/2,−3/2]k = −1 12+ a 18+

2νh11/2[−7/2, 7/2] + 2πh11/2[1/2,−3/2]k = −1 20+ a 22+

2νh11/2[5/2,−7/2] + 2πh11/2[−3/2,−3/2]k = −1 24+ a 30+

2νh11/2[1/2,−7/2] + 2πh11/2[1/2,−3/2]k = −4 32+ a 34+

130Ba Ii → If

Estado vacı́o, K = 0 0+ a 4+

νh11/2[−7/2, 9/2]k = 1 6+ a 10+

2πh11/2[−3/2, 7/2]k = 2 12+ a 14+

2πh11/2[1/2,−7/2]k = −3 16+ a 18+

Cuadro 5.3: Configuración asiganada por el MCP a las bandas yrast de los isótopos del Ba.
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En la fig. 5.8, se muestran los diagramas de alineamiento que los núcleos pares del Ba presen-

tan. Es muy claro observar que el cambio que sufre la frecuencia rotacional es más pronunciado

en los isótopos pesados que en el ligero (122Ba). También se puede ver que para los estados de

alto espı́n, el MCP no logra reproducir bien los datos experimentales; pero a pesar de esto, la

reproducción de los datos experimentales con el MCP puede considerarse muy buena. Por último,

en la fig.5.9, se muestran las comparaciones de los estados de energı́a de las bandas Yrast con

los datos experimentales. Nuevamente se pueden observar las diferencias que se tienen para los

estados de alto espı́n.
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Figura 5.8: Diagramas de alineamiento de los núcleos 122,124,126,128,130Ba (frecuencia angular en función del espı́n I).
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Figura 5.9: Comparación de las energı́as calculadas de la banda yrast con los datos experimentales para los isótopos

del Ba.

5.3. Reproducción de las bandas yrast de la cadena del

128−132Nd

Para la reproducción de las bandas yrast de los núcleos pares del neodimio (Nd), se tomaron los

mismos valores para las capas en ambos nucleones (N=3,4 y 5). Para estos cálculos fue necesario

tomar los valores originales para los parámetros κ y µ del potencial de Nilsson [30]. Los valores de

los parámetros de deformación y el valor de γ, se muestran en la tabla 5.4.

128Nd 130Nd 132Nd

ǫ2 0.330 0.325 0.290

ǫ4 -0.020 -0.020 -0.020

γ 0.16 0.16 0.20

Cuadro 5.4: Datos que se emplearon en el programa del MCP para los isótopos del Nd.

A diferencia de los isótopos del Ce y Ba, para los núcleos pares del Nd, los valores que se

utilizaron para las interacciones de apareamiento monopolar se tomaron iguales en ambos nucleo-

nes, es decir, aqui se consideró a G2 distinto de cero para el caso de los protones. El intervalo de

energı́a que se empleó para determinar el tamaño del espacio |φ >, fue de: 3.5 MeV para los es-
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tados de 2-cuasineutrones, 3 MeV para los estados de 2-cuasiprotones y 6.5 MeV para los estados

de 4-cuasipartı́culas. De esta forma, se calcularon los niveles de energı́a de las bandas Yrast de los

isótopos del Nd.

5.3.1. El fenómeno del Backbending en los núcleos pares del Nd

Para el caso de los núcleos pares del Nd, es posible estudiar el fenómeno del backbending

a partir de las gráficas del momento de inercia dinámico J (2). En la fig. 5.10 se comparan los

resultados obtenidos por el MCP con los datos experimentales de los isótopos pares del Nd

tomados en [61, 62, 63]. A diferencia de los anteriores núcleos pares (Ce, Ba), los isótopos pares

del Nd presentan dos backbending. En el 130Nd no es posible visualizarlo debido a la falta de datos

experimentales; pero se puede proponer que para los estados de alto espı́n es posible que este

núcleo experimente un segundo backbending similar que en los otros Nd.

Hasta ahora, los núcleos pares del Nd se han estudiado mediante el uso del MCC, en donde

se ha examinado la causa del fenómeno del backbending [60, 61, 62, 63]. En sus cálculos, se

propone que para el caso del núcleo 128Nd, el primer cambio del J (2) ocurre aproximadamente

en h̄ω= 0.37 MeV. Experimentalmente se da en h̄ω=0.35 MeV. Con ayuda del MCP, podemos

observar que los datos teóricos coinciden con los datos experimentales, es decir, también el MCP

predice este cambio en h̄ω=0.35 MeV. Comparando los resultados obtenidos por los dos modelos,

realmente se puede ver que no hay mucha diferencia, lo cual se puede decir que ambos cálculos

teóricos son aceptables. Ambos modelos predicen que la causa del primer backbending, lo produce

el alineamiento de 2-cuasiprotones que se encuentran en la subcapa h11/2 (ver la tabla 5.5 y la

referencia [61]). El segundo cambio que presenta el J (2), el MCC lo predice en h̄ω ≈0.47 MeV,

diferente a como ocurre experimentalmente, que es en h̄ω ≈0.58 MeV. Con los cálculos del MCP,

el cruce resulta ser aproximadamente igual a como se da con los datos experimentales. Si vemos

en la fig.5.10, este cambio lo predice en h̄ω ≈ 0.56 MeV, el cual resulta ser una aproximación

muy buena por este modelo. La causa de este segundo backbending, según el MCP, se asocia a

4-cuasipartı́culas, formada por la superposición de 2-cuasineutrones más 2-cuasiprotones, el cual

es muy diferente al propuesto por el MCC, que menciona que este segundo cambio de J (2) se

produce por un alineamiento de 2-cuasineutrones [61].

52
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Figura 5.10: Comparación entre los cálculos teóricos y experimentales. Cálculo del momento de inercia dinámicoJ (2).
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Figura 5.11: Comparación entre los cálculos teóricos y experimentales. Cálculo del momento de inercia cinético J (1).
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Para el caso del 130Nd, el primer cambio en J (2), experimentalmente, ocurre en h̄ω ≈0.34 MeV.

De la fig. 5.10 se puede observar como el MCP coincide con los datos experimentales, a diferen-

cia del obtenido por el MCC, el cual lo predice en h̄ω ≈0.35 MeV [62]. Si comparamos ambos

resultados teóricos, la diferencia entre ellos no es muy grande, por lo que ambos son aceptables.

En ambos modelos teóricos, se dice que la causa del cambio del J (2), es debido al alineamiento de

2-cuasiprotones que se encuentran en la subcapa h11/2. A diferencia de los isótopos 128Nd y 132Nd,

en el isótopo 130Nd no se puede ver un segundo cambio de J (2) debido a que no se cuenta con

más datos experimentales para los estados a alto espı́n, sin embargo se puede pensar que el cambio

en J (2) deberı́a de ocurrir en h̄ω ≈0.68 MeV debido a su ligero incremento que presenta en los

últimos estado que se tienen experimentalmente. Los resultados teóricos obtenidos por el MCP,

no reproducen un segundo cambio en el momento de inercia dinámico, diferente a lo que el MCC

reporta, el cual predice que el segundo cambio del momento de inercia dinámico debe de ocurrir en

h̄ω ≈ 0.5 MeV. Por último, se tiene al isótopo 132Nd, donde el primer cambio en J (2) se puede ver

que experimentalmente ocurre en h̄ω ≈ 0.31 MeV, mientras que el MCP lo predice en h̄ω ≈0.28

MeV, e incluso, la intensidad del backbending es mucho mayor que en los datos experimentales.

Los datos experimentales muestran un segundo cruce en h̄ω ≈0.5 MeV, el cual es también repro-

ducido satisfactoriamente por el MCP. El MCP, al igual que el modelo MCC [63], predice que

el primer cambio en J (2) es causado por el alineamiento de 2-cuasiprotones, para la interpreta-

ción del segundo cambio que sufre el J (2), el MCP predice que a éste lo causa el alineamiento de

2-cuasineutrones, que también se encuentran en la subcapa h11/2.
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Para entender más sobre el fenómeno del backbending, es decir, los cambios que sufre el J (2)

en función de la frecuencia rotacional, se pueden analizar los diagramas de bandas generadas

por el MCP para los núcleos pares del Nd (ver fig. 5.12), las cuales ayudan asignarles varias

configuraciones a las bandas Yrast de los núcleos pares del Nd (ver la tabla 5.5).

Configuración

128Nd Ii → If

Estado vacı́o, K = 0 0+ a 14+

2πh11/2[−3/2, 5/2]k = 1 16+ a 26+

2νh11/2[5/2,−7/2] + 2πh11/2[−3/2, 5/2]k = 0 28+ a 30+

2νh11/2[1/2, 1/2] + 2πh11/2[−3/2, 5/2]k = 1 28+ a 30+

130Nd Ii → If

Estado vacı́o, K = 0 0+ a 14+

2πh11/2[5/2,−7/2]k = −1 16+ a 30+

132Nd Ii → If

Estado vacı́o, K = 0 0+ a 14+

2πh11/2[−3/2, 5/2]k = 1 16+ a 28+

2πh11/2[1/2, 5/2]k = −2 30+ a 38+

2νh11/2[−7/2, 9/2] + 2πh11/2[−3/2, 5/2]k = 2 40+ a 42+

Cuadro 5.5: Configuraciones asignadas por el MCP a las bandas yrast de los isótopos del Nd

Para los estados de bajo espı́n de las bandas yrast de los isótopos del Nd, el MCP les asigna

la configuración de un estado vacı́o, con K = 0. El primer cruce de bandas que se da en el

128Nd, es causado por una banda generada por 2-cuasiprotones que tienen la configuración de

2πh11/2[−3/2, 5/2]k = 1, similarmente en el 132Nd se tiene la misma configuración. Para el caso

del 130Nd, el cruce de bandas tiene su origen por una banda creada por 2πh11/2[5/2,−7/2]k = −1.

Se predice un segundo y tercer cruce de bandas en el 128Nd, los cuales se deben a una banda

originada por 4-cuasipartı́culas, la cual está formada por la superposición de 2-cuasineutrones

más 2-cuasiprotones (su configuración se muestra en la tabla 5.5). Por último tenemos al 132Nd,

donde se pueden ver los tres cruces de bandas. Las primeras dos bandas son producidas por

2-cuasiprotones. El último cruce lo generan los estados de 4-cuasipartı́culas (su configuración se
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puede ver en la tabla 5.5).

En la fig. 5.13, se muestran los diagramas de alineamiento de los núcleos pares del Nd. Se

puede observar cómo el MCP reproduce el alineamiento del espı́n en los tres isótopos. A diferencia

de los núcleos del Ce, el cambio de la frecuencia rotacional no es muy intenso. Además, conforme

va aumentando el número de neutrones, se tiene una ligera diferencia entre los datos teóricos con

los experimentales. Aún ası́, se pueden considerar muy buenos los resultados obtenidos por este

modelo. Por último, en la fig.5.14, se comparan las energı́as de los estados yrast calculadas con el

MCP con los datos experimentales.
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Figura 5.13: Diagramas de alineamiento de los núcleos 128,130,132Nd (frecuencia angular en función del espı́n I)

)hI(
0 5 10 15 20 25 30 35

E
(M

eV
)

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

Exp.

Teo.

Nd128

)hI(
0 5 10 15 20 25 30 35

E
(M

eV
)

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

Exp.

Teo.

Nd130

)hI(
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

E
(M

eV
)

0
2
4
6
8

10
12
14
16
18
20
22 Exp.

=0.2902∈Teo. 

Nd132

Figura 5.14: Comparación de las energı́as calculadas de la banda yrast con los datos experimentales.

56
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5.4. Reproducción de las bandas yrast de los núcleos par-impar

123−125La

A diferencia de los núcleos pares, los núcleos par-impar del lantanio (La), resultan ser un poco

mas difı́ciles de reproducir sus bandas Yrast con el MCP. Al igual que en los isótopos del Pr, se

emplearon los mismos datos en el código del programa del MCP. Para los parámetros κ y µ del

potencial de Nilsson, se usaron los originales reportados en [30]. Los valores de los parámetros de

deformación y del valor del parámetro γ se muestran en la tabla 5.6

123La 125La

ǫ2 0.280 0.250

ǫ4 0.013 -0.020

γ 0.16 0.16

Cuadro 5.6: Datos que se emplearon en el programa del MCP para los isótopos del Nd.

Los valores para las interacciones de apareamiento monopolar se tomaron de la misma forma

que fueron empleados para obtener los resultados de los isótopos del Pr, Ce, y algunos del Ba. Como

los isótopos del La resultan ser núcleos cuyo número de neutrones es par y el número de protones

es impar, las configuraciones del espacio de estados corresponde a estados de 1-cuasipartı́culas y

de 3-cuasipartı́culas, igual que en el caso de la cadena de los Pr. Los intervalos de energı́a que se

utilizaron para definir el tamaño del espacio |φ > fueron: 3.5 MeV y 3.0 MeV para los estados de

1-cuasipartı́culas y de 6.5 MeV para los estados de 3-cuasipartı́culas. Al igual que en los anteriores

núcleos, a partir de la obtención de las energı́as de los estados de las bandas yrast, se estudiaron el

cruce de bandas rotacionales y el fenómeno del backbending que los isótopos del La presentan.

5.4.1. El fenómeno del Backbending en los núcleos par-impar del La

En la fig. 5.15 se comparan los resultados del momento de inercia dinámico J (2) obtenidos con

el MCP y los datos experimentales de los isótopos del La [64, 65]. Se puede ver que para el 123La,

se observa un ligero cambio en h̄ω ≈0.45 MeV, para los estados a bajo espı́n el MCP reproduce

bien los datos experimentales, incluso predice un cambio del J (2) en h̄ω ≈0.46 MeV, el cual

coincide con los datos experimentales. Para los estados a alto espı́n se observa que la reproducción
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de los datos experimentales no son muy buenos, pues el MCP no logra reproducir el segundo

cambio ligero que experimentalmente se ve en el J (2) alrededor de h̄ω ≈0.6 MeV. Para el caso

del 125La, experimentalmente se observa un cambio del J (2) en h̄ω ≈0.48 MeV, mientras que el

MCP lo predice antes, en h̄ω ≈0.39 MeV. La reproducción del fenómeno backbending para los

núcleos par-impar no resulta ser tan fácil. Esto también fue notorio en los isótopos del Pr, donde

fue claro ver que para los isótopos más pesados (131,133Pr), los estados teóricos de alto espı́n ya no

coincidı́an con los datos experimentales.
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Figura 5.15: Comparación entre los cálculos teóricos y experimentales. Cálculo del momento de inercia dinámicoJ (2).
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Figura 5.16: Dos veces el momento de inercia cinético J (1) en función de la frecuencia rotacional al cuadrado.

De la fig.5.17, se observan los diagramas de bandas que se obtuvieron con el MCP. En estas

gráficas se puede observar el cruce de bandas rotacionales, las cuales le asignan las configuraciones

a las bandas yrast de los isótopos del La. En la tabla 5.7, se muestran las posibles configuraciones

que el MCP le asigna a los estados de las bandas yrast. Se puede observar que para los estados de

bajo espı́n, la configuración corresponde al estado de 1-cuasiprotón que se encuentra en la subcapa
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h11/2. Para el caso del 123La, el modelo le asigna otras tres configuraciones a la banda Yrast, y para

el 125La, únicamente se tienen dos configuraciones (ver la tabla 5.7).
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Figura 5.17: Diagrama de bandas de los núcleos 123,125La

Configuración

123La Ii → If

πh11/2[1/2]k = 1/2 11/2− a 19/2−

πh11/2[−3/2]k = −3/2 23/2− a 35/2

πh11/2[−1/2] + 2νh11/2[5/2,−7/2]k = −3/2 39/2− a 51/2

πh11/2[3/2] + 2νh11/2[−3/2, 5/2]k = 5/2 51/2− a 75/2−

125La Ii → If

πh11/2[1/2]k = 1/2 11/2− a 35/2−

πh11/2[1/2] + 2νh11/2[5/2,−7/2]k = −1/2 39/2− a 55/2−

Cuadro 5.7: Configuraciones asignadas por el MCP a las bandas yrast de los isótopos del La

En la fig. 5.18, se muestran los diagramas de alineamiento, es decir, el comportamiento que

tiene la frecuencia rotacional en función del espı́n. Se puede observar el cambio ligero que se tiene

en la frecuencia rotacional en ambos núcleos del La, el cual es ocasionado por el alineamiento

de un cuasiprotón en la capa h11/2. Nuevamente se puede notar que para los estados de alto espı́n

el MCP no reproduce satisfactoriamente los datos experimentales. Por último, en la fig. 5.19, se

comparan las energı́as calculadas de las bandas yrast con los datos experimetales.

Para concluir este capı́tulo, es interesante ver cómo va cambiando el parámetro de deformación

ǫ2 en cada uno de los núcleos que fueron estudiados en este trabajo de investigación. En la fig.
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Figura 5.18: Diagramas de alineamiento de los núcleos 123,125La (frecuencia rotacional en función del espı́n I)
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Figura 5.19: Comparación de las energı́as calculadas de la banda yrast con los datos experimentales.

5.20, se puede ver con claridad cómo el parámetro de deformación se va incrementando conforme

aumenta el número de protones, de la misma manera que cuando el número de neutrones disminuye

en los isótopos de cada uno de los núcleos estudiados en este capı́tulo, se registra un aumento en el

parámetro de deformación ǫ2.
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Figura 5.20: Núcleos cercanos a la cadena de los Pr. También se ilustran los parámetros de deformación que se asignan

a cada uno de los núcleos que se estudiaron en este trabajo de investigación.
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6
Conclusión

A partir del análisis de las bandas yrast de los núcleos impares del Pr, se buscó explicar las

diferentes contribuciones que los nucleones pueden dar a su estructura nuclear. Gracias a los

cálculos espectroscópicos obtenidos con el MCP para los núcleos 125,127,129,131,133Pr, fue posible

estudiar las bandas yrast observadas en estos núcleos impares. Estos cálculos revelan que el

momento de inercia dinámico incrementa su valor para valores bajos en la frecuencia, cuando el

número de neutrones (N) va decreciendo en los isótopos impares del Pr. Esta es una caracterı́stica

que se encuentra relacionada con el incremento en la deformación asociada a estas bandas yrast

para los isótopos ligeros del Pr.

El MCP reproduce bien el fenómeno del backbending, el cual es importante para describir la

interacción entre la banda base y una banda rotacional. Este modelo propone que el fenómeno

ocurre por el alineamiento de un estado de 3-cuasipartı́culas, el cual está formado por un estado de

un cuasiprotón más un estado de un par de cuasineutrones, ambos, ubicados en la subcapa h11/2.

Debido a que el MCP reproduce muy bien el fenómeno del backbending, fue factible estudiar y

sobre todo, asignarles una configuración a los estados de las bandas yrast por medio de las bandas

que participan en la región del cruce de bandas. Antes de que ocurra este fenómeno, en la mayorı́a

de los isótopos del Pr, sus estados a bajo espı́n se encuentran caracterizados por 1-cuasiprotón con

K = −3/2, que se encuentra en el orbital πh11/2, siendo muy diferente para el caso del 133Pr, pues

sus estados se encuentran representados por un estado de 1-cuasiprotón con K = 1/2 en el mismo

orbital πh11/2. Cuando ocurre el primer cruce de bandas, el MCP sugiere que a éste lo produce un
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estado de tres cuasipartı́culas, la cual consiste de un cuasiprotón más un par de cuasineutrones.

El único isótopo que muestra tener una configuración diferente es el 133Pr. No olvidemos que los

datos teóricos que se obtuvieron para este isótopo resultaron no ser tan precisos para los estados de

alto espı́n, esto pudiera deberse a la presencia de la deformación γ que hay en los núcleos pesados

del Pr (131,133Pr).

Para tener una visión más amplia sobre el comportamiento del fenómeno del backbending,

como también sobre el fenómeno del cruce de bandas, de los núcleos que se encuentran en la

región de masa A=130, se estudiaron los núcleos cercanos a la cadena del Pr, como fueron: los

núcleos pares del Ce, Ba y Nd, y también los núcleos par-impar del La. Este análisis resultó ser

de gran ayuda para ver cómo el parámetro de deformación ǫ2 va aumentando conforme crece el

número de protones. También se tiene el mismo efecto si el número de neutrones va disminuyendo

en los diferentes isótopos que se estudiaron (ver fig.5.20 ).

A diferencia de los núcleos par-impar e impar-impar, los núcleos pares no son tan complicados

para ser reproducidos por el MCP. Esto se puede observar si comparamos los resultados obtenidos

de los núcleos pares con los núcleos par-impar. A pesar de tener ciertas dificultades para reproducir

los datos de los isótopos del Pr y La, los resultados obtenidos pueden considerarse aún muy

buenos, aunque no hay que olvidar que es posible que en esta clase de núcleos se tenga ya la

presencia del parámetro de deformación γ u otros factores que con el MCP no se consideran.

En conclusión, el MCP ha probado ser un excelente modelo para reproducir datos altamente

sensibles experimentalmente en los isótopos impares del Pr, como también para núcleos cercanos

a la región de masa A=130.
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A
El programa del Modelo de Capas Proyecta-

do

El programa fue creado por primera vez en Munich, Alemania, en el año de 1979, el cual se

desarrolló después por los años noventa por Kenji Hara y Yang Sun [25]. De esta forma, el nuevo

programa puede usarse fácilmente en cualquier sistema de cómputo. El programa completo se

encuentra formado por cuatro códigos por separado; cada código corresponde para núcleos del

tipo par-par (EE), impar en neutrones (OE), impar en protones (EO), y por último para núcleos

impar-impar (OO). En general todos estos códigos tienen la misma estructura, por lo que en este

apéndice sólo describiremos la estructura del código para núcleos impar en protones.

El funcionamiento del programa se divide en tres partes principalmente, las cuales son: la pre-

paración del espacio de configuraciones, el cálculo de los elementos de la matriz rotacional y por

último la diagonalización del Hamiltoniano en la base proyectada. En la fig. A.1 se muestra el

diagrama de flujo del porgrama para el MCP, donde se ilustra cada paso que el programa sigue,

para la realización de los cálculos, por medio de las flechas. Para su funcionamiento el programa

requiere de dos archivos de entrada, uno llamado XY DATA1, donde se introducen todos los datos

del núcleo que uno desea estudiar, y otro archivo XY PARA en donde se da un conjunto de valores

enteros, los cuales definirán el tamaño máximo que el arreglo del código puede tener.

1donde XY se refiere a nucleos par-par “EE”, par-impar “EO”, impar-par “OE” e impar-impar “OO”.
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A.1. El archivo de entrada XY DATA y el archivo XY PARA

El archivo de entrada es la parte principal del programa, donde se describe al núcleo

que se desea estudiar. Cada lı́nea cuenta con un comentario breve explicando la función de cada

uno de los parámetros. Por lo que aqui daremos una explicación más detallada de cada uno de ellos.

Los parámetros de deformación que el programa usa es el ǫ, el cual es ligeramente diferente

al parámentro de deformción β 2. El parámetro de deformación cuadrupolar (ǫ2) y hexadecapolar

(ǫ4) se denotan como EPS2 y EPS4. Los valores que usualmente se toman para ǫ2 y ǫ4, son

los resultados reportados por Moller y Nix [27], I. L. Lamm [24] o de R. Bengtsson [14]. Los

núcleos que no se encuentren en las listas, se les puede asignar un valor ligeramente diferente

con respecto a los valores empleados en los núcleos vecinos a ellos. De esta forma uno puede

variar los valores de ambos parámetros, dentro de un intervalo razonable, hasta lograr obtener

la capa llena correctamente. Los valores asignados a ǫ2 y ǫ4, pueden variar ligeramente de un

modelo a otro, debido a que en cada uno de los modelos se utilizan diferentes cálculos sistemáticos.

Los controladores NMAX (número máximo de la base de estados), KMAX (número máximo

del número cuántico K de la base de estados) y EMAX (energı́a máxima de cuasipartı́cula de la

base de estados), son los que determinan el tamaño del espacio de configuraciones. Los valores

de estos controladores no deben ser demasiado grandes. Se recomienda utilizar valores chicos

para obtener resultados que puedan interpretarse fácilmente. Además esto ayuda a que el cálculo

computacional sea más rápido. Asignarles valores grandes a estos controladores, no nos garantiza

en nada de que los resultados sean los mejores e incluso el programa puede dar resultados muy

inestables y difı́ciles de interpretar fı́sicamente.

En general el programa ocupa tres capas para llevar a cabo los cálculos. Primero se le indica

cuantas capas son y seguido de este valor, se le especı́fican las tres capas superiores que le

corresponde al núcleo. Por ejemplo, si el núcleo tiene 70 neutrones y 59 protones (129Pr), las capas

superiores para este caso resultan ser N= 3, 4 y 5 para ambos nucleones.

2Para valores no muy grandes de ǫ2, la realación con β2 es: ǫ2= 3
2

√

5
4πβ2.
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Figura A.1: Diagrama de flujo del programa para el MCP [25].
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Los valores G1 y G2 son los que determinan la longitud de las fuerzas de apareamiento monopo-

lar y cuadrupolar. Estos valores juegan un papel muy importante en la reproducción del espectro de

energı́a correcto. El gap de energı́a 3 resultante debe ser el apropiado para el núcleo de interés. En el

archivo de entrada es posible asignarle valores a G1 y a G2 para los neutrones (ν) y los protones (π)

por separado 4. Los valores que comunmente se han empleado en diferentes regiones de masa A, se

muestran en la tabla A.1. En nuestro caso se utilizaron los valores para la región de masa A≈ 130

para describir bandas con deformación normal. Estos valores se tomaron en [47, 66, 67, 68, 69, 70].

A Gν
1 Gν

2 Gπ
1 Gπ

2 Tipo de deformación

≈ 30 19.6 15.7 19.6 0 normal

≈ 40 22.5 18.0 22.5 0 normal

≈ 70-80 20.25 16.20 20.25 0 normal

≈ 130 19.6 15.7 19.6 0 normal

≈ 130 18.0 14.4 19.6 0 superdeformación

≈ 170-180 21.2 13.9 21.2 13.9 normal

Cuadro A.1:

El valor de la constante de proporcionalidad γ entre la fuerza de apareamiento cuadrupolar y

monopolar, puede tomar valores entre el intervalo de 0.16 a 0.18 para el caso de núcleos pesados

en la región de tierras raras y de 0.18 a 0.20 para los núcleos ligeros en la misma región. Uno

puede ajustar el valor de γ hasta obtener el lugar correcto del punto de interacción entre la banda

base y otra banda rotacional, es decir, el lugar en donde se da el cambio en la frecuencia rotacional.

También es posible verificar cómo el fenómeno del backbending está afectado por la interacción de

la fuerza de apareamiento cuadrupolar con un cambio ligero en la constante de proporcionalidad γ.

Los parámetros de la fuerza de interacción espı́n-órbita κ y µ, que aparecen en el potencial

de Nilsson, son muy importantes para reproducir la capa llena correctamente, principalmente en

núcleos de masa A impar y en núcleos impar-impar. El programa da dos opciones para elegir los

valores de estos parámetros por medio de la constante LSF desde el archivo de entrada. Cuando

3La diferencia de energı́a entre dos estados es llamado “una brecha (en inglés se llama gap) de energı́a”.
4El programa que se encuentra disponible en: http://cpc.cs.qub.ac.uk/summaries/ADGJ v1 0.html, no cuenta con

esta modificación.
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A.1. EL ARCHIVO DE ENTRADA XY DATA Y EL ARCHIVO XY PARA

uno elige LSF=1, se emplean los valores reportados por S. G. Nilsson et al.[30], donde a todas las

capas N se les asigna el mismo valor de κ y µ. Estos valores se ajustaron para la región de tierras

raras. Cuando se toma la opción de LSF=2, se utilizan los valores reportados por Zhang et al. [71],

siendo ésta la versión modificada por Bengtsson y Ragnarsson [72]. Para este caso, los valores de

κ y µ son diferentes para las capas superiores.

El archivo XY PARA contiene diez parámetros, los cuales determinan el tamaño del arreglo

del código. Estos parámetros son:

NMD: Representa el número de niveles de Nilsson en la capa superior, por ejemplo, para el

caso de N=5, se tiene 21 niveles de Nilsson.

NJMAX: Es el número máximo de j subcapas que puede tener cada capa N. Para N=5, se

tienen 6 con jmax=11/2, para N=6 se tienen 7 con jmax=13/2.

NNBCS: Número total de niveles de Nilsson en las tres capas superiores. Por ejemplo para

las capas N= 3, 4 y 5 se tienen 46 niveles (46= 10N=3+ 15N=4+ 21N=5). Se usa la regla

(N+1)(N+2)
2

.

NNRANK: Número máximo de la base para una configuración parcial.

NNRANT: Número máximo de la base para la configuración total.

NNATA: Dos veces el número de los niveles seleccionados de Nilsson.

NJOTMX: Número de momento angular a ser calculado.

NKMAX: Número máximo del valor K para los estados de multicuasipartı́culas.

NNDEG: Número máximo de “puntos malla” para la integración β

NNTQ3: Número máximo de la base de 3-cuasipartı́culas (únicamente para los códigos EO

y OE).

Si se llegara a tener algún conflicto con el valor de cualquier parámetro, el programa escribirá el

conflicto que se tenga en el archivo de salida XY OUT1, deteniendo la ejecución del programa.

Esto nos ayuda muchı́simo para corregir inmediatamente el problema. En las siguientes secciones
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A.2. LOS ARCHIVOS DE SALIDA XY OUT#

se explicará a cada uno de los archivos de salida. Para una descripción más detallada sobre el

funcionamiento del programa ver [25].

A.2. Los archivos de salida XY OUT#

El programa original da tres archivos de salida XY OUT1, XY OUT2 y XY OUT3, los

cuales estan asociados al archivo de entrada XY DATA. El programa se modificó de tal forma que

uno pueda contar con los cálculos del momento de inercia dinámico y cinético, como también de

la frecuencia rotacional, listos para ser graficados inmediatamente después de que el programa

finalice. En seguida se explicará el contenido de cada uno de estos archivos de salida.

El archivo XY OUT1 es el archivo principal en donde se escriben todos los resultados, como

son: la configuración del espacio, las energı́as de los niveles de Nilsson, las energı́as de las cua-

sipartı́culas, las energı́as de las bandas generadas, los eigenvalores de la ecuación del MCP, etc.

Además, en la primera parte del archivo, uno puede verificar los datos utilizados en los cálculos

y comprobar si éstos corresponden al núcleo que se desea estudiar. En el archivo XY OUT2, se

escribe la banda yrast y todas las bandas rotacionales generadas por el MCP. Los demás archivos

contienen los datos de las siguientes cantidades fı́sicas:

XY OUT3: Datos para el momento de inercia cinético (J 1)).

XY OUT4: Datos del momento de inercia dinámico (J 2)).

XY OUT5: Datos de la frecuencia rotacional como función del espı́n I.

XY OUT7: Energı́as de la banda yrast como función del espı́n I.

XY OUT8: E(I)− E(I − 1) (para el caso de los códigos EO, OE y OO).

Los archivos cuentan con un formato que puede ser leı́do por cualquier graficador bajo el sis-

tema UNIX o también para el ambiente de X-windows. Si uno lo desea, se puede modificar el

formato de salida de los archivos con ayuda de la subroutine INTEG.
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A wide variety of modern instruments allow us to study neutron-deficient nuclei in the A = 130 mass region.

Highly deformed nuclei have been found in this region, providing opportunities to study the deformed rotational

bands. The description of the 125,127,129,131,133Pr isotopes with the projected shell model is presented in this paper.

Good agreement between theory and experiment is obtained and some characteristics are discussed, including the

dynamicmoment of inertiaJ (2), kinetic moment of inertiaJ (1), the crossing of rotational bands, and backbending

effects.

DOI: 10.1103/PhysRevC.83.034308 PACS number(s): 21.10.Re, 27.60.+j, 21.60.Cs

I. INTRODUCTION

The study of neutron-deficient nuclei in the A-130 mass

region has been an interesting subject in nuclear structure

physics [1]. In this mass region a highly-deformed band was

observed first in 132Ce [2], where a series of γ -ray transitions

with an energy separation of approximately 70 keV were

found. This band was quantitatively described by the projected

shell model (PSM) [3]. 132Ce has played a central role in the

investigation of superdeformed structure of A-130 nuclei.

The major interest in studying A-130 nuclei is to understand

the different contributions of neutrons and protons. In these

nuclei both neutrons and protons occupy the high-j h11/2
intruder orbitals. In odd-mass Pr nuclei, for example, the

neutron orbitals evolve in the middle of the h11/2 shell,

while the proton Fermi surface lies in the lower part of the

shell. Rotation alignment of the h11/2 protons would drive the

nucleus to a prolate shape, while alignment of h11/2 neutrons

would produce an opposite effect in deformation. This poses

an interesting situation with strong competition of neutrons

and protons in a fast rotating system.

The yrast bands in odd-Pr nuclei are characterized by a

decoupled h11/2 proton configuration for low spin states and

rotation alignment of an additional pair of nucleons for high

*Also at Escuela Superior de Ingenierı́a Mecánica y Eléctrica

Unidad Zacatenco, Instituto Politécnico Nacional, 07738, México

Distrito Federal, México.

spin states [4–7]. These bands have been investigated with
the cranked shell model (CSM) in which the calculations
predicted that the band crossing occurs around h̄ω ≈ 0.5MeV
while the experimental data suggested a lower value around
h̄ω ≈ 0.4 MeV [6,8]. The origin of the crossing has not been
well understood despite many intensive studies. There have

been suggestions that it is attributed to the neutron alignment

[6,9–11], whereas other studies indicated an alignment of

a pair of protons [5,12]. We may thus conclude that the

configuration assignment for the high spin states in these

odd Pr nuclei and the nature of the rotation alignment are

still open questions. In the past two decades, the projected

shell model [13] has been applied to study the structure of

high spin states. Different from the CSM, which works in

the intrinsic frame, the PSM transforms the configurations

to the laboratory frame by using the angular momentum

projection, and further mixes them in the laboratory frame

by diagonalizing a two-body Hamiltonian. Mixing of the

configurations in the laboratory frame removes ambiguities in

the band-crossing region in the CSM, which is a well-known

problem of the cranking approximation first pointed out by

Hamamoto [14]. Thus the PSM is in principle better suited

for the study of the band-crossing phenomenon. The PSM has

been extensively applied to study superdeformed as well as

normal deformed bands in different mass regions [3,15–19].

The recent PSM calculations for the even-even 124–130Ce

isotopes [20,21], the 98–102Sr and 100–104Zr isotopes [22], the

neutron-rich 154–160Nd and 156–162Sm isotopes [23], as well

as for very heavy nuclei [24] and light nuclei [25], have

034308-10556-2813/2011/83(3)/034308(7) ©2011 American Physical Society
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shown satisfactory agreement with experimentally observed

yrast bands and demonstrated the ability of the PSM to describe

the backbending phenomenon.

The purpose of the present work is to carry out a systemati-

cal study on the yrast bands in the odd-mass 125–133Pr nuclei, a

set of isotopes which are difficult to describe. We demonstrate

that it is possible to reproduce the experimental data with the

PSM by using the same set of parameters as in the even-even

nuclei in the A = 130 mass region, and we further provide

detailed analysis for the structure of these isotopes. The paper

is arranged as follows. An outline of the PSM is given in Sec. II.

Theoretical discussion and comparison with experimental data

are presented in Sec. III. Finally, conclusions are drawn in

Sec. IV.

II. OUTLINE OF THE PROJECTED SHELL MODEL

The PSM has been developed as a shell model truncation

scheme which is implemented in a deformed single-particle

basis [13]. Pairing correlations are included in this basis,

which is constructed by the quasiparticle (qp) states obtained

from a Nilsson + BCS calculation. The shell model trunca-

tion is carried out by considering the low-lying multi-qp

configurations around the Fermi levels. We then use the

angular-momentum-projection method to restore the rotational

symmetry violated in the deformed basis. Finally, the two-body

Hamiltonian is diagonalized in the projected basis.

The following set of multi-qp configurations is used for

odd-proton nuclei:

|8k〉 = {a†
π |0〉, a†

πa
†
ν1a

†
ν2|0〉}, (1)

where a†’s are the qp creation operators and k labels each

configuration. The states are written in the Nilsson + BCS

representation, with ν’s (π ’s) representing the neutron (proton)

Nilsson quantum numbers, which run over low-lying orbitals,

and |0〉 the qp vacuum state. The 3-qp states are formed by

one quasiproton plus a pair of quasineutrons. The inclusion of

the 3-qp configurations is important for odd-mass nuclei for a

description of the band-crossing phenomenon which is caused

by a rotation alignment of a pair of quasineutrons.

The Hamiltonian employed in the calculation is [13]

Ĥ = Ĥ0 −
χ

2

∑

µ

Q̂+

µQ̂µ − GM P̂ +P̂ − GQ

∑

µ

P̂ +

µ P̂µ, (2)

where H0 is the spherical single-particle Hamiltonian which

contains a proper spin-orbit force. The second term in Eq. (2) is

the quadrupole-quadrupole (QQ) interaction and χ represents

its strength, which is determined by the self-consistent relation

between the input quadrupole deformation ǫ2 and the one

resulting from the HFB procedure [13,26]. The last two terms

are the monopole and quadrupole pairing interactions, respec-

tively. The strengths of the monopole pairing interactions are

given by

Gν
M =

(

19.60 + 15.7
N − Z

A

)

1

A
, Gπ

M = 19.60
1

A
, (3)

and that for the quadrupole pairing interaction is related to the

monopole pairing by

GQ = γGM , (4)

with γ = 0.16. These strengths are the same as those in Ref.

[3], which have been tested by other PSM calculations for this

mass region [20,21]. As noticed by Dufour and Zuker [27],

these interactions represent the essence of the most important

correlations in the low-lying nuclear spectrum.

The Hamiltonian (2) is diagonalized in the shell model

space spanned by P̂ I
MK |8k〉, where the P̂ I

MK is the angular-

momentum-projection operator and |8k〉 the multi-qp states

of Eq. (1). The eigenvalue equation for each spin I is given by
∑

k′

(

H I
kk′ − EIαN I

kk′

)

F Iα
k′ = 0, (5)

where α enumerates the states with the same spin. The

normalization is chosen such that
∑

kk′

f α
k Nkk′f α′

k′ = δαα′ , (6)

and the Hamiltonian matrix elements H I
kk′ and the norm matrix

elements N I
kk′ in (5) are

H I
kk′ = 〈8k|Ĥ P̂ I

KK ′ |8k′〉, N I
kk′ = 〈8k|P̂

I
KK ′ |8k′〉. (7)

The band energies are obtained when we calculate the

expectation values of the Hamiltonian with respect to a

“rotational” band k, which are obtained from each angular-

momentum-projected state in (1). Thus the rotational energy

of a band k is defined as

Ek(I ) =
〈8k|Ĥ P̂ I

KK |8k〉

〈8k|P̂
I
KK |8k〉

=
H I

kk

N I
kk

, (8)

which are the diagonal elements in Eq. (7) with respect to a

projected multi-qp state k. A diagram containing rotational

energies of various bands as a function of spin I is called

a band diagram [13]. From band diagrams we can study the

properties such as the crossing of rotational bands, which we

will discuss in the following sections.

III. CALCULATIONS AND COMPARISON WITH DATA

To carry out calculations, we use the PSM code published

in Ref. [28]. First, a deformed basis is constructed from the

standard Nilsson model, and the κ and µ parameters in the

Nilsson potential are taken from Ref. [29]. We consider three

major shells (N = 3, 4, and 5) for both neutrons and protons.

The parameters of the basis deformation (ǫ2 and ǫ4) and γ in

Eq. (4) for each nucleus are given in Table I. The deformation

parameters are very close to but slightly different from the

values given in Ref. [30]. We note that the present calculation

is of the shell model type which uses the deformed potential

with suitable input parameters to generate a model basis.

Different configurations (one- and three-quasiparticle states)

are built within the chosen basis. Although the quasiparticle

vacuum state is obtained with a fixed deformation, mixing

of the multi-qp configurations can introduce dynamically

some effects, such as those caused by qp alignments. These
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TABLE I. Parameters used in the calculation.

125Pr 127Pr 129Pr 131Pr 133Pr

ǫ2 0.300 0.283 0.267 0.234 0.194

ǫ4 0.00 0.00 0.027 0.027 0.027

γ 0.16 0.16 0.20 0.20 0.20

additional treatments (the construction of projected multi-qp

states and the configuration mixing) go beyond the usual

mean-field methods, and therefore our deformed states are

not necessarily the same as those in other models.

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

Pr
125(a) (b)

180

160

140

120

100

80

60

20

40

10

20

30

40

50

60

70

80

90 Pr
127(c) (d) 160

140

120

100

80

60

40

20

10

20
30

40
50

60
70

80
90 Pr

129(e) (f) 160

140

120

100

80

60

40

20

10

20
30

40
50

60
70

80

90 Pr
131(g) (h) 160

140

120

100

80

60

40

20

(MeV)hω
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

0

10
20

30
40
50

60
70

80
90 Pr

133(i)

)2(MeV2h2ω

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Exp.
Th.

(j) 160

140

120

100

80

60

40

20

)
-1

M
eV

2
h(

(1
)

ℑ
2

)
-1

M
eV

2
h(

(2
)

ℑ

FIG. 1. Comparison between theory and experiment. (a), (c),

(e), (g), (i): Dynamical moment of inertia J (2) (h̄2 MeV−1), and

(b), (d), (f), (h), (j): Twice the kinetic moment of inertia J (1)

(h̄2 MeV−1).

In the present work, the shell model space is truncated

in such a way that only states within an energy window

around the Fermi surface are selected. This determines the

size of the basis space |8k〉. The energy windows that we

used in the calculation are 3.5 MeV for 1-qp states and

6.5 MeV for 3-qp states. Finally, the basis states are projected

to good angular momentum states, and the projected basis

is used to diagonalize the shell model Hamiltonian. In this

way, we obtain the energy spectra which are compared to the

experimental data.

A. Backbending of moment of inertia in yrast bands

The backbending in moment of inertia, observed in the

rotational spectra of deformed nuclei, carries important infor-

mation on the interplay between the ground band and bands

with alignment of a pair of quasiparticles. Thus, an yrast

sequence is formed by states of both bands such that the

lower spin states are mainly of the ground band, and the major

component of the higher spin states belongs to the bands with

aligned quasiparticles. In Fig. 1, we compare the PSM results

with experimental data for the 125–133Pr isotopes. We plot the

dynamical moment of inertiaJ (2) as a function of the rotational

frequency h̄ω and twice the kinetic moment of inertia J (1) as

a function of h̄2ω2. These quantities are defined as

J
(2)

=
4

Eγ (I ) − Eγ (I − 2)
, 2J (1)

=
(2I − 1)

ω
, (9)

where the transition energy Eγ = E(I ) − E(I − 2) is related

to the rotational frequency through

h̄ω =
Eγ

√

(I + 1)(I + 2) − K2 −

√

(I − 1)I − K2
. (10)

As one can see from Fig. 1, the comparison between

theory and experiment is overall satisfactory. In the right

column of the figure, the kinetic moments of inertia of the

isotopes are reproduced almost perfectly, except for 131Pr

where the rise of J (1) in theory is shifted to a higher rotational

frequency. The dynamical moment of inertia J (2) is a very

sensitive quantity as it describes the variation of J (1). For

this quantity, the results obtained for 125,127Pr reproduce the

observed backbending effects [see Figs. 1(a) and 1(c)] as seen
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FIG. 2. (Color online) Comparison between theory and exper-

iment for dynamical moment of inertia J (2) (h̄2 MeV−1) for all

isotopes. (a) Experimental data. (b) The PSM calculation.
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from the experimental data [7,8]. Nevertheless, the change of

J (2) for 125Pr is predicted to occur at h̄ω ≈ 0.5 MeV while

experimentally it occurs at h̄ω ≈ 0.4 MeV, which still can be

considered as a good agreement with experiment. In the case

of 127Pr the change of J (2) with rotational frequency coincides

with the experimental data, with the observed value at h̄ω ≈

0.4 MeV. However, deviations of the theoretical J (2) from

the data are seen at the highest spin states. For 129Pr, the PSM

reproduces very well the experimental data [see Fig. 1(e)]. The

change of J (2) with rotational frequency is predicted correctly

at h̄ω ≈ 0.4 MeV.

The experimental data for 131,133Pr are taken from

Refs. [8,31]. For these two isotopes we used the original

Nilsson κ and µ parameters taken from Ref. [32].

For 131Pr the PSM predicts that the change of ro-

tational frequency occurs at h̄ω ≈ 0.5 MeV, while it

is observed around h̄ω ≈ 0.4 MeV [see Fig. 1(g)].

For 133Pr the PSM predicts a change in the rotational frequency

at around h̄ω ≈ 0.44 MeV, while it is observed at h̄ω ≈

0.43 MeV, which is very good [see Fig. 1(i)].

Comparing all the experimental dynamical moments of

inertia J (2), we see clearly that J (2) increases with decreasing

N at low frequencies [see Fig. 2(a)]. This general behavior

is correctly reproduced by the theoretical calculations of the

PSM [see Fig. 2(b)]. This is also consistent with the results

reported by Smith et al. [8] for the 127,129,131Pr isotopes.

This characteristic is understood to relate with the increase

in the associated deformation of all the πh11/2 bands while

decreasing N . In fact, the PSM calculations employed varying

deformation parameters from ǫ2 = 0.194 in the heavier 133Pr

isotope to ǫ2 = 0.300 in the lighter 125Pr isotope.
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FIG. 3. Deformed single-particle energy levels for protons and

neutrons near the Fermi level represented by the closed circle.

B. Band diagram analysis

The variation and backbending in moments of inertia

as shown above correspond to rotation alignment of quasi-

particles in particular orbitals. For odd-mass nuclei, it is

phenomenologically associated with crossings between bands

with 1- and 3-qp configurations. In our present case, 1-qp

configurations are those from the deformed proton h11/2 orbit,

while 3-qp ones consist of these proton 1-qp configurations

plus a pair of h11/2 neutrons. Thus before we analyze the
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structure of the bands, it is useful to look at the deformed

single-particle levels.

Figure 3 shows the single-particle levels for protons and

neutrons which contribute to the 3-qp bands corresponding

to the region of the backbendings. The Nilsson states have

the following spherical components: N = 5, l = h, j = 11/2,

and m = 7/2, 3/2, 1/2, 5/2, 9/2, which can be repre-

sented as [5h11/27/2], [5h11/23/2], [5h11/21/2], [5h11/25/2],

and [5h11/29/2], respectively. For the case of the proton

single-particle levels there are mainly three levels that con-

tribute in the backbending region, which are [5h11/25/2]π ,

[5h11/23/2]π , and [5h11/21/2]π . These levels are closer when

the number of neutrons is increased, reflecting a weaker

splitting of the single-particle levels with a smaller defor-

mation. For 125,127Pr there are two neutron single-particle

levels [5h11/27/2]ν and [5h11/25/2]ν, which contribute in

the backbending region. In the case of 129Pr there are three

neutron single-particle levels [5h11/29/2]ν, [5h11/21/2]ν, and

[5h11/27/2]ν which are important. For 131,133Pr we have

only two neutron single-particle levels [5h11/29/2]ν and

[5h11/27/2]ν which are relevant to the discussion.

The band diagrams help us to understand the backbending

effects which are present in the odd-Pr nuclei. In Figs. 4 and 5,

the band diagrams for the 125,127,129,131,133Pr isotopes are
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FIG. 5. (Color online) Band diagrams for 131–133Pr.

shown. We have marked each band with the corresponding

qp configuration. In the calculation, our configuration space

is built by many more qp states, but we only show in each

diagram the most important ones.

In these diagrams for 125,127,129,131Pr, we can see that the low

spin states in the yrast bands are represented by a quasiproton

K = 3/2 state from πh11/2. This configuration suggests that

the low spin states are based on the decoupled h11/2 protons,

and in this way the first proton alignment is blocked. These

results are in agreement with the experimental assignment.

In the case of 133Pr, the low spin states are represented by

a quasiproton K = 1/2 state from πh11/2, which is different

from the results reported in Refs. [4–7].

For the case of 125Pr the band crossing in the yrast band

occurs approximately at I = 47/2−. The band which generates

this crossing is a 3-qp state consisting of an h11/2[1/2]

quasiproton plus a pair of quasineutrons, h11/2[5/2,−7/2].

The PSM predicts another band crossing at I = 63/2−, which

is caused by a 3-qp state of an h11/2[1/2] quasiproton plus

a pair of quasineutrons, h11/2[−3/2, 5/2] [see Fig. 4(a)]. In
127Pr, the crossing is predicted at I = 43/2− by a 3-qp band

also. This band has a configuration of a quasiproton state

h11/2[1/2] plus a pair of quasineutrons, h11/2[5/2,−7/2] [see

Fig. 4(b)]. For 129Pr, we can see that the crossing occurs at

I = 39/2−. The crossing band is identified as a 3-qp band

which has a configuration of a quasiproton state h11/2[1/2]

plus a pair of quasineutrons, h11/2[5/2,−7/2]. A third band

crossing is predicted at I = 59/2−. This band is generated by a
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FIG. 6. Alignment diagrams for 125,127,129,131,133Pr, where the

spin I is plotted against the rotational frequency ω. The cal-

culations of alignments are compared with the experimental

data.
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quasiproton state h11/2[-3/2] plus a pair state of quasineutrons,

h11/2[5/2,−7/2] [see Fig. 4(c)].

In the last two isotopes, 131,133Pr, it is possible to see

three configurations in each yrast band [see Figs. 5(a) and

5(b)]. In 131Pr the crossing occurs at I = 39/2− which

is generated by 3-qp band that has a configuration of a

quasiproton state h11/2[1/2] plus a pair state of quasineu-

trons, h11/2[5/2,−7/2]. In this case the high spin states

are generated by a quasiproton state h11/2[−3/2] plus a

pair state of quasineutrons, h11/2[5/2,−7/2]. For the 133Pr

isotope, the crossing occurs at I = 15/2−. This crossing

is represented by a 1-qp band with a configuration of a

quasiproton state h11/2[−3/2]. It is also possible to observe

another crossing in high spin states (I = 39/2− to 51/2−),

which is generated by a quasiproton state h11/2[−3/2] plus

a pair state of quasineutrons, h11/2[5/2,−7/2]. In this way

we can observe how the PSM describes very well all

yrast bands with more than one configuration in each Pr

isotope.

Finally, in Fig. 6, we compare the alignment diagrams of the

yrast bands obtained by the PSM with the experimental data.

It is possible to observe an amount of spin alignment in each

Pr isotope. This behavior is reproduced successfully by the

PSM, where it explains these effects in terms of the crossing

between the ground band and the 3-qp band as we have seen

before. However, in the nuclei with more neutrons (131,133Pr),

the high spin states are not reproduced satisfactorily perhaps

due to the presence of γ deformation in these nuclei.

We admit that the present calculation, while well repro-

ducing the variation in the interaction strength at the band

crossings, does not give all the observed variations of the cross-

ing frequencies when neutron number changes (see Fig. 2).

We note that precise positions (i.e., spins or rotational

frequencies) where quasiparticle alignments occur are very

sensitive to several calculation conditions. In the first place,

correct single-particle states are important for the behavior

of the aligned quasiparticle states. We note that our deformed

Nilsson single-particle states are obtained by using the original

Nilsson parameters [32] without any adjustment that may best

suit the present nuclei. More careful choices in the input

deformation parameters may also improve the agreement. We

do not do such a fine tuning as far as the essential physics has

been understood.

IV. CONCLUSION

The spectroscopic calculations obtained with the PSM for
125,127,129,131,133Pr nuclei have allowed us to study the observed

yrast bands in these odd-proton nuclei. Our calculations reveal

that the dynamical moment of inertia increases its value at low

frequency when N is decreased. This characteristic is related

to the increase in the associated deformation in these yrast

bands for the lighter isotopes.

The PSM reproduces very well the backbending phe-

nomenon. This model proposes that this phenomenon occurs

by the alignment of a 3-qp state which is formed by a quasipro-

ton state plus a pair of quasineutron states. In conclusion, the

PSM proved to be an excellent model to reproduce highly

sensitive experimental data in the odd-Pr isotopes.
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[31] A. Ibáñez-Sandoval, M. E. Ortiz, V. Velzquez, A. Galindo-Uribarri, P. O. Hess, and Y. Sun,

Phys. Rev. C 83 (2011) 034308.

[32] A. Gizon, J. Genevey, G. Cata-Danil, D. Barnoud, R. Braud, A. Emsallem, C. Foin, J. Gizon,

C.F. Liang, P. Paris, I. Penev, A. Plochoki, B Weiss, Z. Phys.A358(1997)369.

[33] B. H. Smith, Tesis de Doctorado, University of Tennessee, Knoxville, TN USA, 1998.

[34] A. Galindo-Uribarri, D. Ward, V. P. Janzen, D. C. Radford, S. M. Mullins, S. Flibotte, M.

Cromaz, J. De Graff and T. Drake, Atomic Energy of Canada Ltd., AECL-11132, PR-TASCC-

09 (1994)3.1.15.

[35] B. H. Smith, L.L.Riedinger, H.Q.Jin, W.Reviol, W.Satula, A.Galindo-Uribarri,

D.G.Sarantites, J.N.Wilson, S.M.Mullins, D.LaFosse, Nuovo Cim.111A(1998)663.

[36] A. Galindo-Uribarri, D. Ward, T. Drake, G. Hackman, V. P. Janzen, S. M. Mullins, S.

Pilotte, D. C. Radford, I. Ragnarsson, N. C. Schmeing, and J. C. Waddington, Phys.

Rev.C50(1994)2655.

[37] R. Wyss, J. Nyberg, A. Johnson, R. Bengtsson, W. Nazarewicz, Phys. Lett. B 215 (1988) 211.

[38] E.S. Paul, P. Bednarczyk, A.J. Boston, C.J. Chiara, C. Foin, D.B. Fossan, J. Genevey, A.

Gizon, J. Gizon, D.G. Jenkins, N. Kelsall, N. Kintz, T. Koike, D.R. LaFosse, P.J. Nolan, B.M.

Nyak, C.M. Parry, J.A. Sampson, A.T. Semple, K. Starosta, J. Timr, R. Wadsworth, A.N.

Wilson, L. Zolnai, Nucl. Phys. A 676(2000)32.

81



BIBLIOGRAFÍA
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