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Introduccion

La historia de la mecénica no euclidiana probablemente empieza con
Gauss en la década de 1810; ¢l considerd la posibilidad fisica de que el es-
pacio en que vivimos no fuera euclidiana sino curvada. Como experimento
para medir la curvatura de la realidad intenté medir la suma de los dngulos
de un tridngulo formado por rayos de luz con vértices en tres montanas. Sin
embargo, debido al error en las mediciones el experimento no fue concluyen-
te. No obstante, lo que més tarde se conoceria como geometria riemanniana
continué desarrollandose en el siglo XIX, aun cuando no fuera claro cuél
fuera su aplicabilidad fisica. A principios del siglo XX Einstein dio una base
concluyente a que la realidad no es plana, sino curvada, y que ademas el
espacio y el tiempo no son independientes, sino que forman una variedad
pseudo-riemanniana 4 dimensional llamada el espacio-tiempo. Su trabajo en
relatividad inici6 en 1905, las primeras contribuciones incluyen proponer que
la velocidad de la luz es un invariante en cualquier sistema de referencia, y que
es un limite superior para la velocidad de cualquier cuerpo; posteriorimente
introdujo las ecuaciones de campo que llevan su nombre, que describen la
meétrica pseudo-riemanniana de espacio-tiempo. Hilbert mostré que la ecua-
cion de campo de Einstein es la ecuacién variacional de un cierto funcional
(lammado accién de Hilbert) en el espacio de métricas de Minkowski sobre
una variedad 4-dimensional dada; la teoria de Einstein implica que una mé-
trica espacio-temporal fisicamente posibles es un punto critico de la accién
de Hilbert. Méas tarde, la teoria de cuerdas propuso un modelo de 10 u 11 di-
mensiones para la realidad fisica. La geometria riemanniana y la mecanica no
euclidiana son ramas que contintian ofreciendo problemas en la actualidad.

,Para qué estudiar la mecanica es espacios no euclidianos? En el siglo
XIX, Edwin Abbott publicé una novela llamada "Flatland", que trata de
una sociedad que vive en un espacio plano de dos dimensiones. Un dia uno
de sus habitantes recibe la noticia de que existe una tercera dimension, pero
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al principio no puede aceptar esto; pues, afirma, un espacio de dos dimensio-
nes es lo tinico que hace sentido. Flatland es una obra de ficcion, pero abre la
puerta a una interrogante interesante: ;qué tanto podemos confiar en nuestra
intuicion y sentido comun para describir la realidad fisica? La intuicién y el
sentido comin se basan en la similitud con experiencias y percepciones pa-
sadas, y si esas experiencias y percepciones se restringen a una aproximacion
burda o un fragmento de la realidad fisica, son poco confiables en algunos
ambitos. Al afirmar que lo tinico que tiene sentido fisicamente es que el es-
pacio tenga una curvatura 0 quizas no somos mas que el Flatland-ense que
afirmo que lo tnico que tiene sentido es que tenga dimension 2. La pregunta
icudl es la forma del universo? no se ha respondido por completo.

La tesis trata de la mecanica gravitacional en el espacio hiperbolico. Fl
espacio hiperbolico fue introducido por Bolyai y Lobachevsky en la década
de 1830; y en 1870 Schering, basandose en su trabajo, generaliz6 la ley de
gravitacion Newtoniana a este espacio. El potencial newtoniano es inversa-
mente proporcional al area de la esfera de radio euclidiano constante, y esta
idea fue utilizada para la generalizacion a espacios de curvatura distinta de
0.

En cuanto al desarrollo moderno, Kozlov [9] analizo la la integrabilidad
del problema de Kepler en espacio de curvatura constante principalmente en
los noventas. Pérez-Chavela, Diacu, Garcia Naranjo, entre otros, [8] [10] han
analizado equilibrios relativos y Montgomery |7] generaliz6 el problema a la
geometria subriemanniana.

El primer capitulo trata del problema de una particula en un potencial
central gravitacional (problema de Kepler) y de los dos cuerpos que sienten
la atraccion gravitacional del otro (problema de los dos cuerpos) en el espacio
Euclidiano. Este capitulo parte de la ley de la gravitacion Newtoniana, y hace
un repaso de algunos aspectos de mecanica clasica.

El segundo introduce el espacio en que se estudiara el problema: el espacio
hiperbélico. El espacio hiperbélico bidimensional o plano hiperbélico es un
modelo de la geometria en que dada una recta, existen una infinidad de
paralelas que pasan por un punto dado. El capitulo empieza construyendo
este espacio y termina mencionando unos aspectos mas especificos relevantes
para nuestros problemas.

Los primeros dos capitulos pueden considerarse una introduccién a los
problemas estudiados. El tercer capitulo trata de la particula libre, es decir,
una particula sobre la cual no actian fuerzas externas, en el espacio hiper-
bdlico.
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El cuarto capitulo trata del problema de Kepler y los dos cuerpos en el es-
pacio hiperboélico. Empieza tratando el problema en el espacio bidimensional
con el potencial —k coth, una justificacion fisica de esto puede encontrarse en
los apéndices. Se estudian las tres leyes de Kepler en el espacio hiperbdlico.
Por tltimo se incluye una nota respecto al problema de los dos cuerpos.

La mayor parte de esta tesis estd basada en los libros de Arnold [1],
Lascurain [2], y en los articulos de Ranada et al. [6] y Garcfa Naranjo et
al. [8]. El material en los apéndices fue obtenido en colaboracion con el Dr.
Richard Montgomery. La formulaciéon exacta de la segunda y la tercera ley
de Kepler en el espacio hiperboélico son originales hasta donde sabemos.
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El problema de Kepler y de los
dos cuerpos

El primer capitulo de este trabajo trata de un problema muy familiar:
el de describir el movimiento de los astros que se observa en el cielo; mas
precisamente, del problema de Kepler y de los dos cuerpos. Este capitulo es
una introduccion en el sentido de empezar a utilizar las técnicas y enfoques
que se usaran mas adelante, y estudiar el problema en un espacio conocido.

Primero se introduciran técnicas de mecéanica clasica generales, como la
deducciéon de orbitas fase a partir de un potencial o la reduccién de un campo
central a un sistema conservativo con un grado de libertad. Posteriormen-
te se presenta el problema de Kepler, haciendo énfasis en la tres leyes de
movimiento; y por tltimo se trata el problema de los dos cuerpos. Nuestro
tratamiento sigue la exposicion de [1].

Historicamente, estos problemas comienzan con las observaciones que Ty-
cho Brahe hizo del movimiento de los astros. Basandose en estos datos, Johan-
nes Kepler formul6 sus leyes de movimiento. Aunque Kepler fue el primero
en concebir a la astronomia como parte de la fisica, su trabajo fue una des-
cripcién mas no una explicacion. Fue hasta medio siglo después de su muerte
que Isaac Newton dio una explicacion fisica a estas observaciones: que los as-
tros son cuerpos fisicos mediante los cuales actiia una fuerza que no se ejerce
mediante el contacto-la fuerza de gravedad.

En el problema de los 2 cuerpos las ecuaciones de movimiento de las
particulas estan dadas por

Gm1m2 (I‘Q — I'1>

T T e, = P

Gmlmg (1'1 — 1'2)

B PN

IX



X EL PROBLEMA DE KEPLER Y DE LOS DOS CUERPOS

donde m; y r; denotan la masa y la posicion de la i-ésima particula respec-
tivamente. Imponiendo ry = 0 el problema se reduce al movimiento de una
sola particula, y se obtiene la ecuaciéon del problema de Kepler, dado por

_Gm2r1
e

I =

0.1. Deduccion de érbitas fase a partir del po-
tencial

Un sistema se llama sistema conservalivo si el trabajo realizado por una
fuerza depende sélo de la posicion final e inicial de una trayectoria y es igual
al cambio en energia cinética. En consecuencia en un sistema conservativo la
energia total es constante, de ahi el nombre. Un sistema conservativo con un
solo grado de libertad estd dado por

i=-U'(x)

o equivalentemente por
=y y=-U(2), (2)

donde U(z) es la energia potencial. Uno puede tener una nocion cualitativa
de las orbitas en el plano fase imaginando que la grafica de U(x) es un relieve
sobre el cual resbala una particula. Por ejemplo, si la grafica de U(x) tiene la
forma dada en la Figura 1.1, las 6rbitas fase estaran descritas por la Figura
1.2.

Para comprender la érbita del nivel de energia E5 son ttiles los siguientes
puntos:

e Si la particula empieza cerca y a la derecha de x3, como la energia
total Fy = (1/2)y? + U(x) es constante, la energia cinética (1/2)y? es
positiva, por lo que & es distinto de 0. Ademaés, & es positivo porque x
va en aumento, y es una funcion creciente de x hasta que x = x,.

e La magnitud de & es maxima cuando z = x4

e In x = x5 la energia potencial y la total son iguales, por lo que y = 0,
e inmediatamente después es negativa.
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Figura 1: Gréfica de un potencial

e Cuando x = x4 por segunda vez, la velocidad es de igual magnitud pero
negativa.

e La orbita se acerca asintoticamente al punto (x3,U(z3)), pero nunca
lo alcanza ya que si lo tocara existiria mas de una solucion al sistema
(1.2) con condicion inicial (z = x3, y = 0), contradiciendo el teorema
de existencia y unicidad.

0.2. Reduccién del problema de movimiento en
un campo central a un sistema conservati-
vo con un grado de libertad

El movimiento de una particula en un campo central esta descrito por la
ecuacion diferencial

r = f(r)er (3)
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Figura 2: Plano fase correspondiente al potencial de la Figura 1.1.

donder € R?, r # 0 es el vector posicién, e, = H_:H es el vector radial unitario,

r=|r|,y f € C°(R"). Notese que las soluciones de (1.3) preservan la
energia
L.
E = SI[E]° +W(r) (4)
donde

Wir)=U(||r]|) = U(r) con U(r) una primitiva de la funcion f.

Es posible en gran medida reducir este problema a un sistema conservativo
con un grado de libertad haciendo uso del siguiente resultado: la magnitud del
radio de comporta como la posicion de una particula sujeta a un potencial.

Definicion 0.2.1. Se define el momento angular M como M = [r, 7] donde
[-,] denota el producto vectorial en R?.

Lema 0.2.2. A lo largo de las soluciones M = 0, es decir M es constante.

Demostracion. '
M = [i, 1] + [f, r] = [F, ],

como el campo es central, r y r son colineales y su producto cruz es 0. [
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Es una consecuencia inmediata que el movimiento ocurre en un plano
perpendicular al vector M que pasa por el origen.

Lema 0.2.3. A lo largo de las trayectorias sequidas por la particula se tiene
que r- M =0, donde r(t) denota la posicion de la particula.

Demostracion. r-M =r-[r,¥] =71 [r,r] = 0. O

De ahora en adelante nos restringiremos al plano en el que tiene lugar
el movimiento, y expresaremos al vector r en coordenadas polares como
re,, e introducimos una base ortonormal para el espacio dada por e, =

(cos(@), sin(6)) y €5 = (— sin(6), cos(3)).

Lema 0.2.4. Los vectores r y r se pueden escribir como
= re +roes, = (i — 1¢%) e, + (21) + 7).

Demostracion. Escribiendo e, = (cos(¢),sin(¢)) v ey = (—sin(¢), cos(d)) es
facil ver que €, = ¢ey y que €5 = —¢e,. Entonces

r =re, +reé, =re. +roe,.

La Figura 1.2 muestra como varfan las componentes del vector r. Derivando
nuevamente tenemos

i = (i — r¢?e, + (21) + rd)ey. (5)

]

Observacion 0.2.5. A partir del lema anterior es posible escribir a M en
términos de r, ¢, 1, ¢ como

M= [r, 7]
= ['f’, 7.’67'] + [’I”, ’f‘g‘ﬁ&;&]
= ro[r, e
= r2¢|e,, ey).
En el cdlculo anterior hemos pensado que e, = (cos(¢),sin(¢),0) y e, =

(—sin(¢), cos(¢),0) y que el sistema de referencia se elige de forma que M
sea paralelo al eje z.
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{\

L J
=

Figura 3: El vector r en sus componentes

Sea _
M = [[M]| = r?¢. (6)

En vista del Lema 1.2.2 tenemos que M es constante a lo largo del movi-
miento. Estamos listos para demostrar que r se comporta como la posicion
de una particula en un campo conservativo con un grado libertad sujeta al

potencial
2

V) =U() + 5y (7)

El potencial V (r) es llamado potencial efectivo.

Teorema 0.2.6. Sea U(r) = — [ f(r)dr, si r es solucidn del problema de
mouvimiento en el campo central
ou
%I—Wer:f(wer (8)

entonces v es solucion del sistema conservativo con un grado de libertad

—%(w@+¥3. )

r =
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Demostracion. Usando (1.5),
i = (i — ré®)e, + (276 + rd)e,.

Como el campo es central,

r=——e,.

or

Comparando las componentes en ambas expresiones para  obtenemos

i— i 2idtrd =,

or
En particular
. oU ., U MY 9 M2 oV
e e A =2

]

Proposicion 0.2.7. La energia total del sistema (1.8) y del sistema (1.9) es
la misma.

Demostracion. Tenemos

. M2
[]]? = 7% + r?¢? =72 + —,
T

entonces (1.4) coincide con

r2 2 M? 2
F=— = — = 1
5 + V(r) 5 +U(r) + 52 = 5 +V(r) (10)
que es igual a la energia del sistema conservativo (1.9). O

Proposicion 0.2.8. Sea (t1,t3) un intervalo de tiempo en el que r(t) y ¢(t)
son difeomorfismos y i > 0. Sean también ry = r(t1), ro = r(t2), ¢1 = ¢(t1),
P2 = @(t2), At =ty — 11, y Ap = ¢1 — ¢2; entonces

"2 dr
v | E=T "
b2 2M

r dr.
o V2(E—V(r))

A¢ = (12)
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Demostracion. Usaremos las formulas

= /2(E - V(r)), b= TMQ

que son consecuencia de la conservacion de la energia (1.10) y el momento
angular (1.6), respectivamente. Se tiene

to
tg—tlz/ dt
t1
/TZ dr
n T

" dr
n V2AE=V(r)
De manera similar, utilizando la regla de la cadena se obtiene que

¢2—¢1=/¢2d¢

1

[ d¢
= —d
/T dr "

= N édr
T

1

P2 2M /r?

"o V2AE-V()

dr.

5 d¢ _ ¢
Notese que por regla de la cadena - = %

0.3. Investigacion cualitativa de las orbitas

Supongamos que el potencial efectivo tiene un minimo local como se mues-
tra en la Figura 1.3. Como la energia cinética es siempre no negativa, los
valores posibles de r para el nivel de energia F indicado en la la Figura 1.3,
estan entre 7, V Tmae (de lo contrario la energia potencial seria mayor a la
total, y la cinética, negativa). Los puntos donde r = 7, ¥ 7 = I'pas reci-
ben el nombre de pericentro y apocentro respectivamente. El movimiento del
cuerpo en el plano tiene lugar en el anulo 7, <7 < .
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Figura 4: Potencial efectivo con un minimo local.

Figura 5: Orbita bidimensional en el anulo 7, < 7 < Tmae-

Proposiciéon 0.3.1. Los rayos que parten del centro del campo a cualquier
apocentro son ejes de simetria de las orbitas.
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Demostracion. Es facil ver que si r(t) es solucion del sistema

ov

O _ o 0 — A 13
T( ) To, 7a( ) To, T or’ ( )
entonces r(—t) es solucion del sistema
ov
0) = (0) = —7 = ——. 14
T( ) To, T( ) To, T or ( )

En particular, si 7(0) €s 7z, 7(t) = 7(—t) (porque en ese caso 7(0) = 0,
y el sistema (1.13) se vuelve el sistema (1.14) ). En consecuencia r(t) es una
funcion par, y de la formula (1.12) se puede ver que ¢(t) es una funcion
impar. Entonces si el punto (r, ¢) esta en la orbita, también lo esta el punto

(T7 _¢) ]

A partir de la demostracion es claro que el enunciado de la proposicion
también es valido para los rayos que parten del centro del campo a cualquier
pericentro.

En general, las 6rbitas no son cerradas. Son cerradas si y solo si el angulo
entre un apocentro y un pericentro, dado por

roes My
roin. T2A/2(E — V()

es un multiplo racional de 2. De lo contrario, las érbitas son densas en el
anulo, como lo muestra la Figura 1.3.

Si el valor de E es igual al de la energia potencial en un punto critico,
1 =0y la 6rbita es circular.

A partir de (1.7) tenemos

Ap =

lim U(r) = lim V(r).

r—00 r—00

Denotaremos

Uso = lim U(r).

T—00
Si U, < oo y las condiciones iniciales son tales que r > 0 y la energia
inicial es mayor que U, entonces lim; .., r(t) = oco. Mas atn, tedricamente
es posible que el cuerpo llegue al infinito en un tiempo finito si el potencial
no esta acotado. Por ejemplo éste es el caso si

V(r)y=K —2r!
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7
G
firtall

Figura 6: Orbita densa en el anulo 7, < 7 < Fmas-

con K > 0y la energia inicial E = K, como puede verse utilizando (1.11).

mas precisa-

Por otro lado, si cuando r — 0, |U(r)] est4 acotado por 2%,

mente, si

1 L)
r—0 =

=0

entonces lim, o V(r) = 00 ¥y Tpin existe y es mayor que 0. De lo contrario,
es posible que
M2
Ulr)+ — — —o0
cuando r — 0 y en ese caso existen Orbitas que caen al centro del potencial,
incluso en tiempo finito para algunos potenciales.
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0.4. El problema de Kepler

Cama se menciond antes, un casa particular del prahlema del maovimienta
en un campa central es el de una particula sujeta a un patencial gravitacional
creacla par una particula (e masa my situada en el arigen. En este casa el

patencial esta dada par U(r) = %, con k > 0, v el patencial efectiva (1.7)
par
k- M?
Vir)= -4+ —. 15
()= ~+5, (15)
La ecuacidn de mavimienta esti dada par la lev de la gravitacion
. k
r= T_zera (16]
donde £ = Gmy. De acuerda al Tearema 1.2.6 tenemas que r es salucidn de
.k M?
F=—= —.
P2 43

[.a figura 1.4 muesira una grafica el patencial efectiva. A partir de la ecna-

¥(r)

Figura T: Patencial efectiva gravitacional

ciom (1.16) pueden recuperarse las tres leves de Kepler que fueran deducidas
par Kepler a partir de las ahservaciones de Ticha Bralie en el sigla XVIL A
continuacién derivaremas diclhias leves.
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0.4.1. Primera ley de Kepler

Teorema 0.4.1. Los planetas se mueven en trayectorias elipticas, con el sol
en uno de sus focos.

Demostracion. Usando las formulas (1.12) y (1.15) se obtiene que

b= / Mdr _ / Mdr '
Asi obtenemos (véase Observacion 1.4.2),
oy

V2E + £

Hemos considerado la constante de integracion igual a 0 lo que corresponde
a escoger apropiadamente el limite inferior de integracion para ¢, lo cual es
equivalente a medir ¢ a partir del pericentro.

Introduciendo las variables

¢ = arc cos

M? " 2EM?2
= — e = [
p k ) k'Q )
la formula se vuelve v _q
¢ = arccos <T — )
e
0
p

"= 1+ ecos(g)

Esta es la ecuacion de una cénica en coordenadas polares, con el origen en
uno de sus focos, es un circulo si e = 0, una elipse si e € (0, 1), una parabola
si e = 1, y una hipérbola si e € (1,00). En el caso de los planetas en el
sistema solar, como la orbita es periodica y acotada, es eliptica (posiblemente
circular). O

Observaciéon 0.4.2. Una forma de hacer una integral del tipo
Kldr

K K
72 K1—72+r—22
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es primero introducir el cambio de variable w = 1/r, lo cual transforma la
integral en

/ —du
\/Cl — U+ CQUQ’

y luego completar cuadrados en el denominador

¢1 — cu+ csu® = (\/czu — )P — =+,

Ca
2w/63
transformando el integrando en la derivada la funcion arcocoseno aplicada a
una funcion afin de u.

La constante p es llamada el parametro de la orbita, y e, la excentricidad.
En una elipse, estos parametros estan relacionados mediante las formulas

p Va® + b2

C
N == - 17
a=1ts, e=-= T (17)

donde a y b son el semieje mayor y menor respectivamente, y ¢ es la distancia
del centro de la elipse a sus focos, como lo muestra la Figura 1.4.1.

Figura 8: Pardmetros de una elipse.

0.4.2. Segunda ley de Kepler

La segunda ley de Kepler afirma que los planetas barren dreas iguales en

tiempos tguales. Esta afirmacion es equivalente a que % = constante, donde

A(t) es el area barrida por el planeta al tiempo t.
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Proposicién 0.4.3. Los dos planteamientos de la sequnda ley de Kepler son
equivalentes.

Demostracion. Si se cumple la primera definiciéon entonces

Alty + At) — A(t) Aty + At) — Alty)

At At
y por tanto
- At At) — Aty)
Alt) = lim At
 lim Aty + At) — A(ty)
t—0 At
= A(t2)

para cualesquiera t1 y ty, por lo que se cumple la segunda.
Si se cumple la segunda definicion, entonces

t1+At
Aty + At) — A(ty) = / A(t)dt

t1

to+At .
/ A(t)dt

to

= A(ts + At) — A(ty),

cumpliéndose la primera. O

dA
dt

Teorema 0.4.4. A lo largo de las drbitas se tiene que %2 = cte.

Demostracion. Esta ley es una consecuencia de la conservacion del momento

angular. Notese que
?1 "1,
A—/ —r2d¢—/ —r?¢dt
%o 2 to 2

dA 1,. 1
GA 2020 — S = cte.
pri U e

asi que

La cantidad
g dA
Cdt

es llamada velocidad sectorial. Vale la pena notar que la segunda ley de
Kepler es cierta en cualquier campo central, y no so6lo el gravitacional.
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0.4.3. Tercera ley de Kepler

Teorema 0.4.5. Para las trayectorias elipticas del problema de Kepler, el
cuadrado del periodo de revolucion es proporcional al cubo del semieje mayor.

Demostracion. Sea T el periodo de revolucion de la 6rbita, entonces, como
S = % y el area de la elipse esta dada por wab,

M_’/TCLb

2 T

Y 2mab
m™a

T = .

M

Los siguientes pasos son escribir a y b en términos de las constantes de
movimiento M y E usando las formulas (1.17):

P M21_k’

Por lo tanto

Luego

k

y usando que 2F = 7 se obtiene que

T = 2rna®?k~1/2,

que es lo que se queria probar. O
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Notese también que la energia total depende inicamente del semieje ma-
yor a.

Mas alla del resultado de las formulas, la tercera ley de Kepler es cierta por
la simetria de escalamientos: si r1(¢) es solucion de (1.16) entonces también
lo es

ro(t) = A3 1y (AL).

Entonces si 17, ay, T5 y as denotan el periodo y el semieje de la primera y
. . =2

la segunda 6rbita respectivamente entonces ay = A3 a; y Th = A~T7, por lo

que

3 3
G _ 41
2 2"
T2 Tl

0.5. El problema de los dos cuerpos

Cuando se considera que la fuerza ejercida por ambas particulas es apre-
ciable, el problema se llama el de los dos cuerpos; y el planteamiento mate-
matico deja de ser el de un campo central. Sin embargo, haciendo uso del
concepto de centro de masa, es posible reducir este problema al problema de
Kepler, como veremos a continuacion.

0.5.1. Definiciones y nociones béasicas

Definicién 0.5.1. Dado un sistema de n particulas, cada una con posicion
r; ¥y masa m;, se define el centro de masa r como

n
Z m;T;
=1

r=

Proposicion 0.5.2. El centro de masa no depende de la eleccion del sistema
de coordenadas.

Demostracion. Sea A una transformacion afin, con A(x) = T'(x) + a donde
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T es una transformacion lineal, y a un vector en R". Entonces

n

SmA(r) 3 mi(T(x) +a)

=1 =1

]

En particular, el centro de masa es invariante bajo la aplicacion de iso-
metrias al sistema coordenado (recuérdese que las isometrias de R™ son pre-
cisamente las transformaciones afines ortogonales).

Las particulas sienten las fuerzas que ejercen entre si, y posibles fuerzas
externas. Sea F; la fuerza neta ejercida sobre la particula i, F;; la fuerza que
ejerce la particula j sobre la i, y F’ la fuerza externa ejercida sobre 7. Con

esta nomenclatura,
!/

Muchas veces las fuerzas que ejercen entre si las particulas j e ¢ son iguales
en magnitud, y actian en direcciéon opuesta a lo largo del vector r; —rj, es
decir:

Fij = fijei;,  Fji= —fijei, (18)

donde f;; es la magnitud de la fuerza, y e;; =

ri—

m En otras palabras, se

cumple la tercera ley de Newton.
Un sistema en que no hay fuerzas externas (i.e. F; = 0 Vi) es llamado un
sistema cerrado.

Proposmlon 0.5.3. El centro de masa se comporta como una particula de

masa M = Z m; sobre el cual son ejercidas las fuerzas externas.
=1
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Demostracion.

Z mzrz n n
Mi=M="——=>"F, _ZF’ > Fy;=) F.
Z m; i=1 ij<n itj i=1
O]

En particular, en un sistema cerrado el centro de masa se mueve a velo-
cidad constante.

0.5.2. El problema de los dos cuerpos

Consideremos un sistema cerrado de dos particulas bajo la hipotesis de
que (1.18) esta satisfecha. Las ecuaciones de movimiento son

mity = F(r),  mafy = —F(r)

donde r = r; —ry. Si F : R® — R? es una fuerza conservativa, entonces
existe U : R* — R tal que F = —VU. Si ademéas F es una fuerza central
entonces U es una funcion radial. En este caso las ecuaciones de movimiento
se vuelven

mi¥; = F(r) = -V, U =-V,U,
maty = —F(r) = -V,,U = V,U.
Como el centro de masa se mueve a velocidad constante, podemos tomar
un sistema de referencia con el centro de masa en el origen.

El meollo de la reducciéon de este problema a un sistema conservativo con
un grado de libertad es el siguiente resultado.

Lema 0.5.4. El vector r se comporta como la posicion de una particula de

masa % sujeta al potencial central U, es decir,
mims ..
— 12 = V. (19)
my + Mo

Demostracion. De las ecuaciones de movimiento se tiene que
mymaory = —maV, U, mymary = my V. U;

entonces
mlmgi‘ = m1m2(1"1 — 1'2) = —mQVrU — mler

y el resultado se sigue dividiendo las expresiones entre (m; + ma). O
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A partir de ahora supondremos que el marco de referencia inercial se elige
de forma que el centro de masa esta en el origen, es decir, mir; + maors = 0.
Usando la formula r = r; — ry es posible despejar
mo my

ry = ——-r, rp——mm
mq +m2 mq +m2

r, (20)

y asi recuperar a ry y ry a partir de las soluciones de (1.19).
En el caso particular de la fuerza gravitacional

Gmime

Gmlmgr
[zl

0= =

Ur) = —

y tenemos el problema de los dos cuerpos (1.1). De acuerdo al Lema (1.5.4)
y a la ecuacion (1.20) podemos describir el movimiento de r; y ry mediante
la solucién al problema de Kepler para r. Mas aiin, como veremos a conti-
nuacion, las leyes de Kepler son vélidas para ry y r».

Proposicion 0.5.5. Si vy y ry estin acotadas describen orbitas elipticas con
el centro de masa en uno de sus focos.!

Demostracion. Como el vector r permanece en un plano ortogonal a M,
M - r = 0. Usando (1.20) tenemos M - r; = 0 y r; permanece en el plano
ortogonal a M; y lo mismo es cierto para rs. Esto permite expresar a ry y a
ro en coordenadas polares como

r = (7“17¢1) Yy rp = (7“27¢1)~

De las ecuaciones (1.20) se deduce que

mo ma
¢1:¢7 n=—/]//——7, ¢2:¢+7T7 ro =——"""—T

my + mo my + mgy
donde r y ¢ son las coordenadas polares de r, r = (r, ¢).
Sir y rp estan acotadas, a partir de (1.20) se sigue que r también esté
acotado y por lo tanto describe una o6rbita eliptica. Entonces

D
1 + ecos(¢)

!Recuerde que el centro de masa se ha supuesto fijo en el origen.
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con e € [0,1). Por lo tanto

o ma p
Y me 1+ e cos(¢1)
y
my p
To =

 my+myl+ecos(py + )’

que son las ecuaciones para una elipse con el origen en uno de sus focos. Vale
la pena notar que el origen es el foco derecho de la 6rbita de r y de ry y el
foco izquierdo de la o6rbita de ro. O

Proposiciéon 0.5.6. Los vectores r1 y 1o barren dreas iguales en tiempos

iguales; es decir %91 y %22 son constantes, donde A;(t) y As(t) denotan el

drea barrida por los vectores v y 1o al tiempo t, respectivamente.

Demostracion.

1,
) = [ ot
to

2 ¢
m2 2 M

= = réodt
2(my + mo)? /to ¢

donde A(t) denota el area barrida por el vector r. Por lo tanto

i) = (&)2%),

my + mo
lo cual implica que A, (t) es constante. Andlogamente A,(t) es constante. [

Proposicion 0.5.7. Para las trayectorias acotadas del problema de los dos
cuerpos, el cuadrado del periodo de revolucion de la orbitas de r; es propor-
cional al cubo del semieje mayor de la orbita, para i =1, 2.

Demostracion. Sea T el periodo de la érbita de ry, entonces a partir de
(1.20), es facil ver que T} = T, donde T es el periodo de la érbita de r.
Similarmente, usando (1.17) y (1.20), tenemos

mo

a) = ———a,
mq -+ Mo
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donde a; es el semieje mayor de la 6rbita de ry y a el de la 6rbita de r.
Por la tercera ley de Kepler existe una constante C' tal que T? = Ca?,

por lo tanto
3
m
72— (M2 ) g,
my + mo

De forma completamente analoga tenemos

3
ﬁ:(_ﬂL)c@.
my + Ma
0

Vale la pena notar que si 7 — 0 entonces ry — 0y ry — r, recuperando
la solucion al problema de Kepler.

En resumen, este capitulo redujo el estudio del problema de Kepler al
estudio de un sistema conservativo con un grado de libertad, y el problema de
los dos cuerpos al problema de Kepler. Mas adelante se vera que la reduccion
del problema de los dos cuerpos al problema de Kepler estad intimamente
ligada a la estructura métrica de R? y que no esta disponibles en el plano
hiperbélico.



El espacio hiperbdlico

El espacio en que se analizaré el problema de la atraccion gravitacional es
llamado el plano hiperboélico. Un modelo para este espacio es el semi-plano
de Poincaré que se define como

H = {(z,y) e R*:y > 0}
equipado con la métrica riemanniana

2 _ dz? + dy?

ds "

Durante nuestro tratamiento trabajaremos indistintamente con la versiéon
compleja de H de modo que

H={z€C:Im(z) >0}

equipado con la métrica
_ dz®dz

2
T )

La primera seccién de este capitulo trata de transformaciones de Mo-
bius, que son fundamentales en el estudio del plano hiperbdlico y en muchas
areas de la matemaética. Primero se justifica el tratar a las transformaciones
de Mobius como matrices con determinante 1; después de expresaran estas
transformaciones como composicién de funciones mas sencillas, y se mues-
tra que las transformaciones de Mobius actian transitivamente en circulos
y ternas de puntos. Posteriormente nos restringiremos a las transformacio-
nes que preservan H, se determinaré cuéles son, y se demostrara que acttian
transitivamente en circulos ortogonales al eje real.

La segunda seccion trata propiamente del plano hiperboélico. Primero mos-
tramos que las transformaciones de Mobius de H en H son isometrias. Usando

XXXI
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esto se determinan las geodésicas; y por tltimo, usando estos dos resultados
se determina el grupo completo de isometrias. El elemento técnico en es-
tas dos secciones puede resultar pesado, asi que sugiero tener en mente el
objetivo de cada parte, y el significado de los resultados para hacerlas mas
comprensibles.

Por tdltimo se mencionan unas propiedades relevantes para nuestro pro-
blema: se da una estructura de grupo a H donde ademas la multiplicacién
por un elemento fijo es una isometria. Después se determina el algebra de Lie
del grupo de isometrias; y se mencionan otros modelos del espacio hiperbdlico
bidimensional y de mas dimensiones.

Este capitulo se basa en el libro de A. Lascurain [2].

0.6. Tansformaciones de Mobius

Se define el espacio C como CU {o0}, con la topologia de la compactifica-
cion de Alexandroff (ver [4])). Una transformacion de Mobius es una funcion

de C — C dada por
az+b

f(Z)Zm,

con a,b,c,d € C con la aritmética

— = 00, i:O, Vz € C.
z 00

Para evaluar f en oo se reescribe

az+b_a+9

z

cz+d c—i—g'

0.6.1. Definiciones y propiedades basicas

Observacion 0.6.1. Ndtese que si ad — bc = 0 entonces [ es la funcion
constante s. Efectivamente, si ad — bc = 0 entonces (ad — be)z + bd = bd =

_ : az+b __ b
adz + bd = cbz + bd, de donde se sigue que =55 = 4.

De ahora en adelante consideraremos transformaciones de Mobius con
ad — be # 0.
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Resulta 1til identificar a las transformaciones de Mobius con matrices
invertibles dos por dos con coeficientes complejos. El conjunto de dichas
matrices se denota por GL(2,C). La asociacion ¢ estd definida como

wn=(e 1)

donde f(z) = Zjis Nota: es necesario considerar a las transformaciones

de Mobius como arreglos formales y no como funciones para que ¢ sea una
funcion univaluada.

Proposiciéon 0.6.2. La asociacion ¢ es compatible con la composicion, es

decir, si f(z) = gijj:gi yg(z) = % entonces t(f o g) = t(f)i(g).

Demostracion. Se tiene

a ‘Zjiifé 01 (ayas + bica)z + (arbs + bids)

FoI) = st 3 (eraa + drea)z + (crba + dad)

Por otro lado
(Nulg) = (o) (4 2) = (Gaas tnlai)
entonces t(f o g) = u(f)i(g). O

De ahora en adelante se hablara indiferentemente de una transformacion
de Md&bius y de su matriz asociada por ¢.

Proposicion 0.6.3. Las transformaciones de Mdbius no constantes son un
grupo con la composicion.

Demostracion. Claramente la composicion es asociativa y la funcién identi-
dad es el neutro de esta operacion. Ademas, el inverso de la transformacion

de Mobius 2z — Zjis es la transformacion

(adl—bc) (dz —b) _dz—b
—(adibc) (—cz+a) —cz+a

ya que(gg)_lzadl—bc(*dc_ab)' u
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Las proposiciones anteriores demuestran que la funcion k, de GL(2,C)
en las transformaciones de Md&bius, definida como

_az—l—b

'f(ﬁg)(z)—ma (21)

es un homomorfismo de grupos.
Es facil ver que las transformaciones de Mobius asociadas a las matrices

a b a b
(ta) » a(ta),
con A € C\ {0}, son la misma. Reciprocamente tenemos la siguiente propo-
sicion.

Proposicién 0.6.4. Si f(z) = % yg(z) = % entonces f = g implica
que

Qs by Ca dy
ai by C1 dy

Demostracion. Suponiendo que todos los coeficientes son distintos de 0 en-
tonces

di .4 o _dy
== f o0 = g7 (00) = =2,
y analogamente
by 4y 1 ba
- = 0) = 0)=——.
L) =g ) =~
Escribiendo
d1 C1 b1 aq
_— = — = )\’ _— = — = [’L
dg (&) b2 (05}
se sigue
alz—i-bl_ﬁ asz + by
ClZ+d1 _)\ 022+d2 ’
por otro lado
b b b
Ko az + b2 _ a; + 01 — F(1) = g(1) = as + 27
A Cg‘l—dg Cl—f—dl Cg‘l—dg

por lo que p© = A y la razéon entre todos los coeficientes es la misma. La
demostracion para coeficientes iguales a 0 es anéloga. O
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Este resultado permite asociar a cada transformacion de Mdbius otra
cuyas entradas sean un multiplo de la original, y que tenga determinante 1;

es decir si f(z) = Z‘jj:g con ad — be = k # 0, entonces la transformacion

5

(YE)az + (¥E)b
Jez + ( kk)d

k
k

(22)

=

es tal que ¢ = f y la matriz asociada a ¢ tiene determinante 1. El conjunto
de matrices en GL(2,C) con determinante 1 se denota por SL(2,C).

Lema 0.6.5. La funcion k definida por (2.1) restringida a SL(2,C), es decir
Klsr(z,c), €s suprayectiva.

Demostracion. Sea )
az +

Z =

1) cz+d

una transformacion de Mobius con ad — be = k # 0. De acuerdo con la

ecuacion (2.2), la matriz
Vk (a b
k c d

pertenece a SL(2,C) y su imagen bajo x es f. O

Proposicién 0.6.6. Las unicas matrices en SL(2,C) cuya imagen bajo k es
la transformacion identidad son +Id.

Demostracion. Sea M € SL(2,C) tal que su imagen bajo k es la trans-
formacion identidad. Entonces M = (), para algin A € C\ {0}. Como
M € SL(2,C) entonces N> =1y \ = +1 O

El resultado anterior se puede formular de la siguiente manera en el con-
texto de homomorfismos de grupos.

Lema 0.6.7. El niicleo de k|sp2,c) es £1d.

De este modo, llegamos a la siguiente caracterizacion del grupo de las
transformaciones de Mobius.

Teorema 0.6.8. FEl cociente SL(2,C)/(xld) es isomorfo al grupo de las
transformaciones de Mobius.
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Demostracion. Por el primer teorema fundamental de isomorfismos, el niicleo
ker(k|sr(2,c)) es un subgrupo normal de SL(2, C) y el cociente

SL(2,C)/ ker(k|sric))

es isomorfo a la imagen de /1|5L(27C). Por el Lema 2.1.5 la imagen de [sz2,c)
son todas las transformaciones de Md&bius, y por la Proposicion 2.1.6, el
ntcleo ker(k|gr2,c)) = £1d. O

El grupo SL(2,C)/(£ld) es llamado PSL(2,C). De ahora en adelan-
te se hablard indistintamente del grupo de transformaciones de Mobius y
PSL(2,C).

0.6.2. Elementos generadores de PSL(2,C)

Durante esta seccion, continuamente trabajaremos una transformacion de
Mo6bius T genérica que, como se vio en la seccion anterior, puede ser escrita

como b
az +
T(z) = d—bc=1. 23

Definicién 0.6.9.

e Una homotecia h: C — C estd definida como h(z) = cz donde c € R
€s positivo.

e Una traslacion 7 : C — C estd definida como T(z) = z + zy donde
2o € C.

e Una rotacion r : C — C estd definida como r(z) = ez donde 6 € R.

Notemos que las funciones en la definiciéon son transformaciones de Mo-
bius. Las matrices asociadas a estas funciones, y a la funcion z — _71, res-

pectivamente son :
0 —1
1 0 '

Ve o0 1 2z /2 0
0 ¥ ) 01 ) 0 e 2 )"

Teorema 0.6.10. PSL(2,C) es generado por traslaciones, homotecias, ro-
taciones, y la funcion z — _71
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Demostracion. Sea T € PSL(2,C) dada por (2.3). Si ¢ = 0 entonces T es
de la forma

@ e
y como cualquier ntimero complejo w se puede escribir como ||w||e® ™) la
funcion z — §2 es la composicion de una rotacion con una homotecia. Luego
T es la composicion de una homotecia, una rotaciéon, y una traslacion.

Si ¢ # 0 entonces

az+b «a b
2 =

Yez4d)+b—2 ¢ b—% ¢ b—ad a -1
cz+d c cz+d ¢ c2z4+ced ¢ Az+cd

Asi T es la composicion de la funciéon z — ’71, homotecias, traslaciones, y
rotaciones. O]

0.6.3. PSL(2,C) actta transitivamente en discos y ter-
nas de puntos

En el contexto de este capitulo, se consideran circunferencias de radio
infinito a las rectas, y como discos al interior de estas circunferencias, es
decir, semiplanos.

Proposiciéon 0.6.11. La imagen de un disco bajo una transformacion de
Mdbius es otro disco.

Demostracion. La estrategia es demostrar esta propiedad para los elementos
del generador; si cada elemento del generador la tiene, PSL(2,C) la tiene.
Claramente las homotecias, traslaciones, y rotaciones tienen esta propiedad,
solo resta demostrala para la funcién z — _71 Sea (' el circulo descrito por la
ecuacion A(x?+y?)+ Bz +Cy = D, la imagen del punto finito (z,y) # (0,0)

bajo la funcién z — _71 es
22 4y a2 42 )

Sean
o y
T2t y? T2 y?
Noétese que
u? +0° = !
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y por lo tanto
—u v

u? + V2 u? + V2
Sustituyendo en la ecuacion del circulo se obtiene

1 —Uu )
Al —— B|—— C|—— | =D.
<u2+v2>+ (u2+v2>+ (u2+v2)

Dado que u? + v* # 0 la igualdad anterior es equivalente a

D(u* +v*) + Bu—Cv = A,

T

que es de nuevo la ecuacién de una circulo.

En esta demostracion se supuso que el circulo tiene radio finito y que no
pasa por el origen, la demostracioén para circulos de radio infinito o que pasan
por el origen es andloga. O]

Lema 0.6.12. St una transformacion de Mobius T fija los puntos 0, 1 e oo,
T es la funcion identidad.

Demostracion. Nuevamente consideramos 7' dada por (2.3). Notese que a no
puede ser 0, porque si lo fuera entonces g =T(0) =0, porloque b=0,y
entonces T = 0, contradiciendo la hipotesis.

Notese también que d no puede ser 0 porque si lo fuera como 7T(0) = 0 #
00, b = 0 (si b fuera distinto de 0, suponiendo d = 0 entonces T'(0) = o)
entonces T' = ¢ contradiciendo la hipotesis.

Como T fija al infinito, ¢ = T(co) = ooy ¢ = 0; como T fija al 0
b= T(0) =0y b=0; como T fija al 1 entonces a = d. Por tanto T es la
identidad. O]

Proposiciéon 0.6.13. Dados z1, 20,23 € C distintos existe una transforma-
cion de Mobius T tal que T(z) =0, T(z2) =1, y T(23) = 0.

Demostracion. Si ninguno de los puntos es 0o, la transformacion de Mobius
29— 23\ 2 — 2
T(z) = ( 2 3) 1
Z9 — 21 Z — Z3
cumple que T'(z1) =0, T'(z2) = 1, y T(23) = 0.

Si uno de los puntos es infinito, supéngase sin pérdida de generalidad que
es 2o, entonces la funcion

Z— 21

T(z) =

Z — Z3
cumple que T'(z1) =0, T'(22) =1, y T(23) = o0. .
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Proposicién 0.6.14. Dados z1, 29, 23 € C distintos entre si, y wq, we, w3 €
C distintos entre si, existe una unica transformacion de Mobius T tal que
T(Zl) = Wy, T('ZZ) = Wy, T<Z3) = Ws-

Demostracion. Existencia: Sean S, W transformaciones de Mobius tales que

S(z1) =0, S(z) =1, S(z3)= 00,
W(wy) =0, W(wy) =1, W(ws)= o0,

entonces la transformacion de Mdébius 7= W' o S cumple que T(z;) =
w; para ¢ = 1,2,3 y hemos probado existencia. Para mostrar la unicidad
supongamos que sean 17 y Tb transformaciones de Mobius tales que

51(2’1) = 52(21) = W;, 1= 1,2,3.

Entonces tanto W o T} 0 S~! como W o T, 05~ fijan a los puntos 0, 1, e oo.
Por lo tanto, por el Lema 2.1.12, se tiene

WoSioT'=WoSyoT™!
y por lo tanto Ty = Ts. O

Corolario 0.6.15. Si dos transformaciones de Mdbius coinciden en tres pun-
tos, son iguales.

Demostracion. Sean Ty, Ty € PSL(2,C) que coinciden en zy, 29, 23 € C dis-
tintos. Entonces Ty o T, * fija tres puntos distintos y por la Proposiciéon 2.1.14
es la identidad, entonces 17 = T5. O

Proposiciéon 0.6.16. Las transformaciones de Mobius actian transitiva-
mente en la familia de circulos de C, es decir, para cualesquiera circulos
Cy y Cy existe una transformacion de Mobius T tal que T(Cy) = Cs.

Demostracion. Sean aq,as,a3 € C4 distintos, by, by, b3 € C5y distintos. Sea
T € PSL(2,C) tal que

T(a1) =by, T(ag) =by, T(az) = bs.

Entonces T'(C}) es una circunferencia que contiene a by, by, y b3, como esta
circunferencia es tnica, T(Cy) = Cs. O
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0.6.4. Transformaciones que preservan H

Como nuestro interés es el semiplano superior, estudiaremos las transfor-
maciones de Mobius que lo preserven. Estas resultan ser aquellas transfor-
maciones de la forma (2.3) con a,b, ¢, d reales. El conjunto de dichas trans-
formaciones se denota por PSL(2,R).

Lema 0.6.17. Las transformaciones de Mdbius son homeomorfismos de C

en C.

Demostracion. La estrategia nuevamente es demostrarlo para los elementos
del generador, luego quedara demostrado para todas las transformaciones de
Mébius. Las homotecias, rotaciones y traslaciones son continuas en oo (por-
que si (z,) — oo entonces f(z,) — oo, donde f es una rotacion, traslacion
u homotecia) y ademéas claramente continuas en C. Ademas, la inversa de
una rotacioén es una rotacion, la de una homotecia una homotecia, y la de
una traslacion una traslacion; por tanto son estas funciones son_biyectivas y
continuas con inversa continua, por tanto homeomorfismos de C en C.

Sea ¢ la funcién z — =1. ¢ es una involucion (es su propia inversa). ¢ es
continua en 0 y en oo por que si (z,) — 0o entonces i(z,) — 0 = 1(c0); si
(zn) — 0 entonces i(z,) — oo = ¢(0). Claramente ¢ es continua en cualquier
otro punto en C. Por lo tanto ¢ es un homeomorfismo. Por tanto cualquier
transformacion de Mébius también lo es. O]

Proposiciéon 0.6.18. Una transformacion en PSL(2,C) preserva el semi-
plano superior si y solo si sus entradas son reales.

Demostracion. Sea T'€ PSL(2,R). Es facil ver que
T(R) =R,
donde R = R U {oo} es la recta real extendida. Por biyectividad
T(C\R)=T(C)\ T(R).
Usando T((A]) =Cy T(f{) = R obtenemos
T(C\R)=C\TR).
Se sigue que T(C — R) tiene dos componentes conexas,

H" = {2z € C|Im(z) >0}, y H ={ze C:Im(z) <0}.
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Como T es continua en C la imagen de HT (que es conexo) es un conjunto
conexo, entonces

TMH") CH" 6 TMH'Y) CH;
y lo mismo es cierto para T'(H™). Como ademas
C\R=TH )UT(H")
entonces o bien
T(HY) =H" obien T(H")=H".
Para ver que T(H") = H" notese que T'(i) € H' porque

(T — Im (az_+b> . ((ai+b)(—ci+d)> _ed—be 1o

= = >
ci+d 2+ d? 2+d?> 2+ d?
Por lo tanto T'(H™*) = H*.
Ahora probemos la implicacion inversa. Sea T' € PSL(2,C) dado por

(2.3) y supongamos que T preserva el semiplano superior H'. Mostraremos
que a, b, ¢,d son reales. Dado que T es un homeomorfismo

T(HY) = §(T(H")).

Dado que R = OH™ tenemos T(R) =R.

Sea T'(z) = ‘;j—ﬁ v sea z € R. Entonces

T(2) =T(z) =T(2) = T(2),

donde hemos usado que T'(z) € R. Se sigue que T y T coinciden a lo largo
de toda la recta real. En particular coinciden en tres punto distintos y de
acuerdo al Corolario 2.1.15 son iguales. Entonces

a=a, b=b, c=¢ d=d
a=—a, b=-b c¢=—¢ d=—d,

es decir, a,b,c,d son reales o son imaginarios puros. Si fueran imaginarios
puros entonces 1'(i) € H~, porque

ai+b\ (ai+0b)(ci—d)  ad—bc 1 _

ci+d)  EA+d® 2+ d? 2+ d?
Esto contradice que T'(H™) = H*. Por lo tanto, a,b,¢,d son reales, y T €
PSL(2,R). O

Im (7(i)) = Im 0.
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Proposiciéon 0.6.19. PSL(2,R) es generado por traslaciones por reales,
homotecias por un real positivo, y la transformacion z — ’71

Demostracion. Procedemos de manera similar a 2.1.10. Sea T' € PSL(2,R)
dado por (2.3). Si ¢ = 0 entonces T es de la forma z +— % = 47 4 2
Notemos que en este caso ad = 1y por lo tanto § > 0. Se sigue entonces que
T es la composicion de una homotecia por un real positivo y una traslacion.

Si ¢ # 0 entonces

Yez4+d)+b—2 ¢ b—% ¢ bc—ad a -1
T(Z): =4 =4+ — = — 4+ —
cz+d ¢c cz+d ¢ Ez4+ecd ¢ Az+cd

Asi T es la composicion de la funcion z +— _71, con homotecias por un real
positivo y traslaciones. O]

0.6.5. EIl grupo PSL(2,R) acttia transitivamente en la
familia de circulos ortogonales al eje real

Proposicion 0.6.20. Sea Cy un circulo ortogonal al eje real, y T € PSL(2,R),
entonces T(C) es un circulo ortogonal al eje real.

Demostracion. Es facil ver que homotecias y traslaciones reales tienen esta
propiedad. También es facil ver que la funcion z — ’71 tiene esta propiedad
para circulos ortogonales al eje real que no pasan por el origen, porque la
funcion es analitica en C\ {0}, por tanto conforme, y ademas preserva cir-
cunferencias y la recta real extendida. Para ver que la funcion z — _71 tiene
esta propiedad para circulos que pasan por el origen, sea C' un circulo con
la contiene al origen; entonces C' consta de todos los puntos x + iy tales que
(z—7)?+y* =r? 0lo que es lo mismo, 2 +y? — 2rz = 0. La funcion z — =
puede escribirse como x + iy — u + iv, donde

z Y
-, V= .
72 + 12 72 + 12

Entonces u? + v? = y sustituyendo y simplificando en la

1 _ —Uu
2120 T = wre
ecuacion anterior se obtiene u = %, que es la ecuacion de una recta vertical

en la nuevas coordenadas, es decir, un circulo ortogonal al eje real. O

De ahora en adelante denotaremos el conjunto de los puntos en el eje
imaginario positivo por iR ™.
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Lema 0.6.21. Para cualquier circunferencia C existe una transformacion
de Mébius T tal que T(C) = iR*.

Demostracion. Si C' es una recta vertical entonces existe una traslacion que
la transforma en iR™.

Si C' es una circunferencia de radio r y centro en zy entonces la traslacion
por —z( seguida de la homotecia por % transforma a C' en el circulo unitario.

Luego, la transformacion
1 1

2y Y2 V2
V2 V2

pertenece a PSL(2,R) y transforma al 1 en 0 y al —1 en oco. Por lo tanto
transforma el circulo unitario en iR*. La composicion de las tres funciones
transforma a C' en iR ™. O

Teorema 0.6.22. El grupo PSL(2,R) actia transitivamente en esta familia

de circulos ortogonales al eje real; es decir, si C1, Cy son circulos ortogonales
al eje real existe T € PSL(2,R) tal que T(Cy) = Cb.

Demostracion. Sean C; y Cy dos circulos ortogonales al eje real, y T} y Ts
tales que
Tl(Cl) = Z]R,Jr y TQ(CQ) = iR+,

entonces T, * o Ty cumple que T, ' o T (Cy) = C}. O]

0.7. Geodésicas e isometrias de H

0.7.1. Isometrias de H

En esta secciéon estudiaremos el grupo de isometrias de H. Trabajaremos
con nociones de geometria Riemanniana. Estas nociones se pueden consultar
en [3].

Recuerde que denotamos H al semiplano superior H* equipado con la
métrica Riemanniana

s  da? + dy?
dS — —2.
Y
Es decir, si u,v € T{,,)H entonces

(V) @) = u"G(w, y)v (24)
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donde hemos identificado T{, 4, H con R? y G(z,y) denota la matriz

a-(50). -

Dada una curva suave g : [tg,t;] — H se define su longitud por

/ V4G (), 9/(8) g0 dt

Dados dos puntos z1, 2o € H se define la distancia p entre ellos por

oS~

p(z1,22) = inf{L(g) : ges una curva que conecta z; con z}.

Esta definicion de distancia hace de (H, p) un espacio métrico.
Una curva g que conecta a 21 y 25 tal que

p(21, 22) = L(g)
se llama una geodésica que conecta a z; a zs.

Definicién 0.7.1. Una funcidon suave ¢ : H — H es llamada una isometria
st
p(z1,22) = plp(21), o(22))

para cualesquiera z1, 29 € H

Si ¢ : H— H es una funcién suave, y se cumple que

Do(x,y) " G(p(x,y)) Doz, y) = G(z,y) (26)

para todo (z,y) € H entonces, mediante el uso de la regla de la cadena,
puede mostrarse que para cualquier curva g que conecta a puntos 21,2, € H
se tiene

L(g) = L(¢(9))-

Por lo tanto p(z1, 22) = p(¢(z1), p(22)) ¥ ¢ es una isometria. Reciprocamente
puede mostrarse que toda isometria satisface (2.6) (ver [3]).
A continuacién identificamos algunas isometrias de H.

Teorema 0.7.2. Las funciones en PSL(2,R) y la funcion z — —Z son
1sometrias.
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Demostracion. Para las transformaciones 7(z) = z + xo, y 7(2) = —Z con
o € R se tiene

pien=(32). moen=( 1)

y estas matrices satisfacen (2.6).
Para una homotecia h(z) = kz con k € R™, se cumple

Dh(xyy)z(lg ,2)

y por lo tanto

Do(x,y)"G(p(z,y)) Dp(z,y) = Kk < W (1) ) =G(z,y).

(ky)?
Finalmente, la transformacion (z) = —1 se escribe como
(@)= (5 o
Lz, y) =
Y m2+y2’x2+y2
por lo cual
1 22—y 2xy
D e — .
L(.’L',y) (12 + yz)z < —2ZL‘y 132 - y2
Por otro lado (? 22
Tty 10
Gt == (0 1),
Un céalculo directo muestra que
1 10
T —
DL(:L'7y) DL(JZ,y) - (352+y2)2 ( 0 1 )

y por lo tanto se cumple (2.6) con ¢ = .
Como todas las funciones en su generador son isometrias, todas las trans-
formaciones en PSL(2,R) son isometrias. O

Proposicion 0.7.3. El grupo PSL(2,R) actia transitivamente en pares
equidistantes de puntos en H. Es decir, para cualesquiera dos pares de puntos
21, 22, 81, S2 € H tales que p(z1, 22) = p(s1, s9) existe T € PSL(2,R) tal que
T(z1) =51 y T(22) = so.



XLVI EL ESPACIO HIPERBOLICO

Demostracion. Sean C, y Cy los circulos ortogonales al eje real que pasan
por z1 y 29, S1 V So respectivamente. Por el Lema 2.1.21 existen T,, Ty €
PSL(2,R) tales que
T.(C.) =iRT y T,(C,) =iR"
respectivamente. Sean
T.(z1) =iwy, To(22) =ize, To(s1) =iy1, Te(s2) = iy2

con x1, %2, Y1, Y2 € R. Supbdngase sin pérdida de generalidad que
T2>T1 Y Y2 >
Sean h, y h, las homotecias por un factor de xil y yil respectivamente. Sean
Us=hsoTy, yv U,=h,oT,.

Notese que
Usz1) =1 y Us(sy) =1,

¥ que
U,(Cy) =iRY vy U.(C,)=iR".

Sea
Us(se) =ia y U,(z) =ib,

con a,b € R, noétese que a,b > 1. Como
p(i, ia) = p(i,ib),

y tanto a como b son mayores que 1, a = b, y entonces Us(sy) = U,(23). Por
lo tanto, U, o U, cumple que

UltoUlz) =5 v U 'olU.,z)=s,.

S



GEODESICAS E ISOMETRIAS XIVII

0.7.2. Las geodésicas de H

Proposicion 0.7.4. Si z; = iy1, 2z = iyy € iRT entonces existe una tiunica
geodésica de z1 a zy que estd contenida en el eje imaginario positivo.

Demostracion. Sea g : [t1,ts] — H tal que g(t1) = 21, g(t2) = 29 con g(t) =

91(t)+1iga(t) (g1, 92 funciones reales). Supondremos que y; < y2 y que go(t) >
0. Entonces

b
L(g) = / ) ————V ()% + go(t)? dt

b 1
= /a (lf)g2 t) dt (27)

92 (
t
- os (5565
92(t1)
<2
21
Entonces si g es tal que g1 = 0, la longitud de g es minima y g es una
geodésica.

Para ver que esta geodésica es tinica, notese que si g1(t) # 0 para alguna
t € [t1,ts] entonces ¢i(t) # 0 para alguna ¢t € [t1,ts], entonces L(g) >

| log(2)].

= |log

[

La idea de la prueba estd ilustrada en la Figura. 2.2.2

Teorema 0.7.5. Sea 21,20 € C, entonces existe una tinica geodésica entre
ellos y es el arco del circulo ortogonal al eje real que pasa por z1 y zo.

Demostracion. Existencia: Sea T € PSL(2,R) tal que T(z1),T(22) € iR*.
Por la proposicion anterior (Proposicion (2.2.4)), la recta ortogonal al eje real
que une T'(z; con T'(z3 es una geodésica; sea 7 esta geodésica. Por el teorema
2.2.2 T7!() es una geodésica que una a z; con zy; como PSL(2,R actta
transitivamente el circulos ortogonales al eje real, el arco de circunferencia
ortogonal al eje real que una a z; con 25 es una geodésica.

Unicidad Supoéngase que existen dos geodésicas distintas, v; y 72 que
unen a z; con zo, entonces T(v;) y T(72) son dos geodésicas distintas que

unen a T'(z;) con T'(z3), contradiciendo la Proposicion (2.2.4).
[

La Figura 2.2.2 muestra algunas geodésicas de H.
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Figura 9: Una trayectoria vertical (negro) y una trayectoria que no esta con-
tenida en una recta vertical (rojo).

Figura 10: Algunas geodésicas de H.

0.7.3. El grupo completo de isometrias
En esta seccion se demostrara que cualquier isometria de H es una trans-

formacion en PSL(2,R) o la composicion de una transformacion en PSL(2, R)
con la funcion z — —Zz. Para eso se necesitaran algunos lemas previos.

Lema 0.7.6. Para cualquier T € PSL(2,R) y cualesquiera z,w € H,

le—wlf  T() - Tw)]?
2Tn(=) Tm(w) 2T (7)) (T (w)) (28)
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Demostracion. Sea T dada por (2.3). Tenemos

Im(T(2)) = I (az + b)

cz+d
1
— 1
fez+d?
1 ) )
= Mlm (ac||z||* + adz + bez + bd) (29)
_ (ad — bc) Im(z)
ez + 4|2
Im(z)
|lez + d||?>

((az +b)(cz + d))

Entonces

b b
17 (z) = T(w)]] e — cueal”

2Im(7T'(2)) Im(T'(w)) T2 Im(z) Im(w)
_ Iltaz +b)(cw + d) — (aw + b)(cz + d)||?

llcz 4 d||?||cw + d||?

2Im(z) Im(w) (30)
_|l(ad = be)z — (ad — be)w|)?
B 2Im(z) Im(w)
Ce—wf?
2Tm(z) Im(w)"
O]
Lema 0.7.7. Para cualesquiera z,w € H se tiene que
cosh(p(z,w)) =1+ Mz —wl? (31)
’ 2Tm(z) Im(w)

donde p(z,w) denota la distancia hiperbdlica entre z y w.

Demostracion. Si z = i, w = ki con k > 1, podemos parametrizar la geodé-
sica que los conecta por

wt)=0, yt)=t, 1<t<k
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Por lo tanto, la longitud de dicha geodésica es

k (12 + ()2
k

_ / L (32)
Lt
= log(k).

Entonces

k+:  (k—1)? — kil|2
cosh(p(z,w)) = +k:( )+1_ i — kil

e e ——
2 2% 2 Tm (i) Tm(ki)

Si z,w € H entonces existe ' € PSL(2,R) tal que T(z) = i, T(w) = ki,
entonces,

cosh(p(z,w)) = cosh(p(i, ki)) = % + 1

Usando el Lema 2.2.6 concluimos (2.11). O

Estos lemas son las herramientas técnicas necesarias para caracterizar el
grupo de isometrias de H.

Lema 0.7.8. Si T es una isometria que fija a los elementos de iR entonces
T es la identidad o T es la funcion z — —Z.

Demostracion. Sea z € H y t > 0. Como T es una isometria p(it,z) =
p(it,T(z)) y por el Lema 2.2.6 tenemos
lit = T)*  _  llit — 2|
2Im(it) Im(7T'(z))  2Im(it) Im(z)

Sea z = x + iy, T(z) = a + ib, entonces

a?+(b—1t)? P4 (y—t)? oy a4 (y—t)?

b y b a@+t(b-_1)e

Como esta igualdad es cierta para todo t € R entonces

2 —t2
Y T W)

—= =1
b toooa?+ (b—1t)?
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Entonces y = b, y por lo tanto a = +=.
Por tanto, si z = x + iy entonces

T(z)=x+iy 6 T(z)=—x+iy.

Notese que si T'(zp) = 2o para alguna 2y € H entonces necesariamente 7'(z) =
z para cualquier otra z € H, porque de lo contrario o la funcién T no es
continua o no es inyectiva. Anélogamente, si T'(zg) = —Z para alguna z
entonces T'(z) = —Z Vz. O

Lema 0.7.9. Sea ¢ una isometria, entonces existe T € PSL(2,R) tal que
T o ¢ fija puntualmente al eje imaginario positivo.

Demostracion. Por la Proposicion 2.2.3 existe T € PSL(2,R) tal que
Tog@i)=i y Tod(2i)=2i

Dado que T o ¢(iR) es un circulo ortogonal al eje x, de lo anterior se sigue
que T o ¢(iR) = iR. Es decir,T o ¢ fija a iR como conjunto. Mostraremos
ahora que también lo fija puntualmente.

Usando nuevamente que T o ¢ es una isometria, entonces Vz € iR* se
cumple que

p(z,0) = p(Tod(2),7) v p(z,2) = p(T o ¢(z),2i).
Sea
p1=p(z1) y p2=p(z,2i),
si z € 1R entonces
i

Tog(z) = 6 Tog(z)=iexpp,
€Xp P1
y analogamente
9
Tod(z)=——— & Tod(z)=2iexpps
€Xp P2
donde hemos usado (2.12). y la tnica manera de que las dos condiciones se
cumplan es que T o ¢(z) = z, por lo tanto T o ¢(2) = 2z Vz € iR™. ]

Teorema 0.7.10. Si ¢ es una isometria de H entonces ¢ € PSL(2,R) o
pore PSL(2,R), donde r(z) = —Z.

Demostracion. Sea T € PSL(2,R) tal que T o ¢ fija puntualmente al eje
imaginario (T existe por el lema 2.2.9), entonces por el Lema 2.2.8, T' o ¢ es
la identidad o r. Si T o ¢ es la identidad entonces ¢ € PSL(2,R), si T o ¢ es
la funcion r entonces por =T-' € PSL(2,R). O
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0.8. Notas adicionales

0.8.1. Estructura de grupo

El espacio C tiene una estructura de grupo con la suma; en al caso de H
no es tan facil dar una estructura de grupo, pero es posible asociar a cada
punto una isometria; de manera similar a como en R™ a cada punto esta

naturalmente asociada la traslacion.
Sea ¢ : H — PSL(2,R) definida como

de+in) === (4 7). )

Es decir, o(x + iy)(z) = yz + x. Es facil ver que la imagen de ¢ es el grupo
de homotecias y traslaciones, y que ademas es inyectiva.

Definicién 0.8.1. Se define la operacion binaria x : H x H — H como
(z +1iy) * (a +1b) = ¢~ (¢ (z +iy)p(a +ib)).

Lema 0.8.2. La operacidn x estd bien definida, es decir o (x+iy)p(a+ib) €

Im(y).
Demostracion.
) . T b a b ya+x
o (z + iy)pla+ ib) = (g 1) (0 1) = <yo e ) S (34)
Como y,b>0yb> 0,y ¢ (z+iy)p(a+ib) € Im(p) O

A partir de la prueba obtenemos la siguiente expresiéon para la multipli-
cacion en H
(2 + i) * (a +ib) = (ya + ) +i(yb). (35)

Observacion 0.8.3. (H, x) es un grupo.

Demostracion. En general, cuando existe una funcion biyectiva de un conjun-
to a un grupo, el conjunto hereda la estructura de grupo. Aqui demostraremos
un caso particular.

e x es asociativo porque

(21 % 22) x 23 = © ' (p(21)@(22)p(23)) = 21 * (22 % 23).
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e 7 es el elemento neutro porque
zxi = (p(2)p(i)) = 07 (p(2)Id) = z;
analogamente, ¢ x z = 2.
° (—% + 2%) es el inverso de (z + iy) porque

(fr+iy)*(—§+i§) = ¢ (w(rcﬂy)w(—;_ﬂg))

En conclusion, H es isomorfo al grupo de traslaciones y homotecias.

0.8.2. Algebra de Lie

El grupo de isometrias de H es un grupo de Lie (un grupo con estructura
de variedad diferenciable). El espacio tangente a la identidad de un grupo de
Lie es llamado el Algebra de Lie, denotado g. En esta seccién mostraremos
que el Algebra de Lie de SL(2,R) es el espacio de matrices con traza cero.

Proposicién 0.8.4. Sea B es una matriz de n X n de traza cero, entonces
exp(Bt) tiene determinante 1.

Demostracion. Sean \; los eigenvalores de B tomados con multiplicidad y
posiblemente complejos. De la ecuacion

exp(Br) = 3 LB (36)

n!
n=0

se sigue que los eigenvalores de exp(Bt) son

auft) = 3 P = o 37
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Luego el determinante de exp(Bt) es

det(exp(Bt)) HO" t) = et = 0 =1, (38)

[]

Lema 0.8.5. El 1 es un valor regular de la funcion det : GL(2,R) - R, y
SL(2,R) es una subvariedad de dimension 3 de GL(2,R).

Demostracion. Sea A € det™'(1), sea v : R — GL(2,R) definida como
7(t) = tA, entonces det(y(t)) = t3det(A) y

ot = 2tdet(A) = %det(fy(t)) = Ddet., (Y (1)), (39)

O

o = idet( (t)]t=1 = Ddeta(A) (40)
dt ’

por tanto Ddets es suprayectiva, y por el teorema de la sumersion (Véase
[5]) 1 es un valor regular, y SL(2,R) = det™'(1) es una subvariedad de
codimension 1 y dimension 3.

Proposicion 0.8.6. El Algebra de Lie de SL(2,R) es el espacio de matrices
de 2 X 2 con traza cero.

Demostracion. Sea B una matriz de 2 X 2 con traza cero y sea yg(t) =
exp(Bt), por el Lema 2.3.4, v5(t) : R — SL(2,R), y ademéas ~5(0) = Id.
Por tanto 45(0) € g, como 45(0) = B, se(2,R) C g, donde se¢(2, R) denota
el espacio de matrices con traza cero.

Como SL(2,R)) es una subvariedad de dimension 3, su éalgebra de Lie
tiene dimension 3, como g tiene dimension 3, se(2,R) =g O

0.9. Otros modelos para el plano hiperbélico y
el espacio hiperbélico de dimension 3

El semiplano superior H es una variedad Riemanniana de dimension 2
y curvatura constante —1 del llamado plano hiperbdlico. Este espacio se



OTROS MODELOS Y DIMENSION 3 LV

puede caracterizar como una variedad de curvatura seccional constante —1
de dimension 2 completa, conexa y simplemente conexa. Cualquier variedad
con estas propiedades en un modelo del plano hiperbolico y es isométrico a
H. Otro modelo usado frecuentemente es el disco de Poincaré-Beltrami del
que hablaremos a continuacion.

0.9.1. El disco de Poincaré-Beltrami

Denotemos por
D= {(u,v) € R* : v* +v* < 1}

y consideremos la funcion f: D — H definida como

f(u,v):( —2v 1—u?—? ) (11)

1+u2+v2—2u 1+u2+0v2—2u

Es facil ver que la condicién u? +v? < 1 implica que

1—u?—0?

>0
14+ u?2 +0v2 —2u

por lo que realmente la imagen de f esta contenida en H. La misma condicién
implica que el denominador en las expresiones anteriores no se anula por lo
que f esta bien definida. De hecho se tiene el siguiente lema.

Lema 0.9.1. La funcion f es un difeomorfismo entre D y H.

Demostracion. Un calculo directo muestra que f es invertible con inversa:

_ —1+ 2% + 92 —2x
1
T,y) = ) . 42
f (=) (m2+(1+y)2 22 + (1 + y)? (42)
Puede verse que tanto f como f~! son suaves.

O

Dado que f es un difeomorfismo, induce una métrica en D. La expresion
de la métrica en estas coordenadas estd contenida en el siguiente lema.

Lema 0.9.2. La métrica inducida en D por f dada por (2.21) en las coor-
denadas (u,v) es
du® + dv*

ds? =4—— T
T e — 1)

(43)
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Demostracion. Tenemos

—2v 1 —u?—?
_ — 44
. 1+u?2+0v2—2u’ Y 1+ u?+0v2—2u’ (44)
por lo cual
do(u —1 —2(1 2 _ 2 -2
dr = v(u—1) du + (Lt+uw —v u) dv,
(1 4+ u? +v2 — 2u)? (1 4+ u? +v2 —2u)?
2(1 20?22 4o(u — 1
dy = (1+u” —v w du + v{u—1) dv.
(14 u? + v — 2u)? (1+u?+v? —2u)?
Entonces Wi+ do?
d$2+dy2 — ( u® +av ) )
(1+u? 4 v? — 2u)?
Por lo tanto
de? +dy* du®+dv®
Y2 - (UQ L2 — 1)2’
v la expresion de la izquierda es la métrica en H. O

La figura 2.4.1 es un grabado de M.C. Escher, completado en 1959, que
muestra la geometria del disco de Poincaré.

Es natural utilizar coordenadas polares en D. Para esto serad necesario
considerar la distancia hiperbdlica de un punto arbitrario (u,v) € D al (0, 0).
Denotamos dicha distancia por r. Notemos que como f es una isometria

r=p((z,9),(0,1))

donde (z,y) estan dados por (2.24) y hemos usado que f(0,0) = (0,1). En
la expresion anterior p denota la distancia riemanniana en H. Usando (2.11)

tenemos
P4y 41

cosh(r) = cosh(p((z,y), (0,1))) %

En vista de (2.24) tenemos

(45)

14w+
ol — w2 — 2

cosh(r)

De lo anterior se deduce que
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Figura 11: El grabado “Limite Circular 3"de Escher, una teselacion del disco
de Poincaré por peces isométricos.

En base a los célculos anteriores, podemos usar coordenadas polares (7, 6) en
D definidas como

u = tanh (g) cos b, v = tanh (g) sin 6, r>0,60¢€(0,2r). (46)

Las lineas coordenadas definidas por (r,6) son las mismas que con las coor-
denadas polares usuales como lo ilustra la Figura 2.4.1. Las curvas 6 = cte
son lineas rectas que pasan por el origen y las curvas y r = cte son circulos
centrados en el origen.

Teorema 0.9.3. La métrica hiperbolica en las coordenadas polares (r,0) se
escribe como
ds? = dr? + sinh®(r)d6?. (47)

Demostracion. A partir de (2.26) tenemos

Ju Ju 1 9, T , r
du = Edr + %dH =3 cos(f)sech (§)dr — sin(6) tanh(é)dﬁ
v ov 1. 9, T T
dv = gdr + %de =5 sin(f)sech (é)dr + cos(0) tanh(ﬁ)dt?,
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. G=cte

__.l'

DO
¥

r=cte

Figura 12: Curvas 6 = cte y r = cte.

luego
du® + dv?
(u? +v2—1)2
sech*(%)dr? + tanh®(%)d6?
sech4(§)
=dr* +4 coshz(g) sinh2(g)d92
= dr* + sinh?(r)d6§>.

ds® =

0.9.2. El espacio hiperbdlico de dimensién 3

El semiplano de Poincaré admite la siguiente generalizaciéon de tres di-
mensiones. Definimos al espacio H?> como

H? = {(z,y,2) € R® : 2> 0}
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equipado con la métrica

o dr® +dy? +dz2?
— © ,

ds (48)

Este es un modelo para el espacio hiperbolico de dimension 3 caracterizado
intrinsecamente como la variedad riemanniana tres dimensional de curvatura
constante —1 completa, conexa y simplemente conexa.

La version tridimensional del disco de Poincaré-Beltrami es la bola

D? = {(u,v,w) € R® : v* +v* +w? < 1}
equipada con la métrica

o A(du® 4 dv® + dw?)

ds® = (2w 1) (49)

Los modelos H® y D? son isométricos. La isometria entre ambos esta
definida por las relaciones

—2v
€T =
14+ u? 402+ w?—2u’
B —2w (50)
y= 14+ u2 4+ 02+ w2 —2u’

1—u?— v —w?

1+ u?+ 02+ w?—2u

En analogia con el tratamiento que se hizo para el disco de Poincaré-
Beltrami, es posible introducir coordenadas esféricas en D3. Si denotamos
por r la distancia del punto (u,v,w) € D3 al (0,0,0) € D? tenemos

u = tanh (g) sinpcosf, v =tanh <g> sin p sin 6,

] (51)
w:tanh<§>cosgp, r>0 0<60<2m 0<p<m.

La expresion para la métrica en estas coordenadas es

ds® = dr? + sinh?(r)(sin? pd6* + dip?). (52)
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La particula libre en H

Considérese una particula en H, con posicion y velocidad inicial dadas y
sin la acciéon de fuerzas externas. El problema que nos planteamos ahora es el
de analizar la dinamica de esa particula. A cada trayectoria v esta asociada
una energia dada por el funcional

T—l s 2. dt 53
~ 5 h/()v(t) ) (53)
t1

donde
Y = A/ D)

Como consecuencia del principio de minima accion, la particula seguira la
trayectoria que sea un punto critico de la energia, es decir, el funcional. En
nuestro caso .

N2 2 .2

Y150 = ?(JC +9°)

y por lo tanto la trayectoria 7 satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange (ver
por ejemplo [1]) para el lagrangiano

L= L(332 + 7). (54)
292

Asociada con la estructura de grupo descrita en la secciéon 2.3.1, el sistema
tiene una simetria respecto a la acciéon de H en si mismo. En la primera
seccion se introduce el sistema reducido, se hace una interpretacion y se

resuelve dicho sistema.
En la segunda seccion se resuelve el sistema completo de ecuaciones para
una particula con condicién inicial arbitraria y velocidad inicial de norma 1.
La tercera seccion introduce el teorema de Noether, que afirma que si un
lagrangiano admite una simetria entonces existe una cantidad conservada.

LXI
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Este resultado es una generalizacion de la conservacion del momento para
lagrangianos invariantes por traslaciones, y el momento angular en lagran-
gianos invariantes por rotaciones. A partir de la formulacién del Teorema de
Noether para grupos uniparamétricos de simetrias para lagrangianos en R",
se demuestra una version intrinseca para grupos de simetria generales y para
lagrangianos en variedades riemannianas generales. A partir de esto calcula-
mos las integrales de movimiento para el problema de la particula libre en
H.

La cuarta seccion trata de una particula libre en variedades riemannia-
nas en general, y demuestra que las trayectorias que sigue la particula libre
son geodésicas, generalizando la situacion encontrada en las primeras dos
secciones.

0.10. Ecuaciones reducidas y su soluciéon

Usando las ecuaciones de Euler-Lagrange para el lagrangiano dado por la
Ecuacion (3.2) se obtiene

—— =0 55
dt 12 (55)
y d . . 2 . 2
dy __@+9) (56)
dt y? y3
Para la soluciéon del sistema introducimos las variables
T Y
u=-, v=-=. a7
; ) (57)
Sustituyendo en la Ecuacién (3.3) se obtiene
du 2 . . )
0= dity —?(Z/U —uy) = —E(UU —u),
entonces
U= uv. (58)

De manera similar, sustituyendo en la ecuacion (3.4) se obtiene

209, o 2 . 2, 5 .
—(u”"+v7) = —<(yv—vy)=—(v"—v
;¢ )= 5 )=, =7
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y entonces
U= —u’. (59)
El sistema resultante es

U=uv, U=—u’. (60)

Antes de resolver el sistema analizaremos cualitativamente las soluciones.
La Figura 3.1 ilustra la dindmica en el plano u,v.

v

-~

1
NI

'y

L
=

Figura 13: Plano fase u, v.

Respecto a la figura, nétense los siguientes puntos:

e La expresion u? + v? es constante, porque
d
%(u2 +0?) = 2(ui + vi) = 2(w? — ww?) = 0, (61)
por lo tanto
u? +v? =c? (62)
para alguna constante ¢ € R; y las soluciones estan contenidas en
circulos de radio c. Esta es la conservaciéon de la energia escrita en el

espacio reducido. Notar que la energia coincide con el cuadrado de la
norma hiperboélica de la velocidad de la particula.
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e Los puntos donde u = 0 son puntos de equilibrio, por lo tanto los puntos
en la recta vertical son puntos de equilibrio.

e Como u es una funcion real © = —u? < 0, por lo tanto los puntos (0,v)
son atractores st v < 0 y repulsores st v > 0.

Los puntos (0,v) corresponden a trayectorias contenidas en lineas verti-
cales, recorridas hacia arriba si v = £ > 0 y hacia abajo si v = % < 0. Del
analisis anterior se puede concluir que hay soluciones contenidas en lineas
verticales, y éstas son “estables” si se recorren hacia abajo, e inestables si se
recorren hacia arriba.

Para resolver el sistema, consideraremos la trayectoria en el conjunto
de energia constante c¢. Usando la Ecuacion (3.10), la Ecuacion (3.7) puede

reescribirse como
b=~ (63)

cuya solucion es
v = —ctanh(ct + k) (64)

cuando u # 0.
A partir de la conservacion de la energia tenemos u? = ¢* — v? y por lo
tanto
u = £csech(ct + k). (65)

Todo el andlisis anterior es vélido suponiendo que u(0) # 0. Si u(0) = 0
entonces u(t) = 0 para todo t y v es constante.

0.11. Solucién explicita a las ecuaciones de re-
construcciéon

En esta seccion encontraremos la solucion explicita de las ecuaciones (3.3)
y (3.4) para condiciones iniciales para las cuales la norma hiperbdlica del
vector velocidad (#(0),(0)) vale 1.

Poniendo ¢ =1 en (3.12) y (3.13) tenemos

v = —tanh(t + k), u = £ sech(t + k), (66)
Regresando a las variables = e y, la ecuacién para y se vuelve

y = vy = — tanh(t + k)y, (67)
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cuya solucion es

y = ky cosh(k)sech(t + k). (68)
La ecuacién para x se vuelve
& = uy = %k, cosh(k)sech?(t + k), (69)
cuya solucion es
x = ko + ki cosh(k) tanh(t + k), (70)
tomando el signo + en la Ecuacion (3.17) o
x = kg — kq cosh(k) tanh(t + k). (71)
tomando el signo —. Todo esto suponiendo u # 0; si u = 0 entonces la
ecuacion para y es
Yy = cy, (72)

cuya solucion es y = ke, y x = 0. Notese que la trayectoria (z,y) descri-
be geodésicas; éste el caso general de una particula libre en una variedad
riemanniana, como se vera mas adelante.

Ahora elegiremos las constantes de integracion para satisfacer las condi-
ciones iniciales

z(0) =0, y(0)=1, z(0)=—sin(d), 9(0)= cos(h). (73)

Notese que 6 es el angulo que forma la velocidad inicial con la recta vertical,
como lo muestra la figura (3.2). Ademas, las condiciones iniciales (Ecuacion
(3.21)) satisfacen que

#(0)* +9(0)* =1, (74)

Por tanto, las Ecuaciones (3.16) y (3.18) se vuelven
y = cosh(k)sech(t + k), (75)
x = ko + cosh(k) tanh(t + k). (76)

Por otro lado, la ecuacion (3.14) se vuelve

tanh(k) = v(0) =

< |

(0) = cos(h), (77)

por lo que
k = —tanh™*(cos(f)). (78)
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Figura 14: Angula medida desde 1a recta vertical.

Nuestra ahjetiva aliora es simplificar esta expresion, v para esa conviene
expresar algunas funciones hiperhdlicas de & en términos de 6:

entonces

secli®(k) = 1

par atra lada

par la que

tanh(k) = cos(6), (79)

cos?(0) + 1 = sin*(6), (80)

- @ &
cos(6), (82)
cos(f) 29

|sin(0)]
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Luego,
cosh(k
y(t) = o
cosh(t + k)
1
_ [Sm(@)]
cosh(t) cosh(k) + sinh(¢) sinh(k)
1
_ S (0)]
cosh(t) ey — sinh(?) cos(h)
(9)| sin(0)]
y

f - 1
ylt) = cosh(t) — cos(#) sinh(¢)

Para obtener una expresion para x, notese que

0 = 2(0) = kg + cosh(k) tanh(k) = ky — @%Eg;’,
por tanto
b — cos(f)
S [sin(O)
luego
cos tanh(t + &
M =@ T |siI(1(0)| )

(0)
(0)
(9) tanh(t) + tanh(k)
| sm(9)| | sin(#)|(1 + tanh(¢) tanh(k))
)
in(6)
0)(

tanh(t) — cos(0)
\ | sin(6)|(1 — tanh(t) cos(h))
1 — tanh(t) cos(#)) + tanh(t) — cos(6)

|sin(f)](1 — tanh() cos(#))

~ —tanh(t) cos®(6) 4 tanh(t)

| sin(#)|(1 — tanh(t) cos(0))

sin?(0) tanh(t)
| sin(6)|(1 + tanh(t) cos(6))
__ sin(6) tanh()
1 — tanh(t) cos(0)

_ sin(#) sinh(¢)

— cosh(t) + sinh(¢) cos(6)

LXVII

(88)
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La solucién es entonces

sin(0) sinh(?) L
I@) - COSh(t) + sinh(t) COS(@) y(t) - COSh(t) — COS(@) sinh(t). (

89)

Dado que H define una simetria del problema, su accion en si misma de-
fine transformaciones que envian soluciones en soluciones. Asi, usando (2.15)
tenemos que si (zg, yo) € H entonces

(Z(t), 5(t) = (Yo (t) + 2o, yoy(t))

es una solucién que satisface

(#(0),5(0)) = (0, %0)-

Un célculo directo muestra que

(2(0), 7(0)) = (—yo sin 6, yo cos ).

0.12. Cantidades conservadas

Sea M una variedad Riemanniana y L : T'M — R un lagrangiano. Sea G
un grupo de Lie que actiia en M, denotamos la accion de G como

U:GxM— M, U(g,q) =9-q.
Definicién 0.12.1. El Lagrangiano es invariante bajo la accion de G si

L(Dg(q) -v,9-q) = L(v.q)
para todo v € T,M, g € M.

Lema 0.12.2. 57 L es el Lagrangiano dado por la energia cinética rieman-

niana, es decir,

1 1

L(v,q) = §\U|2 = égij(Q)Uin: (90)

entonces el grupo de transformaciones que preservan L es el grupo de isome-
trias de M.
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Demostracion. <) Si f es una isometria entonces

L(v,q) = [v|2 = |Df(q) - v3y = L(Df(q) - v, f(q)). (91)

=) Si f es una funcion que preserva el Lagrangiano, entonces la aplicacion
lineal Df(q) = Ty;M — Ty M preserva la norma de los vectores, por tanto

1
(v, w)g = 5 (Jv + wly = [vlg = [wlg)

= SUDF(@) - (v +w) ~ D) o}~ 1Df(g) -wf?) (92
= (Df(q) - v, Df(q) - w)s(q),
y f es una isometria. ]

Lema 0.12.3. Si L es un Lagrangiano de la forma L(p,v) = 3|v|2 — U(p),
U: M — R, y es invariante bajo la accion de G entonces G es un subgrupo
del grupo de isometrias.

Demostracion. Sea g € G, como L(v,q) = L(Dg(q) - v,g - q) para todo v €
T,M, en particular si v = 0 obtenemos U(q) = U(g - q), luego |v|, = |Dg(q) -
U|g.q» ¥ POr un razonamiento similar al lema anterior, Dg es una aplicacion
que preserva el producto escalar, por tanto g actiia como isometria. O]

Partiremos del teorema de Noether en R™ ([1]) que dice lo siguiente:

Teorema 0.12.4. Sea L(q,q) un lagrangiano en R™, y h® un grupo unipa-
ramétrico que preserva L, entonces la cantidad

8_L dh®q

94 dt |s=0 (93)

es constante a lo largo de soluciones.

Definicién 0.12.5. Sea g el dlgebra de Lie de G. Para cada & € g se define
el generador infinitesimal de la accion &y, que es un campo vectorial sobre

M como dexp(Es) - )
_ d(exp(&s) - q
gM(Q) - dS 0 .
Teorema 0.12.6. Sea L un Lagrangiano dado por L(v,q) = 3|v]2 — Ulq),
donde U : M — R, entonces la cantidad (¢,&0(q)), es constante a lo largo
de las trayectorias.
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Demostracion. En coordenadas locales escribimos:
q=(q In) V=" 0 4+ 4w
== ].7 AR ] nj)» == 1_ te n_a
a(h aQn
y el Lagrangiano como

La,0) = 5 O gulaue; — Ula),

ij=1
o de manera equivalente como
1
L(g,v) = 5(v,v)q = Ula)-
Consideremos ¢ € g fijo. Podemos definir un grupo uniparamétrico de
transformaciones
YS i M — M

por

U5 (q) = exp(s€) - ¢.
Dado que

{exp(s§) : s € R}
es un subgrupo uniparamétrico de G, se sigue que las transformaciones 4§ de-
jan invariante a L. Por lo tanto, las hipotesis del Teorema (3.3.4) se cumplen
y obtenemos que la cantidad

—~ OL d(¢§(9))z

o0 (g,v) 0

Ie(q,v) ==

i=1 s=0
es constante a lo largo de las soluciones de las ecuaciones de Lagrange.

Esta expresion se puede interpretar de forma intrinseca notando que

n

oL
0. Z 9i(q)v;

j=1

y que el campo vectorial &), admite la expresion local

_di(e)i] 0 d(i(q):|
Sulq) = ds o0 8_(]1 Tt ds w0 0n

Asi obtenemos

Ie(q,0) = ) 9i5(@)v; (6a1(0))s = (v,€a1(a))-

ij=1
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0.12.1. El espacio hiperbélico

A continuacion se explorara el caso de las cantidades conservadas en la
particula libre en el plano hiperbélico.

El algebra de Lie de este grupo de Lie PSL(2, R) es el espacio de matrices
de 2 X 2 con traza 0, generado por

1 1

Para &, .
e = (%), (95)

v exp(&;) actua mediante

exp(§i)(z) = — =z (96)

Luego
d d

—e’z=¢€"2 y —l|s=0e’z =2

ds ds
Entonces, si la posicion de una particula esta dada por x + iy,

i ) (5 :xa'c—i—yy
y2(( ) (2,9)) /2

(97)

es constante a lo largo de la trayectoria.
Para &3, notese que &2 = 0, entonces la exp(&3) = Id + &3 por tanto

i) = (3 7). (98)

y exp(&3) actua mediante

exp(&3s)(z) = z + s. (99)
Luego
d
s - z+s=1.
Entonces 1 i
—((1,0)-(#,9) = = (100)
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es constante a lo largo de la trayectoria.

Para &,
~ (cos(3) —sin
exp(&28) = (Sin(g) cos(

?), (101)

(
S
2
y exp(&ss) actiia mediante

)
1

cos(5)z — sin(

o= 6
exp(Ezs) - 2 sin(3)z + cos(

(102)

Mo [N

Luego
22 +1

AN
) N 2(cos(5) +sin(5)2)?

)

)

Entonces, omitiendo un signo menos sin importancia, concluimos que

(i(wd)z—ﬂm

ds )z + cos(

N|® (M|

ds

Por lo tanto

2 —y? + 1+ i(2xy)
5 :

ci(wﬂ)z—ﬂﬂ?

a4 b
ds \sin(3)z +cos(3) /|,_,

1
y?

i(a? =y + 1) + 2zyy
y2

((2* —y* +1,22y) - (&,9)) = (103)

es constante a lo largo de la trayectoria.

0.13. La particula libre en variedades rieman-
nianas

El problema de la particula libre puede plantearse en una variedad rie-
manniana cualquiera de la siguiente forma: considérese una particula en una
variedad riemanniana con energia cinética K = %]q'(t)\g(t) donde la posicion
estd dada en cada punto por p(t), y no acttia ninguna fuerza externa. Enton-
ces el lagrangiano estd dado por L = %|cj(t)\§(t).

Definiciéon 0.13.1. Sea M wuna variedad riemanniana. Sean (q',...,q")
coordenadas locales y sea

9:(q) dg* ® d¢’
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la representacidon de la métrica en estas coordenadas. Una curva q : (to,t1) —
M se llama una geodésica si cumple que

§' = -Ty(0)d'd, (104)
donde las funciones I‘éj son llamados simbolos de Christoffel y estdn dados
por

1 Ogji  Ogu  0q"
If=—g" (=2 - — : 105
i =~ 39 (Gq’ + ¢y Ox (105)

En la formula anterior hemos se ha utilizado la notacion de Einstein de suma
sobre indices repetidos y g™ (q) es la matriz inversa de g;;(q).

En el resto de esta seccidn se continuara utilizando la notacién de Einstein.

Observacion 0.13.2. En el libro de Lee [3] se demuestra que las geodésicas
ast definidas son puntos criticos del funcional distancia. Por lo anterior, las
curvas que sean geodésicas con la nocion introducida al principio del capitulo
por lo que localmente esta definicion coincide con la nocion de geodésicas
introducidas al principio del capitulo 2.

Teorema 0.13.3. La particula libre en variedades riemannianas sigue geo-
désicas de acuerdo a la Definicion 3.4.1.

Demostracion. Sea (tg,t1) C Ry q: (to,t1) — M, entonces el lagrangiano
esta dado por

1 g
L= §9ij(a)q q.
Luego
oL B P
8_q'j = 0i;9
y
Ak o5a9k49
dq 2 dq

Por consiguiente
pr (aq'k> =gy (ow) + 9wl = 5 704"+ 9w
La ecuaciéon de Lagrange resultante es

o 09 . 109i5
; "Z_|_ '.] i ] i .]’
gid + 5 500 = 5501
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o equivalentemente

o = lagij _ 9gik G
t 20qk  Og '

Multiplicando por la matriz inversa g*' resulta

. 199 0gik\ . .
ql:gkl L glj_ gl.c i
2 dq o¢’

09y 00k \ . .;
kl [ Iy oIt 1]
<aqk g > T

99i; _ 9gik _ Gir. \ . .
o og og )17

09y 0gik 0Gik \ .;.:
kl i Yy By
g <8qk oy ¢ ) T

N = N = N =
N Q
=
VR

donde en el dltimo paso se renombraron indices mudos. Notese que esta
ecuacion recupera la definicion de simbolos de Christoffel de la Ecuaciéon
(3.53), y por tanto la Ecuacion (3.52) para la geodésica. Por lo tanto la
particula libre sigue geodésicas. O



El Problema de Kepler en H

Este capitulo trata de la dinamica de una particula sujeta a un potencial
central gravitacional hiperboélico; se puede pensar como la dindmica de un
sistema solar en el espacio hiperbolico.

La primera seccién introduce herramientas técnicas necesarias para el es-
tudio del problema: éstas son el disco de Poincaré-Beltrami y las coordenadas
polares. Esta aceptado [6] que las coordenadas polares son de gran utilidad en
el problema de Kepler. El lagrangiano en el problema de Kepler es invariante
por rotaciones y reflexiones, y una ventaja del disco de Poincaré-Beltrami
y las coordenadas polares es que estas funciones tienen una expresiéon mas
sencilla.

La segunda seccion plantea formalmente el problema de Kepler en el es-
pacio hiperbolico. Se empieza con el problema real en 3 dimensiones, y se
determina el potencial gravitacional, de manera que sea una funcion radial
que resulte en un flujo constante a través de esferas hiperbolicas. Después
se demuestra que el movimiento esta restringido a un espacio hiperbdlico
bidimensional, justificando estudiar ese potencial en el espacio de dos di-
mensiones. Por dltimo se plantean las ecuaciones de Euler-Lagrange en este
espacio.

La tercera seccion trata de la segunda ley de Kepler en el espacio hiper-
bolico. Por la invariancia del potencial por rotaciones, existe una cantidad
conservada, llamada "momento angular"por analogia con el momento angu-
lar hiperbolico, y como consecuencia de la conservacion del momento angular
se tiene la segunda ley de Kepler. La segunda ley de Kepler hiperbélica es
distinta de la Euclidiana en que la segunda afirma que la derivada del area ba-
rrida es constante, mientras que la primera se refiere a un factor no constante
de ésta.

La cuarta seccién usa la conservacion del momento angular para reducir
el problema a un campo conservativo unidimensional. Fn general, cuando

LXXV
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existe una cantidad conservada, es posible reducir un problema de n variables
a uno de n — 1 variables. Posteriormente se hace un analisis cualitativo de
las soluciones.

La quinta seccion deduce formulas explicitas para el radio, el angulo y
el tiempo. Usando estas formulas se deduce que las trayectorias son conicas
hiperbdélicas, es decir, se cumple la primera ley de Kepler. Usando las férmulas
también se demuestra la propiedad de Bertrand, es decir, que todas las érbitas
acotadas son cerradas.

Por tultimo se mencionan unos puntos méas respecto al problema. Las
secciones anteriores suponen que la posicion y la velocidad no son colineales,
en esta seccidn se trata el caso en que lo son, lo cual equivale a que el momento
angular sea 0. Se menciona el problema de Kepler en el espacio esférico, con
la motivacion de estudiar el problema en un espacio de curvatura constante
positiva tras haberlo estudiado en espacios de curvatura constante negativa
y 0. Por tltimo se analiza la tercera ley de Kepler, y por qué no es valida en
el espacio hiperboélico.

La dltima seccion menciona algunos aspectos del problema de los dos
cuerpos. Primero se deducen las ecuaciones de movimiento, las simetrias y
las cantidades conservadas. Después se discuten brevemente los equilibrios
relativos, que son soluciones en que la distancia entre los cuerpos se mantiene
constante.

0.14. Ecuaciones de movimiento del problema
de Kepler

El problema de Kepler en H consiste en el movimiento de una particula
cuya energia cinética estd dada por la métrica hiperbdlica y sobre el cual
actia una fuerza gravitatoria debida al potencial

U(r) = —kcoth(r).

donde r es la distancia al potencial. En el apéndice A se explica que la
dependencia del potencial como la cotangente hiperbodlica es la generaliza-
cion natural del caso euclidiano. En el apéndice B se demuestra que nuestro
tratamiento del problema en el espacio bidimensional H es suficiente para
comprender la dinamica del problema de Kepler en H3.
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De acuerdo a la expresion para la métrica hiperbdlica en coordenadas
polares dada en (2.27) tenemos que el Lagrangiano del problema es

L(r,7,0,0) = L 4 sinh2(1)62) + keoth(r). 106
2

Las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes son

d, . 2 )\
%(smh (r)d) =0, (107)
y
i* = cosh(r) sinh(r)§? — kesch?(r). (108)

Notamos que la primera ecuaciéon es en realidad una ley de conservacion.
Esta ley es debida a que el Lagrangiano no depende explicitamente de 6. Es
decir, es invariante bajo rotaciones. En analogia con el caso euclidiano, la
cantidad conservada es llamada momento angular y la denotaremos por

M = sinh?(r)0. (109)

0.15. Segunda ley de Kepler en H

Al ser H una variedad riemanniana de dimensién 2, ésta hereda una forma
de area de la métrica. Esta forma de area esta caracterizada como la tinica
con la propiedad de que el adrea determinada por el paralelogramo formado
por dos vectores ortonormales es 1. Puede verse que en coordenadas polares
esta forma de area estd dada por

dA = sinh(r) dr A d6.

Para nuestros propoésitos sera necesario considerar otra forma de area en H.
Definimos

dp = cosh(r) dA. (110)

Mostraremos que una version de la segunda ley de Kepler es valida en H
respecto de las areas medidas con dp.
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0.15.1. La segunda ley de Kepler

Sea (r(t),6(t)) una salucién al prahlema de Kepler, (to,t1) un intervala
de tiempa en el que r v 6 san mandtanas. Sean ro = r(tg), 6y = 0(ty). Para
t € (to,t1) se define la region

St)y={(r,0) eD : 0<r<r(r), 0 =0(1), 7€ [to,t]}

que se ilustra en la figura. Definimaos el area A(t) de esta regiém calculada

r(t)

S(t)

(1)

Figura 15: Definicién de la regién S(¢).

can respecta a la forma de area du

A() = /S L

Alara si pademas formular la version de la segunda lex de Kepler que es
vilida en el espacia liiperhélica.

Teorema 0.15.1. A lo largo de las soluciones se cumple que % £s constante.

o) pr(t)
/ du —/ / cosh(r) sinh(r) dr df
S(t) 6o 0
1 o(t)
= 5/ sinh?(r(t)) df
| b (111)

t
= —/ sinh®(r)6 dt

2 ).
1 t
:—/Mdt.
2t()

Demaostracion.
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Por lo tanto % = M = cte.
O

Notese que la segunda ley de Kepler en el espacio hiperbdlico es valida
respecto de una forma de area que no coincide con la forma de area inducida
por la métrica riemanniana. Esta es una diferencia importante con respecto
al problema euclidiano.

0.16. Reduccién a un sistema conservativo con
un grado de libertad e investigacion cua-
litativa de las 6rbitas

A partir de aqui se supondra que M =# 0.
Utilizando la conservacion del momento angular (4.4) tenemos que (4.3)
se puede escribir como

h
= MMQ — kesch?(r), (112)
sinh” ()
donde M = sinhz(r)é. Luego, r se comporta como la posiciéon de una particula
sujeta al potencial
M2
~ 2sinh?(r)

V(r) — k coth(r). (113)

Para cualesquiera valores de M # 0 y k se cumple que

lmV(r) =400 lim V(r) = —k. (114)
r—0 r—00

Ademas V(r) corta el eje de las abscisas en el tinico punto r; que satisface la

ecuacion
2

M
- = 2 cosh(ry) sinh(ry) = sinh(r). (115)
Como hay una barrera de potencial en el 0, el movimiento tiene una cota
inferior para cualquier nivel de energfa.
Las oOrbitas tienen un comportamiento cualitativamente distinto depen-
. . 72
diendo de si 2= € (0,1) o no.
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e Si
2
—— € (07 1)
entonces la funcion
av cosh(r)
— = —M*——~ + kesch?(r 116
dr sinh?(r) (r) (116)
tiene una tnica raiz en
M2
To = tanhfl (T) s (117)
y la funcién V tiene un tnico minimo en ese punto, con el valor
1 k?
Wo=—=(M+—). 118
0 5 ( - ]\/[2) (118)

En este caso el movimiento es periddico y acotado para valores de la
energia E tales que F € (=W, —k); y no acotado para E € [—k,00).
La figura 4.3 muestra este caso.

Wir)
|

W o E r

Figura 16: Grafica de un potencial aumentado que permite la existencia de
orbitas acotadas.

e Si
M2
7 € [1, 00)
entonces el potencial no tiene minimos locales, sélo existen o6rbitas con
energia F > —k, y todas las drbitas son no acotadas, con lim,_, ., r(t) =

00. La figura 4.3 muestra este caso.
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Figura 17: Grafica de un potencial aumentado que no permite la existencia
de orbitas acotadas.

Asi hemos visto que en el espacio hiperbélico hay valores del momento
angular para los cuales no existen 6rbitas peridédicas. Esto contrasta con el
caso euclidiano donde existen soluciones peri6édicas para cualquier valor del
momento angular.

0.17. Integracion explicita de las ecuaciones

El objetivo de esta seccion es dar una formula exacta para las trayectorias
seguidas por las soluciones del problema de Kepler en H. La estrategia es
exactamente analoga al problema euclidiano, es decir, usar la conservaciéon
de la energia y del momento angular.

La conservacion de la energia F para el sistema conservativo con un grado
de libertad (4.7) esta dada por

1, M2
S22 keoth(r) = E, 119
2" T osmki(r) (r) (119)

donde hemos usado la expresion para el potencial V(r) dado por (4.8).
Usando (4.4) puede comprobarse que E coincide con

P 1722 N sinh?(r)6

5 5 — kcoth(r) (120)

que es la energia del problema en H.
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Sea (r(t),0(t)) una solucion al problema de Kepler, con ro = r(0), 6y =
0(0) y 7(0) > 0. Como consecuencia de la ecuacion (4.14) se tiene que

dr M

— =4/2 | E + kcoth(r) — —— . 121

dt \/ ( (r) 2 sinhQ(r)) (121)
Como consecuencia es posible conocer ¢ como funcion de r:

dr

/ \/ E + kcoth(r) — Qsth >
De la ecuacion (4.4) se tiene que
t M2
60— 0y = / ————dt
to Sinh“(r(t))

/’” M? i 4
= — s —ar
ro Sinh?(r(t)) dr (123)

_/T Mdr
ro - M

81nh2(7”)\/2 (E + kcoth(r) — =25~ (T))

t—to= (122)

Haciendo el cambio de variable u = coth(r), la ecuacion (4.18) se convierte
en

coth(t) du
0 — 0o = -
’ /cotht 2 1L 2k 2E
(O) U +M2u+1+M2

N coth(r) (124)
u —_——
= arc cos M .
R 28
M +1+ M2 coth(ro)
Introduciendo las variables

k k? 2F

b:W, f: W+1+W (125)
la ecuacion (4.19) se vuelve
b coth(r)

6 — 6y = arccos (u ) . (126)

f coth(ro)
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Tomando o = coth™' (b + f) la ecuacion (4.21) se vuelve

6 — 0y = arccos (%) — arccos(1)
(Coth(r) - b) (127)
=arccos | —— |,
f
0, equivalentemente
coth(r) = b+ f(cos(d — 6y)). (128)

La Figura 4.4 muestra posibles trayectorias de una particula para el pro-
blema de Kepler en el espacio hiperbolico.

ik
2

ki
2

Figura 18: Posibles trayectorias en el problema de Kepler en el espacio hi-
perbolico

Observaciéon 0.17.1. La constante f es siempre un niumero real porque E >
2 .
— (L5 +M?) porque, en el caso AT € (0,1) —(f=+M?) es el valor minimo
de la energia, y en el caso % € [1,00) porque E > —k, y entonces
1,k

— (= 4 M2
k> 2(M2+ )
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811

k2 )
~— —2k+M?>0
S i
— — M)? .
(37 )7 >0

Observacion 0.17.2. La suma b+ f > 1, y por tanto coth™* (b + f) es un
numero real positivo. Se puede verificar esta desigualdad separando en los
casos

1M1y (M B < B < —k,

2 M 1y -k<E,

M2
=5
Tomando D = % ye= % se obtiene la ecuacion
D
tanh(r) = ——— 129
anh(r) 1+ ecosf (129)

0.17.1. Propiedad de Bertrand

Las soluciones tienen un propiedad importante llamada propiedad de Ber-
trand: todas las orbitas acotadas son cerradas. Pocos potenciales centrales
tienen esta propiedad.

Proposicion 0.17.3. Todas las soluciones acotadas al problema de Kepler
son cerradas.

Demostracion. Notese que si las 6rbitas son acotadas entonces

—M?
E<—-k<-M< 5
luego
M2
— <1
k
y en consecuencia
M? | k2 2K
e=—1\—7+14+— <1, (130)

kE NV M* M?
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Notese también que

f<b—1; (131)
porque F + k < 0, por tanto
2(E+k)
< 0,
por tanto
k? 2 k2 2k
[ VA VTRV
por tanto
k2 2F k
it aE <ap b
yf<b—1
Esto significa que 1+ ecos(6 — 6y) # 0 para todo 0. Ademas,
D D
<
l4+ecosf ~1—e
1
zlji (132)
b
1
=7

y como consecuencias de (4.26),

D €
1+ ecosf

D
tanh ™' [ ————
an (1+ec089)

es un real positivo y las soluciones estan definidas para todo 6 € R.
Considérese la funcion g : R — H dada en coordenadas polares como
g(0) = (0,r(0)). La grafica de las soluciones es el conjunto g(R). Como r(0)
es un funciéon periodica de periodo 2w, g también lo es, y entonces g(R) =
9([0,27]); como g es continua g([0,27]) es compacto, por tanto cerrado, y

por tanto las orbitas acotadas son cerradas. O

(0,1)

y por tanto
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0.17.2. Primera ley de Kepler

.Es valida la primera ley de Kepler en el espacio hiperbolico? Es decir,
,son estas orbitas elipses hiperbélicas? La definicién de una elipse hiperbolica
es anadloga a la de una elipse euclidiana: una elipse hiperbolica es conjunto de
puntos en el disco de Poincaré (o en H?) tales que la suma de las distancias
a dos puntos llamados focos es constante.

Proposicion 0.17.4. Una elipse con uno de sus focos en el origen y otro en
el punto (—ug,0) con ug > 0 estd dada en coordenadas polares por

D
tanh(r) = m, (133)

dondee,D >0, D<1,ye<1—0D.

La estrategia de la demostracion serd usar las formulas conocidas para
obtener una expresion para la suma de las distancias en coordenadas polares.

Demostracion. Sea d la suma de las distancias a los focos. Para evitar casos
degenerados supondremos que la suma de las distancias a los focos es mayor
que la distancia entre los focos, es decir (véase la Ecuacion (2.25)),

1 2
d > p((—up,0)(0,0)) = cosh™! ( i ug) . (134)
Sea (u,v) € D. El primer paso es obtener una formula para la distancia
entre (u,v) vy (—up,0), lo cual se consigue sustituyendo las formulas dadas
por (2.24)

—2v 1 —u?—0?
R — I ==
e(z) 1+u?+0v2—2u m(2) 1+ u?+0v2—2u
Re(w) =0 Im(2) = —— 20
e(w) = m(z) = ————
1+ u + 2ug
en la expresion para la distancia entre dos puntos en el semiplano (2.2.7)
2
h —cosh™ (1 M 135
cosh(z,w)) = cos < + 2T (z) Im(w) ) ° (135)

resultando en la férmula

2 2 2,2 4 4 1 ) )
pp((u,v)(—ug,0)) = cosh™ (U0+uu0+v ug +4dupu + 1+ u* +v

(=14 uf)(=1+u* +0?)

)

(136)
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donde pp denota la distancia entre dos puntos en el disco de Poincaré.
Luego, sustituyendo las expresiones (2.26)

u = tanh (g) cos @, v = tanh (g) sin 0 (137)

en (4.31) se obtiene la expresion

cosh! (_ cosh(r) + ug cosh(r) + 2ug cos 6 sinh(r)) (138)

—1+ uj

para la distancia del punto (r,6) al punto (—ug,0), que en coordenadas po-
lares se escribe como (ug, 7).
De la definicion de elipse se sigue que

2 .
cosh-! (_ cosh(r) 4 ug cosh(r) +22u0 cos 6 smh(r)) .

luego

cosh(r) + ud cosh(r) + 2ug cos 6 sinh(r)
1 —ud

= cosh(d — )

= cosh(r) cosh(d) — sinh(r) sinh(d)

1+ u? + 2ug cos 0 tanh(r)
1 —ud

= cosh(d) — tanh(r) sinh(d).
Despejando tanh(r) resulta

—1 — u2 + cosh(d) — cosh(d)u?

tanh(r) = .
anh(r) 2ug cos 6 + sinh(d) — sinh(d)u?
Haciendo
D= —1 — u3 + cosh(d) — cosh(d)u? . 2ug
B sinh(d) — sinh(d)u3 ~ sinh(d) — sinh(d)u?

se recupera la Ecuacion (4.28).
Solo queda verificar que e, D >0, D <1,ye<1—D.
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e La constante e > 0, porque ug € (0, 1), por tanto
sinh(d) — sinh(d)ug > 0,
luego

211,0
sinh(d) — sinh(d)ud

>0

e La constante D > 0 porque, como consecuencia de la desiguadad (4.30)
se tiene que

1+ ul
h(d) >
cosh(d) s
luego
cosh(d) — u3 cosh(d) > 14 u2,
y

—1 — u} + cosh(d) — u3 cosh(d) > 0,
por consiguiente se sigue que D > 0.

e La constante e < 1 porque, como consecuencia de la desigualdad 4.30
se tiene que

. 2ug
Slnh(d) > 1——’21,(2),
entonces
2’&0 < 2U()
sinh(d) — sinh(d)ug = sinh(d)(1 — u3)
2U0
=)
=1
e La constante e < 1 — D sii
2w 1 —1 — ud + cosh(d) — cosh(d)ud
sinh(d) — sinh(d)u3 sinh(d) — sinh(d)u3

sil

uy + 1+ cosh(d)ug — cosh(d) < sinh(d) — u§ sinh(d) — 2ug
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sil
0 < —ui — 1 — cosh(d)uj + cosh(d) + sinh(d) — ug sinh(d) — 2uy,

ademas

—u? — 1 — cosh(d)ud + cosh(d) + sinh(d) — u2 sinh(d) — 2ug
=—ud — 1+ (1 —u)cosh(d) + (1 — u) sinh(d) — 2ug

1+ u? 2u
0 0

=1
Por tanto e <1 — D.

]

Notese que la formula para las soluciones (Ecuacion 4.24) cumple que
e,D>0,D <1,y e <1— D cuando las soluciones son acotadas (véase la
seccion 4.4.1); por tanto las soluciones acotadas son elipses.

0.18. Notas adicionales

0.18.1. Elcaso M =0

.Qué ocurre cuando M = 07 esta condicién equivale a que sinhQ(r)é =0,
y por tanto 6 = 0, es decir, el angulo es constante; y para que esto ocurra,
ro vy 7o deben ser colineales.

El sistema de ecuaciones se reduce a

0=0, 7=—kesch(r), (139)
y de la ecuacion 4.14 se tiene de
1.,
o = kcoth(r) + E. (140)

Hay varios comportamientos posibles:
Si E > —k y la velocidad inicial es hacia afuera (7o > 0) entonces como
%7*2 = kcoth(r) + E es siempre positivo la particula se aleja del centro del
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potencial con velocidad siempre mayor a vk + E y llega al infinito en tiempo
infinito y con velocidad vk + E.

Si E = —k y la velocidad es hacia afuera entonces la particula se aleja
del centro del potencial y llega al infinito en tiempo infinito y con velocidad
0.

Si E < —k (notese que esto implica MTQ < 1) y la velocidad inicial es hacia
afuera entonces la particula se aleja del centro del potencial hasta alcanzar
su afelio en el punto

Fmas = coth™! (_—kE) (141)

y después se acerca al centro del potencial con rapidez creciente; alcanzédndolo
en tiempo finito y con velocidad infinita.

Si la velocidad inicial es hacia adentro la particula alcanza el centro del
potencial en tiempo finito y con velocidad infinita.

0.18.2. La tercera ley de Kepler

La tercera ley de Kepler en el espacio euclidiano se referia a una relacion
entre el semieje mayor de las orbitas elipticas y el periodo de revoluciéon. En
el espacio hiperbolico definimos el semieje mayor de una érbita eliptica como

1 D D
a=— (tanh_1 ( > + tanh ™ ( )) : (142)
2 1+e l1—e

como se ve en la Figura 4.5.2. La estrategia para deducir la relacion entre
el semieje y el periodo sera la misma que en el caso euclidiano: calcular el
area de la elipse de dos maneras, una como funcién del periodo y otra como
funcion del semieje. A diferencia del caso euclidiano, no se usara la forma
de area inducida por la métrica, sino la forma du, porque con esta forma es
cierta la segunda ley de Kepler.
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3=
2

Figura 19: Semieje mayor de una elipse hiperbolica.

Sea A el area de la elipse medida con du, entonces

2r  pr(6) 2r  pr(0)
A :/ / du :/ / cosh(r) sinh(r)drdf
0=0 Jr=0 0=0 Jr=0
1 2T
= - / sinh? rdf
2 Jo=o (143)
1 (7 :
= - / sinh? rédt
2 Ji—o
1

= - MT,
2

donde 7" denota el periodo de la o6rbita.
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Por otro lado,

1 2
A=— / sinh? rd6
2 Jy

=0

1 [ D
= — / sinh? ( tanh ™' [ ————— df
2 Jo—o 1 + ecos(6)

1 [ (1 o 9)2
1 / rees®) g (144)
e ()

1+ecos(0)

1D —VD?2—=2D+1—e24++V/D2+2D+1—¢2
=—-Dm
2 VD2 —-2D+1—e2/D2+2D +1—¢2

1 1 1
(e )
2 VD2 —-2D+1—¢€2 /D2+4+2D+1—¢2

> (2) + (2)
2+ (& 2D
— tanh(2q) = —*¢ 1— = .
T ) T e
Notese que
g:1—62—|—D2
X
¥y que
1 1

\/@JFQD: VD2 +2D +1—¢€?

1 1
\/@_QD_\/D2—2D+1—62’

Por lo tanto

1 1

V2-20 /212D )
1

1 1
— D —
2 VE-2 /242

1
A:§D7T
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Sustituyendo D = % =yb= % se sigue que

LM 11
T2k \/5—2 \/§+2

Igualando esta ecuacion con la Ecuacion (4.38) se sigue que

1 1 1
T=—m

vk \/5—2_\/§+2

0.19. El problema de los dos cuerpos

0.19.1. Ecuaciones de movimiento

Considérense dos particulas de masas m; vy my en H? que interacttian en-
tre si mediante atraccion gravitacional. El potencial que describe fisicamente
esta situacion es

V(d) = —kmyms coth(d) (146)

donde d es la distancia entre las particulas. La razén es que este potencial
resulta en una fuerza (gradiente) que apunta en la direccion de la geodésica
y tiene la magnitud de la fuerza gravitacional. El espacio de configuraciones
es @ = Hx H\ A con la métrica producto, donde A = {(z,y) € H x H :
x =y} es el conjunto de colisiones. El lagrangiano resultante en coordenadas

(x1>y1,172,y2) con Y1,y > 0 es

:2

1 -2 2 -2
L=-= (mlxl UL, +y2) — V(d). (147)

2 Y3 Y3

Observacién 0.19.1. La distancia hiperbolica d entre dos puntos x +1y, a+
1b € H satisface que

d = cosh™* (1 + (z=a) QZ_y(b ) ) (148)

Demostracion. Veéase el lema (2.2.7). O
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Observacion 0.19.2. Para cualquier niumero real x se cumple que

coth(cosh™(z)) = % 9
Demostracion.
o) = SR
_ cosh(cosh™"(x)) (150)
\/(cosh(cosh_l(CL’)))2 -1
=T
[

Usando estos dos resultados se obtiene una férmula para el potencial
gravitacional:

(x—a)®> + 0>+

V= —k‘mlm2 . (151)
V@—aP + -0 —aP + (y + b))
Las ecuaciones de Lagrange resultantes para este sistema son
. 214 8kmym;(z; — x:)y;'y:
Ml = My * 2 2 2 2)15
Yi (s = 2)* + (g — 93)*) (s — 25)* + (3 + y5)?)]2
" y; — i} kmamdylys (v — 25)° + yi — y7)
Milfs = M T 2 2 2 212"
Yi [((ws = 25)* + (i — y;)*) (@i — 25)* + (yi + y5) )22 )
152

Notese que no hay puntos de equilibrio.

0.19.2. Simetrias y cantidades conservadas

Definicién 0.19.3. Sea f : M — M, se define la acciéon diagonal F' :
M x M — M x M como

Fz,y) = (f(z), f(y)). (153)
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Lema 0.19.4. El grupo de difeomorfismos PSL(2,R) actuando diagonal-
mente preservan el Lagrangiano.

Demostracion. Sea T € PSL(2,R) y (21, 22,v1,v2) € TQ, con z1,20 € H
entonces, en virtud de que T es una isometria,

L(Zl, 22, V1, U2>

1
=3 (ma(Jvi]2, + ma|v2]2)) + kmima coth(d(z1, 2))

1
=3 (m1(IDge,v1[5y) + ma| Dgoyval3., ) + kmamg coth(d(g(21), g(22)))
= L(g(21)7 g<22)7 Dgzlvlu Dgzzv2>-
(154)
(]

Lema 0.19.5. Sea (z1,y1, %2, Yo, L1, Y1, T2, Y2) una solucion al problema de
los dos cuerpos, entonces las cantidades

T1%1 + Ny Tolo + Yol
N, = 121 ?le1+22 ?J2y27

Y Y3
T1 T
Ny = =< + =, 155
v v (155)
N — @1 (2 —yi + 1) + 2z n Eo(23 — Y3 + 1) + 222270
3 — 2 2
Ui Yo

son constantes a lo largo de las soluciones.

Demostracion. Sea G el grupo de Lie de automorfismos de () que preservan
el Lagrangiano, sea g su algebra de Lie, y sean &1, &, &3 € g definidos como

1 _1
@—(5 _0%), 56—(‘%) 02>, @—(8 (1)) (156)

Para cada &; los generadores infinitesimales 7; son

(exp(&)z1, exp(&;)22). (157)

s=0

eXP(fi)(Zh 2'2) = i

d
771'(21, 22) = % ds

s=0
Entonces

m(z1, 22) = (21, 22),

m(z1,20) = (22 + 1,25 + 1), (158)
n3(z1, 22) = ((1,0),(1,0)).
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Luego, por el teorema de Noether,

T1T1 + Y1 Talo + Y2l
)> = 2 + 2
Y1 Y3
.. T1 T
Ny = (n2(21, 22), (21, 22)) = — + —,
yi oyl (159)
N3 = (n3(21, 22), (21, 22))
i1(x] — yi + 1) 4+ 2z N T (x5 — y5 + 1) 4 2291270
2 2 :
Ui Y

N1 = (m (21, 22), (%1, 22

Y

son constantes a lo largo de las soluciones. O]

0.19.3. Equilibrios relativos

Un equilibrio relativo para el problema de los dos cuerpos es una solucion
en que la distancia entre las particulas se mantiene constante (la definicion
general de equilibrio relativo no es ésta). En el espacio euclidiano, los equili-
brios relativos son soluciones en donde los cuerpos se mueven en circulos con
el centro de masa en el origen. Para una exposiciéon més detallada de este
tema se puede consultar [8].

Definicién 0.19.6. Dadas dos particulas de masas my y mo en el plano
hiperbolico, se define su centro de masa m como el unico punto en la geodésica
que une las dos particulas y cumple que

my sinh(2d;) = mg sinh(2d,),

donde dy y dy son las distancias del centro de masa a la primera y sequnda
particula respectivamente.

Definicién 0.19.7. Dos particulas myi, ms estdn en configuraciéon canoénica
st estan en el circulo unitario, su centro de masa es el punto 1, y my estd en
el primer cuadrante mientras que mo estd en el sequndo.

Considérense dos particulas de masas m; y mso en configuracion canoénica
con posiciones 21 y z». Hay dos equilibrios relativos:

e Uno es
o(t) = exp(wént) (21, 22)
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donde &, esta dado por (4.51) y

2 _ sin?(0;) sin?(6y)
(cos(fs) + cos(61))? cos(6q)
sin?(0;) sin?(0y)  sin?(6y)
(cos(fs) + cos(61))? cos(6s)

(160)

mi.

Esta es una solucion en que las particulas siguen lineas rectas que pasan
por el origen, alejandose del ideal. El centro de masa permanece en la
recta z = 0 y tiende, igual que las soluciones, a infinito. La Figura 4.6.3
ilustra esta situacion.

Centro de mas

Figura 20: Equilibrio hiperbélico.

e Otro es
p(t) = exp(wet)(z1, 22)
donde &, esta dado por (4.51) y w satisface (4.55). Estas son soluciones
en que las particulas se mueven en circulos, el circulo que describe la
particula de mayor masa es mas pequeno y esta en el interior. Son
soluciones periodicas y el centro de masa permanece fijo en el centro
de las circunferencias. La Figura 4.6.3 ilustra esta situacion.

Las soluciones hiperbolicas son inestables. Conceptualmente, lo que pasa
es que en estas solucione existe un balance entre dos fuerzas: la atraccion



XCVIII EL PROBLEMA DE KEPLER EN H

Celtro defmasa

Figura 21: Equilibrio eliptico.

gravitacional, que hace que las particulas se acerquen; y la inercia, que hace
que las particulas sigan geodésicas y se alejen. Si se perturba el equilibrio,
por méas pequena que ea la perturbacion, en un caso serd dominante el efecto
de la inercia y las particulas se alejaran, y en otro serd dominante el efecto
de la atracciéon gravitacional, y las particulas se acercaran.

Las soluciones elipticas son estables cuando las particulas estan lo sufi-
cientemente cercanas. FEn este caso una perturbacién pequena hara que las
particulas se muevan en oscilaciones alrededor del equilibrio relativo.
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Eleccion del Potencial

.1. El area de la esfera en H?

En la seccién 2.4 se demostré que se pueden elegir coordenadas polares
(r,0,¢) para el espacio hiperbolico de dimension 3 y que la métrica hiperbo-
lica en estas coordenadas esta dada por

ds® = dr? + sinh®(r) (sin®(¢)d6? + dy?). (161)

Recordamos que r > 0 denota la distancia al “origen"mientras que 0 < 0 <
21,0 < ¢ < 7 son "angulos esféricos". En el modelo de la bola de Poincaré
D3 el origen coincide con el centro de la bola mientras que en el modelo del
semiespacio H? el origen es el punto (0,0, 1).

En nuestra formulacion del problema de Kepler, el origen descrito an-
teriormente es el centro del potencial. La métrica hiperboélica induce una
forma de volumen en el espacio hiperbélico. Dicha forma de volumen esti
caracterizada por asignar volumen 1 al cualquier paralelepipedo formado por
vectores tangentes ortonormales [3]. 2. En coordenadas polares, dicha forma
de volumen en H? esta dada por

dV = sinh®(r) sin(p)dr A df A de. (162)

Como en el espacio euclidiano, se define una esfera de radio r con centro
en p € H? como

S, ={xcH: p(x,p) =r}, (163)

donde p denota la distancia hiperbolica.

?Estrictamente la forma de volumen esté definida modulo la elecciéon de una orientacién
del espacio

CI
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Sea S, la esfera de radio ry y centro en el origen. La forma de volumen
dV induce una forma de area dA,, en S,, a través de la contraccion por el

vector 8 — seguida por la restriccion a Sy,. Un célculo directo muestra que

dA,, = sinh?(r) sin(p)dd A de. (164)

El 4rea (hiperbolica) de la esfera Sy es entonces

Ay = / dA,,

165
/ / sinh?(rq) sin(p)dfdy (165)
= 47 sinh®(ryp).

.2. Eleccién del potencial

Sea U(r,0,¢) el potencial del problema de Kepler. Para que fisicamente
haga sentido, U debe cumplir las siguientes condiciones:

i) U es radialmente simétrico, es decir U = U(r)

i7) El flujo del campo gravitacional a través de esferas es constante, es
decir

/ (VU -n)dA, = cte, (166)

para toda 7, donde n es la normal unitaria a la esfera S, y (-,-) es el
producto definido por la métrica riemanniana.

El gradiente de U tiene interpretacion en términos de la métrica rieman-
niana y esta dado por

oUu oU GU) (167)

VU = (gi5)7" <W’%’ %

donde (g;;) es la matriz de la métrica expresada en las coordenadas (7,6, ¢).

Es decir
1 0 0

gi; = | 0 sinh?(r)sin®(p) 0
0 0 sinh? ()
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En la expresion anterior el vector VU esta escrito respecto de la base {%, %, %}.
Por lo tanto

VU = =——. (168)

Notemos que el vector unitario n coincide con %. Utilizando lo anterior,
la condicion i) se traduce a

/S (VU mdA, = / g—U(r)dAr

s, or
ou
= — dA,
ar ") /S (169)
ou
= 47 sinh?(r)—
7 sinh®(r) o (r)
=c.
En consecuencia oU
c
= - - 170
Or  4msinh?(r) (170)
y por lo tanto
c
Ulr)= | ————dr=—4 th(r). 171
(r) / 47 sinh?(r) " mecoth(r) (171)
Tomando k = —4mc, obtenemos la expresion con la que se trabaja en la tesis

U(r) = —kcoth(r). (172)
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Reduccion de H® a H?

Considérese el problema de Kepler en el espacio hiperbolico tridimensional
con el modelo de la bola: la métrica riemanniana dada por (2.28) y con el
lagrangiano L(v,q) = 3|v|2 4 kcoth(r).

Lema .2.1. El disco D* = {(u,v,w) € D3 : w = 0} con la métrica inducida
es 1sométrico a H.

Demostracion. Sean gps, gp2 la métrica riemanniana en D? y la métrica in-
ducida en D?, respectivamente. El espacio tangente a D?, T,D?* =< 2. % >,
Segtn la definicion de métrica inducida, si p = (u,v,0), @1, 02 € T,D* en-

tonces

4 du® + dv? + dw? _du+dv? _

gp2(p1, p2) = (W + 02+ w? — 1)2(%7%02) = m(%,%%
(173)
que coincide con la métrica del disco de Poincaré bidimensional (Ecuacion
2.4.2); por tanto D? es isométrico a H?. O

Lema .2.2. Sea I : D3 — D3 definida como I(u,v,w) = (u,v, —w), y I el le-

vantamiento a TD? (es decir, siv € T,D? entonces I(p,v) = (I(p), DI,(v))).
Entonces I preserva el Lagrangiano.

Demostracion. De la ecuacion (2.25) se deduce que r(u, v, w) = r(u, v, —w),
luego, si ¢ € D*, v € T,D? con v = 12 + T2 + 232 entonces

x4+ 12 + 22
(u? 4+ v? + w? — 1)2
— 4 xy + x5 + (—x3)° 174
(U2+U2+(—UJ)2—1)2 ( 7 )

= (I(q), D14(v))

= I(q,v).

L(v,q) =4

CV
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]

Teorema .2.3. El movimiento de una particula con condiciones inicial x,,
xo estd contenido en una subvariedad isométrica a H2.

Demostracion. Sea P el plano que contiene a xg, al origen, y a la geodésica
con condiciones iniciales x,, g. Sin pérdida de generalidad supéngase que xg
V &g no son colineales, entonces P es 1inico.

e

Figura 22: Representacion del plano P, conteniendo a zg, la geodésica con
condiciones iniciales xg, T y el origen.

Tomense coordenadas (z,y,z) de manera que P = {(x,y,z2) : z = 0}.
Sea I : D3 — D? definida como I(z,y,2) = (x,y,—z). Por el lema B.0.2,
I preserva el Lagrangiano, y por tanto transforma soluciones en soluciones.
Sea 7y la solucion al problema de Kepler con condicion inicial zg, . La curva
I(7) es una soluciéon con condiciones iniciales I(xg), DI, (&), por definicion

de P, I(zg) = xo, y T €< %, a% >, entonces
10 0
DIL,(i) = [0 1 0 | =0
0 0 -1
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Como v y I(y) son soluciones con las mismas condiciones iniciales v =
I(7) y por tanto v C P (porque p = I(p) < p € P). Luego, por el lema
B.0.1, P es isométrico a H2. O

Figura 23: Idea de la prueba: Si para algtn o, v(t;) € D?\ P entonces
I(v(to)) # ~(to)-
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