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Notación

R Campo de los números reales.
C Campo de los números complejos.
F Campo arbitrario.
〈·, ·〉 Producto interno estándar.
ch(M) Envoltura convexa de M .
∂H Frontera del subespacio H.
P Politopo convexo.
dimP Dimensión de P .
Q Figura de vértice.
F4 Cara polar de la cara F .
POr Politopo polar de P con respecto a la esfera centrada en O y

radio r.
Aut (X) Grupo de automorfismos de X.
Ker f Kernel de f .
E Matriz identidad.
GL(n,F) Grupo general lineal: matrices invertibles n× n con entradas

en F y operación de grupo dada por la multiplicación de matrices.
O(n,F) Subgrupo de GL(n,F) que cumple At = A−1.
U(n,F) Subgrupo de GL(n,F) que cumple A∗ = A−1.
SL(n,F) Subgrupo de GL(n,F) tal que detA = 1.
SO(n) Subgrupo de O(n,F) tal que detA = 1.
SU(n) Subgrupo de U(n,F) tal que detA = 1.
Re (z) Parte real del número complejo z.
tr(A) Traza de la matriz A.
st (v) Conjunto de vértices que tienen arista común con el vértice v.
trd(A) Grado de trascendencia del anillo A.

7



8



Introducción

En la presente tesis se realizará un análisis sobre lo que trabajó el matemático
Alemán Felix Klein en su libro Lectures on the Icosahedron and the Resolution
of Equations of Degree Five publicado en el año 1884, en donde introdujo coor-
denadas complejas por medio de teoŕıa de invariantes para asociar ecuaciones
polinomiales a los grupos finitos de SL(2,C), los cuales tienen una estrecha re-
lación con los poliedros regulares. Estas ecuaciones nos permitirán describir las
singularidades de unas superficies complejas particulares. El enfoque que se da
es, en mayor parte, el que dio Klaus Lamotke en su libro Regular Solids and Iso-
lated Singularities. La tesis incluye temas variados que van desde la geometŕıa
de poliedros y álgebra abstracta hasta geometŕıa y topoloǵıa algebraica, por lo
que la escritura no puede tener una notación y terminoloǵıa estándar de un área
en particular, sin embargo se intentará armonizar la notación y los nombres en
las definiciones de las diferentes áreas.

El objetivo principal es presentar dos isomorfismos que no se dan regular-
mente los cuales relacionan nociones de topoloǵıa algebraica y geometŕıa alge-
braica. Se satisfacen gracias a las propiedades que brinda un subgrupo finito
G < SL(2,C) al considerar el espacio de órbitas C2/G y su anillo de polinomios
G-invariantes SG (más adelante especificaremos lo que son éstas estructuras
matemáticas). Por tal motivo, antes de presentar dichos isomorfismos, y con el
fin de que la tesis sea autocontenida, se dedican los primeros tres caṕıtulos a la
clasificación de los subgrupos finitos del grupo especial lineal SL(2,C).

Existe una relación entre los subgrupos finitos del grupo de rotaciones del
espacio 3-dimensional SO(3) con los subgrupos finitos del grupo especial unitario
SU(2); existe también una relación entre los subgrupos finitos de SU(2) con los
subgrupos finitos de SL(2,C). La estrategia es pues, clasificar los grupos finitos
de SO(3), para clasificar los subgrupos finitos de SU(2) y finalmente obtener
una clasificación de los subgrupos finitos de SL(2,C).

En el primer caṕıtulo se caracterizan los politopos convexos regulares de
dimensión d y se presenta una forma de construirlos en su respectivo espacio
euclidiano.

En particular, los politopos de dimensión tres, llamados sólidos platónicos,
clasifican casi por completo los subgrupos finitos de SO(3); basta con agregar
las dos series infinitas de subgrupos finitos dadas por los subgrupos ćıclicos y
los subgrupos diédricos lo cual se estudia en el Caṕıtulo 2. Además, se exhibe
un sistema de generadores y relaciones para dichos subgrupos.
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Luego, en el Caṕıtulo 3, se muestra que todo subgrupo finito de SL(2,C) es
conjugado a un subgrupo finito G < SU(2). Se ve el grupo SU(2) como la esfera
unitaria en el espacio de cuaterniones y se observa que cada G es una colección
finita de puntos en SU(2). Cabe destacar que la envoltura convexa de algunos
subgrupos finitos de SU(2) son politopos regulares de dimensión cuatro; utiliza-
remos las tablas que presentó Arthur Cayley en su art́ıculo Notes on Polyhedra
de 1866 para facilitar la comprensión geométrica de estos subgrupos finitos.

La relación entre los subgrupos finitos de SU(2) y SO(3) proviene del siguien-
te análisis: la acción natural que ejerce el grupo general lineal GL(2,C) sobre
C2, induce una acción en la ĺınea proyectiva compleja CP1, lo que nos permite
construir el epimorfismo

GL(2,C)→ Aut (CP1)(
a b

c d

)
7→ f(z) =

az + b

cz + d
.

que asocia a cada matriz invertible compleja 2×2 una transformación proyectiva
de la forma f(z) = az+b

cz+d con ad − bc 6= 0. Es suficiente considerar el subgrupo

SL(2,C) < GL(2,C) pues todo elemento de Aut (CP1) está representado por
una matriz en SL(2,C). Además, como el grupo SO(3) actúa trivialmente en
R3, induce una acción de manera natural en la esfera S2; notemos que S2 pue-
de ser vista como la esfera de Riemann Ĉ = C ∪ {∞}, y ésta a su vez puede
ser vista como la ĺınea proyectiva CP1, por tanto, SO(3) actúa en CP1, lo que
implica que SO(3) es un subgrupo de Aut (CP1). Podemos entonces, restringir
el epimorfismo anterior al epimorfismo ρ : SL(2,C) −→ SO(3). Con él, se ob-
tendrá la relación entre los subgrupos finitos de SU(2) y SO(3), pues se tiene
que SU(2) = ρ−1(SO(3)).

También, en el mismo Caṕıtulo 3, gracias a las relación que tiene SO(3)
con SL(2,C), el sistema de generadores y relaciones de los subgrupos finitos de
SO(3), induce un sistema de generadores y relaciones de los subgrupos finitos
de SL(2,C).

En el caṕıtulo 4, una vez clasificados los subgrupos finitos G < SL(2,C), se
verá cómo la acción de un subgrupo G en la C-álgebra de polinomios C[x, y],
nos permite definir la subálgebra SG, la cual consiste de polinomios que se man-
tienen invariantes bajo la acción del grupo G. Estos polinomios invariantes dan
lugar a las nociones de divisores y formas semi-invariantes, con las cuales se
dará una caracterización que nos permite clasificar las formas invariantes y con
ello presentar un sistema de generadores para la C-álgebra SG junto con una
relación que depende totalmente del subgrupo G. Luego, gracias a este sistema
de generadores y la relación que satisfacen, se puede establecer el primero de
los isomorfismos que nos interesa, el cual es entre los anillos SG y C[x, y, z]/〈ϕ〉,
donde ϕ es justamente la relación que satisfacen los generadores.

Finalmente, de geometŕıa algebraica, una variedad la podemos ver como los
ceros de un polinomio, por lo que podemos pensar en la variedad V (ϕG) donde
ϕG es la relación que cumplen los generadores de SG para cada G < SL(2,C).
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Probaremos pues el segundo isomorfismo que nos interesa el cual permite des-
cribir el espacio de órbitas C2/G como la variedad af́ın V (ϕG).
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1.15. Radio caracteŕıstico de un p-ágono . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
1.16. Politopo regular con radio circundante r y 1-caras de longitud l . 32
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Caṕıtulo 1

Sólidos regulares

Los sólidos platónicos, son de especial interés debido a su regularidad. Es-
tos poliedros 3-dimensionales son sólo cinco: el tetraedro, el cubo (hexaedro), el
octaedro, el icosaedro y el dodecaedro. El porqué sólo son cinco se mostrará uti-
lizando nociones más generales de poliedros, como lo es la regularidad de los
politopos convexos.

Uno de los resultados que veremos en este primer caṕıtulo es que en di-
mensiones altas, las posibilidades para la realización de politopos regulares son
bastante restringidas.

1.1. Los sólidos platónicos

En términos generales, todo politopo convexo tiene un politopo dual el cual
podemos construir tomando la envoltura convexa de los centros de sus caras.
Más adelante, daremos una definición más formal de los sólidos duales.

A continuación construiremos, a grosso modo, los sólidos platónicos:

Tetraedro: Para construir el tetraedro, comenzamos con una pirámide que
tenga como base un triángulo equilátero. Ajustamos la altitud de ésta, de
tal manera que todos los triángulos sean equiláteros (ver Figura 1.1). El
tetraedro tiene como sólido dual a otro tetraedro.
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Figura 1.1: Tetraedro

Hexaedro: Encimando dos tetraedros de manera que cada arista de un tetrae-
dro sea perpendicular a una arista del otro tetraedro formamos la Stella
Octangula de Johannes Kepler mostrada en la Figura 1.2(a). Tomando la
envoltura convexa de la Stella Octangula obtenemos un hexaedro como en
la Figura 1.2(b). Las aristas de cada tetraedro coinciden con las diagonales
de las caras del cubo.

(a) Stella Octangula (b) Hexaedro (Cubo)

Figura 1.2: Construcción del cubo

De manera más expĺıcita; si tomamos el cubo que tiene a los puntos
(±1,±1,±1) ∈ R3 por vértices, un tetraedro de la stella octangula está da-
do por la envoltura convexa de los vértices

(1,−1, 1), (1, 1,−1), (−1,−1,−1) y (−1, 1, 1);

como muestra la Figura 1.3(a) y el otro, está formado por los cuatro
vértices antipodales

(−1, 1,−1), (−1,−1, 1), (1, 1, 1) y (1,−1,−1),

como en la Figura 1.3(b).
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(a) Primer tetraedro dentro de un cubo (b) Tetraedro antipodal dentro de un cubo

Figura 1.3: Tetraedros dentro de un cubo

Octaedro: Para construir el octaedro, tomamos dos pirámides de base cua-
drangular, ajustamos la altitud de cada pirámide de tal manera que se
obtengan triángulos equiláteros en las paredes, y finalmente, unimos las
dos pirámides por sus bases cuadrangulares como se muestra en la Figura
1.4(a).

(a) Octaedro (b) Sólido dual de un hexaedro

Figura 1.4: Construcción del octaedro

Otra manera de construirlo es mediante la operación dual del hexaedro:
Del cubo con vértices (±1,±1,±1) en R3 obtenemos el sólido dual con la
envoltura convexa de los vértices

(±1, 0, 0), (0,±1, 0) y (0, 0,±1),

el cual es precisamente un octaedro (ver Figura 1.4(b)).

Icosaedro: Comenzamos con las tapas de un prisma que tiene como base a
pentágonos regulares; giramos uno de los pentágonos regulares 36◦ y to-
mamos su envoltura convexa. Esto produce un antiprisma que tiene por
caras laterales a 10 triángulos isósceles en forma de zigzag como se mues-
tra en la Figura 1.5(a). La altitud del antiprisma puede ser ajustada para
transformar los triángulos (en principio isósceles) en triángulos equiláte-
ros. Finalmente, unimos dos pirámides regulares pentagonales (ver Figura
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1.5(b)) que tengan la altitud adecuada (la misma altitud que se estable-
ció en el antiprisma para obtener triángulos equiláteros) en las tapas del
antiprisma para obtener el icosaedro como en la Figura 1.5(c).

(a) Antiprisma pentagonal (b) Pirámides regulares pentagonales

(c) Icosaedro

Figura 1.5: Construcción de icosaedro

Otra construcción del icosaedro es a partir del octaedro: sus ocho caras
pueden ser coloreadas alternadamente como un tablero de ajedrez como
en la Figura 1.6(a). Dado que la coloración nos determina de manera na-
tural una dirección en todas las aristas, podemos dividir cada arista con
una razón a : b y aśı obtener 12 puntos (pues el octaedro tiene 12 aristas)
como en la Figura 1.6(b). La envoltura convexa de esos doce puntos es
un icosaedro, el cual, en general, es irregular (ver Figura 1.6(c)) pues los
triángulos que no están sobre las caras del octaedro no tienen porqué ser
equiláteros (de hecho, en principio son triángulos isósceles). Para obte-
ner un icosaedro regular escogemos la razón a : b de tal manera que los
triángulos isósceles sean triángulos equiláteros, i.e., considerando la razón

dorada dada por a/b =

√
5− 1

2
(ver [10]).
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(a) Octaedro 2-coloreado (b) Octaedro dividido a razón a : b

(c) Envoltura convexa

Figura 1.6: Construcción del icosaedro

Dodecaedro: Finalmente, el dodecaedro se obtiene al calcular el dual del ico-
saedro como se ve en la figura .

Figura 1.7: Dual del Icosaedro

A continuación los duales de los sólidos platónicos:
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(a) Dual del tetraedro (b) Dual del hexaedro

(c) Dual del octaedro (d) Dual del icosaedro

(e) Dual del dodecaedro

Figura 1.8: Sólidos platónicos duales

1.2. Politopos convexos

En ésta sección se introduce la noción de politopos d-dimensionales conve-
xos, además de conceptos que nos permitan tener un lenguaje más claro a la
hora de desarrollar la teoŕıa.

Consideramos el n-espacio euclidiano Rn con el producto interno estándar
〈·, ·〉 y la norma dada por |v| =

√
〈v, v〉.

A continuación una serie de definiciones que nos permitirán tener un lengua-
je adecuado para el desarrollo de las secciones posteriores:

Definición 1.2.1. Una aplicación f : Rn → Rn es llamada isometŕıa (o movi-
miento euclidiano) si |f(x)− f(y)| = |x− y| para cualesquiera x, y ∈ Rn.
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Definición 1.2.2. Las transformaciones ortogonales de X son aquellos endo-
morfismos que preservan producto escalar, i.e., 〈f(x), f(y)〉 = 〈x, y〉 para todo
x, y ∈ X.

Proposición 1.2.3. Las transformaciones ortogonales de Rn son exactamente
los movimientos euclidianos que fijan el origen.

Demostración:
Si f(0) = 0, entonces |f(x)− f(0)| = |x− 0|, por lo que

〈f(x), f(x)〉 = |f(x)|2 = |x|2 = 〈x, x〉.

Por otro lado

|x− y|2 = 〈x− y, x− y〉 = 〈x, x〉 − 2〈x, y〉+ 〈y, y〉
= |x|2 − 2〈x, y〉+ |y|2,

y

|f(x)− f(y)|2 = 〈f(x)− f(y), f(x)− f(y)〉
= 〈f(x), f(x)〉 − 2〈f(x), f(y)〉+ 〈f(y), f(y)〉
= |f(x)|2 − 2〈f(x), f(y)〉+ |f(y)|2.

Luego, |f(x)− f(y)| = |x− y| si y sólo si |f(x)− f(y)|2 = |x− y|2 y por lo
anterior, |f(x)− f(y)|2 = |x− y|2 si y sólo si 〈f(x), f(y)〉 = 〈x, y〉.

Definición 1.2.4. Una aplicación f : Rn → Rn es llamada (1 : ε)-similitud, si

para algún ε > 0, x 7→ f(x)
ε o equivalentemente x 7→ f(xε ), son isometŕıas.

De manera informal, las similitudes no son más que isometŕıas escaladas.

Definición 1.2.5. Sean A,B ⊂ Rn dos subconjuntos, con f(A) = B.
Si f es un movimiento euclidiano, A y B son llamados congruentes;
Si f es una similitud, se llaman similares.

Notemos que los subconjuntos congruentes forman una clase de equivalencia
en donde la relación de equivalencia está dada por los movimientos euclidianos.
De la misma manera, los subconjuntos similares forman una clase de equivalen-
cia en donde la relación está dada por las similitudes.

Definición 1.2.6. Un subconjunto S de Rd es llamado conjunto af́ın si todo
elemento de la forma (1 − λ)s1 + λs2 es un elemento de S para cualesquiera
s1, s2 ∈ S y toda λ ∈ R.

Definición 1.2.7. Sea X un espacio de dimensión d. A los subespacios afines
de dimensión d− 1 los llamaremos primos.
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Definición 1.2.8. Sea M un subconjunto finito de Rn. La envoltura convexa

P = ch (M) =

{∑
m∈M

λmm ∈ Rn | λm ≥ 0,
∑

λm = 1

}

es llamada un politopo convexo.

Existe un único subconjunto minimal M∗ ⊂ M tal que P = ch(M∗). Los
elementos de M∗ son llamados vértices de P . La dimensión d, de P , es la di-
mensión del subespacio af́ın generado por M , y por tanto, por P .

Un semi-espacio cerrado H de Rn está determinado por una función lineal
h : Rn → R y un número real γ

H = {x ∈ Rn | h(x) ≤ γ} .

La frontera de H está dada por

∂H = {x ∈ H | h(x) = γ, donde h es una función lineal} .

Definición 1.2.9. En el caso en el que el semi-espacio H contiene al politopo
P = ch(M),

∂H ∩ P = ch(∂H ∩M)

es llamada cara de P . Ésta es un politopo convexo (posiblemente vaćıo) como
se muestra en la Figura 1.9.

(a) 0-cara de P (b) 1-cara de P

Figura 1.9: Caras del politopo convexo

El politopo P , es considerado una cara de śı mismo. Las caras 0-dimensionales
constan de cada uno de los vértices. Las caras 1-dimensionales son llamadas aris-
tas, y las caras (d−1)-dimensionales de un politopo d-dimensional son llamadas
facetas.
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Un politopo convexo d-dimensional también puede ser descrito por un siste-
ma de desigualdades

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1dxd + a1 ≥ 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2dxd + a2 ≥ 0

...

ak1x1 + ak2x2 + · · ·+ akdxd + ak ≥ 0

donde k > d, los ai’s están en R, la suma
d∑
i=1

aji = 1 para toda j = 1, . . . , k y

x1, . . . , xd son los vectores unitarios del espacio Rd (ver [6, Sección 7.4]).
Con esta definición, las caras no son más que subconjuntos de Rd que satis-

facen las desigualdades permitiendo algunas de ellas como igualdades.

La Tabla 1.1 muestra el número de caras de cada Sólido Platónico:

tetraedro octaedro cubo icosaedro dodecaedro
vértices 4 6 8 12 20
aristas 6 12 12 30 30
caras 4 8 6 20 12

Tabla 1.1: Sólidos platónicos

Definición 1.2.10. Una sucesión P0, P1, . . . , Pk de caras de P , es una bandera
de caras si Pi es una cara de Pi+1. La bandera es completa si dimPi = i y
k = dimP (ver Figura 1.10).

Figura 1.10: Una bandera de caras de un cubo

Claramente, toda bandera está contenida en una bandera completa.
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Definición 1.2.11. Sea v un vértice del politopo convexo P . Llamaremos figura
de vértice de v en P a la envoltura convexa de los puntos medios de todas las
aristas que inciden en v. Lo denotaremos regularmente Q.

Figura 1.11: Figura de vértice

La figura del vértice es un politopo convexo que cumple con la siguiente
propiedad: para cada k-cara F de P que contiene a v, la intersección F ∩ ∂H es
una (k − 1)-cara de Q. Aśı, la cara F ∩ ∂H es una figura de vértice de F en v.

La función F → F ∩ ∂H establece una correspondencia 1-1 entre las caras
de P que contienen a v y todas las caras de Q. Cabe destacar que dicha corres-
pondencia, preserva banderas.

Ahora, construiremos un politopo a partir de uno ya dado con propiedades
especiales:

Definición 1.2.12. Sea O un punto interior del politopo convexo d-dimensional
P ⊂ Rd. Definimos el politopo polar (o dual) POr de P con respecto a la esfera
de radio r centrada en O de dimensión (d− 1), como:

POr =
{
x ∈ Rd | 〈x−O, y −O〉 ≤ r2, para toda y ∈ P

}
.

El politopo polar, es también un politopo convexo d-dimensional. Además,
el polar del politopo polar P es precisamente el politopo original P [3, Teorema
9.1], i.e.,

(POr )Or = P.

Según las definiciones anteriores, podemos definir de manera natural, la cara
polar de la k-cara F de P , como

Definición 1.2.13. Sea F una k-cara de P . La cara polar de F , denotada por
FM está dada por

FM =
{
x ∈ POr | 〈x−O, y −O〉 = r2, para toda y ∈ F

}
y es una (d− k − 1)-cara de POr .

26



Observación 1.2.14. Si F y G son dos caras, tales que F ⊂ G, entonces
FM ⊃ GM, y además, FMM = F .

La similitud x 7→ r2x mapea PO1 sobre POr . Si v es un vértice de P , entonces,
la faceta vM de POr yace en un primo L el cual es perpendicular al segmento
Ov como se muestra en las Figuras 1.12(a) y 1.12(b). La distancia l, de L a
O (punto interior del politopo), está dada por l : r = r : |v|. Usando esto, se
construye:

(a) Triángulos mutuamente polares (b) Polar de un vértice

Figura 1.12: Polaridad

Proposición 1.2.15. Sea Q la figura de vértice de P en el vértice v. Sea L el
primo que pasa por Q. Existe una única recta que pasa por v y es perpendicular
a L. Llamemos c al punto en donde la recta interseca a L. Entonces, la faceta
vM de un polar PO es similar a un polar Qc de Q en L.

Demostración:
Supongamos que |v| = 1, que O es el origen de Rd y que r = 1. Por definición,

tenemos que el politopo polar está dado por

PO1 =
{
x ∈ Rd | 〈x, y〉 ≤ 1, para toda y ∈ P

}
y la cara polar por

FM =
{
x ∈ PO1 | 〈x, y〉 = 1, para toda y ∈ F

}
.

Juntando ambas ecuaciones, tenemos que la cara polar de v está dada por

vM =
{
x ∈ Rd | 〈x, v〉 = 1, 〈x, y〉 ≤ 1, para toda y ∈ P

}
.

Ahora, como P es convexo, se tiene que todo punto y ∈ P puede escribirse
como y = (1 − µ)v + µz para un adecuado z ∈ Q y un µ ≥ 0 como se muestra
en la Figura 1.13(a), lo que implica que

〈x, y〉 =〈x, (1− µ)v + µz〉
=〈x, (1− µ)v〉+ 〈x, µz〉
=(1− µ)〈x, v〉+ µ〈x, z〉.
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Luego, como 〈x, y〉 ≤ 1 y 〈x, v〉 = 1, se obtiene

1− µ(1− 〈x, z〉) ≤ 1

lo cual ocurre si y sólo si 〈x, z〉 ≤ 1, pues µ ≥ 0. Por tanto, la cara polar de v se
puede escribir como

vM =
{
x ∈ Rd | 〈x, v〉 = 1, 〈x, z〉 ≤ 1, para toda z ∈ Q

}
.

(a) Convexidad de P (b) Polar de Q en L

Figura 1.13: Figura de vértice de v en P

Por su parte, el polar de Q en L al rededor de c, con respecto a la esfera de
radio R =

√
1− λ2 (ver Figura 1.13(b)) es

QcR =
{
x ∈ L | 〈xc, zc〉 ≤ 1− λ2, para toda zc ∈ Q

}
,

donde x = c+ xc y z = c+ zc.
Claramente, L está dado por

L =
{
x ∈ Rd | 〈x, v〉 = λ

}
.

Luego, como c ∈ L y xc es perpendicular a v, se tiene que

〈x, v〉 = 〈c+ xc, v〉 = 〈c, v〉+ 〈xc, v〉 = λ+ 0.

Por su parte,

〈x, z〉 = 〈c+ xc, c+ zc〉 = |c|2 + 〈xc, c〉+ 〈c, zc〉+ 〈xc, zc〉.

Como |c| = λ (ver Figura 1.13(b)), 〈xc, c〉 = 〈c, zc〉 = 0 (pues tanto xc como
zc son vectores centrados en c) y 〈xc, zc〉 ≤ 1 − λ2 (por definición de QcR),
obtenemos

〈x, z〉 ≤ λ2 + 0 + 0 + 1− λ2 = 1.

Por lo tanto, QcR se puede escribir como

QcR =
{
x ∈ Rd | 〈x, v〉 = λ, 〈x, z〉 ≤ 1, para toda z ∈ Q

}
.

Finalmente, de la similitud ϕ : QcR → vM, dada por x 7→ (x+v)
(1+λ) , se tiene que
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〈ϕ(x), v〉 =

〈
x+ v

1 + λ
, v

〉
=

1

1 + λ
〈x+ v, v〉

=
1

1 + λ

(
〈x, v〉+ 〈v, v〉

)
=
λ+ 1

1 + λ

= 1,

y utilizando el hecho de que 〈v, z〉 = λ, pues Q ⊂ L, se tiene que

〈ϕ(x), z〉 =

〈
x+ v

1 + λ
, z

〉
=

1

1 + λ
(〈x, z〉+ 〈v, z〉)

≤ 1 + λ

1 + λ
= 1

Por lo tanto, la faceta vM de un polar PO1 es similar a un polar QcR de Q en
L.

1.3. Politopos regulares

En vista de que queremos establecer un criterio de regularidad, es importante
la siguiente definición:

Definición 1.3.1. Llamaremos automorfismo de P a una isometŕıa que trans-
forme un politopo convexo P en śı mismo.

Observación 1.3.2. Los automorfismos satisfacen las siguientes propiedades:

Permutan los vértices de P y están únicamente determinados por dichas
permutaciones (no toda permutación es un automorfismo).

Si v1, . . . , vq son los vértices, el centro O =
v1+···+vq

q de P es un punto fijo
para todo automorfismo.

Transforman banderas (completas) en banderas (completas).

Definimos pues, los politopos convexos regulares:

Definición 1.3.3. El politopo convexo P es llamado regular si podemos trans-
formar cualquier bandera completa de caras en cualquier otra mediante auto-
morfismos de P . A los politopos convexos regulares los llamaremos simplemente
politopos regulares.

De la Definición 1.3.3 se siguen las siguientes observaciones:

29



Observación 1.3.4. Cada cara de un politopo regular es un politopo regular.
Más aún, todas las caras de la misma dimensión son congruentes entre śı.

Observación 1.3.5. Para una dimensión fija k, los centros de todas las k-caras
tienen la misma distancia rk desde el centro O del politopo regular P .

El caso en el que k = 0 es un caso especial, pues representa el radio de
la esfera más pequeña que contiene al politopo completamente, por tanto, lo
nombraremos de manera especial:

Definición 1.3.6. Llamaremos a r = r0 el radio circundante (circum radius)
de P , i.e., la distancia del centro O de P a cualquiera de sus vértices.

Notemos que el vector ~Oc, que va del centro de P al centro de cualquier cara
F , es perpendicular a F .

Sea F = (F0, . . . , Fd) una bandera completa, sea ck el centro de cada cara k-
dimensional Fk. Si cd es elegido como origen, los vectores restantes c0, . . . , cd−1

forman una base de Rd. Si F ′ = (F
′

0, . . . , F
′

d) es otra bandera completa con cen-

tros c
′

k, un automorfismo α de P , que transforma F en F ′ , satisface α(ck) = c
′

k.

Por tanto, α está únicamente determinado por las banderas F y F ′ .

Si fijamos una bandera, obtenemos una correspondencia 1-1 entre el conjun-
to de todas las banderas completas de P y el grupo de todos los automorfismos
de P , siendo la identidad del grupo, la bandera fijada.

Considerando v como un vértice del politopo regular P , vemos que todas las
aristas que salen de v, terminan en vértices que yacen en un único primo L, el
cual es perpendicular al vector que va de O a v. Esto da lugar a la siguiente
definición:

Definición 1.3.7. Con las condiciones anteriores, llamaremos a la envoltura
convexa de los vértices que yacen en el primo L, figura de vértice excelente de
P en v y la denotaremos por Q (ver Figura 1.14).

Figura 1.14: Figura de vértice excelente
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Notemos que todas las figuras de vértices excelentes Q, son politopos regu-
lares mutuamente congruentes de dimensión d− 1, siendo d la dimensión de P .

Ahora daremos un criterio de regularidad de manera recursiva. Para ello
primero definimos los politopos convexos de dimensión 2: el politopo convexo
regular 2-dimensional es el poĺıgono convexo que tiene todos sus ángulos inte-
riores iguales y sus aristas tienen la misma longitud.

Proposición 1.3.8. (Criterio de regularidad):
El politopo convexo d-dimensional P , con d ≥ 3, es regular si y sólo si existe

un vértice v con las siguientes propiedades:

i) Existen automorfismos de P que transforman al vértice v en cualquier otro
vértice de P .

ii) La figura de vértice Q de v en P es un politopo regular.

iii) Para todo automorfismo γ de Q, existe un automorfismo g de P , con
g(v) = v y g|Q = γ.

Con el fin de clasificar los politopos regulares, introduciremos el concepto
de śımbolo de Schläfli : los únicos politopos regulares 2-dimensionales son los
p-ágonos regulares (es decir, poĺıgonos con p lados), con p ≥ 3, p ∈ N. Están
denotados por el śımbolo de Schläfli {p}; el śımbolo de Schläfli de un politopo
regular 3-dimensional cuyas 2-caras son p-ágonos y cuyas figuras de vértice son
q-ágonos está dado por {p, q}; de manera inductiva, definimos los śımbolos de
Schläfli de politopos regulares d+ 1-dimensionales como:

Definición 1.3.9. El śımbolo de Schläfli de un politopo regular d+1-dimensional
está dado por {p1, . . . , pd}, siempre que sus 2-caras sean p1-ágonos y sus figuras
de vértice excelentes tengan como śımbolo de Schläfli a {p2, . . . , pd}.

Naturalmente, el śımbolo de Schläfli de los politopos regulares similares es
el mismo, pues el escalamiento del politopo regular es irrelevante para el śımbolo.

Definición 1.3.10. Sea P un politopo regular. Sean l la longitud de sus aristas
y r su radio circundante. Llamaremos a s(P ) = l

2r , el radio caracteŕıstico de P .

Dado que la longitud de la arista no puede ser cero y es estrictamente menor
que 2r, se tiene que:

0 < s(P ) < 1

Notemos que politopos similares tienen el mismo radio caracteŕıstico. Además,

si el politopo P es sólo un p-ágono regular, entonces s(P ) = l
2r = sen

(
π
p

)
, como

se muestra en la Figura 1.15(b).
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(a) (b)

Figura 1.15: Radio caracteŕıstico de un p-ágono

Lema 1.3.11. Si P es un politopo regular de dimensión mayor que 2, con p-
ágonos como 2-caras y Q es una figura de vértice excelente de P . Entonces,

s(P )2 = 1−
cos2

(
π
p

)
s(Q)2

. (1.1)

Demostración:
Sea O el centro de P , l la longitud de sus aristas y r su radio circundante.

Sea Q en v, c el centro de Q y r
′

su radio circundante como se muestra en la
Figura 1.16.

Se sigue que senϕ = l
2r y cosϕ = r

′

l . Aśı, de la identidad trigonométrica
sen2(ϕ) + cos2(ϕ) = 1, se tiene que

s(P )2 = 1−

(
r
′

l

)2

. (1.2)

Figura 1.16: Politopo regular con radio circundante r y 1-caras de longitud l

Por otro lado, una arista de Q de longitud l
′

es la figura de vértice de una
2-cara de P que contiene a v, como se muestra en la Figura 1.17(a).
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(a) l es la longitud de una arista en P y l
′

la longitud de una arista de Q
(b) Triángulo formado por dos vértices de
P y su centro O

(c) Triángulo formado por dos vértices de
P y el centro de Q

Figura 1.17: Figura de vértice de una 2-cara de P que contiene a v

Sea α el ángulo que se forma entre una arista que contiene a v y el radio
incidente en v como en la Figura 1.17(b). Se tiene entonces que 2π

p + 2α = π, lo

que implica que α = π
(

1
2 −

1
p

)
. De aqúı, por la Figura 1.17(c),

sen(α) = sen

(
π

2
− π

p

)
=
l
′

2l
,

y dado que sen
(π

2
− θ
)

= cos (θ), se obtiene

cos

(
π

p

)
=
l
′

2l
,

por tanto, la longitud de la arista de Q está dada por l
′

= 2l cos
(
π
p

)
.

Si se sustituye l
′

en la fórmula para el radio caracteŕıstico de Q, obtenemos

s(Q) =
l
′

2r′
=

2l cos
(
π
p

)
2r′

=
l

r′
cos

(
π

p

)
,

y notando que
(
r
′

l

)2

=
cos2

(
π
p

)
s2 (Q)

, sustituyendo en la ecuación (1.2) obtenemos

la fórmula (1.1).
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El lema implica, por inducción sobre la dimensión, que el radio caracteŕısti-
co s(P ) depende únicamente de los śımbolos de Schläfli de P . Formalmente,
podemos decir entonces que:

Teorema 1.3.12. Dos politopos regulares son similares si y sólo si tienen el
mismo śımbolo de Schläfli.

Demostración:
⇒] Es trivial.
⇐] La prueba es por inducción en la dimensión.
En el primer caso (d = 2), si P y P

′
tienen el mismo śımbolo de Schläfli {p},

ambos son dos poĺıgonos de p lados. Estos son similares trivialmente.
Ahora, si P y P

′
son politopos regulares d-dimensionales en Rd con el mis-

mo śımbolo de Schläfli, podemos suponer que comparten el mismo centro O y
comparten al menos un vértice v. Esto implica que tienen el mismo radio cir-
cundante. Ahora, por hipótesis de inducción, P y P ′ tienen figuras de vértices
excelentes similares Q y Q

′
respectivamente en v.

Luego, por el Lema 1.3.11, se tiene que s(P ) = s(P
′
) = l

2r , y como P y P
′

tienen el mismo radio circundante r, se tiene que la longitud de sus aristas l
es la misma. Esto implica que las figuras de vértice Q y Q

′
yacen en el mismo

primo L, tienen el mismo centro c y el mismo radio circundante r
′

= r sin 2ϕ
(véase la Figura 1.16).

Por tal motivo, Q y Q
′

no sólo son similares, sino congruentes: existe una
transformación ortogonal f de Rd con el eje Ov fijo tal que f(Q

′
) = Q. Después

de ésta transformación, P y P
′

tienen en común el centro O, el vértice v y la
figura de vértice excelente Q en v.

Ahora, sean v∗ los vértices que están conectados a v mediante una arista y
sea Q∗ la figura de vértice excelente de v∗. Los vértices v∗ son los vértices de
un Q común. La reflexión ρ en el primo que pasa por O y es perpendicular a
vv∗ (para un v∗ fijo), es un automorfismo que transforma la bandera completa
(v, vv∗, F2, . . . , Fd) en la bandera completa (v∗, v∗v, F2, . . . , Fd).

El mismo argumento implica que ρ es también un automorfismo de P
′
, por

lo que Q∗ = ρ(Q) es la figura de vértice excelente común de P y P
′

en v∗. Por lo
tanto, P y P

′
también tienen en común todos los vértices v∗ y todas las figuras

de vértice Q∗ en v∗.
Finalmente, para todo vértice w ∈ P , existe una secuencia de vértices

v = v0, v1, . . . , vn = w tal que vivi+1 es siempre una arista de P . Lo ante-
rior implica paso por paso que v0, . . . , vn son vértices de P

′
también. Entonces

P y P
′

tienen los mismos vértices, por lo tanto P = P
′
.

Dado que hemos considerado politopos regulares salvo similitud, se puede
decir que el śımbolo de Schläfli {p1, . . . , pd−1} es una clase de equivalencia.

Proposición 1.3.13. Las k-caras de {p1, . . . , pd−1} son {p1, . . . , pk−1}.
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Demostración:
La prueba es por inducción sobre la dimensión. El primer caso es trivial,

pues las 2-caras de P son p1-ágonos. Luego, la figura de vértice excelente QF
de una k-cara F es una (k − 1)-cara de la figura de vértice {p2, . . . , pd−1}, por
tanto, QF = {p2, . . . , pk−1} por hipótesis de inducción. Finalmente, como las
2-caras de F son p1-ágonos, F = {p1, . . . , pk−1}.

Observación 1.3.14.

Todos los duales de P son politopos regulares mutuamente similares pues
el hecho de que el dual sea un polar con respecto a la esfera centrada en
O hace que los ejes de rotación de P no cambien, lo que implica que el
politopo dual simplemente es un escalamiento de otro politopo dual donde
su tamaño depende totalmente del radio de la esfera con la que tomamos
el polar.

Dado que el politopo dual es un subconjunto finito de puntos de la esfera
con la que tomamos el polar y dicha esfera está centrada en O, se tiene
que el politopo regular P y su dual P o tienen el mismo centro.

Proposición 1.3.15. El dual de {p1, . . . , pd−1} es {pd−1, . . . , p1}.

Demostración:
La prueba es por inducción sobre la dimensión. Sean P y R politopos regu-

lares d-dimensionales mutuamente duales. El caso en que la dimensión es 2 es
trivial. Supongamos que se satisface para k = d − 1. Sea P = {p1, . . . , pd−1}
el dual de R = {r1, . . . , rd−1}. Por la Proposición 1.2.15, las facetas de R son
los duales de las figuras de vértice de P , por tanto, por hipótesis de inducción,
{r1, . . . , rd−2} = {pd−1, . . . , p2}.

De nuevo, por la Proposición 1.2.15, el dual de la figura de vértice {r2, . . . , rd−1}
de R es una faceta de Ro = P , i.e., un {p1, . . . , pd−2}. Por lo tanto, por hipótesis
de inducción, la figura de vértice {r2, . . . , rd−1} de Q es {pd−2, . . . , p1}.

Combinando lo anterior, obtenemos que

{r1, . . . , rd−1} = {pd−1, . . . , p1}.

1.4. Enumeración de los politopos regulares

A continuación delimitaremos las posibilidades de los politopos regulares d-
dimensionales.

De la fórmula

s2(P ) = 1−
cos2

(
π
p

)
s2(Q)

,
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la cual se probó en el Lema 1.3.11, despejando cos2
(
π
p

)
obtenemos que

cos2

(
π

p

)
= s2(Q)− s2(P ) · s2(Q),

y por la desigualdad (1.3), s(P ), s(Q) ∈ (0, 1), por lo que s2(P ) · s2(Q) > 0 por
lo tanto,

cos2

(
π

p

)
< s2(Q).

Por otro lado, π
3 ≥

π
p > 0 para p ≥ 3. Además, cos2

(
π
3

)
≤ cos2

(
π
p

)
.

Aśı pues, dado que cos2
(
π
3

)
=
(

1
2

)2
= 1

4 se tiene que 1
4 ≤ cos2

(
π
p

)
.

Juntando ambas desigualdades, se obtiene:

1

4
≤ cos2

(
π

p

)
< s2(Q), (1.3)

para el politopo regular P = {p, q2, . . . , qd−1}, que tiene como figura de vértice
a Q = {q2, . . . , qd−1}.

Comencemos con dimensión 3 e iremos generalizando:

1.4.1. Enumeración de los politopos 3-dimensionales

Comenzando con los politopos regulares 3-dimensionales, i.e., P = {p, q},
tenemos que, Q = {q}, por lo que s(Q) = sin

(
π
q

)
. Aśı, la desigualdad (1.3) se

convierte en
1

4
≤ cos2

(
π

p

)
< sen2

(
π

q

)
. (1.4)

Buscando las posibles parejas {p, q} que admite la desigualdad (1.4), tenemos
que:

Las parejas {3, 3}, {3, 4} y {3, 5} son válidas.

Para {3, q} con q ≥ 6, se tiene cos2
(
π
3

)
≥ sen2

(
π
q

)
, por lo que no son

śımbolos válidos.

El śımbolo de Schläfli {4, 3} es una pareja válida.

El śımbolo {4, q}, con q ≥ 4, contradice la desigualdad (1.4), pues se tiene

que cos2
(
π
4

)
≥ sen2

(
π
q

)
.

La pareja {5, 3} satisface la desigualdad (1.4).

Las parejas {5, q}, con q ≥ 4, cumplen con cos2
(
π
5

)
≥ sen2

(
π
q

)
, por tanto,

no pueden ser śımbolos de Schläfli de politopos regulares.
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Las parejas {p, q}, con p ≥ 6, no satisfacen la desigualdad (1.4).

Aśı pues, las únicos śımbolos de Schläfli que tienen posibilidad de ser poli-
topos regulares los enlistamos a continuación:

P {3, 3} {3, 4} {4, 3} {3, 5} {5, 3}

s2(P ) 2
3

1
2

1
3

5−
√

5
10

3−
√

5
16

Tabla 1.2: Politopos regulares 3-dimensionales

1.4.2. Enumeración de los politopos 4-dimensionales

Si consideramos ahora, el politopo 4-dimensional P = {p, q, r}, tenemos que
su figura de vértice es Q = {q, r}. Si s es el radio caracteŕıstico de Q, de la
desigualdad (1.3), obtenemos:

1

4
≤ cos2

(
π

p

)
< s2. (1.5)

Ahora, buscaremos las posibles tripletas que satisfacen la desigualdad (1.5),
a sabiendas de que la Tabla 1.2 contiene los únicos posibles valores de s2:

Las tripletas {3, 3, 3}, {3, 3, 4}, {3, 3, 5} y {3, 4, 3} son válidas.

Para la tripleta {3, 5, 3}, obtenemos cos2
(
π
3

)
> s2 = s2({5, 3}) de la Tabla

1.2, por lo que no satisface la desigualdad (1.5).

De los śımbolos de Schläfli que tienen por 2-caras a 4-ágonos, al tener
cos2

(
π
4

)
= 1

2 , se tiene, por la Tabla 1.2, que la única tripleta válida es la
que tiene figura de vértice {3, 3}, i.e., {4, 3, 3}.

Para los śımbolos con 5-ágonos por 2-caras, se tiene que cos2
(
π
5

)
≈ .65, por

tanto, de la Tabla 1.2, concluimos que sólo el śımbolo de Schläfli {5, 3, 3}
es una tripleta que satisface la desigualdad (1.5).

Finalmente, para las tripletas {p, q1, q2}, con p ≥ 6, no se satisface la
desigualdad (1.5) en ninguno de los casos válidos de Q = {q1, q2}.

Aśı pues, únicamente hay 6 posibles tripletas para los politopos 4-dimensionales,
los cuales enlistamos en la siguiente tabla:
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P {3, 3, 3} {3, 3, 4} {4, 3, 3}

s2(P ) 5
8

1
2

1
4

P {3, 4, 3} {3, 3, 5} {5, 3, 3}

s2(P ) 1
4

3−
√

5
8

7−3
√

5
16

Tabla 1.3: Politopos regulares 4-dimensionales

1.4.3. Enumeración de los politopos d-dimensionales

De la misma manera que dedujimos la Tabla 1.3, en dimensión d ≥ 5, sólo
permanecen 3 posibilidades:

P {3, . . . , 3} {3, . . . , 3, 4} {4, 3, . . . , 3}

s2(P ) d+1
2d { 1

2} { 1
n+1}

Tabla 1.4: Politopos regulares d-dimensionales

1.5. Realizaciones de śımbolos de Schläfli

Realicemos ahora las posibilidades obtenidas de la Sección 1.4.

Resulta que todos los śımbolos de Schläfli de las Tablas 1.2, 1.3 y 1.4 son
realizables; a continuación haremos la realización de dichos śımbolos. Para los
sólidos regulares 4-dimensionales haremos uso de los diagramas de Schlegel1

Realización de {3, . . . ,3}: Consideremos los puntos unitarios canónicos de
Rd+1 dados por e1 = (1, 0, . . . , 0),. . . , ed+1 = (0, . . . , 0, 1). La envoltura
convexa T d, de dichos puntos, es el d-tetraedro con vértices e1, . . . , ed+1.
Yace en el primo x1 + · · ·+ xd+1 = 1 de Rd+1.

Toda permutación de los d+ 1 vértices es un automorfismo de T d, por
tanto, T d es un sólido regular. El dual del d-tetraedro es de nuevo un te-
traedro. El śımbolo de Shcläfli correspondiente al d-tetraedro es {3, . . . , 3}.

1Un diagrama de Schlegel es una proyección de un politopo contenido en Rd sobre el espacio
Rd−1 a través de un punto que está fuera de cualquiera de sus caras, obteniendo una división
politópica de las caras en Rd−1 combinatoriamente equivalente al politopo original.
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(a) Triángulo equilátero; su śımbolo de
Schläfli es {3}.

(b) Tetraedro; su śımbolo de Schläfli es
{3, 3}.

(c) Diagrama de Schlegel de un
pentácoron; su śımbolo de Schläfli es
{3, 3, 3}.

Figura 1.18: Realización del d-tetraedro

Como casos particulares, tenemos el triángulo equilátero T 2 (ver Figura
1.18(a)), el tetraedro regular T 3 (ver Figura 1.18(b)) y el pentácoron T 4

(ver Figura 1.18(c)2), también llamado 4-simplejo o 5-cell.

Realización de {3, . . . ,3,4}: Sean e1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , ed = (0, . . . , 0, 1) los
puntos unitarios canónicos de Rd. La envoltura convexa de los 2d puntos
±e1, . . . ,±ed, es el d-octaedro Od con 2d vértices.

Ahora, si v es un vértice, −v también lo es. Una permutación α de
los 2d vértices es un automorfismo Od si y sólo si α(−v) = −α(v) para
todo vértice. Aśı pues, Od es un sólido regular con śımbolo de Schläfli
{3, . . . , 3, 4}.

2Diagrama de Schlegel de un 5-cell tomado de http//en.wikipedia.org/wiki/5-cell
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(a) Cuadrado; su śımbolo de Schläfli es {4}. (b) Octaedro regular; su śımbolo de Schläfli
es {3, 4}.

(c) Diagrama de Schlegel de un he-
xadecacoron; su śımbolo de Schläfli
es {3, 3, 4}.

Figura 1.19: Realización del d-octaedro

Como casos particulares, tenemos el cuadrilátero regular O2 (ver Figura
1.19(a)), el octaedro regular O3 (ver Figura 1.19(b)) y el hexadecacoron
O4 (ver Figura 1.19(c)3) también llamado 16-cell.

Realización de {4,3, . . . ,3}: Este sólido regular es un d-cubo y está dado por

Cd = {x ∈ Rd | −1 ≤ xi ≤ 1 para i = 1, . . . , d}.

El sólido regular es el dual del d-octaedro y tiene śımbolo de Schläfli
{4, 3, . . . , 3}.

Como casos especiales para el d-cubo, tenemos el cuadrilátero regular C2

(ver Figura 1.20(a)), el hexaedro C3 (ver Figura 1.20(b)) y el teseracto C4

también conocido por octacoron, hipercubo y 8-cell (ver Figura 1.20(c)4).

3Diagrama de Schlegel de un 16-cell tomado de http//en.wikipedia.org/wiki/16-cell
4Diagrama de Schlegel de un 8-cell tomado de http//en.wikipedia.org/wiki/8-cell
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(a) Cuadrado; su śımbolo de Schläfli es {4}. (b) Hexaedro; su śımbolo de Schläfli es
{4, 3}.

(c) Diagrama de Schlegel de un
teseracto; su śımbolo de Schläfli
es {4, 3, 3}.

Figura 1.20: Realización del d-cubo

Realización de {3,5}: Comenzamos con el octaedro 2-coloreado de la Figura
1.6(a) que se utilizó en la Sección 1.1. Todo automorfismo que mantiene
invariante la 2-coloración, claramente es un automorfismo del icosaedro

inscrito (ver Figura 1.6(c)) que se construyó a razón a : b =
√

5−1
2 , pues

los vértices del icosaedro están en correspondencia con las aristas del oc-
taedro y dado que los automorfismos actúan transitivamente en las aristas
del octaedro, i.e., podemos transformar cualquier arista del octaedro en
cualquier otra mediante un automorfismo, actúan de igual manera en los
vértices del icosaedro.

En el icosaedro construido por un antiprisma pentagonal y dos pirámides
pentagonales (ver Figura 1.5), tomamos la cúspide de una de las pirámides
como el vértice v, vemos que su figura de vértice excelente es un pentágono.
Por tanto, todo automorfismo de esta figura de vértice, proviene de un au-
tomorfismo del icosaedro que fija a v.

Ambas descripciones juntas, muestran que el icosaedro satisface el cri-
terio de regularidad 1.3.8.

Finalmente, como las caras 2-dimensionales del icosaedro son triángu-
los y las figuras de vértice son pentágonos, el icosaedro tiene śımbolo de
Schläfli {3, 5}.
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Figura 1.21: Icosaedro; su śımbolo de Schläfli es {3, 5}.

Para los śımbolos restantes, {3, 3, 5}, {5, 3, 3} y {3, 4, 3}, no tenemos una
realización sencilla, pues en principio es complicado describir algo en cuatro di-
mensiones. Hasta ahora, sólo podemos hacer uso de la Proposición 1.3.13 para
saber cómo son las k-caras del politopo regular. La cantidad de k-caras será pro-
porcionada más adelante en el Teorema 3.3.3. Aśı pues:

Realización de {3,3,5}: El śımbolo se realiza con 600 tetraedros 3-dimensionales,
1200 triángulos, 720 aristas y 120 vértices. Es llamado hexacosicoron o
600-cell [11]. En la Figura 1.225 se muestra su diagrama de Schlegel.

Figura 1.22: Diagrama de Schlegel de un hexacosicoron; su śımbolo de Schläfli
es {3, 3, 5}.

Realización de {5,3,3}: Este politopo regular 4-dimensional es el dual del
600-cell por tanto está constituido por 120 dodecaedros, 720 pentágonos,
1200 aristas, y 600 vértices. Es llamado hecatonicosacoron, hiperdodecaedro
o 120-cell [11]. Su diagrama de Schlegel se muestra en la Figura 1.236

5Diagrama de Schlegel de un 600-cell tomado de http://en.wikipedia.org/wiki/600-cell
6Diagrama de Schlegel de un 120-cell tomado de http//en.wikipedia.org/wiki/120-cell
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Figura 1.23: Diagrama de Schlegel de un hecatonicosacoron; su śımbolo de
Schläfli es {5, 3, 3}.

Realización de {3,4,3}: Finalmente, el politopo 4-dimensional {3, 4, 3}, cons-
ta de 8 vértices, 24 aristas, 32 triángulos equiláteros y 16 tetraedros 3-
dimensionales regulares y es llamado icositetracoron o 24-cell. En la Figura
1.247 se muestra su diagrama de Schlegel.

Figura 1.24: Diagrama de Schlegel de un icositetracoron; su śımbolo de Schläfli
es {3, 4, 3}.

El icositetracoron, al igual que el d-tetraedro es autodual i.e., su poli-
topo dual es nuevamente un icositetracoron.

Cabe mencionar que éste sólido regular es el único sólido regular que es
puramente 4-dimensional, i.e., no tiene una versión análoga en dimensio-
nes d 6= 4 [11].

7Diagrama de Schlegel de un 24-cell tomado de http//en.wikipedia.org/wiki/24-cell
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Caṕıtulo 2

Grupos de rotación finitos

Antes de continuar, definamos el grupo ortogonal real y el grupo ortogonal
especial real:

Definición 2.0.1. El grupo ortogonal real de dimensión n, denotado por O (n),
es el grupo de transformaciones que preservan distancia y fijan el origen del
espacio real de coordenadas Rn. La operación del grupo está dada por la com-
posición de transformaciones.

Equivalentemente, el grupo ortogonal es el grupo de matrices ortogonales
n × n que tiene la multiplicación de matrices como operación de grupo, donde
las matrices ortogonales son matrices reales cuya inversa es igual a su trans-
puesta i.e., O es una matriz ortogonal si y sólo si cumple que OOt = OtO = E.

Claramente, podemos deducir que el determinante de una matriz ortogonal
es 1 o −1 pues det (AB) = detA · detB y detA = detAt.

Observación 2.0.2. La generalización del grupo ortogonal real es el grupo
de operadores lineales invertibles que preservan formas bilineales simétricas no
degeneradas en un espacio vectorial sobre un campo.

Un caso particular de la Observación 2.0.2, es cuando la forma bilineal es el
producto interno estándar en el espacio vectorial Fn sobre el campo F; el grupo
ortogonal, denotado por O (n,F), es el conjunto de matrices ortogonales n × n
con entradas en el campo F dado por

O (n,F) = {Q ∈ GL (n,F) | QtQ = QQt = Id},

donde la operación de grupo está dada por la multiplicación de matrices y
GL (n,F) está definido como sigue:

Definición 2.0.3. El grupo general lineal del espacio vectorial E, es el grupo
formado por todos los automorfismos de E y es denotado por GL (E). Cuando
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el espacio vectorial E = Fn, siendo F un campo, se denota GL (n,F) y se le
llama grupo general lineal de grado n sobre el campo F. GL (n,F), puede ser
pensado como el grupo de matrices invertibles n× n con entradas en F, con la
operación de grupo dada por la multiplicación de matrices.

Un subgrupo importante del grupo general lineal, es el grupo especial lineal
definido como sigue:

Definición 2.0.4. El grupo especial lineal, denotado por SL (n,F) está dado
por

SL (n,F) = {Q ∈ GL (n,F) | detQ = 1}.

Retomando lo del determinante de matrices ortogonales, se tiene que aquellas
matrices ortogonales con determinante 1, forman un subgrupo de O (n,F) de
ı́ndice 2, y por tanto normal, el cual se define a continuación como:

Definición 2.0.5. El grupo ortogonal especial, denotado por SO (n,F) está dado
por

SO (n,F) = {Q ∈ O (n,F) | detQ = 1}.

Cuando el campo F = R, este grupo es llamado también grupo de rotaciones
del espacio Rn, pues en dimensiones n = 2 y n = 3, sus elementos son las rota-
ciones usuales alrededor del origen (n = 2) o una ĺınea que pasa por el origen
(n = 3).

Los grupos O (n,F), GL (n,F), SL (n,F) y SO (n,F) se denotarán simple-
mente por O (n), GL (n), SL (n) y SO (n) respectivamente, cuando el campo F
sea igual a R.

Dado que toda rotación en Rn es un elemento del grupo SO (n), se tiene que
todo subgrupo de rotación finito es un subgrupo del grupo de rotaciones SO (n).

Ahora bien, en dimensión 3, existe una conexión muy fuerte entre los polito-
pos regulares y los subgrupos finitos de rotaciones de SO (3). La geometŕıa de los
sólidos, permite la formulación de ciertas propiedades abstractas que cumplen
sus respectivos grupos asociados. En este caṕıtulo, se estudiará la estructura
que tienen estos grupos en relación con los politopos regulares.

2.1. Grupos de rotación de los sólidos platónicos

Tomemos como centro del sólido platónico P = {p, q}, al origen de R3. Por
definición, el grupo de rotaciones de P consiste de todas las rotaciones que trans-
forman P en śı mismo, i.e., los elementos del grupo de rotaciones SO(3) que
dejan invariante a P . Como SO(3) es el subgrupo normal de ı́ndice 2 del grupo
ortogonal O(3), se tiene también que el grupo de rotación de P , es un subgrupo
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de ı́ndice 2 del grupo de todos los automorfismos de P .

En esta sección calcularemos los grupos de rotación de los sólidos platónicos.
La noción de dualidad nos facilita el trabajo, pues los sólidos duales tienen el
mismo grupo finito asociado que el sólido original [9], lo que implica que basta
con estudiar los grupos del tetraedro, octaedro (o hexaedro) e icosaedro (o do-
decaedro) para conocer todos los grupos de rotación.

A sabiendas de que toda rotación en R3 tiene asociados un ángulo y un
eje que pasa por el origen; analizando el śımbolo de Schläfli de los politopos
regulares, tenemos las tres posibles rotaciones siguientes para el politopo P =
{p, q}:

1) El eje que pasa por un vértice y el ángulo es un múltiplo de 2π
q .

2) El eje que pasa por el punto medio de cualquier arista con ángulo 2π
2 = π.

3) El eje que pasa a través del centro de una cara y el ángulo es un múltiplo de
2π
p .

A estos ejes los llamaremos q-eje, 2-eje y p-eje respectivamente.

Ahora, analizando la geometŕıa de cada uno de los politopos regulares, te-
nemos las rotaciones espećıficas siguientes para cada uno de ellos:

Tetraedro: Los ejes que pasan a través de vértices y los que pasan a través
de centros de caras son los mismos; existen 4 de ellos y cada uno es un
3-eje. Los ejes que pasan a través de puntos medios de aristas vienen en
pares antipodales, por lo que sólo hay 3 de ellos que son 2-ejes. En la Ta-
bla 2.1 se enumeran los elementos del grupo asociado al tetraedro el cual
llamaremos grupo del tetraedro también conocido como Tetraédrico y lo
denotaremos por T .

Tipo y cantidad Elementos que genera Total de elementos

de ejes cada eje en el grupo

4 ejes por vértices 2 elementos de orden 3 8

3 ejes por aristas 1 elemento de orden 2 3

Identidad 1 elemento de orden 1 1

Orden del grupo del tetraedro =12

Tabla 2.1: Rotaciones del tetraedro
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Octaedro: Los tres tipos de ejes (por vértices, por puntos medios de aristas y
por centros de caras) vienen en parejas antipodales y dado que el octaedro
tiene 6 vértices, 12 aristas y 8 caras, se tiene que existen tres q-ejes a través
de vértices, seis 2-ejes a través de puntos medios de aristas y cuatro p-ejes
que pasan a través de centros de caras. Cabe destacar que en cada q-eje se
tiene un elemento de orden dos y dos elementos de orden 4. En la Tabla 2.2
se enumeran los elementos del grupo asociado al octaedro el cual llamare-
mos grupo del octaedro o simplemente Octaédrico y lo denotaremos por O.

Tipo y cantidad Elementos que genera Total de elementos

de ejes cada eje en el grupo

3 ejes por vértices
2 de orden 4 6

1 de orden 2 3

6 ejes por aristas 1 de orden 2 6

4 ejes por caras 2 de orden 3 8

Identidad 1 de orden 1 1

Orden del grupo del octaedro = 24

Tabla 2.2: Rotaciones del octaedro

Icosaedro: Al igual que el octaedro, los tres tipos de ejes vienen en parejas
antipodales. El icosaedro tiene 12 vértices, 30 aristas y 20 caras, por lo
que se tienen seis q-ejes a través de vértices, quince 2-ejes a través de
aristas y diez p-ejes a través de caras. En la Tabla 2.3 se enumeran los
elementos asociados al grupo del icosaedro también llamado Icosaédrico y
lo denotaremos por I.
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Tipo y cantidad Elementos que genera Total de elementos

de ejes cada eje en el grupo

6 ejes por vértices 4 de orden 5 24

15 ejes por aristas 1 de orden 2 15

10 ejes por caras 2 de orden 3 20

Identidad 1 de orden 1 1

Orden del grupo del icosaedro = 60

Tabla 2.3: Rotaciones del icosaedro

2.1.1. Relación entre los grupos de rotaciones con los gru-
pos de permutaciones

Tomando en cuenta las observaciones anteriores, identificaremos los grupos
de rotaciones de los sólidos platónicos con los grupos de permutaciones:

Grupo del tetraedro (Tetraédrico) T :

El grupo completo de automorfismos del tetraedro lo podemos meter en el
grupo simétrico S4 que consiste de todas las permutaciones de 4 elementos. A
diferencia de las permutaciones impares, las permutaciones pares son rotacio-
nes, por lo que el grupo de rotaciones del tetraedro es precisamente el grupo
alternante A4.

Grupo del octaedro (Octaédrico) O:

En el octaedro, las 8 caras vienen en 4 parejas de caras paralelas (ver Figura
2.1). Los elementos del grupo del octaedro permuta éstas cuatro parejas, por lo
que podemos incluir el grupo en el grupo de permutaciones de 4 elementos S4.
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Figura 2.1: Caras paralelas en un octaedro

Ahora, como toda permutación corresponde a una rotación del octaedro, se
tiene que el grupo de rotación del octaedro es completamente el grupo simétrico
S4.

Como el hexaedro es el sólido dual del octaedro, se tiene que el grupo del
hexaedro es también S4.

Grupo del icosaedro (Icosaédrico) I:

Al icosaedro le podemos asociar cinco cubos independientes entre śı los cua-
les tienen sus caras en correspondencia con las aristas del icosaedro como se
muestra en la Figura 2.2. Con esto, podemos considerar las aristas que corres-
ponden a cada cubo como clases de equivalencia.

Figura 2.2: Aristas del icosaedro que corresponden a las caras de un cubo

Una manera de saber si las aristas pertenecen a una misma clase (cubo) es
la siguiente: dos aristas pertenecen a la misma clase si y sólo si son paralelas o
perpendiculares entre si.
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Aśı pues, existen cinco clases con seis aristas cada una; lo que agota las
30 aristas que tiene el icosaedro. Notemos que cinco aristas con un vértice en
común como en la Figura 2.3(a) o cinco aristas que pertenecen a dos caras con
una arista común como en la Figura 2.3(b), pertenecen a clases distintas.

(a) Cinco aristas con un vértice en común. (b) Aristas de dos triángulos con una arista
en común.

Figura 2.3: Aristas en distintas clases de equivalencias

Los elementos del grupo de rotación del icosaedro, permutan las cinco clases
[9, Cap I, Sec 8]. En la Figura 2.3(a) se observa que las rotaciones sobre ejes
que pasan por vértices producen permutaciones ćıclicas de orden cinco de las
clases de equivalencia. En la Figura 2.3(b) vemos que la rotación sobre el eje
que pasa por el punto medio de la arista común de los triángulos produce una
permutación que consta de dos transposiciones de las cinco clases de equivalen-
cia y una clase permanece invariante. Por último, como las 2-caras del icosaedro
son triángulos equiláteros, las rotaciones sobre los ejes que pasan por centros de
caras producen permutaciones ćıclicas de orden tres, en las cuales se permutan
las tres clases de equivalencia representadas por los lados de dichos triángulos
dejando a dos clases de equivalencia invariantes.

Ésta inspección muestra que el grupo de rotación del icosaedro puede ser
considerado como un subgrupo de S5. Las permutaciones pares, a diferencia de
las permutaciones impares, son rotaciones, por tal motivo, el grupo de rotación
del icosaedro es el grupo alternante A5.

Como el dodecaedro es el sólido dual del icosaedro, se tiene que el grupo del
dodecaedro es también A5.

2.2. Subgrupos finitos del grupo de rotación SO(3)

Definamos lo que es una acción de grupo:

Definición 2.2.1. Sea S un conjunto, G un grupo y e la identidad de G. Una
acción deG en S por la izquierda, asigna a todo g ∈ G una función φ : G×S → S,
con las siguientes propiedades:

1) φ(e, s) = s, para toda s ∈ S y e ∈ G.
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2) φ(hg, s) = φ(h, φ(g, s)), para toda s ∈ S y g, h ∈ G.

Cuando el subconjunto S es precisamente G, la acción dada por φ(g, s) =
gsg−1, se dice que es una acción por conjugación. Si aplicamos la acción a un
subgrupo H de G, lo que obtenemos es otro subgrupo de G denotado por gHg−1;
decimos que H y gHg−1 son subgrupos conjugados en G.

Ahora, además de los grupos de los sólidos regulares, existen dos series in-
finitas de subgrupos finitos de SO(3); Los subgrupos ćıclicos de orden p y los
subgrupos p-diédricos de orden 2p con p <∞.

Grupos ćıclicos:

Cada uno de los subgrupos ćıclicos consiste de todas las rotaciones en torno
a un eje fijo con ángulos 2πj

q , donde j = 1, . . . , q. Cualesquiera dos de éstos

subgrupos, son conjugados en SO(3). Los denotaremos Cq.

Grupos diédricos:

En el caso en el que q = 2, dadas tres ĺıneas perpendiculares entre si que
pasen por el origen, el subgrupo finito que deja cada ĺınea invariante consiste de
las π-rotaciones alrededor de cada una de las ĺıneas y la identidad. Este grupo
de orden cuatro, es llamado 2-diédrico o four group. Cualesquiera dos de ellos,
son conjugados en SO(3).

Para q ≥ 3 consideramos un q-ágono regular plano con centro en el origen.
El grupo q-diédrico, consiste de todas las rotaciones que dejan invariante al q-
ágono: la ĺınea que pasa a través del origen y es perpendicular al q-ágono es un
q-eje, los otros ejes son 2-ejes que pasan a través de vértices y de puntos medios
de aristas del q-ágono; hay q ejes de este tipo (si q es impar, los ejes pasan a
través de un vértice y un punto medio de arista; si q es par, los ejes pasan por
dos vértices o por dos puntos medios de aristas). Por lo anterior, el q-diédrico
tiene orden 2q (q − 1 elementos generados por el q-eje, q elementos generados
por los q 2-ejes y la identidad). De nuevo, cualesquiera dos de éstos subgrupos,
son conjugados en SO(3). Los denotaremos por Dq.

Notemos que el q-ágono plano puede ser considerado como un sólido regular
degenerado con su cara contada dos veces, lo que le da también el nombre de
diédrico.

Definición 2.2.2. Sea G un subgrupo finito de SO(3) y S2 la esfera unitaria
en R3. Para cada punto p ∈ S2, definimos el grupo de isotroṕıa en p como

Gp = {g ∈ G | g · p = p} < G.

Definición 2.2.3. Sea G un subgrupo finito de SO(3) y S2 la esfera unitaria
en R3. Definimos la órbita de un punto p ∈ S2 como el subconjunto de S2 dado
por

G · p = {g · p ∈ S2 | g ∈ G}.
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Si n(p) es el orden del subgrupo de isotroṕıa en p y n(p) > 1 entonces la
órbita G · p es llamada órbita excepcional con respecto a p.

Observación 2.2.4. La acción de G < SO(3) en S2 está bien definida, pues en
particular, los elementos de SO(3) son transformaciones que preservan distancia
y fijan el origen de R3.

Teorema 2.2.5. Salvo conjugación, los subgrupos finitos de SO(3) son los si-
guientes:

Los grupos ćıclicos de orden q, tal que 2 ≤ q <∞.

Los grupos diédricos de orden 2q, tal que 2 ≤ q <∞.

El grupo del tetraedro.

El grupo del octaedro (o hexaedro).

El grupo del icosaedro (o dodecaedro).

Demostración:
De la Observación 2.2.4 tenemos que la esfera S2 es invariante con res-

pecto a cualquier elemento del grupo de rotaciones SO(3), por tanto, nos basta
con considerar puntos en la esfera S2.

Sea G un subgrupo finito de SO(3). Claramente, la esfera S2 es la unión
disjunta de sus órbitas i.e.,

S2 =
⊔
p∈S2

G · p.

Sea n(p) el orden del subgrupo de isotroṕıa Gp con p ∈ S2. Como los grupos
de isotroṕıa son subgrupos de G se tiene que n(p)

∣∣|G|.
El cociente c = N

n(p) es la cardinalidad de la órbita G ·p, donde N es el orden

de G, pues Φ : G/Gp −→ G · p, tal que Φ(g ·Gp) = g · p, es una biyección bien
definida. Lo que implica que, si p y q pertenecen a la misma órbita, el orden de
sus respectivos grupos de isotroṕıa es el mismo, i.e.,

n(p) = n(q)

Ahora bien, consideremos el conjunto

M = {(g, p) | g ∈ G \ {1}, p ∈ S2, g · p = p}.

Para analizar M, primero fijemos g ∈ G \ {1}. Existen exactamente dos
puntos p y q en S2 tales que (g, p) y (g, q) están en M; los puntos antipodales
en donde el eje correspondiente a g interseca a la esfera S2. Esto implica que la
cardinalidad de M está dada por

|M| = 2(N − 1) (2.1)
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Si ahora fijamos p ∈ S2, (g, p) ∈M si y sólo si g ∈ Gp \ {1}. Por tal motivo,
cada punto p de la esfera S2, contribuye en n(p) − 1 elementos al conjunto
M. Ahora, dado que las órbitas no excepcionales cumplen que n(p) = 1, se
tiene que los puntos en la esfera que no están en órbitas excepcionales, aportan
n(p) − 1 = 1 − 1 = 0 elementos al conjunto M. Aśı pues, sólo necesitamos
considerar los puntos que están en órbitas excepcionales.

Por la ecuación (2.1), se tiene que el conjuntoM es finito. En consecuencia,
sólo existe un número finito de órbitas excepcionales. Denotemos dichas órbitas
por

Σ1, . . . ,Σk.

Sea ci la cardinalidad de Σi y ni = n(p) para algún p ∈ Σi (notemos que no
hay ambigüedad al definir ni de esta manera, pues el orden de los subgrupos de
isotroṕıa de los elementos de una misma órbita es el mismo).

Se tiene entonces que los elementos de Σi contribuyen con ci(ni−1) elementos
al conjunto M, por lo tanto,

|M| =
k∑
i=1

ci(ni − 1) (2.2)

Luego, combinando las ecuaciones (2.1) y (2.2), obtenemos la siguiente igual-
dad:

2(N − 1) =
k∑
i=1

ci(ni − 1),

y, dividiendo por el correspondiente N = cini, obtenemos

k∑
i=1

1

ni
=

2

N
+ k − 2 (2.3)

Esto restringe las posibilidades de los subgrupos finitos de SO(3).
Dado que ni ≥ 2, la ecuación 2.3 cumple con la siguiente desigualdad

k

2
≥

k∑
i=1

1

ni
=

2

N
+ k − 2, (2.4)

y por tanto, k < 4, pues de la desigualdad (2.4) se tiene

4− k
2
≥ 2

N
.

Veamos pues lo que ocurre en los casos k = 1, 2, 3:

Caso k = 1: Es imposible, pues de la ecuación (2.3) obtenemos

1

ni
=

2−N
N

,
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lo que implica que
N(1− ni) = 2ni.

Luego, como ni ≥ 2, tenemos que N(1 − ni) < 0 y 2ni > 0, lo cual es
una contradicción.

Caso k = 2: En este caso, obtenemos

1

n1
+

1

n2
=

2

N
,

y, dado que, tanto ni como N son enteros, la ecuación se satisface sólo
cuando n1 = n2 = N , i.e., G = Gp para algún p, por lo que G es un
subgrupo ćıclico.

Caso k = 3: Aqúı, de la ecuación (2.3), obtenemos

1

n1
+

1

n2
+

1

n3
=

2

N
+ 1, (2.5)

y como N > 0, de la ecuación (2.5) se obtiene la siguiente desigualdad:

1

n1
+

1

n2
+

1

n3
> 1 (2.6)

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que n1 ≤ n2 ≤ n3. Con
esta suposición, la desigualdad (2.6), sólo tiene las soluciones

(2, 2, q) con q ≥ 2, (2, 3, 3), (2, 3, 4) y (2, 3, 5),

pues con (2, 3, 6) y (3, 3, 3) obtenemos

1

n1
+

1

n2
+

1

n3
= 1,

y cualquier otra tripleta cumplirá con

1

n1
+

1

n2
+

1

n3
< 1.

Tenemos pues que los subgrupos finitos de SO(3) son de cinco tipos distintos:
ćıclicos (como en el caso k = 2), los correspondientes a la tripleta (2, 2, q) con
q ≥ 2, los correspondientes a la tripleta (2, 3, 3), los correspondientes a la tripleta
(2, 3, 4) y los correspondientes a la tripleta (2, 3, 5). Llamaremos a éstos últimos,
del tipo Aq, B,C y D respectivamente.

Utilizando la fórmula (2.3), obtenemos

N =
2

3∑
i=1

1

ni
− 1

,
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de donde podemos calcular la cardinalidad de G para cada tipo de subgrupo.
Por otra parte, podemos calcular la cardinalidad de las órbitas excepcionales,
pues ci = N

ni
. Con estos datos, se construye la siguiente tabla para los distintos

tipos de subgrupos finitos no-ćıclicos de SO(3):

Tipo de tripleta Aq B C D

n1 2 2 2 2

n2 2 3 3 3

n3 q ≥ 2 3 4 5

c1 q 6 12 30

c2 q 4 8 20

c3 2 4 6 12

N 2q 12 24 60

Tabla 2.4: Información de órbitas excepcionales

Notemos que los q-diédricos, Tetraédricos, Octaédricos e Icosaédricos son de
los tipos Aq, B,C y D respectivamente. Ahora, como en la Tabla 2.4 se estable-
cen los únicos posibles subgrupos finitos no-ćıclicos de SO(3), para concluir con
la demostración, resta mostrar que cualquier subgrupo finito del tipo Aq, B,C
o D es un grupo Dq, T , O o I respectivamente.

Tipo A2: De acuerdo a la Tabla 2.4, para el grupo G del tipo A2, las órbitas
excepcionales consisten de dos puntos cada una. Sean Σi = {pi, qi} dichas
órbitas (i = 1, 2, 3). Mostremos que qi es el punto antipodal de pi y que
todos los vectores ~pi son perpendiculares entre si i.e., qi = −pi y 〈~pi, ~pj〉 =
0 para i 6= j.

Dado que el orden de cualquier subgrupo de isotroṕıa es dos, y que las
órbitas son invariantes bajo los elementos del grupo de isotroṕıa, se tiene
que existe sólo un g ∈ G\{1} tal que g ·qi = qi, por tanto g ·pi = pi. Ahora,
como el conjunto de puntos fijos (en la esfera) de cualquier transformación
g ∈ SO(3) − {1} consiste de los dos puntos antipodales en donde el eje
de rotación, correspondiente a g, corta a la esfera S2, se concluye que
qi = −pi.

Sea g · pi = pi. Por la invarianza de las órbitas bajo los elementos del
subgrupo, se tiene g · pj = −pj para j 6= i. Luego, recordando que el
producto interior es invariante bajo rotaciones, aplicando g, se tiene que

〈~pi, ~pj〉 = 〈g · ~pi, g · ~pj〉 = 〈~pi,−~pj〉,
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lo que implica que 〈~pi, ~pj〉 = 0, i.e., ~pi es perpendicular a ~pj con i 6= j.
Por tanto, los ~pi’s y a su vez los ejes que pasan por el origen y los pi’s, son
mutuamente perpendiculares. Cada uno de ellos es invariante por la acción
del subgrupo G, por tanto, G es un subgrupo del 2-diédrico. Finalmente,
como ambos grupos tienen orden cuatro, G = D2.

Ahora, para mostrar la relación entre los subgrupos G del tipo Aq (q ≥ 3),
B, C y D, con los subgrupos Dq, T , O e I, encontraremos un q-diédro, un te-
traedro, un octaedro y un icosaedro respectivamente, que permanece invariante
bajo el subgrupo G y aśı, G coincide con el correspondiente subgrupo.

Tipo Aq (q ≥ 3): Si G es del tipo Aq (q ≥ 3), elegimos un punto p ∈ Σ3, y
al igual que en el caso G = A2, se muestra que Σ3 consta de dos puntos
antipodales, i.e., Σ3 = {p,−p} y que ~p ⊥ ~q para cualquier q ∈ G \ Σ3.
Luego, la envoltura convexa de Σ1 es un q-ágono que yace sobre el plano
que pasa por el origen y es perpendicular a ~p. Por la Tabla 2.4, se tiene
que el grupo Gp es de orden q, por lo que permuta los puntos de Σ1 en

orden ćıclico, y por tanto, el q-ágono es regular. Éste q-ágono es el q-diédro
invariante que buscamos, por lo que G = Dq.

Tipo B: Si G es del tipo B y p ∈ Σ3, utilizando la Tabla 2.4, vemos que los
cuatro puntos de Σ3, tienen grupo de isotroṕıa Gp, los cuales son de or-
den 3. Esto implica que Gp permuta los tres puntos restantes de Σ3 \ {p}
de manera ćıclica, por lo que los vértices de Σ3 \ {p} son vértices de un
triángulo equilátero. Ahora, dado que p fue un punto arbitrario de la órbi-
ta excepcional, cualquier elección de tres vértices de Σ3 forma un triángulo
equilátero. Por tal motivo, la envoltura convexa de Σ3 es un tetraedro in-
variante bajo G. Lo que concluye que G = T .

Tipo C: Si G es del tipo C, necesitamos encontrar un octaedro invariante bajo
G. De la Tabla 2.4, vemos que Σ3 tiene cardinalidad 6, por lo que su
envoltura convexa es nuestro candidato. Observemos que para cualquier
punto p ∈ Σ3, su respectivo grupo de isotroṕıa Gp es ćıclico de orden 4,

lo que nos dice que algún punto p1 ∈ Σ3 \ {p} queda fijo. Éste punto no
tiene otra opción que ser el punto antipodal −p. Ahora, dado que p fue
arbitrario, se concluye que los puntos de Σ3 vienen en parejas antipodales,
es decir, Σ3 = {p, q, r,−p,−q,−r}.

Luego, tenemos que Gp permuta los puntos {q, r,−q,−r} de manera
ćıclica. En particular, existe un elemento g ∈ Gp tal que g · q = −q.
Entonces, para p, q ∈ Σ3, con q 6= −p, se tiene

〈 ~p, ~q 〉 = 〈g · ~p, g · ~q 〉 = 〈 ~p,−~q 〉,
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por tanto, 〈 ~p, ~q 〉 = 0, i.e., ~p es perpendicular a ~q. Análogamente se conclu-
ye que p, q, r son mutuamente perpendiculares. Finalmente, la envoltura
convexa de la órbita excepcional Σ3 es el octaedro invariante que nece-
sitábamos, por lo tanto G = O.

Tipo D: Si G es del tipo D, la órbita excepcional Σ3 consiste de 12 puntos.
Cada uno de ellos tiene grupo de isotroṕıa Gp, el cual es ćıclico de orden
5. Como Gp permuta los once puntos de Σ3 \{p}, implica que uno de ellos
es un punto fijo, el cual no tiene otra opción que ser −p. Se tiene pues,
que los puntos de Σ3 vienen en parejas antipodales.

Considerando ahora la acción de Gp en Σ3 \{p,−p}, existen dos órbitas
de 5 puntos cada una que son permutados de manera ćıclica por Gp, por
lo que la envoltura convexa de cada órbita es un pentágono regular, los
cuales denotaremos por π y π

′
.

Entre los vértices de un pentágono regular no existen parejas antipoda-
les, por tanto, cada vértice en π tiene su vértice antipodal en π

′
, lo que

implica que π
′

= −π es el pentágono antipodal de π.
Sin pérdida de generalidad, sea π el pentágono más cercano al punto

p ∈ Σ3. La envoltura convexa de {p} ∪ π es una pirámide pentagonal. De
igual manera, {−p}∪−π también es una pirámide pentagonal. La envoltu-
ra convexa de π ∪−π, forma un antiprisma, debido a que son pentágonos
antipodales. Ahora, pegando la pirámide {p}∪π con π∪−π por los puntos
de π y {−p} ∪−π por los puntos de −π, se obtiene un icosaedro como en
la construcción de la Sección 1.1 (Figura 1.5).

Resta probar que las aristas de dicho icosaedro tienen la misma longitud
para que sea el icosaedro regular invariante que necesitamos encontrar.

Hasta aqúı, sólo tres distintas longitudes de aristas pueden ocurrir:

1) Las aristas de las pirámides que van de la cúspide al resto de los
vértices.

2) Las aristas del antiprisma que unen el pentágono π con −π.

3) Las aristas que corresponden a los lados de los pentágonos.

Dado que en estas pirámides, las aristas que van de la cúspide al pentágono
base tienen la misma longitud, pues el pentágono es perpendicular al eje
de rotación, un vértice q en el pentágono π, es extremo de los 3 tipos de
aristas. Luego, como comenzamos con un vértice p ∈ Σ3 arbitrario, cual-
quier vértice de la órbita excepcional puede considerarse como la cúspide
de una pirámide, por lo tanto, se concluye que todas las aristas que inciden
en el vértice q tienen la misma longitud. Por lo tanto, G es exactamente
I.
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En resumidas cuentas, los resultados anteriores se expresan en las siguientes
tablas, en las cuales se enlistan las órbitas excepcionales, i.e., los dos puntos fijos
{p,−p} para el grupo ćıclico; y E = {puntos medios de aristas}, V = {vértices}
y F = {centros de caras} para los otros grupos. El número c representa la
cantidad de elementos de las órbitas excepcionales, n representa el orden del co-
rrespondiente grupo ćıclico de isotroṕıa y a la cantidad de ejes correspondientes
a cada órbita excepcional.

Ćıclico de orden N P -P

c 1 1

n N N

a 1

Tabla 2.5: Órbitas excepcionales del grupo ćıclico de orden N

Diédrico (Orden 2q) E V F

c q q 2

n 2 2 q

a
q
2

q
2 1 q par

q 1 q impar

Tabla 2.6: Órbitas excepcionales del grupo diédrico de orden 2q

Tetraedro (Orden 12) E V F

c 6 4 4

n 2 3 3

a 3 4

Tabla 2.7: Órbitas excepcionales del grupo del Tetraedro
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Octaedro (Orden 24) E V F

c 12 6 8

n 2 4 3

a 6 3 4

Tabla 2.8: Órbitas excepcionales del grupo del Octaedro

Icosaedro (Orden 60) E V F

c 30 12 20

n 2 5 3

a 15 6 10

Tabla 2.9: Órbitas excepcionales del grupo del Icosaedro

2.3. Subgrupos normales

En esta sección veremos cuáles son los subgrupos normales de los subgrupos
finitos de SO(3).

Ćıclicos:

Como todo grupo ćıclico es un grupo abeliano, se tiene que Cq tiene exacta-
mente un subgrupo normal de orden r por cada r que divide a q.

Diédricos:

El conjunto de todas las rotaciones sobre el eje que pasa por el centro de
una cara forma un subgrupo normal de Dq.

Si q es par, existen dos posibilidades más:

1. Las rotaciones en torno al eje que pasa por el centro de una cara, cuyos
ángulos son múltiplos de 4π

q , junto con las rotaciones en torno al eje que
pasa por un vértice, forman un subgrupo normal de Dq.

2. Las rotaciones en torno al eje que pasa por el centro de una cara, cuyos
ángulos son múltiplos de 4π

q , junto con las rotaciones en torno al eje que
pasa por el punto medio de una arista, es también un subgrupo normal de
Dq.

Si q es impar, no existen más subgrupos normales.
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Tetraédrico:

Existe sólo un subgrupo normal propio de T ; consiste de la identidad y de
las tres π-rotaciones en torno a los tres distintos ejes que pasan por el punto
medio de las aristas. Sea N dicho subgrupo normal. Como |N | = 4, su ı́ndice es
[T : N ] = 3.

Octaédrico:

Existen dos subgrupos normales propios de O:

1) Este subgrupo normal de O es el más pequeño de los subgrupos normales.
Consiste de la identidad y las π-rotaciones en torno a los ejes que pasan por
vértices.

2) Este subgrupo de O es de ı́ndice 2. Sus elementos son las ocho rotaciones
generadas por los cuatro 3-ejes que pasan por los centros de las caras.

Icosaédrico:

Este subgrupo de SO(3), no tiene subgrupos normales. A continuación, una
prueba de este hecho:

Sea H subgrupo normal de I. Si un elemento h ∈ H es distinto de la iden-
tidad, por definición, ghg−1 ∈ H para todo g ∈ I. Sea α el eje correspondiente
a h y denotemos por g(α) al eje correspondiente a ghg−1. Dado que la rotación
g, produce un ángulo θ con respecto a un eje y g−1 produce el mismo ángulo
sobre el mismo eje pero en sentido contrario −θ, se tiene que h y ghg−1 tienen
el mismo ángulo de rotación. En principio, α 6= g(α). Ahora, si H contiene una
θ-rotación al rededor del eje β, entonces H contiene todas las mθ-rotaciones
(m ∈ Z) en torno a todos los ejes del mismo tipo que γ (centros de caras, pun-
tos medios de aristas o vértices), i.e., todos los ejes g(β), pues la acción es sobre
todo los elementos de I.

Por otro lado, de la Tabla 2.3, existen tres conjuntos de rotaciones distintos
de la identidad:

1) El conjunto V que consta de las 24 rotaciones en torno a los ejes que pasan
por los vértices.

2) El conjunto A que contiene las 15 rotaciones alrededor de los ejes que pasan
por los puntos medios de aristas.

3) El conjunto C que consta de las 20 rotaciones alrededor de los ejes que pasan
a través de los centros de caras.

Aśı pues, si el subgrupo normal H contiene una rotación g ∈ V , contendrá las
24 rotaciones de V ; si contiene una rotación g ∈ A, contendrá las 15 rotaciones
de A; y si contiene una rotación g ∈ C, contendrá las 20 rotaciones de C.
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Por lo tanto, obtenemos la siguiente fórmula para la cardinalidad del sub-
grupo normal H:

|H| = 24a+ 15b+ 20c+ 1, a, b, c ∈ {0, 1}. (2.7)

Finalmente, ninguna solución de la fórmula (2.7) divide a |I| = 60 propia-
mente, por lo tanto, I no contiene subgrupos normales propios.

2.4. Generadores y relaciones para los subgru-
pos finitos de SO(3)

En esta sección daremos una presentación en generadores y relaciones de los
subgrupos finitos de SO(3).

El grupo ćıclico de orden q está obviamente generado por un elemento β
que es una 2π

q -rotación, por lo que la relación es βq = 1 como se muestra en la
Figura 2.4.

Figura 2.4: Generador del grupo ćıclico

En el q-diédrico, hay dos generadores; γ, que es la 2π
q -rotación en torno al

eje que pasa a través del centro de una cara y β, que es la π-rotación en torno
al eje que pasa por el punto medio de alguna arista o en torno al eje que pasa
por un vértice como se muestra en la Figura 2.5.
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(a) Generadores con q = 3 (b) Generadores con q = 4

Figura 2.5: Generadores del q-diédrico

El resto de los subgrupos tiene, al igual que los q-diédricos, dos generadores;
β, que es la 2π

3 -rotación en torno al centro de alguna cara y γ, que es la 2π
r -

rotación en torno a un vértice de la misma cara, donde r = 3 si consideramos
T , r = 4 si consideramos O y r = 5 si consideramos I (ver Figura 2.6), pues las
rotaciones alrededor de los ejes que pasan por puntos medios de aristas están
dadas por combinaciones de las anteriores.

Figura 2.6: Generadores de Sólidos Platónicos

Construimos entonces la siguiente tabla con los generadores y relaciones de
los subgrupos finitos de SO(3):

Subgrupo finito de SO(3) Generadores Relaciones

Cq β βq = 1

Dq β, γ β2 = γq = (βγ)2 = 1

T β, γ β3 = γ3 = (βγ)2 = 1

O β, γ β3 = γ4 = (βγ)2 = 1

I β, γ β3 = γ5 = (βγ)2 = 1

Tabla 2.10: Generadores y relaciones de los subgrupos de SO(3)
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Para probar la Tabla 2.10, utilizaremos la siguiente definición y los siguientes
resultados:

Definición 2.4.1. Una sucesión finita de vértices p1 · · · pn, es llamada un ca-
mino por aristas si pi y pi+1 están conectados por una única arista.

La sucesión que representa el camino por aristas produce una orientación
natural como se muestra en la siguiente Figura 2.7.

Figura 2.7: Camino por aristas orientado dado por la sucesión p1, . . . p6

Por tanto, veremos el camino por aristas, como una sucesión de sus aristas
orientadas.

Proposición 2.4.2. Los caminos por aristas cumplen con las siguientes pro-
piedades de transformación:

P1: La palabra · · · pqp · · · , es equivalente a la palabra · · · p · · · como se
muestra en la Figura 2.8.

(a) Sucesión · · · pqp · · · . (b) Sucesión · · · p · · · .

Figura 2.8: Caminos equivalentes

P2: La palabra · · · pq1 · · · qr · · · , es equivalente a la palabra · · · p · · · siempre
que q1 · · · qr sean los vértices de una 2-celda en orden ćıclico y qr = p como
se muestra en la Figura 2.9.
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(a) Sucesión · · · pq1 · · · qr · · · . (b) Sucesión · · · p · · · .

Figura 2.9: Palabra equivalente si contiene una 2-celda

Notemos que un camino por aristas, en la descomposición celular de una su-
perficie, puede considerarse como un camino continuo. Esto nos permite utilizar
los siguientes resultados de topoloǵıa:

Proposición 2.4.3. Dos caminos por aristas de la misma descomposición ce-
lular son homotópicos si y sólo si podemos transformar uno en otro mediante
una cantidad finita de operaciones P1 y P2 [1, Cap 6, Sec 4].

Proposición 2.4.4. La superficie de un politopo convexo es simplemente cone-
xa, i.e., todo camino continuo que comienza y termina en el mismo punto p (un
lazo) es homotópico al camino constante.

La Proposición 2.4.4 se sigue de que todo politopo convexo 3-dimensional es
homeomorfo a la esfera S2 y S2 es simplemente conexa [1, Teorema 5.12, pág. 99].

Observación 2.4.5. Todo camino por aristas p1 · · · pn con p1 = pn puede ser
transformado en el camino constante p1 usando las propiedades P1 y P2 un
número finito de veces.

Antes de dar una prueba de los resultados de la Tabla 2.10, definamos lo que
es un dominio fundamental :

Definición 2.4.6. Un subconjunto D ⊂ S es llamado un dominio fundamental
para la acción del grupo finito G en S si satisface lo siguiente:

1) Para todo x ∈ S, existe g ∈ G tal que g · x ∈ D.

2) Si para algún g ∈ G, tanto x como g · x están en Int (D), entonces g = 1.

3) D = Int (D).

Demostración (de la Tabla 2.10):
Para el subgrupo ćıclico, la demostración es clara. La prueba del resto de los

subgrupos se divide en tres partes:
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a) Las relaciones son válidas.

b) Los generadores β y γ son suficientes.

c) Las relaciones son suficientes.

Mostremos los tres incisos:

a) El producto βγ es una π-rotación como se observa en las Figuras 2.5 y
2.6. Por tanto, (βγ)2 = 1. Las otras rotaciones son válidas trivialmente.

b) Para el q-diédrico, las potencias γm generan todas las rotaciones en
torno a los ejes que corresponden a los centros de caras. Las rotaciones
correspondientes a los otros tipos de ejes están dadas por βγm, como se
muestra en la Figura 2.5.

Para los subgrupos de los sólidos platónicos, todas las rotaciones en
torno a puntos medios de aristas se obtienen de βγ con conjugaciones de
las potencias de β y γ, pues cualquier punto medio de arista puede ser
trasladado a otro punto medio de arista mediante rotaciones en torno a
caras y rotaciones en torno a vértices.

Similarmente, todas las rotaciones en torno a vértices se obtienen de γm

por conjugaciones con potencias de β, pues podemos llegar de un vértice
a cualquier otro mediante rotaciones con respecto a centros de caras.

Finalmente, todas las rotaciones correspondientes a centros de caras, al
ser todas triángulos, se obtienen de β y β2, por conjugaciones con potencias
de γ, pues podemos mandar un centro de cara a cualquier otro centro de
cara mediante rotaciones en torno a vértices.

En este sentido, todos los elementos del subgrupo se obtienen de β y γ,
por tanto, β y γ son generadores suficientes.

c) Para este inciso, mostraremos sólo el caso del icosaedro I, pues el del
tetraedro y el octaedro son casos similares pero más sencillos.

Dividimos baricéntricamente al icosaedro como en la Figura 2.10(a).
Sea B la subdivisión baricéntrica. B está constituido por 120 triángu-

los, pues hay 6 triángulos por cada cara del icosaedro y éste tiene a su vez
20 caras. Uniendo los triángulos de B que comparten un vértice de I y
además estén en una misma cara, obtenemos una subdivisión del icosae-
dro en 60 cuadriláteros irregulares iguales como en la Figura 2.10(b) i.e.,
una descomposición celular de la esfera que consiste de 60 cuadriláteros
congruentes; denotemos por B′ a dicha subdivisión del icosaedro.

Cada cuadrilátero irregular de B′ , es una región fundamental de la ac-
ción de G, i.e., si fijamos uno de los cuadriláteros irregulares, toda órbita
pasa a través de él y dos puntos distintos dentro del cuadrilátero pertene-
cen a órbitas distintas.

Denotemos por D al dual de B′ (ver Figura 2.10(c)). Los vértices de D
corresponden a los baricentros de los 60 cuadriláteros congruentes de B′ .
Cada arista de B′ aporta una arista a D, por tanto D tiene 120 aristas,
pues el interior de cada cara de I aporta 3 aristas a B′ y cada arista de
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(a) Subdivisión baricéntrica del Icosaedro
B.

(b) Subdivisión del icosaedro en dominios

fundamentales B′ .

(c) Dual de la subdivisión en dominios fun-
damentales del icosaedro.

Figura 2.10: Icosaedro subdividido

I aporta 2 aristas a B′ . Finalmente, las 2-celdas de D consisten de un
pentágono por cada vértice de I, un cuadrilátero por cada arista de I y
un triángulo por cada cara de I, aśı pues, por la Tabla 1.1, D tiene 12
pentágonos, 30 cuadriláteros y 20 triángulos.

Ahora, consideremos el producto α1 · · ·αn, con αi ∈ {β, γ, β−1, γ−1}.
Este producto representa un elemento en el grupo G del icosaedro. El pro-
ducto vaćıo representa la identidad e ∈ G.

El elemento g = α1 · · ·αn ∈ G determina el camino por aristas

[α1 · · ·αn] = pα1(p)α1α2(p) · · ·α1α2 · · ·αn(p),

donde, p es un vértice inicial de D. De hecho, todo camino por aristas que
comienza en p tiene esta forma.

Si α1 · · ·αn = e en G, el camino es un lazo, pues

[α1 · · ·αn] = pα1(p)α1α2(p) · · · e(p) = pα1(p)α1α2(p) · · · p.

El lazo puede ser transformado en el lazo constante [∅] = p usando las
transformaciones P1 y P2.

Las correspondientes operaciones para los elementos g ∈ G son:

Q1: El producto g = · · ·αiαα−1αi+1 · · · es equivalente al producto · · ·αiαi+1 · · · ,
donde α ∈ {β, γ, β−1, γ−1}.

Q2: Los productos

· · ·αiβ±3αi+1 · · · , · · ·αiγ±5αi+1 · · · y · · ·αi(βγ)±2αi+1 · · · ,
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son equivalentes a · · ·αiαi+1 · · · , dependiendo de la 2-celda (triángu-
lo, pentágono o cuadrilátero) usada en la transformación P2.

Por tanto, la palabra α1 · · ·αn que representa la identidad en G puede
ser transformada en la palabra vaćıa usando las relaciones de la Tabla
2.10, lo que implica que las relaciones son suficientes.
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Caṕıtulo 3

Subgrupos finitos de
SL (2,C)

En el Caṕıtulo 2 los subgrupos finitos de SO (3) fueron clasificados usando
su acción en la esfera euclidiana

S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1}.

Ahora, si pensamos a S2 como la esfera de Riemann Ĉ = C∪{∞}, i.e., como
el plano complejo C adjuntando un punto al infinito {∞}, se tiene que el grupo
de rotaciones SO (3), y por tanto cualquier subgrupo finito G, actúan mediante
transformaciones proyectivas, pues éstas son precisamente transformaciones de

la esfera de Riemann f ∈ Aut
(
Ĉ
)

, las cuales están dadas por

f : Ĉ −→ Ĉ

z 7−→ az + b

cz + d

con ad− bc 6= 0, f
(
−dc
)

=∞ y f (∞) = a
c .

Podemos suponer que ad− bc = 1. En este caṕıtulo se establece una corres-
pondencia entre los subgrupos finitos G de SO (3) y los subgrupos finitos Γ del
grupo SL (2,C), la cual asocia a cada G un subgrupo binario Γ el cual consta
del doble de los elementos de G.

Además, un vector v ∈ C2 distinto del vector cero, determina el encaje
Γ ↪→ C2, dado por g 7→ g · v. Estudiaremos la envoltura convexa de G en
C2 ∼= R4 y veremos que en unos casos la envoltura convexa ch (G) es un sólido
regular 4-dimensional. Con esto, se completará la información de las realizacio-
nes de la Sección 1.5.

Finalmente, para una métrica hermitiana adecuada en C2, la acción de Γ
deja invariante a la esfera unitaria S3 ⊂ C2. Lo que nos permitirá estudiar los
espacios de órbitas S3/Γ, los cuales son variedades compactas 3-dimensionales,
desde el punto de vista del la topoloǵıa algebraica y la topoloǵıa combinatoria.
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3.1. Subgrupos finitos de SL (2,C)

En esta sección, utilizaremos los resultados anteriores para clasificar los sub-
grupos finitos de SL (2,C).

Considerando la esfera S2 ⊂ R3, como la esfera de Riemann Ĉ = C ∪ {∞}
en el sentido del análisis complejo, tenemos que todo elemento α ∈ SO (3) es

una isometŕıa que preserva orientación de Ĉ, en particular, es una aplicación

conforme que preserva orientación y por tanto, un biholomorfismo en Aut
(
Ĉ
)

.

Para introducir coordenadas complejas, describiremos la esfera de Riemann
Ĉ como la ĺınea proyectiva compleja CP1, i.e., como el espacio C2 \ {0} con la
relación de equivalencia ∼ dada por

z ∼ w si y sólo si w = λz para algún λ ∈ C∗

donde C∗ = C \ {0}. La clase de equivalencia de un z = (z0, z1) ∈ C2 \ {0̄} se
denota por [z] = [z0 : z1] ∈ CP1 y la llamamos coordenada homogénea en CP1.

La identificación entre CP1 y Ĉ está dada por [z0 : z1] 7→ z0
z1

.

Observación 3.1.1. La acción del grupo general lineal GL (2,C) en C2 \ {0̄}
induce una acción por la izquierda en CP1 definida por:

g · [z] = [g · z] para g ∈ GL (2,C) y z ∈ C2 \ {0̄}.

Por otro lado, a toda matriz 2 × 2 invertible compleja F ∈ GL (2,C) le
podemos asociar una transformación proyectiva f (z) ∈ Aut

(
CP1

)
dada por

f (z) =
az + b

cz + d
, tal que ad− bc 6= 0,

donde z es una variable compleja y los coeficientes a, b, c y d son números com-
plejos. Notemos que la condición ad−bc 6= 0 es equivalente a la condición de que
el determinante de F no sea cero, i.e., que la matriz F sea invertible. Además, el
producto de dos matrices está asociado a la composición de dos transformaciones
proyectivas, pues si F y G ∈ GL (2,C) están dadas por

F =

(
a b

c d

)
y G =

(
e f

g h

)
,

la multiplicación FG es

FG =

(
a b

c d

)(
e f

g h

)
=

(
ae+ bg af + bh

ce+ dg cf + dh

)
y las transformaciones asociadas a F,G y FG = H son f, g y h respectivamente,
dadas por

f (z) =
az + b

cz + d
, g (z) =

ez + f

gz + h
, h (z) =

(ae+ bg) z + (af + bh)

(ce+ dg) z + (cf + dh)
.
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y como la composición f ◦ g (z) está dada por

f ◦ g (z) =f (g (z)) =
a
(
ez+f
gz+h

)
+ b

c
(
ez+f
gz+h

)
+ d

=

a(ez+f)+b(gz+h)
gz+h

c(ez+f)+d(gz+h)
gz+h

=
(ae+ bg) z + (af + bh)

(ce+ dg) z + (cf + dh)
,

se tiene que f ◦ g = h. Por tanto, se tiene el siguiente homomorfismo entre el
grupo general lineal y el grupo de automorfismos de la ĺınea proyectiva compleja

π : GL (2,C) −→ Aut
(
CP1

)(
a b

c d

)
7−→ az + b

cz + d

Ahora, sea F =

(
a b

c d

)
∈ GL (2,C) y λ ∈ C∗. La matriz λF dada por

λF = λ

(
a b

c d

)
=

(
λa λb

λc λd

)
,

tiene la misma transformación proyectiva asociada que F , pues

λaz + λb

λcz + λd
=
λ (az + b)

λ (cz + d)
=
az + b

cz + d
.

Por tanto, las transformaciones proyectivas determinan su matriz asociada
salvo múltiplos escalares. En otras palabras, el kernel de π está dado por

Ker (π) = {λE ∈ GL (2,C) | λ ∈ C∗}, con E =

(
1 0

0 1

)
.

De la Observación 3.1.1, vemos que Ker (π) actúa trivialmente en CP1.

Definiremos de manera especial al cociente entre GL (2,C) y Ker (π):

Definición 3.1.2. El grupo lineal proyectivo está dado por

PGL (2,C) = GL (2,C) /Ker (π) .

Luego, por el primer teorema del isomorfismo[13, Teorema 2.70] de teoŕıa
de grupos, se tiene que

GL (2,C) /Ker (π) ∼= Aut
(
CP1

)
,

por lo que el grupo lineal proyectivo PGL (2,C) es isomorfo al grupo de auto-
morfismos de la ĺınea proyectiva compleja Aut

(
CP1

)
, i.e.,

PGL (2,C) ∼= Aut
(
CP1

)
. (3.1)
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Esto implica que PGL (2,C) actúa efectivamente en CP1.

En lo que se refiere a la acción sobre CP1, basta considerar el grupo especial
lineal SL (2,C) < GL (2,C), pues todo elemento de PGL (2,C) está representado
por algún elemento de SL (2,C). Por tanto, el homomorfismo π se restringe al
epimorfismo entre el grupo especial lineal y el grupo de automorfismos de la
ĺınea proyectiva compleja

ρ : SL (2,C) −→ PGL (2,C) . (3.2)

Notemos que el kernel de ρ está dado por

Ker (ρ) = {E,−E},

por tanto, el epimorfismo ρ es 2 a 1.

Ahora, por el isomorfismo (3.1), se tiene que todo biholomorfismo de CP1 se
puede ver como un elemento en PGL (2,C). En particular, SO (3) es un subgrupo
de PGL (2,C). Aśı pues, la imagen inversa de SO (3) < PGL (2,C) bajo ρ, es un
subgrupo de SL (2,C), i.e., ρ−1 (SO (3)) < SL (2,C).

Definición 3.1.3. El subgrupo ρ−1 (SO (3)) < SL (2,C) es llamado grupo es-
pecial unitario y está denotado por SU (2).

La definición anterior no es la definición usual, pero junto con la siguiente
proposición, será suficiente para nuestros propósitos.

Proposición 3.1.4. Todo subgrupo finito de SL (2,C) es conjugado a un sub-
grupo de SU (2).

En la siguiente sección se presenta otra manera de ver lo anterior usando
cuaterniones, la definición usual del grupo especial unitario de dimensión n y la
prueba de la Proposición 3.1.4.

Ahora bien, suponiendo que es válida la Proposición 3.1.4, para clasificar los
subgrupos finitos de SL (2,C) salvo conjugación, basta con restringirnos a los
subgrupos finitos de SU (2).

Lema 3.1.5. Si A ∈ SL (2,C) tiene orden dos, entonces A = −E.

Demostración:

Sea A =

(
a b

c d

)
. Si A tiene orden dos, entonces A2 = E, por tanto se

tiene que A = A−1 =

(
d −b
−c a

)
. Lo que implica que a = d = ±1 y b = c = 0.

Luego, como A es de orden dos, a = d 6= 1, por lo tanto, a = d = −1 y b = c = 0,
i.e., A = −E.
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Definición 3.1.6. Si G < SO (3) es un subgrupo finito, entonces el subgrupo
ρ−1 (G) < SU (2) y cualquier Γ < SL (2,C) que sea conjugado a ρ−1 (G) es
llamado subgrupo binario correspondiente aG. Este Γ tiene el doble de elementos
que G ya que ρ es 2 a 1.

Observación 3.1.7. Un subgrupo finito Γ de SL (2,C) es binario si y sólo si la
matriz −E está en Γ.

Lema 3.1.8. Un subgrupo finito Γ < SL (2,C) no es binario si y sólo si es
ćıclico de orden impar.

Demostración:
⇒] Por la Proposición 3.1.4, podemos suponer que Γ es un subgrupo de

SU (2). Dado que, −E /∈ Γ, la proyección ρ mapea el grupo Γ de manera iso-
morfa en el grupo finito ρ (Γ) < SO (3). Luego, el Lema 3.1.5 implica que Γ, y
por consiguiente ρ (Γ), no tienen elementos de orden 2. De la clasificación de
subgrupos finitos de SO (3) del Teorema 2.2.5, se sigue que ρ (Γ), y por tanto
Γ, es un subgrupo ćıclico de orden impar, pues el resto de los subgrupos finitos
de SO (3) contienen elementos de orden 2.
⇐] Al ser Γ de orden impar, se concluye que no puede ser un subgrupo bi-

nario, pues por definición, |Γ| = 2|G|, donde G < SO (3) y ρ−1 (G) es conjugado
a Γ.

De la Definición 3.1.6, utilizando la clasificación de subgrupos finitos G <
SO (3) del Teorema 2.2.5, obtenemos todos los subgrupos binarios correspon-
dientes a G. Luego, por el Lema 3.1.8, se tiene los únicos subgrupos no binarios
con los ćıclicos de orden impar. Esto permite dar una clasificación de las clases
de conjugación de los subgrupos finitos de SL (2,C):

Teorema 3.1.9. Los subgrupos finitos de SL (2,C) son conjugados a cualquier
grupo de la siguiente lista:

Grupos ćıclicos Cq de orden q = 1, 2, . . .

Grupos diédricos binarios D̃q de orden 4q (q = 2, 3, . . . )

Tetraédrico binario T̃ de orden 24

Octaédrico binario Õ de orden 48

Icosaédrico binario Ĩ de orden 120.

3.2. Cuaterniones y rotaciones

Para definir de manera general el grupo especial unitario SU (n) haremos
uso de la siguiente definición:
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Definición 3.2.1. Sea A ∈ GL (n,C) una matriz invertible de n× n y sea A∗

la matriz transpuesta conjugada. Definimos el grupo unitario como

U (n) = {A ∈ GL (n,C) | A∗ = A−1}.

Ahora bien,

Definición 3.2.2. El grupo especial unitario está dado por

SU (n) = U (n) ∩ SL (n,C) .

Si 〈−,−〉 denota el producto interno canónico hermitiano, U (n) consiste
de aquellas A las cuales preservan 〈−,−〉, i.e., las matrices que cumplen con
〈Az,Aω〉 = 〈z, ω〉.

Para probar la Proposición 3.1.4, utilizaremos los siguientes dos hechos:

a) Para cualquier subgrupo finito H de GL (n,C) existe un producto interno H-
invariante hermitiano 〈−,−〉H en Cn, el cual se puede obtener del producto
interno canónico promediando como sigue:

〈x, y〉H =
1

|H|
∑
g∈H
〈gx, gy〉.

b) Dados cualesquiera dos productos interiores hermitianos 〈−,−〉 y 〈−,−〉∗ en
Cn, existe un T ∈ GL (n,C) tal que

〈x, y〉∗ = 〈Tx, Ty〉 para x, y ∈ Cn. (3.3)

Para el inciso b), podemos considerar dos bases ortonormales; B con respec-
to al producto interno hermitiano 〈−,−〉 y B∗ con respecto a 〈−,−〉∗, para las
cuales existe un cambio de base i.e., existe una transformación T ∈ GL (n,C)
tal que TB∗ = B. Entonces, la condición (3.3) se satisface al aplicar la transfor-
mación T a los elementos de la base B∗. Luego, como se cumple para todos los
elementos de la base B∗, se satisface para elementos arbitrarios en Cn.

Combinemos los incisos a) y b): dado un subgrupo finito H de GL (n,C),
elegimos un producto interno H-invariante 〈−,−〉H y encontramos una transfor-
mación T ∈ GL (n,C) que cumpla con 〈x, y〉H = 〈Tx, Ty〉, donde 〈−,−〉 denota
el producto interno canónico.

Luego, THT−1 está contenido en U (n). Podemos suponer que detT = 1,
por tanto se tiene la siguiente observación:

Observación 3.2.3. Cualquier subgrupo finito de SL (n,C) es conjugado en
SL (n,C) a un subgrupo de SU (n).
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La observación anterior demuestra la Proposición 3.1.4 en el caso en que
n = 2.

Ahora, daremos la noción de cuaterniones, un epimorfismo ρ de SU (2) a
SO (3) que es 2 a 1 y, un isomorfismo τ : CP1 → S2, para obtener

ρ (g) · τ (z) = τ (g · z) para z ∈ CP1 y g ∈ SU (2) . (3.4)

Comenzaremos con la introducción del concepto de cuaternión y algunas
propiedades:

Definición 3.2.4. Llamaremos cuaterniones a las matrices complejas de la
forma

q =

(
a −b̄
b ā

)
.

Los cuaterniones, forman una subálgebra real, denotada por H, del álgebra
de todas las matrices 2×2 de dimensión real 4, pues a, b ∈ C se pueden ver como

a = x+ iy y b = z+ iw con x, y, z, w ∈ R. Su elemento unidad es e =

(
1 0

0 1

)
.

Tenemos las siguientes conclusiones inmediatas de los cuaterniones:

La traza de un cuaternión es real, pues tr (q) = a+ ā = 2Re (a).

El determinante también es un real, pues det q = |a|2 + |b|2 ≥ 0.

Se tiene que det q = 0 si y sólo si q = 0.

La transpuesta conjugada de un cuaternión q, es también un cuaternión,

i.e., q∗ =

(
ā b̄

−b a

)
.

También se tiene que qq∗ = det q · e, pues

qq∗ =

(
a −b̄
b ā

)(
ā b̄

−b a

)
=

(
|a|2 + |b|2 0

0 |b|2 + |a|2

)

=
(
|a|2 + |b|2

)( 1 0

0 1

)
= det q · e.

El álgebra H es un espacio vectorial euclidiano con producto interno dado
por

〈p, q〉 =
1

2
tr (pq∗) (3.5)

Del producto interno (3.5) y de la ecuación 3.2 se deduce que

|q|2 = 〈q, q〉 =
1

2
tr (qq∗) =

1

2
tr (det q · e) = det q (3.6)
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Notemos que los cuaterniones q tales que |q| = 1, forman el grupo multipli-
cativo SU (2), pues |q| = 1 implica que det q = 1 y que qq∗ = e. Luego, SU (2)
es homeomorfo a la 3-esfera, dada por

S3 = {(a, b) ∈ C2 | |a|2 + |b|2 = 1},

pues la condición |a|2 + |b|2 = 1 es equivalente a que det q = 1.

Por otro lado, cualquier q ∈ SU (2) tiene dos eigenvalores e±iϕ donde ϕ ∈
[0, π]. Por tanto

tr (q) = eiϕ + e−iϕ = (cosϕ+ i senϕ) + (cosϕ− i senϕ)

= 2 · cosϕ.

El ángulo ϕ es la distancia esférica entre q y la unidad e.
Dado que g 7→ q · g es una transformación ortogonal, la distancia esférica

entre q y h en SU (2) es la distancia esférica entre qh−1 y e.

Definición 3.2.5. El complemento ortogonal de R·e en H es el espacio vectorial
3-dimensional dado por

V = {v ∈ H | 〈e, v〉 = 0} = {v ∈ H | tr (v) = 0}.

Restringiendo el epimorfismo ρ de (3.2) a SU (2), i.e.,

ρ : SU (2) −→ SO (3) , (3.7)

se tiene que toda q ∈ SU (2) determina la transformación ortogonal siguiente:

ρ (q) : V −→ V,

v 7−→ qvq∗.

Además, todo q ∈ SU (2) se puede escribir de la siguiente manera:

q = cosϕ · e+ senϕ · ω, con ω ∈ V, |ω| = 1 (3.8)

Inversamente, todo elemento de la forma (3.8) pertenece a SU (2), y tr (g) =
2 · cosϕ.

Observación 3.2.6. Si q está escrito como en (3.8), entonces ρ (q) es la rotación
en V con respecto al eje orientado que pasa por ω con ángulo 2 · ϕ.

Aśı, ρ : SU (2)→ SO (V ) ∼= SO (3) es un epimorfismo 2 a 1.
El isomorfismo SO (V ) ∼= SO (3) depende de la elección de una base ortonor-

mal para V , por ejemplo:

e1 =

(
i 0

0 −i

)
, e2 =

(
0 −1

1 0

)
, e3 =

(
0 −i
−i 0

)
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Esta base es ortonormal, pues de (3.6), obtenemos que

|e1| = |e2| = |e3| = 1,

y de (3.5) se tiene que

〈e1, e2〉 = 〈e1, e3〉 = 〈e2, e3〉 = 0.

Ahora, para definir τ : CP1 −→ S2, elegimos como puntos bases p = [1 : 0]
en CP1 y s = e1 ∈ S2, donde la esfera es vista como

S2 = {v ∈ V | 〈v, v〉 = 1}.

Aśı pues, para todo z ∈ CP1, existe un g ∈ SU (2) tal que z = g · p.

Observación 3.2.7. Dado que las coordenadas homogéneas (z0, z1) están de-
terminadas salvo un valor λ ∈ C∗, podemos suponer |z0|2 + |z1|2 = 1, por tanto

g =

(
z0 −z̄1

z1 z̄0

)
,

transforma p en z.

El vector ρ (g) ·q depende únicamente de z y no de la elección de g, pues si se

tiene también que z = h ·p, entonces g−1 ·g fija a p, por lo que g−1 ·h =

(
u 0

0 ū

)
para algún u. Esto implica que ρ

(
g−1 · h

)
fija a q, por tal motivo τ : CP1 → S2,

definida por τ (z) = ρ (g) · q para algún z = g · p, está bien definido.

Para probar la inyectividad de τ , supongamos que z = gp y z
′

= hp tienen la
misma imagen ρ (g) · q = ρ (h) · q. Entonces, ρ

(
g−1h

)
fija a q, y por consiguiente

g−1h fija a p. Luego, utilizando que SO (V ) actúa transitivamente en S2 y que
ρ es epimorfismo, se tiene que τ es sobreyectiva. Por lo tanto, para cualquier
v ∈ S2, existe un g ∈ SU (2) con v = ρ (g) · q = τ (gp). Finalmente, la ecuación
(3.4) se sigue directamente de la definición de τ , pues si z = h · p, se tiene:

τ (gz) =τ (ghp) = ρ (gh) · q = ρ (g) ρ (h) · q
=ρ (g) τ (z) .

3.2.1. Tablas de Cayley

Los sólidos platónicos tienen una fuerte conexión geométrica entre ellos: sea
c el centro del sólido platónico P y tomemos la proyección de P en una esfera
cuyo centro también sea c mediante semirectas que salen de c. Aśı, los vértices
del poliedro se proyectan en puntos de la esfera, las aristas se proyectan en arcos
de ćırculos maximales de la esfera y las caras de P se proyectan en poĺıgonos
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esféricos. A los poliedros proyectados sobre una esfera, los llamaremos poliedros
esféricos.

Recordando la Sección 1.1, los poliedros duales de los sólidos platónicos son
de nuevo sólidos platónicos:

Tetraedro ←→ Tetraedro

Hexaedro ←→ Octaedro

Icosaedro ←→ Dodecaedro

Daremos una conexión geométrica entre los poliedros regulares de dimensión
tres. Pensaremos a cada poliedro como su respectivo poliedro esférico.

Comenzando con el icosaedro, se tiene que podemos obtener un dodecaedro
mediante la operación dual; los vértices del icosaedro corresponden a los centros
de las caras pentagonales del dodecaedro, cada arista del icosaedro correspon-
de a la arista del dodecaedro a la que corta (éstas dos aristas tienen el mismo
punto medio) y los centros de las caras triangulares del icosaedro corresponden
a vértices del dodecaedro.

Del dodecaedro, si tomamos una de las cinco diagonales de una de sus ca-
ras (arcos entre vértices no adyacentes), se tiene que sólo una arista de dicha
cara no toca a la diagonal seleccionada como se muestra en la Figura 3.1(a).
Luego, la cara que es adyacente a la cara con la que comenzamos, v́ıa la aris-
ta que no toca a la diagonal, tiene sólo una diagonal que no toca a la arista
común de las caras como muestra la Figura 3.1(b). Uniendo los extremos de las
dos diagonales, obtenemos un cuadrilátero esférico, en donde todas sus aristas
también son diagonales de caras del dodecaedro como en la Figura 3.1(c). Este
cuadrilátero esférico corresponde a una cara de un hexaedro. Para obtener el
hexaedro completamente se hace el mismo procedimiento para cada arista del
cuadrilátero esférico que generamos; éste produce más diagonales de caras del
dodecaedro a las que volveremos aplicar el mismo procedimiento. La unión de
todas las diagonales resultantes forma el hexaedro buscado. Notemos que los 8
vértices del hexaedro son un subconjunto de los 20 vértices del dodecaedro y
los 6 centros de las caras del hexaedro corresponden a un subconjunto de los 30
puntos medios de aristas del dodecaedro. Se tiene que cada cara del dodecae-
dro contiene exactamente una arista del hexaedro, por lo que el hexaedro que
obtuvimos con la anterior construcción es uno de los 5 posibles hexaedros que
podemos formar, pues basta con seleccionar una diagonal distinta de la cara con
la que comenzamos.

Sabemos que el octaedro es el poliedro dual del hexaedro; los vértices del
hexaedro corresponden a los centros de las caras triangulares del octaedro, las
aristas del cubo cortan de manera perpendicular a las aristas del octaedro por
lo que están en correspondencia una a una y los centros de las caras cuadradas
del hexaedro corresponden a vértices del octaedro.

Finalmente, de la 2-coloración del octaedro realizada en la Sección 1.1 (ver
Figura 1.6(a)), podemos generar dos tetraedros distintos tomando la envoltura
convexa de los centros de caras de cualquiera de los dos colores.
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(a) Diagonal de pentágono que toca a 4 de
las 5 aristas.

(b) Pentagonos con arista común.

(c)

Figura 3.1: Generación de hexaedro desde un dodecaedro

Ahora, como los sólidos duales tienen el mismo grupo finito de rotaciones
asociado, se tiene que sus ejes son los mismos.

Considerando la posición geométrica según la construcción anterior, todos
los ejes del tetraedro son ejes del cubo y del tetraedro, pues los 2-ejes del tetrae-
dro corresponden a los 4 ejes del hexaedro (octaedro) y los 3-ejes del tetraedro
corresponden a 3-ejes en el hexaedro (octaedro). Más aún, los 3-ejes del cubo y
el octaedro son algunos de los 3-ejes del dodecaedro (icosaedro) y los 4-ejes del
cubo y el octaedro están incluidos dentro de los 2-ejes del dodecaedro (icosae-
dro). Notemos que los 2-ejes del cubo y el octaedro no son ejes del dodecaedro
(icosaedro).

Los 4-ejes del cubo forman un sistema de coordenadas rectangulares común
para los poliedros regulares. A continuación, se presentan unas tablas hechas
por Arthur Cayley en su art́ıculo Notes on Polyhedra [5], en las cuales se dan
de manera expĺıcita las posiciones de los poliedros regulares 3-dimensionales
como en la construcción anterior pero considerando los 4-ejes del cubo como
ejes coordenados.

79



Distancias Azimuts
cosX cosY cosZ Śımbolos de rotación

ángulo cos sen ángulo cos sen

4 3-ejes, 1
2 ángulo de rotación= π

3 , cos = 1
2 , sen = 1

2

√
3.

54◦44
′ 1√

3

√
2√
3

45◦ 1√
2

1√
2

1√
3

1√
3

1√
3

1
2 (1 + i+ j + k)

54◦44
′ 1√

3

√
2√
3

135◦ − 1√
2

1√
2

− 1√
3

1√
3

1√
3

1
2 (1− i+ j + k)

54◦44
′ 1√

3

√
2√
3

225◦ − 1√
2
− 1√

2
− 1√

3
− 1√

3
1√
3

1
2 (1− i− j + k)

54◦44
′ 1√

3

√
2√
3

315◦ 1√
2

− 1√
2

1√
3

− 1√
3

1√
3

1
2 (1 + i− j + k)

3 2-ejes, 1
2 ángulo de rotación= π

2 . cos = 0, sen = 1.

0◦ 1 0 ∗ ∗ ∗ 0 0 1 k

90◦ 0 1 0◦ 1 0 1 0 0 i

90◦ 0 1 90◦ 0 1 0 1 0 j

T
a
b

la
3
.1

:
S

istem
a

ax
ial

d
el

tetraed
ro.
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Distancias Azimuts
cosX cosY cosZ Śımbolos de rotación

ángulo cos sen ángulo cos sen

4 3-ejes, 1
2 ángulo de rotación= π

3 , cos = 1
2 , sen = 1

2

√
3.

54◦44
′ 1√

3

√
2√
3

45◦ 1√
2

1√
2

1√
3

1√
3

1√
3

1
2 (1 + i+ j + k)

54◦44
′ 1√

3

√
2√
3

135◦ − 1√
2

1√
2

− 1√
3

1√
3

1√
3

1
2 (1− i+ j + k)

54◦44
′ 1√

3

√
2√
3

225◦ − 1√
2
− 1√

2
− 1√

3
− 1√

3
1√
3

1
2 (1− i− j + k)

54◦44
′ 1√

3

√
2√
3

315◦ 1√
2

− 1√
2

1√
3

− 1√
3

1√
3

1
2 (1 + i− j + k)

3 4-ejes, 1
2 ángulo de rotación= π

4 , cos = 1√
2
, sen = 1√

2
.

0◦ 1 0 ∗ ∗ ∗ 0 0 1 1√
2
(1 + k)

90◦ 0 1 0◦ 1 0 1 0 0 1√
2
(1 + i)

90◦ 0 1 90◦ 0 1 0 1 0 1√
2
(1 + j)

6 2-ejes, 1
2 ángulo de rotación= π

2 , cos = 0, sen = 1.

45◦ 1√
2

1√
2

0◦ 1 0 1√
2

0 1√
2

1√
2
(i+ k)

45◦ 1√
2

1√
2

90◦ 0 1 0 1√
2

1√
2

1√
2
(j + k)

45◦ 1√
2

1√
2

180◦ −1 0 − 1√
2

0 1√
2

1√
2
(−i+ k)

45◦ 1√
2

1√
2

270◦ 0 −1 0 − 1√
2

1√
2

1√
2
(−j + k)

90◦ 0 1 45◦ 1√
2

1√
2

1√
2

1√
2

0 1√
2
(i+ j)

90◦ 0 1 135◦ − 1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

0 1√
2
(−i+ j)

T
a
b

la
3
.2

:
S

is
te

m
a

ax
ia

l
d

el
cu

b
o

y
el

o
ct

ae
d

ro
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Distancias Azimuts
cosX cosY cosZ Śımbolos de rotación

ángulo cos sen ángulo cos sen

6 5-ejes, 1
2 ángulo de rotación= π

5 , cos = d
4 , sen = a

4 .

31◦44
′ 2

a
c
a 0◦ 1 0 c

a 0 2
a

d
4 + c

4 i+ 1
2k

31◦44
′ 2

a
c
a 180◦ −1 0 − c

a 0 2
a

d
4 −

c
4 i+ 1

2k

58◦17
′ a

2
√

5
b

2
√

5
90◦ 0 1 0 b

2
√

5
a

2
√

5
d
4 + 1

2j + c
4k

58◦17
′ a

2
√

5
b

2
√

5
270◦ 0 −1 0 − b

2
√

5
a

2
√

5
d
4 −

1
2j + c

4k

90◦ 0 1 31◦43
′ b

2
√

5
a

2
√

5
b

2
√

5
a

2
√

5
0 d

4 + 1
2 i+ c

4j

90◦ 0 1 148◦17
′ − b

2
√

5
a

2
√

5
− b

2
√

5
a

2
√

5
0 d

4 −
1
2 i+ c

4j

10 3-ejes, 1
2 ángulo de rotación= π

3 , cos = 1
2 , sen = 1

2

√
3.

54◦44
′ 1√

3

√
2√
3

45◦ 1√
2

1√
2

1√
3

1√
3

1√
3

1
2 (1 + i+ j + k)

54◦44
′ 1√

3

√
2√
3

135◦ − 1√
2

1√
2

− 1√
3

1√
3

1√
3

1
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′ 1√

3

√
2√
3

225◦ − 1√
2
− 1√

2
− 1√

3
− 1√

3
1√
3

1
2 (1− i− j + k)

54◦44
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3

√
2√
3
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2
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2

1√
3
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3

1√
3

1
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2
√

3
c

2
√

3
90◦ 0 1 0 c

2
√

3
d

2
√

3
1
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4k

20◦55
′ d

2
√

3
c

2
√

3
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2
√

3
d

2
√

3
1
2 −

c
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4k

69◦5
′ c

2
√

3
d

2
√

3
0◦ 1 0 d

2
√

3
0 c

2
√

3
1
2 + d

4 i+ c
4k
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′ c

2
√

3
d

2
√

3
180◦ −1 0 − d

2
√

3
0 c

2
√

3
1
2 −

d
4 i+ c

4k

90◦ 0 1 69◦5
′ c

2
√

3
d

2
√

3
c

2
√

3
d

2
√

3
0 1

2 + c
4 i+ d

4 j
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2
√

3
d

2
√

3
c

2
√

3
d

2
√

3
0 1

2 −
c
4 i+ d

4 j

T
a
b

la
3
.3

:
S

istem
a

ax
ial

d
el

icosaed
ro

y
d

o
d

ecaed
ro

(p
rim

er
p

arte),
d

on
d

e

a
= √

10
−

2 √
5,

b
= √

10
+

2 √
5,

c
=
√

5
−

1,
d

=
√

5
+

1.
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Distancias Azimuths
cosX cosY cosZ Śımbolos de rotación

ángulo cos sen ángulo cos sen

15 2-ejes, 1
2 ángulo de rotación= π

2 , cos = 0, sen = 1.

0◦ 1 0 ∗ ∗ ∗ 0 0 1 k

90◦ 0 1 0◦ 1 0 1 0 0 i

90◦ 0 1 90◦ 0 1 0 1 0 j

36◦ d
4

a
4 62◦40

′ c
a

2
a

c
4

1
2

d
4

c
4 i+ 1

2j + d
4k

36◦ d
4

a
4 297◦20

′ c
a − 2

a
c
4 − 1

2
d
4

c
4 i−

1
2j + d

4k

36◦ d
4

a
4 242◦40

′ − c
a − 2

a − c
4 − 1

2
d
4 − c

4 i−
1
2j + d

4k

36◦ d
4

a
4 117◦20

′ − c
a

2
a − c

4
1
2

d
4 − c

4 i+ 1
2j + d

4k

60◦ 1
2

√
3

2 20◦55
′ d

2
√

3
c

2
√

3
d
4

c
4

1
2

d
4 i+ c

4j + 1
2k

60◦ 1
2

√
3

2 339◦5
′ d

2
√

3
− c

2
√

3
d
4 − c

4
1
2

d
4 i−

c
4j + 1

2k

60◦ 1
2

√
3

2 200◦55
′ − d

2
√

3
− c

2
√

3
−d4 − c

4
1
2 −d4 i−

c
4 + 1

2k

60◦ 1
2

√
3

2 159◦5
′ − d

2
√

3
c

2
√

3
−d4

c
4

1
2 −d4 i+ c

4j + 1
2k

72◦ c
4

b
4 62◦40

′ c
a

2
a

1
2

d
4

c
4

1
2 + d

4 j + c
4k

72◦ c
4

b
4 297◦20

′ c
a − 2

a
1
2 −d4

c
4

1
2 i−

d
4 j + c

4k

72◦ c
4

b
4 242◦40

′ − c
a − 2

a − 1
2 −d4

c
4 − 1

2 i−
d
4 j + c

4k

72◦ c
4

b
4 117◦20

′ − c
a

2
a − 1

2
d
4

c
4 − 1

2 i+ d
4 j + c

4k

T
a
b

la
3
.4

:
S

is
te

m
a

ax
ia

l
d

el
ic

os
ae

d
ro

y
d

o
d

ec
ae

d
ro

(s
eg

u
n

d
a

p
ar

te
),

d
on

d
e

a
=
√ 10

−
2√

5,
b

=
√ 10

+
2
√

5,
c

=
√

5
−

1,
d

=
√

5
+

1.
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Más aún, en el mismo art́ıculo, Cayley presenta los śımbolos de rotación pa-
ra los poliedros regulares 4-dimensionales los cuales provienen de los poliedros
regulares 3-dimensionales descritos en las tablas anteriores:

El tetraedro da origen a un grupo de 24 śımbolos descritos de manera expĺıci-
ta en la Tabla 3.5

1

2
(±1± i± j ± k) 16 ráıces cúbicas de ±1

±i,±j,±k 6 ráıces cuadradas de ±1

±1 2 términos

24 śımbolos de rotación

Tabla 3.5: Śımbolos de rotación del poliedro con śımbolo {3, 3, 3}

Los signos ± son independientes entre śı.

El cubo y el octaedro dan origen a un grupo de 48 śımbolos descritos de
manera expĺıcita en la Tabla 3.6

1√
2

(±1± i), 1√
2

(±1± j), 1√
2

(±1± k) 12 ráıces cuartas de ±1

1

2
(±1± i± j ± k) 16 ráıces cúbicas de ±1

±i,±j,±k, 1√
2

(±j ± k),
1√
2

(±k ± i), 1√
2

(±i± j) 18 ráıces cuadradas de ±1

±1 2 términos

48 śımbolos de rotación

Tabla 3.6: Śımbolos de rotación del poliedro con śımbolo {3, 3, 4}

Los signos ± son independientes entre śı.

El icosaedro y el dodecaedro dan origen a un grupo de 120 śımbolos descritos
de manera expĺıcita en la Tabla 3.7
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±
√

5± 1

4
± 1

2
j ±
√

5∓ 1

4
k,

48 ráıces quintas de la unidad ±1±
√

5± 1

4
± 1

2
k ±
√

5∓ 1

4
i,

±
√

5± 1

4
± 1

2
i±
√

5∓ 1

4
j

1

2
(±1± i± j ± k),

40 ráıces cúbicas de ±1
±1

2
±
√

5− 1

4
j ±
√

5 + 1

4
k,

±1

2
±
√

5− 1

4
k ±
√

5 + 1

4
i,

±1

2
±
√

5− 1

4
i±
√

5 + 1

4
j

±i,±j,±k,

30 ráıces cuadradas de ±1
±1

2
i±
√

5 + 1

4
j ±
√

5− 1

4
k,

±1

2
j ±
√

5 + 1

4
k ±
√

5− 1

4
i,

±1

2
k ±
√

5 + 1

4
i±
√

5− 1

4
j

±1 2 términos

120 śımbolos de rotación

Tabla 3.7: Śımbolos de rotación del poliedro con śımbolo {3, 3, 5}

Los signos ± son independientes entre śı, excepto en cada una de las tres
primeras expresiones que corresponden a las ráıces quintas de ±1 en donde los
signos

√
5 ± 1 y

√
5 ∓ 1 son opuestos el uno con respecto del otro, por tanto,

cada expresión tiene 16 śımbolos.

3.3. Sólidos regulares 4-dimensionales

Dado que SU (2) es la esfera unitaria en el espacio 4-dimensional euclidiano
H de cuaterniones, la envoltura convexa ch (G) de cualquier subgrupo finito
G < SU (2) es un politopo convexo.

Notemos que si G es ćıclico de orden n, entonces ch (G) es un n-ágono regu-

85



lar. En el resto de los casos, la envoltura convexa es de dimensión 4.

Por otro lado, la acción de G en H con multiplicación por la izquierda, en-
caja G como un subgrupo de SO (H). Los elementos de G son automorfismos de
ch (G).

Como G actúa transitivamente en śı mismo, todos los elementos de G son
vértices de ch (G).

Estudiaremos la distribución de los elementos de G entre los primos de H
que son perpendiculares al eje que pasa a través de Oe y que están en SU (2).

Si L es dicho primo, todos los elementos L∩SU (2) tienen la misma distancia
esférica ϕ desde e, donde 0 ≤ ϕ ≤ π. Llamaremos a L el ϕ-primo.

El π
2 -primo, es el espacio tridimensional V y ρ : SU (2) −→ SO (V ) es el

epimorfismo 2 a 1 que se mencionó con anterioridad.

Observación 3.3.1. Sea g ∈ SU (2). Si ρ (g) es una α-rotación para algún α en
[0, π], entonces, por lo visto en la Proposición 3.2.6, ρ (g) tiene una preimagen
en el α

2 -primo y otra en el
(
π − α

2

)
-primo.

Para un ϕ ∈ (0, π) fijo, la aplicación definida por

s = sϕ : V −→ ϕ-primo

s (v) 7−→ cosϕ · e+ senϕ · v

es una (1 : sin (ϕ))-similitud, pues sϕ sólo escala por senϕ y traslada por cosϕ·e.
Ahora, si |v| = 1, entonces s (v) está en SU (2) y ρ (s (v)) ∈ SO (V ) es la 2ϕ-
rotación sobre el eje orientado que pasa por v.

Observación 3.3.2. Notemos que la 2ϕ-rotación ρ (g) tiene como imagen in-
versa a dos puntos antipodales, lo que implica que sólo para el caso 2ϕ = π
el ϕ-primo y el (π − ϕ)-primo son el mismo. Por tanto, La restricción de ρ a
SU (2) ∩ ϕ-primo es inyectiva siempre que ϕ 6= π

2 .

ρ (g) ∈ D2 α-rotación g ∈ D̃2
α
2 -primo

3 π-rotación
3 π

2 -primo

3
(
π − π

2

)
-primo

1 0-rotación
1 0-primo

1 π-primo

Tabla 3.8: Correspondencia entre elementos de D2 y D̃2.

Ahora, utilizando la Observación 3.3.1, localicemos los elementos del grupo
G ∈ {D̃q, T̃ , Õ, Ĩ} (con q = 2, 3, 4) en los α

2 -primos correspondientes.
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De la descripción vista en la Sección 2.2 del subgrupo 2-diédrico, se genera
la Tabla 3.8 donde se muestra la correspondencia entre las α-rotaciones de D2

y los elementos de D̃2 que están en los correspondientes α
2 -primos.

ρ (g) ∈ D3 α-rotación g ∈ D̃3
α
2 -primo

1 2π
3 -rotación

1 π
3 -primo

1
(
π − π

3

)
-primo

1 2 · 2π
3 -rotación

1 2π
3 -primo

1
(
π − 2π

3

)
-primo

3 π-rotación
3 π

2 -primo

3
(
π − π

2

)
-primo

1 0-rotación
1 0-primo

1 π-primo

Tabla 3.9: Correspondencia entre elementos de D3 y D̃3.

ρ (g) ∈ D4 α-rotación g ∈ D̃4
α
2 -primo

1 2π
4 -rotación

1 π
4 -primo

1
(
π − π

4

)
-primo

1 2 · 2π
4 -rotación

1 π
2 -primo

1
(
π − π

2

)
-primo

1 3 · 2π
4 -rotación

1 3π
4 -primo

1
(
π − 3π

4

)
-primo

4 π-rotación
4 π

2 -primo

4
(
π − π

2

)
-primo

1 0-rotación
1 0-primo

1 π-primo

Tabla 3.10: Correspondencia entre los elementos de D4 y D̃4.

También en la Sección 2.2, describimos el grupo Dq para q ≥ 3. Si tomamos
q = 3, 4, de dicha descripción, podremos generar las Tablas 3.9 y 3.10 en donde
se relacionan las rotaciones de D3 y D4 con los elementos de D̃3 y D̃4 respecti-
vamente.
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ρ (g) ∈ T α-rotación g ∈ T̃ α
2 -primo

4 2π
3 -rotación

4 π
3 -primo

4
(
π − π

3

)
-primo

4 2 · 2π
3 -rotación

4 2π
3 -primo

4
(
π − 2π

3

)
-primo

3 π-rotación
3 π

2 -primo

3
(
π − π

2

)
-primo

1 0-rotación
1 0-primo

1 π-primo

Tabla 3.11: Correspondencia entre los elementos de T y T̃ .

En la Tabla 2.1 tenemos la información necesaria para relacionar los ele-
mentos del Tetraédrico con los elementos del Tetraédrico binario. La Tabla 3.11
muestra esta relación.

ρ (g) ∈ O α-rotación g ∈ Õ α
2 -primo

3 2π
4 -rotación

3 π
4 -primo

3
(
π − π

4

)
-primo

3 2 · 2π
4 -rotación

3 π
2 -primo

3
(
π − π

2

)
-primo

3 3 · 2π
4 -rotación

3 3π
4 -primo

3
(
π − 3π

4

)
-primo

6 π-rotación
6 π

2 -primo

6
(
π − π

2

)
-primo

4 2π
3 -rotación

4 π
3 -primo

4
(
π − π

3

)
-primo

4 2 · 2π
3 -rotación

4 2π
3 -primo

4
(
π − 2π

3

)
-primo

1 π-rotación
1 0-primo

1 π-primo

Tabla 3.12: Correspondencia entre los elementos de O y Õ.

Las rotaciones del Octaédrico de la Tabla 2.2 generan la información de la

88



Tabla 3.12 en donde se relacionan los elementos de O y los elementos de Õ.

Finalmente, la información de la Tabla 2.3, nos permite calcular en que α
2 -

primo se encuentran cada uno de los elementos del Icosaédrico binario.

ρ (g) ∈ I α-rotación g ∈ Ĩ α
2 -primo

6 2π
5 -rotación

6 π
5 -primo

6
(
π − π

5

)
-primo

6 2 · 2π
5 -rotación

6 2π
5 -primo

6
(
π − 2π

5

)
-primo

6 3 · 2π
5 -rotación

6 3π
5 -primo

6
(
π − 3π

5

)
-primo

6 4 · 2π
5 -rotación

6 4π
5 -primo

6
(
π − 4π

5

)
-primo

15 π-rotación
15 π

2 -primo

15
(
π − π

2

)
-primo

10 2π
3 -rotación

10 π
3 -primo

10
(
π − π

3

)
-primo

10 2 · 2π
3 -rotación

10 2π
3 -primo

10
(
π − 2π

3

)
-primo

1 π-rotación
1 0-primo

1 π-primo

Tabla 3.13: Correspondencia entre los elementos de I y Ĩ.

Las Tablas 3.8, 3.9, 3.10, 3.11, 3.12 y 3.13 nos permiten distribuir los ele-
mentos de G ∈ {D̃q, T̃ , Õ, Ĩ} (q = 2, 3, 4), en sus correspondientes primos. Como
G ∩ (π − ϕ)-primo es igual a − (G ∩ ϕ -primo), basta considerar ϕ en [0, π2 ].

Aśı pues, en la Figura 3.2 se muestran secciones 2-dimensionales de H. Las
ĺıneas circulares de cada figura, representan SU (2), las ĺıneas verticales represen-
tan los ϕ-primos que contienen elementos de G y el número de dichos elementos
(proviene de las tablas de correspondencia entre los subgrupos finitos de SO (3)
y los subgrupos finitos de SU (2)) está escrito bajo cada ĺınea vertical.

89



Figura 3.2: Distribución de los elementos de G en los ϕ-primos

Resulta que la envoltura convexa de tres subgrupos finitos de SU (2) dan lu-
gar a sólidos regulares 4-dimensionales. Para formalizarlo, el siguiente teorema:

Teorema 3.3.3.

a) La envoltura convexa del grupo diédrico binario D̃2 es el 4-octaedro con
śımbolo de Schläfli {3, 3, 4}. Tiene 16 tetraedros como caras 3-dimensionales,
32 triángulos por caras de dimensión 2, 24 aristas y 8 vértices.

b) La envoltura convexa del grupo tetraédrico binario T̃ es el sólido regular
{3, 4, 3}. Tiene 24 octaedros como facetas, 96 triángulos por 2-caras, 96 aris-
tas y 24 vértices.

c) La envoltura convexa del icosaédrico binario ch
(
Ĩ
)

= {3, 3, 5}, tiene 600 te-

traedros por facetas, 1200 triángulos como caras bidimensionales, 720 aristas
y 120 vértices.

d) Para cualquier otro subgrupo finito no-ćıclico G < SU (2), ch (G) no es regu-
lar.
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Demostración:
Sea α > 0 el ángulo más pequeño tal que G ∩ α-primo6= ∅. Si la envoltura

convexa ch (G) es regular, entonces, de la Sección 1.4, se tiene que sen
(
α
2

)
es

el radio caracteŕıstico de ch (G) y Q = ch (G ∩ α-primo) es la figura de vértice
excelente en e.

Si comparamos lo obtenido en la Tabla 1.3 con el sen
(
α
2

)
y las figuras de

vértice Q de la Figura 3.2, se tiene que a lo más ch
(
D̃2

)
, ch

(
T̃
)

y ch
(
Ĩ
)

tienen oportunidad de ser regulares. Para D̃n, con n ≥ 3, Q no puede ser figura

de vértice debido a la cantidad de vértices y para Õ, sen
(

45◦

2

)
no es un radio

caracteŕıstico válido de un sólido regular.
Aśı pues, el inciso d) queda demostrado.

Utilicemos el siguiente lema [10, pág. 41-43]:

Lema 3.3.4. Sea G ∈ {D̃2, T̃ , Ĩ}.

i) Para D̃2, Q = {3, 4} es figura de vértice; Q = {4, 3} es figura de vértice
para T̃ y Q = {3, 5} lo es para Ĩ.

ii) Toda ĺınea que une cualquier g ∈ G con e, interseca el α-primo en Q.

iii) Si para algún f ∈ O (H), la figura de vértice Q es f -invariante, entonces
el conjunto finito (eventualmente vaćıo) G∩ϕ-primo es f -invariante para
cualquier ángulo 0 ≤ ϕ ≤ π.

Dado que los vértices de ch (G) corresponden a los elementos del grupo que
está actuando en él y dicho grupo actúa de manera transitiva en śı mismo, se
tiene que los automorfismos que transforman un vértice en otro son precisamente
los elementos del grupo. El inciso i) del Lema 3.3.4 nos dice que Q es una figura
de vértice regular de e. Por último, el tercer inciso del criterio de regularidad
1.3.8 se sigue del inciso iii) del Lema 3.3.4. Por lo tanto, al cumplirse el criterio
de regularidad, ch (G) es un sólido regular 4-dimensional que tiene por figura
de vértice a Q, lo que implica que el śımbolo de Schläfli correspondiente a D̃2

es {3, 3, 4}, a T̃ es {3, 4, 3} y a Ĩ es {3, 3, 5}.
Ahora bien, por la Proposición 1.3.13, sabemos como son las k-caras de

ch (G), lo que implica que también sabemos el número de vértices qk de cada
k-cara; sabemos el número rk de k-caras que contienen a e i.e., rk = # de
(k − 1)-caras de Q; y sabemos el número n0 = |G| de vértices de ch (G). Por
tanto, conocemos el número nk de k-caras el cual está dado por

nk = n0
rk
qk
. (3.9)

Entonces, con la fórmula (3.9), tenemos el número de k-caras de cada ch (G)
como se expone en los primeros tres incisos del Teorema 3.3.3:
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a) Para la envoltura convexa del grupo diédrico binario D̃2, se tiene:

• n0 = 4 · 2 = 8 (Por el Teorema 3.1.9).

• n1 = n0
q1
r1

= 8 · 6
2 = 24.

• n2 = n0
q2
r2

= 8 · 12
3 = 32.

• n3 = n0
q3
r3

= 8 · 8
4 = 16.

b) Para el sólido regular T̃ , se tiene:

• n0 = 24 (Por el Teorema 3.1.9).

• n1 = n0
q1
r1

= 24 · 8
2 = 96.

• n2 = n0
q2
r2

= 24 · 12
3 = 96.

• n3 = n0
q3
r3

= 24 · 6
6 = 24.

c) Para Ĩ tenemos:

• n0 = 120 (Por el Teorema 3.1.9).

• n1 = n0
q1
r1

= 120 · 12
2 = 720.

• n2 = n0
q2
r2

= 120 · 30
3 = 1200.

• n3 = n0
q3
r3

= 120 · 20
4 = 600.

3.4. Espacios de órbitas S3/G de los subgrupos
finitos G de SU (2)

Todo subgrupo finito G < SU (2) actúa en la 3-esfera SU (2) mediante mul-
tiplicación por la izquierda.

Recordando la Definición 2.2.1, pero reemplazando el subconjunto S por un
espacio topológico X, tenemos

Definición 3.4.1. Sea X un espacio topológico, G un grupo y e la identidad
de G. Una acción de G en X por la izquierda, asigna a todo g ∈ G una función
φ : G×X → X, con las siguientes propiedades:

1) φ (e, x) = x, para toda x ∈ X y e ∈ G.

2) φ (hg, x) = φ (h, φ (g, x)), para toda x ∈ X y g, h ∈ G.

Recordando también la Definición 2.2.3, el espacio total X es la unión dis-
junta de todas las órbitas G · x. El conjunto de todas las órbitas se denota por
X/G. Naturalmente se tiene la proyección canónica

p : X −→ X/G

x 7−→ G · x.
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Observación 3.4.2. El conjunto de órbitas X/G tiene estructura de espacio
topológico; un subconjunto U ⊂ X/G es abierto si y sólo si p−1 (U) ⊂ X es
abierto.

Aśı, la proyección p es una función continua y abierta.

A partir de aqúı, a menos que se diga lo contrario, G será un grupo finito.
Con esta condición, p es también una función cerrada.

Proposición 3.4.3. El espacio de órbitas X/G es un espacio de Hausdorff si
X es un espacio de Hausdorff. Similarmente, si X es compacto, el espacio de
órbitas X/G es compacto [2, Proposición 2.2].

Definición 3.4.4. Un cubriente p : E → X es aquel que para todo x ∈ X

existe una vecindad Ux tal que p−1 (Ux) =
⊔
i∈I

Si, donde Si ⊂ E y además p (Si)

es homeomorfo a Ux. A E se le llama espacio cubriente, a X le llamamos espacio
base y a los Si’s le llamamos hojas sobre Ux.

Observación 3.4.5. Si G actúa libremente en X, i.e., si g · x = x para algún
g ∈ G y x ∈ X, entonces g = 1, se tiene que la proyección p : X −→ X/G es un
cubriente. En este caso, la vecindad de x es un abierto en X/G dado por p (Ux),
y las hojas están dadas por gUx.

Proposición 3.4.6. El grupo G es el grupo de transformaciones cubrientes de
X sobre X/G, i.e., todo homeomorfismo f : X −→ X tal que p · f = p es
la acción de algún g ∈ G en X como se muestra en el siguiente diagrama [8,
Proposición 1.40 (b)].

X
f //

p !!

X

p}}
X/G

Si X es una variedad diferenciable y si G actúa libremente v́ıa funciones dife-
renciables, el espacio de órbitas X/G hereda una única estructura diferenciable
tal que p se vuelve un difeomorfismo local [4, Cap 0, Ejemplo 4.8].

Si además, X es orientado y toda función X → X, dada por x 7→ g ·x preser-
va orientación, entonces X/G hereda una única orientación tal que p preserva
orientación [4, Cap 0, Ejercicio 9].

Teorema 3.4.7. Sea G < SU (2) un subgrupo finito que actúa en S3 = SU (2)
(con multiplicación por la izquierda). El espacio de órbitas S3/G es una 3-
variedad orientada compacta. La proyección canónica p : S3 −→ S3/G es el
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cubriente universal. El grupo fundamental π1 y el grupo de homoloǵıa Hi de
S3/G son los siguientes:

π1 H0 H1 H2 H3

G Z AG 0 Z

Tabla 3.14: Grupo fundamental y grupos de homoloǵıa de S3/G (AG es el
grupo abelianizado de G).

Demostración:
La esfera 3-dimensional S3 es una 3-variedad orientada compacta diferencia-

ble, el grupo G actúa libremente y de manera diferencial preservando orienta-
ción. Por tanto, S3/G es también una 3-variedad orientada compacta diferen-
ciable.

La proyección p es el cubriente universal, pues S3 es simplemente conexo [8,
pág. 68]. Por tanto, el grupo G de transformaciones cubrientes es canónicamente
isomorfo al grupo fundamental π1

(
S3/G

)
[8, Proposición 1.40 (c)].

Dado que S3/G es arco-conexo, H0 = Z [8, Proposición 2.7].
Ahora, un resultado general para espacios topológicos arbitrarios, nos dice

que el primer grupo de homoloǵıa es igual al grupo fundamental abelianizado,
i.e., H1 (X) = Aπ1 (X) [8, Teorema 2A.1]. Esto implica que H1 = AG.

Luego, por la dualidad de Poincaré, H1 = H2 para toda 3-variedad orientada
compacta [8, Teorema 3.30].

Por otro lado, el Teorema del coeficiente universal [8, Teorema 3.2] nos da
la sucesión exacta de espacios arbitrarios

0→ Ext (Hq−1 (X) ,Z)→ Hq (X)→ Hom (Hq (X) ,Z)→ 0.

En nuestro caso H1 = 0, pues H1 = AG es finito y H0 = Z.

Ahora bien, un adecuado dominio fundamental (ver Definición 2.4.6) nos
permite visualizar las variedades de órbitas S3/G.

Luego, X/G = p (D), p proyecta Int (D) de manera homeomorfa sobre
p (Int (D)) y p (Int (D)) es denso en X/G. Aśı, X/G se obtiene de D mediante
la identificación de puntos que están solamente en la frontera ∂D = D\ Int (D).

Sea P = (ch (G))
◦

el politopo polar de la envoltura convexa de G con res-
pecto a la 3-esfera SU (2). La multiplicación de G deja a ch (G) invariante, por
tanto, también a P .

La proyección radial manda la frontera ∂P = Unión de todas las facetas de
P , de manera homeomorfa sobre S3 = SU (2).

Los centros de las facetas de P son los elementos g ∈ G. La faceta con centro
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g se denota por Dg.
La multiplicación por la izquierda de un elemento h ∈ G manda a Dg de

manera isomorfa en Dhg. Por lo que cada Dg es un dominio fundamental por la
acción de G en ∂P .

Por simplicidad, escogemos D = De, donde e es el elemento unidad. Es-
ta faceta D está rodeada por las facetas Dg para todos los g ∈ G que están
conectados a e por una arista de ch (G).

Definición 3.4.8. Al conjunto de todos los g ∈ G que están conectados a e por
una arista de ch (G) lo llamamos la estrella de e y lo denotamos por st (e).

Si ch (G) es regular, st (e) consiste de los vértices de la figura de vértice de
ch (G) en e. En caso contrario, st (e) no necesariamente yace en un solo primo.

Para todo g ∈ st (e) existen las 2-caras comunes

Fg = D ∩Dg y ∂D =
⋃

g∈st (e)

Fg.

El espacio de órbitas ∂P/G se obtiene de D, identificando cada Fg−1 con Fg
v́ıa multiplicación por la izquierda con g.

Geométricamente, este isomorfismo g : Fg−1 −→ Fg es un α-screw, donde
un α-screw está definido como sigue:

Definición 3.4.9. Sea ϕ la distancia esférica de g a e. Al isomorfismo g :
Fg−1 −→ Fg, dado por la traslación a lo largo del vector que va del centro de
Fg−1 al centro de Fg (este vector es perpendicular a Fg y Fg−1 los cuales yacen
en 2-planos paralelos), combinando con una ϕ-rotación en torno al eje que pasa
a través de éste vector, lo llamamos ϕ-screw.

Sea α > 0 el ángulo más pequeño tal que G ∩ α-primo 6= ∅. La intersec-
ción Q = (ch (G)) ∩ α-primo es una figura de vértice de ch (G) en e con centro
c = cos (α) · e

Existe una correspondencia 1-1 entre st (e) y el conjunto V (Q) de vértices
de Q: la arista de e a g ∈ st (e) interseca el α-primo en vg ∈ V (Q). Sea Qc

el polar de Q con respecto a alguna esfera centrada en c en el α-primo. Todo
vértice vg de Q determina la 2-cara v∆

g de Qc (ver la Sección 1.2).

De acuerdo a la Proposición 1.2.15, la faceta D del polar ch (G)
◦

es similar
a Qc. La similitud manda la 2-cara v∆

g de Qc sobre la 2-cara Fg de D.

En los casos G ∈ {D̃2, T̃ , Ĩ}, donde la envoltura convexa ch (G) es regular,
la estrella st (e) = V (Q).

La figura de vértice Q y la faceta D son sólidos regulares mutuamente duales
(ver Figura 3.15). El espacio de órbitas S3/G se obtiene de D identificando las
2-caras opuestas de D por medio de α-screws.

En las Figuras 3.3(a), 3.3(b) y 3.3(c), se muestran los dominios fundamenta-
les D de S3/G con G ∈ {D̃2, T̃ , Ĩ}; aristas con la misma etiqueta se identifican
por los α-screws.
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G D̃2 T̃ Ĩ

Q {3, 4} {4, 3} {3, 5}
D {4, 3} {3, 4} {5, 3}
α π

2
π
3

π
5

Tabla 3.15: Figura de vértice de ch (G) en el vértice v, faceta del polar ch (G)
◦

y ángulo α dónde G ∩ α-primo6= 0.

(a) Dominio fundamental D = {4, 3} para
G = D̃2.

(b) Dominio fundamental D = {3, 4} para
G = T̃ .

(c) Dominio fundamental D = {5, 3} para el grupo
G = Ĩ.

Figura 3.3: Dominios fundamentales de S3/G; aristas con la misma etiqueta
se identifican v́ıa ϕ-screws

Ahora, si G ∈ {D̃n, Õ}, con n ≥ 3, unos elementos g de st (e) yacen en el
α-primo (lo que implica que g = vg) y el resto de los elementos yacen en el
β-primo. Por tanto, Q tiene dos tipos de vértices; α-vértices y β-vértices, y D
tiene dos tipos de caras; α-caras y β-caras.

Para G = D̃n, con n ≥ 3, tenemos α = 180◦

n y β = 90◦. La figura de vértice
Q es una doble pirámide sobre un 2n-ágono. En la Figura 3.4(a), se muestra la
figura de vértice Q para n = 3. Las dos cúspides son α-vértices; los vértices del
2n-ágono ecuatorial son β-vértices.

El polar D de Q es un prisma que tiene de base un 2n-ágono. En la Figura
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(a) Figura de vértice Q para el grupo D̃3 (b) Dominio fundamental D para D̃3.

Figura 3.4: Construcción del dominio fundamental para G = D̃3

3.4(b) se muestra el polar D para n = 3. Los 2n-ágonos que forman la base
y tapa, son α-caras; los cuadrados laterales son β-caras. Las aristas que están
identificadas por los α-screws y β-screws se denotan con la misma letra.

Para G = Õ, tenemos α = 45◦ y β = 60◦. Los 6 α-vértices son los vértices
de un octaedro O3; los 8 β-vértices son los vértices de un cubo C3, el cual es
dual a O3.

Figura 3.5: Radios circundantes

La Figura 3.5, muestra los radios circundantes

RO3 =

√
2

2
= .7071 y RC3 =

√
3
(
2−
√

2
)

2
= .5073

Observemos que RC3 es más grande que el radio interior

rO3 =
1√
6

= .4082,
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por tanto, C3 no está contenido en O3.

La figura de vértices está dada por Q = ch
(
O3 ∪ c3

)
. La faceta D es similar

al polar Qc = ch
(
O3
)c ∩ ch

(
C3
)c

, el cual es la intersección del cubo ch
(
O3
)c

y su octaedro dual ch
(
C3
)c

, i.e., un cubo con las esquinas seccionadas como se
muestra en la Figura 3.6.

Figura 3.6: Dominio Fundamental D correspondiente a S3/Õ.

Las α-caras de D son octágonos regulares; las β-caras son triángulos equiláte-
ros. De nuevo, las α-caras opuestas se identifican mediante los α-screws y las
β-caras por los β-screws, con el fin de obtener el espacio de órbitas S3/Õ.

Observación 3.4.10. El dominio fundamental D, junto con la identificación de
sus caras opuestas, produce una descomposición celular del espacio de órbitas
S3/G con los siguientes números ni de celdas i-dimensionales:

G n0 n1 n2 n3

Dn n 2n n+ 1 1

T 1 4 4 1

O 6 12 7 1

I 5 10 6 1

Tabla 3.16: Celdas i-dimensionales de cada espacio de órbitas
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Observemos que en todos los casos, la caracteŕıstica de Euler-Poincaré es
cero, i.e., n0 − n1 + n2 − n3 = 0, como debe ser el caso para las 3-variedades
orientadas compactas [8, Corolario 3.37].

Esta descomposición celular se utiliza también para determinar el grupo
fundamental y la homoloǵıa de S3/G.

3.5. Generadores y relaciones para los subgru-
pos finitos de SL (2,C)

Sea G < SL (2,C) un subgrupo finito binario y sea ρ : G→ Γ el epimorfismo
sobre el correspondiente subgrupo finito Γ < SO (3).

Lema 3.5.1. Si γ ∈ Γ tiene orden r, entonces existe un elemento g ∈ G tal que
ρ (g) = γ y gr = −E, donde e denota la unidad.

Demostración:
Recordemos que por el Lema 3.1.5, −E es el único elemento de orden 2 en

SL (2,C). Existe pues un g con ρ (g) = γ y tal que gr = ±E. Supongamos que
gr = E. Si r es impar, reemplazamos g por −g, pues multiplicando por (−g)

r
en

ambos lados, obtenemos (−g)
r
gr = (−g)

r
, de donde se sigue que E = (−g)

r
.

Si r = 2s es par, llegamos a una contradicción, pues g2s = e implicaŕıa que
gs = ±E, por lo que γs = 1, lo cual es imposible ya que γ tiene orden 2s = r.

La presentación de los subgrupos finitos G < SL (2,C) por generadores y
relaciones, se obtienen de la presentación de sus correspondientes subgrupos
finitos Γ < SO (3) vistos en la Sección 2.4. Si G no es ćıclico, Γ tiene dos gene-
radores: β y γ.

Usando el Lema 3.5.1, elegimos dos elementos b, c ∈ G tales que β = ρ (b),
γ = ρ (c) y los órdenes de b y c sean el doble de los órdenes β y γ respectivamente.

Estos generadores producen las siguientes presentaciones:
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Tipo de G < SL (2,C) Generadores Relaciones

Ćıclico de orden n b bn = 1

Binario q-diédrico b, c b2 = cq = (bc)
2

Binario tetraédrico b, c b3 = c3 = (bc)
2

Binario octaédrico b, c b3 = c4 = (bc)
2

Binario icosaédrico b, c b3 = c5 = (bc)
2

Tabla 3.17: Generadores y relaciones de los subgrupos finitos de SL (2,C)

La prueba de la tabla anterior consiste de tres puntos, los cuales enunciamos
en la siguiente proposición:

Proposición 3.5.2.

a) Las relaciones son válidas.

b) Los generadores b y c son suficientes.

c) Las relaciones son suficientes.

Demostración:

a) Sean q y r los órdenes de β y γ respectivamente, entonces b y c satisfacen

bq = cr = −E. Es suficiente mostrar que (bc)
2

= −E.

Dado que (βγ)
2

= 1, tenemos (bc)
2

= ±E. Si suponemos (bc)
2

= E,
obtenemos que (bc) = ±E, por lo que βγ = 1 lo cual es una contradicción.

Por tanto, (bc)
2

= −E. Luego, bq = cr = (bc)
2

= −E.

b) Sea G
′

un subgrupo de G generado por b y c. Entonces, se cumple que

−E = (bc)
2 ∈ G′ y además ρ es un epimorfismo entre G

′
y Γ, por lo tanto

G
′

= G.

c) Sea G∗ el grupo con presentación de acuerdo a la Tabla 3.17. El elemento

v = (bc)
2

está en el centro de G∗, denotado por Z (G∗).
Mostremos que v2 = 1 para los casos v = b2 y v = b3:

Caso 1: Si v = b2, tenemos que (bc)
2

= bcbc = b2, por lo que c = b−1c−1b.
Luego,

v =cq =
(
b−1c−1b

)q
= b−1c−qb

=b−1v−1b = b−1b−2b = b−3b = b−2

=v−1.
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por tanto, se cumple v2 = 1 para v = b2.

Caso 2: Si v = b3, tenemos (bc)
2

= bcbc = b3, por lo que

c = b2c−1b−1 (3.10)

Luego,
v = cr =

(
b2c−1b−1

)r
= b

(
bc−1

)r
b−1,

y como v ∈ Z (G∗), se tiene que

v = b−1vb = b−1
(
b
(
bc−1

)r
b−1
)
b,

por tanto
v =

(
bc−1

)r
(3.11)

Por otro lado, (bc)
2

= bcbc = cr implica que b = c−1b−1cr−1. Al
sustituir en (3.11), obtenemos:

v =
(
c−1b−1cr−1c−1

)r
=
(
c−1b−1cr−2

)r
=c−1

(
b−1cr−3

)r−1
b−1cr−2 = c−1

(
b−1cr−3

)r−1
b−1cr−2c−1c

=c−1
(
b−1cr−3

)r−1
b−1cr−3c = c−1

(
b−1cr−3

)r
c,

y como v ∈ Z (G∗), se obtiene

v =
(
b−1cr−3

)r
(3.12)

Luego, transformamos la ecuación (3.12), conjugando por b, en

v =
(
cr−3b−1

)r
(3.13)

Ahora bien, analicemos los distintos casos r = 3, 4, 5:

r = 3: Por la ecuación (3.12), se tiene que

v =
(
b−1c0

)3
= b−3 = v−1

r = 4: Por la ecuación (3.13), tenemos que v =
(
cb−1

)4
, lo cual es igual

a
(
bc−1

)−4
que a su vez, por la ecuación (3.11), es igual a v−1,

por lo tanto v = v−1.
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r = 5: Por la ecuación (3.12), v =
(
b−1c2

)5
. Y por la ecuación (3.10)

c2 = b2c−1bc−1b−1. Sustituyendo c2, obtenemos

v =
(
bc−1bc−1b−1

)5
= bc−1b

(
c−2b

)4
c−1b−1

=bcc−1c−1b
(
c−2b

)4
c−1b−1 = bc

(
c−2b

)5
c−1b−1,

Luego, por la ecuación (3.13),

v = bcv−1c−1b−1 = bcv−1 (bc)
−1
.

Y de nuevo, dado que v ∈ Z (G∗), se tiene que v = v−1.

Al cumplirse v = v−1 para todos los r’s, se concluye que v2 = 1 para
v = b3.

Finalmente, existe un epimorfismo h : G∗ −→ G por el inciso a) y b).
Comparando la presentación de G∗ con la presentación de Γ = ρ (G) como
en la Sección 2.4, vemos que el kernel de ρh : G∗ → G → Γ es generado
por v, por lo que el Ker (h) es generado por una potencia vs. Dado que
h (v) = −E y v2 = 1, la potencia tiene que ser s = 0, i.e., h es un
isomorfismo.

Es imposible deducir que v2 = 1 de las relaciones bq = cr = (bc)
2

con un
argumento general para cualquier q y r, pues para otros q y r, el elemento v
tiene orden infinito.

Las presentaciones de G en la Tabla 3.17, produce los grupos abelianizados
AG de la siguiente tabla:

G < SL (2,C) Grupo abelianizado

Cq AG = G

D̃q

Four group generado por b y c (q par).

Ćıclico de orden 4, generado por b con c = b2 (q impar).

T̃ Ćıclico de orden 3, generado por c con b = c−1

Õ Ćıclico de orden 2, generado por c con b = 1

Ĩ {1}

Tabla 3.18: Grupos abelianizados de los subgrupos finitos de SL (2,C)
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El epimorfismo ρ : G → Γ < SO (3) induce un epimorfismo ρ̄ : AG → AΓ.
Este epimorfismo es 2 a 1 si G es ćıclico de orden par o es un q-diédrico binario
con q impar. En el resto de los casos, ρ̄ es un isomorfismo. Los AΓ se obtienen
de las Secciones 2.3 y 2.4.
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Caṕıtulo 4

Polinomios invariantes

En este caṕıtulo veremos cómo la acción de un subgrupo arbitrario G de
GL (2,C) en la C-álgebra de polinomios S = C[x, y], nos permite definir una
subálgebra SG, en donde todo elemento es un polinomio que se mantiene inva-
riante bajo la acción del grupo G. Estos polinomios invariantes dan lugar a las
definiciones de divisores D y formas semi-invariantes f , con las que daremos una
caracterización que relaciona ciertos divisores con formas G-semi-invariantes.

Luego, de la definición de forma semi-invariante, obtenemos unos homomor-
fismos llamados caracteres, éstos nos ayudarán a obtener todos los polinomios
G-invariantes, pues con dichos caracteres obtenemos un conjunto de generadores
{x, y, z} para la C-álgebra SG, con G < SL (2,C), y un isomorfismo

Φ : C[x, y, z]/〈ϕ〉 −→ SG

con 〈ϕ〉 = Ker Φ y ϕ (x, y, z) = ϕG = 0 es la relación que cumplen los genera-
dores para cada subgrupo finito G.

Finalmente, probaremos un resultado general acerca de las C-álgebras SG de
polinomios G-invariantes, donde G es un subgrupo finito arbitrario de GL (n,C),
y lo utilizaremos para describir el espacio de órbitas Cn/G como variedad af́ın
V ⊂ Cr. En el caso en que G < SL (2,C), esta variedad es homeomorfa a la
superficie compleja dada por

V = {(x, y, z) ∈ C3 | ϕ (x, y, z) = 0}

la cual llamaremos variedad de órbitas af́ın.

4.1. Divisores invariantes y formas semi-invariantes

En esta sección estudiaremos los anillos de polinomios G-invariantes en dos
variables para los subgrupos finitos G < SL(2,C). Comenzaremos con algunas
definiciones generales y algunas observaciones:
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Observación 4.1.1. Un subgrupo G < GL(n,C) actúa en la C-álgebra de
polinomios S = C[z1, . . . , zn] en n variables mediante

(fδ)(z) = f(δz) para δ ∈ G, z ∈ Cn y f ∈ S.

Definición 4.1.2. Un polinomio f ∈ C[z1, . . . , zn] es llamado G-invariante si
fδ = f para todo δ ∈ G.

Los polinomios G-invariantes forman una subálgebra SG. Con el fin de es-
tudiar la subálgebra SG, podemos reemplazar el subgrupo G por un subgrupo
conjugado H = αGα−1, pues el morfismo SG → SH , dado por f 7→ fα, es un
isomorfismo.

La acción de G respeta la descomposición aditiva de un polinomio f en sus
términos homogéneos, pues cada δ ∈ G es una automorfismo lineal de Cn, i.e.,
si escribimos a f como

f = f0 + f1 + · · ·+ fn,

donde las fi son las sumas de todos los términos de grado i en f , entonces
f(δz) = f0(δz) + f1(δz) + · · ·+ fn(δz).

Particularmente f es G-invariante si y sólo si sus términos homogéneos son
G-invariantes. Por tanto, primero nos restringiremos a la acción de G en poli-
nomios homogéneos a los cuales llamaremos simplemente formas.

Recordando el Teorema Fundamental del Álgebra:

Teorema 4.1.3. Todo polinomio complejo en una variable de grado n puede
escribirse de manera única como

ϕ(z) = κ(z − z1)r1 · . . . · (z − zq)rq ,

donde z1, . . . , zq son los distintos ceros de ϕ que tienen multiplicidades r1, . . . , rq
respectivamente, κ ∈ C y n = r1 + · · ·+ rq.

Existe una estrecha relación entre formas en dos variables y polinomios en
una variable la cual consiste en homogeneizar los polinomios de la siguiente
manera

f(z, w) = wnϕ
( z
w

)
.

Notemos que cuando w = 1 se tiene f(z, 1) = ϕ(z). Luego, como f es un
polinomio homogéneo se tiene:

wnϕ
( z
w

)
= wnf

( z
w
, 1
)

= f(z, w).

Aśı pues, el Teorema Fundamental del Álgebra para formas queda como
sigue:
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Teorema 4.1.4. Toda forma en dos variables de grado n se puede escribir como

f(z, w) = (b1z − a1w)r1 · . . . · (bqz − aqw)rq ,

donde [a1 : b1], . . . , [aq : bq] ∈ CP1 son los diferentes ceros de f que tienen
órdenes r1, . . . , rq respectivamente tales que ri ∈ Z+ y n = r1 + · · ·+ rq.

Demostración:
Por el Teorema 4.1.3, todo polinomio de grado n, se escribe

ϕ(x) = κ(x− x1)r1 · . . . · (x− xq)rq ,

con r1 + · · ·+ rq = n.
Luego, por la relación entre dos formas y polinomios en una variable, tenemos

que

f(z, w) = wnϕ
( z
w

)
= wnκ

( z
w
− x1

)r1
· . . . ·

( z
w
− xq

)rq
= κwr1

( z
w
− x1

)r1
· . . . · wrq

( z
w
− xq

)rq
= κ

(
w
( z
w
− x1

))r1
· . . . ·

(
w
( z
w
− xq

))rq
= κ (z − wx1)

r1 · . . . · (z − wxq)rq .

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer κ = br11 · · · b
rq
q , por lo que

f(z, w) = br11 · · · brqq (z − wx1)
r1 · . . . · (z − wxq)rq .

= br11 (z − wx1)
r1 · . . . · brqq (z − wxq)rq .

= (b1 (z − wx1))
r1 · . . . · (bq (z − wxq))rq .

= (b1z − b1wx1)
r1 · . . . · (bqz − bqwxq)rq .

Sea ai = biw para i = 1, . . . , q. Escribimos entonces f(z, w) como

f(z, w) = (b1z − a1w)r1 · . . . · (bqz − aqw)rq .

De esta manera, es claro que los ceros de f(z, w) están dados por las coorde-
nadas homogéneas [a1 : b1], . . . , [aq : bq], con multiplicidades r1, . . . , rq respec-
tivamente. Además, las multiplicidades satisfacen r1 + · · · + rq = n, lo cual se
sigue del Teorema 4.1.3.

En el teorema anterior, CP1 es la ĺınea proyectiva definida en la Sección 3.1.

La forma f está únicamente determinada por sus ceros y multiplicidades
salvo un factor κ ∈ C∗, el cual proviene del polinomio complejo ϕ

(
z
w

)
, y salvo

el orden de los factores.

Para una mejor formulación introduciremos el concepto de un divisor.
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Definición 4.1.5. Una función D : CP1 −→ Z tal que D(x) = 0 para toda x,
excepto para una cantidad finita, es llamada divisor de CP1. Además, el divisor
D es llamado positivo si D(x) ≥ 0 para toda x.

El conjunto de todos los divisores (no sólo los divisores positivos), forman un
grupo abeliano denotado por D: la operación de grupo “ · ”, está definida como
la suma puntual de enteros, i.e.,

(D1 ·D2)(x) = D1(x) +D2(x) para todo x ∈ CP1.

Claramente la operación es asociativa y conmutativa, pues se reduce a la suma
de enteros la cual es también asociativa y conmutativa. El elemento identidad es
el divisor cero definido por D0(x) = 0 para todo x ∈ CP1. El elemento inverso
de D está dado por −D, i.e., si D(x) = z, (−D)(x) = −z con z ∈ Z, por tanto
(D · (−D)) = D0, pues (D · (−D))(x) = D(x) + (−D)(x) = z− z = 0 para todo
x ∈ CP1. Análogamente, ((−D) ·D) = D0.

A cada forma f le podemos asociar un divisor positivo como sigue:

Df (x) ≡

{
Multiplicidad de x Si x es cero de f

0 Si x no es cero de f.

Observación 4.1.6. Los múltiplos escalares de f generan el mismo divisor Df .

Aśı pues, para cada divisor positivo D, tenemos una forma f la cual tiene
por divisor asociado al propio D. Esta forma f es única salvo un factor en C∗.

Notemos que si

f(z, w) = (b1z − a1w)
r1 · . . . · (bqz − aqw)

rq

y
g(z, w) = (d1z − c1w)

s1 · . . . · (dpz − cpw)
sp ,

la multiplicación fg está dada por

(fg)(z, w) = (b1z − a1w)
r1 · . . . ·(bqz − aqw)

rq ·(d1z − c1w)
s1 · . . . ·(dpz − cpw)

sp ,

por tanto, el divisor Dfg está dado por las multiplicidades de los ceros de fg. Si
f y g tienen una ráız en común [ai : bi] = [cj : dj ], se tiene que la multiplicidad
de dicha ráız será ri + sj . Aśı, el divisor Dfg está dado por

Dfg =


ri + sj , si [ai : bi] = [cj : dj ] es una ráız común de f y g

ri, si [ai : bi] es sólo ráız de f

si, si [ci : di] es sólo ráız de g

0, en otro caso.

En resumidas cuentas, se tiene que

Dfg = Df +Dg.
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Definición 4.1.7. El grado de un divisor está dado por el homomorfismo

deg : D −→ Z

D 7−→
∑
x∈CP1

D(x).

Luego, como deg (Df ) =
∑
x∈CP1

Df (x) =
∑

i=1,...,q

ri, donde ri es la multiplici-

dad de una ráız [ai : bi] de f , se tiene que degDf = deg f .

El subgrupo finito Γ < SO(3) actúa linealmente en CP1. Por tanto, actúa
por la derecha en el grupo de divisores de la siguiente manera:

(Dγ)(x) = D(γx) para γ ∈ Γ y x ∈ CP1.

Definición 4.1.8. El divisor D es llamado Γ-invariante si Dγ = D para todo
γ ∈ Γ.

Los divisores Γ-invariantes forman un subgrupo de DΓ.

Definición 4.1.9. Sea Σ ⊂ CP1 una órbita de la Γ-acción, entonces Σ deter-
mina el divisor Γ-invariante positivo definido por:

D(x) ≡

{
1 Si x ∈ Σ

0 En otro caso,

el cual es llamado divisor simple de Σ y lo denotaremos también por Σ.

Proposición 4.1.10. Todo divisor invariante positivo puede escribirse de ma-
nera única como suma finita de diferentes divisores simples Σi con coeficientes
ri ∈ N, ri > 0, i.e.,

D = r1Σ1 + r2Σ2 + · · ·+ rkΣk (4.1)

Demostración:
La prueba es clara, pues si Σi es una órbita, entonces D tiene el valor ri en

todos los puntos de Σi, lo cual implica la ecuación (4.1).

Sea G < SL(2,C) un subgrupo finito. Salvo conjugación, podemos suponer
que G es un subgrupo de SU(2). Sea ρ : G → Γ < SO(3) el epimorfismo
(3.7). Para una forma f con divisor Df tenemos Dfδ = (Df )γ−1 para δ ∈ G y
γ = ρ(δ), en particular:

Proposición 4.1.11. Si f es G-invariante, entonces Df es Γ-invariante.

Demostración:
Si f es G-invariante, se tiene que fδ = δ para todo δ ∈ G, luego

Df = Dfδ = (Df )(ρ(δ))−1,
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por lo que (Df )(ρ(δ))−1 = Df para todo ρ(δ) ∈ Γ, lo que implica que Df es
Γ-invariante.

Pero el rećıproco no es del todo cierto. De hecho, lo que tenemos es la
siguiente proposición:

Proposición 4.1.12. Si Df es Γ-invariante, entonces fδ es igual a f salvo un
factor en C∗.

Demostración:
Sea γ = ρ(δ) ∈ Γ. Dado que Df es Γ-invariante, se tiene que

Df = (Df )γ = Dfδ−1 ,

para todo γ ∈ Γ. Luego, αf = fδ−1 para todo δ ∈ G y α ∈ C∗, lo que implica
que f es G-invariante salvo un factor α.

Esto motiva a la siguiente definición:

Definición 4.1.13. Una forma f es llamada G-semi-invariante si para cada
δ ∈ G, existe un χ(δ) ∈ C∗ tal que fδ = χ(δ)f , i.e., f(δz) = χ(δ)f(z) para
z ∈ C2.

Notemos que si f 6= 0, el factor χ(δ) está únicamente determinado por f y
δ.

Definición 4.1.14. Llamaremos caracter de f a la función χ : G −→ C∗, de
la Definición 4.1.13. Para enfatizar que es el caracter correspondiente a f , lo
denotaremos por χf .

Si n = |G|, los valores de χ son ráıces n-ésimas de la unidad, pues como todo
elemento δ ∈ G cumple con δn = 1, se tiene

f = fδn = χ(δ)nf,

lo cual implica que χ(δ)n = 1.

Ahora si, podemos dar una condición necesaria y suficiente para los divisores
Γ-invariantes:

Teorema 4.1.15. La forma f es G-semi-invariante si y sólo si su divisor Df

es Γ-invariante.

Demostración:
Se sigue directamente de las Proposiciones 4.1.11 y 4.1.12.
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El caracter de f depende únicamente de Df . Por tanto, para todo divisor
Γ-invariante positivo, existe un caracter bien definido

χD : G −→ C∗.

Este caracter cumple claramente que

χC+D = χC · χD,

para dos divisores positivos.
Luego, la Proposición 4.1.10, implica que el caracter de un divisor invariante

arbitrario puede calcularse si conocemos los caracteres de los divisores simples.

Definición 4.1.16. Un divisor excepcional es el divisor simple de una órbita
excepcional.

Usando esta definición, tenemos que es suficiente conocer los caracteres de
los divisores excepcionales (dos o tres según sea el caso).

Para un punto x ∈ CP1, denotemos también por x al divisor:

x =

{
1 En x

0 En otro caso.

Definición 4.1.17. El divisor invariante positivo D =
∑
γ∈Γ

γx, donde x es el

divisor asociado al punto x ∈ CP1, el cual tiene por grado degD = N = |Γ|, es
llamado el divisor principal a través de x.

Proposición 4.1.18. Si Σ es la órbita a través de x, entonces D = mΣ donde
m = |Γx| es el orden del subgrupo de isotroṕıa de x.

Demostración:
Dado que siempre se satisface |Γ| = |Σ| |Γx|, se tiene que

|Γ| = degD = mdeg(Σ) = m|Σ|,

donde m = |Γx|. Se sigue que el divisor principal a través de x está dado por
D = mΣ.

De la Proposición 4.1.18 y de la igualdad 4.1, se sigue que

χmΣ = (χΣ)m = χmΣ .
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Para todo δ ∈ G el valor del caracter χD(δ) depende de x. Puesto que CP1 es
conexo y χD(δ) es una ráız |G|-ésima de la unidad, χD(δ) no depende de D.

Hemos probado entonces la siguiente proposición:

Proposición 4.1.19. Todos los divisores principales tienen el mismo caracter.
Si Σ es una Γ-órbita excepcional, entonces el caracter común de todos los divi-

sores principales es χ = χnΣ con n = |Γ|
|Σ| .

4.2. Los caracteres de los divisores invariantes

Como antes, G es un subgrupo finito de SU(2) y Γ = ρ(G) es un subgrupo
de SO(3).

Con el fin de obtener todos los polinomios G-invariantes, primero determi-
naremos los caracteres de los divisores excepcionales y aśı, por la Proposición
4.1.19, obtener los caracteres de todos los divisores simples. Luego, por la Pro-
posición 4.1.10, podemos calcular el caracter de cualquier divisor invariante.

En particular, obtenemos aquellos divisores invariantes que tienen caracter
trivial. Sus correspondientes formas son exactamente las formas G-invariantes,
i.e., las componentes homogéneas de los polinomios G-invariantes.

A continuación diremos como son los caracteres de los subgrupos finitos de
SU(2):

Caracteres de los subgrupos ćıclicos: Sea G el grupo ćıclico de orden n,
generado por el elemento b. Existen pues, dos divisores excepcionales P
y Q de Γ. Estos pertenecen a los dos puntos fijos. Los valores de los ca-
racteres χP (b) y χQ(b) son ráıces n-ésimas primitivas de la unidad con
χP · χQ = 1. El caracter común χ de los divisores principales está deter-
minado por el valor χ(b) = 1 para n impar y χ(b) = −1 para n par.

Demostración:
Podemos suponer que después de una conjugación adecuada,

b =

(
η 0

0 η−1

)
con η = e

2πi
n .

Lo que implica que P = [0 : 1] y Q = [1 : 0] son los puntos fijos, y
f(z, w) = z y g(z, w) = w son 2-formas con Df = P y Dg = Q.
Esto produce

χP (b) = χf (b) = η y χQ(b) = χg(b) = η−1.
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Si n es impar, n = |Γ|, y por lo tanto nP es principal, de modo que
χ(b) = χP (b)n = 1. Si n es par, n

2 = |Γ|, de modo que χ(b) = χP (b)
n
2 =

−1. La diferencia entre la paridad de n viene del Lema 3.1.8.

Caracteres de los subgrupos no-ćıclicos: Utilizaremos las tablas que resu-
men lo hecho en la Sección 2.2. Existen pues, tres divisores excepcionales
denotados por E, V y F que corresponden a las órbitas excepcionales de
puntos medios de aristas, vértices y centros de caras respectivamente.

Dado que los valores de los caracteres yacen en un grupo abeliano, te-
nemos que todo caracter χ : G → C∗ se factoriza a través del grupo
abelianizado AG el cual vimos en la Tabla 3.18. Es suficiente entonces,
determinar los valores χ(b) y χ(c) para los generadores de b y c de AG.

Tipo de G < SL(2,C) χE χV χF χ

q-diédrico binario (q impar) b i −i −1 −1

q-diédrico binario (q par)
b 1 −1 −1 1

c −1 −1 1 1

Tetraédrico binario c 1 θ θ2 1

Octaédrico binario c −1 −1 1 1

Icosaédrico binario 1 1 1 1 1

Tabla 4.1: Caracteres de los subgrupos no-ćıclicos

En la Tabla 4.1, χ denota el caracter común de los divisores principales
y θ es una ráız tercera primitiva de la unidad.

Demostración (de la Tabla 4.1):
La última ĺınea se sigue de que el icosaédrico binario abelianizado es un

grupo trivial.
Veamos algunas observaciones generales antes de mostrar cómo calcular

los valores precisos de χ(b):

Observación 4.2.1.

a) Si G es el q-diédrico binario (con q par) o el Octaédrico binario, por
la Tabla 3.18, todos los elementos de AG tienen orden menor o igual
que 2, por tanto, los valores de los correspondientes caracteres son
±1.

b) Los valores de caracteres del q-diédrico binario para q impar, son
ráıces cuartas de la unidad, pues de la Tabla 3.18, AD̃q es ćıclico de
orden 4.
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c) Los valores de los caracteres del Tetraédrico binario son ráıces cúbicas
de la unidad, pues su grupo abelianizado es ćıclico de orden 3 (ver
Tabla 3.18).

d) En todos los casos, χ = χ2
E pues 2E es una órbita principal.

Ahora bien, mostremos cómo calcular χ(b) para el q-diédrico binario
con q-impar. Podremos calcular el resto de los valores de la Tabla 4.1 con
el mismo método:

El elemento b ∈ D̃q tiene orden 4. Su imagen β = ρ(b) ∈ Dq es una
π-rotación en torno al eje de simetŕıa del q-ágono invariante de Dq.

Figura 4.1: Órbita Dq-invariante E (puntos medios de aristas).

La órbita Dq-invariante E que consta de puntos medios de aristas (ver
Figura 4.1) consisten de un punto fijo de β y q−1

2 β-órbitas principales.

De la Observación 4.2.1(b), si b es el generador de AD̃q, se tiene que
el punto fijo contribuye el factor ±i al caracter χE(b) y cada β-órbita
principal contribuye el factor -1, por tanto χE(b) = ±i. Si b es reemplazado
eventualmente por b−1, normalizamos χE(b) = i y χ(b) = −1 por el último
punto de las observaciones generales que se precisaron con anterioridad. La
Γ-órbita de vértices consiste de los otros puntos fijos de β y q−1

2 β-órbitas
principales, por tanto, χV (b) = χE(b)−1 = −i. Finalmente, la Γ-órbita
F es una β-órbita principal, por lo que χF (b) = −1. Por tanto, hemos
calculado los valores precisos de χ(b) para el q-diédrico con q impar.

La estructura de la órbita de la Γ-acción en CP1 (ver el resumen del final de
la Sección 2.2) y la descomposición de divisores invariantes en divisores simples
de acuerdo a la Proposición 4.1.10 implica que todo divisor invariante positivo
se puede escribir como

D = rP + sQ+ P1, · · ·+ Pk para Γ ćıclico (4.2)
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o como
D = rE + sV + tF + P1 + · · ·+ Pk para Γ no-ćıclico (4.3)

donde r, s, t ∈ N y P1, . . . , Pk son divisores simples de órbitas principales.

La Tabla 4.1 implica que D dado por la ecuación (4.2) o (4.3), tiene caracter
trivial si y sólo si las condiciones de divisibilidad de la siguiente tabla se cumplen:

Tipo de G < SL(2,C) Condiciones para caracter trivial

Ćıclico de orden impar n n|(r − s)

Ćıclico de orden par 2m 2m|(r − s+ km)

q-diédrico binario (q impar) 4|(r − s+ 2t+ 2k)

q-diédrico binario (q par) 2|(s+ t) y 2|(r + s)

Tetraédrico binario 3|(s− t)

Octaédrico binario 2|(r + s)

Icosaédrico binario −

Tabla 4.2: Condiciones para caracter trivial

Para toda condición de la Tabla 4.2, listamos un número finito de (r, s, t, k)
que generan el semigrupo aditivo que satisfacen dicha condición.

Los divisores correspondientes se listan en la siguiente tabla.

Tipo de G < SL(2,C)
Divisores invariantes con caracter

trivial son sumas de:

Ćıclico de orden impar n nP, nQ, P +Q,Pi

Ćıclico de orden par 2m nP, nQ,P +Q,mP + Pi,mQ+ Pi, Pi + Pj

q-diédrico binario (impar)
4E, 4V,E + V, 2E + F, 2V + F, 2F,

2E + Pi, 2V + Pi, F + Pi, Pi + Pj

q-diédrico binario (par) 2E, 2V, 2F,E + V + F, Pi

Tetraédrico binario E, 3V, 3F, V + F, Pi

Octaédrico binario 2E, 2V, F,E + V, Pi

Icosaédrico binario E, V, F, Pi

Tabla 4.3: Divisores invariantes con caracter trivial
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Proposición 4.2.2. Eligiendo una forma para cada divisor de la tabla, ob-
tenemos un conjunto de generadores para el álgebra de todos los polinomios
G-invariantes.

4.3. Generadores y relaciones para el álgebra de
polinomios invariantes

Como en la sección anterior, G < SU(2) denota el subgrupo finito cuya ima-
gen Γ = ρ(G) < SO(3) actúa en la ĺınea proyectiva CP1 ∼= S2.

Si dos formas semi-invariantes tienen el mismo grado y el mismo caracter,
cualquier combinación lineal de ellas es de nuevo una forma semi-invariante que
tiene ese grado y ese caracter, pues

((αf + βg)δ) (z) =(αf + βg)(δz) = αf(δz) + βg(δz)

=αχ(δ)f(z) + βχ(δ)g(z) = χ(δ) (αf(z) + βg(z))

=χ(δ) (αf + βg) (z).

En particular, todas las formas semi-invariantes de grado N = |Γ| que tienen
el caracter común de divisores principales (ver Proposición 4.1.19) forman un
espacio vectorial W .

Definición 4.3.1. Una forma f se llama simple (principal) si Df es simple
(principal).

Por tanto, se tiene lo siguiente:

{formas simples} ⊂ {formas principales} ⊂W.

Proposición 4.3.2. El espacio vectorial W tiene dimensión dos. Las formas
simples generan W . Todo elemento no cero de W es una forma principal.

Demostración:
Sea V el subespacio vectorial generado por las formas simples, entonces

dimV ≥ 2, pues de lo contrario, cualesquiera dos formas simples seŕıan lineal-
mente dependientes, i.e., sólo habŕıa una órbita simple, lo cual es imposible. Sea
〈u, v〉 ⊂W el generado por dos elementos linealmente independientes u, v ∈W .
Si Σ es una órbita simple, elegimos un punto x ∈ Σ y encontramos λ, µ ∈ C
tal que h = λu + µv satisface h(x) = 0. Entonces Dh = Σ. Esto implica que
V ⊂ 〈u, v〉, y por tanto, V = 〈u, v〉 debido a que dim(〈u, v〉) = 2. Luego, V = W
y dimW = 2.

Sea u ∈ W un elemento no cero dado. Existe una forma principal v tal que
u y v tienen un cero en común x. Si u y v fueran linealmente independientes,
todo w ∈ W = 〈u, v〉 tendŕıa un cero en x, lo cual es imposible. Por lo tanto,
u = λv para algún λ ∈ C∗.
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Sean p, q, e, v y f formas con divisores P,Q,E, V y F como en la sección
anterior. Estas formas están determinadas salvo un factor en C∗. El álgebra
SG de polinomios G-invariantes en dos variables está generado por las formas
invariantes de la Tabla 4.4.

Tipo de G < SL(2,C) Generadores de SG

Cn, ćıclico de orden n pn, qn, pq

D̃q

q impar e4, v4, ev, e2f, v2f, f2

q par e2, v2, f2, evf

T̃ e, v3, f3, vf

Õ e2, v2, f, ev

Ĩ e, v, f

Tabla 4.4: Generadores de las álgebras de polinomios G-invariantes

Demostración (de la Tabla 4.4):
La Proposición 4.2.2 nos dice que SG es generado por las formas de la

Tabla 4.4 junto con formas que tienen uno o dos factores pi cuyos divisores
son divisores simples para órbitas principales pi (como pmpi, q

mpi, pipj para el
grupo ćıclico de orden 2m).

De acuerdo a la Proposición 4.3.2, todo pi es una combinación lineal de las
dos formas principales de la Tabla 4.5, las cuales forman una base del espacio
vectorial de todas las formas principales.

Cn, n impar pn, qn

C2m pm, qm

D̃q e2, v2

T̃ , Õ, Ĩ e2, f3

Tabla 4.5: Bases del espacio vectorial de las formas principales.

Por lo tanto, todas las formas con un factor pi podemos omitirlas de la lista
de generadores de SG. Aśı, la lista de la Tabla 4.4 es suficiente.
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Sean k = n(E), m = n(V ) y n = n(F ) los órdenes de los subgrupos de
isotroṕıa que corresponden a las órbitas excepcionales E, V, F (ver Tabla 2.6
para Dq, Tabla 2.7 para T , Tabla 2.8 para O y Tabla 2.9 para I). Entonces,
ek, vm y fn son formas principales.

Estas formas principales son linealmente dependientes, pero cualesquiera dos
de ellas son independientes, por tanto,

αek + βvm + γfn = 0, α, β, γ ∈ C∗.

Hasta ahora, e, v y f , se determinan salvo un factor en C∗. Si éstos factores
se eligen adecuadamente, las relaciones se convierten en

ek + vm + fn = 0.

Obtenemos entonces las relaciones principales de la Tabla 4.6.

G < SL(2,C) Relación Principal

D̃q e2 + v2 + fq = 0

T̃ e2 + v3 + f3 = 0

Õ e2 + v4 + f3 = 0

Ĩ e2 + v5 + f3 = 0

Tabla 4.6: Relaciones principales

La Tabla 4.4 contiene entre tres y seis generadores para SG. Las relaciones
principales nos permiten reducir el número de generadores a tres en cada caso.

Aqúı una elección adecuada:

Generadores de SG Relacion ϕ = 0

Cn x = pn − qn, y = pn + qn, z = pq x2 − y2 + 4zn = 0

D̃q

q impar x = e2f − v2f, y = 2ev, z = f2

x2 + z(y2 − zq) = 0
q par x = 2evf, y = e2 − v2, z = f2

T̃ x = v3 − f3, y = vf, z = e x2 + 4y3 − z4 = 0

Õ x = ev, y = f, z = e2 x2 + z(z2 + y3) = 0

Ĩ x = e, y = f, z = v x2 + y3 + z5 = 0

Tabla 4.7: Reducción de generadores
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Los tres generadores de la Tabla 4.7 determinan un homomorfismo

Φ : C[x, y, z]→ S,

donde S es el álgebra de polinomios en 2 variables.
Ahora, como la imagen de Φ es la subálgebra SG de polinomios G-invariantes

y el polinomio ϕ(x, y, z) de la Tabla 4.7 es mandado a 0, se tiene que Φ induce
un isomorfismo. Para formalizarlo, el Teorema 4.3.5.

Antes de enunciar el teorema, veamos la definición de grado de trascendencia
y un resultado que utilizaremos en su demostración.

Definición 4.3.3. Si A es un anillo, entonces una base trascendente B es un
subconjunto independiente algebraico maximal y el grado de trascendencia de
A está definido por

trd(A) = |B|.

Proposición 4.3.4. Para un epimorfismo f : A −→ B entre anillos enteros,

trd(A) ≥ trd(B).

La igualdad se cumple si y sólo si f : A→ B es un isomorfismo.

Una prueba de la Proposición 4.3.4 es utilizando [13, Ejercicio 6.55], y no-
tando que B ∼= f−1(A) ⊂ A.

Teorema 4.3.5. El homomorfismo Φ induce un isomorfismo

C[x, y, z]/〈ϕ〉 ∼= SG,

donde 〈ϕ〉 ⊂ C[x, y, z] es el ideal principal generado por ϕ.

Demostración:
Se muestra que los polinomios ϕ de la Tabla 4.7 son irreducibles usando el

hecho de que x sólo aparece como término x2. Aśı, C[x, y, z]/〈ϕ〉 es entero, i.e.,
sin divisores de cero.

Como subanillo de S, el anillo SG también es entero, i.e., tampoco tiene
divisores de cero, por tanto, Φ induce un epimorfismo

Φ̄ : C[x, y, z]/〈ϕ〉 −→ SG (4.4)

entre las C-álgebras de división.
Probemos que

trd(SG) = 2. (4.5)

Para todo u ∈ S, el polinomio

h(X) =
∏
δ∈G

(X − uδ) = XN + aN−1X
N−1 + · · ·+ a0
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tiene coeficientes aν ∈ SG. Luego, el hecho que h(u) = 0, implica que S es una
extensión algebraica de SG, en particular se tiene que

trd(SG) = trd(S) = 2.

Ahora, dado que el epimorfismo canónico

C[x, y, z] −→ C[x, y, z]/〈ϕ〉

no es un isomorfismo, se tiene que

trd(C[x, y, z]/〈ϕ〉) ≤ 2.

Por otro lado,
trd(C[x, y, z]/〈ϕ〉) ≥ 2

por el epimorfismo (4.4) y la ecuación (4.5).
Por lo tanto C[x, y, z]/〈ϕ〉 y SG tienen grado de trascendencia igual a dos,

lo que implica que Φ es un isomorfismo.

Por otro lado, si cambiamos el grupo G y se transforman las formas (como
en la Tabla 4.8), las relaciones principales de la Tabla 4.6 se convierten en las
relaciones ϕ = 0 de la Tabla 4.7 como se muestra a continuación:

D̃q → Cq T̃ → D̃2 Õ → T̃ Ĩ → Ĩ

e→ x e→
√

2x e→ i
2x e→ x

v → iy v → i√
3
y − x v → 1√

2
z v → z

f → (4
1
4 z) f → −i√

3
y − x f → −y f → y

Tabla 4.8: Transformación de formas

Para D̃q → Cq: Tenemos que

e2 + v2 + fq = 0 7−→ (x)2 + (iy)2 +
(

4
1
q z
)q
.

Luego, (x)2 + (iy)2 +
(

4
1
q z
)q

= x2 − y2 + 4zq = ϕCq (x, y, z) = 0.

Para T̃ → D̃2: Tenemos que

e2 + v3 + f3 7−→
(√

2x
)2

+

(
i√
3
y − x

)3

+

(
−i√

3
y − x

)3

.
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Luego,(
i√
3
y − x

)3

=

(
i√
3
y

)3

− 3

(
i√
3
y

)2

z + 3

(
i√
3
y

)
z2 − z3

=− i

3
√

3
y3 + y2z +

3i√
3
yz2 − z3

y (
−i√

3
y − x

)3

=

(
−i√

3
y

)3

− 3

(
−i√

3
y

)2

z + 3

(
−i√

3
y

)
z2 − z3

=
i

3
√

3
y3 + y2z − 3i√

3
yz2 − z3

por tanto(√
2x
)2

+

(
i√
3
y − x

)3

+

(
−i√

3
y − x

)3

=2x2 + 2y2z − 2z3

=2
(
x2 + z(y2 − z2)

)
=2
(
ϕD̃2

(x, y, z)
)

= 0.

Para Õ → T̃ : Tenemos que

e2 + v4 + f3 7−→
(
i

2
x

)2

+

(
1√
2
z

)4

+ (−y)
3
.

Luego, (
i

2
x

)2

+

(
1√
2
z

)4

+ (−y)
3

=− x2

4
+
z4

4
− y3

=− 1

4

(
x2 − z4 + 4y3

)
=− 1

4
(ϕT̃ (x, y, z)) = 0.

Para Ĩ → Ĩ: Tenemos que

e2 + v5 + f3 7−→ (x)
2

+ (z)
5

+ (y)
3
.

Luego, (x)
2

+ (z)
5

+ (y)
3

= ϕĨ(x, y, z) = 0.

Esto no es coincidencia, pues si [G,G] es el subgrupo conmutador de G tal
que AG = G/[G,G], de la Tabla 3.18 obtenemos la Tabla 4.9.

G D̃q T̃ Õ Ĩ

[G,G] Cq D̃2 T̃ Ĩ

Tabla 4.9: Grupos binarios y sus subgrupos conmutadores [G,G]
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Ahora, la Tabla 4.9 junto con la Proposición 4.3.6, explican la Tabla 4.8.

Proposición 4.3.6. Sea G < GL(n,C) un subgrupo finito. El álgebra de poli-
nomios [G,G]-invariantes es generado por las formas G-semi-invariantes.

Demostración:
Toda h G-semi-invariante es [G,G]-invariante, pues el caracter χh se factoriza

en AG = G/[G,G].
Es suficiente pues, mostrar que toda f [G,G]-invariante es una suma de G-

semi-invariantes.
Dado que f es [G,G]-invariante, f · δ es una forma bien definida para todo

δ ∈ AG. Si χ : G→ C∗ un homomorfismo, entonces,

fχ =
∑
δ∈AG

χ(δ−1)(f · δ)

es G-semi-invariante con caracter χ.
Hay una cantidad finita de homomorfismos χ1, . . . , χs : AG→ C∗. Su suma

satisface
χ1(δ) + χ2(δ) + · · ·+ χs(δ) = 0 si δ 6= 1 (4.6)

Usando fj = fχj , obtenemos

f =
1

s
(f1 + · · ·+ fs).

Para probar la ecuación (4.6), supongamos primero que AG es ćıclico de
orden q, generado por α. Entonces χ está únicamente determinado por χ(α), y
éste, puede elegirse como cualquier ráız q-ésima de la unidad. Por tanto, hay q
homomorfismos determinados por

χj(α) = ζj , j = 0, . . . , q − 1, ζ = e
2πi
q .

Para δ = αk, con k = 1, . . . , q − 1, obtenemos

χ0(δ) + · · ·+ χq−1(δ) = χ0(α)k + · · ·+ χq−1(α)k = 1 + ζk + · · ·+ ζk(q−1) = 0,

pues las ráıces q-ésimas de la unidad ζk, con k = 1, . . . , q − 1, son las ráıces de
1 + z + · · ·+ zq−1 = 0.

En general, AG es un producto directo de grupos ćıclicos finitos [13, Teore-
ma 5.18]. Entonces, para mostrar la ecuación (4.6), es suficiente probar que se
satisface para AG = A×B suponiendo que se satisface para A y B.

Si χ1, . . . , χs : A → C∗ y ψ1, . . . , ψt : B → C∗ son los posibles homomorfis-
mos, entonces wij : A × B → C∗ definido por wij(a, b) = χi(a)ψ(b) son todos
los posibles homomorfismos del producto directo, con i = 1, . . . , s y j = 1, . . . , t.

Obtenemos pues ∑
i,j

wij(a, b) =
∑
i

χi(a) ·
∑
j

ψj(b).
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Ahora, dado que (a, b) 6= (1, 1), al menos un factor es igual a cero por
suposición.

4.4. La variedad de órbitas af́ın

Tras la descripción de SG como C[x, y, z]/〈ϕ〉, veamos un resultado general
para subgrupos finitos arbitrarios de GL(n,C). Para su demostración, utiliza-
remos propiedades básicas de anillos noetherianos.

Proposición 4.4.1. Para todo subgrupo finito G < GL(n,C), la C-álgebra SG

de polinomios G-invariantes en n variables, es finitamente generado.

Demostración:
Para f ∈ S = C[z1, . . . , zn] consideramos el polinomio∏

δ∈G

(X − fδ) = XN + aN−1X
N−1 + · · ·+ a0

con coeficientes aν ∈ SG. Éstos coeficientes dependen de f , por lo que mejor
escribiremos aν(f). Sea A ⊂ SG la C-álgebra generada por aν(zj) con j =
1, . . . , n y ν = 0, . . . , N − 1.

Dado que A es finitamente generada, es noetheriana [12, Cap 1, Sec 3].
Ahora, como A-módulo, S es finitamente generada por zν11 , . . . , zνnn con νi <

N . Por tanto, el A-módulo SG es también finitamente generado.
Los generadores de A como C-álgebra junto con los generadores de SG como

A-módulo, generan SG como C-álgebra.

Podemos suponer que las formas 1, f1, . . . , fr de grados 0, d1, . . . , dr respec-
tivamente, generan la C-álgebra SG.

La aplicación polinomial

F : Cn → Cr

con componentes f1, . . . , fr, induce el epimorfismo

rS � SG

h 7→ h ◦ F
(4.7)

donde rS = C[x1, . . . , xr]. Por tanto, también induce el isomorfismo

rS/κ ∼= SG
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donde κ es el kernel del epimorfismo (4.7), el cual, por la Proposición 4.4.1, es
un ideal primo finitamente generado.

Aśı, la variedad de órbitas af́ın

V = {x ∈ Cr | h(x) = 0 ∀ h ∈ κ}

es irreducible.
Además,

dimV = n,

ya que
dimV = trd (rS/κ) = trd

(
SG
)

= trd (nS) = n,

pues nS es una extensión algebraica de SG.

Proposición 4.4.2. El aplicación polinomial F : Cn → Cr, con componentes
f1, . . . , fr, tiene las siguientes propiedades:

F (Cn) = V, (4.8)

F (z) = F (w)⇔ w = δz para algún δ ∈ G, (4.9)

F es propia y cerrada , (4.10)

F : Cn → V con rango restringido, es abierta. (4.11)

Demostración:

Demostración de propiedad (4.8): Tenemos F (Cn) ⊂ V pues h · F = 0
para todo h ∈ κ. Para probar F (Cn) ⊃ V : sea un c = (c1, . . . , cr) ∈ V
dado y sea b ⊂ nS el ideal generado por f1 − c1, . . . , fr − cr. Si b 6= nS,
existe un cero común b ∈ Cn de f1 − c1, . . . , fr − cr por el Nullstellensatz
de Hilbert [12, Teorema 5.4], por lo tanto F (b) = c.

Para mostrar que b = nS es imposible veamos que b = nS implica la
existencia de p1, . . . , pr ∈ nS tales que

p1 · (f1 − c1) + · · ·+ pr(fr − cr) = 1,

luego, transformamos con los elementos δ ∈ G y los agregamos, usando la
invarianza de fi:(∑

δ∈G

p1δ

)
(f1 − c1) + · · ·+

(∑
δ∈G

prδ

)
(fr − cr) = |G|.

Dado que
∑
piδ ∈ SG, existen p̃i ∈ rS con p̃i · F =

∑
piδ, por lo que

(p̃i(x1 − c1) + · · ·+ p̃r(xr − cr)) · F = |G|,

es decir,

h(x) = p̃1 · (x1 − c1) + · · ·+ p̃r(xr − cr)− |G| ∈ κ.

Por lo tanto, h(x) = 0 para toda x ∈ V . En particular, h(c) = 0. Luego,
|G| = 0, lo que es una contradicción.
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Demostración de propiedad (4.9): Si w = δz, entonces F (w) = F (z), pues
las componentes fi de F sonG-invariantes. Supongamos ahora, que w 6= δz
para toda δ ∈ G. Existe un f ∈ nS con f(z) = 0 y f(δw) = 1 para toda

δ ∈ G. Dado que
∏
δ∈G

fδ está en SG, existe un h ∈ rS con h · F =
∏
fδ.

Por tanto, h · F (w) = 1 y h · F (z) = 0. Luego, F (w) 6= F (z).

Demostración de propiedad (4.10): Para t ∈ C y y = (y1, . . . , yr) ∈ Cr,
sea

s(t, y) = (td1y1, . . . , t
dryr).

Tenemos entonces F (tx) = s(t, F (x)).
Sea d = mcm(d1, . . . , dr) y ai = d

di
. Usaremos la siguiente quasi-norma

en Cr:
σ(y) = d

√
|y1|a1 + · · ·+ |yr|ar .

Para toda vecindad U de 0 en Cr, existe un ε > 0 tal que

{y ∈ Cr | σ(y) < ε} ⊂ U.

Tenemos pues, que σ(s(t, y)) = |t|σ(y) y por tanto

σ(F (tx)) = |t|σ(F (x)) para x ∈ Cn y t ∈ C (4.12)

Sea ‖x‖ =
√
|x1|2 + · · ·+ |xn|2 la norma usual hermitiana en Cn, sea

S2n−1 = {x ∈ Cn | ‖x‖ = 1} la correspondiente esfera unitaria compacta.
Su imagen F (S2n−1) ⊂ Cr es compacta y no contiene al origen, pues

F (x) = 0 si y sólo si x = 0 por la propiedad (4.9). Por tanto, existe un
ε > 0 tal que σ(F (x)) > ε para toda x ∈ S2n−1. Junto con la ecuación
(4.12), esto produce

σ(F (x)) > ε‖x‖ para toda x ∈ Cn. (4.13)

Si B ⊂ Cr es compacto, entonces es cerrado y acotado, pues podemos
considerar a Cr como R2r y después utilizamos [1, Teorema 3.1]. Por tanto,
F−1(B) es cerrado debido a que F es continua, y F−1(B) es acotado por
la desigualdad (4.13).

Sea A ⊂ Cn cerrado y sea c ∈ Cr \ F (A). Para encontrar una vecindad
U de c tal que U ∩F (A) = ∅ comenzamos con la vecindad W = {y ∈ Cr |
σ(y) < 2‖c‖}. El compacto K = {x ∈ Cn | ‖x‖ < 2‖c‖

ε } contiene F−1(W ),
nuevamente por la desigualdad (4.13).

La imagen F (A ∩ K) es compacta, por tanto también cerrada: existe
una vecindad W

′
de c tal que W

′ ∩ F (A ∩K) = 0. Luego, U = W ∩W ′

no interseca a F (A).

Demostración de propiedad (4.11): Se sigue de las propiedades (4.8)-(4.10).

Juntando lo anterior, se obtiene:
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Teorema 4.4.3. La aplicación polinomial (f1, . . . , fr) = F : Cn → Cr, induce
un homeomorfismo

F̄ : Cn/G→ V

entre el espacio de órbitas Cn/G y la variedad af́ın V . Por tal motivo, V es
llamada la variedad de órbitas af́ın.

Las variedades de órbitas afines de subgrupos conjugados de GL(n,C) son
isomorfos:

Sean h ∈ GL(n,C) y G
′

= hGh−1. Sea F
′

: Cn −→ Cs una aplicación
polinomial G

′
-invariante el cual determina la variedad de órbita V

′
= F

′
(Cn)

de la G
′
-acción. Existen pues, aplicaciones polinomiales tales que el siguiente

diagrama es conmutativo:

Cn h //

F

��

Cn

F
′

��

Cnhoo

F

��
Cr

Φ
// Cs

Ψ
// Cr

Las componentes ϕi y ψj de Φ y Ψ se obtienen como sigue: para toda com-

ponente f
′

i de F
′

la composición f
′

i · h es G-invariante, por tanto f
′

i · h = ϕi · F
para algún ϕi ∈ rS; para toda componente fj de F , la composición fj · h−1 es

G
′
-invariante, por tanto fj · h−1 = ψj · F

′
para algún ψj ∈ sS.

El diagrama implica que Φ mapea V de manera isomorfa sobre V
′

con in-
versa (Φ|V )−1 = Ψ|V ′ .
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[16] A. S. Solodóvnikov. Sistemas de desigualdades lineales. Mir. Moscú. 1984.
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