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Introduccion

El objetivo de esta tesis es ofrecer una introduccién al estudio de los anillos de Dedekind,
demostrar algunas propiedades que los caracterizan y que sirven como base para un estudio
mas profundo de los mismos.

El desarrollo de los anillos de Dedekind comenzé con el estudio de los campos de
numeros algebraicos, es decir, con extensiones de campos finitas sobre el campo de los
nimeros racionales Q y con el subanillo de los enteros algebraicos de dicha extensién, que
son los elementos de la extension que satisfacen un polinomio moénico con coeficientes en
Z. Muchos matematicos dieron por hecho que estos anillos eran de factorizacién tdnica y
basaron muchos de sus resultados en esta suposicién, debido a que los niimeros enteros y el
anillo de polinomios con coeficientes en un campo si son anillos de factorizacién tinica. Un de
los ejemplos mas conocidos de esto ultimo es el caso del matematico Gabriel Lamé quien en
1847 anuncio a la Academia de Ciencias de Paris que habia demostrado el tltimo teorema
de Fermat. Sin embargo, su demostraciéon estaba basada en la factorizacién tnica de los
campos ciclotémicos y Kummer habia demostrado que ésto no se cumplia. Otro ejemplo

nos lo da el dominio
Z[vV-5] ={a+bvV—5|a,beZ},

que no es un dominio de factorizacién dnica ya que
6=2-3=(14+v-5)(1—-+v-5)

y se puede demostrar que 2, 3,1 & v/—5 son elementos primos del dominio.

Fue asi como Kummer y Richard Dedekind (1831-1916) introdujeron el concepto de
ideal de un anillo y Dedekind introdujo las nociones de ideal primo y demostré que en los
anillos de enteros algebraicos todo ideal es producto de un niimero finito de ideales primos
v que esta descomposicién es tinica. Esta propiedad es de gran importancia pues es lo mas
parecido a ser un dominio de ideales principales y compensa en cierto modo el hecho de
que los anillos de enteros algebraicos no siempre sean de factorizacién unica.

En algunos textos definen a un anillo de Dedekind como un dominio entero noethe-
riano, enteramente cerrado, es decir, que todo elemento que es raiz de un polinomio con
coeficientes en el dominio pertenece éste mismo, y en el que todo ideal primo es maximal.
No es dificil ver que el anillo de los niimeros enteros es un anillo de Dedekind pues es un
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VI INTRODUCCION

dominio de ideales principales y mas adelante demostraremos que los anillos de enteros
algebraicos también son anillos de Dedekind . Sin embargo en esta tesis daremos otra defi-
nicién, y posteriormente demostraremos que son equivalentes, que nos permitird enunciar
y demostrar algunos resultados no sélo para campos de caracteristica cero, como lo son los
campos de nimeros algebraicos.

Entre las propiedades mas importantes de los anillos de Dedekind que se demostraran
en esta tesis son que todo ideal puede descomponerse como producto de ideales primos
de manera tunica. Este hecho y el constante trabajo que se realiza entre los anillos de
enteros algebraicos y su correspondiente campo de cocientes nos permite generalizar el
concepto de ideal al de ideal fraccionario. Los ideales fraccionarios tienen la propiedad
de formar un grupo multiplicativo y permiten determinar qué tan cerca estd un anillo de
Dedekind de ser un dominio de ideales principales y en consecuecnia de factorizacién tnica,
lamentablemente esto ltimo no lo veremos en esta tesis.

Uno de los teoremas que se demostraran en esta tesis es que dado un anillo de Dedekind,
su cerradura entera en una extension de su campo de cocientes es también un anillo de
Dedekind. A partir de aqui podemos generalizar el concepto de la norma de un elemento
en un campo numérico al de norma de un ideal y ademas podemos demostrar que es
multiplicativa.

La importancia de los anillos de Dedekind se debe a que en la practica es dificil encontrar
anillos de factorizacién y todavia mas dificil es que esta factorizacion sea unica, sin embargo
los anillos de Dedekind al ser noetherianos resultan ser de factorizaciéon y aunque no todos
son de factorizacion unica existen resultados que caracterizan a los que si lo son, estos
resultados no se demostrardn pero tenemos, por ejemplo, que en extensiones cuadraticas
de los racionales Q[v/d] donde de d es libre de cuadrados y negativa, se tiene factorizacién
Unica solamente en los casos d = —1,—2, -3, —7,—11 (véase la referencia [4], capitulo 4,
seccion 7).

En el caso de teoria algebraica de ntimeros, los anillos de Dedekind permiten obte-
ner todas las soluciones a ciertas ecuaciones diofantinas y estudiar la ley de reciprocidad
cuadrética.



Capitulo 1

Preliminares

Para el desarrollo de esta tesis suponemos conocidos algunos conceptos y resultados
bésicos de teoria de anillos, extensiones de campos y teoria de médulos. A continuacion,
enunciaremos los conceptos y resultados que serdn utilizados con mayor frecuencia y que
vale la pena ser mencionados.

Cabe aclarar que en este trabajo cuando hablemos de un anillo R nos estaremos refi-
riendo, a menos que se especifique lo contrario, a un anillo conmutativo con unidad.

1.1. Ideales primos e ideales maximales

Empezaremos enunciando el teorema de correspondencia para anillos conmutativos.

Teorema 1.1.1. Sea I un ideal propio de un anillo conmutativo R. Entonces el homomor-
fismo natural 7 : R — R/I dado por m(r) =r + R/I induce una correspondencia biyectiva
entre los ideales de R que contienen a I y los ideales de R/I, dada por

w(a)=a+1

con a € J. Ademdas todo ideal del anillo cociente R/I es de la forma J/I para un tinico
tdeal J de R que contiene a I.

Definiciéon 1.1.2. Decimos que un ideal I de un anillo R es un ideal primo si I # R y
abe I implicaa el obe .

Observacién 1.1.3. Un anillo R es un dominio entero si y sdlo si el ideal (0) es un ideal
primo. En efecto, R es dominio entero si y solo si ab = 0 implica que a =0 0 b =0, es
decir, ab € (0) implica a € (0) o b € (0).

Definicion 1.1.4. Decimos que un ideal I de un anillo R es ideal mazximal si I # R y si
J es un ideal de R tal que I C J C R, entonces I =J o J = R.
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Observacion 1.1.5. El ideal J/I del anillo R/I es un ideal primo si y sdlo si J es ideal
primo de R tal que I C J C R.

Demostracion. Sean a+1,b+1 € R/I talesque (a+1)(b+1) € J/I.Estoesab+1 € J/I,
lo que implica que ab € J que es un ideal primo. Luego a € J o b € J. Por lo tanto
a+1 € J/I ob+1 € J/I. Inversamente, sean a,b € R tales que ab € J. Entonces
(a+I)(b+1)=ab+ 1€ J/I. Luegoa+1 € J/ITob+1¢€ J/I yaque J/I es un ideal
primo. Por lo tanto a € J o b € J. O

Observacion 1.1.6. El ideal J/I del anillo R/I es un ideal maximal si y solo si J es un
ideal maximal de R que contiene a I.

Demostracion. Sea A ideal de R tal que I C J C A C R. Entonces J/I C A/I C R/I.
Como J/I es ideal maximal, entonces J/I = A/I o A/I = R/I. Luego J = Ao A = R.
Inversamente sea A/I ideal de R/I tal que J/I C A/I C R/I. Esto implica que I C J C
ACR. Luego J = A 0 A= R ya que J es ideal maximal. O

Proposicién 1.1.7. Un ideal I de un anillo R es ideal primo si y soélo si R/I es un
dominio entero.

Demostracion. =) Sean a + I,b+ 1 € R/I tales que I = (a+1)(b+ 1) = ab+ I. Esto
implica que ab € I y como I es un ideal primo, entonces a € T ob € I, luego I =a+1 o
I=b+1

Por lo tanto R/I es un dominio entero.

<=) Sean a,b € R tales que ab € I. Luego I =ab+1 = (a+I)(b+I), y por ser R/I
un dominio entero, entonces I =a+1 o I =b+ I, lo que significaa €l o b € I.

Por lo tanto I es un ideal primo. O

Proposicién 1.1.8. Un anillo R es un campo si y sélo si sus unicos ideales son (0) y él
mismo.

Demostracion. =) Sea I # (0) un ideal de R. Entonces existe a € I tal que a # 0, como
R es campo existe ! € R y por ser I un ideal aa~! = 1 € I. En consecuencia I = R.
<=) Sea R un anillo cuyos unicos ideales son el ideal (0) y él mismo. Sea a € R tal
que a # 0, esto implica que el ideal (a) = {ra|r € R} = R, por lo que existe € R tal que
ra = 1.
Por lo tanto R es campo. 0

Proposicién 1.1.9. Un ideal I de un anillo R es mazximal si y sélo si R/I es campo.

Demostracion. =) Supongamos que I es ideal maximal de R. Para demostrar que R/I
es campo demostraremos que los tnicos ideales que posee son el ideal <6> y él mismo.
Por el teorema de la correspondencia sea J/R un ideal de R/I, J es un ideal de R tal
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que I C J C R, pero como I es maximal, entonces I = J o J = R. Luego J/I = <ﬁ> 0
J/I =R/I.

<=) Sea J ideal de R tal que I C J C R, entonces J/I es un ideal de R/I que como es
campo, por la proposicién 1.1.8, J/I = <6> o J/I = R/I. Esto implica que J =10 J = R.
Por lo tanto I es un ideal maximal. O

Teorema 1.1.10. Todo anillo R no trivial tiene al menos un ideal maximal.

Demostracion. Para la demostracion de este teorema utilizaremos el lema de Zorn. Sea
J = {I|I ideal propio de R}

(J,<C) es un conjunto parcialmente ordenado. Notemos que J # () pues el ideal cero per-
tenece a J. Sea C = {Ay},cp una cadena de ideales en J y 2 = (J Aq. Es claro que A es
cota superior de C' = {A4,}. A continuacién mostraremos que 2 es un ideal propio de R. Si
a,b € 2, entonces existen A, y Ag ideales de R en C tales que a € A, y b € Ag; sin pérdida
de generalidad podemos suponer que A, C Ag, por lo que a € Ag, luego a +b € Ag C A
pues Ag es ideal de R . Ahora sea r € Ry a € . Entonces existe A, ideal de R en C' tal
que a € A, y por lo tanto ra € A, C 2. Finalmente 0 € 2 pues 0 € A, para toda «. Si
se tuviese que 2l = R, se tendria que 1 € A, para alguna « y en consecuencia A, = R, lo
cual no es posible pues A, es ideal propio para toda «. Por lo tanto, 2 € J.

Luego J tiene un elemento maximal. O

Corolario 1.1.11. Todo ideal I de un anillo R estd contenido en un ideal mazximal.

Demostracion. Por el teorema anterior R/I tiene al menos un ideal maximal J/I. Notemos
que J es un ideal maximal de R que contiene a I, pues si @ es un ideal de R tal que I C
J CQ C R, entonces J/I CQ/I C R/Iycomo J/I esideal maximal, entonces J/I = Q/I
o0 Q/I = R/I, lo que implica J =@ o Q = R por el teorema de la correspndencia. O

1.2. Dominios de Factorizacién Unica y Dominios Noethe-
rianos

Sea D un dominio entero. Denotaremos por U(D) al conjunto de los elementos con
inverso multiplicativo en D, es decir,

U(D) = {u € D | existe v~ ! e D tal que uut = 1}

Definicién 1.2.1. Sean a,b € D. Decimos que a divide a b, y lo denotaremos por a | b, si
existe c € D tal que ac = b.

Definicién 1.2.2. Decimos que p € D es irreducible si p # 0, p ¢ U(D) y si p = ab,
entonces a € U(D) o b e U(D).
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Definicién 1.2.3. Decimos que p € D es primo sip # 0, p ¢ U(D) y si p | ab, entonces
plaoplb.

Definicién 1.2.4. Decimos que a,b € D son asociados si existe w € U(D) tal que b = ua.

Sea R un anillo y a € R. Denotaremos por (a) al ideal generado por a, es decir,
(a) ={ra|r € R}. Un ideal es principal si I = (a).

Proposicion 1.2.5. Sea D un dominio entero y sean a,b € D. Entonces

~

RS

albyb|a siysdlosiayb son asociados.

a|b siy solo si(b) C (a).

(a) = (b) si sdlo sia yb son asociados.

a € U(D) siy sdlo si (a) =D.

El ideal principal I =< a > es primo st y solo si a es primo.

a € D es un elemento irreducible si y sdlo si el ideal (a) es mazximal en el conjunto
de ideales principales propios de D.

Demostracion. 1. =) a | by b | a implica que a = sby b = ra con s,r € D. Luego

a = sra 'y como D es un dominio entero, entonces (1 — sr)a = 0, si a = 0, entonces
b =0y el resultado es trivial, de lo contrario sr = 1, es decir, s,r € U(D). Por lo
tanto a y b son asociados.

<) Supongamos que a y b son asociados. En consecuencia existe u € U(D) tal que
a = ub y por tanto au™! =b. Luego a | by b | a.

. =) Si a| b, entonces as = b para alguna s € D, por lo que (b) C (a).

<) Ahora, si (b) C (a), entonces b = sa y de ahi que a | b.

. Por el inciso (2), (a) = (b) siy sélosia | by b|ay esto iltimo ocurre si y sélo si a

y b son asociados, por el inciso (1).

. =) Como a € U(D) entonces existe u € D tal que au = 1. Sea r € D. Entonces

r = aur = a(ur) € (a).

<=) Como (a) = D existe u € D tal que ua = 1.

. =) Sean ¢,b € D tales que a | cb. Entonces ¢b €< a >= I y como I es un ideal

primo entonces ¢ € I o b € I. Luego a | co a | by por lo tanto a es primo.

<) Sean ¢,b € D tales que ¢b € I. En consecuencia a | ¢b y por ser a primo, entonces
alcoalb. LuegoceIobely porlotanto I es in ideal primo.
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6. =) Supongamos a irreducible y b € D tal que (a) C (b). Entonces a = sb para
alguna s € D y esto implica que s € U(D) o b € U(D). Pero si s € U(D), entonces
se tendria que (a) = (b) que no es el caso. Luego b € U(D) y por lo tanto (b) = D.
<) Supongamos (a) maximal en el conjunto de ideales principales propios de D y
supongamos que a = bc, donde b, ¢ ¢ U(D). Entonces (a) C (b) C D, pues b, ¢ no son
unidades lo que contradice la maximalidad de (a).
O

Proposicion 1.2.6. Sea D un dominio entero y p € D. Si p es primo, entonces p es
irreducible.

Demostracion. Sean a,b € D tales que p = ab, en consecuencia (p) C (a) y (p) C (b).
Por otro lado ab € (p) que es un ideal primo pues p es primo, por lo tanto a € (p) o
b € (p) y por lo tanto (a) C (p) o (b) C (p). Luego a es asociado de p o b es asociado
de p (pproposicién 1.2.5 inciso 3), es decir, a € U(D) o b € U(D). Por lo tanto p es
irreducible. O

En general, un elemento irreducible no es primo, véase el ejemplo 6.2.6.

Definicion 1.2.7. Sea D un dominio entero. Decimos que D es un dominio de factori-
zacion si para toda r € D, r ¢ U(D) yr # 0, existen p1,pa2,...,pn elementos irreducibles
de D tales que m = p1ps ... pn.

Definicion 1.2.8. Sea D un dominio entero. Decimos que D es un dominio de facto-
rizacion dnica (DFU) si

1. D es de factorizacion

2. La expresion de cada v € D, r ¢ U(D) y r # 0 como producto de irreducibles es
tnica. Es decir, si v = pip2...pn = q1q2...qm donde p;y q; son irreducibles para
toda i y para toda j, entonces n = m y cada p; es asociado de q;, para alguna j.

Los ejemplos que hasta el momento conocemos de DFU son:
Ejemplo 1.2.9. FEl anillo de enteros Z.
Ejemplo 1.2.10. FEl anillo de polinomios K|x| con coeficientes en un campo K.

Definicion 1.2.11. Sea I ideal de un anillo conmutativo R. Decimos que I es finitamente

generado si existen aj,agp,...,a, € I tales que para toda a € I, se tiene que
n
a = E TiQ4
=1

donde r; € R para toda i=1,...,n.
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Definicion 1.2.12. Decimos que un anillo conmutativo R es noetheriano si todo ideal
de R es finitamente generado.

Definicién 1.2.13. Decimos que un dominio D es de ideales principales (DIP) si todo
tdeal I de D es principal.

Como ejemplo de ideales noetherianos tenemos a los DIP.
Fl siguiente teorema es de gran importancia, pues nos permite describir a los anillos
noetherianos de diferentes maneras.

Teorema 1.2.14. Sea R un anillo conmutativo. Entonces son equivalentes:

1. R es noetheriano

2. Toda cadena ascendente de ideales I; C Io C --- C I, C --- se detiene. Es decir,
existe n € N tal que I, = I, .1, para toda k € N.

3. Todo conjunto no vacio de ideales de R, tiene un elemento maximal.

Demostracion. 1) = 2) Supongamos que R es noetherianoy sea I; C I C---C I, C---
una cadena ascendente de ideales de R. Sea I = (JI;. En la demostracién del teorema

1.1.10, mostramos que I es un ideal de R por lo que existen aj,, aj,,...,a;, € I tales que
I = (aj,,aj,,...,a;j,), ya que R noetheriano. Luego, existen Ij,I},,...,I;, ideales tales
que aj, € I, para toda i € {1,2,...,n}. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que I; C I, si r < s. Esto implica que I;, C I;, para toda i € {1,2,...,n}, por lo que

aj, € I;, para toda i. Por consiguiente
I = <aj17aj27 te 7ajn> g Ijn g I

Luego I;, = I y para toda k € N se tiene que I;, CI; , CI=1; .

2) = 3) Sea J # () un conjunto de ideales de R y supongamos que no tiene elementos
maximales. Si Iy € J, como J no tiene elementos maximales, entonces existe I1 € J tal que
Iy € Iy, luego existe I € J tal que I} C I y asi construimos recursivamente una cadena
ascendente de ideales In C Is € ---I, € --- que no se detiene, lo cual contradice nuestra
hipétesis.

3) = 1) Supongamos que R no es noetheriano, entonces existe I ideal de R tal que no es
finitamente generado. Esto implica que si {a1, a2, ...,an} C I, entonces (ay, ag,...,a,) < I.
Sea

J={(a1,a2,...,an)|{a1,...;an} CI,ne N—-{0}}

J es un conjunto de ideales de R distinto del vacio y por lo tanto posee un elemento maximal
J = (b1,ba,...,b,). Como J € J, entonces existe a € [ — J y esto implica que

J < <b1,b2,...,bn,a> €J

lo cual contradice que J es maximal. Por lo tanto todo ideal de R es finitamenete generado.
O
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Teorema 1.2.15. S5t D es un dominio entero noetheriano, entonces D es un dominio de
factorizacion.

Demostracion. Sea a € D — {0}. Si a es irreducible, entonces ya estéd expresada como un
producto finito de irreducibles. Supongamos que a no es irreducible y que no se puede
expresar como producto de un nimero finito de irreducibles, entonces existen b1,a1 € D —
U(D) tales que a = byay, pero como a no es producto de un nimero finito de irreducibles,
entonces al menos uno de estos dos elementos, digamos a1, no es producto de un nimero
finito de irreducibles, por lo tanto existen by,as € D — U(D) tales que a3 = baag, pero
como a1 no es producto de un numero finito de irreducibles, entonces al menos uno de
estos dos elementos , digamos a2, no es producto de un nimero finito de irreducibles. Lo
cual implica que (a) C (a1) C (as).

Procediendo recursivamente obtenemos una cadena estricta ascendente de ideales que
no se detiene

(@) G (@) G (a2) © - fan) S -

lo cual contradice que D es un anillo noetheriano. Por lo tanto todo elemento de D — {0}
es producto de un numero finito de irreducibles. ]

Teorema 1.2.16. Sea D un dominio de factorizacon. Entonces D es DFU si y solo si
todo elemento irreducible es primo.

Demostracion. =) Sea p € D un elemento irreducible y supongamos que p | ab. Esto
implica que pr = ab para alguna r € D. Como D es dominio de factorizacién, entonces

p""lr2...7"k = a1a2-- .anblbz.. .bm

donde 7, a;, b; son irreducibles. Por ser D un DFU, p es asociado de alguna a; o de alguna
b;, por lo tanto p | a o p | b. Luego p es primo.

<=) Sea a € D y supongamos que a = pi---Pnp = q1 - - - ¢, donde p;, gj son elementos
irreducibles. Primero mostraremos que cada p; es asociado de alguna ¢;. En efecto, como
Pi | q1---qm y pi es primo, entonces p; | ¢;, para alguna j, al ser g; irreducible se tiene que
pi = ug; con u € U(D).

Demostraremos que n = m por induccién sobre k = max {n, m}. Para k = 1 la afir-
macién es obvia. Para k = 2 supongamos que n < m, entonces tendriamos p; = qi¢o.
Supongamos que p; y ¢; son asociados, luego p1 = upi1ge. Cancelando p; en ambos lados
tendriamos 1 = ugq, lo cual implica que g2 € U(D), que no es posible pues es irreducible.
Por lo tanto m = n.

Supongamos que es valido paran — 1. Sea a = p1---Pn = q1 - * - ¢m, bajo un reordena-
miento de los indices podemos suponer que p; y ¢; son asociados, por lo que p;---p, =
up1 - - - ¢gm-. Cancelando p; en ambos lados, se tiene que pg - - - pp, = uqg2 - - - ¢y y por hipdtesis
de induccién n —1 =m — 1 y por lo tanto n = m. O

Teorema 1.2.17. Si D es dominio de ideales principlaes (DIP), entonces D es DFU.
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Demostracion. Como D es DIP, entonces es noetheriano y por el teorema 1.2.15 es dominio
de factorizacién. Utilizaremos el teorema 1.2.16 para mostrar que es DFU. Sea p € D un
elemento irreducible, supongamos que p | ab y que p { a, esto implica que a ¢ (p). Como p
es irreducible, entonces (p) es ideal maximal en el conjunto de ideales principales (por la
proposicién 1.2.5 6), por lo que es un ideal maximal de D. En consecuencia (p) C (p,a),

lo cual implica que (p,a) = D, por lo tanto existen r,s € D tales que 1 = pr +asy
multiplicando por b se tiene que b = bpr + abs. Por lo tanto p | b, pues p | br y p | ab. Luego
p es primo y D es DFU. 0

1.3. Extensiones de campos
En lo que resta del capitulo & denotara un campo.

Definicion 1.3.1. Decimos que un campo K es una extension sobre un campo k, si k es
un subcampo de K. Denotaremos por K/k a una extension de K sobre k.

Sea K /k una extensiéon de campos y sea S C K. Denotaremos por k(S) al minimo
subcampo de K que contiene tanto a k como a S. Si S = {ai,...,a,} utilizaremos la
siguiente notacién k(S) = k(a,...,an).

Observacién 1.3.2. Ya que la interseccion de subcampos de K es un subcampo de K, no
es dificil ver que k(S) es la interseccion de todos los subcampos de K que contienen tanto a
S como a k. Ademds K es un k-espacio vectorial y denotaremos por [K : k| a la dimension
de K sobre k.

Definicién 1.3.3. Decimos que una extension de campos K/k es finita si [K : k| es finita.

Sea K /k una extensién de campos y sea a € K. Consideremos el subanillo de K

kla] = {f(a) | f(z) € k[2]}.

Como k(a) es el minimo subcampo que contiene tanto a k£ como a, entonces k(a) es el
campo de cocientes de k[a], es decir,

_ ) z),9(x z], g(a
b = {22 | 1) 9(0) € blal g(a) # 0}

Definicién 1.3.4. Sea K/k una extension de campos. Decimos que a € K es algebraico
sobre k, si existe un polinomio f(x) € k[x] distinto de cero tal que f(a) = 0. Decimos que
K/k es una extension algebraica si todo elemento de K es algebraico sobre k.

Teorema 1.3.5. Si K/k es una extension finita, entonces es algebraica.
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Demostracion. Por definicién de extensién finita, se tiene que [K : k] = n, n € N. Esto

implica que para toda a € K, el conjunto {1,a,...,a"} es linealmente dependiente, es
decir, existen cy, ..., c, € k tales que ¢ + c1a + - - - 4+ cp,a”™ = 0, donde al menos uno de los
¢; # 0. Por lo tanto, a es raiz del polinomio f(z) =co+ -+ cpa”. O

Teorema 1.3.6. Sean K /k una extension de campos y a € K algebraico sobre k. Entonces
existe un unico polinomio mdnico e irreducible p(x) € k[z] tal que p(a) = 0. Ademds si
g(x) € k[z] es tal que g(a) = 0, entonces p(x) | g(x). Mds ain, k(a) = kl[a] y para cada
f(a) € k[a], existe un dnico t(x) € k[z] tal que t(z) =0 o grt(z) < grp(x) y f(a) = t(a).

Demostracion. Definamos el homomorfismo ¢ : k[x] — k[a], dado por ¢(f(x)) = f(a).
Como a es algebraico, entonces ker¢ # (0) y como k[z] es DIP, entonces ker¢ = (p(x)).
No es dificil ver que ¢ es suprayectiva pues si f(a) € k[a] entonces ¢(f(x)) = f(a), luego
por el primer teorema de isomorfismos k[z]/ (p(x)) = k[a], lo que implica que k[z]/ (p(x))
es un dominio entero. En consecuencia (p(z)) es un ideal primo, por lo que p(z) es primo
y en consecuencia p(z) es irreducible en k[z]; ademas podemos considerar p(z) ménico. Si
g(x) € k[z] es tal que g(a) = 0, entonces g(x) € ker¢ y por lo tanto p(z) | g(z).

Ahora, p(x) irreducible en k[x] implica que (p(x)) es ideal maximal, por lo que k[z]/ (p(z))
es campo. Luego kla] es campo y por lo tanto k(a) = klal.

Sea f(a) € k[a], con f(z) € k[z]. Por el algoritmo de la divisién para polinomios
existen ¢(x),t(z) € k[z] tales que f(x) = p(z)g(x) + t(z) donde t(x) es dnico y t(z) =0 o
grt(x) < grp(x), por lo que f(a) = t(a). Luego

k(a) = {t(a) | grt(x) <grp(z) o t(z) = 0}.

O

Denotaremos por Irr(k,a) al polinomio moénico irreducible con coeficientes en k del
teorema anterior y que tiene a a como raiz.

Corolario 1.3.7. Sea K/k una extension y sea a € K algebraico sobre k. Entonces k(a)
es una extension finita y por lo tanto algebraica, ademds [k(a) : k| = grirr(k,a).

Demostracion. Sea Irr(k,a) = p(x) de grado n. El conjunto {1, a,... ,a"‘l} es una base
para k(a). En efecto, es generador ya que por el teorema anterior

k(a) = {t(a) | grt(x) < grp(z) o t(z) = 0}

y es un connjunto linealmente independiente pues p(x) es el polinomio de grado minimo
que tiene a a como raiz. ]
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1.4. Campos de descomposicion y extensiones normales

Definicion 1.4.1. Sean K y L extensiones de k. Decimos que K y L son k — isomor fos
st existe un isomorfismo o : K — L tal que o(a) = a para toda a € k.

Teorema 1.4.2. Sea K/k una extension y sean a,b € K tales que Irr(k,a) = Irr(k,b).
Entonces k(a) y k(b) son k —isomorfos. Es mas, existe un k —isomor fismo o : k(a) —
k(b) tal que o(a) = b.

Demostracion. Definamos la funcién o : k(a) — k(b) de la siguiente forma: sea t(a) €
k(a), donde, t(z) € k[z] y t(x) =0 o grt(z) < grlrr(k,a) = p(z), definimos

Primero mostraremos que estd bien definida: Sean t(a), s(a) € k(a) tales que t(a) = s(a)
donde t(x) = 0 o grt(z) < grp(x) y s(x) =0 o grs(z) < grp(x). Entonces t(a) — s(a) =0
y esto implica que p(z) | t(z) — s(x) y ademds gr (t(z) — s(x)) < grp(x) , por lo tanto
t(b) — s(b) = 0y t(b) = s(b). Ahora mostraremos que o es un isomorfismo. Si t(a), s(a) €
k(a), entonces gr (t(z) + s(x)) < grp(x) y por lo tanto

o(t(a) + s(a)) = t(b) + s(b)
o(t(a)) + o(s(a)).
Sean q(z),h(z) € k[z], tales que t(z)s(x) = q(z)p(x) + h(x) con grh(x) < grp(x). Esto

Xn;/)li(:& que t(a)s(a) = g(a)p(a) + h(a) y como p(a) = 0, entonces t(a)s(a) = h(a) € k(a).

Claramente o es suprayectiva y es inyectiva ya que si t(b), s(b) € k(b) son tales que t(b) =
s(b), entonces t(b) —s(b) = 0, esto implica que p(z) | t(x) —s(x), por lo tanto t(a)—s(a) =0
y t(a) = s(a). Finalmente, o(c) = ¢ para todo ¢ € k y si consideramos el polinomio
q(z) = x € k[z], entonces o(a) = o(q(a)) = q(b) = 0. O

Teorema 1.4.3. Sea p(x) € klx] no constante e irreducible. Entonces existe una extension
K de k que contiene una raiz de p(x). Si K y L son extensiones de k que contienen raices
a y b de p(x) respectivamente, entonces existe un k — isomor fismo o : k(a) — k(b) tal
que o(a) = b.
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Demostracion. Sea K = k[x]/ (p(x)), el cual es campo pues p(x) es irreducible. Demostra-
remos que K es dicha extensién, primero mostraremos que el homomorfismo i : k — K
dado por i(a) = a+(p(x)) es inyectivo y por lo tanto podemos ver a k como un subcampo de
K, identificando cada elemento a de k con a+ (p(x)) de K . Sean a+ (p(x)) ,b+ (p(x)) € K
tales que a + (p(z)) = b+ (p(x)), esto pasa si y sélo si a — b € (p(z)), lo que implica que
p(z) | a—b, lo cual es posible si y sélo si a = b ya que p(x) no es constante. Por lo tanto K
es una extensién de k. Ahora sea T = x + (p(x)) € K y p(z) = apx™ + - - - + ag. Entonces,

p(T) = anT" + - a1T + ap
=0p-T"+---a;-T+ag

p(x)
0

Por lo tanto K tiene una raiz de p(x). La demostracion de la otra parte del teorema es por
el teorema 1.4.2. I

Definicién 1.4.4. Decimos que f(x) € k[z] se descompone en K|[z|, donde K es una
extension de campos sobre k, si

fx)=clz —ar) - (z —an)
donde c,a1,a9,...,a, € K.

Definicién 1.4.5. Sea f(x) € klz]. Decimos que una extension K/k es un campo de
descomposicion de f(x) sobre k, si f(x) se descompone en K[x] y K = k(ay,az2,...,ay).

Demostraremos la existencia de un campo de descomposicién para cualquier polinomio.
Pera eso utilizaremos los siguientes lemas:

Lema 1.4.6. Si k y k' son campos isomorfos, entonces klx| y k'[x] son isomorfos.

Demostracion. Sea o el isomorfismo entre k y k. Definamos @ : k[z] — k’[z] dado por
g(anx™ 4+ -+ ag) = o(ap)x™ + -+ + o(ag). Sean a,x™ + -+ + ag, bypx™ + -+ + by € k]
con m > n, entonces

o((anz” + - +ag) + (bna™ + -+ + b)) =0 (bma™ + -+ + (an + bp)2" + -+ + (a0 + bo))
2™+ +o(an +bp)z" + -+ o(ag + bo)

2™+t o(an)z" + o(by)z™ + -+ o(ag) + o(by)
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n+m
o((anz" +---4+ag) - (bpx™ +---+by)) =7 Z aibj | *
k=0 \itj=k

n+m
= Z o Z a;bj 2"
k=0 i+j=k
k

= Z a(aibj) X

= (o(an)z"™ + -+ o(ao)) - (o(bm)z™ + -+ + o(bo))
=7(anx" +- +ao) F(bma™ + -+ bo).

De ahi que @ sea un homomorfismo. Es inyectivo, ya que si a(apz™ + -+ 4+ ag) = 0,
entonces o(a,)x" + -+ + o(ag) = 0, lo que implica que o(a;) = 0 para toda i, y como o es
isomorfismo, entonces a; = 0. Claramente en un homomorfismo suprayectivo ya que o es
suprayectiva. O]

Lema 1.4.7. Sea o : k — k' un isomorfismo de campos. Si p(z) € k[x] es un polinomio
irreducible, entonces o(p(x)) € k'[x] es un polinomio irreducible. Si a € K raiz de p(x) y
b € L es una raiz de o(p(x)), entonces existe un isomorfismo ¢ : k(a) — k'(b), tal que
¢ lk=0y ¢la) =

Demostracion. Por el lema anterior k[zx] = k'[x]. Para fines practicos denotaremos por
(op)(x), donde p(z) € k[z], al homomorfismo 7 (p(z)) del lema 1.4.6. Definamos el homo-
morfismo ¢ : k(a) — k/(b) de la siguiente forma: para ¢(a) € k(a), donde ¢(x) € k[x] y
q(z) =00 grq(z) < grirr(k,a) = p(x), sea

#(q(a)) = (oq)(b).

Sean (of)(z),(cg)(x) € K'[x] tales que (op)(x) = (of)(z)(cg)(x), lo que implica que

p(z) = f(x)g(x), luego f(x) es constante o g(x) es constante, ya que p(x) es irreducible y

como o(c) € k' para todo ¢ € k, entonces (o f)(z) es constante o (0g)(z) es constante. Por

lo tanto (op)(z) es irreducible en k'[x]. Ahora mostraremos que ¢ es un isomorfismo. Sean
(a)

)
t(a),s(a) € k(a

, entonces gr (t(x) + s(x)) < grp(z) y por lo tanto

¢(t(a) + s(a)) = o((t + s)(a))
(o(t+5))(b)
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=

Sean q(z), h(z) € k[x], tales que t(z)s(x) = g(x)p(z) + h(z) con grh(
TPHC& que t(a)s(a) = q(a)p(a) + h(a) y como p(a) = 0, entonces t(a)s(a)

Es un homomorfismo suprayectivo ya que o es un isomorfismo. Es inyectivo pues si
(66)(b), (#5)(8) € K/(b) son tales que ($t)(b) = ()(b), emtonces (ot — ds)(b) = ([t —
s))(b) = 0, esto implica que (op)(x) | (¢(t — s))(x), por lo tanto p(z) | (t — s)(x), lo
que implica que (t — s)(a) = 0 y t(a) = s(a). Finalmente, para todo ¢ € k, se tiene que
¢(c) = (oc)(b) = o(c)(b) = o(c) y si consideramos el polinomio ¢(x) = x € k[z], entonces

¢(a) = ¢(q(a)) = (oq)(b) = b.

O

Teorema 1.4.8. Todo polinomio no constante f(x) € k[x] tiene un campo de descom-
posicion sobre k y cualesquiera dos campos de descomposicion de f(x) sobre k son k —
isomor fos.

Demostracion. Para demostrar que existe un campo de descomposicién de un polinomio
f(z) € k[x], basta con demostrar que existe una extensiéon K de k que contiene todas las
raices de f(z), el campo de descomposicién que buscamos es el subcampo de K que se
obtiene al agregar todas las raices de f(z) a k.

Sea n = grf(x), haremos la demostracién por induccién sobre n. Si n = 1, es claro que
K = k. Supongamos que para todo polinomio de grado mayor que 1 y menor que n con
coeficientes en algin campo L, existe una extensiéon F' de L, tal que f(x) se descompone
en F[z]. Consideremos el caso en el que f(z) es reducible en k[z], es decir, f(x) = g(z)h(x)
con g(z),h(z) € klz] y grg(x) < ny grh(z) < n. Por nuestra hipétesis de induccién,
se sigue que existe una extensién L de k tal que g(z) se descompone en L[z]. Luego
h(z) € klx] C Llz] y por nuestra hipétesis de induccién existe una extensién K de L
tal que h(z) se descompone en Klz|. Por lo tanto, f(z) y g(x) se descomponen en Klz].
Ahora supongamos que f(x) es irreducible en k[z], entonces por el Teorema 1.4.3 existe
una extension L de k que contiene una raiz a de f(z). Luego f(z) = (z —a)g(z) € Liz] y
grg(z) =n — 1. Por la hipédtesis de induccién existe una extensién K de L tal que g(z) se
descompone en K. Por lo tanto f(x) se descompone en K.

Sean K y L dos campos de descomposicién de f(z) € k[z] y p(z) € k[z] un polinomio
no constante e irreducible que divide a f(x). Sean a; € K y by € L raices del polinomio
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p(z). Entonces, por el Teorema 1.4.3, existe un k — isomor fismo o : k(a;) — k(b1) tal
que o(a1) = (b1). Supongamos que

f(@) = (& —a1) - (z = ar)g(x) € k(a1)[z]

donde g(z) no tiene raices en k(ap). Por el Lema 1.4.6, k(a1)[z] = k(bi)[z] y (of)(x) =
(x —o(ar)) - (z —o(ar))(og)(x) € k(b1)[z]. Sean b; = o(a;). Supongamos que ¢ € k(b;)
es raiz de (o f). Como o es isomorfismo, entonces existe d € k(a1) tal que o(d) = ¢, lo que

implica

0=(af)(c) = (0f)(a(d)) = a(f(d))-
Luego f(d) = 0, por lo que d = a; para alguna i. Por lo tanto (og)(x) no tiene raices en
E(b1)[z].

Si g(x) es un polinomio constante, entonces K = k(a;) y L = k(b1) y habremos
terminado. De lo contrario, existe q(z) € k(aq)[z]| irreducible tal que ¢(x) | g(x). Por
el lema 1.4.7, (0q)(x) € k(by)[z] es un factor irreducible de (og)(z). Sean a,11 € Ky
by41 € L raices de g(x) y de (oq)(x) respectivamente, por el lema 1.4.7, existe un isomor-
fismo ¢ : k(a1,ar+1) — k(b1,br41), tal que ¢(c) = o(c) para toda ¢ € k(a1). Procediendo
recursivamente, obtendremos un isomorfismo p : k(ay,...,a,) — k(b1,...,b,) tal que
p(a;) =b; y p [k= 1. O

Definicion 1.4.9. Decimos que una extension K de k es una extension normal si es
algebraica sobre k y si todo polinomio irreducible en klx] que posee una raiz en K se
descompone en K[x].

Teorema 1.4.10. Sea K el campo de descomposicion sobre k del polinomio f(x) € k[z].
Entonces K es una extension normal de k.

Demostracion. Sea f(x) € klx]yseanay,...,a, € K lasraicesde f(x)y K = k(aq,...,an).
Sea p(x) € k[z] irreducible y sea b € K una de sus raices. Sea L un campo de descomposicién
de p(z) sobre K y V/ € L otra de sus raices. Por el teorema 1.4.2, existe un k—isomor fismo
o de k(b) en k(b') tal que o(b) = (V). Es facil ver que K es un campo de descomposicién
de f(x) sobre k(b) y que K (V') es campo de descomposicién de f(x) sobre k(b') y haciendo
ciertas adaptaciones del teorema 1.4.8, tenemos que existe un isomorfismo 7 : K — K (V')
tal que 7| = o. En particular 7(b) = o(b) ="y f(7(a;)) = 7(f(a;)) = 7(0) = 0 para
toda i, por lo que las 7(a;) son una permutacién de las raices aq,...,a, de f(x) que per-
tenecen a K. Luego, como b € k(aq,...,ay) entonces b = g(ay,...,a,) donde g(z) € k[z],
esto implica que

= (1)
=71(g(ai,...,an))
=g(r(ar),...,7(an)) € K.

Por lo tanto p(x) se descompone en K. O
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Teorema 1.4.11. Sea K una extension normal finita de k. Entonces K es campo de
descomposicion de algin polinomio en klx].

Demostracion. Como K /k es una extensién de campos finita, entonces K = k(aq,...,a,)
con ai,...,a, € K. Sean f;j(z) = Irr(k,a;). Sea

f(@) = fi(z) - ful),

Como K/k es una extensiéon normal entonces cada f;(x) se descompone en K, por lo tanto
f(z) de descompone en K y ademds K = k(aq,...,a,) = k(a1,...,an,b1,...,by,) donde
b1,...,bn son el resto de las raices de f(x). Por lo tanto K es campo de descomposicién
de f(x). O

Teorema 1.4.12. Sea K una extension finita de k. Entonces existe una extension normal
finita F' de k que contiene a K y que ademds es minima en el sentido de que si L es otra
extension normal finita de k que contiene a K, entonces F y L son K — isomor fos.

Demostracion. Como K /k es una extension de campos finita, entonces K = k(ay, ..., ay)
con ag,...,a, € K. Sea
f(x) = fi(@) - fu(z)

donde fi(x) = Irr(k,a;) para i = 1,...,n. Se sigue que f(x) € K[z]. Sea F' un campo
de descomposicién de f(x) sobre K, en consecuencia por el teorema 1.4.10 F/k es una
extensiéon normal que contiene a K y es finita pues F' se obtiene al agregar las raices de
f(x). Sea L/k otra extensién normal finita que contiene a K, esto implica que f;(x) se
descompone en L[z] pues a; € L para cada i € {i,...,n}, por lo tanto F' y L son campos
de descomposicién de f(x) y por el teorema 1.4.8 son K — isomor fos. O

1.5. Campos finitos

Definimos el campo primo de un campo k como la interseccion de todos sus subcampos,
es decir, el subcampo mas pequeiio que contiene k. Empezaremos denotandolo por A.

Definamos la funcién ¢ : Z — k dado por ¢(n) =n-1=1+---+ 1. Es facil ver que
¢ es un homomorfismo de anillos cuya imagen esta contenida en A, ya que 1 € A.

A continuacién, enunciaremos un teorema que nos permite caracterizar el campo primo
de un campo.

Teorema 1.5.1. El campo primo de un campo k es isomorfo a Q o a Z,, para algin p
pPrimo.

Demostracion. Para la demostracion de este teorema consideraremos los siguientes casos:

1. ker¢ = (0): esto implica que A contiene un subanillo R isomorfo a Z. Luego A
contiene un campo isomorfo al campo de cocientes del anillo R que es isomorfo Q.
Por definicién de campo primo, se tiene que A = Q.
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2. ker¢ # (0): como Z es DIP, entonces ker¢ = (p). Luego Z/ (p) es isomorfo a un
subanillo R de A y por tanto es un dominio entero. Entonces (p) es un ideal primo
lo que implica que p es primo. Por otro lado, Z/ (p) también es campo, ya que Z es
DFU. Luego R es campo y por definicién de campo primo se tiene A = Z/ (p) = Z,,.

O]

Definicién 1.5.2. Decimos que un campo k es de caracteristica p, p primo, si A = 7Z,,. Si
A = Q, entonces diremos que es de caracteristica 0. Denotaremos la caracteristica de un
campo por car(k).

Observacion 1.5.3. Si car(k) = 0, entonces para toda a € k y para toda n € N tales que
na =0 se tiene quen =0 o0 a =0.
Si car(k) =p yna =0, entonces p|n o a=0.

Sea K un campo finito. Si car(K) = 0, entonces K contendria un subcampo isomorfo
a QQ que es infinito, contradiciendo que K es finito. Por lo tanto todo campo finito es de
caracteristica p.

Sea K un campo finito de caracteristica p. De aqui en adelante denotaremos por GF'(p)
al campo primo de K. Como K y GF(p) son finitos, entonces K/GF(p) es una extensién
finita.

Teorema 1.5.4. Si K es un campo finito de caracteristica p y [K : GF(p)] = n, entonces
K tiene p" elementos. Cualesquiera dos campos con p™ elementos son isomorfos.

Demostracion. Sea ay,...,a, una base de K sobre GF(p). Por lo que
K ={cia1+---+cpan | ci € GF(p)}.

Como |GF(p)| = p, cada ¢; tiene p posibilidades y por lo tanto K tiene p" elementos.
Sean {b1,...,byn} todos los elementos de K. Si consideramos el grupo multiplicativo
de orden h = p" — 1, de todos los elementos de K distintos de cero, entonces tenemos
que b} = 1, lo que implica b = (0" ~')(b;) = b;. Por lo tanto, el polinomio f(z) =
2P" —x € GF(p)[z] tiene p" raices en K. Esto implica que K es campo de descomposicién
de f(z) y ademads es el minimo campo que contiene todas su raices. Por lo tanto, por el
Teorema 1.4.8, cualquier campo de descomposicién de f(z) es isomorfo a K y cualquier
campo con p" elementos es campo de descomposicién del polinomio f(z). ]

Teorema 1.5.5. El grupo multiplicativo de un campo finito es ciclico.

Demostracion. Sea K un campo finito con p™ elementos. Sea
K,={ce K|c#0}.

El grupo multiplicativo K, es de orden h = p™ —1 = ¢{* - - - ¢;;», con cada ¢; primo y ¢; # g;
sii # j. Sea h; = h/q; para cada i = 1,...,m. Como h; < h existe b; € K que no es raiz
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del polinomio f(x) = x — 1, es decir, b?i # 1. Sean a; = b?/qiz Yy a = aj---any. Luego
q’

a;" = bzh = 1, por ser K, un grupo de orden h. Esto implica que el orden de a; divide a

: —1
¢;'. Supongamos que el orden de a; es ¢;* , entonces

ri—1

ri—1 ri\ 9 )
1= agi — <b?/qz ) _ b?/fh

lo que contradice la eleccion de b;.

Afirmamos que el orden de a es h. Denotemos por O(a) al orden de a y supongamos
que O(a) # h. Como a” = 1, entonces O(a) | h. Luego existe un factor primo q; de h, tal
que gi' | h pero ¢i' 1 O(a). Entonces a1 = 1. Esto implica que " = a?/ql . --afn/m.
h/q h/q

Como ¢;* | h/qi para i =2,...,m, entonces a;’"" = 1. Luego a;’"" = 1, por lo que ¢i* que
es el orden de aq, divide a h/q; lo cual es falso. Por lo tanto O(a) = h y por lo tanto K,
es un grupo ciclico. O

1.6. Extensiones separables y puramente inseparables

Definicion 1.6.1. Sea K un extension de k y sea a € K algebraico sobre k. Decimos que
a es separable sobre k si es raiz simple de Irr(k,a). Decimos que K/k es una extension
separable si es algebraica y todo elemento en K es separable sobre k.

Proposicién 1.6.2. Sea K/k una extension separable y k C L C K. Entonces K/L es
una extension separable.

Demostracion. Sea a € K y p(x) = Irr(L,a). Si ¢(x) = Irr(k,a), entonces p(z) | q(x).
Como K/k es separable entonces a es raiz de multiplicidad 1 de ¢(z). Luego a es raiz de
multiplicidad 1 de p(x). Por lo tanto K/L es separable. O

Definicion 1.6.3. Sea K una extension de k y a € K algebraico sobre k. Decimos que a
es puramente inseparable sobre k si p(x) = Irr(k,a) = (x — a)™ para alguna m > 0.

Definicién 1.6.4. Una extension K/k de campos es puramente inseparable sobre k si es
finita y cada uno de sus elementos es puramente inseparable sobre k.

Teorema 1.6.5. Sea a € K puramente inseparable sobre k un campo de caracteristica
p > 0. Entonces existe un entero e > 0 tal que gr(Irr(k,a)) = p° y ademds a?* € k pero
a”’ ¢k para 0 < f < e.

Demostracion. Sea mp® el grado del polinomio p(x) = Irr(k,a), con (m,p) = 1. Luego

pa) = (=) = (@ —a))" = (@ — )"
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por ser a puramente inseparable y k de caracteristica p. Esto implica que uno de los
coeficientes de p(z) es ma?” y como p(x) € k[x], entonces ma?” € k. Luego a”* € k, ya que
(m,p) = 1, y 2" — a?" € k[z]. Esto implica que m = 1, de lo contrario z° — a? € k[z]
divide a p(z) que es irreducible en k[z]. Si a?’ € k para 0 < f < e, entonces 2?’ —a?’ € k[x]
dividirfa a p(z) que es irreducible en k|[x]. O

Corolario 1.6.6. Si K/k es una extension de campos finita, puramente inseparable y k
de caracteristica p > 0, entonces [k : k| = p© para algin entero positivo e.

Demostracion. Sean ay,...,a, € K tales que K = k(ay,...,a,). Entonces podemos obte-
ner K con la siguiente torre de campos k1 = k(ay), ko = k1(a2), ..., K =k, = kn—1(an).
Demostraremos que a; es puramente inseparable sobre k;_1 para i = 2,...,n. Sea p(z) =

Irr(k,a;) y qi(z) = Irr(k;_1,a;). Entonces g;(z) | p(x). Esto implica que ¢;(z) = (z — a)"
pues a es puramente inseparable. Luego a; es puramente inseparable sobre k;_;. Por el
teorema 1.6.5 [k; : k;—1] = p™. Por lo tanto

n

(K : k] = H[k Sk =p"

El siguiente par de teoremas no se demuestran. La demostracién puede verse en [1].

Teorema 1.6.7. Si ay,...,a, € K son separables sobre k, entonces k (ay,...,a,) es una
extension separable sobre k.

Teorema 1.6.8. Sea K una extension algebraica sobre un campo k. Entonces K se puede
obtener por medio de una extension separable sequida de una extension puramente insepa-
rable.

1.7. Teorema del elemento primitivo

Sea K /k una extensién normal y finita, denotaremos por G(K/k) al conjunto de todos
los k — automor fismos de K, esto es

G(K/k) ={0c: K — K | 0 es isomorfismo y o|; = Idy}

G(K/k) con la composicién entre k — automor fismos es un grupo donde 1 es el neutro
multiplicativo.

Observacion 1.7.1. G(K/k) es un grupo finito.
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Demostracion. Como K es una extensién normal y finita, entonces es campo de descom-
posicién de algin polinomio f(z) € k[x] (teorema 1.4.11) y K = k(ai,ag,...,a,) donde
ai,az,...,a, son todas las raices de f(z) en K. Luego para todo o € G(K/k) se tiene
0=o0(f(a;)) = f(o(a;)) para toda i, por lo que o(ay),o(as),...,o(ay,) es una permutacién
de las raices aq, a9, ..., a,. Por otro lado, los k — automor fismos estan determinados por
la accién de las aq, ag, ..., a, pues éstas froman una base de K. Por lo tanto G(K/k) tiene
a lo més n! k — automor fismos. O

Lema 1.7.2. Si K/k es una extension finita y separable, entonces existe un nimero finito
de subcampos entre K y k.

Demostracion. Por el teorema 1.4.12 existe una extension finita y normal F' de k tal que
kC K CF.Sea K =k(ay,...,ay). En la demostracién del teorema 1.4.12 vimos que F
es el campo de descomposicién del polinomio f(x) =[] fi(z), donde f;(x) = Irr(k, a;),
para i = 1,...,n. Como K/k es separable, entonces cada raiz de f(z) es separable y por
el teorema 7?7, la extensiéon F/k es separable. Consideremos el grupo G(F/k) que por la
observacién 1.7.1 es un grupo finito. Sea L un campo tal que k C L C F. G(F/L) es un
subgrupo de G(F/k), ya que si 0 € G(F/L) es un F — automor fismo que deja fijo a L,
entonces también deja fjo a k. Mostraremos que existe una correspondencia inyectiva entre
los subcampos intermedios de F'y k y los subgrupos de G(F/k).

Sea M # L un subcampo intermedio de F'y k. Demostraremos que G(F/M) # G(F/L).
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que existe a € M — L. Como F'/k es separable,
entonces F//L también es separable. Por lo que Irr(L,a) tiene al menos una raiz o’ € F
distinta de a. Entonces existe o € G(F/L) tal que o(a) = a'. Por lo tanto o ¢ G(F/M) y
G(F/L) # G(F/M). Como G(F/k) es finito, s6lo tiene un nimero finito de subgrupos, por
lo que existe sélo un niimero finito de campos entre F' y k. Si L es un campo intermedio
de K y k, entonces también es un campo intermedio de F' y k. Por lo tanto existe sélo un
numero finito de campos entre K y k. O

Teorema 1.7.3. Toda extension finita y separable K de k es simple, es decir, existe a € K
tal que K = k(a).

Demostracion. Si k es finito, entonces K también es finito y por el teorema 1.5.5, su
subgrupo multiplicativo es ciclico. Sea a el generador del grupo multiplicativo. Entonces
K = k(a).

Supongamos que k es infinito. Sean a,b € K. Consideremos el campo k(a + ¢b) con
¢ € k. Claramente k(a + ¢b) C k(a,b). Mostraremos que se da la otra contencién. Como
k es un campo infnito y por el lema 1.7.2, entre K y k sélo existe un niimero finito de
campos intermedios, entonces existe d € k 'y d # c tal que k(a + ¢b) = k(a + db). Luego
a+db € k(a+cb). Esto implica que (a+cb)—(a+db) = (c—d)b € k(a+cb) y asi b € k(a+cb)
y por lo tanto a = (a+cb) — cb € k(a+ cb). Por lo tanto k(a,b) C k(a+ cb) y asi se obtiene
la igualdad.
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Esta demostracién se hizo para cuando la extensién es de la forma k(ap,az), pero si
tenemos una extensiéon de la forma k(ay,...,a,) aplicamos el mismo procedimiento de
manera inductiva a los campos k = ko y ki = ki—1(a;) con i € {1,...,n}. O



Capitulo 2

Localizacion

Definicién 2.0.4. Sea R un dominio entero. Sea S C R, S # 0 y que no contiene al 0.
Diremos que S es un subconjunto multiplicativo de R, si para toda x,y € S se tiene que
xy € 5.

A continuacién demostraremos que existe un anillo Rg, que contiene a Ry a los inversos
multiplicativos de los elementos de S. Se puede construir este anillo definiendo una relacién
de equivalencia de la siguiente forma (r,s) (1’,s') si y sélo si rs’ = 1r’s. Y cada elemento
de Rg es una clase de equivalencia inducida por la relacién. Sin embargo, en esta tesis
demostraremos la existencia de este anillo como sigue:

Proposicion 2.0.5. Sea R un dominio entero y S un subconjunto multiplicativo de R.
Entonces existe un anillo al cual denotaremos por Rg, que contiene un subanillo isomorfo
a R y a los inversos multiplicativos de todos los elementos de S, ademds Rg estd generado
por R y por s~ s € S.

Demostracion. Sea K el campo de cocientes de R. Definimos
r
RS:{f:TER,SES}
s

demostraremos que Rg es un subanillo de K.
. ! .
En efecto, para cualesquiera 7, 5 € Rg se tiene que

r r rd+r's

*‘i‘*,:i/ERS
S S SS
/ /
rr rr
*j:ﬁERS
S S SS

g € Rs que es el cero de K y £ € Rg que es el neutro multiplicativo de K. Para ver que

R es isomorfo a un subanillo de Rg identificamos a cada r € R con el elemento % € Rg,
7 . ., . . . /
con s € 5. Nétese que esta inclusién es inyectiva pues si %7 = =2, entonces rs? =

/o2
5 r'sty

21
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en consecuencia r = r’. Esto implica que R C Rg. Por otro lado, para toda t € S tenemos
que t% = % la identidad de Rg, es decir, t es invertible en Rg. ]

A continuacién haremos algunas observaciones sobre el anillo Rg:

Observacion 2.0.6. Sea T un anillo y ¢ : R — T un homomorfismo de anillos tal que todo
elemento de ¢(S) es invertible en T. Entonces existe un unico homomorfismo de anillos
®: Rg — T tal que ®|p = ¢.

En efecto, definamos ® (g) = 200 Mostremos que ® es homomorfismo

3(s)
o(5+5) =0 (")
_ 0(n(s) + d()o(r)
d(s)o(s")
(r) | o(r)

Esto nos dice que Rg es el anillo mds chico que contine a R y a los inversos multiplicativos
de S.

Observacién 2.0.7. Sea S = S U {1}. Entonces Rg = Rg

Demostracion. Definamos ¢ : R — Rg por ¢(r) = 1, claramente ¢ es un homomorfismo

inyectivo y ademads cada elemento de ¢(S) es invertible. Definamos el homomorfismo @
como en la observacién anterior. Demostraremos que ® es un isomorfismo. En efecto, sean
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L % € Rg tales que ® (£) = @ (g—:), esto implica que igg = ig:;, luego @(r)o(s') =
T

o(r")o(s) v ast ¢(rs’) = ¢(r's), por lo que rs’ = r's, por lo tanto £ = g Ahora sea

%, € Rg. Sis € S, entonces @ (%) = %l y si § = 1, entonces ®(r') = ¢(r') =7’ y por lo

tanto ® es suprayectivo. O

FEsto muestra que podemos suponer que 1 € S, asi que de aqui en adelante considerare-
mos que 1 € S.

Definicion 2.0.8. Sea R un dominio entero y S un subconjunto multiplicativo de R.
Definimos la localizacion de R en S como el anillo Rg de la Proposicion 2.0.5.

Ahora demostraremos un resultado que nos permite establecer la relaciéon que existe
entre los ideales del anillo R y los ideales de su localizado Rg; en especial cuando los ideales
son primos.

Proposicion 2.0.9. Sea R un dominio entero y S un subconjunto multiplicativo de R.

1. Si q es un ideal de Rg, entonces q N R es un ideal de R y (9N R)Rs = q, lo que

significa que la correspondencia q 2 qN R entre los ideales de Rg y los ideales de R
es inyectiva y ademds preserva la inclusion.

2. La correspondencia restringida a los ideales primos de Rg es biyectiva sobre los ideales
primos p de R tales que pNS = (). En este caso la aplicacién inversa es p — pRg.

Demostracion. 1. Sea q ideal de Rg. Para demostrar que ¢ es inyectiva, demostraremos
que la aplicaciéon q — g N R — (qN R)Rg es la identidad, lo que nos lleva a mostrar
que (q N R)Rs = q. En efecto, como (qN R) C q, entonces (q N R)Rs C qRg = q.
Ahorasea 4 € qconge Ry s € S. Luego ¢ = 4s € qN R, por lo que q% € (qNR)Rs.
Por lo tanto ¢ es inyectiva y claramente preserva la inclusién.

2. Notemos que si ¢ es un ideal primo de Rg, entonces qN R es un ideal primo de R tal
que (qNR) NS =0, pues para a,b € R tales que ab € qN R se tiene que a € N R o
b € qN R, por ser q un ideal primo de Rg. Por otro lado, si z € (N R)N S, entonces
1= 33% € q, por lo que q = Rg, pero esto no es posible pues q es un ideal primo. Por
lo tanto (qNR)NS =10

Ahora sea p ideal primo de R tal que pNS = () y sea q = pRg. Mostremos que q es
iAdeal primo de R‘i: sean ©, 5 € Rg tales que 15 € q, eEtonces Ty =fconpEPy
s €S, luego (rr')s = p(ss’) € p, por lo que r7’ € p pues 5 ¢ p, esto implica que r € p
o7’ €p, porlo tanto £ € pRs 0 5 € pRg.

Mostremos que q N R = p: primero como p C pRg = q, entonces p =pN R C qNR.
Ahoraseau =< € qnNRconz €pyseS, luego us=x € p, esto implica que u € p

pues s ¢ p.
O
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Proposicion 2.0.10. Sea R un dominio entero, S un subconjunto multiplicativo de R y p
un ideal mazimal de R tal que pNS = (. Entonces R/p = Rg/pRgs.

Demostracion. Definamos
¢: R/p— Rs/pRs

por
¢(r+p)=r+pRs.

Es claro que ¢ es un homorfismo de anillos. Mostremos que es inyectivo. Sea r+p € R/p
tal que ¢ (r 4+ p) = 0, entonces 7 € pRg, porloquer =2 conz € py s ¢ p,luegors =z € p
y como p es primo y s ¢ p, entonces r € p, es decir, r +p = 0+ p.

Ahora veamos que ¢ es suprayectivo. Sea = € Rg. Como p es un ideal maximal, entonces
p+ (s) = R, por lo que existe ¢ € R, ¢ # 0y p € p tal que p+ gs = 1, lo que implica que
q= 1_?”. Luego

¢(rq+yp) =rq+pRs

Por lo tanto ¢ es un isomorfismo. O

Proposicion 2.0.11. Si S es un subconjunto multiplicativo en un dominio entero noethe-
riano R, entonces Rg también es un dominio noetheriano.

Demostracion. Sea q un ideal de Rg. Entonces, por la Proposicién 2.0.9, ¢ N R = p es un
ideal de R que es un dominio noetheriano, por lo tanto p es finitamente generado. Sean

ai,az,...,a, € R tales que p = (a1, as,...,a,), entonces q = pRg = (a1,a9,...,a,) Rs 'y
(a1,a9,...,a,) Rg es un ideal de Rg finitamente genereado. Por lo tanto Rg es un dominio
entero noetheriano. O

2.1. Localizacion de ideales primos

A continuacién exhibiremos el ejemplo méas importante de localizacién y analizaremos
algunas de sus propiedades. Sea p un ideal primo de un anillo R y sea S = R—p. Observemos
que ser un ideal primo es equivalente a que R — p sea un subconjunto multiplicativamente
cerrado, pues si p es un ideal primo de Ry a,b € R —p = S pero ab ¢ S, entonces ab € p,
por lo que a € p 0o b € p lo cual es una contradiccién. Inversamente, si S es un subconjunto
multiplicativamente cerrado y ab € p pero a ¢ p y b ¢ p, entonces a,b € S por lo que
ab € S, lo cual es una contradiccion.
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Definicién 2.1.1. Definimos la localizacion de R en p, a la cual denotaremos por Ry,
como el anillo Rg_p. Es decir,

Rp:{%\a,beR,bgép}.

Proposicion 2.1.2. Sip es ideal primo de un dominio entero R, entonces la localizacion
Ry, posee un tnico ideal maximal, que es pRy.

Demostracion. Supongamos que q es un ideal maximal de R, distinto de pR,. Entonces
q es un ideal primo de Ry. Por la proposicién 2.0.9, ¢’ = q N R es un ideal primo de R
distinto de p, por lo que existe x € ¢ — p C R — p, lo cual implica que x es invertible en
R, y x € q. Luego q = Rp que no puede ser. Por lo tanto el tinico ideal maximal de R, es
pRRp. ]

2.2. Anillos locales

Definicion 2.2.1. Decimos que un anillo conmutativo R es un anillo local si posee un
unico ideal mazximal.

Ejemplo 2.2.2. Sea R un dominio entero yp un ideal primo de R. Por la Proposicion 2.1.2
Ry es un anillo local.

Lema 2.2.3. Sea R un anillo local y p su unico ideal maximal. Entonces todo elemento de
R —p es invertible. En particular si m € p, entonces 1 +m es invertible.

Demostracion. Sea x € R — p. Luego (x) € p que es el tnico ideal maximal propio y como
todo ideal propio debe estar contenido en algin ideal maximal , entonces (x) = R. Por lo
tanto existe y € R tal que zy = 1.

Ahora si m € p entonces 1+ m ¢ p, pues de lo contrario 1 € p lo cual no es posible.
Por lo tanto 1 + m es invertible. O

Proposicion 2.2.4. Sea R un anillo local, p su unico ideal maximal y M un R mddulo
finitamente generado tal que pM = M. Entonces M = 0.

Demostracion. Sea {my, ma, ..., m,} un conjunto generador de M. Como pM = M, en-
tonces para cada i € {1,2,...,n} se tiene que

n
m; = E a,-jmj
j=1

con a;; € p. Esto nos lleva a el sistema de ecuaciones lineales
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a1y — 1+ apxe+ -+ apmxr, = 0
a211 +agers — 14+ ---4+apxr, = 0
ap1 + 2o + -+ AppTp —1 = 0
cuya matriz asociada es
ain—1 a2 - ai
as1 agp —1 - aon
A=
Gnl an2 o A — 1
y donde m = (mq,ma, ..., m,) es un vector solucién no trivial, es decir, Am' = 0. Mostra-

remos que, al igual que en el caso en que R es campo, el determinante de A es distinto de
cero.
Sea B la matriz adjunta de A, entonces

BA = det(A)I,
donde I, es la matriz identidad de orden n. Entonces
(0,0,...,0) = BAm' = det(A)I,m"

= dm’
= (dmq,...,dmy)
donde d = det(A). Como {m,...,my} es un conjunto generador, entonces dM = 0. Por

otro lado, al desarrollar el determinante de A obtenemos productos y sumas de elementos
de la forma a;; con elementos de la forma 1 —ag y a;; y como p es un ideal de R, entonces
d= 14w con u € p. Por lo tanto, por el lema 2.2.3, d es invertible en R y en consecuencia
d # 0.

Asi dM =0y d # 0 implica que M = 0. O

Corolario 2.2.5 (LEMA DE NAKAYAMA). Sea R un anillo local, p su unico ideal

mazimal y M un R mddulo finitamente generado. Sea L un submddulo de M tal que
L+pM =M. Entonces L = M.

Demostracion. Sea m + L € M/L. Como L+ pM = M, entonces m = [+ pmg con [ € L
y pmg € pM. Por lo que
m+L=I1l4+pmy+L=pmg+ L

y asit M/L C p(M/L) y claramente p (M/L) C M/L. Luego p (M/L) = M/L y como M
es finitamente generado, entonces M /L también lo es. Por la proposicién 2.2.4 M/L =0y
por lo tanto M = L O
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Dependencia Entera

Definicién 3.0.6. Sean R C R’ anillos. Decimos que b € R' es entero sobre R si existe
un polinomio ménico f(z) € R[z] tal que f(b) = 0.

Por ejemplo, i = v/—1 es entero sobre Z, pues es raiz del polinomio 2 + 1.

Sea b € R’ entero sobre R. Denotaremos por R[b] al conjunto
{a0b0+~.+anb’f | a0, ... an € R,keN}.
Es facil ver que R[b] es un subanillo de R'.
Proposicién 3.0.7. Sea R un subanillo de R’ y sea b € R'. Entonces son equivalentes:
1. b es entero sobre R.
2. R[b] es un R mddulo finitamente generado.

3. R[b] estd contenido en un subanillo B de R' que ademds es un R mddulo finitamente
generado.

4. Existe un R[b] mddulo M que como R mddulo es finitamente generado y tal que si
y € R[b] y yM =0, entonces y = 0.

Demostracion. 1) = 2) Sea f(x) = 2" +ap_12" 1+ +a,, con o; € R tal que f(b) = 0.

27
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n—1 )
Esto implica que 0" = ) a;b", con a; = —a; luego
i=0
ot = pb"
n—1
=b) ab’
i=0
n—2
= a,_10" + Z ain_l
i=0
n—1 n—2
= Anp—1 Z aibl + Z ain—H
i=0 i=0
n—1
S
i=0
n—1 )
y de la misma manera se obtiene que b¥ = > ayb para toda k > n y con o € R. Por lo
i=0
tanto R[b] es un R médulo finitamente generado con 1,b,...,b" ! como generadores.

2) = 3) Como R C R[b] C R/, basta tomar B = R[b] que es un R médulo finitamente
generado.

3) = 4) Como R[b] C B y B es un R médulo finitamente generado, entonces B es
un R[b] médulo, por lo que haremos B = M. Sea y € R[b] tal que yM = 0, como 1 € M,
entonces y =yl = 0.

4) = 1) Sea M generado por {m1,ma, ..., my} como R médulo. Entonces para cada

t=1,...,n se tiene que
n
bmi = E T34
j=1

con ry; € Ry 0 < i < n . Esta expresién puede verse como un sistema de ecuaciones
lineales homogéneo cuya matriz asociada estda dada por A = bl, — [ry;], donde I, es la
matriz identidad de n x n y m = (my,...,my) es un vector solucién, es decir, Am' = 0.
Ahora sea B la matriz adjunta de A y sea d = det(A), entonces BA = dI,, 1o que implica
que

0 = BAm! = dI,m' = dm.

Por lo que dM = 0 que por hipdtesis implica d = 0. Ahora f(x) = det(x1l, — [r]) es un
polinomio ménico con coeficientes en R tal que f(b) = det(A) = d = 0. Por lo tanto b es
entero sobre R. OJ

Proposicién 3.0.8. Sean by, ..., b, € R’ enteros sobre R. Entonces el subanillo R[by, . .., by,]
de R' es un R mddulo finitamente generado.
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Demostracion. Haremos la demostracién por induccion sobre n. Para n = 1 es el caso del
inciso 2. de la proposiciéon 3.0.7. Supongamos que se cumple para n — 1 > 0, es decir, su-

pongamos que R[by,...,b,—1] = R” es un R médulo finitamente generado y sean aq, ..., a;
sus generadores. Como b, es entero sobre R también es entero sobre R” , por el inciso
2 de la proposicién 3.0.7, R”[b,] es un R” médulo finitamente generado con 1,by, ..., b%

para alguna k como generadores. Mostremos que los elementos de la forma a;b}, forman un

k .
conjunto generador. Si z € R"[b,], entonces z = Y y;b7, con y; € R” y por otro lado, si
=1
t
y;j € R", entonces y; = > rja; con r; € R, esto implica que
i=1

por lo que a;b} es un conjunto generador y R”[b,] = R[br, ..., by] es un R médulo finita-
mente generado. 0

Teorema 3.0.9. El conjunto de elementos de R' que son enteros sobre R es un subanillo
de R’ que contiene a R.

Demostracion. Sean z,y € R’ enteros sobre R. Por la proposicién anterior R[z,y| es un R
modulo finitamente generado. Ademés v +vy € R[x,y] y zy € R[z,y], por lo que R[z+y| C
R[z,y] y Rlzy] C R[z,y|. Luego por el inciso tres de la proposicién 3.0.7 x £y y xy son
enteros sobre R y el conjunto de elementos enteros sobre R es un subanillo de R’ que
claramente contiene a R, pues todo elemento de R es entero sobre R. 0

Ahora estudiaremos el caso en el que R es un dominio entero y R = K su campo de
cocientes. Empecemos con la siguiente definicion:

Definicion 3.0.10. Sea R un dominio entero y K su campo de cocientes. Llamaremos
cerradura entera de R en K al conjunto de elementos en K enteros sobre R. Si R es igual
a su cerradura entera, diremos que R es enteramente cerrado.

A continuacién veremos algunos resultados y ejemplos de dominios enteramente cerra-
dos. Empezaremos con la siguiente proposiciéon y su corolario que nos permiten obtener
dominios enteramente cerrados a partir de la cerradura entera de un dominio en su campo
de cocientes.
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Proposiciéon 3.0.11. Sean R C R’ C R” anillos tales que R" es entero sobre R’ y R
entero sobre R. Entonces R" es entero sobre R.

Demostracién. Sea b € R”. Como R” es entero sobre R, existe un polinomio ménico
flx)=a" +rpq2™ 4 g

con r; € R/, tal que f(b) = 0. Ya que R’ es entero sobre R, el anillo B = R|[rg,..., 1]
es un R mdédulo finitamente generado (proposicién 3.0.8). Luego B[b] es un R médulo
finitamente generado pues si y € B[b] entonces y = ¢g(b) con g(z) € R[rg,...,rn—1][z] ¥
como B es un R médulo finitamente generado, entonces B[b] es un R médulo finitamenete
generado. Finalmente R[b] C B[b] y por el tercer inciso de la proposicion 3.0.7, b es entero
sobre R. O

Corolario 3.0.12. La cerradura entera R' de un dominio entero R es enteramente cerrada.

Demostracion. Sea R la cerradura entera de R’. Entonces por la proposicién 3.0.11 R”
es entero sobre R, esto implica que R’ C R’ y por lo tanto R” = R'. Luego la cerradura
entera de un dominio es enteramente cerrada. ]

Ejemplo 3.0.13. Todo DFU es enteramente cerrado.

Demostracion. Sea R un DFU y % un elemento de su campo de cocientes, entero sobre
R. Como R es un DFU, podemos suponer que los tUnicos factores en comin de x y y son
unidades. Como % es entero, tenemos la siguiente expresién

n n—1 i
x x
G5
Y =0 Yy
donde r; € R con ¢ = 1,...,n — 1. Multiplicando ambos lados de la expresién por y" se
obtiene

n—1
" = y § :,rixzynflfz
=0

lo que implica que y divide a ™ y como la descomposicién en primos es Unica entonces se
tendria que cualquier primo que divide a y también divide a £™ y en consecuencia a x. Pero
supusimos que los tinicos factores en comin de x y y eran unidades, entonces y € U(R) y
por lo tanto % = zy~! € R. Por lo tanto todo DFU es enteramente cerrado. O

Ejemplo 3.0.14. Todo DIP es enteramente cerrado. Esto se debe a que todo DIP es DFU.

Ejemplo 3.0.15. Sea R enteramente cerrado y sea S C R un subconjunto multiplicativo.
Entonces el localizado Rg es enteramente cerrado.
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Demostracion. Sea u un elemento del campo de cocientes de Rg entero sobre Rg. Entonces
existe un polinomio moénico

f(x):x”+mx"—1+...+@
Sn—1 S0

tal que f(u) =0, con 14, s; € R. Multiplicando cada término, tanto en el numerador como
en el denominador, de la expresiéon por §; = Sg - - - Sj—1Si+1 - - - Sn—1, S€ Obtiene un polinomio
de la forma

Tn—1 p— 70

donde s = sg---s,-1y 7 € R, que sigue teniendo a u como raiz. Por lo que

Tn—1 pn— To
Lu”1+...+f:0
S S

u +
multiplicando este polinomio por s obtenemos
(su)™ + rn_l(su)"_l + rn_Qs(su)”—z )

Esto implica que su es raiz de un polinomio ménico con coeficientes en R, que es entera-
mente cerrado, por lo que su € R. Luego u = °* € Rg y por lo tanto Rg es enteramente
cerrado. ]

Ejemplo 3.0.16. El anillo Z[\/5], que es un dominio entero cuyo campo de cocientes
es Q [\/5} no es enteramente cerrado, ya que %(1 + \/5) e Q [\/5] — Z[\/g] es raiz del
polinomio f(z) =2* —2x—1= (z— 3(1+5)) (z — 1(1 - V5)).

Proposicion 3.0.17. Sea K el campo de cocientes de una familia de dominios enteramente
cerrados {R;}. Entonces (| R; es un dominio enteramente cerrado.

Demostracion. Sea b € K entero sobre R =[] R;. Entonces b es raiz de un polinomio
flx)=a" 4+ rpq2™ 4 g

con r; € R. Luego cada r; € R;, para toda i y para toda j € {0,...,n — 1}, por lo que b
es entero sobre cada R;, que al ser enteramente cerrados se tiene que b € R; para toda 1,
lo que implica b € (| R;. Por lo tanto (| R; es enteramente cerrado. O

Proposicion 3.0.18. Sea R un dominio entero, K su campo de cocientes y L una extension
de campos sobre K. Sea b € L algebraico sobre K y sea f(x) = Irr(K,b). Si b es entero
sobre R, entonces los coeficientes de f(x) son enteros sobre R. Si R es enteramente cerrado,
entonces b es entero sobre R si y sélo si f(x) € Rx].
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Demostracion. Sea L' un campo de decomposicién de f(z) que contiene a L y sean b =
bi,...,b, las raices de f(z). Supongamos que b es entero sobre R. Entonces existe un
polinomio ménico g(z) € R[z] tal que g(b) = 0. Como f(x) = Irr(K,b), entonces f(x)
divide a g(x) y por lo tanto todas las raices by,...,b, de f(z) son raices de g(z), lo que
implica que cada b; es entero sobre R. Por lo tanto los coeficientes de f(z) que son sumas
y productos de las b; son enteros sobre R.

Si R es enteramente cerrado entonces by, ..., b, € Ry por lo tanto f(z) € R[x]. O

Este resultado nos dice que para determinar si un elemento es entero se puede recurrir al
polinomio minimo irreducible. Una aplicacién de este tltimo resultado nos lo da la siguiente
proposicion.

Proposicion 3.0.19. Sea d un nimero entero libre de cuadrados. Entonces la cerradura
entera de Z en Q[\/d] es:

1. Z+7Z[Vd] sid=2,3 mod

2. %(Z—FZ[\/@) sid=1 mod /

Demostracion. Podemos suponer que un elemento en Q[v/d] es de la forma %C\/& con

a,b,c € 7 y tales que (a,b,c) = 1. Si %C\/& es entero sobre Z, entonces los coeficientes de
su polinomio irreducible f(z) sobre Q son enteros sobre Z, por la proposicién 3.0.18, pero
Z es enteramente cerrado pues es un DFU, por lo tanto los coeficientes de f(x) deben ser
ndmeros enteros. Luego

a a — a a2_2
fa) = <_+W> (x_m> _p 2, oV

c c c2

27@7 a2—2b2d c7.

Si (a,c) # 1, entonces existe e € Z tal que e | ac, e | Zy e # 1. Lo cual implica que e? | ¢?
y en consecuencia €2 | a? — b?d. Ademas e? | a® y por lo tanto €? | b?d. Como d es libre de
cuadrados, entonces e | b, lo que contradice que (a,b,c) = 1, por lo tanto (a,c) = 1. Como
¢|2ay (a,c) =1, entonces c =10 c=2.

Si ¢ = 1, entonces los coeficientes de f(x) pertenecen a los nimeros enteros para
cualquier eleccién de d. Analicemos el caso en el que ¢ = 2 y a y b son impares, pues
supusimos que (a,b.c) = 1. El cuadrado de un nimero impar es de la forma (2k + 1)? =
4k? + 4k + 1, esto implica que a® = 1 = b? mod 4. Luego 0 = a® — b?’d =1 —d mod 4 y por
lo tanto d = 1 mod 4.

Supongamos d = 1 mod 4. Si @ y b son impares, entonces a®> — b’d = 0 mod 4 y

2_p12 ;. .
acigbd € 7 tanto para el caso ¢ = 1 como para el caso ¢ = 2 que son los tinicos posibles. El
a?—b3d
c2

y por lo mencionado anteriormente se tiene que

caso a impar y b par, implica a® — b>d = 1 mod 4, por lo que € 7 sélo para el caso
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¢ = 1. Ya habiamos observado que el caso a par y ¢ = 2 no es posible, esto implica que si
2 2
a es par, entonces ¢ = 1 y por lo tanto £ —bd ¢ 7,

c2
Supongamos que d = 2 mod 4, “2;2b2d € Zyc=2. Siay bson impares, entonces
0 = a® — b’d = —1 mod 4, que es una contradiccién. Si a es impar y b par, g)ntonces
0 = a®> — b’d = 1, que es una contradiccién. Supongamos que d = 3 mod 4, & ZQb decZy

c=2.Siay bson impares, entonces 0 = a® — b’d = 2 mod 4, que es una contradiccién. Si
a es impar y b par, entonces 0 = a®> — b?>d = 1, que es una contradiccién. Por lo tanto, si
d = 2,3, entonces c = 1.

O
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Capitulo 4

Anillos de Dedekind

En este capitulo empezaremos el estudio de los anillos de Dedekind que es el tema
principal de esta tesis. Pero primero hablaremos de anillos de valuacién discreta.

Definicion 4.0.20. Sea R un anillo. Decimos que R es un Dominio de Valuacion Dis-
creta (DVD) si es un dominio de ideales principales que contiene un sdlo ideal maximal.

A continuacién demostraremos algunas propiedades de los DVD y los ejemplos nos los
daran los anillos de Dedekind mas adelante.

Proposicién 4.0.21. Sea R un DVD que no es campo y sea p € R tal que p = (p) es el
unico tdeal mazrimal de R. Entonces se cumplen los siguientes enunciados:

1. R es un dominio noetheriano.

2. Todo elemento x € R, x # 0 es de la forma x = up® con u € U(R), para alguna
k € Z no negativa.

3. Todo ideal I no trivial es de la forma I = <pk>, para alguna k € Z no negativa.
4. R es enteramente cerrado.
5. p es el unico ideal primo no trivial.

Demostracion. 1. Por definicién R es DIP y todo DIP es noetheriano.

2. Sea z # 0, x € R. Todo DIP es DFU por el teorema 1.2.17, por lo que existen

ai,...,ar € R elementos irreducibles tales que =z = Hle a;'. Luego a; | =, lo que
implica que (x) C (a;) paratodai =1,...,k. Cada (a;) esta contenida en algtin ideal

maximal, en este caso el unico ideal maximal es p, lo que implica que (a;) C (p), para
toda i =1,...,k. Luego p | a;, por lo tanto existe u; € U(R) tal que u;p = a;, pues
a; es irreducible para toda i = 1,...,k. Por lo tanto x = Hle uip = up.

35
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. Sea I ideal de R que es DIP. Entonces I = (x)

CAPITULO 4. ANILLOS DE DEDEKIND

ara alguna z € R. Por el inciso

p
anterior, x = up® con u € U(R), por lo tanto I = (z) = <upk> = <pk>

. En el ejemplo 3.0.14 vimos que todo DIP es enteramente cerrado.

. Sea I = <pk> un ideal primo. Si k > 1, entonces p - p*~1 € I. Lo que implica p € I o

p*~1 € I, que es una contradiccién. Por lo tanto k = 1 y entonces I = p.
O

Definicion 4.0.22. Decimos que un anillo R es de Dedekind, si es un dominio entero
noetheriano tal que para todo ideal primo p no trivial la localizacion Ry es un DVD.

Proposicion 4.0.23. Sea R un anillo de Dedekind. Entonces se cumplen los siguientes
enunciados:

1. Todo ideal primo no trivial de R es un ideal mazimal.

2. 51 S es un subconjunto multiplicativo de R, entonces la localizacion Rg es un anillo

de Dedekind.

Demostracion. 1. Sea p; ideal primo no trivial de R. Entonces existe po ideal maximal

tal que p1 C po2. Luego, p1 Ry, C p2Ry, es una cadena de ideales primos de Ry, que es
DVD. Por la proposicién 2.1.2, el tnico ideal maximal es pa Ry,. Luego, por el inciso
5 de la proposicién 4.0.21, el tnico ideal primo es paRRp,. Por lo tanto y debido a
la correspondencia biyectiva que existe entre los ideales primos de Ry, y los ideales
primos de R cuya interseccién con R — py es vacia (proposicién 2.0.9), p; = po.

. En la proposicion 2.0.11 demostramos que si R es noetheriano, entonces Rg también

es un anillo noetheriano. Los ideales primos de Rg son de la forma pRg, donde p
es un ideal primo de R tal que p NS = (). Para mostrar que (Rgs)yrg €s un DVD,
mostraremos que

Ry = (Rs)yp, -

Sig e (Rs)pryg, entonces z,y € Rgy y ¢ pRg. Luego x = %, yy= Z—: conz’,y € R
y 5,8 € Sy ademds & ¢ pRg, lo que implica y' ¢ p. Se sigue que

z's
y's

y

m\‘@\‘m |8

donde z's,y’s € Ry y's ¢ p, de lo contrario s € p que no es posible pues SNp =10 o
y' € p que no sucede. Por lo tanto (Rgs)prg € Ryp.

Sea % € Ry, donde z,y € Ry y ¢ p. Luego por la inclusiéon de R en Rg se tiene que

xz,y € Rgyy ¢ pRg y esto implica que 3 € (RS)prs-

O
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4.1. Factorizacion en ideales primos

Los ejemplos de anillos de Dedekind los estudiaremos més adelante. En este capitulo
estudiaremos algunas propiedades que nos seran de gran utilidad a lo largo de esta tesis,
entre ellas que todo ideal de un anillo de Dedekind se puede factorizar como producto de
ideales primos. Este serd el objetivo de esta seccion.

Definicion 4.1.1. Sean P y Q ideales de un anillo R. Decimos que P y Q) son co-mazximales
si P+Q =R.

Teorema 4.1.2 (Teorema Chino del Residuo para Anillos). Sean Q1,...,Q, ideales co-
mazimales dos a dos de un anillo B, es decir, Q;+Q; = B para todai # j. Sea I = (i, Q;.
Entonces el homomorfismo diagonal

b2 (b+Qu,...,b+Qy)
induce el siguiente isomorfismo de anillos

Demostracion. Haremos la demostracién por induccion sobre n. El caso n = 1 es trivial,
por lo que haremos la demostracién para n = 2. Sea A : B — B/Q1 ® B/Q2 dada por
Ab) = (b+Q1,b+Q2). Luego b € ker(A) siy sélosib e I =Q1NQ2. Como Q1 y Q2 son
co-maximales, existen ¢ € Q1 v g2 € Q2 tales que 1 = ¢q; + ¢o. Entonces para toda b € B,
b=0bq1+bg2 y

A(bg1) = (bg1 + Q1,bq1 + Q2) = (0 + Q1,b(1 — g2) + Q2) = (0 + Q1,0+ Q2).

Asi que A({(q1)) = B/Q2. Anélogamente A({(g2)) = B/Q;. Luego

A(B) = A(B(q1 + q2)) = A(Bq1 + Bgz2) = A((q1)) + Al(q2)) = B/Q1 @ B/Qa.

Supongamos ahora que se cumple para n — 1 > 2 y demostremos que es valido para n.
Sean Q) = Q; para todai <n—1ysea Q,_; = Qn N Qn_1. Mostraremos que la hipdtesis
de induccién puede aplicarse a los ideales Q’. Se tiene que (|, Q; = ﬂ?z_ll Q}. Para toda
i # j, 4,5 <n—1secumple Q; + Q; = Q; + Q; = B. Mostremos que para toda i <n — 1,
Q)+ Q),_, = B. Tenemos que

B=DB-B=(Qn+Qi)(Qn1+Q)
- QnQn—l + Qan + QiQn—l + Qz
- Qnanl + Qz
CQRnNQn-1+Qi
=Q,1+Q; CB.
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Luego para toda i <n — 1, Q} + Q),_; = B . Por nuestra hipétesis de induccién

n—1
B/(Qi=B/Qi® & B/Q,_.

i=1
Por el caso n = 2, el homomorfismo
b— (b+Qn-1,0+Qn)
induce el isomorfismo B/Q!, | = B/Qn—1 ® B/Qy. Por lo tanto
B/I=B/Q\& - & B/Q;_,

=B/Q1® - ®B/Qn2® B/Q,_,
=B/Q1®- & B/Qn-—2®B/Qn-1®B/Qy.

O

Teorema 4.1.3 (Teorema Chino del Residuo para Médulos). Sean Q1,...,Q, ideales co-
mazimales dos a dos de un anillo B. Sean I = (/.1 Qi y M un B mddulo izquierdo.
Entonces el homomorfismo diagonal

mi(erQlM,...,quQnM)
induce el isomorfismo de B mddulos
M/IM 2 M/QiM & - @& M/Q,M.

Demostracion. Supongamos que IM = (0). A continuacién demostraremos que el mapeo
diagonal es suprayectivo, haremos la demostracion por induccién sobre n. El cason =1 es
trivial, por lo que haremos la demostracién para n = 2. Sea A : B — B/Q1 ® B/Q2 dada
por A(b) = (b+ Q1,b+ Q2). Como Q7 y Q2 son co-maximales, existen ¢ € Q1 y ¢2 € Q2
tales que 1 = ¢ + ¢2. Entonces para toda b € B, b =bqy + bga y

A(bgr) = (bg1 + Q1,bq1 + Q2) = (0 + Q1,b(1 — g2) + Q2) = (0 + Q1,0+ Q2).
Asi que A({(q1)) = B/Q2. Anélogamente A({g2)) = B/Q1. Luego
A(B) = A(B(q1 + ¢2)) = A(Bq1 + Bgz) = A({q1)) + A({q2)) = B/Q1 & B/Q>.

Supongamos que se cumple para n — 1 > 2 y demostremos que es vélido para n. Sean
Q) =Q; paratodai <n—1ysea @, ; =QnNQn_1, en el Teorema Chino del Residuo
para Anillos demostramos que las @/ son co-maximales. Luego por hipétesis de induccién

AB)=B/Q1®---®B/Q;,_;.



4.1. FACTORIZACION EN IDEALES PRIMOS 39

Por el Teorema Chino del residuo para el caso n = 2 tenemos

A(B)=ZB/Q1 @@ B/Q,_,
=B/Q1®- ®B/Qn2®B/Q;_4
=B/Q1®-- & B/Qn2® B/Qyn1P B/Qn.

Sea v; el elemento que bajo el mapeo diagonal va a dar al elemento

(0+Q1711+Q27’0+Qn)7

esto es, v; € Q; paratoda j #iy 1 —v; € Q;.

Consideremos el homomorfismo ¢ : M — v; M, dado por ¢(m) = v;m. Afirmamos que
el ker¢p = Q;M. Sea m € M tal que v;m = 0. Luego m = m —v;m = (1 —v;)m € Q;M
pues 1 —v; € Q;. Ahora ¢(Q;M) = v;Q;M, v;Q; C Qj, ya que v; € Q; para toda j # i.
Ademids v;Q; C Q; por ser un ideal. Luego v;Q; C I y v;Q;M C IM C (0). Esto implica
que ker¢p = Q; M y por el primer teorema de isomorfismos M /Q;M = v; M.

Esto significa que basta demostrar que M = viM & - - - ® v, M. Primero mostremos que
M=uvM+---+v,M. Seai € {1,...,n}. Luego para toda j = 1,...,n, j # i se tiene
que v; € Q; v 1 —v; € Q;. Esto implica que

Ul_|_...-|—q)i_1—|—(’l}i—1)+’[}i+1“‘+vnEQi

para todai=1,...,n. Luego v; +--- 4+ v, — 1 € I, esto implica que (v1 +-+-+v, —1)m €
IM = (0). Por lo tanto, vyim + - +v,m —1lm =0y m = vym + --- + vym. Ahora sea
Yo, vim; = 0. Entonces para toda j = 1,...,n, se tiene que

n

Vj E ViMmi = V5055 = 0
i=1

pues para toda i # j, vju;m; € IM = (0). Luego
vym; = vym; — vjvym; = (1 —vj)vymy; € v;Q;M C IM = (0) .

Por lo tanto v;m; = 0. Luego M = viM & --- © v, M.
Si IM # (0), entonces tomamos el B-médulo N = M /IM y observemos que se cumple
IN = (0). Aplicando el caso anterior tenemos que

N=ZN/QIN&---®N/Q,N.

Luego para toda i = 1,...,n, se tiene que N/Q;N = (M/IM) /Q; (M/IM) = M/Q;M
por el segundo teorema de isomorfismos para mddulos. Por lo tanto

M/IM = M/QiM & -+ & M/QnM.
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Proposicion 4.1.4. Sean Qq,...,Q, ideales co-mazimales dos a dos de un anillo B.

Entonces (\i_; Qi = [ Qi-

Demostracidn. Siempre se cumple que [[1; Q; € N, Qi, por lo que basta demostrar
Niz; Qi €[], Qi. Haremos la demostracién por induccién sobre n. Como Q1 y Q2 son
ideales co-maximales, existen q; € Q;, i = 1,2, tales que 1 = ¢; + ¢2. Luego para toda
q € Q1N Q2 se cumple que ¢ = qq1 + qq2 € Q1 - Q2. Por lo tanto Q1 N Q2 C Q1 - Q2.
Supongamos que se cumple para n — 1 > 2 y demostremos que es valido para n. Sean
Q;=Qjsij<n-1yQ, 1 =QnNQnr 1. En la demostracién del Teorema Chino del
Residuo para anillos demostramos que las Q; son co-maximales, por lo que podemos aplicar

la hipétesis de induccién. Asi
n n—1
ﬂ Qi = ﬂ Q;
i=1 i=1
n—2 n—2
— (H @-) Qo1 = (H Qi> (@n-1NQn)
i=1 i=1
n—2 n
= (H QZ-) Qn-1-Qn =]
i=1 i=1

O]

Lema 4.1.5. Sea R un anillo conmutativo noetheriano. Entonces todo ideal de R contiene
un producto de ideales primos.

Demostracion. Haremos la demostracién por contradiccién. Supongamos que el conjunto
de ideales de R que no contienen productos de ideales primos es no vacio y llamemos J
a dicho conjunto. Como R es un anillo noetheriano, entonces J tiene un maximal J. En
particular J no es un ideal primo, lo que significa que existen a,b € J tales que ab € J,
peroa ¢ Jyb¢ J Luego J C J+(a)y J C J+ (b). Como J es maximal en J,
entonces los ideales J + (a) y J + (b) contienen un producto de ideales primos. Luego
(J+(a)) (J+ (b)) € J+ (ab) C J. Lo que implica que J contiene un producto de ideales
primos, ya que (J + (a)) (J + (b)) contiene un producto de ideales primos, lo cual no es
posible pues J € J. O

Corolario 4.1.6. Sea R un anillo conmutativo noetheriano. Entonces existen ideales pri-
mos Pi,...,P, de R y enteros positivos ai, ... ,a, tales que Py'* --- P = (0).

Demostracion. Por el lema 4.1.5 todo ideal de R contiene un producto de ideales primos, en
particular el ideal (0) contiene un producto de ideales primos. Por lo tanto existen ideales
primos P, ..., P, de Ry enteros positivos ay, ..., ap, tales que P/ --- P = (0). O
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Lema 4.1.7. Sea R un anillo conmutativo y sean P; y Py ideales mazximales distintos de
R. Entonces P{" + P} = R para todo n,m € Z+.

Demostracién. Demostraremos que Pj™ + Pj' = R, para toda n,m € Z*, por induccién
sobre n. Para n = 1: por ser P} y P> ideales maximales, entonces P; + P> = R. Luego

R=R"=(P+P)"CP"+P,

para toda m € Z*. Lo que implica que R = P|" + P, para toda m € Z". Supongamos que
para toda n — 1 > 0, se cumple que P[" + P2"_1 = R para toda m € ZT. Luego

Pyl =Py lR=Py N (P" + P) C P + Py
Lo que implica que
R=P"+ P ' CP"+(P"+P)CP"+PCR
para toda m € Z*. O

Lema 4.1.8. Sea R un anillo conmutativo noetheriano en el que todo ideal primo es
mazimal y sean Py, ..., P, ideales primos tales que [[;—, P = (0). Entonces existe un
isomorfismo de anillos

R={PR/P".
=1

Demostracion. El ideal P; es un ideal maximal ya que es un ideal primo, para toda i =

1,...,n. Luego por el lema 4.1.7 P/ + PJ‘.” = R, para toda ¢ # j i,j € {1,...,n}. Esto

implica que se cumplen las hipdtesis del teorema chino del residuo y por lo tanto

R/ (P =P R/P.
i=1 =1

Por otro lado, (', P/ = [[;-, P = (0) por la proposicién 4.1.4. Luego

vy =
i=1 i=1 i=1

O]

Lema 4.1.9. Si un ideal primo B de un anillo R contiene un producto de ideales aj - - - ay,
entonces P contiene a uno de ellos.

Demostracion. Si a; ¢ P para toda ¢ = 1,...,n, entonces existe a; € a; — P. Luego
aj---a, ¢ P ya que P es primo. Pero a;---a, € a;---a, C P que nos lleva a una
contradiccién. O
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Corolario 4.1.10. Sea R un anillo conmutativo noetheriano en el que todo ideal primo es
mazimal y sean P, ..., P, ideales primos tales que [['_; P = (0). Entonces los ideales
P, ..., P, son todos los ideales primos de R.

Demostracion. Sea R; = R/P;". Si J/P{" es ideal primo de R;, entonces J es ideal primo
de Ry contiene a P (observacién 1.1.5), por el lema 4.1.9 P; C J y por ser maximales
J = P, asi que P,/ Pia" es el unico ideal primo de R;. Ahora los ideales de R1 & --- ® R,
son de la forma J; @ --- @ J,,, donde cada J; es ideal de R;. Luego J; & --- @ J,, es ideal
primosiysélosi Ri®---®R,/J1®--®J, 2R /J1 BB R/ Jp es un dominio entero,

esto dltimo sucede si y sélo si J; = P;/P{" para alguna iy J; = Ry, paratodak=1,...,n
y k #i. Por el lema 4.1.8 R = @' | R/P;", lo cual implica que todo ideal primo P de R
es isomorfo un ideal primo, a saber P;/P{"" para alguna ¢ = 1,...,n. Luego P = P; para
alguna 1. ]

Lema 4.1.11. Sea P ideal mazimal de un anillo conmutativo R y sea n un entero positivo.
Entonces la inclusion de R en Rp induce el isomorfismo

R/P" = Rp/P"Rp.

Demostracion. Definamos el homomorfismo f : R/P" — Rp/P"Rp dado por f(r +
P") = r + P"Rp. Es un homomorfismo inyectivo ya que si r + P"Rp = ' + P"Rp,
entonces r —r’ € P"Rp. Luego r — 1’ € P" y asi r + P" = r' + P"™. Ahora veamos que
es un homomorfismo suprayectivo. Sea - € Rp. Esto significa que 7 € Ry s ¢ P. Luego
(s) + P = R ya que P es ideal maximal. Demostraremos por induccién que (s) + P" = R
para cualquier entero positivo n. El caso n = 1 ya lo vimos. Supongamos que paran—1 > 0
se cumple (s) + P"~! = R. Luego

Pl = pmlR = P ((s) + P) C (s) + P™.

Esto implica que
R=((s)+P" ') C (s) + P".

Por lo tanto (s) + P" = R.
. . . _ _ 1=
Esto implica que existen ¢ € Ry g € P™ tales que ¢s + ¢ = 1. Luego ¢ = Tq € Rp.
Entonces

1—gq rq

+P”Rp:£——+P”Rp:£+P"Rp

fre+P")=rc+P"Rp=r
s

ya que X € P"Rp. O

Corolario 4.1.12. Sea R un anillo de Dedekind y p un ideal primo no trivial de R.
Entonces todo ideal de R/p® es una potencia de p/p® para todo entero positivo a. Mds ain
p/p® es un ideal principal.
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Demostracion. Por el lema 4.1.11 R/p* = R, /p®R,. El ideal p/p® es un ideal principal ya
que R, es dominio de ideales principales. El tinico ideal maximal de R, es pR,. Luego, por
la proposicion 4.0.21 todo ideal de R, es una potencia de pR,. Por lo tanto todo ideal de
R, /p®Ry es una potencia de pR,/p®R,. Es claro que bajo el isomorfismo del lema 4.1.11 el
ideal p/p® se aplica en el ideal pR,/p®Ry,. Por lo tanto todo ideal de R/p® es una potencia

de p/p®. O
Teorema 4.1.13. Sea R un anillo de Dedekind y A un ideal no trivial de R. Entonces
A estd contenido solamente en un numero finito de ideales primos p1,po, ..., Ppn Yy ademds
A= p?l ---pbn para algunos enteros positivos b;.

Demostracion. Sea J/A un ideal primo de R/A. Entonces J es ideal primo de R que
contiene a A, como R es de Dedekind, entonces J es ideal maximal (proposicién 4.0.23).
Por lo tanto J/A es ideal maximal de R/A. Luego por el corolario 4.1.6, existe un nimero
finito de ideales primos p1/A,p2/A, ..., pn/A de R/A tales que

(p1'/A) - (p3?/A) -~ (P /A) = A/A

con aj,. .., ap enteros positivos. Luego p{* - p52 - - - p%» C A. Ademds por el corolario 4.1.10
p1/A,p2/A, ..., pp/A son los tnicos ideales primos de R/A. Luego pi,p2,...,p, son los
tnicos ideales primos de R que contienen a A y pj'---pir = A. O

Teorema 4.1.14. Sea R un anillo de Dedekind y A un ideal no trivial de R. Entonces
A= p’il ---pbn de manera tnica.

Demostracion. Los ideales pq, ..., p, son Unicos ya que son todos los ideales que contienen
a A. Los enteros b; estdn determinados por A como el minimo entero positivo tal que
ARy, = p?iRPr [

Si A es un ideal de R, decimos que z =y (modA) si x —y € A.

Lema 4.1.15. Sean R un anillo de Dedekind con un niumero finito de ideales primos
P1,.-yPn, G1,...,a, enteros positivos y yi,...,Yn elementos de R. Entonces existe x € R
tal que © = y; mod p}* para toda 1.

Demostracion. Por el teorema chino del residuo para anillos, el homomorfismo diagonal de
R sobre @ R/p}" es suprayectivo. Luego existe x € R tal que

(@41 ) = WPy P -
Por lo tanto = = y; (modP;"). O

Teorema 4.1.16. Sea R un anillo de Dedekind con un nimero finito de ideales primos
P1,...,Pn. Entonces R es un dominio de ideales principales.
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Demostracion. Sea y € p; — p3. Por el lema 4.1.15 existe 1 € R tal que
2 _ 2
($1+p17x1+p27---ax1+pn) — (y+p171+p2751+pn)

Luego 71 —y € p? y 11 — 1 € p; parai = 2,...,n, lo que implica que x1 € p; —p? y o1 ¢ p;
para i = 2,...,n. Luego el tnico ideal primo que contiene al ideal (z1) es p;. Mds atin
(z1) ¢ p?. Como todo ideal es producto de potencias de ideales primos, entonces (z1) = p;.
De la misma forma, podemos encontrar x; € R tal que p; = (z;) para toda i. Por lo tanto
todo ideal primo es principal y en cosecuencia todo ideal es principal, ya que todo ideal se
factoriza como producto de ideales primos. O

4.2. Caracterizacion de anillos de Dedekind

Hasta ahora no hemos tenido ejemplos claros de anillos de Dedekind pues la definicién
que dimos es un poco complicada. Es por eso que en esta seccién demostraremos algunas
caracterizaciones de los anillos de Dedekind.

Lema 4.2.1. Sea R un dominio entero. Entonces

R= () R,

p maximal

Demostracion. Para todo ideal maximal p se cumple que R C Ry, por lo que R estd con-
tenido en la interseccién. Demostremos la otra contencién. Sea x = § € [ Ry, con a,b € R
y sea

A={yeR|yac (b)}.

2 es un ideal de R ya que para todo y,w € 2, (y —w)a € (b) y para todo r € R, rya € (b).

Para cada ideal maximal p se cumple que z =  donder € Ry s ¢ p. Lo que implica
que sa = rb € (b). Esto significa que s € 2 y como s ¢ p, entonces A € p. Por lo tanto
20 = R. Esto implica que para todo y € R ya € (b), en particular la = a € (b). Luego b
divide a a y por lo tanto = € R. O

Lema 4.2.2. Sea R un dominio entero y sean A C B ideales de R. Si AR, = BR, para
todo ideal mazimal p, entonces A = B.

Demostracién. Sea b € B. Para cada ideal maximal p se tiene que b € AR,,. Luego b = £

cona€Ays¢p. Sea
Q={yeR|byecA}.

De manera anéloga a la demostracién del lema 4.2.1 se puede mostrar que £ es ideal de
R. Luego bs = a € 2. Esto implica que s € Q y s ¢ p. Por lo tanto Q ¢ p para todo ideal
maximal p. Luego Q = R ya que todo ideal debe estar contenido en un ideal maximal.
Esto implica que b = 1b € 2. ]
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Proposicion 4.2.3. Sea A un dominio noetheriano, enteramente cerrado y con un unico
ideal primo no trivial p. Entonces A es un dominio de ideales principales.

Demostracion. Como p es el tnico ideal primo de A, entonces es el tnico ideal maximal de
A. Sea a € p distinto de cero y M = A/ (a). Definimos para cada m + (a) € M el ideal

An(m+{(a))={re Alrm+(a) =(a)} ={re A|rm € (a)}.

Sea
J={An(m+(a)) [ m ¢ (a)}.

Como A es un dominio entero noetheriano existe un ideal q que es maximal en J. Sea b € A
tal que g = An (b+ (a)). Nétese que q # (0) ya que a € q pues ab+ (a) = (a) .

El ideal q es primo: supongamos que no es asi, es decir, existen x,y € A tales que zy € q
pero z ¢ qy y ¢ q. Notemos que yb ¢ (a) ya que y ¢ q, lo que implica An (yb+ (a)) € J.
Sea r € q, es decir, rb € (a). Luego r(yb) = y(rb) € (a), esto es, r € An(yb+ (a)) . En
consecuencia q € An (yb+ (a)). Por otro lado, xz(yb) = (xy)b € (a) ya que zy € q, lo que
significa que = € An (yb+ (a)). Por lo tanto q C An (yb + (a)), que no es posible pues q es
maximal en J. Como el tinico ideal primo distinto de cero es p, entonces q = p.

p es ideal principal: pb C (a) = Aa ya que q = p y (b) € (a) puesto que q € J. Luego
g ¢ A, ya que si a | b, entonces (b) C (a) que no es posible. Como pb C Aa, entonces
pg C A Si p% # A, entonces pg C p. Pero por el inciso 4. de la proposicion 3.0.7, g es
entero sobre A y por ser A enteramente cerrado g € A, que es una contradiccién. Luego
pg = Ay asi p = A}, es decir, p es un ideal principal.

Sea p = 3 y sea 2 un ideal no trivial de A. Luego pRl C A, por lo que 2 C Ap~!. Para
mostrar que 2 es ideal principal consideremos la cadena

ACAp ' CAp 2 CA S

Nétese que las contenciones deben ser propias ya que si Ap~* = Ap~*~1, entonces al
multiplicar Ap~* por p~! obtendriamos otra vez Ap~*. Esto implicarfa que p~! = 3 es
entero sobre A y en consecuencia 2 € A que no es posible. Sean € Ntal que Ap™ C Ay
Ap—n—1 ¢ A. Dicha n existe ya que A es un dominio noetheriano y la parte de la cadena
contenida en A debe ser finita. Si Ap~" C p = Ap, entonces Ap "~ C A, que contradice
la eleccién de n. Luego Ap~"™ = A. Por lo tanto A = Ap™ = (p").

O

Teorema 4.2.4. Sea R un dominio entero que no es campo. Entonces los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

1. R es un anillo de Dedekind.

2. Ry es DVD para cada ideal mazximal p de R y para toda a € R distinta de cero existe
sélo un numero finito de ideales primos que contienen a a.
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3. R es noetheriano, enteramente cerrado y todo ideal primo no trivial es mazimal.

Demostracién. 1) = 2) Como todo ideal maximal es ideal primo, entonces R, es DVD
para cada ideal maximal p de R. Sea a € R distinto de cero. Si J/ (a) es ideal primo del
anillo R/ (a), entonces J es ideal primo de R. Luego J es ideal maximal, ya que en un
anillo de Dedekind todo ideal primo es maximal (proposicién 4.0.23) y por lo tanto el ideal
J/ (a) es un ideal maximal. Esto implica que se satisfacen las hipotesis del corolario 4.1.10
para el anillo R/ (a) y el anillo R/ (a) contiene sélo un nimero finito de ideales primos.
Por lo tanto existe s6lo un ntmero finito de ideales primos que contienen a a.

2) = 3) Primero mostraremos que todo ideal primo no trivial es maximal. Sea q ideal
primo de R. Entonces existe un ideal maximal p tal que q C p. Por hipétesis R, es DVD
y por lo tanto contiene un tnico ideal maximal que es pR,. Por otro lado qR, es ideal
primo. Luego qRt, = pR, por las propiedades de DVD, es decir, qR, es ideal maximal.
Por la correspondencia biyectiva entre los ideales primos de Ry y los ideales primos de R
cuya interseccién con R — p es vacia, se tiene que q = p. Por lo tanto todo ideal primo es
maximal.

Ahora mostraremos que R es enteramente cerrado. R, es DIP para todo ideal maximal
p de R. En el ejemplo 3.0.14 vimos que todo DIP es enteramente cerrado, por lo que Ry es
enteramente cerrado para todo ideal maximal p de R. Luego R = [\ R, (lema 4.2.1) y la
interseccién de dominios enteramente cerrados es enteramente cerrada (proposicién 3.0.17).
Por lo tanto R es enteramente cerrado.

R es noetheriano, mas ain todo ideal 2 de R estd generado por dos elementos, es
decir, A = (a) + (b) con a,b € A. Sea a € A y sean pi,...,p, los ideales primos de R
que contienen a a. Ya vimos que todo ideal primo es maximal, por lo tanto R, es DIP
para toda i = 1,...,n. Esto implica que existe ¢; € Ry, tal que AR, = (¢;). Notemos que
podemos suponer que ¢; € A ya quesic; =7 conz €2y s ¢ p;, entonces

() ={vs lye R}

{()e1ten).

Sea € = (a) + (c1) + -+ + {(¢y). Claramente € C 2 ya que a,cq,...,c, € 2A. Mostraremos
que para todo ideal maximal p, AR, = CR, para poder utilizar el lema 4.2.2. Sea p un
ideal maximal de R. Si p no contiene a a, entonces % € Ry. Luego a - % =1e/UARy y
a - % =1 € €Ry. Por lo tanto AR, = €R, = R,. Si p contiene a a, es decir, p = p; para
alguna ¢, entonces ¢; € €Ry,. Luego ARy, = (¢;) C €Ry,, lo que implica ARy, = €Ry,. Por
lo tanto, por el lema 4.2.2, 2 = €.

Por el teorema chino del residuo para médulos se tiene el siguiente isomorfismo:

R/ (pr--pn) A=ZA/pAD - DA/ p, A

Sea b € 2 tal que bajo dicho isomorfismo se obtiene el elemento (¢; + P12, ..., ¢y, + pp2A).
Sea ©® = (a) + (b). Afirmamos que 2 = . Por la manera en que definimos b se tiene que
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b—c; € p;A C A Luego ® C A y mostraremos que AR, = DR, para todo ideal maximal
p. Sea p ideal maximal de R. Si a ¢ p, entonces AR, = DR, = R,. Para los ideales p; que
contienen a a, demostraremos que

Como © C 2, entonces DRy, C ARy, y como p;A C A, entonces p;AR,, C AR,,. Luego
DRy, + piAR,, C AR,,. Para la otra contencién notemos que ¢; = b+ (¢; —b) € DRy, +
P ARy, . Luego AR, = (c;) € DRy, + pi”AR,,. En consecuencia DRy, + p;AR,, = ARy, y
por el lema de Nakayama AR,, = DR,,. Luego % =D y 2 estd generado por a lo mas dos
elementos.

3) = 1) El tnico ideal maximal de R, es pR,, para todo ideal primo p, por la propo-
sicién 2.1.2. Como R es enteramente cerrado, entonces R, también es enteramente cerrado
por el ejemplo 3.0.15. Esto implica que Ry satisface las hipdtesis de la proposicién 4.2.3 y
en consecuencia R, es DIP. Por lo tanto 12 es un anillo de Dedekind.

O

4.3. Ideales fraccionarios
En esta seccién R denotard un anillo de Dedekind y K su campo de cocientes.

Definicion 4.3.1. Un ideal fraccionario M de R es un R-submddulo finitamente gene-
rado de K, no trivial.

Notemos que si M es un ideal fraccionario, entonces existe t € R tal que tM C R. Sean
7?—11, ey T—: los generadores de M y t =t ---t,. Entonces para toda x € M se tiene que
r=>1, ri%i, con r; € R. Luego tx =Y.' | rym;, donde 7; € R. Esto implica que tx € R
para toda x € M. Por lo tanto tM C R.

Definicién 4.3.2. Si M es un ideal fraccionario de R, entonces M~ es el conjunto
M '={zecK|xzM C R}.

Ejemplo 4.3.3. Como R es un anillo noetheriano, entonces todo ideal es finitamente
generado. Por lo tanto todo ideal de R es un ideal fraccionario.

Ejemplo 4.3.4. Sea y € K distinto de cero. Entonces Ry es un ideal fraccionario de R.
Ademds (Ry)~' = Ry~ .

En efecto, como y~' € (Ry)™' ya que y"'Ry = R, entonces Ry~' C (Ry)~'. Si
r € (Ry)~ !, entonces xRy = Rxy C R. Luego xy € R y por lo tanto x € Ry~'. Por lo
tanto (Ry)~' = Ry~!.
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En esta seccion demostraremos que el conjunto de ideales fraccionarios de R es un grupo.
Definamos el producto entre dos ideales fraccionarios M y N de la siguiente manera:

MN:{meHmiEM,nieN}.

Para la demostracién de la siguiente proposiciéon necesitaremos un resultado para modu-
los finitamente generados cuya demostracién puede consultarse en [3] pagina 56.

Proposicion 4.3.5. Sea R un anillo noetheriano y M un R-mddulo finitamente gene-
rado. Entonces M es un R-mdédulo noetheriano y por lo tanto todos sus submddulos son
finitamente generados.

Proposiciéon 4.3.6. 1. 8i M es ideal fraccionario de R, entonces M~' es un ideal
fraccionario.

2. 8i M y N son ideales fraccionarios, entonces M N es un ideal fraccionario.

Demostracion. 1. Sea m € M distinto de cero. Entonces M ~'m C R y en consecuencia
M~ C Rm™'. Luego Rm~! es un R-médulo finitamente generado y como R es un
anillo noetheriano, entonces por la proposicién 4.3.5 M1 es un R-médulo finitamente
generado.

2. Sean {xp}c ¥ 1y} jeg conjuntos finitos generadores de M y N respectivamente.
Sea x = Y m;n; € MN. Luego

T = mel = Z <Z TkJUk) (Z Sjyj)
= Py

donde 7y, s;,7; € R. Por lo tanto {zy;} es un conjunto generador finito.

Definicién 4.3.7. Un ideal fraccinario M es invertible, si MM ™' = R.

Sea S un subconjunto multiplicativo de R. Denotaremos por Mg al R-moédulo M Rg y
por (M~1)s al R-médulo (Mg) ™. Si n es un entero positivo, entonces definimos M~" =
(M~H)m.

Proposicion 4.3.8. Sean M, N ideales fraccionarios de R y S un subconjunto multipli-
cativo de R.

1. (MN)g = (Ms) (Ns).
2. Si R es DIP, entonces todo ideal fraccionario es principal.

3. (MN)™'=M-IN",
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Demostracion. 1. Por definicion
(MN)g = MNRs = (MRs) (NRs) = (Ms) (Ns).

2. Sea t € R distinto de cero tal que tM C R. Luego tM = Ry con y € R, ya que R es
DIP. Por lo tanto M = RY.

3. Por definicién M~ !N"'MN = (M~'M) (N~!'N) C R. Luego M'N~' C (MN)™".
Por otro lado (MN)"" MN C R, lo que implica (MN)'M C N~! y asi (MN)~ C
M~IN—L

O

Lema 4.3.9. Todo ideal de R no trivial es invertible.

Demostracién. Sea M un ideal de R. Entonces MM~ = B es un ideal de R. Demostrare-
mos que para todo ideal maximal P de R se cumple que BRp = Rp. Sea P ideal maximal
de R. Entonces

BRp=Bp=(MM"),=Mp (M), =MpM;'=Rp=RRp
yva que Rp es DIP y todo ideal fraccionario es invertible. Por el lema 4.2.2 B = R. O
Teorema 4.3.10. Sea M un ideal fraccionario de R. Entonces
M =P ... P

donde Py,..., P, son ideales primos de R y a1,...,a, nimeros enteros. Ademds esta ex-
presion es unica.

Demostracion. Sea t € R tal que tM C R. Por el teorema 4.1.14 los ideales tM y Rt son
producto de ideales primos de R, estos es, tM = [[ P y Rt =[] Q?j . Luego

[P =tM = (RtyM = (H Q?j) M.

Como todo ideal de R es invertible, entonces

M=T]P T]e;"
=TT Il = T1e TIm,

donde los ideales P; y los ideales S}, son distintos, los ideales (); y T}, son distintos y a;, cx, b;
y dp, son enteros positivos. Como los ideales de R son invertibles, entonces

[T T - 10! T

Luego los ideales P; son iguales, bajo algin reordenamiento, a los idelaes Sy, y los ideales @
son iguales, bajo algtin reordenamiento, a los ideales T}, por la unicidad de la descomposicién
en ideales primos en un anillo de Dedekind del teorema 4.1.14. O

Supongamos que
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Corolario 4.3.11. Todo ideal fraccionario es invertible.

Demostracion. Sea M un ideal fraccionario. Por el teorema 4.3.10

M = P ... pon

n

donde P, ..., P, son ideales primos de R y a1, ..., ay, son enteros. Luego

MM_l _ (Plal » Pﬁ") (Pl—al X ”P—an) — (Plalpl—al) - (Pgnpn—an) = R.

n

O

Con esto no sélo hemos demostrado que el conjunto de ideales fraccionarios de un anillo
de Dedekind es un grupo, sino también que es un grupo libre, cuyos generadores son los
ideales maximales de R. Si denotamos por I(R) a este grupo, P(R) al subgrupo de ideales
fraccionarios principales y C(R) = I(R)/P(R) el grupo cociente. Podemos observar que
si R es DIP, entonces C(R) = 1. Por esta razén el grupo C(R) es utilizado para medir
qué tan cerca esta R de ser un anillo de ideales principales.



Capitulo 5

Normas y Trazas

Sea L/K una extensién de campos finita. Para cada z € L definimos la funcién r, : L —
L por r5(y) = yz. La funcién r, es una transformacién lineal, ya que L es un K-espacio
vectorial. En efecto, sean y,z € L y a € K. Entonces

ra(Yy+2)=Wy+z2z
=y + zx
=72 (y) + 72 (2)
rz (ay) = (ay) z
= a(yz)
= ary(y).

A continuacién mostraremos algunas propiedades sobre esta funcién.

Proposicion 5.0.12. Sean xz,y € L y a € K. Entonces se cumplen los siguientes enun-
ciados:

1. ryqpy =15 +1y.
2. Tgy = TyTz.
8. Tar = aTy.
Demostracion. Sea z € L. Entonces:
Lo roqy(2) = 2(x +y) = 22 + 2y = 12(2) + ry(2).
2. ray(2) = 2(xy) = (22)y = ry(22) = 1y (r2(2)) = ry7r2(2).

3. Taz(z) = z(ax) = a(zx) = argy(2).

o1
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Definicion 5.0.13. Sea 8 una base ordenada de L sobre K y sea A la matriz asociada a
la transformacion r, con respecto a la base 5. Entonces:

1. La traza de L sobre K es la funcion T, k() = traza(ry) = traza(A).
2. La norma de L sobre K es la funcion Ny i (v) = det(ry) = det(A).

Las funciones traza y norma estan bien definidas ya que si v es otra base ordenada de
L sobre K y B es la matriz asociada con respecto a la base v , entonces existe una matriz
invertible Q tal que A = QBQ~'. Luego

Ty k(z) = traza(A) = traza (QBQ™) = traza(B)

Ny x(x) = det(A) = det (QBQ™") = det(B)

por lo que son funciones que no dependen de la base que elijamos. Ahora mostraremos
algunas propiedades.

Proposicién 5.0.14. Sea L/K una extension de campos finita. Sean z,y € L y a € K.
Entonces se cumplen los siguientes enunciados:

1. Tryx(x+y) = Tryx (@) + Ty (y)-
Tk (az) = aTp (7).
Np/g(wy) = Npjg ()N i (v)-

Np/k(azx) = a"Np g (), donde n es la dimension de L sobre K.

SN

Sea E un campo tal que K C E C L. Entonces Ty, x(z) = Tg/x (TL/E(x)).

Demostracion. Sean A 'y B las matrices asociadas a las transformaciones r, y r, respecti-
vamente. Entonces, por la proposicion 5.0.12 y por las propiedades del determinante y la
traza de matrices, tenemos

1.
TL/K(QS +y) =traza (’I“ery) = traza (ry + Ty)
= traza(A + B) = traza(A) + traza(B)
=Tk (@) + Tpyk (y)-
2.

11k (ax) = traza (rez) = traza (ary)
= traza(aA) = a - traza(A)
= aT/k ().



93

NL/K(xy) = det (ryy) = det (ryry)
= det(BA) = det(B)det(A)
= Np/k(x)Np/k(y).

NL/K(ax) = det (rq) = det (ary)
= det(aA) = a"det(A)
=a"Np/k(z).

5. Para el ultimo inciso sea {a1,...,a,} una base de E sobre K y sea {bi,...,by} una
base de L sobre E. Entonces para toda x € L se tiene que

a?b,- = Z ﬁijbj
J
donde f3;; € E para toda 7,j = 1,...,m. Luego

T /p(r) = Z Bii-

Como f3;; € E, entonces

Biiap = E :O‘pqaq
q

donde ay,q € K. Luego
Tk (Bii) = Cipp-
P

Lo que implica

Tp/k (Trp() =Tk (Z 5ii>
= ZTE/K (Bii) (5.1)
= Z > ay.
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Por otro lado los elementos {a,b;} son una base de L sobre K. Luego

zapb; = ap (xb;) = ap Z Bijbj
J

= Z (apBij) bj = Z (Z apqaq) b
J J q
= Z Z Qpgagb;.

Por lo tanto T7 /i (7) =) _; Zp app que coincide con la ecuacién 5.1.

O

Definimos el polinomio caracteristico de un elemento x € L como el polinomio carac-
teristico de la transformacion r,, es decir,

F(t) = det (t] — 1) .

Sabemos que es un polinomio ménico y que ademés f(r;) = 0 por el teorema de Cayley-
Hamilton. Mas ain f(z) = 0 ya que para toda z € L

0= f(re)(2) = f(x)z.

Lema 5.0.15. Sea A = (a;;) la matriz asociada a la transformacion ry con v € L y sea
fit)y=t"+ An_1t""Y + - 4 ag el polinomio caracteristico de x. Entonces

1. ag = (—1)”NL/K(CL')
2. ap—1 = —TL/K(x)
Demostracion. 1. Evaluando ¢t = 0 en el polinomio caracteristico tenemos

ap = f(0) = det (—rz)) = (=1)" Nk (2).

2. Haremos la demostracién por induccién sobre n. Para n = 1 es claro que se cumple.
Para n = 2 tenemos que

t—a; a9
det < ! ! ) =12 — (a11 + ag) t + (a11a29 — azia12)
a1 t— ag

donde podemos ver que se cumple el lema. Supongamos que el lema es cierto para
n —1 > 2. Sea A, la matriz que se obtiene al eliminar la columna n y la fila n de la
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matriz A. Luego al desarrollar sobre la columna n

t—an a12 e ain
asy t—ag - as
det (tI, — A) = det "
anl a2n e t—apn

= (t — app) det (t1,—1 — An) + g(t)
donde ¢(t) es un polinomio de grado menor o igual a n— 2. Por hipétesis de induccién

f(t) = (t— ann) det (tIn_l —An) + g(t)
= (t — ann) (t”_l —traza (Ay) "2 4 ) + g(t)
= 1" — (apn + traza (Ap)) "L+ ¢/ (1)
=" — traza(A)t" 1 + ¢'(t)

donde ¢'(t) es un polinomio de grado menor a n — 1. Por lo tanto a,,—1 = —traza(A).
O

Sea (,): L x L — K dada por

(z,y) = Ty Kk (zy).

La funcién (,) es una forma bilineal simétrica ya que para todo x,y,z € L'y a,b € K se
cumple que

(az + by, z) = Ty /K ((azx + by)2)
= Tr K (axz + byz)
=aTlr g (v2) + 0T K (y2)
=a(z,z) + b(y, 2)
(z,y) = TL/K(xy) = TL/K(W’) = (y, ).

Definicién 5.0.16. Decimos que una forma bilineal es no degenerada si (x,y) = 0 para
toda y € L, entonces x = 0.

Teorema 5.0.17. Sea L/K una extension de campos finita. La extension L/K de campos
es separable si y solo si la forma bilineal (z,y) = TL/K(:):y) es no degenerada.

Demostracion. =) Supongamos que L/K es una extensién separable de grado n. Sea
x € L tal que para todo y € L se cumple (z,y) = 0. Por el teorema del elemento primitivo
existe § € L tal que L = K(6). Ademas 1,6,...,0" ! es una base de L sobre K para
alguna n. Asi que para mostrar que es una forma bilineal no degenerada basta mostrar que
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(J;, Hi) = 0 para toda i. Sea D = (d;;) la matriz cuyas entradas son d;; = (Hi_l, Gj_l). Como
x € L, entonces x = Z?:_ol b;0* donde b; € K para toda i. Luego para toda j =0,...,n—1

n—1
(z,67) = (Z biei,w)
=0

(5.2)

Esta expresion es equivalente a la ecuacion
(bo,b1,...,bn) D =0.

Por lo que basta demostrar que D es una matriz no singular, de este modo b; = 0 para toda
i=0,...,n—1y porlotanto z = 0. Sea f(t) = Irr(K,0) y F un campo de descomposicién
de f(t) sobre K, esto es

n
F&)=11@-0)
i=1
con §; € F. Como L/K es una extension separable, entonces 6; # 6; para toda i # j.

El polinomio caracteristico de 8 sobre K es de grado n y ademas vimos que se anula
en 6. Como f(t) es el polinomio minimo de # sobre K, entonces f(¢) divide al polinomio
caracteristico de 6. Lo que implica que son iguales ya que ambos tienen el mismo grado y son
ménicos. Al hacer el desarrollo de f(t) obtenemos que el coeficiente de t" ! es 61 +---+6,
y como consecuencia del lema 5.0.15 se tiene que

Tr g (0) =01+ + 0.

Sea My la matriz asociada a la transformacién lineal ry. Entonces 61, ...,60, son los
valores propios de p ya que son las raices de su polinomio caracteristico f(¢). Como 6; # 6;
para toda i # j, entoces My es diagonalizable sobre F' y por lo tanto existe una matriz
invertible ) tal que

QMyQ~ "' = diag (01, ...,60,)

donde diag (61, .. ., 0,) denota a la matriz que tiene en la diagonal a los elementos 61, ..., 0,
y cero en las demas entradas.
La matriz asociada a la transformacién rgr es M} ya que rgr =79+~ rg. Luego

QMEQ™! = diag (9’;‘, o 92)
de donde es facil ver que la traza estd dada por

ok (e’f) Sy (5.3)
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Sea
0, Oy - 0O,
S A
9?—1 9;—1 L 02—1

que se conoce como matriz de van der Monde. La entrada ij de la matriz VV? es de la

forma
n n

DO =D 0T = Ty (0777 = Ty (071077) = dy
k=1 k=1
haciendo k£ =i + j — 2 en la ecuacién 5.3. Luego VV! = D y en consecuencia

detD = det (VV') = (detV)?

ya que detV = detV?!. Se sabe que el determinante de la matriz de van der Monde es

T ©;—6).

1<i<j<n
Como L/K es separable, entonces 6; # 0; si i # j y en consecuencia

detV # 0.

Por lo tanto detD # 0 y la forma bilineal (,) es no degenerada.

<) Supongamos que L/K no es separable. Entonces K es de caracteristica p, para
algun primo y ademads existe un campo F' tal que K C F C L, donde L/F es una extensién
de campos puramente inseparable y F/K es una extensién de campos separable. Luego
[L: F] = p™ para alguna m > 1 y ademds para toda x € L existe un entero positivo e tal
que zP° € F. Nuestro objetivo serd demostrar que si € L — F, entonces (x,y) = 0 para
toda y € L. Si zy ¢ F, entonces existe un entero positivo f tal que Irr(F,zy) = ! a,
con a € F. Sea ¢(t) el polinomio caracteristico de xy sobre F. Luego Irr(F,zy) | q(t) y

grq(t) = p™, en consecuencia
m—f

q(t) = <tpf - a)p

Esto implica que el coeficiente de t*" 1 es cero ya que K es de caracteristica p, por el
lema 5.0.15 Ty, p(wy) = 0. Si vy € F, entonces

Tpp(zy) = 2yTy p(1) = zyp™ = 0.
Luego, por el inciso (5) de la proposicién 5.0.14
(,9) = Tryr(xy) = Tp/i (Tryp(zy)) = Tr/(0) = 0.

Por lo tanto (,) es no degenerada.
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Teorema 5.0.18 (Teorema de la Base Dual). Sea L/K una extension de campos finita y
separable y sea {uy,...,un} una base L sobre K. Entonces existe una base {vi,...,v,} de
L sobre K tal que

TL/K(UW]’) = 51’]’
donde 0;5 =0 sii#jydij=1sii=j.

Demostracion. Toda funcién K-lineal de L sobre K es de la forma z — (x,y) para alguna
y € L. Para cada i = 1,...,n, sea v; € L el elemento que determina la funcién K-lineal
de la siguiente forma u; — 0sii # j y vy — 1. {v1,...,v,} es un conjunto linealmente
independiente ya que si > .- ; a;v; = 0, entonces

n

n
0= (Z aivi,u]) = Zai(vi,uj) = aj(vj.uj) = aj.
i=1

i=1
Por lo tanto {vy,...,v,} es una base de L sobre K. O
A la base {v1,...,v,} se le conoce como la base dual de {uy,...,u,} con respecto a la

forma bilineal (,).

Proposicién 5.0.19. Sea L/K wuna extension de campos finita y separable de grado n.
Sea x € L, p(t) = Irr(K,z) y sean x1,...,x, las raices de p(x) en algin campo de
descomposicion, cada una repetida r = [L : K(z)] veces. Entonces T i (v) = 1+ +xp
Yy Np/i (%) = 21+ T, ademds el polinomio caracteristico de x respecto a L es de la forma

f(t) =p(&)".

Demostracion. Primero supongamos que x es elemento primitivo de la extension, es decir,
L = K (z). Entonces el polinomio caracteristico de x sobre K es de grado n con coeficientes
en K y ademads se anula en 2. Como p(t) es el polinomio minimo de x sobre K, entonces p(t)
divide al polinomio caracteristico de z. Lo que implica que son iguales ya que ambos tienen
el mismo grado y son mdnicos. Al hacer el producto de los factores de f(t¢), obtenemos
que el coeficiente de "' es —(z1 + --- + x,,) y el término constante es (—1)"zy ---z,. El
lema 5.0.15 nos dice que estos coeficientes son la T7,, k(z) yla N / i () respectivamente.
Luego Ty (z) =1 + -+ 2 y Np/g(7) = 21+ 2. Para demostrar el caso general sea
{y1,...,yq} una base de K(x) sobre Ky {21..., 2} una base de L sobre K(x). Entonces
{yizj} es una base de L sobre K y ademds n = qr. Si xy; = >_{_; @iryk, entonces

z (yiz;) = (2yi) 2

I
-~
ANgE

8

=

N

=
~__—

Qt\z
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Sea M la matriz asociada a la transformacién 7, en K(x). Entonces ordenando la base
{yizj} obtenemos que la matriz asociada a la transformacién r, en L es de la forma

M 0 --- 0
_ o M --- 0
M=1 . . :

o o0 --- M.

Luego el polinomio caracteristico de = es
f(t) =det (tI, — M) = det (tI, — M)".

Utilizando que z es elemento primitivo en K (z), tenemos que p(t) = det (M — tI;). Desa-
rrollando el polinomio caracteristico y por el lema 5.0.15 tenemos el resultado.
O

Proposicion 5.0.20. Sea R un dominio entero, K su campo de cocientes, L una exten-
sion finita y separable sobre K. Si x € L es entero sobre R, entonces los coeficientes del
polinomio caracteristico f(t) de x son enteros sobre R. En particular T,/ (z) y Ny k()
son enteros sobre R.

Demostracion. Sea p(t) =[], (t — x;) el polinomio minimo de = sobre K. Por la propo-
sicién 5.0.19 se tiene f(t) = p(t)". Luego para cada i = 1,...,n, existe un K-isomorfismo
o; : K(x) — K(x;) tal que o;(z) = x;. Sea q(t) = t*+- - -+ag un polinomio con coeficientes
en R tal que ¢(z) = 0. Aplicando o; a ¢(x) obtenemos

0=o; (:ck + ak_lmk_l + -4 a0>
=oi(2)* +ap_10:(x)* T+ +a,

= :cf + ak,le_l + -+ ap.

esto significa que x; es entero sobre R. Cada coeficiente de f(t) es entero sobre R ya que es
suma de productos de elementos enteros sobre R, en particular por el lema 5.0.15 Ty, /i ()
y Np k() son enteros sobre R. O

Corolario 5.0.21. Si R es enteramente cerrado, entonces T, i (x) y Np/x(x) pertenecen
a R.
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Capitulo 6

Extensiones de Anillos de
Dedekind

El objetivo de este capitulo es demostrar que la cerradura entera de un anillo de De-
dekind en una extensién de su campo de cocientes es también un anillo de Dedekind. Este
es uno de los teoremas més importantes de esta tesis, ya que gracias a él podemos dar
ejemplos no triviales de anillos de Dedekind y ademads nos permite obtener nuevos anillos
de Dedekind a partir de los que ya conocemos.

Lema 6.0.22. Sean R C R’ dominios enteros, R enteramente cerrado y R’ entero sobre
R en una extension del campo de cocientes de R. Si B es un ideal primo no trivial de R/,
entonces PN R es un ideal primo no trivial de R.

Demostracion. BN R # (0): sea x € P distinto de cero y sea f(t) = t" + -+ + ag el
polinomio moénico con coeficientes en R tal que f(x) = 0 y de grado minimo. Entonces
ap # 0 ya que de otro modo podriamos factorizar f(t) como producto de polinomios con
coeficientes en R

f&) =t (" ' +an1t" P+ +ar) =tq(t)
donde g(x) =0y gr(p(t)) < gr(f(t)), que no es posible ya que supusimos que f(t) era de
grado minimo. Luego
—apg=2"+ -+ a1x €P
lo que implica que ag € PN R. PN R es primo: sean a,b € R tales que ab € PN R. Esto

implica que ab € B, que es primo y por lo tanto a € P o b € P. Luego a € PN R o
bePNR. O

Corolario 6.0.23. Si A es campo y B es un dominio entero que contiene a A y entero
sobre A, entonces B es un campo.

61
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Demostracion. Si B no es campo, entonces contiene un ideal maximal 3 propio. Por el
lema 6.0.22, BN A C A es un ideal primo distinto de cero. Luego N A = A ya que A es
campo. Esto implica que 1 € N A C B. Por lo tanto P = B lo que contradice la eleccién

de . O
Lema 6.0.24. Sea R un anillo de Dedekind, K su campo de cocientes, E una extension
finita sobre K y R’ la cerradura entera de R en E. Si {a1,...,a,} es una base de E sobre
K, entonces existe {s1,...,8,} € R tal que {s1a1,...,span,} C R’ es una base de E sobre
K.
Demostracion. Sea -
Irr(K,a;) = t* + Z Biyi
- Tj
7=0
con p;j,7j € R paratoda j=0,...,k—1. 51 \; = 79+ Tj_17Tj41 - - Tk—1, entonces
PiNi _ PiN
Tj )‘j (97,

donde 0; = 7 - - 7,_1. Luego

Irr(K, a;) = tF + BE=Lgh—1 g B0
0; 0;

donde pj € Rpara j =0,...,k—1,0; #0y 0; € R para cada ¢ = 1,...,n. Multiplicando
por 6% y evaluando en a; obtenemos
0= ol + 002 (Bia;) + -+ - + p—1 (050:)* " + (B305)" .

Esto implica que (#;a;) es entero sobre R. El conjunto {6ja,...,0ar} es linealmente
independiente, ya que si

n

0= Zﬁi (Bia;) = Z (Bibi) a; =0,
i—1

i=1
entonces (3;0; = 0 ya que {ai,...,a,} es un conjunto linealmente independiente. Esto
implica que §; = 0 ya que 6; # 0 para toda ¢ = 1,...,n. Por lo tanto siempre es posible
encontrar una base de E que esté contenida en R’. ]

Teorema 6.0.25. Sea R un anillo de Dedekind, K su campo de cocientes, L una extension
finita y separable sobre K y R’ la cerradura entera de R en L. Entonces R’ es un anillo de
Dedekind.

Demostracion. Para la demostracion de este teorema utilizaremos el inciso (3) del teorema
4.2.4.
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1. R es enteramente cerrado: si A es la cerradura entera de R’ en L, entonces A es
entero sobre R ya que R’ es entero sobre A (proposicién 3.0.11). Esto implica que
A C R’ por definicién de R'. Luego A = R'.

2. R’ es noetheriano: sea {aj,...,a;} una base de L sobre K. Por el lema 6.0.24 po-
demos suponer a; € R’ para toda i = 1,...,k. Sea {b1,...,b;} la base dual tal
que Tp,/k(azbj) = d;5. Mostraremos que R’ C Zf Rb;, es decir, R es un R-mddulo
finitamente generado. Sea y € R’. Entonces y = Y. a;b; con o; € K. Luego

Tk (ajy) =Tk (aj (Z Oéibi))

= Z o Tr K (a;bi)
= Oéj.

Por el corolario 5.0.21 a; = Tk (ajy) € R, ya que a;jy € R'. Por lo tanto para toda
Jj=1,...,k se tiene que o; € R. Luego y € >, Rb;. Todo ideal de R’ es submédulo
de un R-moédulo finitamente generado y como R es noetheriano, entonces todo ideal
es finitamente generado (proposicién 4.3.5).

3. Todo ideal primo 8 de R’ es un ideal maximal: sea p = P N R, por el lema 6.0.22 es
un ideal primo de R distinto de cero. Luego p es un ideal maximal ya que R es un
anillo de Dedekind. Esto implica que R/p es un campo contenido en el dominio entero
R'/PB. Sea T = x + P € R'/B. Entonces x satisface un polinomio f(¢) ménico con
cocficientes en R. Si f(t) = t* +--- + a,, con a,, . ..,ar_1 € R, entonces T satisface
el polinomio f(t) = t* + ar—1t*' + ... + @ € (R/p) [t]. En efecto

@ ="+ a7+t ag = f(2) =0

por lo tanto R'/B es entero sobre R/p. Luego por el corolario 6.0.23 R’/ es campo
y en consecuencia B es ideal maximal.

O

Observemos que en el teroema 6.0.25 se demostr6 que si L/K es separable, entonces
R’ es un R médulo finitamente generado, este hecho nos serd util méds adelante.

Ahora demostraremos el caso general, es decir, para cualquier extension finita L/K. En
realidad es suficiente demostrar el teorema para extensiones finitas puramente inseparables
ya que toda extension algebraica se puede obtener por medio de una extensién separable
seguida de una extensién puramente inseparable (teorema 1.6.8). Ademads si F es un campo
tal que F/K es una extension separable, L/E es una extensién puramente inseparable, R’
la cerradura entera de R en E y R” la cerradura entera de R’ en L, entonces R” es la
cerradura entera de R en L, por lo tanto R” es un anillo de Dedekind.
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Teorema 6.0.26. Sea R un anillo de Dedekind, E su campo de cocientes, L una extension
finita y puramente inseparable sobre E y R’ la cerradura entera de R en L. Entonces R’
es un anillo de Dedekind.

Demostracion. Para mostrar que R’ es de Dedekind utilizaremos el segundo inciso del
teorema 4.2.4.

1. Todo elemento = € R’ pertenece sélo a un niimero finito de ideales primos: demostra-
remos que existe una funcién inyectiva ¢ entre los ideales primos de R’ y los ideales
primos de R dada por 8 — PN R, donde P es un ideal primo de R’. Por el lema 6.0.22,
p =P N R es un ideal primo de R distinto de cero.

Obsérvese que & € R’ siy sélo si existe e, un entero positivo, tal que zP° € R. En efec-
to, como L/F es una extensién puramente inseparable, entonces por el teorema 1.6.5
existe e un entero positivo tal que zP° € E, ademds 2P° es entero sobre R ya que
z lo es, lo que implica que zP° € R. Si 2P° € R, entonces x es raiz del polinomio
f(t) =P — aP° € RJ[t], por lo tanto z es entero sobre Ry z € R'.

Sean P y Q ideales primos de R’ tales que PN R =N R. Si z € P C R, entonces
existe e un entero positivo tal que 27° € PN R = QN R, luego = € O ya que es ideal
primo. Por lo tanto ¥ C £, la otra contencién se demuestra de la misma forma, por
lo que B = Q. Luego ¢ es inyectiva.

Sea z € R'. Entonces ¢ restringida a los ideales primos que contienen a x también es
inyectiva y ademas estd en correspondencia con los ideales primos de R que contienen
a 2P°. Como R es de Dedekind, s6lo contiene un ntimero finito de ideales primos que
contienen a 2P° y por lo tanto sélo puede haber un ntimero finito de ideales primos
de R’ que contengan a z.

2. Ry es DVD para todo ideal maximal % de R": sea S = R — p, donde p = PN R.
S es un subconjunto multiplicativo de R y en consecuencia de R’. Nuestro primer
objetivo es mostrar que % = R§. Claramente R —p C R’ — p, lo que implica
R QR‘/B‘ Sea i € anconx € R yye R —9. Siqe Nes tal que y? € E, entonces
y? € R—p = S ya que de lo contrario y € B lo que contradice la eleccién de y. Luego

L= % € RY. Veamos que Ry, es la cerradura entera de I, en L. Sea 2 € L entero
sobre Rg. Entonces
k k—1
xT Q1T aq
— 7k71+'”+720
Yy sy S
con ag, . ..,ap_1 € Ry s € S. Multiplicando por s¥ obtenemos
skok gh—1,k—1

2 +ak—1w+"'+8k_1a020.

Esto implica que % es entero sobre R. Luego % = r € Ry en consecuencia % =

L € Ry. Inversamente sea v € R, conzx e R yyeS. Como R es entero sobre R,
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entonces x satisface un polinomio

2t ap 2" =0

con ag, ...,ap_1 € R. Dividiendo entre y* obtenemos
k k—1
T ap—1 2 ap
ct gttt =0
Y vy Yy

donde # € Rg. Por lo tanto % es entero sobre Rg.

Ahora mostremos que qu3 es un DVD. Sea q = () el tinico ideal maximal de Rj.
Anteriormente mostramos que existe una correspondencia uno a uno entre los ideales
primos de R’ y los ideales primos de R. De forma andloga podemos mostrar que existe
una correspondencia uno a uno entre los ideales primos de Rﬁﬁ y los ideales primos
de Ry. Esto implica que R{B posee un unico ideal maximal 9 tal que Q N R, = q.
Nos queda por demostrar que R‘/n es DIP. Sea y € Q. Entonces y? = un™ € R, con
u € U (Ry) por la proposicién 4.0.21. Elijamos n minimo tal que un™ € q. Sea z € an
distinto de cero. Entonces 2¢ = u;7? con u; € U (R,) y d un entero positivo. Luego
d=mnt+r,con 0 <r <n. Esto implica que

(myft)q = gy % = Tt = o™ = o € R,.

Luego (a:y*t) € R{n. Por la eleccién de n se tiene que (my*t) ¢ 9 que es el unico
ideal maximal de R‘/ﬁ Luego <xy*t> = R‘/B y en consecuencia zy~' pertenece a las

unidades de R»/n Por lo tanto = = u3y® para toda = € R‘lﬁ Por lo tanto todo ideal es
principal y % es DVD.

O]

Usualmente se define un anillo de Dedekind como un dominio noetheriano, enteramente
cerrado en el que todo ideal primo es maximal, en el capitulo cuatro demostramos que esta
definicién y la que se da en esta tesis son equivalentes. En la demostracion del teorema
6.0.25 utilizamos este hecho, que es uno de los resultados més importantes y conocidos sobre
los anillos de Dedekind. Sin embargo, en el teorema 6.0.26 no es posible demostrar que
R’ es un anillo noetheriano como en el teorema 6.0.25, por lo que la tercera equivalencia
resulta de gran importancia.

A partir de este teorema podemos dar ejemplos de anillos de Dedekind no triviales.

Ejemplo 6.0.27. El anillo de los enteros Z es un DIP, por lo tanto es noetheriano, ente-
ramente cerrado y todo ideal primo es maximal. Por lo tanto es una anillo de Dedekind.

Ejemplo 6.0.28. Sea Q (\/Zi) una exension sobre Q, el campo de cocientes del anillo de
los enteros, y d libre de cuadrados. Por la proposicion 3.0.19 el anillo Z+7~/d es un anillo

de Dedekind si d = 2,3 mod 4 y si d = 1 mod 4, entonces % (Z + Z\/&) es un anillo de
Dedekind.



66 CAPITULO 6. EXTENSIONES DE ANILLOS DE DEDEKIND

6.1. Extensiones de Ideales Primos

Sea R un anillo de Dedekind, K su campo de cocientes, L una extension finita sobre K
y R la cerradura entera de R en L. Sea p un ideal primo de R. Entonces pR’ es un ideal
de R' que es un anillo de Dedekind, por lo que existen Py, ..., P, ideales primos de R y
e1, ..., ey enteros positivos tales que

/ e1 €g
pR_ 1By

Observacién 6.1.1. Los ideales P; con i = 1,...,g son todos los ideales primos de R’
tales que B; N R = p. En efecto por el lema 6.0.22B; N R es un ideal primo de R no trivial.
Ademds p C pR' CB; para toda i. Luego p = pN R CP;NR. Como p es un ideal mazimal,
entonces P; N R = p.

Definicion 6.1.2. Con la notacion descrita en los pdrrafos anteriores, definimos el indice

e ramificacion de PB; sobre R como la potencia de P; que aparece en la factorizacion de
d de P; sobre R l t de B; l t d
pR' como producto de ideales primos. Denotaremos el indice de ramificacion de 3; sobre

R por e (B;/R).

Ejemplo 6.1.3. Sea L = Q (ﬁ) y R’ la cerradura entera de Z en L. El ideal primo (2)
tiene la siguiente factorizacion en R’

2
(2)R = (\@R’) .
Por la proposicion 3.0.19 R' = 7. + 7~/2. Luego el ideal \/2R' es un ideal primo ya que

\/§R’:\/§(Z—|—Z\/§) — 27+ ZV/2.

Lo que implica
R/V2R = (2+2V2) [ (22+2V2) 2 2/22. = 2,

que es campo. Luego V2R’ es un ideal mazimal y en consecuencia primo, con indice de
ramificacion sobre Z igual a 2.

Si L/K es una extensién de campos separable, entonces R es un R - médulo finitamente
generado. Luego R'/%B es un R/p-médulo finitamente generado que contiene un subanillo
isomorfo a R/p, lo que implica que R’/B es una extensién de campos finita sobre R/p. A
la dimensién [R'/P : R/p] le llamaremos el grado relativo de 3 sobre p.

Teorema 6.1.4. Sea R un anillo de Dedekind, K su campo de cocientes, L una extension
finita y separable sobre K y R’ la cerradura entera de R en L. Sea p un ideal primo de R
y sean P, ..., Py tdeales primos de R’ y e1,...,eq enteros positivos tales que

/ __ el €g
pR_ B
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Entonces
g
Zeifi =[L:K|]=n
=1
donde
fi=[R'/Pi: R/p].
Demostracion. Consideremos la siguiente sucesion de ideales para cadai=1,...,9g

RO DOP; O--- D Py (6.1)

Dos elementos consecutivos son de la forma P y PP, donde P = P, n; < e;. Luego, el
anillo P/PP; es un R’ - mdédulo que se anula al multiplicar por elementos de PB;, por lo
tanto es un R’ /P; espacio vectorial. Los subespacios vectoriales de B /PP, son de la forma
Q/PP; donde Q es un ideal de R’ tal que PP; C Q C PV, que no es posible pues no existen
ideales propios entre B y PP;. Luego P/PP; no tiene subespacios vectoriales propios y
por lo tanto es de dimensién 1 sobre R’ /9;. Luego PB/PP; es un R/p espacio vectorial de
dimensién f; ya que [B/PBP; : R/p] = [B/PBB: : R'/Bi][R'/B; : R/p]. De la sucesién 6.1
obtenemos e; cocientes de términos consecutivos de la forma 3 /PBB;. Esto implica que la
dimensién de R'/9PB;* sobre R/p es igual a la suma de las dimensiones de estos cocientes,
es decir, e; f;. Luego por el teorema chino del residuo para anillos

g
R'/pR = P R'/B,
=1

lo que implica que [R'/pR': R/p] =Y 9_, eifi.

Como R’ es un R-médulo finitamente generado, entonces R es un Rg-médulo finita-
mente generado, donde S = R —p. Sea {x1,...,2,} un conjunto minimo generador de R
sobre Rg. Por ser R anillo de Dedekind Rg es un DVD por lo que tiene un tnico ideal
maximal (Rg)p, con p € R. Nuestro objetivo es mostrar que {x1,...,z,} es una base de
L sobre K. Si {x1,...,x,} no es linealmente independiente, entonces existe una expresién

de la forma
n

—X; = 0
= b

donde a;,b; € R b; # 0y no todas las a; = 0. Al multiplicar por %% con s € S obtenemos

S
una expresién de la forma
n
i=1

donde \; € Rg para toda i. Como Rg es DVD, entonces \; = w;p"*, con u € U(Rg)
(proposicién 4.0.21). Debido a que no todas las A; son cero, entonces podemos tomar 7y
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como la maxima potencia de p que divide a toda ;. Luego factorizando p™* obtenemos

P Y i+ upg | =0
ik
donde u; € Rg. Lo que implica
op =~y Z HiTi
ik
donde p; € Rg. Esto significa que R estd generado por menos de n elementos, lo que

contradice la eleccién que habiamos hecho del conjunto {x1,...,x,}.
Si ), Kx; es distinto de L, entonces existe y € L — ). Kx; y # 0 tal que

KyﬂZKxi:@).

L/K es una extension finita y por lo tanto algebraica, lo que implica que existe f(t) € K|[t]
moénico tal que f(y) = 0. Sea f(t) = t™ + Z?:Ol %tz con «;,3; € R, 5; # 0 para toda
i=1,....m—1y B=0y - Bm_1. Entonces

m—1 m—1
o .
0= (ym + ) 5%) B™ = (By)™ + > v(By)
i=0 i=0
donde v; € Rparatodat=1,...,m — 1.
Luego
Bye R CRy=> Rex; Y K.
i i
Lo que implica que y = 0 que contradice la eleccién de y. Por lo tanto {z1,...,x,} es una

base de L sobre K y por lo tanto n = [L : K].
Por la proposicién 2.0.10 R/p = Ry /pR, y como R, = > Ryx;, entonces

ST (R/p)T =S (Ry/pRy) T = R} /PR,

i 7

La dimensién de ), (R/p) Ti esn = [L : K]y ya mostramos que la dimensién de R /pR), =
Zle €ifi- L]

6.2. Norma de un ideal

Sea R un anillo de Dedekind, K su campo de cocientes, L una extension finita sobre K
y R’ la cerradura entera de R en L . Si x € R’, entonces por el lema 5.0.21 NL/K(.Z‘) € R.
En este capitulo utilizaremos la notacién N(x) en vez de Ny /().
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Definicién 6.2.1. Sea A un ideal de R'. La norma del ideal A es el ideal de R generado
por todos los elementos N(a) con a € A. Esto es N(A) =), .4 R(N(a)).

A continuacién demostraremos algunas propiedades.

Teorema 6.2.2. Sea R un anillo de Dedekind, K su campo de cocientes, L una extension
finita sobre K y R’ la cerradura entera de R en L. Si A, B son ideales de R’ , entonces

1. N(R'a)=R(N(a)) cona € R'.
2. Si S es un subconjunto multiplicativo de R, entonces N (As) = N(A)s.
3. N(AB) = N(A)N(B).

Demostracién. 1. Primero notemos que N(R') = R. En efecto, 1 € R, luego N(1) =
1 € N(R/). Esto implica que N(R’) = R. Luego

=Y RN(ra)=Y_ RN(r)N(a) = N(R')N(a) = RN(a).

reR’ reR’

2. Sean=[L:K]ysea%€c Agcona€ Ay s€cS. Entonces N (£) = L N(a). Luego

sn

ZR N(a ZRN (A)s.

acA acA
Para demostrar la otra contencién sea © € N(A)g. Entonces x = @ cona € Ay
s € §. Luego
N
x = Na) =s""IN (2) € N(Ag).
s s

3. Para este inciso utilizaremos el lema 4.2.2, es decir, demostraremos que para todo
ideal maximal p de R se cumple N(AB), = (N(A)N(B)),. Ry es un DVD cuyo tinico
ideal maximal es pR,. Luego R;J es la cerradura entera de R, en L, esto implica
que los tnicos ideales primos de R”g son los ideales primos de la factorizacion de
pR’ (observacion 6.1.1). Luego, por el teorema 4.1.16, R’ es DIP. Esto implica que
R’A Ay = Ryay R,B = By, = Ryb donde a,b € R,,. Luego por los incisos (1) y (2
)de este teorema

N(AB)y = N ((AB)y) = N (ApBy)
= N (RyaRyb) = N (Rjab)
= RyN(a)N(b) = RyN(a)R,N(b)
= N (Rya) N (Ryb) = N (A,) N (By)

= N(A)pN(B)py = (N(A)N(B)), -
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No demostraremos el siguiente teorema pero puede consultarse en [2] pdgina 44.

Teorema 6.2.3. Sea R un anillo de Dedekind, K su campo de cocientes, L una extension
finita sobre K y R' la cerradura entera de R en L. Sean A un ideal de R', P1,..., B,
ideales primos de R' y a1, ..., a4 enteros positivos tales que

a
A=Po .. Pl

Sea p; =P, N R y sea f; el grado relativo de B; sobre RN P;. Entonces
g
N(4) =[] wi .
i=1

Si K =Q, R=Zy Aunideal de R, entonces N(A) = (m) con m un entero. Si pedimos
m > 0, entonces este entero esta determinado de manera tnica. Llamaremos a m la norma
absoluta de A y la denotaremos por ||N(A)||. En otras palabras

N(A) = R[N (A)]
con |[N(A)| > 0.

Proposicién 6.2.4. Sea A un ideal distinto de cero de la cerradura entera R’ de 7 en una
extension finita de Q. Entonces ||N(A)|| es el nimero de elementos del anillo R'/A.

Demostracién. Sean P, ..., P, ideales primos de R’ y ay,...,a, enteros positivos tales
que

a
A= Bl

Por el Teorema Chino del Residuo
g
R/A= PR /P
i=1

De manera andloga a la demostracién del teorema 6.1.4 cada anillo de la forma EB?" /‘I&‘?"’H

es un R'/9P; espacio vectorial de dimensién uno, con 0 < b; < a;. Ademds R’ /‘Ii;“ es
isomorfo a la suma directa de estos espacios. Luego |R'/PB| = |R'/PB;|"". Ademés R'/PB;
es una extensién de grado f; sobre Z/p;Z para algin primo p;, que es un campo con p;
elementos, esto implica que R'/%; = Z];. Por lo tanto |R' /9| = p;*. Entonces |R'/PB;"| =
IR /B:|" = p?”f  y en consecuencia

g
|R//A| — Hp;lzfz
i=1
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Por el teorema 6.2.3 . g
i=1 i=1

es decir,
g
IN(A =] = |R/A|.
=1
O

Proposicién 6.2.5. Sea K = Q, L una extension finita sobre K y R’ la cerradura entera
de R=17 en L. Entonces x € U(R') si y sdlo si N(z) = +1.

Demostracion. =) Si @ € U(R'), entonces existe u € R’ tal que ux = 1. Tomando
normas tenemos que N (u)N(x) = +1, lo que implica N(z) = +1. <=) Sea f(t) = tF +
.-+ + ap el polinomio caracteristico de x. Por el lema 5.0.15 ap = £N(z) = £1. Luego
T (mk_l +-+ al) = 41. Luego u = z*~1 4+ ... 4 a; es entero sobre R ya que z es entero
sobre R. Por lo tanto u es el inverso de x en R'. O

Ejemplo 6.2.6. Por la proposicion 3.0.19 R' = Z[\/—5| es la cerradura entera de Z en
Q(v/—5) y por tanto es un anillo de Dedekind. En R' se tiene que

6=2-3=(1+v-5)(1-v-5).

Encontraremos la descomposicion en ideales primos del ideal (6) en R'. Comsideremos
el ideal p1 = <2,1+\/—5>. Claramente 6 € p1, lo que implica que p1 | (6). Ademds
1—vV-5=2- (1 + —5), esto implica que 6 € p2. Luego p? | (6). Los elementos de py

son de la forma
y=2(a+bv=5)+ (1+V=5) (c+dv-5)

con a,b,c,d € Z. Luego
y=2a+c—5d)+ (2b+d+c)V->s=1r+5sV-5

donder =2a+c—5d, s=2b+d+cyr—s=2a—6d—2b, esto es, r = s mod 2. Esto
implica que v y s son de la misma paridad, lo que nos servird para demostrar que p1 es un
ideal mazimal. Si x = m +n\/—5 & p1, entonces m es par y n es impar o bien m impar y
n par. Al tomar el cociente Z[/—5]/p1 obtenemos que sus tinicos elementos son las clases
V=5 +p1 y 0+ p1. Por lo tanto Z[/—5]/p1 es un campo y en consecuencia py es un ideal
mazximal. Mds ain |N(p1)| = 2.

Ahora consideremos el ideal py = (3,1 — \/=5). Es claro que pa | (6). Los elementos de
pa son de la forma

y:3(a+b\/j5)+(c+d\/j5) (1—Jj5)
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con a,b,c,d € Z. Luego y = (3a + ¢+ 5d) + (3b+ d — ¢) /=5 = r' + s'\/=5 donde r' + 5" =
3a+3b+6d. Esto implica que v’ +s' = 0 mod 3. Al tomar el cociente Z[\/—5]/pa obtenemos
que sus tinicos elementos son 0+ pa,/—5+p2 y 24/=5+pa. Por lo tanto Z[\/=5]/p2 es un
campo con tres elementos y en consecuencia pa es un ideal mazximal. Mds ain | N (p2) || = 3.

Ahora consideremos el ideal p3 = <3, 1+ \/TS> Es claro que p3 | (6). Los elementos de
p3 son de la forma

y:3(a+b\/—75)+(c+d\/—75) (1+\/j5)

con a,b,c,d € Z. Luegoy = (3a + ¢ — 5d)+(3b+d + ¢) /=5 = 7" +5"/=5 donde r" —s" =
3a—3b—6d. Esto implica que 7' —s' = 0 mod 3. Al tomar el cociente Z[\/—5]/p3 obtenemos
que sus tinicos elementos son 0+ p3,/—5+p3 y 2v/—5+ p3. Por lo tanto Z[\/=5]/p3 es un
campo con tres elementos y en consecuencia ps es un ideal mazximal. Mds ain | N (p3) || = 3.
Por lo tanto (6) = p? - pa - p3.
Notemos que p1 no es un ideal principal. Sip; = <2, 1+ \/—75> = <a + ﬁJj5>, entonces

N ((a+BV=5)) = (N (a+8vV=5)) = (o + 57).

Luego |N(p1)|| = 2 = a®+ 2. Esto implica que o = B = +1. Como 2 € p1, entonces existe
v+ dv =5 tal que

+2 = (v +6v=5) (1+V=5) = (v — 58) + (§ +7)V—5

o bien

+2 = (y+ 6v=5) (1= V=5) = (v + 56) + (§ — 7)V=5.

Luego § +~v =0, lo que implica § = —, lo que implica £2 = —60, es decir, 6 | 2 que no
sucede. En el otro caso tendriamos § = v y de nuevo 66 = 2.

Ahora mostraremos que R' = Z[\/—5] no es un anillo de factorizacién tinica, para eso
mostraremos que 2,3,1 + /=5 son irreducibles en R', ndtese ademds que 2 no es pri-
mo ya que 2 | (1 + /j5) (1 — \/—75) pero no divide a ninguno de estos elementos pues
de lo contrario py seria ideal principal, que no sucede como hemos visto. Las normas de
estos elementos son 4,9,6 respectivamente. Si 2 = ab con a,b € R’ — U(R'), entonces
4= N(a)N(b). Como a y b no son unidades, entonces N(a) # £1 y N(b) # £1, proposi-
cion 6.2.5. La norma de un elemento x + yv/—5 € R es de la forma z* + 4?5, lo que nos
lleva a N(b) = N(a) = 2 = 22 +4?5. Si |y| > 1, entonces % + 4?5 > 2. Por lo tanto y = 0
y en consecuencia 2 = 2 que no es posible en los enteros. Si 3 = ab con a,b € R' —U(R'),
entonces 9 = N(a)N(b). Como a y b no son unidades, entonces N(a) # 1 y N(b) # 1.
Luego N(b) = N(a) = 3 = 2% + y?5. Si |y| > 1, entonces x> + y*5 > 3. Por lo tanto y = 0
y en consecuencia x> = 3 que no es posible en los enteros. Si 3 fuera asociado de 14 /=5,
entonces 3 = u (1+£+/=5) con v € U(R'). Al tomar normas N(3) = N(u)N(1 +/=5),
luego 9 = 6 que no sucede. Andlogamente, 2 no es asociado de 1 £+/=5 ya que 2 # 6. Por
lo tanto la factorizacion no es tinica. Sin embargo, al ser R’ un anillo de Dedekind podemos
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descomponer sus ideales como producto de ideales primos de manera unica, lo cual es de
gran utilidad ya que es lo mas parecido a ser un anillo de factorizacion unica y por esta
razon comenzo el estudio de estos anillos.
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CAPITULO 6. EXTENSIONES DE ANILLOS DE DEDEKIND
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