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Introducción

El objetivo de esta tesis es ofrecer una introducción al estudio de los anillos de Dedekind,
demostrar algunas propiedades que los caracterizan y que sirven como base para un estudio
más profundo de los mismos.

El desarrollo de los anillos de Dedekind comenzó con el estudio de los campos de
números algebraicos, es decir, con extensiones de campos finitas sobre el campo de los
números racionales Q y con el subanillo de los enteros algebraicos de dicha extensión, que
son los elementos de la extensión que satisfacen un polinomio mónico con coeficientes en
Z. Muchos matemáticos dieron por hecho que estos anillos eran de factorización única y
basaron muchos de sus resultados en esta suposición, debido a que los números enteros y el
anillo de polinomios con coeficientes en un campo si son anillos de factorización única. Un de
los ejemplos más conocidos de esto último es el caso del matemático Gabriel Lamé quien en
1847 anunció a la Academia de Ciencias de Paŕıs que hab́ıa demostrado el último teorema
de Fermat. Sin embargo, su demostración estaba basada en la factorización única de los
campos ciclotómicos y Kummer hab́ıa demostrado que ésto no se cumpĺıa. Otro ejemplo
nos lo da el dominio

Z
[√
−5
]

=
{
a+ b

√
−5 | a, b ∈ Z

}
,

que no es un dominio de factorización única ya que

6 = 2 · 3 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5)

y se puede demostrar que 2, 3, 1±
√
−5 son elementos primos del dominio.

Fue aśı como Kummer y Richard Dedekind (1831-1916) introdujeron el concepto de
ideal de un anillo y Dedekind introdujo las nociones de ideal primo y demostró que en los
anillos de enteros algebraicos todo ideal es producto de un número finito de ideales primos
y que esta descomposición es única. Esta propiedad es de gran importancia pues es lo más
parecido a ser un dominio de ideales principales y compensa en cierto modo el hecho de
que los anillos de enteros algebraicos no siempre sean de factorización única.

En algunos textos definen a un anillo de Dedekind como un dominio entero noethe-
riano, enteramente cerrado, es decir, que todo elemento que es ráız de un polinomio con
coeficientes en el dominio pertenece éste mismo, y en el que todo ideal primo es maximal.
No es dif́ıcil ver que el anillo de los números enteros es un anillo de Dedekind pues es un

v



vi INTRODUCCIÓN

dominio de ideales principales y más adelante demostraremos que los anillos de enteros
algebraicos también son anillos de Dedekind . Sin embargo en esta tesis daremos otra defi-
nición, y posteriormente demostraremos que son equivalentes, que nos permitirá enunciar
y demostrar algunos resultados no sólo para campos de caracteŕıstica cero, como lo son los
campos de números algebraicos.

Entre las propiedades más importantes de los anillos de Dedekind que se demostrarán
en esta tesis son que todo ideal puede descomponerse como producto de ideales primos
de manera única. Este hecho y el constante trabajo que se realiza entre los anillos de
enteros algebraicos y su correspondiente campo de cocientes nos permite generalizar el
concepto de ideal al de ideal fraccionario. Los ideales fraccionarios tienen la propiedad
de formar un grupo multiplicativo y permiten determinar qué tan cerca está un anillo de
Dedekind de ser un dominio de ideales principales y en consecuecnia de factorización única,
lamentablemente esto último no lo veremos en esta tesis.

Uno de los teoremas que se demostrarán en esta tesis es que dado un anillo de Dedekind,
su cerradura entera en una extensión de su campo de cocientes es también un anillo de
Dedekind. A partir de aqúı podemos generalizar el concepto de la norma de un elemento
en un campo numérico al de norma de un ideal y además podemos demostrar que es
multiplicativa.

La importancia de los anillos de Dedekind se debe a que en la práctica es dif́ıcil encontrar
anillos de factorización y todav́ıa más dif́ıcil es que esta factorización sea única, sin embargo
los anillos de Dedekind al ser noetherianos resultan ser de factorización y aunque no todos
son de factorización única existen resultados que caracterizan a los que śı lo son, estos
resultados no se demostrarán pero tenemos, por ejemplo, que en extensiones cuadráticas
de los racionales Q[

√
d] donde de d es libre de cuadrados y negativa, se tiene factorización

única solamente en los casos d = −1,−2,−3,−7,−11 (véase la referencia [4], caṕıtulo 4,
sección 7).

En el caso de teoŕıa algebraica de números, los anillos de Dedekind permiten obte-
ner todas las soluciones a ciertas ecuaciones diofantinas y estudiar la ley de reciprocidad
cuadrática.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Para el desarrollo de esta tesis suponemos conocidos algunos conceptos y resultados
básicos de teoŕıa de anillos, extensiones de campos y teoŕıa de módulos. A continuación,
enunciaremos los conceptos y resultados que serán utilizados con mayor frecuencia y que
vale la pena ser mencionados.

Cabe aclarar que en este trabajo cuando hablemos de un anillo R nos estaremos refi-
riendo, a menos que se especifique lo contrario, a un anillo conmutativo con unidad.

1.1. Ideales primos e ideales maximales

Empezaremos enunciando el teorema de correspondencia para anillos conmutativos.

Teorema 1.1.1. Sea I un ideal propio de un anillo conmutativo R. Entonces el homomor-
fismo natural π : R→ R/I dado por π(r) = r +R/I induce una correspondencia biyectiva
entre los ideales de R que contienen a I y los ideales de R/I, dada por

π′(a) = a+ I

con a ∈ J . Además todo ideal del anillo cociente R/I es de la forma J/I para un único
ideal J de R que contiene a I.

Definición 1.1.2. Decimos que un ideal I de un anillo R es un ideal primo si I 6= R y
ab ∈ I implica a ∈ I o b ∈ I.

Observación 1.1.3. Un anillo R es un dominio entero si y sólo si el ideal 〈0〉 es un ideal
primo. En efecto, R es dominio entero si y sólo si ab = 0 implica que a = 0 o b = 0, es
decir, ab ∈ 〈0〉 implica a ∈ 〈0〉 o b ∈ 〈0〉.

Definición 1.1.4. Decimos que un ideal I de un anillo R es ideal maximal si I 6= R y si
J es un ideal de R tal que I ⊆ J ⊆ R, entonces I = J o J = R.

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Observación 1.1.5. El ideal J/I del anillo R/I es un ideal primo si y sólo si J es ideal
primo de R tal que I ⊆ J ⊆ R.

Demostración. Sean a+I, b+I ∈ R/I tales que (a+ I) (b+ I) ∈ J/I. Esto es ab+I ∈ J/I,
lo que implica que ab ∈ J que es un ideal primo. Luego a ∈ J o b ∈ J . Por lo tanto
a + I ∈ J/I o b + I ∈ J/I. Inversamente, sean a, b ∈ R tales que ab ∈ J . Entonces
(a+ I) (b+ I) = ab + I ∈ J/I. Luego a + I ∈ J/I o b + I ∈ J/I ya que J/I es un ideal
primo. Por lo tanto a ∈ J o b ∈ J .

Observación 1.1.6. El ideal J/I del anillo R/I es un ideal maximal si y sólo si J es un
ideal maximal de R que contiene a I.

Demostración. Sea A ideal de R tal que I ⊆ J ⊆ A ⊆ R. Entonces J/I ⊆ A/I ⊆ R/I.
Como J/I es ideal maximal, entonces J/I = A/I o A/I = R/I. Luego J = A o A = R.
Inversamente sea A/I ideal de R/I tal que J/I ⊆ A/I ⊆ R/I. Esto implica que I ⊆ J ⊆
A ⊆ R. Luego J = A o A = R ya que J es ideal maximal.

Proposición 1.1.7. Un ideal I de un anillo R es ideal primo si y sólo si R/I es un
dominio entero.

Demostración. =⇒) Sean a + I, b + I ∈ R/I tales que I = (a+ I) (b+ I) = ab + I. Esto
implica que ab ∈ I y como I es un ideal primo, entonces a ∈ I o b ∈ I, luego I = a + I o
I = b+ I.

Por lo tanto R/I es un dominio entero.

⇐=) Sean a, b ∈ R tales que ab ∈ I. Luego I = ab+ I = (a+ I)(b+ I), y por ser R/I
un dominio entero, entonces I = a+ I o I = b+ I, lo que significa a ∈ I o b ∈ I.

Por lo tanto I es un ideal primo.

Proposición 1.1.8. Un anillo R es un campo si y sólo si sus únicos ideales son 〈0〉 y él
mismo.

Demostración. =⇒) Sea I 6= 〈0〉 un ideal de R. Entonces existe a ∈ I tal que a 6= 0, como
R es campo existe a−1 ∈ R y por ser I un ideal aa−1 = 1 ∈ I. En consecuencia I = R.

⇐=) Sea R un anillo cuyos únicos ideales son el ideal 〈0〉 y él mismo. Sea a ∈ R tal
que a 6= 0, esto implica que el ideal 〈a〉 = {ra|r ∈ R} = R, por lo que existe r ∈ R tal que
ra = 1.

Por lo tanto R es campo.

Proposición 1.1.9. Un ideal I de un anillo R es maximal si y sólo si R/I es campo.

Demostración. =⇒) Supongamos que I es ideal maximal de R. Para demostrar que R/I
es campo demostraremos que los únicos ideales que posee son el ideal

〈
0
〉

y él mismo.
Por el teorema de la correspondencia sea J/R un ideal de R/I, J es un ideal de R tal
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que I ⊆ J ⊆ R, pero como I es maximal, entonces I = J o J = R. Luego J/I =
〈
0
〉

o
J/I = R/I.
⇐=) Sea J ideal de R tal que I ⊆ J ⊆ R, entonces J/I es un ideal de R/I que como es

campo, por la proposición 1.1.8, J/I =
〈
0
〉

o J/I = R/I. Esto implica que J = I o J = R.
Por lo tanto I es un ideal maximal.

Teorema 1.1.10. Todo anillo R no trivial tiene al menos un ideal maximal.

Demostración. Para la demostración de este teorema utilizaremos el lema de Zörn. Sea

J = {I|I ideal propio de R}

(J,⊆) es un conjunto parcialmente ordenado. Notemos que J 6= ∅ pues el ideal cero per-
tenece a J. Sea C = {Aα}α∈Λ una cadena de ideales en J y A =

⋃
Aα. Es claro que A es

cota superior de C = {Aα}. A continuación mostraremos que A es un ideal propio de R. Si
a, b ∈ A, entonces existen Aα y Aβ ideales de R en C tales que a ∈ Aα y b ∈ Aβ; sin pérdida
de generalidad podemos suponer que Aα ⊆ Aβ, por lo que a ∈ Aβ, luego a + b ∈ Aβ ⊆ A
pues Aβ es ideal de R . Ahora sea r ∈ R y a ∈ A. Entonces existe Aα ideal de R en C tal
que a ∈ Aα y por lo tanto ra ∈ Aα ⊆ A. Finalmente 0 ∈ A pues 0 ∈ Aα para toda α. Si
se tuviese que A = R, se tendŕıa que 1 ∈ Aα para alguna α y en consecuencia Aα = R, lo
cual no es posible pues Aα es ideal propio para toda α. Por lo tanto, A ∈ J.

Luego J tiene un elemento maximal.

Corolario 1.1.11. Todo ideal I de un anillo R está contenido en un ideal maximal.

Demostración. Por el teorema anterior R/I tiene al menos un ideal maximal J/I. Notemos
que J es un ideal maximal de R que contiene a I, pues si Q es un ideal de R tal que I ⊆
J ⊆ Q ⊆ R, entonces J/I ⊆ Q/I ⊆ R/I y como J/I es ideal maximal, entonces J/I = Q/I
o Q/I = R/I, lo que implica J = Q o Q = R por el teorema de la correspndencia.

1.2. Dominios de Factorización Única y Dominios Noethe-
rianos

Sea D un dominio entero. Denotaremos por U(D) al conjunto de los elementos con
inverso multiplicativo en D, es decir,

U(D) =
{
u ∈ D | existe u−1 ∈ D tal que uu−1 = 1

}
Definición 1.2.1. Sean a, b ∈ D. Decimos que a divide a b, y lo denotaremos por a | b, si
existe c ∈ D tal que ac = b.

Definición 1.2.2. Decimos que p ∈ D es irreducible si p 6= 0, p /∈ U(D) y si p = ab,
entonces a ∈ U(D) o b ∈ U(D).
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Definición 1.2.3. Decimos que p ∈ D es primo si p 6= 0, p /∈ U(D) y si p | ab, entonces
p | a o p | b.

Definición 1.2.4. Decimos que a, b ∈ D son asociados si existe u ∈ U(D) tal que b = ua.

Sea R un anillo y a ∈ R. Denotaremos por 〈a〉 al ideal generado por a, es decir,
〈a〉 = {ra | r ∈ R}. Un ideal es principal si I = 〈a〉.

Proposición 1.2.5. Sea D un dominio entero y sean a, b ∈ D. Entonces

1. a | b y b | a si y sólo si a y b son asociados.

2. a | b si y sólo si 〈b〉 ⊆ 〈a〉.

3. 〈a〉 = 〈b〉 si sólo si a y b son asociados.

4. a ∈ U(D) si y sólo si 〈a〉 = D.

5. El ideal principal I =< a > es primo si y sólo si a es primo.

6. a ∈ D es un elemento irreducible si y sólo si el ideal 〈a〉 es maximal en el conjunto
de ideales principales propios de D.

Demostración. 1. =⇒) a | b y b | a implica que a = sb y b = ra con s, r ∈ D. Luego
a = sra y como D es un dominio entero, entonces (1 − sr)a = 0, si a = 0, entonces
b = 0 y el resultado es trivial, de lo contrario sr = 1, es decir, s, r ∈ U(D). Por lo
tanto a y b son asociados.

⇐=) Supongamos que a y b son asociados. En consecuencia existe u ∈ U(D) tal que
a = ub y por tanto au−1 = b. Luego a | b y b | a.

2. =⇒) Si a | b, entonces as = b para alguna s ∈ D, por lo que 〈b〉 ⊆ 〈a〉.
⇐=) Ahora, si 〈b〉 ⊆ 〈a〉, entonces b = sa y de ah́ı que a | b.

3. Por el inciso (2), 〈a〉 = 〈b〉 si y sólo si a | b y b | a y esto último ocurre si y sólo si a
y b son asociados, por el inciso (1).

4. =⇒) Como a ∈ U(D) entonces existe u ∈ D tal que au = 1. Sea r ∈ D. Entonces
r = aur = a(ur) ∈ 〈a〉.
⇐=) Como 〈a〉 = D existe u ∈ D tal que ua = 1.

5. =⇒) Sean c, b ∈ D tales que a | cb. Entonces cb ∈< a >= I y como I es un ideal
primo entonces c ∈ I o b ∈ I. Luego a | c o a | b y por lo tanto a es primo.

⇐=) Sean c, b ∈ D tales que cb ∈ I. En consecuencia a | cb y por ser a primo, entonces
a | c o a | b. Luego c ∈ I o b ∈ I y por lo tanto I es in ideal primo.
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6. =⇒) Supongamos a irreducible y b ∈ D tal que 〈a〉 ( 〈b〉. Entonces a = sb para
alguna s ∈ D y esto implica que s ∈ U(D) o b ∈ U(D). Pero si s ∈ U(D), entonces
se tendŕıa que 〈a〉 = 〈b〉 que no es el caso. Luego b ∈ U(D) y por lo tanto 〈b〉 = D.

⇐=) Supongamos 〈a〉 maximal en el conjunto de ideales principales propios de D y
supongamos que a = bc, donde b, c /∈ U(D). Entonces 〈a〉 ( 〈b〉 ( D, pues b, c no son
unidades lo que contradice la maximalidad de 〈a〉.

Proposición 1.2.6. Sea D un dominio entero y p ∈ D. Si p es primo, entonces p es
irreducible.

Demostración. Sean a, b ∈ D tales que p = ab, en consecuencia 〈p〉 ⊆ 〈a〉 y 〈p〉 ⊆ 〈b〉.
Por otro lado ab ∈ 〈p〉 que es un ideal primo pues p es primo, por lo tanto a ∈ 〈p〉 o
b ∈ 〈p〉 y por lo tanto 〈a〉 ⊆ 〈p〉 o 〈b〉 ⊆ 〈p〉. Luego a es asociado de p o b es asociado
de p (pproposición 1.2.5 inciso 3), es decir, a ∈ U(D) o b ∈ U(D). Por lo tanto p es
irreducible.

En general, un elemento irreducible no es primo, véase el ejemplo 6.2.6.

Definición 1.2.7. Sea D un dominio entero. Decimos que D es un dominio de factori-
zación si para toda r ∈ D, r /∈ U(D) y r 6= 0, existen p1, p2, . . . , pn elementos irreducibles
de D tales que r = p1p2 . . . pn.

Definición 1.2.8. Sea D un dominio entero. Decimos que D es un dominio de facto-
rización única (DFU) si

1. D es de factorización

2. La expresión de cada r ∈ D, r /∈ U(D) y r 6= 0 como producto de irreducibles es
única. Es decir, si r = p1p2 . . . pn = q1q2 . . . qm donde piy qj son irreducibles para
toda i y para toda j, entonces n = m y cada pi es asociado de qj, para alguna j.

Los ejemplos que hasta el momento conocemos de DFU son:

Ejemplo 1.2.9. El anillo de enteros Z.

Ejemplo 1.2.10. El anillo de polinomios K[x] con coeficientes en un campo K.

Definición 1.2.11. Sea I ideal de un anillo conmutativo R. Decimos que I es finitamente
generado si existen a1, a2, . . . , an ∈ I tales que para toda a ∈ I, se tiene que

a =

n∑
i=1

riai

donde ri ∈ R para toda i = 1, . . . , n.
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Definición 1.2.12. Decimos que un anillo conmutativo R es noetheriano si todo ideal
de R es finitamente generado.

Definición 1.2.13. Decimos que un dominio D es de ideales principales (DIP) si todo
ideal I de D es principal.

Como ejemplo de ideales noetherianos tenemos a los DIP.
El siguiente teorema es de gran importancia, pues nos permite describir a los anillos

noetherianos de diferentes maneras.

Teorema 1.2.14. Sea R un anillo conmutativo. Entonces son equivalentes:

1. R es noetheriano

2. Toda cadena ascendente de ideales I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ In ⊆ · · · se detiene. Es decir,
existe n ∈ N tal que In = In+k, para toda k ∈ N.

3. Todo conjunto no vaćıo de ideales de R, tiene un elemento maximal.

Demostración. 1) =⇒ 2) Supongamos que R es noetheriano y sea I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ In ⊆ · · ·
una cadena ascendente de ideales de R. Sea I =

⋃
Ij . En la demostración del teorema

1.1.10, mostramos que I es un ideal de R por lo que existen aj1 , aj2 , . . . , ajn ∈ I tales que
I = 〈aj1 , aj2 , . . . , ajn〉, ya que R noetheriano. Luego, existen Ij1 , Ij2 , . . . , Ijn ideales tales
que aji ∈ Iji , para toda i ∈ {1, 2, . . . , n}. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que Ijr ⊆ Ijs , si r ≤ s. Esto implica que Iji ⊆ Ijn para toda i ∈ {1, 2, . . . , n}, por lo que
aji ∈ Ijn para toda i. Por consiguiente

I = 〈aj1 , aj2 , . . . , ajn〉 ⊆ Ijn ⊆ I.

Luego Ijn = I y para toda k ∈ N se tiene que Ijn ⊆ Ijn+k
⊆ I = Ijn .

2) =⇒ 3) Sea J 6= ∅ un conjunto de ideales de R y supongamos que no tiene elementos
maximales. Si I0 ∈ J, como J no tiene elementos maximales, entonces existe I1 ∈ J tal que
I0 ( I1, luego existe I2 ∈ J tal que I1 ( I2 y aśı constrúımos recursivamente una cadena
ascendente de ideales I0 ( I2 ( · · · In ( · · · que no se detiene, lo cual contradice nuestra
hipótesis.

3) =⇒ 1) Supongamos queR no es noetheriano, entonces existe I ideal deR tal que no es
finitamente generado. Esto implica que si {a1, a2, . . . , an} ⊆ I, entonces 〈a1, a2, . . . , an〉 ( I.
Sea

J = {〈a1, a2, . . . , an〉 | {a1, . . . , an} ⊆ I, n ∈ N− {0}}
J es un conjunto de ideales de R distinto del vaćıo y por lo tanto posee un elemento maximal
J = 〈b1, b2, . . . , bn〉. Como J ∈ J, entonces existe a ∈ I − J y esto implica que

J ( 〈b1, b2, . . . , bn, a〉 ∈ J

lo cual contradice que J es maximal. Por lo tanto todo ideal de R es finitamenete generado.
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Teorema 1.2.15. Si D es un dominio entero noetheriano, entonces D es un dominio de
factorización.

Demostración. Sea a ∈ D − {0}. Si a es irreducible, entonces ya está expresada como un
producto finito de irreducibles. Supongamos que a no es irreducible y que no se puede
expresar como producto de un número finito de irreducibles, entonces existen b1, a1 ∈ D−
U(D) tales que a = b1a1, pero como a no es producto de un número finito de irreducibles,
entonces al menos uno de estos dos elementos, digamos a1, no es producto de un número
finito de irreducibles, por lo tanto existen b2, a2 ∈ D − U(D) tales que a1 = b2a2, pero
como a1 no es producto de un número finito de irreducibles, entonces al menos uno de
estos dos elementos , digamos a2, no es producto de un número finito de irreducibles. Lo
cual implica que 〈a〉 ( 〈a1〉 ( 〈a2〉.

Procediendo recursivamente obtenemos una cadena estricta ascendente de ideales que
no se detiene

〈a〉 ( 〈a1〉 ( 〈a2〉 ( · · · 〈an〉 ( · · ·

lo cual contradice que D es un anillo noetheriano. Por lo tanto todo elemento de D − {0}
es producto de un número finito de irreducibles.

Teorema 1.2.16. Sea D un dominio de factorizacón. Entonces D es DFU si y sólo si
todo elemento irreducible es primo.

Demostración. =⇒) Sea p ∈ D un elemento irreducible y supongamos que p | ab. Esto
implica que pr = ab para alguna r ∈ D. Como D es dominio de factorización, entonces

pr1r2 · · · rk = a1a2 · · · anb1b2 · · · bm

donde rl, ai, bj son irreducibles. Por ser D un DFU, p es asociado de alguna ai o de alguna
bj , por lo tanto p | a o p | b. Luego p es primo.
⇐=) Sea a ∈ D y supongamos que a = p1 · · · pn = q1 · · · qm donde pi, qj son elementos

irreducibles. Primero mostraremos que cada pi es asociado de alguna qj . En efecto, como
pi | q1 · · · qm y pi es primo, entonces pi | qj , para alguna j, al ser qj irreducible se tiene que
pi = uqj con u ∈ U(D).

Demostraremos que n = m por inducción sobre k = máx {n,m}. Para k = 1 la afir-
mación es obvia. Para k = 2 supongamos que n < m, entonces tendŕıamos p1 = q1q2.
Supongamos que p1 y q1 son asociados, luego p1 = up1q2. Cancelando p1 en ambos lados
tendŕıamos 1 = uq2, lo cual implica que q2 ∈ U(D), que no es posible pues es irreducible.
Por lo tanto m = n.

Supongamos que es válido para n− 1. Sea a = p1 · · · pn = q1 · · · qm, bajo un reordena-
miento de los ı́ndices podemos suponer que p1 y q1 son asociados, por lo que p1 · · · pn =
up1 · · · qm. Cancelando p1 en ambos lados, se tiene que p2 · · · pn = uq2 · · · qm y por hipótesis
de inducción n− 1 = m− 1 y por lo tanto n = m.

Teorema 1.2.17. Si D es dominio de ideales principlaes (DIP ), entonces D es DFU .
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Demostración. Como D es DIP, entonces es noetheriano y por el teorema 1.2.15 es dominio
de factorización. Utilizaremos el teorema 1.2.16 para mostrar que es DFU. Sea p ∈ D un
elemento irreducible, supongamos que p | ab y que p - a, esto implica que a /∈ 〈p〉. Como p
es irreducible, entonces 〈p〉 es ideal maximal en el conjunto de ideales principales (por la
proposición 1.2.5 6), por lo que es un ideal maximal de D. En consecuencia 〈p〉 ( 〈p, a〉,
lo cual implica que 〈p, a〉 = D, por lo tanto existen r, s ∈ D tales que 1 = pr + as y
multiplicando por b se tiene que b = bpr+abs. Por lo tanto p | b, pues p | br y p | ab. Luego
p es primo y D es DFU.

1.3. Extensiones de campos

En lo que resta del caṕıtulo k denotará un campo.

Definición 1.3.1. Decimos que un campo K es una extensión sobre un campo k, si k es
un subcampo de K. Denotaremos por K/k a una extensión de K sobre k.

Sea K/k una extensión de campos y sea S ⊆ K. Denotaremos por k(S) al mı́nimo
subcampo de K que contiene tanto a k como a S. Si S = {a1, . . . , an} utilizaremos la
siguiente notación k(S) = k(a1, . . . , an).

Observación 1.3.2. Ya que la intersección de subcampos de K es un subcampo de K, no
es dif́ıcil ver que k(S) es la intersección de todos los subcampos de K que contienen tanto a
S como a k. Además K es un k-espacio vectorial y denotaremos por [K : k] a la dimensión
de K sobre k.

Definición 1.3.3. Decimos que una extensión de campos K/k es finita si [K : k] es finita.

Sea K/k una extensión de campos y sea a ∈ K. Consideremos el subanillo de K

k[a] = {f(a) | f(x) ∈ k[x]} .

Como k(a) es el mı́nimo subcampo que contiene tanto a k como a, entonces k(a) es el
campo de cocientes de k[a], es decir,

k(a) =

{
f(a)

g(a)
| f(x), g(x) ∈ k[x], g(a) 6= 0

}
Definición 1.3.4. Sea K/k una extensión de campos. Decimos que a ∈ K es algebraico
sobre k, si existe un polinomio f(x) ∈ k[x] distinto de cero tal que f(a) = 0. Decimos que
K/k es una extensión algebraica si todo elemento de K es algebraico sobre k.

Teorema 1.3.5. Si K/k es una extensión finita, entonces es algebraica.
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Demostración. Por definición de extensión finita, se tiene que [K : k] = n, n ∈ N. Esto
implica que para toda a ∈ K, el conjunto {1, a, . . . , an} es linealmente dependiente, es
decir, existen c0, . . . , cn ∈ k tales que c0 + c1a+ · · ·+ cna

n = 0, donde al menos uno de los
ci 6= 0. Por lo tanto, a es ráız del polinomio f(x) = c0 + · · ·+ cnx

n.

Teorema 1.3.6. Sean K/k una extensión de campos y a ∈ K algebraico sobre k. Entonces
existe un único polinomio mónico e irreducible p(x) ∈ k[x] tal que p(a) = 0. Además si
g(x) ∈ k[x] es tal que g(a) = 0, entonces p(x) | g(x). Más aún, k(a) = k[a] y para cada
f(a) ∈ k[a], existe un único t(x) ∈ k[x] tal que t(x) = 0 o grt(x) < grp(x) y f(a) = t(a).

Demostración. Definamos el homomorfismo φ : k[x] −→ k[a], dado por φ(f(x)) = f(a).
Como a es algebraico, entonces kerφ 6= 〈0〉 y como k[x] es DIP, entonces kerφ = 〈p(x)〉.
No es dif́ıcil ver que φ es suprayectiva pues si f(a) ∈ k[a] entonces φ(f(x)) = f(a), luego
por el primer teorema de isomorfismos k[x]/ 〈p(x)〉 ∼= k[a], lo que implica que k[x]/ 〈p(x)〉
es un dominio entero. En consecuencia 〈p(x)〉 es un ideal primo, por lo que p(x) es primo
y en consecuencia p(x) es irreducible en k[x]; además podemos considerar p(x) mónico. Si
g(x) ∈ k[x] es tal que g(a) = 0, entonces g(x) ∈ kerφ y por lo tanto p(x) | g(x).

Ahora, p(x) irreducible en k[x] implica que 〈p(x)〉 es ideal maximal, por lo que k[x]/ 〈p(x)〉
es campo. Luego k[a] es campo y por lo tanto k(a) = k[a].

Sea f(a) ∈ k[a], con f(x) ∈ k[x]. Por el algoritmo de la división para polinomios
existen q(x), t(x) ∈ k[x] tales que f(x) = p(x)q(x) + t(x) donde t(x) es único y t(x) = 0 o
grt(x) < grp(x), por lo que f(a) = t(a). Luego

k(a) = {t(a) | grt(x) < grp(x) o t(x) = 0} .

Denotaremos por Irr(k, a) al polinomio mónico irreducible con coeficientes en k del
teorema anterior y que tiene a a como ráız.

Corolario 1.3.7. Sea K/k una extensión y sea a ∈ K algebraico sobre k. Entonces k(a)
es una extensión finita y por lo tanto algebraica, además [k(a) : k] = grIrr(k, a).

Demostración. Sea Irr(k, a) = p(x) de grado n. El conjunto
{

1, a, . . . , an−1
}

es una base
para k(a). En efecto, es generador ya que por el teorema anterior

k(a) = {t(a) | grt(x) < grp(x) o t(x) = 0}

y es un connjunto linealmente independiente pues p(x) es el polinomio de grado mı́nimo
que tiene a a como ráız.
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1.4. Campos de descomposición y extensiones normales

Definición 1.4.1. Sean K y L extensiones de k. Decimos que K y L son k − isomorfos
si existe un isomorfismo σ : K → L tal que σ(a) = a para toda a ∈ k.

Teorema 1.4.2. Sea K/k una extensión y sean a, b ∈ K tales que Irr(k, a) = Irr(k, b).
Entonces k(a) y k(b) son k− isomorfos. Es más, existe un k− isomorfismo σ : k(a) −→
k(b) tal que σ(a) = b.

Demostración. Definamos la función σ : k(a) −→ k(b) de la siguiente forma: sea t(a) ∈
k(a), donde, t(x) ∈ k[x] y t(x) = 0 o grt(x) < grIrr(k, a) = p(x), definimos

σ(t(a)) = t(b).

Primero mostraremos que está bien definida: Sean t(a), s(a) ∈ k(a) tales que t(a) = s(a)
donde t(x) = 0 o grt(x) < grp(x) y s(x) = 0 o grs(x) < grp(x). Entonces t(a)− s(a) = 0
y esto implica que p(x) | t(x) − s(x) y además gr (t(x)− s(x)) < grp(x) , por lo tanto
t(b) − s(b) = 0 y t(b) = s(b). Ahora mostraremos que σ es un isomorfismo. Si t(a), s(a) ∈
k(a), entonces gr (t(x) + s(x)) < grp(x) y por lo tanto

σ(t(a) + s(a)) = t(b) + s(b)

= σ(t(a)) + σ(s(a)).

Sean q(x), h(x) ∈ k[x], tales que t(x)s(x) = q(x)p(x) + h(x) con grh(x) < grp(x). Esto
implica que t(a)s(a) = q(a)p(a) + h(a) y como p(a) = 0, entonces t(a)s(a) = h(a) ∈ k(a).
Aśı,

σ(t(a)s(a)) = σ(h(a))

= h(b)

= t(b)s(b)

= σ(t(a))σ(s(a)).

Claramente σ es suprayectiva y es inyectiva ya que si t(b), s(b) ∈ k(b) son tales que t(b) =
s(b), entonces t(b)−s(b) = 0, esto implica que p(x) | t(x)−s(x), por lo tanto t(a)−s(a) = 0
y t(a) = s(a). Finalmente, σ(c) = c para todo c ∈ k y si consideramos el polinomio
q(x) = x ∈ k[x], entonces σ(a) = σ(q(a)) = q(b) = b.

Teorema 1.4.3. Sea p(x) ∈ k[x] no constante e irreducible. Entonces existe una extensión
K de k que contiene una ráız de p(x). Si K y L son extensiones de k que contienen ráıces
a y b de p(x) respectivamente, entonces existe un k − isomorfismo σ : k(a) −→ k(b) tal
que σ(a) = b.
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Demostración. Sea K = k[x]/ 〈p(x)〉, el cual es campo pues p(x) es irreducible. Demostra-
remos que K es dicha extensión, primero mostraremos que el homomorfismo i : k ↪→ K
dado por i(a) = a+〈p(x)〉 es inyectivo y por lo tanto podemos ver a k como un subcampo de
K, identificando cada elemento a de k con a+〈p(x)〉 de K . Sean a+〈p(x)〉 , b+〈p(x)〉 ∈ K
tales que a + 〈p(x)〉 = b + 〈p(x)〉, esto pasa si y sólo si a − b ∈ 〈p(x)〉, lo que implica que
p(x) | a− b, lo cual es posible si y sólo si a = b ya que p(x) no es constante. Por lo tanto K
es una extensión de k. Ahora sea x = x+ 〈p(x)〉 ∈ K y p(x) = anx

n + · · ·+ a0. Entonces,

p(x) = anx
n + · · · a1x+ a0

= an · xn + · · · a1 · x+ a0

= p(x)

= 0.

Por lo tanto K tiene una ráız de p(x). La demostración de la otra parte del teorema es por
el teorema 1.4.2.

Definición 1.4.4. Decimos que f(x) ∈ k[x] se descompone en K[x], donde K es una
extensión de campos sobre k, si

f(x) = c(x− a1) · · · (x− an)

donde c, a1, a2, . . . , an ∈ K.

Definición 1.4.5. Sea f(x) ∈ k[x]. Decimos que una extensión K/k es un campo de
descomposición de f(x) sobre k, si f(x) se descompone en K[x] y K = k(a1, a2, . . . , an).

Demostraremos la existencia de un campo de descomposición para cualquier polinomio.
Pera eso utilizaremos los siguientes lemas:

Lema 1.4.6. Si k y k′ son campos isomorfos, entonces k[x] y k′[x] son isomorfos.

Demostración. Sea σ el isomorfismo entre k y k′. Definamos σ : k[x] −→ k′[x] dado por
σ(anx

n + · · · + a0) = σ(an)xn + · · · + σ(a0). Sean anx
n + · · · + a0, bmx

m + · · · + b0 ∈ k[x]
con m ≥ n, entonces

σ((anx
n + · · ·+ a0) + (bmx

m + · · ·+ b0)) = σ(bmx
m + · · ·+ (an + bn)xn + · · ·+ (a0 + b0))

= σ(bm)xm + · · ·+ σ(an + bn)xn + · · ·+ σ(a0 + b0)

= σ(bm)xm + · · ·+ σ(an)xn + σ(bn)xn + · · ·+ σ(a0) + σ(b0)

= σ(anx
n + · · ·+ a0) + σ(bmx

m + · · ·+ b0)
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σ((anx
n + · · ·+ a0) · (bmxm + · · ·+ b0)) = σ

n+m∑
k=0

 ∑
i+j=k

aibj

xk


=

n+m∑
k=0

σ

 ∑
i+j=k

aibj

xk

=
n+m∑
k=0

 ∑
i+j=k

σ (aibj)

xk

=
n+m∑
k=0

 ∑
i+j=k

σ(ai)σ(bj)

xk

= (σ(an)xn + · · ·+ σ(a0)) · (σ(bm)xm + · · ·+ σ(b0))

= σ(anx
n + · · ·+ a0) · σ(bmx

m + · · ·+ b0).

De ah́ı que σ sea un homomorfismo. Es inyectivo, ya que si σ(anx
n + · · · + a0) = 0,

entonces σ(an)xn + · · ·+ σ(a0) = 0, lo que implica que σ(ai) = 0 para toda i, y como σ es
isomorfismo, entonces ai = 0. Claramente en un homomorfismo suprayectivo ya que σ es
suprayectiva.

Lema 1.4.7. Sea σ : k −→ k′ un isomorfismo de campos. Si p(x) ∈ k[x] es un polinomio
irreducible, entonces σ(p(x)) ∈ k′[x] es un polinomio irreducible. Si a ∈ K ráız de p(x) y
b ∈ L es una ráız de σ(p(x)), entonces existe un isomorfismo φ : k(a) −→ k′(b), tal que
φ |k= σ y φ(a) = b.

Demostración. Por el lema anterior k[x] ∼= k′[x]. Para fines prácticos denotaremos por
(σp)(x), donde p(x) ∈ k[x], al homomorfismo σ(p(x)) del lema 1.4.6. Definamos el homo-
morfismo φ : k(a) −→ k′(b) de la siguiente forma: para q(a) ∈ k(a), donde q(x) ∈ k[x] y
q(x) = 0 o grq(x) < grIrr(k, a) = p(x), sea

φ(q(a)) = (σq)(b).

Sean (σf)(x), (σg)(x) ∈ k′[x] tales que (σp)(x) = (σf)(x)(σg)(x), lo que implica que
p(x) = f(x)g(x), luego f(x) es constante o g(x) es constante, ya que p(x) es irreducible y
como σ(c) ∈ k′ para todo c ∈ k, entonces (σf)(x) es constante o (σg)(x) es constante. Por
lo tanto (σp)(x) es irreducible en k′[x]. Ahora mostraremos que φ es un isomorfismo. Sean
t(a), s(a) ∈ k(a), entonces gr (t(x) + s(x)) < grp(x) y por lo tanto

φ(t(a) + s(a)) = φ((t+ s)(a))

= (σ(t+ s))(b)

= (σ(t) + σ(s))(b)

= (σt)(b) + (σs)(b)

= φ(t(a)) + φ(s(a)).
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Sean q(x), h(x) ∈ k[x], tales que t(x)s(x) = q(x)p(x) + h(x) con grh(x) < grp(x), esto
implica que t(a)s(a) = q(a)p(a) + h(a) y como p(a) = 0, entonces t(a)s(a) = h(a) ∈ k(a).
Aśı,

φ(t(a)s(a)) = φ(h(a))

= (σh)(b)

= (σt)(b)(σs)(b)

= φ(t(a))φ(s(a)).

Es un homomorfismo suprayectivo ya que σ es un isomorfismo. Es inyectivo pues si
(φt)(b), (φs)(b) ∈ k′(b) son tales que (φt)(b) = (φs)(b), entonces (φt − φs)(b) = (φ(t −
s))(b) = 0, esto implica que (σp)(x) | (φ(t − s))(x), por lo tanto p(x) | (t − s)(x), lo
que implica que (t − s)(a) = 0 y t(a) = s(a). Finalmente, para todo c ∈ k, se tiene que
φ(c) = (σc)(b) = σ(c)(b) = σ(c) y si consideramos el polinomio q(x) = x ∈ k[x], entonces

φ(a) = φ(q(a)) = (σq)(b) = b.

Teorema 1.4.8. Todo polinomio no constante f(x) ∈ k[x] tiene un campo de descom-
posición sobre k y cualesquiera dos campos de descomposición de f(x) sobre k son k −
isomorfos.

Demostración. Para demostrar que existe un campo de descomposición de un polinomio
f(x) ∈ k[x], basta con demostrar que existe una extensión K de k que contiene todas las
ráıces de f(x), el campo de descomposición que buscamos es el subcampo de K que se
obtiene al agregar todas las ráıces de f(x) a k.

Sea n = grf(x), haremos la demostración por inducción sobre n. Si n = 1, es claro que
K = k. Supongamos que para todo polinomio de grado mayor que 1 y menor que n con
coeficientes en algún campo L, existe una extensión F de L, tal que f(x) se descompone
en F [x]. Consideremos el caso en el que f(x) es reducible en k[x], es decir, f(x) = g(x)h(x)
con g(x), h(x) ∈ k[x] y grg(x) < n y grh(x) < n. Por nuestra hipótesis de inducción,
se sigue que existe una extensión L de k tal que g(x) se descompone en L[x]. Luego
h(x) ∈ k[x] ⊆ L[x] y por nuestra hipótesis de inducción existe una extensión K de L
tal que h(x) se descompone en K[x]. Por lo tanto, f(x) y g(x) se descomponen en K[x].
Ahora supongamos que f(x) es irreducible en k[x], entonces por el Teorema 1.4.3 existe
una extensión L de k que contiene una ráız a de f(x). Luego f(x) = (x− a)g(x) ∈ L[x] y
grg(x) = n− 1. Por la hipótesis de inducción existe una extensión K de L tal que g(x) se
descompone en K. Por lo tanto f(x) se descompone en K.

Sean K y L dos campos de descomposición de f(x) ∈ k[x] y p(x) ∈ k[x] un polinomio
no constante e irreducible que divide a f(x). Sean a1 ∈ K y b1 ∈ L ráıces del polinomio
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p(x). Entonces, por el Teorema 1.4.3, existe un k − isomorfismo σ : k(a1) −→ k(b1) tal
que σ(a1) = (b1). Supongamos que

f(x) = (x− a1) · · · (x− ar)g(x) ∈ k(a1)[x]

donde g(x) no tiene ráıces en k(a1). Por el Lema 1.4.6, k(a1)[x] ∼= k(b1)[x] y (σf)(x) =
(x − σ(a1)) · · · (x − σ(ar))(σg)(x) ∈ k(b1)[x]. Sean bi = σ(ai). Supongamos que c ∈ k(b1)
es ráız de (σf). Como σ es isomorfismo, entonces existe d ∈ k(a1) tal que σ(d) = c, lo que
implica

0 = (σf)(c) = (σf)(σ(d)) = σ(f(d)).

Luego f(d) = 0, por lo que d = ai para alguna i. Por lo tanto (σg)(x) no tiene ráıces en
k(b1)[x].

Si g(x) es un polinomio constante, entonces K = k(a1) y L = k(b1) y habremos
terminado. De lo contrario, existe q(x) ∈ k(a1)[x] irreducible tal que q(x) | g(x). Por
el lema 1.4.7, (σq)(x) ∈ k(b1)[x] es un factor irreducible de (σg)(x). Sean ar+1 ∈ K y
br+1 ∈ L ráıces de q(x) y de (σq)(x) respectivamente, por el lema 1.4.7, existe un isomor-
fismo φ : k(a1, ar+1) −→ k(b1, br+1), tal que φ(c) = σ(c) para toda c ∈ k(a1). Procediendo
recursivamente, obtendremos un isomorfismo ρ : k(a1, . . . , an) −→ k(b1, . . . , bn) tal que
ρ(ai) = bi y ρ |k= 1k.

Definición 1.4.9. Decimos que una extensión K de k es una extensión normal si es
algebraica sobre k y si todo polinomio irreducible en k[x] que posee una ráız en K se
descompone en K[x].

Teorema 1.4.10. Sea K el campo de descomposición sobre k del polinomio f(x) ∈ k[x].
Entonces K es una extensión normal de k.

Demostración. Sea f(x) ∈ k[x] y sean a1, . . . , an ∈ K las ráıces de f(x) yK = k(a1, . . . , an).
Sea p(x) ∈ k[x] irreducible y sea b ∈ K una de sus ráıces. Sea L un campo de descomposición
de p(x) sobre K y b′ ∈ L otra de sus ráıces. Por el teorema 1.4.2, existe un k−isomorfismo
σ de k(b) en k(b′) tal que σ(b) = (b′). Es fácil ver que K es un campo de descomposición
de f(x) sobre k(b) y que K(b′) es campo de descomposición de f(x) sobre k(b′) y haciendo
ciertas adaptaciones del teorema 1.4.8, tenemos que existe un isomorfismo τ : K −→ K(b′)
tal que τ |k(b) = σ. En particular τ(b) = σ(b) = b′ y f(τ(ai)) = τ(f(ai)) = τ(0) = 0 para
toda i, por lo que las τ(ai) son una permutación de las ráıces a1, . . . , an de f(x) que per-
tenecen a K. Luego, como b ∈ k(a1, . . . , an) entonces b = g(a1, . . . , an) donde g(x) ∈ k[x],
esto implica que

b′ = τ(b)

= τ(g(a1, . . . , an))

= g(τ(a1), . . . , τ(an)) ∈ K.

Por lo tanto p(x) se descompone en K.
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Teorema 1.4.11. Sea K una extensión normal finita de k. Entonces K es campo de
descomposición de algún polinomio en k[x].

Demostración. Como K/k es una extensión de campos finita, entonces K = k(a1, . . . , an)
con a1, . . . , an ∈ K. Sean fi(x) = Irr(k, ai). Sea

f(x) = f1(x) · · · fn(x).

Como K/k es una extensión normal entonces cada fi(x) se descompone en K, por lo tanto
f(x) de descompone en K y además K = k(a1, . . . , an) = k(a1, . . . , an, b1, . . . , bm) donde
b1, . . . , bm son el resto de las ráıces de f(x). Por lo tanto K es campo de descomposición
de f(x).

Teorema 1.4.12. Sea K una extensión finita de k. Entonces existe una extensión normal
finita F de k que contiene a K y que además es mı́nima en el sentido de que si L es otra
extensión normal finita de k que contiene a K, entonces F y L son K − isomorfos.

Demostración. Como K/k es una extensión de campos finita, entonces K = k(a1, . . . , an)
con a1, . . . , an ∈ K. Sea

f(x) = f1(x) · · · fn(x)

donde fi(x) = Irr(k, ai) para i = 1, . . . , n. Se sigue que f(x) ∈ K[x]. Sea F un campo
de descomposición de f(x) sobre K, en consecuencia por el teorema 1.4.10 F/k es una
extensión normal que contiene a K y es finita pues F se obtiene al agregar las ráıces de
f(x). Sea L/k otra extensión normal finita que contiene a K, esto implica que fi(x) se
descompone en L[x] pues ai ∈ L para cada i ∈ {i, . . . , n}, por lo tanto F y L son campos
de descomposición de f(x) y por el teorema 1.4.8 son K − isomorfos.

1.5. Campos finitos

Definimos el campo primo de un campo k como la intersección de todos sus subcampos,
es decir, el subcampo más pequeño que contiene k. Empezaremos denotándolo por ∆.

Definamos la función φ : Z −→ k dado por φ(n) = n · 1 = 1 + · · ·+ 1. Es fácil ver que
φ es un homomorfismo de anillos cuya imagen está contenida en ∆, ya que 1 ∈ ∆.

A continuación, enunciaremos un teorema que nos permite caracterizar el campo primo
de un campo.

Teorema 1.5.1. El campo primo de un campo k es isomorfo a Q o a Zp, para algún p
primo.

Demostración. Para la demostración de este teorema consideraremos los siguientes casos:

1. kerφ = 〈0〉: esto implica que ∆ contiene un subanillo R isomorfo a Z. Luego ∆
contiene un campo isomorfo al campo de cocientes del anillo R que es isomorfo Q.
Por definición de campo primo, se tiene que ∆ ∼= Q.
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2. kerφ 6= 〈0〉: como Z es DIP, entonces kerφ = 〈p〉. Luego Z/ 〈p〉 es isomorfo a un
subanillo R de ∆ y por tanto es un dominio entero. Entonces 〈p〉 es un ideal primo
lo que implica que p es primo. Por otro lado, Z/ 〈p〉 también es campo, ya que Z es
DFU. Luego R es campo y por definición de campo primo se tiene ∆ ∼= Z/ 〈p〉 = Zp.

Definición 1.5.2. Decimos que un campo k es de caracteŕıstica p, p primo, si ∆ ∼= Zp. Si
∆ ∼= Q, entonces diremos que es de caracteŕıstica 0. Denotaremos la caracteŕıstica de un
campo por car(k).

Observación 1.5.3. Si car(k) = 0, entonces para toda a ∈ k y para toda n ∈ N tales que
na = 0 se tiene que n = 0 o a = 0.

Si car(k) = p y na = 0, entonces p | n o a = 0.

Sea K un campo finito. Si car(K) = 0, entonces K contendŕıa un subcampo isomorfo
a Q que es infinito, contradiciendo que K es finito. Por lo tanto todo campo finito es de
caracteŕıstica p.

Sea K un campo finito de caracteŕıstica p. De aqúı en adelante denotaremos por GF (p)
al campo primo de K. Como K y GF (p) son finitos, entonces K/GF (p) es una extensión
finita.

Teorema 1.5.4. Si K es un campo finito de caracteŕıstica p y [K : GF (p)] = n, entonces
K tiene pn elementos. Cualesquiera dos campos con pn elementos son isomorfos.

Demostración. Sea a1, . . . , an una base de K sobre GF (p). Por lo que

K = {c1a1 + · · ·+ cnan | ci ∈ GF (p)} .

Como |GF (p)| = p, cada ci tiene p posibilidades y por lo tanto K tiene pn elementos.
Sean {b1, . . . , bpn} todos los elementos de K. Si consideramos el grupo multiplicativo

de orden h = pn − 1, de todos los elementos de K distintos de cero, entonces tenemos
que bhi = 1, lo que implica bp

n

i = (bp
n−1
i )(bi) = bi. Por lo tanto, el polinomio f(x) =

xp
n − x ∈ GF (p)[x] tiene pn ráıces en K. Esto implica que K es campo de descomposición

de f(x) y además es el mı́nimo campo que contiene todas su ráıces. Por lo tanto, por el
Teorema 1.4.8, cualquier campo de descomposición de f(x) es isomorfo a K y cualquier
campo con pn elementos es campo de descomposición del polinomio f(x).

Teorema 1.5.5. El grupo multiplicativo de un campo finito es ćıclico.

Demostración. Sea K un campo finito con pn elementos. Sea

Kp = {c ∈ K | c 6= 0} .

El grupo multiplicativo Kp es de orden h = pn−1 = qr11 · · · qrmm , con cada qi primo y qi 6= qj
si i 6= j. Sea hi = h/qi para cada i = 1, . . . ,m. Como hi < h existe bi ∈ K que no es ráız
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del polinomio f(x) = xhi − 1, es decir, bhii 6= 1. Sean ai = b
h/q

ri
i

i y a = a1 · · · am. Luego

a
q
ri
i
i = bhi = 1, por ser Kp un grupo de orden h. Esto implica que el orden de ai divide a
qrii . Supongamos que el orden de ai es qri−1

i , entonces

1 = a
q
ri−1
i
i =

(
b
h/q

ri
i

i

)qri−1
i

= b
h/qi
i

lo que contradice la elección de bi.

Afirmamos que el orden de a es h. Denotemos por O(a) al orden de a y supongamos
que O(a) 6= h. Como ah = 1, entonces O(a) | h. Luego existe un factor primo q1 de h, tal

que qr11 | h pero qr11 - O(a). Entonces ah/q1 = 1. Esto implica que ah/q1 = a
h/q1
1 · · · ah/q1m .

Como qrii | h/q1 para i = 2, . . . ,m, entonces a
h/q1
i = 1. Luego a

h/q1
1 = 1, por lo que qr11 que

es el orden de a1, divide a h/q1 lo cual es falso. Por lo tanto O(a) = h y por lo tanto Kp

es un grupo ćıclico.

1.6. Extensiones separables y puramente inseparables

Definición 1.6.1. Sea K un extensión de k y sea a ∈ K algebraico sobre k. Decimos que
a es separable sobre k si es ráız simple de Irr(k, a). Decimos que K/k es una extensión
separable si es algebraica y todo elemento en K es separable sobre k.

Proposición 1.6.2. Sea K/k una extensión separable y k ⊆ L ⊆ K. Entonces K/L es
una extensión separable.

Demostración. Sea a ∈ K y p(x) = Irr(L, a). Si q(x) = Irr(k, a), entonces p(x) | q(x).
Como K/k es separable entonces a es ráız de multiplicidad 1 de q(x). Luego a es ráız de
multiplicidad 1 de p(x). Por lo tanto K/L es separable.

Definición 1.6.3. Sea K una extensión de k y a ∈ K algebraico sobre k. Decimos que a
es puramente inseparable sobre k si p(x) = Irr(k, a) = (x− a)m para alguna m > 0.

Definición 1.6.4. Una extensión K/k de campos es puramente inseparable sobre k si es
finita y cada uno de sus elementos es puramente inseparable sobre k.

Teorema 1.6.5. Sea a ∈ K puramente inseparable sobre k un campo de caracteŕıstica
p > 0. Entonces existe un entero e ≥ 0 tal que gr(Irr(k, a)) = pe y además ap

e ∈ k pero

ap
f
/∈ k para 0 ≤ f < e.

Demostración. Sea mpe el grado del polinomio p(x) = Irr(k, a), con (m, p) = 1. Luego

p(x) = (x− a)mp
e

=
(

(x− a)p
e
)m

=
(
xp

e − ape
)m
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por ser a puramente inseparable y k de caracteŕıstica p. Esto implica que uno de los
coeficientes de p(x) es map

e
y como p(x) ∈ k[x], entonces map

e ∈ k. Luego ap
e ∈ k, ya que

(m, p) = 1, y xp
e − ape ∈ k[x]. Esto implica que m = 1, de lo contrario xp

e − ape ∈ k[x]

divide a p(x) que es irreducible en k[x]. Si ap
f ∈ k para 0 ≤ f < e, entonces xp

f −apf ∈ k[x]
dividiŕıa a p(x) que es irreducible en k[x].

Corolario 1.6.6. Si K/k es una extensión de campos finita, puramente inseparable y k
de caracteŕıstica p > 0, entonces [k : k] = pe para algún entero positivo e.

Demostración. Sean a1, . . . , an ∈ K tales que K = k(a1, . . . , an). Entonces podemos obte-
ner K con la siguiente torre de campos k1 = k(a1), k2 = k1(a2), . . ., K = kn = kn−1(an).
Demostraremos que ai es puramente inseparable sobre ki−1 para i = 2, . . . , n. Sea p(x) =
Irr(k, ai) y qi(x) = Irr(ki−1, ai). Entonces qi(x) | p(x). Esto implica que qi(x) = (x− a)ri

pues a es puramente inseparable. Luego ai es puramente inseparable sobre ki−1. Por el
teorema 1.6.5 [ki : ki−1] = pri . Por lo tanto

[K : k] =

n∏
i=1

[ki : ki−1] = pr.

El siguiente par de teoremas no se demuestran. La demostración puede verse en [1].

Teorema 1.6.7. Si a1, . . . , an ∈ K son separables sobre k, entonces k (a1, . . . , an) es una
extensión separable sobre k.

Teorema 1.6.8. Sea K una extensión algebraica sobre un campo k. Entonces K se puede
obtener por medio de una extensión separable seguida de una extensión puramente insepa-
rable.

1.7. Teorema del elemento primitivo

Sea K/k una extensión normal y finita, denotaremos por G(K/k) al conjunto de todos
los k − automorfismos de K, esto es

G(K/k) = {σ : K −→ K | σ es isomorfismo y σ|k = Idk}

G(K/k) con la composición entre k − automorfismos es un grupo donde 1k es el neutro
multiplicativo.

Observación 1.7.1. G(K/k) es un grupo finito.



1.7. TEOREMA DEL ELEMENTO PRIMITIVO 19

Demostración. Como K es una extensión normal y finita, entonces es campo de descom-
posición de algún polinomio f(x) ∈ k[x] (teorema 1.4.11) y K = k(a1, a2, . . . , an) donde
a1, a2, . . . , an son todas las ráıces de f(x) en K. Luego para todo σ ∈ G(K/k) se tiene
0 = σ(f(ai)) = f(σ(ai)) para toda i, por lo que σ(a1), σ(a2), . . . , σ(an) es una permutación
de las ráıces a1, a2, . . . , an. Por otro lado, los k − automorfismos están determinados por
la acción de las a1, a2, . . . , an pues éstas froman una base de K. Por lo tanto G(K/k) tiene
a lo más n! k − automorfismos.

Lema 1.7.2. Si K/k es una extensión finita y separable, entonces existe un número finito
de subcampos entre K y k.

Demostración. Por el teorema 1.4.12 existe una extensión finita y normal F de k tal que
k ⊆ K ⊆ F . Sea K = k(a1, . . . , an). En la demostración del teorema 1.4.12 vimos que F
es el campo de descomposición del polinomio f(x) =

∏n
i=1 fi(x), donde fi(x) = Irr(k, ai),

para i = 1, . . . , n. Como K/k es separable, entonces cada ráız de f(x) es separable y por
el teorema ??, la extensión F/k es separable. Consideremos el grupo G(F/k) que por la
observación 1.7.1 es un grupo finito. Sea L un campo tal que k ⊆ L ⊆ F . G(F/L) es un
subgrupo de G(F/k), ya que si σ ∈ G(F/L) es un F − automorfismo que deja fijo a L,
entonces también deja fjo a k. Mostraremos que existe una correspondencia inyectiva entre
los subcampos intermedios de F y k y los subgrupos de G(F/k).

Sea M 6= L un subcampo intermedio de F y k. Demostraremos que G(F/M) 6= G(F/L).
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que existe a ∈M−L. Como F/k es separable,
entonces F/L también es separable. Por lo que Irr(L, a) tiene al menos una ráız a′ ∈ F
distinta de a. Entonces existe σ ∈ G(F/L) tal que σ(a) = a′. Por lo tanto σ /∈ G(F/M) y
G(F/L) 6= G(F/M). Como G(F/k) es finito, sólo tiene un número finito de subgrupos, por
lo que existe sólo un número finito de campos entre F y k. Si L es un campo intermedio
de K y k, entonces también es un campo intermedio de F y k. Por lo tanto existe sólo un
número finito de campos entre K y k.

Teorema 1.7.3. Toda extensión finita y separable K de k es simple, es decir, existe a ∈ K
tal que K = k(a).

Demostración. Si k es finito, entonces K también es finito y por el teorema 1.5.5, su
subgrupo multiplicativo es ćıclico. Sea a el generador del grupo multiplicativo. Entonces
K = k(a).

Supongamos que k es infinito. Sean a, b ∈ K. Consideremos el campo k(a + cb) con
c ∈ k. Claramente k(a + cb) ⊆ k(a, b). Mostraremos que se da la otra contención. Como
k es un campo infnito y por el lema 1.7.2, entre K y k sólo existe un número finito de
campos intermedios, entonces existe d ∈ k y d 6= c tal que k(a + cb) = k(a + db). Luego
a+db ∈ k(a+cb). Esto implica que (a+cb)−(a+db) = (c−d)b ∈ k(a+cb) y aśı b ∈ k(a+cb)
y por lo tanto a = (a+ cb)− cb ∈ k(a+ cb). Por lo tanto k(a, b) ⊆ k(a+ cb) y aśı se obtiene
la igualdad.
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Esta demostración se hizo para cuando la extensión es de la forma k(a1, a2), pero si
tenemos una extensión de la forma k(a1, . . . , an) aplicamos el mismo procedimiento de
manera inductiva a los campos k = k0 y ki = ki−1(ai) con i ∈ {1, . . . , n}.



Caṕıtulo 2

Localización

Definición 2.0.4. Sea R un dominio entero. Sea S ( R, S 6= ∅ y que no contiene al 0.
Diremos que S es un subconjunto multiplicativo de R, si para toda x, y ∈ S se tiene que
xy ∈ S.

A continuación demostraremos que existe un anillo RS , que contiene a R y a los inversos
multiplicativos de los elementos de S. Se puede construir este anillo definiendo una relación
de equivalencia de la siguiente forma (r, s) (r′, s′) si y sólo si rs′ = r′s. Y cada elemento
de RS es una clase de equivalencia inducida por la relación. Sin embargo, en esta tesis
demostraremos la existencia de este anillo como sigue:

Proposición 2.0.5. Sea R un dominio entero y S un subconjunto multiplicativo de R.
Entonces existe un anillo al cual denotaremos por RS, que contiene un subanillo isomorfo
a R y a los inversos multiplicativos de todos los elementos de S, además RS está generado
por R y por s−1, s ∈ S.

Demostración. Sea K el campo de cocientes de R. Definimos

RS =
{r
s

: r ∈ R, s ∈ S
}

demostraremos que RS es un subanillo de K.
En efecto, para cualesquiera r

s ,
r′

s′ ∈ RS se tiene que

r

s
+
r′

s′
=
rs′ + r′s

ss′
∈ RS

r

s

r′

s′
=
rr′

ss′
∈ RS

0
s ∈ RS que es el cero de K y s

s ∈ RS que es el neutro multiplicativo de K. Para ver que
R es isomorfo a un subanillo de RS identificamos a cada r ∈ R con el elemento rs

s ∈ RS ,

con s ∈ S. Nótese que esta inclusión es inyectiva pues si rs
s = r′s

s , entonces rs2 = r′s2 y

21
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en consecuencia r = r′. Ésto implica que R ⊆ RS . Por otro lado, para toda t ∈ S tenemos
que t1

t = 1
1 la identidad de RS , es decir, t es invertible en RS .

A continuación haremos algunas observaciones sobre el anillo RS :

Observación 2.0.6. Sea T un anillo y φ : R→ T un homomorfismo de anillos tal que todo
elemento de φ(S) es invertible en T . Entonces existe un único homomorfismo de anillos
Φ : RS → T tal que Φ|R = φ.

En efecto, definamos Φ
(
r
s

)
= Φ(r)

Φ(s) . Mostremos que Φ es homomorfismo

Φ

(
r

s
+
r′

s′

)
= Φ

(
rs′ + sr′

ss′

)
=
φ(r)φ(s′) + φ(s)φ(r′)

φ(s)φ(s′)

=
φ(r)

φ(s)
+
φ(r′)

φ(s′)

= Φ
(r
s

)
+ Φ

(
r′

s′

)
Φ

(
r

s

r′

s′

)
= Φ

(
rr′

ss′

)
=
φ(rr′)

φ(ss′)

=
φ(r)

φ(s)

φ(r′)

φ(s′)

= Φ
(r
s

)
Φ

(
r′

s′

)
Φ(1) = 1.

Para toda r ∈ R se tiene que

Φ(r) = Φ
(rs
s

)
=
φ(rs)

φ(s)
=
φ(r)φ(s)

φ(s)
= φ(r).

Esto nos dice que RS es el anillo más chico que contine a R y a los inversos multiplicativos
de S.

Observación 2.0.7. Sea Ŝ = S ∪ {1}. Entonces RS ∼= R
Ŝ

Demostración. Definamos φ : R → R
Ŝ

por φ(r) = r
1 , claramente φ es un homomorfismo

inyectivo y además cada elemento de φ(S) es invertible. Definamos el homomorfismo Φ
como en la observación anterior. Demostraremos que Φ es un isomorfismo. En efecto, sean
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r
s ,

r′

s′ ∈ RS tales que Φ
(
r
s

)
= Φ

(
r′

s′

)
, esto implica que φ(r)

φ(s) = φ(r′)
φ(s′) , luego φ(r)φ(s′) =

φ(r′)φ(s) y aśı φ(rs′) = φ(r′s), por lo que rs′ = r′s, por lo tanto r
s = r′

s′ . Ahora sea
r′

ŝ ∈ RŜ . Si ŝ ∈ S, entonces Φ
(
r′

ŝ

)
= r′

ŝ y si ŝ = 1, entonces Φ(r′) = φ(r′) = r′ y por lo

tanto Φ es suprayectivo.

Esto muestra que podemos suponer que 1 ∈ S, aśı que de aqúı en adelante considerare-
mos que 1 ∈ S.

Definición 2.0.8. Sea R un dominio entero y S un subconjunto multiplicativo de R.
Definimos la localización de R en S como el anillo RS de la Proposición 2.0.5.

Ahora demostraremos un resultado que nos permite establecer la relación que existe
entre los ideales del anillo R y los ideales de su localizado RS ; en especial cuando los ideales
son primos.

Proposición 2.0.9. Sea R un dominio entero y S un subconjunto multiplicativo de R.

1. Si q es un ideal de RS, entonces q ∩ R es un ideal de R y (q ∩ R)RS = q, lo que

significa que la correspondencia q
φ→ q ∩R entre los ideales de RS y los ideales de R

es inyectiva y además preserva la inclusión.

2. La correspondencia restringida a los ideales primos de RS es biyectiva sobre los ideales
primos p de R tales que p ∩ S = ∅. En este caso la aplicación inversa es p 7→ pRS.

Demostración. 1. Sea q ideal de RS . Para demostrar que φ es inyectiva, demostraremos
que la aplicación q 7→ q ∩R 7→ (q ∩R)RS es la identidad, lo que nos lleva a mostrar
que (q ∩ R)RS = q. En efecto, como (q ∩ R) ⊆ q, entonces (q ∩ R)RS ⊆ qRS = q.
Ahora sea q

s ∈ q con q ∈ R y s ∈ S. Luego q = q
ss ∈ q∩R, por lo que q 1

s ∈ (q∩R)RS .
Por lo tanto φ es inyectiva y claramente preserva la inclusión.

2. Notemos que si q es un ideal primo de RS , entonces q∩R es un ideal primo de R tal
que (q ∩R) ∩ S = ∅, pues para a, b ∈ R tales que ab ∈ q ∩R se tiene que a ∈ q ∩R o
b ∈ q∩R, por ser q un ideal primo de RS . Por otro lado, si x ∈ (q∩R)∩S, entonces
1 = x 1

x ∈ q, por lo que q = RS , pero esto no es posible pues q es un ideal primo. Por
lo tanto (q ∩R) ∩ S = ∅
Ahora sea p ideal primo de R tal que p ∩ S = ∅ y sea q = pRS . Mostremos que q es
ideal primo de RS : sean r

s ,
r′

s′ ∈ RS tales que r
s
r′

s′ ∈ q, entonces rr′

ss′ = p
ŝ con p ∈ p y

ŝ ∈ S, luego (rr′)ŝ = p(ss′) ∈ p, por lo que rr′ ∈ p pues ŝ /∈ p, esto implica que r ∈ p
o r′ ∈ p, por lo tanto r

s ∈ pRS o r′

s′ ∈ pRS .

Mostremos que q ∩ R = p: primero como p ⊂ pRS = q, entonces p = p ∩ R ⊂ q ∩ R.
Ahora sea u = x

s ∈ q∩R con x ∈ p y s ∈ S, luego us = x ∈ p, esto implica que u ∈ p
pues s /∈ p.
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Proposición 2.0.10. Sea R un dominio entero, S un subconjunto multiplicativo de R y p
un ideal maximal de R tal que p ∩ S = ∅. Entonces R/p ∼= RS/pRS.

Demostración. Definamos
φ : R/p→ RS/pRS

por
φ (r + p) = r + pRS .

Es claro que φ es un homorfismo de anillos. Mostremos que es inyectivo. Sea r+p ∈ R/p
tal que φ (r + p) = 0, entonces r ∈ pRS , por lo que r = x

s con x ∈ p y s /∈ p, luego rs = x ∈ p
y como p es primo y s /∈ p, entonces r ∈ p, es decir, r + p = 0 + p.

Ahora veamos que φ es suprayectivo. Sea r
s ∈ RS . Como p es un ideal maximal, entonces

p + 〈s〉 = R, por lo que existe q ∈ R, q 6= 0 y p ∈ p tal que p+ qs = 1, lo que implica que
q = 1−p

s . Luego

φ(rq + p) = rq + pRS

= r
1− p
s

+ pRS

=
r

s
− rp

s
+ pRS

=
r

s
+ pRS .

Por lo tanto φ es un isomorfismo.

Proposición 2.0.11. Si S es un subconjunto multiplicativo en un dominio entero noethe-
riano R, entonces RS también es un dominio noetheriano.

Demostración. Sea q un ideal de RS . Entonces, por la Proposición 2.0.9, q ∩ R = p es un
ideal de R que es un dominio noetheriano, por lo tanto p es finitamente generado. Sean
a1, a2, . . . , an ∈ R tales que p = 〈a1, a2, . . . , an〉, entonces q = pRS = 〈a1, a2, . . . , an〉RS y
〈a1, a2, . . . , an〉RS es un ideal de RS finitamente genereado. Por lo tanto RS es un dominio
entero noetheriano.

2.1. Localización de ideales primos

A continuación exhibiremos el ejemplo más importante de localización y analizaremos
algunas de sus propiedades. Sea p un ideal primo de un anillo R y sea S = R−p. Observemos
que ser un ideal primo es equivalente a que R− p sea un subconjunto multiplicativamente
cerrado, pues si p es un ideal primo de R y a, b ∈ R− p = S pero ab /∈ S, entonces ab ∈ p,
por lo que a ∈ p o b ∈ p lo cual es una contradicción. Inversamente, si S es un subconjunto
multiplicativamente cerrado y ab ∈ p pero a /∈ p y b /∈ p, entonces a, b ∈ S por lo que
ab ∈ S, lo cual es una contradicción.
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Definición 2.1.1. Definimos la localización de R en p, a la cual denotaremos por Rp,
como el anillo RR−p. Es decir,

Rp =
{a
b
| a, b ∈ R, b /∈ p

}
.

Proposición 2.1.2. Si p es ideal primo de un dominio entero R, entonces la localización
Rp posee un único ideal maximal, que es pRp.

Demostración. Supongamos que q es un ideal maximal de Rp distinto de pRp. Entonces
q es un ideal primo de Rp. Por la proposición 2.0.9, q′ = q ∩ R es un ideal primo de R
distinto de p, por lo que existe x ∈ q′ − p ⊆ R − p, lo cual implica que x es invertible en
Rp y x ∈ q. Luego q = Rp que no puede ser. Por lo tanto el único ideal maximal de Rp es
pRp.

2.2. Anillos locales

Definición 2.2.1. Decimos que un anillo conmutativo R es un anillo local si posee un
único ideal maximal.

Ejemplo 2.2.2. Sea R un dominio entero y p un ideal primo de R. Por la Proposición 2.1.2
Rp es un anillo local.

Lema 2.2.3. Sea R un anillo local y p su único ideal maximal. Entonces todo elemento de
R− p es invertible. En particular si m ∈ p, entonces 1 +m es invertible.

Demostración. Sea x ∈ R− p. Luego 〈x〉 * p que es el único ideal maximal propio y como
todo ideal propio debe estar contenido en algún ideal maximal , entonces 〈x〉 = R. Por lo
tanto existe y ∈ R tal que xy = 1.

Ahora si m ∈ p entonces 1 + m /∈ p, pues de lo contrario 1 ∈ p lo cual no es posible.
Por lo tanto 1 +m es invertible.

Proposición 2.2.4. Sea R un anillo local, p su único ideal maximal y M un R módulo
finitamente generado tal que pM = M . Entonces M = 0.

Demostración. Sea {m1,m2, . . . ,mn} un conjunto generador de M . Como pM = M , en-
tonces para cada i ∈ {1, 2, . . . , n} se tiene que

mi =

n∑
j=1

aijmj

con aij ∈ p. Esto nos lleva a el sistema de ecuaciones lineales
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a11x1 − 1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 − 1 + · · ·+ a2nxn = 0
...

an1 + an2x2 + · · ·+ annxn − 1 = 0

cuya matriz asociada es

A =


a11 − 1 a12 · · · a1n

a21 a22 − 1 · · · a2n
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann − 1


y donde m = (m1,m2, . . . ,mn) es un vector solución no trivial, es decir, Amt = 0. Mostra-
remos que, al igual que en el caso en que R es campo, el determinante de A es distinto de
cero.

Sea B la matriz adjunta de A, entonces

BA = det(A)In

donde In es la matriz identidad de orden n. Entonces

(0, 0, . . . , 0) = BAmt = det(A)Inm
t

= dmt

= (dm1, . . . , dmn)

donde d = det(A). Como {m1, . . . ,mn} es un conjunto generador, entonces dM = 0. Por
otro lado, al desarrollar el determinante de A obtenemos productos y sumas de elementos
de la forma aij con elementos de la forma 1−akk y aij y como p es un ideal de R, entonces
d = 1 + u con u ∈ p. Por lo tanto, por el lema 2.2.3, d es invertible en R y en consecuencia
d 6= 0.

Aśı dM = 0 y d 6= 0 implica que M = 0.

Corolario 2.2.5 (LEMA DE NAKAYAMA). Sea R un anillo local, p su único ideal
maximal y M un R módulo finitamente generado. Sea L un submódulo de M tal que
L+ pM = M . Entonces L = M .

Demostración. Sea m + L ∈ M/L. Como L + pM = M , entonces m = l + pm0 con l ∈ L
y pm0 ∈ pM . Por lo que

m+ L = l + pm0 + L = pm0 + L

y aśı M/L ⊆ p (M/L) y claramente p (M/L) ⊆ M/L. Luego p (M/L) = M/L y como M
es finitamente generado, entonces M/L también lo es. Por la proposición 2.2.4 M/L = 0 y
por lo tanto M = L



Caṕıtulo 3

Dependencia Entera

Definición 3.0.6. Sean R ⊆ R′ anillos. Decimos que b ∈ R′ es entero sobre R si existe
un polinomio mónico f(x) ∈ R[x] tal que f(b) = 0.

Por ejemplo, i =
√
−1 es entero sobre Z, pues es ráız del polinomio x2 + 1.

Sea b ∈ R′ entero sobre R. Denotaremos por R[b] al conjunto

{
a0b

0 + · · ·+ anb
k | a0, . . . , an ∈ R, k ∈ N

}
.

Es fácil ver que R[b] es un subanillo de R′.

Proposición 3.0.7. Sea R un subanillo de R′ y sea b ∈ R′. Entonces son equivalentes:

1. b es entero sobre R.

2. R[b] es un R módulo finitamente generado.

3. R[b] está contenido en un subanillo B de R′ que además es un R módulo finitamente
generado.

4. Existe un R[b] módulo M que como R módulo es finitamente generado y tal que si
y ∈ R[b] y yM = 0, entonces y = 0.

Demostración. 1) =⇒ 2) Sea f(x) = xn+αn−1x
n−1 + · · ·+αo, con αi ∈ R tal que f(b) = 0.

27
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Esto implica que bn =
n−1∑
i=0

aib
i, con ai = −αi luego

bn+1 = bbn

= b

n−1∑
i=0

aib
i

= an−1b
n +

n−2∑
i=0

aib
i+1

= an−1

n−1∑
i=0

aib
i +

n−2∑
i=0

aib
i+1

=

n−1∑
i=0

cib
i

y de la misma manera se obtiene que bk =
n−1∑
i=0

αib
i para toda k ≥ n y con αi ∈ R. Por lo

tanto R[b] es un R módulo finitamente generado con 1, b, . . . , bn−1 como generadores.
2) =⇒ 3) Como R ⊆ R[b] ⊆ R′, basta tomar B = R[b] que es un R módulo finitamente

generado.
3) =⇒ 4) Como R[b] ⊆ B y B es un R módulo finitamente generado, entonces B es

un R[b] módulo, por lo que haremos B = M . Sea y ∈ R[b] tal que yM = 0, como 1 ∈ M ,
entonces y = y1 = 0.

4) =⇒ 1) Sea M generado por {m1,m2, . . . ,mn} como R módulo. Entonces para cada
i = 1, . . . , n se tiene que

bmi =
n∑
j=1

rijmj

con rij ∈ R y 0 ≤ i ≤ n . Esta expresión puede verse como un sistema de ecuaciones
lineales homogéneo cuya matriz asociada está dada por A = bIn − [rij ], donde In es la
matriz identidad de n × n y m = (m1, . . . ,mn) es un vector solución, es decir, Amt = 0.
Ahora sea B la matriz adjunta de A y sea d = det(A), entonces BA = dIn lo que implica
que

0 = BAmt = dInm
t = dm.

Por lo que dM = 0 que por hipótesis implica d = 0. Ahora f(x) = det(xIn − [rij ]) es un
polinomio mónico con coeficientes en R tal que f(b) = det(A) = d = 0. Por lo tanto b es
entero sobre R.

Proposición 3.0.8. Sean b1, . . . , bn ∈ R′ enteros sobre R. Entonces el subanillo R[b1, . . . , bn]
de R′ es un R módulo finitamente generado.
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Demostración. Haremos la demostración por inducción sobre n. Para n = 1 es el caso del
inciso 2. de la proposición 3.0.7. Supongamos que se cumple para n − 1 ≥ 0, es decir, su-
pongamos que R[b1, . . . , bn−1] = R′′ es un R módulo finitamente generado y sean a1, . . . , at
sus generadores. Como bn es entero sobre R también es entero sobre R′′ , por el inciso
2 de la proposición 3.0.7, R′′[bn] es un R′′ módulo finitamente generado con 1, bn, . . . , b

k
n

para alguna k como generadores. Mostremos que los elementos de la forma aib
j
n forman un

conjunto generador. Si x ∈ R′′[bn], entonces x =
k∑
j=1

yjb
j
n con yj ∈ R′′ y por otro lado, si

yj ∈ R′′, entonces yj =
t∑
i=1

riai con ri ∈ R, esto implica que

x =
k∑
j=1

yjb
j
n

=
k∑
j=1

(
t∑
i=1

riai

)
bjn

=
k∑
j=1

t∑
i=1

riaib
j
n

por lo que aib
j
n es un conjunto generador y R′′[bn] = R[b1, . . . , bn] es un R módulo finita-

mente generado.

Teorema 3.0.9. El conjunto de elementos de R′ que son enteros sobre R es un subanillo
de R′ que contiene a R.

Demostración. Sean x, y ∈ R′ enteros sobre R. Por la proposición anterior R[x, y] es un R
módulo finitamente generado. Además x±y ∈ R[x, y] y xy ∈ R[x, y], por lo que R[x±y] ⊆
R[x, y] y R[xy] ⊆ R[x, y]. Luego por el inciso tres de la proposición 3.0.7 x ± y y xy son
enteros sobre R y el conjunto de elementos enteros sobre R es un subanillo de R′ que
claramente contiene a R, pues todo elemento de R es entero sobre R.

Ahora estudiaremos el caso en el que R es un dominio entero y R′ = K su campo de
cocientes. Empecemos con la siguiente definición:

Definición 3.0.10. Sea R un dominio entero y K su campo de cocientes. Llamaremos
cerradura entera de R en K al conjunto de elementos en K enteros sobre R. Si R es igual
a su cerradura entera, diremos que R es enteramente cerrado.

A continuación veremos algunos resultados y ejemplos de dominios enteramente cerra-
dos. Empezaremos con la siguiente proposición y su corolario que nos permiten obtener
dominios enteramente cerrados a partir de la cerradura entera de un dominio en su campo
de cocientes.
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Proposición 3.0.11. Sean R ⊆ R′ ⊆ R′′ anillos tales que R′′ es entero sobre R′ y R′

entero sobre R. Entonces R′′ es entero sobre R.

Demostración. Sea b ∈ R′′. Como R′′ es entero sobre R′, existe un polinomio mónico

f(x) = xn + rn−1x
n−1 + · · ·+ r0

con ri ∈ R′, tal que f(b) = 0. Ya que R′ es entero sobre R, el anillo B = R[r0, . . . , rn−1]
es un R módulo finitamente generado (proposición 3.0.8). Luego B[b] es un R módulo
finitamente generado pues si y ∈ B[b] entonces y = g(b) con g(x) ∈ R[r0, . . . , rn−1][x] y
como B es un R módulo finitamente generado, entonces B[b] es un R módulo finitamenete
generado. Finalmente R[b] ⊆ B[b] y por el tercer inciso de la proposicion 3.0.7, b es entero
sobre R.

Corolario 3.0.12. La cerradura entera R′ de un dominio entero R es enteramente cerrada.

Demostración. Sea R′′ la cerradura entera de R′. Entonces por la proposición 3.0.11 R′′

es entero sobre R, esto implica que R′′ ⊆ R′ y por lo tanto R′′ = R′. Luego la cerradura
entera de un dominio es enteramente cerrada.

Ejemplo 3.0.13. Todo DFU es enteramente cerrado.

Demostración. Sea R un DFU y x
y un elemento de su campo de cocientes, entero sobre

R. Como R es un DFU, podemos suponer que los únicos factores en común de x y y son
unidades. Como x

y es entero, tenemos la siguiente expresión

(
x

y

)n
=

n−1∑
i=0

ri

(
x

y

)i
donde ri ∈ R con i = 1, . . . , n − 1. Multiplicando ambos lados de la expresión por yn se
obtiene

xn = y

n−1∑
i=0

rix
iyn−1−i

lo que implica que y divide a xn y como la descomposición en primos es única entonces se
tendŕıa que cualquier primo que divide a y también divide a xn y en consecuencia a x. Pero
supusimos que los únicos factores en común de x y y eran unidades, entonces y ∈ U(R) y
por lo tanto x

y = xy−1 ∈ R. Por lo tanto todo DFU es enteramente cerrado.

Ejemplo 3.0.14. Todo DIP es enteramente cerrado. Esto se debe a que todo DIP es DFU.

Ejemplo 3.0.15. Sea R enteramente cerrado y sea S ⊆ R un subconjunto multiplicativo.
Entonces el localizado RS es enteramente cerrado.
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Demostración. Sea u un elemento del campo de cocientes de RS entero sobre RS . Entonces
existe un polinomio mónico

f(x) = xn +
ρn−1

sn−1
xn−1 + · · ·+ ρ0

s0

tal que f(u) = 0, con ri, si ∈ R. Multiplicando cada término, tanto en el numerador como
en el denominador, de la expresión por si = s0 · · · si−1si+1 · · · sn−1, se obtiene un polinomio
de la forma

xn +
rn−1

s
xn−1 + · · ·+ r0

s

donde s = s0 · · · sn−1 y ri ∈ R, que sigue teniendo a u como ráız. Por lo que

un +
rn−1

s
un−1 + · · ·+ r0

s
= 0

multiplicando este polinomio por sn obtenemos

(su)n + rn−1(su)n−1 + rn−2s(su)n−2 + · · ·+ r0s
n−1 = 0.

Esto implica que su es ráız de un polinomio mónico con coeficientes en R, que es entera-
mente cerrado, por lo que su ∈ R. Luego u = su

s ∈ RS y por lo tanto RS es enteramente
cerrado.

Ejemplo 3.0.16. El anillo Z[
√

5], que es un dominio entero cuyo campo de cocientes
es Q

[√
5
]

no es enteramente cerrado, ya que 1
2

(
1 +
√

5
)
∈ Q

[√
5
]
− Z[

√
5] es ráız del

polinomio f(x) = x2 − x− 1 =
(
x− 1

2(1 +
√

5)
) (
x− 1

2(1−
√

5)
)
.

Proposición 3.0.17. Sea K el campo de cocientes de una familia de dominios enteramente
cerrados {Ri}. Entonces

⋂
Ri es un dominio enteramente cerrado.

Demostración. Sea b ∈ K entero sobre R =
⋂
Ri. Entonces b es ráız de un polinomio

f(x) = xn + rn−1x
n−1 + · · ·+ r0

con rj ∈ R. Luego cada rj ∈ Ri, para toda i y para toda j ∈ {0, . . . , n− 1}, por lo que b
es entero sobre cada Ri, que al ser enteramente cerrados se tiene que b ∈ Ri para toda i,
lo que implica b ∈

⋂
Ri. Por lo tanto

⋂
Ri es enteramente cerrado.

Proposición 3.0.18. Sea R un dominio entero, K su campo de cocientes y L una extensión
de campos sobre K. Sea b ∈ L algebraico sobre K y sea f(x) = Irr(K, b). Si b es entero
sobre R, entonces los coeficientes de f(x) son enteros sobre R. Si R es enteramente cerrado,
entonces b es entero sobre R si y sólo si f(x) ∈ R[x].
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Demostración. Sea L′ un campo de decomposición de f(x) que contiene a L y sean b =
b1, . . . , bn las ráıces de f(x). Supongamos que b es entero sobre R. Entonces existe un
polinomio mónico g(x) ∈ R[x] tal que g(b) = 0. Como f(x) = Irr(K, b), entonces f(x)
divide a g(x) y por lo tanto todas las ráıces b1, . . . , bn de f(x) son ráıces de g(x), lo que
implica que cada bi es entero sobre R. Por lo tanto los coeficientes de f(x) que son sumas
y productos de las bi son enteros sobre R.

Si R es enteramente cerrado entonces b1, . . . , bn ∈ R y por lo tanto f(x) ∈ R[x].

Este resultado nos dice que para determinar si un elemento es entero se puede recurrir al
polinomio mı́nimo irreducible. Una aplicación de este último resultado nos lo da la siguiente
proposición.

Proposición 3.0.19. Sea d un número entero libre de cuadrados. Entonces la cerradura
entera de Z en Q[

√
d] es:

1. Z + Z[
√
d] si d ≡ 2, 3 mod 4

2. 1
2

(
Z + Z[

√
d]
)

si d ≡ 1 mod 4

Demostración. Podemos suponer que un elemento en Q[
√
d] es de la forma a+b

√
d

c con

a, b, c ∈ Z y tales que (a, b, c) = 1. Si a+b
√
d

c es entero sobre Z, entonces los coeficientes de
su polinomio irreducible f(x) sobre Q son enteros sobre Z, por la proposición 3.0.18, pero
Z es enteramente cerrado pues es un DFU, por lo tanto los coeficientes de f(x) deben ser
números enteros. Luego

f(x) =

(
x− a+ b

√
d

c

)(
x− a− b

√
d

c

)
= x2 − 2a

c
x+

a2 − b2d
c2

y por lo mencionado anteriormente se tiene que 2a
c ,

a2−b2d
c2
∈ Z.

Si (a, c) 6= 1, entonces existe e ∈ Z tal que e | a, e | c y e 6= 1. Lo cual implica que e2 | c2

y en consecuencia e2 | a2 − b2d. Además e2 | a2 y por lo tanto e2 | b2d. Como d es libre de
cuadrados, entonces e | b, lo que contradice que (a, b, c) = 1, por lo tanto (a, c) = 1. Como
c | 2a y (a, c) = 1, entonces c = 1 o c = 2.

Si c = 1, entonces los coeficientes de f(x) pertenecen a los números enteros para
cualquier elección de d. Analicemos el caso en el que c = 2 y a y b son impares, pues
supusimos que (a, b.c) = 1. El cuadrado de un número impar es de la forma (2k + 1)2 =
4k2 + 4k+ 1, esto implica que a2 ≡ 1 ≡ b2 mod 4. Luego 0 ≡ a2− b2d ≡ 1− d mod 4 y por
lo tanto d ≡ 1 mod 4.

Supongamos d ≡ 1 mod 4. Si a y b son impares, entonces a2 − b2d ≡ 0 mod 4 y
a2−b2d
c2
∈ Z tanto para el caso c = 1 como para el caso c = 2 que son los únicos posibles. El

caso a impar y b par, implica a2 − b2d ≡ 1 mod 4, por lo que a2−b2d
c2

∈ Z sólo para el caso
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c = 1. Ya hab́ıamos observado que el caso a par y c = 2 no es posible, esto implica que si
a es par, entonces c = 1 y por lo tanto a2−b2d

c2
∈ Z.

Supongamos que d ≡ 2 mod 4, a2−b2d
c2

∈ Z y c = 2. Si a y b son impares, entonces
0 ≡ a2 − b2d ≡ −1 mod 4, que es una contradicción. Si a es impar y b par, entonces
0 ≡ a2 − b2d ≡ 1, que es una contradicción. Supongamos que d ≡ 3 mod 4, a2−b2d

c2
∈ Z y

c = 2. Si a y b son impares, entonces 0 ≡ a2 − b2d ≡ 2 mod 4, que es una contradicción. Si
a es impar y b par, entonces 0 ≡ a2 − b2d ≡ 1, que es una contradicción. Por lo tanto, si
d = 2, 3, entonces c = 1.
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Caṕıtulo 4

Anillos de Dedekind

En este caṕıtulo empezaremos el estudio de los anillos de Dedekind que es el tema
principal de esta tesis. Pero primero hablaremos de anillos de valuación discreta.

Definición 4.0.20. Sea R un anillo. Decimos que R es un Dominio de Valuación Dis-
creta (DVD) si es un dominio de ideales principales que contiene un sólo ideal maximal.

A continuación demostraremos algunas propiedades de los DVD y los ejemplos nos los
darán los anillos de Dedekind más adelante.

Proposición 4.0.21. Sea R un DVD que no es campo y sea p ∈ R tal que p = 〈p〉 es el
único ideal maximal de R. Entonces se cumplen los siguientes enunciados:

1. R es un dominio noetheriano.

2. Todo elemento x ∈ R, x 6= 0 es de la forma x = upk con u ∈ U(R), para alguna
k ∈ Z no negativa.

3. Todo ideal I no trivial es de la forma I =
〈
pk
〉
, para alguna k ∈ Z no negativa.

4. R es enteramente cerrado.

5. p es el único ideal primo no trivial.

Demostración. 1. Por definición R es DIP y todo DIP es noetheriano.

2. Sea x 6= 0, x ∈ R. Todo DIP es DFU por el teorema 1.2.17, por lo que existen
a1, . . . , ak ∈ R elementos irreducibles tales que x =

∏k
i=1 a

ri
i . Luego ai | x, lo que

implica que 〈x〉 ⊆ 〈ai〉 para toda i = 1, . . . , k. Cada 〈ai〉 está contenida en algún ideal
maximal, en este caso el único ideal maximal es p, lo que implica que 〈ai〉 ⊆ 〈p〉, para
toda i = 1, . . . , k. Luego p | ai, por lo tanto existe ui ∈ U(R) tal que uip = ai, pues
ai es irreducible para toda i = 1, . . . , k. Por lo tanto x =

∏k
i=1 uip = upk.

35
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3. Sea I ideal de R que es DIP. Entonces I = 〈x〉 para alguna x ∈ R. Por el inciso
anterior, x = upk con u ∈ U(R), por lo tanto I = 〈x〉 =

〈
upk
〉

=
〈
pk
〉
.

4. En el ejemplo 3.0.14 vimos que todo DIP es enteramente cerrado.

5. Sea I =
〈
pk
〉

un ideal primo. Si k > 1, entonces p · pk−1 ∈ I. Lo que implica p ∈ I o
pk−1 ∈ I, que es una contradicción. Por lo tanto k = 1 y entonces I = p.

Definición 4.0.22. Decimos que un anillo R es de Dedekind, si es un dominio entero
noetheriano tal que para todo ideal primo p no trivial la localización Rp es un DVD.

Proposición 4.0.23. Sea R un anillo de Dedekind. Entonces se cumplen los siguientes
enunciados:

1. Todo ideal primo no trivial de R es un ideal maximal.

2. Si S es un subconjunto multiplicativo de R, entonces la localización RS es un anillo
de Dedekind.

Demostración. 1. Sea p1 ideal primo no trivial de R. Entonces existe p2 ideal maximal
tal que p1 ⊆ p2. Luego, p1Rp2 ⊆ p2Rp2 es una cadena de ideales primos de Rp2 que es
DVD. Por la proposición 2.1.2, el único ideal maximal es p2Rp2 . Luego, por el inciso
5 de la proposición 4.0.21, el único ideal primo es p2Rp2 . Por lo tanto y debido a
la correspondencia biyectiva que existe entre los ideales primos de Rp2 y los ideales
primos de R cuya intersección con R− p2 es vaćıa (proposición 2.0.9), p1 = p2.

2. En la proposición 2.0.11 demostramos que si R es noetheriano, entonces RS también
es un anillo noetheriano. Los ideales primos de RS son de la forma pRS , donde p
es un ideal primo de R tal que p ∩ S = ∅. Para mostrar que (RS)pRS

es un DVD,
mostraremos que

Rp = (RS)pRS
.

Si x
y ∈ (RS)pRS

, entonces x, y ∈ RS y y /∈ pRS . Luego x = x′

s y y = y′

s′ con x′, y′ ∈ R
y s, s′ ∈ S y además y′

s′ /∈ pRS , lo que implica y′ /∈ p. Se sigue que

x

y
=

x′

s
y′

s′

=
x′s′

y′s

donde x′s, y′s ∈ R y y′s /∈ p, de lo contrario s ∈ p que no es posible pues S ∩ p = ∅ o
y′ ∈ p que no sucede. Por lo tanto (RS)pRS

⊆ Rp.

Sea x
y ∈ Rp, donde x, y ∈ R y y /∈ p. Luego por la inclusión de R en RS se tiene que

x, y ∈ RS y y /∈ pRS y esto implica que x
y ∈ (RS)pRS

.
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4.1. Factorización en ideales primos

Los ejemplos de anillos de Dedekind los estudiaremos más adelante. En este caṕıtulo
estudiaremos algunas propiedades que nos serán de gran utilidad a lo largo de esta tesis,
entre ellas que todo ideal de un anillo de Dedekind se puede factorizar como producto de
ideales primos. Éste será el objetivo de esta sección.

Definición 4.1.1. Sean P y Q ideales de un anillo R. Decimos que P y Q son co-maximales
si P +Q = R.

Teorema 4.1.2 (Teorema Chino del Residuo para Anillos). Sean Q1, . . . , Qn ideales co-
maximales dos a dos de un anillo B, es decir, Qi+Qj = B para toda i 6= j. Sea I =

⋂n
i=1Qi.

Entonces el homomorfismo diagonal

b
∆−→ (b+Q1, . . . , b+Qn)

induce el siguiente isomorfismo de anillos

B/I ∼= B/Q1 ⊕ · · · ⊕B/Qn.

Demostración. Haremos la demostración por inducción sobre n. El caso n = 1 es trivial,
por lo que haremos la demostración para n = 2. Sea ∆ : B → B/Q1 ⊕ B/Q2 dada por
∆(b) = (b+Q1, b+Q2). Luego b ∈ ker(∆) si y sólo si b ∈ I = Q1 ∩Q2. Como Q1 y Q2 son
co-maximales, existen q1 ∈ Q1 y q2 ∈ Q2 tales que 1 = q1 + q2. Entonces para toda b ∈ B,
b = bq1 + bq2 y

∆(bq1) = (bq1 +Q1, bq1 +Q2) = (0 +Q1, b(1− q2) +Q2) = (0 +Q1, b+Q2).

Aśı que ∆(〈q1〉) ∼= B/Q2. Análogamente ∆(〈q2〉) ∼= B/Q1. Luego

∆(B) = ∆(B(q1 + q2)) = ∆(Bq1 +Bq2) = ∆(〈q1〉) + ∆(〈q2〉) ∼= B/Q1 ⊕B/Q2.

Supongamos ahora que se cumple para n− 1 ≥ 2 y demostremos que es válido para n.
Sean Q′i = Qi para toda i < n− 1 y sea Q′n−1 = Qn ∩Qn−1. Mostraremos que la hipótesis

de inducción puede aplicarse a los ideales Q′j . Se tiene que
⋂n
i=1Qi =

⋂n−1
i=1 Q

′
i. Para toda

i 6= j, i, j < n− 1 se cumple Q′i +Q′j = Qi +Qj = B. Mostremos que para toda i < n− 1,
Q′i +Q′n−1 = B. Tenemos que

B = B ·B = (Qn +Qi) (Qn−1 +Qi)

⊆ QnQn−1 +QnQi +QiQn−1 +Qi

⊆ QnQn−1 +Qi

⊆ Qn ∩Qn−1 +Qi

= Q′n−1 +Q′i ⊆ B.



38 CAPÍTULO 4. ANILLOS DE DEDEKIND

Luego para toda i < n− 1, Q′i +Q′n−1 = B . Por nuestra hipótesis de inducción

B/

n−1⋂
i=1

Q′i
∼= B/Q′1 ⊕ · · · ⊕B/Q′n−1.

Por el caso n = 2, el homomorfismo

b −→ (b+Qn−1, b+Qn)

induce el isomorfismo B/Q′n−1
∼= B/Qn−1 ⊕B/Qn. Por lo tanto

B/I ∼= B/Q′1 ⊕ · · · ⊕B/Q′n−1

= B/Q1 ⊕ · · · ⊕B/Qn−2 ⊕B/Q′n−1

∼= B/Q1 ⊕ · · · ⊕B/Qn−2 ⊕B/Qn−1 ⊕B/Qn.

Teorema 4.1.3 (Teorema Chino del Residuo para Módulos). Sean Q1, . . . , Qn ideales co-
maximales dos a dos de un anillo B. Sean I =

⋂n
i=1Qi y M un B módulo izquierdo.

Entonces el homomorfismo diagonal

m
∆−→ (m+Q1M, . . . ,m+QnM)

induce el isomorfismo de B módulos

M/IM ∼= M/Q1M ⊕ · · · ⊕M/QnM.

Demostración. Supongamos que IM = 〈0〉. A continuación demostraremos que el mapeo
diagonal es suprayectivo, haremos la demostración por inducción sobre n. El caso n = 1 es
trivial, por lo que haremos la demostración para n = 2. Sea ∆ : B → B/Q1 ⊕B/Q2 dada
por ∆(b) = (b+Q1, b+Q2). Como Q1 y Q2 son co-maximales, existen q1 ∈ Q1 y q2 ∈ Q2

tales que 1 = q1 + q2. Entonces para toda b ∈ B, b = bq1 + bq2 y

∆(bq1) = (bq1 +Q1, bq1 +Q2) = (0 +Q1, b(1− q2) +Q2) = (0 +Q1, b+Q2).

Aśı que ∆(〈q1〉) ∼= B/Q2. Análogamente ∆(〈q2〉) ∼= B/Q1. Luego

∆(B) = ∆(B(q1 + q2)) = ∆(Bq1 +Bq2) = ∆(〈q1〉) + ∆(〈q2〉) ∼= B/Q1 ⊕B/Q2.

Supongamos que se cumple para n− 1 ≥ 2 y demostremos que es válido para n. Sean
Q′i = Qi para toda i < n − 1 y sea Q′n−1 = Qn ∩Qn−1, en el Teorema Chino del Residuo
para Anillos demostramos que las Q′i son co-maximales. Luego por hipótesis de inducción

∆(B) ∼= B/Q′1 ⊕ · · · ⊕B/Q′n−1.
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Por el Teorema Chino del residuo para el caso n = 2 tenemos

∆(B) ∼= B/Q′1 ⊕ · · · ⊕B/Q′n−1

= B/Q1 ⊕ · · · ⊕B/Qn−2 ⊕B/Q′n−1

∼= B/Q1 ⊕ · · · ⊕B/Qn−2 ⊕B/Qn−1 ⊕B/Qn.

Sea vi el elemento que bajo el mapeo diagonal va a dar al elemento

(0 +Q1, . . . , 1 +Qi, . . . , 0 +Qn) ,

esto es, vi ∈ Qj para toda j 6= i y 1− vi ∈ Qi.
Consideremos el homomorfismo φ : M −→ viM , dado por φ(m) = vim. Afirmamos que

el kerφ = QiM . Sea m ∈ M tal que vim = 0. Luego m = m − vim = (1 − vi)m ∈ QiM
pues 1 − vi ∈ Qi. Ahora φ(QiM) = viQiM , viQi ⊆ Qj , ya que vi ∈ Qj para toda j 6= i.
Además viQi ⊆ Qi por ser un ideal. Luego viQi ⊆ I y viQiM ⊆ IM ⊆ 〈0〉. Ésto implica
que kerφ = QiM y por el primer teorema de isomorfismos M/QiM ∼= viM .

Ésto significa que basta demostrar que M = v1M ⊕· · ·⊕vnM . Primero mostremos que
M = v1M + · · · + vnM . Sea i ∈ {1, . . . , n}. Luego para toda j = 1, . . . , n, j 6= i se tiene
que vi ∈ Qj y 1− vi ∈ Qi. Esto implica que

v1 + · · ·+ vi−1 + (vi − 1) + vi+1 · · ·+ vn ∈ Qi

para toda i = 1, . . . , n. Luego v1 + · · ·+ vn− 1 ∈ I, esto implica que (v1 + · · ·+ vn− 1)m ∈
IM = 〈0〉. Por lo tanto, v1m + · · · + vnm − 1m = 0 y m = v1m + · · · + vnm. Ahora sea∑n

i=1 vimi = 0. Entonces para toda j = 1, . . . , n, se tiene que

vj

n∑
i=1

vimi = vjvjmj = 0

pues para toda i 6= j, vjvimi ∈ IM = 〈0〉. Luego

vjmj = vjmj − vjvjmj = (1− vj)vjmj ∈ vjQjM ⊆ IM = 〈0〉 .

Por lo tanto vjmj = 0. Luego M = v1M ⊕ · · · ⊕ vnM .
Si IM 6= 〈0〉, entonces tomamos el B-módulo N = M/IM y observemos que se cumple

IN = 〈0〉. Aplicando el caso anterior tenemos que

N ∼= N/Q1N ⊕ · · · ⊕N/QnN.

Luego para toda i = 1, . . . , n, se tiene que N/QiN = (M/IM) /Qi (M/IM) ∼= M/QiM
por el segundo teorema de isomorfismos para módulos. Por lo tanto

M/IM ∼= M/Q1M ⊕ · · · ⊕M/QnM.
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Proposición 4.1.4. Sean Q1, . . . , Qn ideales co-maximales dos a dos de un anillo B.
Entonces

⋂n
i=1Qi =

∏n
i=1Qi.

Demostración. Siempre se cumple que
∏n
i=1Qi ⊆

⋂n
i=1Qi, por lo que basta demostrar⋂n

i=1Qi ⊆
∏n
i=1Qi. Haremos la demostración por inducción sobre n. Como Q1 y Q2 son

ideales co-maximales, existen qi ∈ Qi, i = 1, 2, tales que 1 = q1 + q2. Luego para toda
q ∈ Q1 ∩ Q2 se cumple que q = qq1 + qq2 ∈ Q1 · Q2. Por lo tanto Q1 ∩ Q2 ⊆ Q1 · Q2.
Supongamos que se cumple para n − 1 ≥ 2 y demostremos que es válido para n. Sean
Q′j = Qj si j < n − 1 y Q′n−1 = Qn ∩ Qn−1. En la demostración del Teorema Chino del
Residuo para anillos demostramos que las Q′j son co-maximales, por lo que podemos aplicar
la hipótesis de inducción. Aśı

n⋂
i=1

Qi =
n−1⋂
i=1

Q′i

=

(
n−2∏
i=1

Qi

)
Q′n−1 =

(
n−2∏
i=1

Qi

)
(Qn−1 ∩Qn)

=

(
n−2∏
i=1

Qi

)
Qn−1 ·Qn =

n∏
i=1

Qi.

Lema 4.1.5. Sea R un anillo conmutativo noetheriano. Entonces todo ideal de R contiene
un producto de ideales primos.

Demostración. Haremos la demostración por contradicción. Supongamos que el conjunto
de ideales de R que no contienen productos de ideales primos es no vaćıo y llamemos J
a dicho conjunto. Como R es un anillo noetheriano, entonces J tiene un maximal J . En
particular J no es un ideal primo, lo que significa que existen a, b ∈ J tales que ab ∈ J ,
pero a /∈ J y b /∈ J . Luego J ⊂ J + 〈a〉 y J ⊂ J + 〈b〉. Como J es maximal en J,
entonces los ideales J + 〈a〉 y J + 〈b〉 contienen un producto de ideales primos. Luego
(J + 〈a〉) (J + 〈b〉) ⊆ J + 〈ab〉 ⊆ J . Lo que implica que J contiene un producto de ideales
primos, ya que (J + 〈a〉) (J + 〈b〉) contiene un producto de ideales primos, lo cual no es
posible pues J ∈ J.

Corolario 4.1.6. Sea R un anillo conmutativo noetheriano. Entonces existen ideales pri-
mos P1, . . . , Pn de R y enteros positivos a1, . . . , an tales que P a11 · · ·P ann = 〈0〉.

Demostración. Por el lema 4.1.5 todo ideal de R contiene un producto de ideales primos, en
particular el ideal 〈0〉 contiene un producto de ideales primos. Por lo tanto existen ideales
primos P1, . . . , Pn de R y enteros positivos a1, . . . , an, tales que P a11 · · ·P ann = 〈0〉.
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Lema 4.1.7. Sea R un anillo conmutativo y sean P1 y P2 ideales maximales distintos de
R. Entonces Pm1 + Pn2 = R para todo n,m ∈ Z+.

Demostración. Demostraremos que Pm1 + Pn2 = R, para toda n,m ∈ Z+, por inducción
sobre n. Para n = 1: por ser P1 y P2 ideales maximales, entonces P1 + P2 = R. Luego

R = Rm = (P1 + P2)m ⊆ Pm1 + P2

para toda m ∈ Z+. Lo que implica que R = Pm1 + P2 para toda m ∈ Z+. Supongamos que
para toda n− 1 > 0, se cumple que Pm1 + Pn−1

2 = R para toda m ∈ Z+. Luego

Pn−1
2 = Pn−1

2 R = Pn−1
2 (Pm1 + P2) ⊆ Pm1 + Pn2 .

Lo que implica que

R = Pm1 + Pn−1
2 ⊆ Pm1 + (Pm1 + Pn2 ) ⊆ Pm1 + Pn2 ⊆ R

para toda m ∈ Z+.

Lema 4.1.8. Sea R un anillo conmutativo noetheriano en el que todo ideal primo es
maximal y sean P1, . . . , Pn ideales primos tales que

∏n
i=1 P

ai
i = 〈0〉. Entonces existe un

isomorfismo de anillos

R ∼=
n⊕
i=1

R/P aii .

Demostración. El ideal Pi es un ideal maximal ya que es un ideal primo, para toda i =
1, . . . , n. Luego por el lema 4.1.7 P aii + P

aj
j = R, para toda i 6= j i, j ∈ {1, . . . , n}. Esto

implica que se cumplen las hipótesis del teorema chino del residuo y por lo tanto

R/
n⋂
i=1

P aii
∼=

n⊕
i=1

R/P aii .

Por otro lado,
⋂n
i=1 P

ai
i =

∏n
i=1 P

ai
i = 〈0〉 por la proposición 4.1.4. Luego

R ∼= R/
n∏
i=1

P aii
∼= R/

n⋂
i=1

P aii
∼=

n⊕
i=1

R/P aii .

Lema 4.1.9. Si un ideal primo P de un anillo R contiene un producto de ideales a1 · · · an,
entonces P contiene a uno de ellos.

Demostración. Si ai * P para toda i = 1, . . . , n, entonces existe ai ∈ ai − P. Luego
a1 · · · an /∈ P ya que P es primo. Pero a1 · · · an ∈ a1 · · · an ⊆ P que nos lleva a una
contradicción.
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Corolario 4.1.10. Sea R un anillo conmutativo noetheriano en el que todo ideal primo es
maximal y sean P1, . . . , Pn ideales primos tales que

∏n
i=1 P

ai
i = 〈0〉. Entonces los ideales

P1, . . . , Pn son todos los ideales primos de R.

Demostración. Sea Ri = R/P aii . Si J/P aii es ideal primo de Ri, entonces J es ideal primo
de R y contiene a P aii (observación 1.1.5), por el lema 4.1.9 Pi ⊆ J y por ser maximales
J = Pi, aśı que Pi/P

ai
i es el único ideal primo de Ri. Ahora los ideales de R1 ⊕ · · · ⊕ Rn

son de la forma J1 ⊕ · · · ⊕ Jn, donde cada Ji es ideal de Ri. Luego J1 ⊕ · · · ⊕ Jn es ideal
primo si y sólo si R1⊕ · · ·⊕Rn/J1⊕ · · ·⊕Jn ∼= R1/J1⊕ · · ·⊕Rn/Jn es un dominio entero,
esto último sucede si y sólo si Ji = Pi/P

ai
i para alguna i y Jk = Rk para toda k = 1, . . . , n

y k 6= i. Por el lema 4.1.8 R ∼=
⊕n

i=1R/P
ai
i , lo cual implica que todo ideal primo P de R

es isomorfo un ideal primo, a saber Pi/P
ai
i para alguna i = 1, . . . , n. Luego P = Pi para

alguna i.

Lema 4.1.11. Sea P ideal maximal de un anillo conmutativo R y sea n un entero positivo.
Entonces la inclusión de R en RP induce el isomorfismo

R/Pn ∼= RP /P
nRP .

Demostración. Definamos el homomorfismo f : R/Pn −→ RP /P
nRP dado por f(r +

Pn) = r + PnRP . Es un homomorfismo inyectivo ya que si r + PnRP = r′ + PnRP ,
entonces r − r′ ∈ PnRP . Luego r − r′ ∈ Pn y aśı r + Pn = r′ + Pn. Ahora veamos que
es un homomorfismo suprayectivo. Sea r

s ∈ RP . Esto significa que r ∈ R y s /∈ P . Luego
〈s〉+ P = R ya que P es ideal maximal. Demostraremos por inducción que 〈s〉+ Pn = R
para cualquier entero positivo n. El caso n = 1 ya lo vimos. Supongamos que para n−1 > 0
se cumple 〈s〉+ Pn−1 = R. Luego

Pn−1 = Pn−1R = Pn−1 (〈s〉+ P ) ⊆ 〈s〉+ Pn.

Esto implica que

R =
(
〈s〉+ Pn−1

)
⊆ 〈s〉+ Pn.

Por lo tanto 〈s〉+ Pn = R.
Esto implica que existen c ∈ R y q ∈ Pn tales que cs + q = 1. Luego c = 1−q

s ∈ RP .
Entonces

f(rc+ Pn) = rc+ PnRP = r
1− q
s

+ PnRP =
r

s
− rq

s
+ PnRP =

r

s
+ PnRP

ya que rq
s ∈ P

nRP .

Corolario 4.1.12. Sea R un anillo de Dedekind y p un ideal primo no trivial de R.
Entonces todo ideal de R/pa es una potencia de p/pa para todo entero positivo a. Más aún
p/pa es un ideal principal.
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Demostración. Por el lema 4.1.11 R/pa ∼= Rp/p
aRp. El ideal p/pa es un ideal principal ya

que Rp es dominio de ideales principales. El único ideal maximal de Rp es pRp. Luego, por
la proposición 4.0.21 todo ideal de Rp es una potencia de pRp. Por lo tanto todo ideal de
Rp/p

aRp es una potencia de pRp/p
aRp. Es claro que bajo el isomorfismo del lema 4.1.11 el

ideal p/pa se aplica en el ideal pRp/p
aRp. Por lo tanto todo ideal de R/pa es una potencia

de p/pa.

Teorema 4.1.13. Sea R un anillo de Dedekind y A un ideal no trivial de R. Entonces
A está contenido solamente en un número finito de ideales primos p1, p2, . . . , pn y además
A = pb11 · · · pbnn para algunos enteros positivos bi.

Demostración. Sea J/A un ideal primo de R/A. Entonces J es ideal primo de R que
contiene a A, como R es de Dedekind, entonces J es ideal maximal (proposición 4.0.23).
Por lo tanto J/A es ideal maximal de R/A. Luego por el corolario 4.1.6, existe un número
finito de ideales primos p1/A, p2/A, . . . , pn/A de R/A tales que

(pa11 /A) · (pa22 /A) · · · (pann /A) = A/A

con a1, . . . , an enteros positivos. Luego pa11 · p
a2
2 · · · pann ⊆ A. Además por el corolario 4.1.10

p1/A, p2/A, . . . , pn/A son los únicos ideales primos de R/A. Luego p1, p2, . . . , pn son los
únicos ideales primos de R que contienen a A y pa11 · · · pann = A.

Teorema 4.1.14. Sea R un anillo de Dedekind y A un ideal no trivial de R. Entonces
A = pb11 · · · pbnn de manera única.

Demostración. Los ideales p1, . . . , pn son únicos ya que son todos los ideales que contienen
a A. Los enteros bi están determinados por A como el mı́nimo entero positivo tal que
ARpi = pbii Rpi .

Si A es un ideal de R, decimos que x ≡ y (modA) si x− y ∈ A.

Lema 4.1.15. Sean R un anillo de Dedekind con un número finito de ideales primos
p1, . . . , pn, a1, . . . , an enteros positivos y y1, . . . , yn elementos de R. Entonces existe x ∈ R
tal que x ≡ yi mod paii para toda i.

Demostración. Por el teorema chino del residuo para anillos, el homomorfismo diagonal de
R sobre

⊕
R/paii es suprayectivo. Luego existe x ∈ R tal que

(x+ pa11 , . . . , x+ pann ) = (y1 + pa11 , . . . , yn + pann ) .

Por lo tanto x ≡ yi (modP aii ).

Teorema 4.1.16. Sea R un anillo de Dedekind con un número finito de ideales primos
p1, . . . , pn. Entonces R es un dominio de ideales principales.
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Demostración. Sea y ∈ p1 − p2
1. Por el lema 4.1.15 existe x1 ∈ R tal que(

x1 + p2
1, x1 + p2, . . . , x1 + pn

)
=
(
y + p2

1, 1 + p2, . . . , 1 + pn
)
.

Luego x1− y ∈ p2
1 y x1− 1 ∈ pi para i = 2, . . . , n, lo que implica que x1 ∈ p1− p2

1 y x1 /∈ pi
para i = 2, . . . , n. Luego el único ideal primo que contiene al ideal 〈x1〉 es p1. Más aún
〈x1〉 * p2

1. Como todo ideal es producto de potencias de ideales primos, entonces 〈x1〉 = p1.
De la misma forma, podemos encontrar xi ∈ R tal que pi = 〈xi〉 para toda i. Por lo tanto
todo ideal primo es principal y en cosecuencia todo ideal es principal, ya que todo ideal se
factoriza como producto de ideales primos.

4.2. Caracterización de anillos de Dedekind

Hasta ahora no hemos tenido ejemplos claros de anillos de Dedekind pues la definición
que dimos es un poco complicada. Es por eso que en esta sección demostraremos algunas
caracterizaciones de los anillos de Dedekind.

Lema 4.2.1. Sea R un dominio entero. Entonces

R =
⋂

p maximal

Rp.

Demostración. Para todo ideal maximal p se cumple que R ⊆ Rp, por lo que R está con-
tenido en la intersección. Demostremos la otra contención. Sea x = a

b ∈
⋂
Rp, con a, b ∈ R

y sea
A = {y ∈ R | ya ∈ 〈b〉} .

A es un ideal de R ya que para todo y, w ∈ A, (y−w)a ∈ 〈b〉 y para todo r ∈ R, rya ∈ 〈b〉.
Para cada ideal maximal p se cumple que x = r

s donde r ∈ R y s /∈ p. Lo que implica
que sa = rb ∈ 〈b〉. Esto significa que s ∈ A y como s /∈ p, entonces A * p. Por lo tanto
A = R. Esto implica que para todo y ∈ R ya ∈ 〈b〉, en particular 1a = a ∈ 〈b〉. Luego b
divide a a y por lo tanto x ∈ R.

Lema 4.2.2. Sea R un dominio entero y sean A ⊆ B ideales de R. Si ARp = BRp para
todo ideal maximal p, entonces A = B.

Demostración. Sea b ∈ B. Para cada ideal maximal p se tiene que b ∈ ARp. Luego b = a
s

con a ∈ A y s /∈ p. Sea
Q = {y ∈ R | by ∈ A} .

De manera análoga a la demostración del lema 4.2.1 se puede mostrar que Q es ideal de
R. Luego bs = a ∈ A. Esto implica que s ∈ Q y s /∈ p. Por lo tanto Q * p para todo ideal
maximal p. Luego Q = R ya que todo ideal debe estar contenido en un ideal maximal.
Esto implica que b = 1b ∈ A.
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Proposición 4.2.3. Sea A un dominio noetheriano, enteramente cerrado y con un único
ideal primo no trivial p. Entonces A es un dominio de ideales principales.

Demostración. Como p es el único ideal primo de A, entonces es el único ideal maximal de
A. Sea a ∈ p distinto de cero y M = A/ 〈a〉. Definimos para cada m+ 〈a〉 ∈M el ideal

An (m+ 〈a〉) = {r ∈ A | rm+ 〈a〉 = 〈a〉} = {r ∈ A | rm ∈ 〈a〉} .

Sea
J = {An (m+ 〈a〉) | m /∈ 〈a〉} .

Como A es un dominio entero noetheriano existe un ideal q que es maximal en J. Sea b ∈ A
tal que q = An (b+ 〈a〉). Nótese que q 6= 〈0〉 ya que a ∈ q pues ab+ 〈a〉 = 〈a〉 .

El ideal q es primo: supongamos que no es aśı, es decir, existen x, y ∈ A tales que xy ∈ q
pero x /∈ q y y /∈ q. Notemos que yb /∈ 〈a〉 ya que y /∈ q, lo que implica An (yb+ 〈a〉) ∈ J.
Sea r ∈ q, es decir, rb ∈ 〈a〉. Luego r(yb) = y(rb) ∈ 〈a〉, esto es, r ∈ An (yb+ 〈a〉) . En
consecuencia q ⊆ An (yb+ 〈a〉). Por otro lado, x(yb) = (xy)b ∈ 〈a〉 ya que xy ∈ q, lo que
significa que x ∈ An (yb+ 〈a〉). Por lo tanto q ( An (yb+ 〈a〉), que no es posible pues q es
maximal en J. Como el único ideal primo distinto de cero es p, entonces q = p.

p es ideal principal: pb ⊆ 〈a〉 = Aa ya que q = p y 〈b〉 * 〈a〉 puesto que q ∈ J. Luego
b
a /∈ A, ya que si a | b, entonces 〈b〉 ⊆ 〈a〉 que no es posible. Como pb ⊆ Aa, entonces

p ba ⊆ A. Si p ba 6= A, entonces p ba ⊆ p. Pero por el inciso 4. de la proposición 3.0.7, b
a es

entero sobre A y por ser A enteramente cerrado b
a ∈ A, que es una contradicción. Luego

p ba = A y aśı p = Aa
b , es decir, p es un ideal principal.

Sea p = a
b y sea A un ideal no trivial de A. Luego pA ⊆ A, por lo que A ⊆ Ap−1. Para

mostrar que A es ideal principal consideremos la cadena

A ( Ap−1 ( Ap−2 ( Ap−3 ( · · · .

Nótese que las contenciones deben ser propias ya que si Ap−k = Ap−k−1, entonces al
multiplicar Ap−k por p−1 obtendŕıamos otra vez Ap−k. Esto implicaŕıa que p−1 = b

a es

entero sobre A y en consecuencia b
a ∈ A que no es posible. Sea n ∈ N tal que Ap−n ⊆ A y

Ap−n−1 * A. Dicha n existe ya que A es un dominio noetheriano y la parte de la cadena
contenida en A debe ser finita. Si Ap−n ⊆ p = Ap, entonces Ap−n−1 ⊆ A, que contradice
la elección de n. Luego Ap−n = A. Por lo tanto A = Apn = 〈pn〉.

Teorema 4.2.4. Sea R un dominio entero que no es campo. Entonces los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

1. R es un anillo de Dedekind.

2. Rp es DVD para cada ideal maximal p de R y para toda a ∈ R distinta de cero existe
sólo un número finito de ideales primos que contienen a a.
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3. R es noetheriano, enteramente cerrado y todo ideal primo no trivial es maximal.

Demostración. 1) =⇒ 2) Como todo ideal maximal es ideal primo, entonces Rp es DVD
para cada ideal maximal p de R. Sea a ∈ R distinto de cero. Si J/ 〈a〉 es ideal primo del
anillo R/ 〈a〉, entonces J es ideal primo de R. Luego J es ideal maximal, ya que en un
anillo de Dedekind todo ideal primo es maximal (proposición 4.0.23) y por lo tanto el ideal
J/ 〈a〉 es un ideal maximal. Esto implica que se satisfacen las hiṕotesis del corolario 4.1.10
para el anillo R/ 〈a〉 y el anillo R/ 〈a〉 contiene sólo un número finito de ideales primos.
Por lo tanto existe sólo un número finito de ideales primos que contienen a a.

2) =⇒ 3) Primero mostraremos que todo ideal primo no trivial es maximal. Sea q ideal
primo de R. Entonces existe un ideal maximal p tal que q ⊆ p. Por hipótesis Rp es DVD
y por lo tanto contiene un único ideal maximal que es pRp. Por otro lado qRp es ideal
primo. Luego qRp = pRp por las propiedades de DVD, es decir, qRp es ideal maximal.
Por la correspondencia biyectiva entre los ideales primos de Rp y los ideales primos de R
cuya intersección con R − p es vaćıa, se tiene que q = p. Por lo tanto todo ideal primo es
maximal.

Ahora mostraremos que R es enteramente cerrado. Rp es DIP para todo ideal maximal
p de R. En el ejemplo 3.0.14 vimos que todo DIP es enteramente cerrado, por lo que Rp es
enteramente cerrado para todo ideal maximal p de R. Luego R =

⋂
Rp (lema 4.2.1) y la

intersección de dominios enteramente cerrados es enteramente cerrada (proposición 3.0.17).
Por lo tanto R es enteramente cerrado.

R es noetheriano, más aún todo ideal A de R está generado por dos elementos, es
decir, A = 〈a〉 + 〈b〉 con a, b ∈ A. Sea a ∈ A y sean p1, . . . , pn los ideales primos de R
que contienen a a. Ya vimos que todo ideal primo es maximal, por lo tanto Rpi es DIP
para toda i = 1, . . . , n. Esto implica que existe ci ∈ Rpi tal que ARpi = 〈ci〉. Notemos que
podemos suponer que ci ∈ A ya que si ci = x

s con x ∈ A y s /∈ pi, entonces

〈ci〉 =
{
y
x

s
| y ∈ Rpi

}
=
{(y

s

)
x | y

s
∈ Rpi

}
.

Sea C = 〈a〉 + 〈c1〉 + · · · + 〈cn〉. Claramente C ⊆ A ya que a, c1, . . . , cn ∈ A. Mostraremos
que para todo ideal maximal p, ARp = CRp para poder utilizar el lema 4.2.2. Sea p un
ideal maximal de R. Si p no contiene a a, entonces 1

a ∈ Rp. Luego a · 1
a = 1 ∈ ARp y

a · 1
a = 1 ∈ CRp. Por lo tanto ARp = CRp = Rp. Si p contiene a a, es decir, p = pi para

alguna i, entonces ci ∈ CRpi . Luego ARpi = 〈ci〉 ⊆ CRpi , lo que implica ARpi = CRpi . Por
lo tanto, por el lema 4.2.2, A = C.

Por el teorema chino del residuo para módulos se tiene el siguiente isomorfismo:

A/ (p1 · · · pn)A ∼= A/p1A⊕ · · · ⊕ A/pnA.

Sea b ∈ A tal que bajo dicho isomorfismo se obtiene el elemento (c1 + p1A, . . . , cn + pnA).
Sea D = 〈a〉 + 〈b〉. Afirmamos que A = D. Por la manera en que definimos b se tiene que
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b− ci ∈ piA ⊆ A. Luego D ⊆ A y mostraremos que ARp = DRp para todo ideal maximal
p. Sea p ideal maximal de R. Si a /∈ p, entonces ARp = DRp = Rp. Para los ideales pi que
contienen a a, demostraremos que

DRpi + piARpi = ARpi .

Como D ⊆ A, entonces DRpi ⊆ ARpi y como piA ⊆ A, entonces piARpi ⊆ ARpi . Luego
DRpi + piARpi ⊆ ARpi . Para la otra contención notemos que ci = b + (ci − b) ∈ DRpi +
piARpi . Luego ARpi = 〈ci〉 ⊆ DRpi + piARpi . En consecuencia DRpi + piARpi = ARpi y
por el lema de Nakayama ARpi = DRpi . Luego A = D y A está generado por a lo más dos
elementos.

3) =⇒ 1) El único ideal maximal de Rp es pRp, para todo ideal primo p, por la propo-
sición 2.1.2. Como R es enteramente cerrado, entonces Rp también es enteramente cerrado
por el ejemplo 3.0.15. Esto implica que Rp satisface las hipótesis de la proposición 4.2.3 y
en consecuencia Rp es DIP. Por lo tanto R es un anillo de Dedekind.

4.3. Ideales fraccionarios

En esta sección R denotará un anillo de Dedekind y K su campo de cocientes.

Definición 4.3.1. Un ideal fraccionario M de R es un R-submódulo finitamente gene-
rado de K, no trivial.

Notemos que si M es un ideal fraccionario, entonces existe t ∈ R tal que tM ⊆ R. Sean
m1
t1
, . . . , mn

tn
los generadores de M y t = t1 · · · tn. Entonces para toda x ∈ M se tiene que

x =
∑n

i=1 ri
mi
ti

, con ri ∈ R. Luego tx =
∑n

i=1 r̂imi, donde r̂i ∈ R. Esto implica que tx ∈ R
para toda x ∈M . Por lo tanto tM ⊆ R.

Definición 4.3.2. Si M es un ideal fraccionario de R, entonces M−1 es el conjunto

M−1 = {x ∈ K | xM ⊆ R} .

Ejemplo 4.3.3. Como R es un anillo noetheriano, entonces todo ideal es finitamente
generado. Por lo tanto todo ideal de R es un ideal fraccionario.

Ejemplo 4.3.4. Sea y ∈ K distinto de cero. Entonces Ry es un ideal fraccionario de R.
Además (Ry)−1 = Ry−1.

En efecto, como y−1 ∈ (Ry)−1 ya que y−1Ry = R, entonces Ry−1 ⊆ (Ry)−1. Si
x ∈ (Ry)−1, entonces xRy = Rxy ⊆ R. Luego xy ∈ R y por lo tanto x ∈ Ry−1. Por lo
tanto (Ry)−1 = Ry−1.
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En esta sección demostraremos que el conjunto de ideales fraccionarios de R es un grupo.
Definamos el producto entre dos ideales fraccionarios M y N de la siguiente manera:

MN =
{∑

mini | mi ∈M,ni ∈ N
}
.

Para la demostración de la siguiente proposición necesitaremos un resultado para módu-
los finitamente generados cuya demostración puede consultarse en [3] página 56.

Proposición 4.3.5. Sea R un anillo noetheriano y M un R-módulo finitamente gene-
rado. Entonces M es un R-módulo noetheriano y por lo tanto todos sus submódulos son
finitamente generados.

Proposición 4.3.6. 1. Si M es ideal fraccionario de R, entonces M−1 es un ideal
fraccionario.

2. Si M y N son ideales fraccionarios, entonces MN es un ideal fraccionario.

Demostración. 1. Sea m ∈M distinto de cero. Entonces M−1m ⊆ R y en consecuencia
M−1 ⊆ Rm−1. Luego Rm−1 es un R-módulo finitamente generado y como R es un
anillo noetheriano, entonces por la proposición 4.3.5 M−1 es un R-módulo finitamente
generado.

2. Sean {xk}k∈K y {yj}j∈J conjuntos finitos generadores de M y N respectivamente.
Sea x =

∑
mini ∈MN . Luego

x =
∑

mini =
∑(∑

rkxk

)(∑
sjyj

)
=
∑

r̂ixkyj

donde rk, sj , r̂i ∈ R. Por lo tanto {xkyj} es un conjunto generador finito.

Definición 4.3.7. Un ideal fraccinario M es invertible, si MM−1 = R.

Sea S un subconjunto multiplicativo de R. Denotaremos por MS al R-módulo MRS y
por (M−1)S al R-módulo (MS)−1. Si n es un entero positivo, entonces definimos M−n =
(M−1)n.

Proposición 4.3.8. Sean M , N ideales fraccionarios de R y S un subconjunto multipli-
cativo de R.

1. (MN)S = (MS) (NS).

2. Si R es DIP, entonces todo ideal fraccionario es principal.

3. (MN)−1 = M−1N−1.
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Demostración. 1. Por definición

(MN)S = MNRS = (MRS) (NRS) = (MS) (NS) .

2. Sea t ∈ R distinto de cero tal que tM ⊆ R. Luego tM = Ry con y ∈ R, ya que R es
DIP. Por lo tanto M = R y

t .

3. Por definición M−1N−1MN =
(
M−1M

) (
N−1N

)
⊆ R. Luego M−1N−1 ⊆ (MN)−1.

Por otro lado (MN)−1MN ⊆ R, lo que implica (MN)−1M ⊆ N−1 y aśı (MN)−1 ⊆
M−1N−1.

Lema 4.3.9. Todo ideal de R no trivial es invertible.

Demostración. Sea M un ideal de R. Entonces MM−1 = B es un ideal de R. Demostrare-
mos que para todo ideal maximal P de R se cumple que BRP = RP . Sea P ideal maximal
de R. Entonces

BRP = BP =
(
MM−1

)
P

= MP

(
M−1

)
P

= MPM
−1
P = RP = RRP

ya que RP es DIP y todo ideal fraccionario es invertible. Por el lema 4.2.2 B = R.

Teorema 4.3.10. Sea M un ideal fraccionario de R. Entonces

M = P a11 · · ·P
an
n

donde P1, . . . , Pn son ideales primos de R y a1, . . . , an números enteros. Además esta ex-
presión es única.

Demostración. Sea t ∈ R tal que tM ⊆ R. Por el teorema 4.1.14 los ideales tM y Rt son

producto de ideales primos de R, estos es, tM =
∏
P aii y Rt =

∏
Q
bj
j . Luego∏

P aii = tM = (Rt)M =
(∏

Q
bj
j

)
M.

Como todo ideal de R es invertible, entonces

M =
∏

P aii
∏

Q
−bj
j .

Supongamos que

M =
∏

P aii
∏

S−ckk =
∏

Q
bj
j

∏
T−dhh ,

donde los ideales Pi y los ideales Sk son distintos, los ideales Qj y Th son distintos y ai, ck, bj
y dh son enteros positivos. Como los ideales de R son invertibles, entonces∏

P aii
∏

T dhh =
∏

Q
bj
j

∏
Sckk .

Luego los ideales Pi son iguales, bajo algún reordenamiento, a los idelaes Sk y los ideales Qj
son iguales, bajo algún reordenamiento, a los ideales Th por la unicidad de la descomposición
en ideales primos en un anillo de Dedekind del teorema 4.1.14.
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Corolario 4.3.11. Todo ideal fraccionario es invertible.

Demostración. Sea M un ideal fraccionario. Por el teorema 4.3.10

M = P a11 · · ·P
an
n

donde P1, . . . , Pn son ideales primos de R y a1, . . . , an son enteros. Luego

MM−1 = (P a11 · · ·P
an
n )

(
P−a11 · · ·P−ann

)
=
(
P a11 P−a11

)
· · ·
(
P ann P−ann

)
= R.

Con esto no sólo hemos demostrado que el conjunto de ideales fraccionarios de un anillo
de Dedekind es un grupo, sino también que es un grupo libre, cuyos generadores son los
ideales maximales de R. Si denotamos por I(R) a este grupo, P (R) al subgrupo de ideales
fraccionarios principales y C(R) = I(R)/P (R) el grupo cociente. Podemos observar que
si R es DIP, entonces C(R) = 1. Por esta razón el grupo C(R) es utilizado para medir
qué tan cerca está R de ser un anillo de ideales principales.



Caṕıtulo 5

Normas y Trazas

Sea L/K una extensión de campos finita. Para cada x ∈ L definimos la función rx : L→
L por rx(y) = yx. La función rx es una transformación lineal, ya que L es un K-espacio
vectorial. En efecto, sean y, z ∈ L y a ∈ K. Entonces

rx (y + z) = (y + z)x

= yx+ zx

= rx (y) + rx (z)

rx (ay) = (ay)x

= a (yx)

= arx(y).

A continuación mostraremos algunas propiedades sobre esta función.

Proposición 5.0.12. Sean x, y ∈ L y a ∈ K. Entonces se cumplen los siguientes enun-
ciados:

1. rx+y = rx + ry.

2. rxy = ryrx.

3. rax = arx.

Demostración. Sea z ∈ L. Entonces:

1. rx+y(z) = z(x+ y) = zx+ zy = rx(z) + ry(z).

2. rxy(z) = z(xy) = (zx)y = ry(zx) = ry(rx(z)) = ryrx(z).

3. rax(z) = z(ax) = a(zx) = arx(z).
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Definición 5.0.13. Sea β una base ordenada de L sobre K y sea A la matriz asociada a
la transformación rx con respecto a la base β. Entonces:

1. La traza de L sobre K es la función TL/K(x) = traza(rx) = traza(A).

2. La norma de L sobre K es la función NL/K(x) = det(rx) = det(A).

Las funciones traza y norma están bien definidas ya que si γ es otra base ordenada de
L sobre K y B es la matriz asociada con respecto a la base γ , entonces existe una matriz
invertible Q tal que A = QBQ−1. Luego

TL/K(x) = traza(A) = traza
(
QBQ−1

)
= traza(B)

y
NL/K(x) = det(A) = det

(
QBQ−1

)
= det(B)

por lo que son funciones que no dependen de la base que elijamos. Ahora mostraremos
algunas propiedades.

Proposición 5.0.14. Sea L/K una extensión de campos finita. Sean x, y ∈ L y a ∈ K.
Entonces se cumplen los siguientes enunciados:

1. TL/K(x+ y) = TL/K(x) + TL/K(y).

2. TL/K(ax) = aTL/K(x).

3. NL/K(xy) = NL/K(x)NL/K(y).

4. NL/K(ax) = anNL/K(x), donde n es la dimensión de L sobre K.

5. Sea E un campo tal que K ⊆ E ⊆ L. Entonces TL/K(x) = TE/K
(
TL/E(x)

)
.

Demostración. Sean A y B las matrices asociadas a las transformaciones rx y ry respecti-
vamente. Entonces, por la proposición 5.0.12 y por las propiedades del determinante y la
traza de matrices, tenemos

1.

TL/K(x+ y) = traza (rx+y) = traza (rx + ry)

= traza(A+B) = traza(A) + traza(B)

= TL/K(x) + TL/K(y).

2.

TL/K(ax) = traza (rax) = traza (arx)

= traza(aA) = a · traza(A)

= aTL/K(x).
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3.

NL/K(xy) = det (rxy) = det (ryrx)

= det(BA) = det(B)det(A)

= NL/K(x)NL/K(y).

4.

NL/K(ax) = det (rax) = det (arx)

= det(aA) = andet(A)

= anNL/K(x).

5. Para el último inciso sea {a1, . . . , an} una base de E sobre K y sea {b1, . . . , bm} una
base de L sobre E. Entonces para toda x ∈ L se tiene que

xbi =
∑
j

βijbj

donde βij ∈ E para toda i, j = 1, . . . ,m. Luego

TL/E(x) =
∑
i

βii.

Como βii ∈ E, entonces

βiiap =
∑
q

αpqaq

donde αpq ∈ K. Luego

TE/K(βii) =
∑
p

αpp.

Lo que implica

TE/K
(
TL/E(x)

)
= TE/K

(∑
i

βii

)
=
∑
i

TE/K (βii)

=
∑
i

∑
p

αpp.

(5.1)
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Por otro lado los elementos {aqbj} son una base de L sobre K. Luego

xapbi = ap (xbi) = ap
∑
j

βijbj

=
∑
j

(apβij) bj =
∑
j

(∑
q

αpqaq

)
bj

=
∑
j

∑
q

αpqaqbj .

Por lo tanto TL/K(x) =
∑

i

∑
p αpp que coincide con la ecuación 5.1.

Definimos el polinomio caracteŕıstico de un elemento x ∈ L como el polinomio carac-
teŕıstico de la transformación rx, es decir,

f(t) = det (tI − rx) .

Sabemos que es un polinomio mónico y que además f(rx) = 0 por el teorema de Cayley-
Hamilton. Más aún f(x) = 0 ya que para toda z ∈ L

0 = f(rx)(z) = f(x)z.

Lema 5.0.15. Sea A = (aij) la matriz asociada a la transformación rx con x ∈ L y sea
f(t) = tn + an−1t

n−1 + · · ·+ a0 el polinomio caracteŕıstico de x. Entonces

1. a0 = (−1)nNL/K(x).

2. an−1 = −TL/K(x).

Demostración. 1. Evaluando t = 0 en el polinomio caracteŕıstico tenemos

a0 = f(0) = det (−rx)) = (−1)nNL/K(x).

2. Haremos la demostración por inducción sobre n. Para n = 1 es claro que se cumple.
Para n = 2 tenemos que

det

(
t− a11 a12

a21 t− a22

)
= t2 − (a11 + a22) t+ (a11a22 − a21a12)

donde podemos ver que se cumple el lema. Supongamos que el lema es cierto para
n− 1 > 2. Sea An la matriz que se obtiene al eliminar la columna n y la fila n de la
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matriz A. Luego al desarrollar sobre la columna n

det (tIn −A) = det


t− a11 a12 · · · a1n

a21 t− a22 · · · a2n
...

. . .
...

an1 a2n · · · t− ann


= (t− ann) det (tIn−1 −An) + g(t)

donde g(t) es un polinomio de grado menor o igual a n−2. Por hipótesis de inducción

f(t) = (t− ann) det (tIn−1 −An) + g(t)

= (t− ann)
(
tn−1 − traza (An) tn−2 + · · ·

)
+ g(t)

= tn − (ann + traza (An)) tn−1 + g′(t)

= tn − traza(A)tn−1 + g′(t)

donde g′(t) es un polinomio de grado menor a n− 1. Por lo tanto an−1 = −traza(A).

Sea (, ) : L× L→ K dada por

(x, y) = TL/K(xy).

La función (, ) es una forma bilineal simétrica ya que para todo x, y, z ∈ L y a, b ∈ K se
cumple que

(ax+ by, z) = TL/K ((ax+ by)z)

= TL/K (axz + byz)

= aTL/K(xz) + bTL/K(yz)

= a(x, z) + b(y, z)

(x, y) = TL/K(xy) = TL/K(yx) = (y, x).

Definición 5.0.16. Decimos que una forma bilineal es no degenerada si (x, y) = 0 para
toda y ∈ L, entonces x = 0.

Teorema 5.0.17. Sea L/K una extensión de campos finita. La extensión L/K de campos
es separable si y sólo si la forma bilineal (x, y) = TL/K(xy) es no degenerada.

Demostración. =⇒) Supongamos que L/K es una extensión separable de grado n. Sea
x ∈ L tal que para todo y ∈ L se cumple (x, y) = 0. Por el teorema del elemento primitivo
existe θ ∈ L tal que L = K(θ). Además 1, θ, . . . , θn−1 es una base de L sobre K para
alguna n. Aśı que para mostrar que es una forma bilineal no degenerada basta mostrar que
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(
x, θi

)
= 0 para toda i. Sea D = (dij) la matriz cuyas entradas son dij =

(
θi−1, θj−1

)
. Como

x ∈ L, entonces x =
∑n−1

i=0 biθ
i donde bi ∈ K para toda i. Luego para toda j = 0, . . . , n− 1

(
x, θj

)
=

(
n−1∑
i=0

biθ
i, θj

)

=
n−1∑
i=0

bi
(
θi, θj

)
= 0.

(5.2)

Esta expresión es equivalente a la ecuación

(b0, b1, . . . , bn)D = 0.

Por lo que basta demostrar que D es una matriz no singular, de este modo bi = 0 para toda
i = 0, . . . , n−1 y por lo tanto x = 0. Sea f(t) = Irr(K, θ) y F un campo de descomposición
de f(t) sobre K, esto es

f(t) =

n∏
i=1

(t− θi)

con θi ∈ F . Como L/K es una extensión separable, entonces θi 6= θj para toda i 6= j.
El polinomio caracteŕıstico de θ sobre K es de grado n y además vimos que se anula

en θ. Como f(t) es el polinomio mı́nimo de θ sobre K, entonces f(t) divide al polinomio
caracteŕıstico de θ. Lo que implica que son iguales ya que ambos tienen el mismo grado y son
mónicos. Al hacer el desarrollo de f(t) obtenemos que el coeficiente de tn−1 es θ1 + · · ·+ θn
y como consecuencia del lema 5.0.15 se tiene que

TL/K(θ) = θ1 + · · ·+ θn.

Sea Mθ la matriz asociada a la transformación lineal rθ. Entonces θ1, . . . , θn son los
valores propios de rθ ya que son las ráıces de su polinomio caracteŕıstico f(t). Como θi 6= θj
para toda i 6= j, entoces Mθ es diagonalizable sobre F y por lo tanto existe una matriz
invertible Q tal que

QMθQ
−1 = diag (θ1, . . . , θn)

donde diag (θ1, . . . , θn) denota a la matriz que tiene en la diagonal a los elementos θ1, . . . , θn
y cero en las demás entradas.

La matriz asociada a la transformación rθk es Mk
θ ya que rθk = rθ · · · rθ. Luego

QMk
θQ
−1 = diag

(
θk1 , . . . , θ

k
n

)
de donde es fácil ver que la traza está dada por

TL/K

(
θk
)

= θk1 + · · ·+ θkn. (5.3)
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Sea

V =


1 1 · · · 1
θ1 θ2 · · · θn
θ2

1 θ2
2 · · · θ2

n
...

... · · ·
...

θn−1
1 θn−1

2 · · · θn−1
n


que se conoce como matriz de van der Monde. La entrada ij de la matriz V V t es de la
forma

n∑
k=1

θi−1
k θj−1

k =

n∑
k=1

θi+j−2
k = TL/K

(
θi+j−2

)
= TL/K

(
θi−1θj−1

)
= dij

haciendo k = i+ j − 2 en la ecuación 5.3. Luego V V t = D y en consecuencia

detD = det
(
V V t

)
= (detV )2

ya que detV = detV t. Se sabe que el determinante de la matriz de van der Monde es∏
1≤i<j≤n

(θj − θi) .

Como L/K es separable, entonces θi 6= θj si i 6= j y en consecuencia

detV 6= 0.

Por lo tanto detD 6= 0 y la forma bilineal (, ) es no degenerada.
⇐=) Supongamos que L/K no es separable. Entonces K es de caracteŕıstica p, para

algún primo y además existe un campo F tal que K ⊆ F ⊆ L, donde L/F es una extensión
de campos puramente inseparable y F/K es una extensión de campos separable. Luego
[L : F ] = pm para alguna m ≥ 1 y además para toda x ∈ L existe un entero positivo e tal
que xp

e ∈ F . Nuestro objetivo será demostrar que si x ∈ L − F , entonces (x, y) = 0 para

toda y ∈ L. Si xy /∈ F , entonces existe un entero positivo f tal que Irr(F, xy) = tp
f − a,

con a ∈ F . Sea q(t) el polinomio caracteŕıstico de xy sobre F . Luego Irr(F, xy) | q(t) y
grq(t) = pm, en consecuencia

q(t) =
(
tp

f − a
)pm−f

.

Esto implica que el coeficiente de tp
m−1 es cero ya que K es de caracteŕıstica p, por el

lema 5.0.15 TL/F (xy) = 0. Si xy ∈ F , entonces

TL/F (xy) = xyTL/F (1) = xypm = 0.

Luego, por el inciso (5) de la proposición 5.0.14

(x, y) = TL/K(xy) = TF/K
(
TL/F (xy)

)
= TF/K(0) = 0.

Por lo tanto (,) es no degenerada.
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Teorema 5.0.18 (Teorema de la Base Dual). Sea L/K una extensión de campos finita y
separable y sea {u1, . . . , un} una base L sobre K. Entonces existe una base {v1, . . . , vn} de
L sobre K tal que

TL/K(uivj) = δij

donde δij = 0 si i 6= j y δij = 1 si i = j.

Demostración. Toda función K-lineal de L sobre K es de la forma x −→ (x, y) para alguna
y ∈ L. Para cada i = 1, . . . , n, sea vi ∈ L el elemento que determina la función K-lineal
de la siguiente forma uj −→ 0 si i 6= j y ui −→ 1. {v1, . . . , vn} es un conjunto linealmente
independiente ya que si

∑n
i=1 aivi = 0, entonces

0 =

(
n∑
i=1

aivi, uj

)
=

n∑
i=1

ai(vi, uj) = aj(vj .uj) = aj .

Por lo tanto {v1, . . . , vn} es una base de L sobre K.

A la base {v1, . . . , vn} se le conoce como la base dual de {u1, . . . , un} con respecto a la
forma bilineal (,).

Proposición 5.0.19. Sea L/K una extensión de campos finita y separable de grado n.
Sea x ∈ L, p(t) = Irr(K,x) y sean x1, . . . , xn las ráıces de p(x) en algún campo de
descomposición, cada una repetida r = [L : K(x)] veces. Entonces TL/K(x) = x1 + · · ·+ xn
y NL/K(x) = x1 · · ·xn, además el polinomio caracteŕıstico de x respecto a L es de la forma
f(t) = p(t)r.

Demostración. Primero supongamos que x es elemento primitivo de la extensión, es decir,
L = K(x). Entonces el polinomio caracteŕıstico de x sobre K es de grado n con coeficientes
en K y además se anula en x. Como p(t) es el polinomio mı́nimo de x sobre K, entonces p(t)
divide al polinomio caracteŕıstico de x. Lo que implica que son iguales ya que ambos tienen
el mismo grado y son mónicos. Al hacer el producto de los factores de f(t), obtenemos
que el coeficiente de tn−1 es −(x1 + · · ·+ xn) y el término constante es (−1)nx1 · · ·xn. El
lema 5.0.15 nos dice que estos coeficientes son la TL/K(x) y la NL/K(x) respectivamente.
Luego TL/K(x) = x1 + · · ·+ xn y NL/K(x) = x1 · · ·xn. Para demostrar el caso general sea
{y1, . . . , yq} una base de K(x) sobre K y {z1 . . . , zr} una base de L sobre K(x). Entonces
{yizj} es una base de L sobre K y además n = qr. Si xyi =

∑q
k=1 aikyk, entonces

x (yizj) = (xyi) zj

=

(
q∑

k=1

aikyk

)
zj

=

q∑
k=1

aikykzj .
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Sea M la matriz asociada a la transformación rx en K(x). Entonces ordenando la base
{yizj} obtenemos que la matriz asociada a la transformación rx en L es de la forma

M =


M 0 · · · 0
0 M · · · 0
...

... · · ·
...

0 0 · · · M.

 .

Luego el polinomio caracteŕıstico de x es

f(t) = det
(
tIn −M

)
= det (tIq −M)r .

Utilizando que x es elemento primitivo en K(x), tenemos que p(t) = det (M − tIq). Desa-
rrollando el polinomio caracteŕıstico y por el lema 5.0.15 tenemos el resultado.

Proposición 5.0.20. Sea R un dominio entero, K su campo de cocientes, L una exten-
sión finita y separable sobre K. Si x ∈ L es entero sobre R, entonces los coeficientes del
polinomio caracteŕıstico f(t) de x son enteros sobre R. En particular TL/K(x) y NL/K(x)
son enteros sobre R.

Demostración. Sea p(t) =
∏n
i=1 (t− xi) el polinomio mı́nimo de x sobre K. Por la propo-

sición 5.0.19 se tiene f(t) = p(t)r. Luego para cada i = 1, . . . , n, existe un K-isomorfismo
σi : K(x) −→ K(xi) tal que σi(x) = xi. Sea q(t) = tk+· · ·+a0 un polinomio con coeficientes
en R tal que q(x) = 0. Aplicando σi a q(x) obtenemos

0 = σi

(
xk + ak−1x

k−1 + · · ·+ a0

)
= σi(x)k + ak−1σi(x)k−1 + · · ·+ ao

= xki + ak−1x
k−1
i + · · ·+ ao.

esto significa que xi es entero sobre R. Cada coeficiente de f(t) es entero sobre R ya que es
suma de productos de elementos enteros sobre R, en particular por el lema 5.0.15 TL/K(x)
y NL/K(x) son enteros sobre R.

Corolario 5.0.21. Si R es enteramente cerrado, entonces TL/K(x) y NL/K(x) pertenecen
a R.
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Caṕıtulo 6

Extensiones de Anillos de
Dedekind

El objetivo de este caṕıtulo es demostrar que la cerradura entera de un anillo de De-
dekind en una extensión de su campo de cocientes es también un anillo de Dedekind. Este
es uno de los teoremas más importantes de esta tesis, ya que gracias a él podemos dar
ejemplos no triviales de anillos de Dedekind y además nos permite obtener nuevos anillos
de Dedekind a partir de los que ya conocemos.

Lema 6.0.22. Sean R ⊆ R′ dominios enteros, R enteramente cerrado y R′ entero sobre
R en una extensión del campo de cocientes de R. Si P es un ideal primo no trivial de R′,
entonces P ∩R es un ideal primo no trivial de R.

Demostración. P ∩ R 6= 〈0〉: sea x ∈ P distinto de cero y sea f(t) = tn + · · · + a0 el
polinomio mónico con coeficientes en R tal que f(x) = 0 y de grado mı́nimo. Entonces
a0 6= 0 ya que de otro modo podŕıamos factorizar f(t) como producto de polinomios con
coeficientes en R

f(t) = t
(
tn−1 + an−1t

n−2 + · · ·+ a1

)
= tq(t)

donde q(x) = 0 y gr(p(t)) < gr(f(t)), que no es posible ya que supusimos que f(t) era de
grado mı́nimo. Luego

−a0 = xn + · · ·+ a1x ∈ P

lo que implica que a0 ∈ P ∩ R. P ∩ R es primo: sean a, b ∈ R tales que ab ∈ P ∩ R. Esto
implica que ab ∈ P, que es primo y por lo tanto a ∈ P o b ∈ P. Luego a ∈ P ∩ R o
b ∈ P ∩R.

Corolario 6.0.23. Si A es campo y B es un dominio entero que contiene a A y entero
sobre A, entonces B es un campo.

61
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Demostración. Si B no es campo, entonces contiene un ideal maximal P propio. Por el
lema 6.0.22, P ∩ A ⊆ A es un ideal primo distinto de cero. Luego P ∩ A = A ya que A es
campo. Esto implica que 1 ∈ P∩A ⊆ P. Por lo tanto P = B lo que contradice la elección
de P.

Lema 6.0.24. Sea R un anillo de Dedekind, K su campo de cocientes, E una extensión
finita sobre K y R′ la cerradura entera de R en E. Si {a1, . . . , an} es una base de E sobre
K, entonces existe {s1, . . . , sn} ⊆ R tal que {s1a1, . . . , snan} ⊆ R′ es una base de E sobre
K.

Demostración. Sea

Irr(K, ai) = tk +
k−1∑
j=0

ρj
τj
tj

con ρj , τj ∈ R para toda j = 0, . . . , k − 1. Si λj = τ0 · · · τj−1τj+1 · · · τk−1, entonces

ρj
τj

λj
λj

=
ρjλj
θi

donde θi = τ0 · · · τk−1. Luego

Irr(K, ai) = tk +
µk−1

θi
tk−1 + · · ·+ µ0

θi

donde µj ∈ R para j = 0, . . . , k − 1, θi 6= 0 y θi ∈ R para cada i = 1, . . . , n. Multiplicando
por θk y evaluando en ai obtenemos

0 = µ0θ
k−1
i + µ1θ

k−2
i (θiai) + · · ·+ µk−1 (θiai)

k−1 + (θiai)
k .

Esto implica que (θiai) es entero sobre R. El conjunto {θ1a1, . . . , θkak} es linealmente
independiente, ya que si

0 =
n∑
i=1

βi (θiai) =
n∑
i=1

(βiθi) ai = 0,

entonces βiθi = 0 ya que {a1, . . . , an} es un conjunto linealmente independiente. Esto
implica que βi = 0 ya que θi 6= 0 para toda i = 1, . . . , n. Por lo tanto siempre es posible
encontrar una base de E que esté contenida en R′.

Teorema 6.0.25. Sea R un anillo de Dedekind, K su campo de cocientes, L una extensión
finita y separable sobre K y R′ la cerradura entera de R en L. Entonces R′ es un anillo de
Dedekind.

Demostración. Para la demostración de este teorema utilizaremos el inciso (3) del teorema
4.2.4.
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1. R′ es enteramente cerrado: si A es la cerradura entera de R′ en L, entonces A es
entero sobre R ya que R′ es entero sobre A (proposición 3.0.11). Esto implica que
A ⊆ R′ por definición de R′. Luego A = R′.

2. R′ es noetheriano: sea {a1, . . . , ak} una base de L sobre K. Por el lema 6.0.24 po-
demos suponer ai ∈ R′ para toda i = 1, . . . , k. Sea {b1, . . . , bk} la base dual tal
que TL/K(aibj) = δij . Mostraremos que R′ ⊆

∑k
i Rbi, es decir, R′ es un R-módulo

finitamente generado. Sea y ∈ R′. Entonces y =
∑

i αibi con αi ∈ K. Luego

TL/K (ajy) = TL/K

(
aj

(∑
i

αibi

))
=
∑
i

αiTL/K (ajbi)

= αj .

Por el corolario 5.0.21 αj = TL/K (ajy) ∈ R, ya que ajy ∈ R′. Por lo tanto para toda
j = 1, . . . , k se tiene que αj ∈ R. Luego y ∈

∑
iRbi. Todo ideal de R′ es submódulo

de un R-módulo finitamente generado y como R es noetheriano, entonces todo ideal
es finitamente generado (proposición 4.3.5).

3. Todo ideal primo P de R′ es un ideal maximal: sea p = P ∩R, por el lema 6.0.22 es
un ideal primo de R distinto de cero. Luego p es un ideal maximal ya que R es un
anillo de Dedekind. Esto implica que R/p es un campo contenido en el dominio entero
R′/P. Sea x = x + P ∈ R′/P. Entonces x satisface un polinomio f(t) mónico con
coeficientes en R. Si f(t) = tk + · · · + ao, con ao, . . . , ak−1 ∈ R, entonces x satisface
el polinomio f(t) = tk + ak−1t

k−1 + . . .+ a0 ∈ (R/p) [t]. En efecto

f(x) = xk + ak−1x
k−1 + · · ·+ a0 = f(x) = 0

por lo tanto R′/P es entero sobre R/p. Luego por el corolario 6.0.23 R′/P es campo
y en consecuencia P es ideal maximal.

Observemos que en el teroema 6.0.25 se demostró que si L/K es separable, entonces
R′ es un R módulo finitamente generado, este hecho nos será útil más adelante.

Ahora demostraremos el caso general, es decir, para cualquier extensión finita L/K. En
realidad es suficiente demostrar el teorema para extensiones finitas puramente inseparables
ya que toda extensión algebraica se puede obtener por medio de una extensión separable
seguida de una extensión puramente inseparable (teorema 1.6.8). Además si E es un campo
tal que E/K es una extensión separable, L/E es una extensión puramente inseparable, R′

la cerradura entera de R en E y R′′ la cerradura entera de R′ en L, entonces R′′ es la
cerradura entera de R en L, por lo tanto R′′ es un anillo de Dedekind.
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Teorema 6.0.26. Sea R un anillo de Dedekind, E su campo de cocientes, L una extensión
finita y puramente inseparable sobre E y R′ la cerradura entera de R en L. Entonces R′

es un anillo de Dedekind.

Demostración. Para mostrar que R′ es de Dedekind utilizaremos el segundo inciso del
teorema 4.2.4.

1. Todo elemento x ∈ R′ pertenece sólo a un número finito de ideales primos: demostra-
remos que existe una función inyectiva φ entre los ideales primos de R′ y los ideales
primos de R dada por P 7→ P∩R, donde P es un ideal primo de R′. Por el lema 6.0.22,
p = P ∩R es un ideal primo de R distinto de cero.

Obsérvese que x ∈ R′ si y sólo si existe e, un entero positivo, tal que xp
e ∈ R. En efec-

to, como L/E es una extensión puramente inseparable, entonces por el teorema 1.6.5
existe e un entero positivo tal que xp

e ∈ E, además xp
e

es entero sobre R ya que
x lo es, lo que implica que xp

e ∈ R. Si xp
e ∈ R, entonces x es ráız del polinomio

f(t) = tp
e − xpe ∈ R[t], por lo tanto x es entero sobre R y x ∈ R′.

Sean P y Q ideales primos de R′ tales que P ∩R = Q ∩R. Si x ∈ P ⊆ R′, entonces
existe e un entero positivo tal que xp

e ∈ P∩R = Q∩R, luego x ∈ Q ya que es ideal
primo. Por lo tanto P ⊆ Q, la otra contención se demuestra de la misma forma, por
lo que P = Q. Luego φ es inyectiva.

Sea x ∈ R′. Entonces φ restringida a los ideales primos que contienen a x también es
inyectiva y además está en correspondencia con los ideales primos de R que contienen
a xp

e
. Como R es de Dedekind, sólo contiene un número finito de ideales primos que

contienen a xp
e

y por lo tanto sólo puede haber un número finito de ideales primos
de R′ que contengan a x.

2. R′P es DVD para todo ideal maximal P de R′: sea S = R − p, donde p = P ∩ R.
S es un subconjunto multiplicativo de R y en consecuencia de R′. Nuestro primer
objetivo es mostrar que R′P = R′S . Claramente R − p ⊆ R′ − p, lo que implica
R′S ⊆ R′P. Sea x

y ∈ R
′
P con x ∈ R′ y y ∈ R′−P. Si q ∈ N es tal que yq ∈ E, entonces

yq ∈ R−p = S ya que de lo contrario y ∈ P lo que contradice la elección de y. Luego
x
y = xyq−1

yq ∈ R′S . Veamos que R′P es la cerradura entera de Rp en L. Sea x
y ∈ L entero

sobre RS . Entonces
xk

yk
+
ak−1

s

xk−1

yk−1
+ · · ·+ a0

s
= 0

con a0, . . . , ak−1 ∈ R y s ∈ S. Multiplicando por sk obtenemos

skxk

yk
+ ak−1

sk−1xk−1

yk−1
+ · · ·+ sk−1a0 = 0.

Esto implica que sx
y es entero sobre R. Luego sx

y = r ∈ R′ y en consecuencia x
y =

r
s ∈ R

′
S . Inversamente sea x

y ∈ R
′
S , con x ∈ R′ y y ∈ S. Como R′ es entero sobre R,
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entonces x satisface un polinomio

xk + ak−1x
k−1 + · · ·+ a0 = 0

con a0, . . . , ak−1 ∈ R. Dividiendo entre yk obtenemos

xk

yk
+
ak−1

y

xk−1

yk−1
+ · · ·+ a0

yk
= 0

donde ai
yk−i ∈ RS . Por lo tanto x

y es entero sobre RS .

Ahora mostremos que R′P es un DVD. Sea q = 〈π〉 el único ideal maximal de Rp.
Anteriormente mostramos que existe una correspondencia uno a uno entre los ideales
primos de R′ y los ideales primos de R. De forma análoga podemos mostrar que existe
una correspondencia uno a uno entre los ideales primos de R′P y los ideales primos
de Rp. Esto implica que R′P posee un único ideal maximal Q tal que Q ∩ Rp = q.
Nos queda por demostrar que R′P es DIP. Sea y ∈ Q. Entonces yq = uπn ∈ Rp con
u ∈ U (Rp) por la proposición 4.0.21. Elijamos n mı́nimo tal que uπn ∈ q. Sea x ∈ R′P
distinto de cero. Entonces xq = u1π

d con u1 ∈ U (Rp) y d un entero positivo. Luego
d = nt+ r, con 0 ≤ r < n. Esto implica que(

xy−t
)q

= xqy−qt = u1π
du−tπ−nt = u2π

d−nt = u2π
r ∈ Rp.

Luego
(
xy−t

)
∈ R′P. Por la elección de n se tiene que

(
xy−t

)
/∈ Q que es el único

ideal maximal de R′P. Luego
〈
xy−t

〉
= R′P y en consecuencia xy−t pertenece a las

unidades de R′P. Por lo tanto x = u3y
t para toda x ∈ R′P. Por lo tanto todo ideal es

principal y R′P es DVD.

Usualmente se define un anillo de Dedekind como un dominio noetheriano, enteramente
cerrado en el que todo ideal primo es maximal, en el caṕıtulo cuatro demostramos que esta
definición y la que se da en esta tesis son equivalentes. En la demostración del teorema
6.0.25 utilizamos este hecho, que es uno de los resultados más importantes y conocidos sobre
los anillos de Dedekind. Sin embargo, en el teorema 6.0.26 no es posible demostrar que
R′ es un anillo noetheriano como en el teorema 6.0.25, por lo que la tercera equivalencia
resulta de gran importancia.

A partir de este teorema podemos dar ejemplos de anillos de Dedekind no triviales.

Ejemplo 6.0.27. El anillo de los enteros Z es un DIP, por lo tanto es noetheriano, ente-
ramente cerrado y todo ideal primo es maximal. Por lo tanto es una anillo de Dedekind.

Ejemplo 6.0.28. Sea Q
(√

d
)

una exensión sobre Q, el campo de cocientes del anillo de

los enteros, y d libre de cuadrados. Por la proposición 3.0.19 el anillo Z+Z
√
d es un anillo

de Dedekind si d ≡ 2, 3 mod 4 y si d ≡ 1 mod 4, entonces 1
2

(
Z + Z

√
d
)

es un anillo de

Dedekind.
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6.1. Extensiones de Ideales Primos

Sea R un anillo de Dedekind, K su campo de cocientes, L una extensión finita sobre K
y R′ la cerradura entera de R en L. Sea p un ideal primo de R. Entonces pR′ es un ideal
de R′ que es un anillo de Dedekind, por lo que existen P1, . . . ,Pg ideales primos de R′ y
e1, . . . , eg enteros positivos tales que

pR′ = Pe1
1 · · ·P

eg
g .

Observación 6.1.1. Los ideales Pi con i = 1, . . . , g son todos los ideales primos de R′

tales que Pi∩R = p. En efecto por el lema 6.0.22 Pi∩R es un ideal primo de R no trivial.
Además p ⊆ pR′ ⊆ Pi para toda i. Luego p = p∩R ⊆ Pi∩R. Como p es un ideal maximal,
entonces Pi ∩R = p.

Definición 6.1.2. Con la notación descrita en los párrafos anteriores, definimos el ı́ndice
de ramificación de Pi sobre R como la potencia de Pi que aparece en la factorización de
pR′ como producto de ideales primos. Denotaremos el ı́ndice de ramificación de Pi sobre
R por e (Pi/R).

Ejemplo 6.1.3. Sea L = Q
(√

2
)

y R′ la cerradura entera de Z en L. El ideal primo 〈2〉
tiene la siguiente factorización en R′

〈2〉R′ =
(√

2R′
)2
.

Por la proposición 3.0.19 R′ = Z + Z
√

2. Luego el ideal
√

2R′ es un ideal primo ya que

√
2R′ =

√
2
(
Z + Z

√
2
)

= 2Z + Z
√

2.

Lo que implica

R′/
√

2R′ =
(
Z + Z

√
2
)
/
(

2Z + Z
√

2
)
∼= Z/2Z ∼= Z2

que es campo. Luego
√

2R′ es un ideal maximal y en consecuencia primo, con ı́ndice de
ramificación sobre Z igual a 2.

Si L/K es una extensión de campos separable, entonces R′ es un R - módulo finitamente
generado. Luego R′/P es un R/p-módulo finitamente generado que contiene un subanillo
isomorfo a R/p, lo que implica que R′/P es una extensión de campos finita sobre R/p. A
la dimensión [R′/P : R/p] le llamaremos el grado relativo de P sobre p.

Teorema 6.1.4. Sea R un anillo de Dedekind, K su campo de cocientes, L una extensión
finita y separable sobre K y R′ la cerradura entera de R en L. Sea p un ideal primo de R
y sean P1, . . . ,Pg ideales primos de R′ y e1, . . . , eg enteros positivos tales que

pR′ = Pe1
1 · · ·P

eg
g .
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Entonces
g∑
i=1

eifi = [L : K] = n

donde

fi =
[
R′/Pi : R/p

]
.

Demostración. Consideremos la siguiente sucesión de ideales para cada i = 1, . . . , g

R′ ⊇ Pi ⊇ P2
i ⊇ · · · ⊇ Pei

i . (6.1)

Dos elementos consecutivos son de la forma P y PPi donde P = Pni
i , ni 6 ei. Luego, el

anillo P/PPi es un R′ - módulo que se anula al multiplicar por elementos de Pi, por lo
tanto es un R′/Pi espacio vectorial. Los subespacios vectoriales de P/PPi son de la forma
Q/PPi donde Q es un ideal de R′ tal que PPi ⊂ Q ⊂ P, que no es posible pues no existen
ideales propios entre P y PPi. Luego P/PPi no tiene subespacios vectoriales propios y
por lo tanto es de dimensión 1 sobre R′/Pi. Luego P/PPi es un R/p espacio vectorial de
dimensión fi ya que [P/PPi : R/p] = [P/PPi : R′/Pi][R

′/Pi : R/p]. De la sucesión 6.1
obtenemos ei cocientes de términos consecutivos de la forma P/PPi. Esto implica que la
dimensión de R′/Pei

i sobre R/p es igual a la suma de las dimensiones de estos cocientes,
es decir, eifi. Luego por el teorema chino del residuo para anillos

R′/pR′ =

g⊕
i=1

R′/Pei
i ,

lo que implica que [R′/pR′ : R/p] =
∑g

i=1 eifi.

Como R′ es un R-módulo finitamente generado, entonces R′S es un RS-módulo finita-
mente generado, donde S = R− p. Sea {x1, . . . , xn} un conjunto mı́nimo generador de R′S
sobre RS . Por ser R anillo de Dedekind RS es un DVD por lo que tiene un único ideal
maximal (RS)p, con p ∈ R. Nuestro objetivo es mostrar que {x1, . . . , xn} es una base de
L sobre K. Si {x1, . . . , xn} no es linealmente independiente, entonces existe una expresión
de la forma

n∑
i=1

ai
bi
xi = 0

donde ai, bi ∈ R bi 6= 0 y no todas las ai = 0. Al multiplicar por b1···bn
s con s ∈ S obtenemos

una expresión de la forma
n∑
i=1

λixi = 0

donde λi ∈ RS para toda i. Como RS es DVD, entonces λi = uip
ri , con u ∈ U(RS)

(proposición 4.0.21). Debido a que no todas las λi son cero, entonces podemos tomar rk
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como la máxima potencia de p que divide a toda λi. Luego factorizando prk obtenemos

prk

∑
i6=k

µixi + ukxk

 = 0

donde µi ∈ RS . Lo que implica

xk = −u−1
k

∑
i6=k

µixi

donde µi ∈ RS . Esto significa que R′S está generado por menos de n elementos, lo que
contradice la elección que hab́ıamos hecho del conjunto {x1, . . . , xn}.

Si
∑

iKxi es distinto de L, entonces existe y ∈ L−
∑

iKxi y 6= 0 tal que

Ky ∩
∑
i

Kxi = 〈0〉 .

L/K es una extensión finita y por lo tanto algebraica, lo que implica que existe f(t) ∈ K[t]
mónico tal que f(y) = 0. Sea f(t) = tm +

∑m−1
i=0

αi
βi
ti con αi, βi ∈ R, βi 6= 0 para toda

i = 1, . . . ,m− 1 y β = β0 · · ·βm−1. Entonces

0 =

(
ym +

m−1∑
i=0

αi
βi
yi

)
βm = (βy)m +

m−1∑
i=0

γi(βy)i

donde γi ∈ R para toda i = 1, . . . ,m− 1.
Luego

βy ∈ R′ ⊆ R′S =
∑
i

RSxi ⊆
∑
i

Kxi.

Lo que implica que y = 0 que contradice la elección de y. Por lo tanto {x1, . . . , xn} es una
base de L sobre K y por lo tanto n = [L : K].

Por la proposición 2.0.10 R/p ∼= Rp/pRp y como R′p =
∑
Rpxi, entonces∑

i

(R/p)xi ∼=
∑
i

(Rp/pRp)xi ∼= R′p/pR
′
p.

La dimensión de
∑

i (R/p)xi es n = [L : K] y ya mostramos que la dimensión de R′p/pR
′
p =∑g

i=1 eifi.

6.2. Norma de un ideal

Sea R un anillo de Dedekind, K su campo de cocientes, L una extensión finita sobre K
y R′ la cerradura entera de R en L . Si x ∈ R′, entonces por el lema 5.0.21 NL/K(x) ∈ R.
En este caṕıtulo utilizaremos la notación N(x) en vez de NL/K(x).
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Definición 6.2.1. Sea A un ideal de R′. La norma del ideal A es el ideal de R generado
por todos los elementos N(a) con a ∈ A. Esto es N(A) =

∑
a∈AR (N(a)).

A continuación demostraremos algunas propiedades.

Teorema 6.2.2. Sea R un anillo de Dedekind, K su campo de cocientes, L una extensión
finita sobre K y R′ la cerradura entera de R en L. Si A,B son ideales de R′ , entonces

1. N(R′a) = R (N(a)) con a ∈ R′.

2. Si S es un subconjunto multiplicativo de R, entonces N (AS) = N(A)S.

3. N(AB) = N(A)N(B).

Demostración. 1. Primero notemos que N(R′) = R. En efecto, 1 ∈ R′, luego N(1) =
1 ∈ N(R′). Esto implica que N(R′) = R. Luego

N(R′a) =
∑
r∈R′

RN(ra) =
∑
r∈R′

RN(r)N(a) = N(R′)N(a) = RN(a).

2. Sea n = [L : K] y sea a
s ∈ AS con a ∈ A y s ∈ S. Entonces N

(
a
s

)
= 1

snN(a). Luego

N (AS) =
∑
a∈A

R
1

sn
N(a) =

1

sn

∑
a∈A

RN(a) ⊆ N(A)S .

Para demostrar la otra contención sea x ∈ N(A)S . Entonces x = N(a)
s con a ∈ A y

s ∈ S. Luego

x =
N(a)

s
= sn−1N

(a
s

)
∈ N(AS).

3. Para este inciso utilizaremos el lema 4.2.2, es decir, demostraremos que para todo
ideal maximal p de R se cumple N(AB)p = (N(A)N(B))p. Rp es un DVD cuyo único
ideal maximal es pRp. Luego R′p es la cerradura entera de Rp en L, esto implica
que los únicos ideales primos de R′p son los ideales primos de la factorización de
pR′p (observación 6.1.1). Luego, por el teorema 4.1.16, R′p es DIP. Esto implica que
R′pA = Ap = R′pa y R′pB = Bp = R′pb donde a, b ∈ R′p. Luego por los incisos (1) y (2
)de este teorema

N(AB)p = N ((AB)p) = N (ApBp)

= N
(
R′paR

′
pb
)

= N
(
R′pab

)
= R′pN(a)N(b) = R′pN(a)R′pN(b)

= N
(
R′pa

)
N
(
R′pb

)
= N (Ap)N (Bp)

= N(A)pN(B)p = (N(A)N(B))p .
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No demostraremos el siguiente teorema pero puede consultarse en [2] página 44.

Teorema 6.2.3. Sea R un anillo de Dedekind, K su campo de cocientes, L una extensión
finita sobre K y R′ la cerradura entera de R en L. Sean A un ideal de R′, P1, . . . ,Pg

ideales primos de R′ y a1, . . . , ag enteros positivos tales que

A = Pa1
1 · · ·P

ag
g .

Sea pi = Pi ∩R y sea fi el grado relativo de Pi sobre R ∩Pi. Entonces

N(A) =

g∏
i=1

paifii .

Si K = Q, R = Z y A un ideal de R, entonces N(A) = (m) con m un entero. Si pedimos
m ≥ 0, entonces este entero está determinado de manera única. Llamaremos a m la norma
absoluta de A y la denotaremos por ‖N(A)‖. En otras palabras

N(A) = R‖N(A)‖

con ‖N(A)‖ ≥ 0.

Proposición 6.2.4. Sea A un ideal distinto de cero de la cerradura entera R′ de Z en una
extensión finita de Q. Entonces ‖N(A)‖ es el número de elementos del anillo R′/A.

Demostración. Sean P1, . . . ,Pg ideales primos de R′ y a1, . . . , ag enteros positivos tales
que

A = Pa1
1 · · ·P

ag
g .

Por el Teorema Chino del Residuo

R′/A ∼=
g⊕
i=1

R′/Pai
i .

De manera análoga a la demostración del teorema 6.1.4 cada anillo de la forma Pbi
i /P

bi+1
i

es un R′/Pi espacio vectorial de dimensión uno, con 0 ≤ bi < ai. Además R′/Pai
i es

isomorfo a la suma directa de estos espacios. Luego |R′/Pai
i | = |R′/Pi|ai . Además R′/Pi

es una extensión de grado fi sobre Z/piZ para algún primo pi, que es un campo con pi
elementos, esto implica que R′/Pi

∼= Zfipi . Por lo tanto |R′/Pi| = pfii . Entonces |R′/Pai
i | =

|R′/Pi|ai = paifii y en consecuencia

∣∣R′/A∣∣ =

g∏
i=1

paifii .
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Por el teorema 6.2.3

N(A) =

g∏
i=1

〈pi〉aifi =

〈
g∏
i=1

paifii

〉
,

es decir,

‖N(A)‖ =

g∏
i=1

paifii =
∣∣R′/A∣∣ .

Proposición 6.2.5. Sea K = Q, L una extensión finita sobre K y R′ la cerradura entera
de R = Z en L. Entonces x ∈ U(R′) si y sólo si N(x) = ±1.

Demostración. =⇒) Si x ∈ U(R′), entonces existe u ∈ R′ tal que ux = 1. Tomando
normas tenemos que N(u)N(x) = ±1, lo que implica N(x) = ±1. ⇐=) Sea f(t) = tk +
· · · + a0 el polinomio caracteŕıstico de x. Por el lema 5.0.15 a0 = ±N(x) = ±1. Luego
x
(
xk−1 + · · ·+ a1

)
= ±1. Luego u = xk−1 + · · ·+ a1 es entero sobre R ya que x es entero

sobre R. Por lo tanto u es el inverso de x en R′.

Ejemplo 6.2.6. Por la proposición 3.0.19 R′ = Z[
√
−5] es la cerradura entera de Z en

Q(
√
−5) y por tanto es un anillo de Dedekind. En R′ se tiene que

6 = 2 · 3 =
(
1 +
√
−5
) (

1−
√
−5
)
.

Encontraremos la descomposición en ideales primos del ideal 〈6〉 en R′. Comsideremos
el ideal p1 =

〈
2, 1 +

√
−5
〉
. Claramente 6 ∈ p1, lo que implica que p1 | 〈6〉. Además

1 −
√
−5 = 2 −

(
1 +
√
−5
)
, esto implica que 6 ∈ p2

1. Luego p2
1 | 〈6〉. Los elementos de p1

son de la forma

y = 2
(
a+ b

√
−5
)

+
(
1 +
√
−5
) (
c+ d

√
−5
)

con a, b, c, d ∈ Z. Luego

y = (2a+ c− 5d) + (2b+ d+ c)
√
−5 = r + s

√
−5

donde r = 2a + c − 5d, s = 2b + d + c y r − s = 2a − 6d − 2b, esto es, r ≡ s mod 2. Esto
implica que r y s son de la misma paridad, lo que nos servirá para demostrar que p1 es un
ideal maximal. Si x = m+ n

√
−5 /∈ p1, entonces m es par y n es impar o bien m impar y

n par. Al tomar el cociente Z[
√
−5]/p1 obtenemos que sus únicos elementos son las clases√

−5 + p1 y 0 + p1. Por lo tanto Z[
√
−5]/p1 es un campo y en consecuencia p1 es un ideal

maximal. Más aún ‖N(p1)‖ = 2.
Ahora consideremos el ideal p2 =

〈
3, 1−

√
−5
〉
. Es claro que p2 | 〈6〉. Los elementos de

p2 son de la forma

y = 3
(
a+ b

√
−5
)

+
(
c+ d

√
−5
) (

1−
√
−5
)
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con a, b, c, d ∈ Z. Luego y = (3a+ c+ 5d) + (3b+ d− c)
√
−5 = r′+ s′

√
−5 donde r′+ s′ =

3a+3b+6d. Esto implica que r′+s′ ≡ 0 mod 3. Al tomar el cociente Z[
√
−5]/p2 obtenemos

que sus únicos elementos son 0 + p2,
√
−5 + p2 y 2

√
−5 + p2. Por lo tanto Z[

√
−5]/p2 es un

campo con tres elementos y en consecuencia p2 es un ideal maximal. Más aún ‖N (p2) ‖ = 3.
Ahora consideremos el ideal p3 =

〈
3, 1 +

√
−5
〉
. Es claro que p3 | 〈6〉. Los elementos de

p3 son de la forma

y = 3
(
a+ b

√
−5
)

+
(
c+ d

√
−5
) (

1 +
√
−5
)

con a, b, c, d ∈ Z. Luego y = (3a+ c− 5d)+(3b+ d+ c)
√
−5 = r′′+s′′

√
−5 donde r′′−s′′ =

3a−3b−6d. Esto implica que r′−s′ ≡ 0 mod 3. Al tomar el cociente Z[
√
−5]/p3 obtenemos

que sus únicos elementos son 0 + p3,
√
−5 + p3 y 2

√
−5 + p3. Por lo tanto Z[

√
−5]/p3 es un

campo con tres elementos y en consecuencia p3 es un ideal maximal. Más aún ‖N (p3) ‖ = 3.
Por lo tanto 〈6〉 = p2

1 · p2 · p3.
Notemos que p1 no es un ideal principal. Si p1 =

〈
2, 1 +

√
−5
〉

=
〈
α+ β

√
−5
〉
, entonces

N
(〈
α+ β

√
−5
〉)

=
〈
N
(
α+ β

√
−5
)〉

=
〈
α2 + β2

〉
.

Luego ‖N(p1)‖ = 2 = α2 +β2. Esto implica que α = β = ±1. Como 2 ∈ p1, entonces existe
γ + δ

√
−5 tal que

±2 =
(
γ + δ

√
−5
) (

1 +
√
−5
)

= (γ − 5δ) + (δ + γ)
√
−5

o bien
±2 =

(
γ + δ

√
−5
) (

1−
√
−5
)

= (γ + 5δ) + (δ − γ)
√
−5.

Luego δ + γ = 0, lo que implica δ = −γ, lo que implica ±2 = −6δ, es decir, 6 | 2 que no
sucede. En el otro caso tendŕıamos δ = γ y de nuevo 6δ = 2.

Ahora mostraremos que R′ = Z[
√
−5] no es un anillo de factorización única, para eso

mostraremos que 2, 3, 1 ±
√
−5 son irreducibles en R′, nótese además que 2 no es pri-

mo ya que 2 |
(
1 +
√
−5
) (

1−
√
−5
)

pero no divide a ninguno de estos elementos pues
de lo contrario p1 seŕıa ideal principal, que no sucede como hemos visto. Las normas de
estos elementos son 4, 9, 6 respectivamente. Si 2 = ab con a, b ∈ R′ − U(R′), entonces
4 = N(a)N(b). Como a y b no son unidades, entonces N(a) 6= ±1 y N(b) 6= ±1, proposi-
ción 6.2.5. La norma de un elemento x+ y

√
−5 ∈ R′ es de la forma x2 + y25, lo que nos

lleva a N(b) = N(a) = 2 = x2 + y25. Si |y| > 1, entonces x2 + y25 > 2. Por lo tanto y = 0
y en consecuencia x2 = 2 que no es posible en los enteros. Si 3 = ab con a, b ∈ R′−U(R′),
entonces 9 = N(a)N(b). Como a y b no son unidades, entonces N(a) 6= 1 y N(b) 6= 1.
Luego N(b) = N(a) = 3 = x2 + y25. Si |y| > 1, entonces x2 + y25 > 3. Por lo tanto y = 0
y en consecuencia x2 = 3 que no es posible en los enteros. Si 3 fuera asociado de 1±

√
−5,

entonces 3 = u
(
1±
√
−5
)

con u ∈ U(R′). Al tomar normas N(3) = N(u)N(1 ±
√
−5),

luego 9 = 6 que no sucede. Análogamente, 2 no es asociado de 1±
√
−5 ya que 2 6= 6. Por

lo tanto la factorización no es única. Sin embargo, al ser R′ un anillo de Dedekind podemos
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descomponer sus ideales como producto de ideales primos de manera única, lo cual es de
gran utilidad ya que es lo más parecido a ser un anillo de factorización única y por esta
razón comenzó el estudio de estos anillos.
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[3] Pierre Samuel; Teoŕıa Algebraica de números; Barcelona, España; Ediciones Omega;
1972.

[4] Ian Stewart, David Tall; Algebraic Number Theory and Fermat’s Last Teorem; Taylor
and Francis; EUA; 3a Edición; 2001.

75


	Portada

	Índice General
	Introducción

	Capítulo 1. Preliminares
	Capítulo 2. Localización

	Capítulo 3. Dependencia Entera
	Capítulo 4. Anillos de Dedekind
	Capítulo 5. Normas y Trazas
	Capítulo 6. Extensiones de Anillos de Dedekind
	Referencias



