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K1 ! Módulo elástico de ”Splay” o de separación
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✏a ! ✏a = ✏|| � ✏?
✏0 ! Permitividad eléctrica del vacı́o
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˜l ! Número de onda adimensional l2 = q2˜l

!̃ ! Frecuencia adimencional⇢! 2
= !̃q2

!̃i ! Soluciones de la relación de dispersión

˜!0± ! Bordes de la banda central



Introducción

En las últimas décadas el estudio de los medios periódicos ha sido
de gran relevancia debido a que ha logrado grandes avances y múlti-
ples aplicaciones en la Biología, Química, Óptica y en la tecnología en
general [1]. Es intuitivo asociar el estudio de los medios periódicos ex-
clusivamente al estado sólido y la cristalografía; sin embargo, hay otros
materiales periódicos blandos como lo son los cristales líquidos que son
materiales anisotrópicos con cierto grado de ordenamiento molecular de
diferentes tipos y con características que permite clasificarlos en dis-
tintas fases. [2] Una de ellas, la fase colestérica, tiene la peculiaridad
de que las moléculas están ordenadas helicoidalmente; es decir, están
ordenadas de manera aproximadamente paralela a lo largo de planos
pero en la dirección ortogonal a ellos el ordenamiento gira formando
una hélice. Dicha característica helicoidal de los cristales líquidos coles-
téricos induce propiedades electro-ópticas no locales como la reflexión
selectiva de la luz, entre otras, que surgen del comportamiento de los
campos electromagnéticos dentro de tales medios [3, 4].

Debido a su naturaleza helicoidal, los cristales líquidos colestéricos
tienen una gran capacidad de hacer girar el plano de polarización de
una onda electromagnética conforme ésta se propaga dentro del me-
dio, dicha propiedad se conoce como actividad óptica gigantesca [4].
El estudio de la propagación de la luz en medios helicoidales como
los cristales líquidos colestéricos ha dado origen a múltiples desarrollos
tanto teóricos como experimentales. Se han obtenido soluciones analí-
ticas y exactas para propagación axial de ondas electromagnéticas en
este tipo de medios helicoidales no magnéticos [5, 6] y también para
medios magnéticos [7]. Debido a la periodicidad en este tipo de ma-
teriales, se presenta el fenómeno de dispersión de Bragg para ondas
planas con polarización circular izquierda o derecha; que da lugar a
múltiples aplicaciones y dispositivos electro-ópticos y mecánicos como
lo son filtros de polarización circular, filtros de banda estrecha, sensores
ópticos, sintonizadores, controladores de banda, entre otros. Además,
se han observado fenómenos interesantes como la disminución de la

vi
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energía de activación de un láser en cristales líquidos colestéricos con-
taminados con colorantes [8].

Partiendo del estudio de la propagación de ondas electromagnéticas
en cristales líquidos colestéricos a temperaturas bajas, fue posible es-
tudiar el comportamiento de ondas acústicas propagándose en cristales
líquidos colestéricos congelados como sólidos helicoidales y con ello se
analizaron sus propiedades elásticas [9, 10, 11]; lo cual dio origen a un
nuevo ámbito de estudio en la física.

Además de los cristales líquidos colestéricos, que están presentes
en la naturaleza se han sintetizado elastómeros quirales con la misma
estructura [12] y se han construido sólidos artificialmente a partir de
películas delgadas [13, 14]. La construcción de sólidos helicoidales a
partir de películas delgadas esculpidas mediante deposición física, con-
siste en depositar capas muy delgadas de un material sobre un sustrato
que gira a velocidad constante, creando así una morfología quiral pe-
riódica. [15, 16] En 1959 Young y Kowal lograron depositar películas
delgadas de fluoruro de calcio mediante éste método para obtener un
material con actividad óptica [17]. Utilizando el proceso de deposición
física se puede construir un medio helicoidal prácticamente a partir de
cualquier material. Con ello, se puede obtener un medio con caracte-
rísticas de nuestra elección por ejemplo densidad, constantes elásticas,
índices de refracción, etcétera.

Si se utilizara un material piezoeléctrico, es decir, un material cris-
talino sin simetría bajo inversiones que responde eléctricamente ante
esfuerzos mecánicos induciendo diferencias de potencial o recíproca-
mente induce deformaciones ante campos eléctricos externos, sería po-
sible cambiar las propiedades intrínsecas del material y hacer estudios
más detallados; con ello, construir artificialmente medios helicoidales
con propiedades que permitan un análisis más exhaustivo de las ca-
racterísticas ópticas como función de los parámetros eléctricos en este
caso variables.

Las múltiples investigaciones tanto electro-ópticas como elásticas
en el ámbito de los medios helicoidales ha dado origen al desarrollo de
múltiples estudios como es el caso de los defectos. Los defectos en me-
dios periódicos son interrupciones en la periodicidad del material. Por
ejemplo, un defecto en un cristal líquido colestérico se produce cuando
la dirección de ordenamiento de las moléculas, que cambia suavemente
formando una hélice, cambia abruptamente provocando una disconti-
nuidad en la hélice del material. Tales defectos han sido motivo de
diversas investigaciones tanto teóricas [18, 19, 20] como experimenta-
les [21, 22, 23].
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En un sólido helicoidal, como los mencionados anteriormente, es
posible obtener este tipo de defectos de torsión al cortar la muestra
paralelamente a los planos de la deposición de las películas delgadas; y
girar un cierto ángulo uno de los fragmentos respecto al otro, sobre el
plano de corte. Se han obtenido resultados similares a los de las inves-
tigaciones en cristales líquidos colestéricos pero en el caso del estudio
de propagación de ondas elásticas en sólidos helicoidales [9, 10, 11].

El propósito de este trabajo es el análisis teórico de la estructura de
bandas fotónicas y fonónicas de ondas electromagnéticas y elásticas en
medios periódicos helicoidales no magnéticos en ausencia de piezoelec-
tricidad, pues se considera siempre que tanto los índices de refracción
como los módulos elásticos del medio son constantes. Se estudiará pri-
mero el caso de una onda electromagnética que se propaga en un cristal
líquido colestérico contenido en una celda de vidrio. Posteriormente se
analiza el caso de una onda elástica propagándose en un sólido artificial
con estructura helicoidal.

En el Capítulo 1 se introducen los conceptos básicos relacionados
con los cristales líquidos como el campo director y las constantes elás-
ticas. Se revisa la teoría de elasticidad en cristales líquidos además de
la descripción de sus propiedades electromagnéticas. Se hace uso de
la energía libre de Frank-Oseen para ilustrar las propiedades elásticas
de los cristales líquidos. Posteriormente se revisan las correcciones a
la energía libre de Frank-Oseen en presencia de un campo eléctrico o
magnético externo y conceptos relacionados como los campos umbrales
y la transición de Frederiks [24].

En el Capítulo 2 se estudia la propagación de una onda electromag-
nética monocromática en una celda de cristal líquido colestérico [25].
Se parte de las ecuaciones de Maxwell en un medio material anisotró-
pico en el cual el vector de desplazamientos está relacionado con el
campo eléctrico mediante el tensor dieléctrico de una forma específica.
Posteriormente se resuelven las ecuaciones de Maxwell para los campos
eléctrico y magnético utilizando dos métodos. El primer método consi-
dera ondas circularmente polarizada en incidencia normal. La solución
de dichas ecuaciones da lugar a una relación de dispersión que carac-
teriza una banda de reflexión que prohibe el paso de ondas con ciertas
frecuencias.

El segundo procedimiento es más general, se considera la incidencia
oblicua de una onda electromagnética también monocromática sobre la
misma celda de cristal líquido. Se plantean las ecuaciones de Maxwell
en la representación matricial de Marcuvitz-Schwigner con la finalidad
de agrupar las ecuaciones resultantes en una sola expresión y simplificar
los cálculos.
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Debido a la geometría del sistema, ya que el cristal líquido colesté-
rico es un medio helicoidal, es posible aplicar una rotación de la misma
magnitud del giro del colestérico pero en sentido contrario y con ello
anular la dependencia del ángulo de giro. Resolviendo lo anterior se
obtiene la relación de dispersión en el caso general de incidencia obli-
cua en términos de las componentes del vector de onda. Este último
procedimiento general se reduce al primero en el caso de incidencia nor-
mal y con ello se obtiene la estructura de bandas de reflexión fotónica
que es función de los índices de refracción del material. Asimismo se
encuentra una relación para el ancho de banda como función de dichos
parámetros.

En el Capítulo 3 se revisa la teoría de la elasticidad en el medio con-
tinuo y conceptos indispensables como el tensor de esfuerzos, tensor de
elongación (o deformación) y vector de desplazamientos. Se presentan
las ecuaciones constitutivas de la elasticidad en el medio continuo ge-
neralizando la segunda ley de Newton y la ecuación constitutiva del
medio elástico. Se estudia también al medio continuo como un siste-
ma termodinámico que debido a las simetrías permite que en el caso
más general el medio elástico lineal tenga 21 módulos elásticos inde-
pendientes. Debido a las ecuaciones de conservación y a la simetría
en el tensor de esfuerzos y de elongación, es posible definir vectores
con las componentes independientes de los mismos para simplificar los
cálculos.

En el Capítulo 4 se analiza la propagación de una onda elástica en
un sólido helicoidal construido artificialmente. Se plantean las ecua-
ciones de la elasticidad, la segunda ley de Newton y la ley de Hooke
en su caso más general. Utilizando los vectores con las componentes
independientes de los tensores de esfuerzos y elongación definidas en
el Capítulo 3 se pueden escribir las ecuaciones de la elasticidad en una
representación matricial similar a la de Marcuvitz-Schwigner en el caso
electromagnético pero en términos ahora de las componentes indepen-
dientes del tensor de esfuerzos y el vector de desplazamientos. Siguiendo
un razonamiento similar al del caso electromagnético, se llega a la re-
lación de dispersión que da origen a la estructura de bandas fonónicas
en el medio helicoidal. Se estudia también el ancho de las bandas en
analogía con lo hecho en el Capítulo 2 para las bandas fotónicas.



Capítulo 1

Teoría de la elasticidad en Cristales Líquidos.

El término cristal líquido describe a un estado de agregación inter-
medio entre los sólidos cristalinos y los líquidos amorfos. Los cristales
líquidos, también llamados líquidos mesomórficos, fueron descubiertos
en 1888 por F. Reinitzer y F. Lejman que observaron propiedades óp-
ticas similares a las conocidas en cristales sólidos, en sustancias con
fluidez. Después de que se prepararan numerosos cristales líquidos con
características particulares, J. Friedel propuso la primera clasificación
de estos materiales. S. Oseen y J. Zocher formularon la teoría de la elas-
ticidad de cristales líquidos y posteriormente V. N. Tsvektov y V. K.
Frederiks estudiaron las propiedades ópticas y elásticas de los mismos.

Una condición requerida para que ocurra la fase de cristal líquido es
que las moléculas que lo componen deben ser altamente anisotrópicas
en su forma geométrica, pero también deben ser rígidas como una barra
o un disco, por ejemplo. Los compuestos que dan origen a los cristales
líquidos pueden pasar por una o varias mesofases líquido cristalinas
antes de transformarse en un líquido isotrópico común dependiendo de
factores como la estructura molecular, la densidad, la temperatura o
campos electromagnéticos externos aplicados.

La gran mayoría de los cristales líquidos termotrópicos, es decir,
cuyas transiciones entre estados intermedios son debidas únicamente
a procesos térmicos, están hechos de moléculas en forma de barra. De
acuerdo a la clasificación hecha por Friedel, éstos se pueden separar en
tres tipos o mesofases: nemáticos, colestéricos y esmécticos [2].

1



1. TEORÍA DE LA ELASTICIDAD EN CRISTALES LÍQUIDOS. 2

Figura 1. Moléculas de Cristal líquido Nemático y el vector director
promedio n.

Las moléculas del cristal líquido nemático tienen alto grado de or-
den orientacional, pero no de orden traslacional, como se muestra en
la Figura 1. Entonces, difieren de los líquidos isotrópicos pues las mo-
léculas del cristal líquido nemático pueden orientarse espontáneamente
con sus ejes aproximadamente paralelos, salvo fluctuaciones térmicas.

La dirección de alineamiento de los ejes moleculares varía de punto
a punto en el medio mesomórfico, pero una muestra uniformemente ali-
neada es ópticamente uniaxial, de modo que el eje de alineamiento mo-
lecular corresponde al eje óptico del material. Las moléculas de cristal
líquido pueden desplazarse manteniéndose aproximadamente paralelas
a las demás, de modo que estas sustancias fluyen como líquidos.

Figura 2. Molécula de cristal líquido colestérico a) estructura
molecular b) aproximación.

La mesofase colestérica es también un tipo de cristal líquido nemá-
tico, con la diferencia de que tiene actividad óptica. Las moléculas de
cristal líquido colestérico difieren de las moléculas en la fase nemática
pues no se consideran únicamente como barras o discos sólidos, sino que
también son moléculas quirales, esto es que su imagen especular, es de-
cir en el espejo, no puede superponerse con la imagen real. Lo anterior
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se ilustra en la Figura 2. En esta fase, la estructura adquiere un giro
alrededor del eje normal a la dirección preferencial de las moléculas. El
giro puede ser izquierdo o derecho dependiendo de la quiralidad de la
molécula. La energía del giro representa una parte muy pequeña de la
energía total asociada al alineamiento paralelo de las moléculas [25],
sin embargo, si una pequeña cantidad de cristal líquido colestérico o
una sustancia no mesomórfica pero con actividad óptica se agrega a un
nemático, la mezcla adquiere la configuración helicoidal. Como conse-
cuencia de este fenómeno de arreglo molecular en espiral se presentan
propiedades ópticas en tales sustancias como la reflexión selectiva de
luz circularmente polarizada y un poder rotativo gigantesco alrededor
de 100 veces más grande que en una sustancia ordinaria con actividad
óptica.

Para deformar la estructura de una muestra de cristal líquido es
necesaria una energía muy pequeña, de modo que una perturbación, por
pequeña que sea, por ejemplo una partícula de polvo que se adhiere a
la superficie, es suficiente para distorsionar la estructura de la muestra.

1.1. Energía libre de un cristal líquido.

El estado de deformaciones de un cristal líquido en fase nemática
o colestérica, a temperatura fija está descrito por el campo director
a través de un vector unitario n(r) que describe la dirección prome-
dio de alineamiento molecular. La energía libre asociada con la de-
formación depende explícitamente del gradiente del campo director,
rn= @n

i

@x
j

= ni,j.[24] Asumiendo deformaciones pequeñas comparadas
con la longitud molecular típica a del cristal líquido, es decir:

(1) |ni,j|⌧
1

a

Es posible definir una orientación n(r) tangente a cada punto r , que
permita hacer una descripción continua del medio mesomórfico.

La densidad de energía libre de una muestra de cristal líquido ne-
mático o colestérico debe ser invariante bajo operaciones que preserven
la orientación local de n , como la invariancia bajo inversión de sentido
n→ -n que no afecta físicamente a las moléculas.

En el caso de los nemáticos, también son operaciones de simetría la
inversión central sobre cualquier punto y la rotación a lo largo de n ;
en el caso de los colestéricos no hay invariancia bajo inversión central,
pues las moléculas de estas sustancias son quirales; sin embargo, hay
invariancia bajo rotaciones de p al rededor del director n .
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En ambos casos, nemático y colestérico, es suficiente restringir la
energía libre a una expansión en términos cuadráticos en rn , pues se
ha considerado en la condición (1) que ni,j es suficientemente pequeño.

Existen dos invariantes escalares lineales en ni.j bajo cualquier ro-
tación, que son la divergencia r·n= ni.i y el producto interno con el
rotacional n ·r⇥n= ✏ijknk,jni. Donde ✏ilk es el tensor completamente
antisimétrico o símbolo de Levi-Civita. Debido a que r·n es impar
en n , se excluye del desarrollo de la densidad de energía libre, pues
no cumple con las condiciones de simetría. Por otro lado, (r·n)2 está
permitida en ambos casos, colestéricos y nemáticos, pues cumple con
la simetría.

Nótese que n ·r⇥n cambia de signo bajo la inversión de sentido en
n , así que únicamente puede aparecer en la densidad de energía libre
para el caso de la fase colestérica pero no en la nemática. Finalmente,
el cuadrado del invariante escalar (r⇥n)2 aparece en ambos casos.

Usando la identidad (r⇥n)2 = (n ·r⇥n)2 + (n⇥(r⇥n))2, la den-
sidad de energía libre limitada a derivadas de primer orden se escribe
de la siguiente forma en el caso nemático.

(2) fFO =

1

2

K1(r·n)2 +
1

2

K2(n· (r⇥ n))2 +
1

2

K3(n⇥ (r⇥ n))2

La expresión anterior se conoce como la densidad de energía de
Frank-Oseen, donde K1, K2 y K3 son las constantes elásticas de Frank
(todas positivas).[24]

La energía libre en la fase colestérica, debido al término n ·r⇥n es:

(3) fFO =

1

2

K1(r·n)2 +
1

2

K2(n· (r⇥ n) + q0)
2
+

1

2

K3(n⇥ (r⇥ n))2

donde q0 =
2⇡
p , con p el paso o periodo espacial del colestérico. Usare-

mos el hecho de que q0 es positivo en el caso de colestéricos con giro a
la derecha y negativos cuando el giro es a la izquierda.

La ecuación (3) representa la densidad de energía libre de la fase
dentro del bulto. Para completar la descripción elástica será necesario
analizar además, qué pasa en la frontera de la fase del cristal líquido.
Las contribuciones a la densidad de energía libre superficial están dadas
por:

(4) f13 + f14 = K13r·(nr·n)�K24(nr·n + n⇥ (r⇥ n))

Estas expresiones son densidades de energía y deben integrarse so-
bre la superficie cerrada del cristal líquido por lo que se deben sumar
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mediante el Teorema de Gauss las contribuciones provenientes de las
integrales de volumen de la ecuación (3) [24].

Considerando que las ecuaciones (2) y (3) estén completas, es decir,
despreciando los términos de divergencia (o superficie) es posible hacer
un análisis del cristal líquido en el bulto. Supongamos que el campo
director n(r) de un cristal líquido nemático está dado en coordenadas
cilíndricas por las componentes nx = cos', ny = sin' y nz = 0, con
dependencia bidimensional, entonces r·n= 1

r , los términos de K2 y K3

desaparecen pues r⇥n= 0. Análogamente, en un caso tridimensional
con nx =

x
r , ny =

y
r y nz =

z
r , con r =

p
x2

+ y2 + z2, entonces r·n=
2
r . En ambos casos, la energía libre es como en (2), con únicamente el
término de K1, pues los demás se anulan. La constante de Frank K1 se
conoce como “módulo elástico de splay” o de separación. En la Figura
3 se muestra la distorsión asociada a esta constante elástica.

Figura 3. Descripción bidimensional y tridimensional del módulo
elástico K1 de “Splay”.

Considérese ahora el caso en el que el campo director está dado por
nx = cos qz, ny = sin qz y nz = 0. En este caso q = 2⇡

p =

↵
d > 0, donde

↵ es el ángulo de giro en cada plano como se ve en la Figura 4, y p es
el paso del colestérico. Notemos que n ·r⇥n= �q, así q = �n ·r⇥n
es el número de onda del material, asociado a p. De la ecuación (3),
la energía libre está dada únicamente por el término K2(n ·r⇥n+q0)2,
que se anula cuando q = q0. K2 es llamado el módulo elástico de “twist”
o torsión.
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Figura 4. Descripción del módulo elástico K2 de “Twist”.

Por último, tomamos ahora el campo director nx = sin', ny = cos'
y nz = 0. Aquí el término n⇥(r⇥n) es el único que no se anula y
|n⇥(r⇥n)|= 1

r , es un vector normal a la envolvente del campo direc-
tor, cuya longitud es la curvatura. De la densidad de energía libre en
(2) y (3) para este campo director queda únicamente el término con K3,
llamada entonces, módulo elástico de “bend”, flexión o pandeamiento.
Obsérvese la distorsión asociada a dicha constante elástica en la Figura
5.

Figura 5. Descripción del módulo elástico K3 de “Bend”.

Debido a que n no tiene unidades, las constantes elásticas K1, K2

y K3 tienen unidades de energía sobre longitud o Newtons, además son
del orden de k

B

T
NI

a , donde kB es la constante de Boltzmann, TNI es la
temperatura de transición entre el líquido isotrópico y la fase nemática,
y a es la longitud molecular típica. [24]
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1.2. Energía libre en presencia de un campo externo.

Es posible describir los efectos que causa un campo eléctrico externo
aplicado a un cristal líquido, comúnmente se estudian cuando el cristal
líquido está confinado en una celda. La celda consta de placas de vidrio
recubiertas con un material conductor que en ocasiones se coloca de
cierta manera que las moléculas que se adhieren a la superficie de la
celda alineen sus vectores directores a lo largo de una dirección L,
denominada dirección de anclaje. Véase figura 6.

Figura 6. Superficie pulida que induce el anclaje fuerte.
Para el estudio de la interacción de los campos externos con el

cristal líquido, considérese la suposición de que el cristal líquido es un
aislante perfecto y que las placas de la celda no se polarizan debido a
la acumulación de iones provocada por la presencia de contaminantes
en la fase líquido cristalina.

Figura 7. Celda con paredes de vidrio que contiene al cristal líquido
Para generar un campo eléctrico externo se conecta la celda en la

que está contenido el cristal líquido a una fuente que mantenga una
diferencia de potencial constante a través de ella. Para que se lleve
a cabo el acoplamiento dieléctrico, las moléculas del cristal líquido se
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orientan de forma que la componente del tensor de polarizabilidad a lo
largo de la dirección del campo sea máxima.

Para encontrar la orientación de equilibrio del campo director bajo
la influencia de un campo eléctrico externo es necesario minimizar la
energía elástica FFO =

´
fFOdV , lo cual se lleva a cabo al añadir el

término de energía eléctrica a la energía libre de las ecuaciones (2) y
(3).

La energía del campo eléctrico aplicado distribuida en un volumen
V del espacio es [29]:

(5) FE =

ˆ
fEdV =

1

2

ˆ
~E· ~DdV

cuya variación debida a una reorientación molecular pequeña es:

(6) �FE =

1

2

ˆ
~E· ~�DdV

Además, hace falta considerar la energía libre asociada al cambio de
carga en los electrodos cuando n se reorienta. Para mantener constante
el voltaje a través de la celda, la fuente debe suministrar una energía
�FG igual al trabajo necesario para mantener el voltaje fijo cuando
el desplazamiento eléctrico cambia � ~D y modifica ��Dz la densidad
superficial de carga en las placas. El subíndice z denota la componente
del desplazamiento eléctrico a lo largo de la normal a las placas.

Tal energía es entonces:

(7) �FG =

¨
A

��DzdA =

ˆ
div(�� ~D)dV

Donde � es el potencial eléctrico y dA el elemento de superficie en el
electrodo. Considerando que div(�� ~D) = �div� ~D+� ~D·r�, ~E = �r�
y div ~D = 0; entonces, de acuerdo a la ecuación (6):

(8) �FG = �
ˆ

~E·� ~DdV = �2�FE

Sumando las contribuciones de las variaciones, la energía mínima
total en el bulto del material se obtiene cuando

(9) �FFO + �FE + �FG = �FFO � �FE = �(FFO � FE) = 0

Además, la energía eléctrica en (5) puede escribirse en términos
del tensor dieléctrico. El vector de desplazamiento eléctrico ~D(r) se



1.2. ENERGÍA LIBRE EN PRESENCIA DE UN CAMPO EXTERNO. 9

expresa como una funcional lineal del campo eléctrico ~E(r) en el mismo
punto r, despreciando la débil rotación intrínseca remanente de la fase
isotrópica. Tal expresión es de la forma

�!
D = ✏

�!
E , donde ✏ es el tensor

dieléctrico. Para encontrar dicha funcional, considérese la incidencia de
un campo eléctrico ~E que se aplica sobre un cristal líquido. El vector
de desplazamiento dependerá de la orientación del campo respecto al
vector director n

�!
D =

 !✏ �!E

�!
D|| = ✏||

�!
E , si

�!
E || n̂

�!
D? = ✏?

�!
E , si

�!
E ? n̂

Es decir, la respuesta del medio anisotrópico ante el campo eléctri-
co es distinta si el campo está dirigido a lo largo del eje nemático o
perpendicular a él; de modo que se analizan ambos casos:

n̂ ? �!E
D = ✏?E + ✏aE·n = ✏?E

n̂ ||�!E
D = ✏?E+ ✏aE·n = (✏?+ ✏a)E, que por lo antes mencionado D = ✏||E,
por lo cual ✏|| = ✏? + ✏a

De lo anterior, se tiene que el tensor dieléctrico en notación de
diádicas tiene la forma:

(10) ✏ = ✏?I+ ✏an̂n̂

Es decir:

(11) ~D = " ~E = ✏? ~E + ✏a( ~E·~n)~n

Sustituyendo en la energía de la expresión (5),

(12) ~E· ~D = ✏0✏?E
2
+ ✏0✏a(~n· ~E)

2.

Ignorando el término no dependiente de n en la expresión anterior
se obtiene la expresión para la densidad de energía libre con el término
dieléctrico como se sigue:
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(13) f = fFO � fE = fFO �
1

2

✏0✏a(n·E)

2

Es posible determinar la energía libre en presencia de un campo
magnético haciendo un desarrollo análogo. Considérese un campo mag-
nético aplicado de inducción magnética ~B que genera una magnetiza-
ción

(14) ~M = µ�1
0 �? ~B + µ0�a(

~B·~n)~n

La densidad de energía magnética es fM = �
´ B

0
~M ·d ~B, por lo cual

la densidad de energía libre en presencia del campo magnético externo,
nuevamente omitiendo el término que no depende de n , es:

(15) f = fFO �
1

2

µ�1
0 �a(n·B)

2

Las ecuaciones (13) y (15) implican la existencia de una longitud
de coherencia eléctrica ⇠E o magnética ⇠H (Véase Figura 8), que mi-
de la distancia en la que el campo director n varía en presencia de
un campo externo hasta finalmente alinearse con éste. Dicha longitud
puede obtenerse al comparar la energía libre de Frank con la energía
de alineamiento. Para el caso de un campo magnético y alguna de las
constantes elásticas, se tiene:

1

2

K⇠�2
H =

1

2

�aH
2 ) ⇠H =

⇥
K/(�aH

2
)

⇤ 1
2(16)

Figura 8. Longitud de penetración ⇠H . La dirección del eje de las
moléculas de cristal líquido dentro de la celda se modifica con el
campo externo H hasta alinearse con él a una distancia ⇠H de la

superficie de la celda. [27]
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Además de interacción dieléctrica entre los campos externos y el
cristal líquido, bajo la suposición inicial en que se desprecian los efec-
tos de polarización superficial y de iones libres, se genera también un
fenómeno llamado efecto flexoeléctrico. Este fenómeno se debe a que la
curvatura del campo director de un cristal líquido causa polarización
eléctrica [25]. El efecto flexoeléctrico es análogo al efecto piezoeléctrico
en los cristales sólidos, y es evidente en cristales líquidos compuestos
por moléculas anisométricas que tienen momentos dipolares perma-
nentes, pues la geometría de las moléculas provoca un ordenamiento
tal que los momentos dipolares no estén alineados, causando entonces
una polarización. La polarización flexoeléctrica se acopla con el campo
externo provocando una contribución a la energía libre:

(17) Fflex = � ~Pf · ~E

De modo que para dar una expresión general para la densidad de
energía libre f considerando las interacciones electrostáticas (o mag-
netostáticas) en un cristal líquido en presencia de un campo externo;
además de las ecuación (13) o (15) que incluye las ecuaciones (2) y (3)
de la energía del campo, son necesarias la ecuación (4) de los términos
de superficie y la ecuación (17) de polarización flexoeléctrica.

La energía libre total en un volumen V está dada por F =

´
V f dV ,

donde f es la densidad total de energía libre. Se puede obtener el campo
director n(r) en equilibrio al minimizar F utilizando las ecuaciones de
Euler-Lagrange del cálculo variacional y las condiciones de frontera.
Las ecuaciones de Euler-Lagrange, en este caso son:

(18) �F =

ˆ
V


@f

@ni
� @

@xj

@f

@ni,j

�
�nidV = 0

De forma que el estado de mínima energía de la energía libre de
Frank se produce cuando el campo director n(r) es uniforme.

1.3. La transición de Frederiks

Considérese una celda de ancho L que contiene cristal líquido ne-
mático. La placa inferior de la celda, en z = 0, impone la condición de
que las moléculas estén alineadas formando un ángulo ✓0 entre el cam-
po director y el eje x; mientras que en la placa superior, en z = L, el
ángulo que se forma es ✓L. Las dos restricciones anteriores se consiguen
puliendo las caras de la celda como se muestra en la Figura 6. Dado lo
anterior el campo director es n= [cos✓(z), sin✓(z), 0] con en ángulo ✓
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que depende únicamente de z. La deformación inducida es como en la
Figura 4 y la energía libre es

(19) F =

1

2

K2

L̂

0

✓
d✓

dz

◆2

Cuya solución, de acuerdo con las condiciones de frontera es

✓(z) = (✓L � ✓0)
z

L
+ ✓0, F =

K2(✓
L

�✓0)
2

2L(20)

Figura 9. La transición de Frederiks debida a un campo magnético
externo. Las moléculas están ancladas paralelamente a la superficie,

con (a) H < Hc , (b) H > Hc . Las moléculas están alineadas
perpendicularmente a la superficie para (c) H < Hc , (d) H > Hc [27]

Para el caso en que ✓0 = ✓L, el campo director es uniforme, como
en la configuración de equilibrio de la Figura 7. Al aplicar un campo
externo por ejemplo en dirección z, si ⇠M � L, el campo será incapaz
de superar el anclaje en la superficie. Sin embargo, si ⇠M ⌧ L, clara-
mente n intentará alinearse con el campo externo dentro de la celda;
a excepción de las regiones de anclaje cercanas a las placas en z = 0 y
z = L. Habrá entonces una transición de fase configuracional entre la
no perturbada y la distorsionada por el campo. Dicha transición se co-
noce como la transición de Frederiks y ocurre cuando el campo externo
supera el campo crítico Hc, o diferencia de potencial crítica Vc en el
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caso de campo eléctrico. La distorsión en el caso de campo magnético
externo se muestra en la Figura 9.

Figura 10. Ángulo de rotación � como función del campo magnético
aplicado. Se ha considerado que el campo externo H es ortogonal al

campo director en ausencia del campo aplicado.
Como se observa en la Figura10 el cristal líquido permanece inalte-

rado para campos menores al campo crítico Hc y comienza a deformarse
a partir del centro de la celda para ángulos mayores a este.

La ecuación (19) en presencia del campo magnético aplicado, para
la misma configuración mencionada, se convierte entonces en:

(21) F =

1

2

K2

L̂

0

"✓
d✓

dz

◆2

� �aH
2sin2✓

#
dz

Que al minimizarla usando la ecuación de Euler-Lagrange se obtiene
[27]:

⇠2M
d2✓

dz2
= �1

2

dsin2✓

d✓
, ⇠M =

⇥
K/(�aH

2
)

⇤ 1
2(22)

La ecuación anterior puede reducirse de la siguiente forma [27] :

(23) ⇠2M
d2✓

dz2
= cos2✓ + C

Para determinar el campo magnético crítico considérese la condición
de que ✓0 = ✓L = 0, los ángulos respecto al eje x en z = 0 y z = L
respectivamente. Además que por simetría d✓

dz = 0 en z =

L
2 , pues

alcanza un máximo en el centro, y que ✓(L2�z) = ✓(L2 +z). Llamemos ✓c
al ángulo que alcanza n en z =

L
2 , como d✓

dz = 0 cuando ✓ = ✓c en z =

L
2 .

Evidentemente, la constante C de la ecuación (23) es C = �cos2✓. Así,
la ecuación para ✓(z) es:



1.3. LA TRANSICIÓN DE FREDERIKS 14

(24)
z

⇠M
=

✓(z)ˆ
0

d✓

[cos2✓(z)� cos2✓c]
1
2

Dado que ✓c es el ángulo que se desvía el campo director en z =

L
2

, cuando H ! Hc se tiene que ✓c ! 0. Expandiendo los cosenos en el
cociente de la ecuación anterior en serie de Taylor, se tiene

L

2⇠M
⇡

✓
cˆ

0

d✓

[✓2c � ✓2 � (✓4c � ✓4) /3]
1
2

⇡
✓
cˆ

0

d✓

[✓2c � ✓2]
1
2


1 +

1

6

�
✓2c + ✓2

��

por lo cual,

(25)
L

2⇠M
=

⇡

2


1 +

1

4

✓2c +O(✓4c )

�

Despreciando los términos de orden superior en ✓c y sustituyendo
⇠M = [K/(�aH2

)]

1
2 , es posible despejar ✓2c de la expresión (25)

(26) ✓2c =
4L

⇡

⇣�a

K

⌘ 1
2
H � 4 > 0

Pues para que haya una deformación, ✓c 6= 0) ✓2c > 0. Despejando
H de la ecuación anterior

(27) H >
⇡

L

s
K

�a

Por lo cual, el campo crítico es

(28) Hc =
⇡

L

s
K

�a
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Figura 11. Etapas progresivas de la transición de Frederiks en
diferentes puntos de la celda. [25]



Capítulo 2

Propagación de ondas en un colestérico.

Como se mencionó anteriormente, en la fase colestérica los cristales
líquidos adquieren actividad óptica debido a la estructura helicoidal del
arreglo molecular. Véase Figura 12. En este estado, el campo director
n(r) varía en el espacio de acuerdo a lo siguiente:

(29)
nx = cos✓
ny = sin✓
nz = 0

Figura 12. El cristal líquido colestérico. Las moléculas de cristal
líquido se ordenan de manera casi paralela en planos. El vector

director n gira entre plano y plano, formando una hélice de periodo
espacial p a lo largo de la dirección ortogonal a los planos de

alineamiento.
Considerando que el eje de la hélice está a lo largo del eje z, el

ángulo es ✓ = qz, con q =

2⇡
p , donde p el paso o periodo espacial del

colestérico. El tensor dieléctrico dado por la expresión (10) es entonces:

(30) ✏ =

0

@
✏? + ✏acos2qz✏ asinqz cosqz 0

✏asinqz cosqz✏ ? + ✏asin2qz 0

0 0 ✏?

1

A

16
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Utilizando identidades trigonométricas:

(31) ✏ =

0

@
✏? + ✏a

�
1
2 +

1
2cos2qz

�
✏a

1
2sin2qz 0

✏a
1
2sin2qz✏ ? + ✏a

�
1
2 �

1
2cos2qz

�
0

0 0 ✏?

1

A

De acuerdo con la ecuación (11) el vector de desplazamiento eléc-
trico en un medio anisotrópico uniaxial como lo es el cristal líquido
colestérico, está relacionado con el campo eléctrico mediante ~D = " ~E,
con ✏ como en la ecuación (30).

Considérese el caso de una onda electromagnética que incide sobre
una celda de cristal líquido colestérico, cuyo campo director está des-
crito por (29). La celda de cristal líquido consta de un bloque delgado
(con espesor d aproximadamente de 100 µm) en configuración de tex-
tura planar o textura de Grandjean como se muestran en la Figura 13.
[25]

Ejemplos de la textura planar son los siguientes:

1. Un bloque con una superficie de vidrio pulida y la otra libre.
En la superficie del vidrio (z = 0) el campo director está fijo
en la dirección del pulido (Véase Figura 6), mientras que en la
superficie libre (z = d), el ángulo que forma el campo director
es libre de ajustarse.

2. Un bloque con dos superficies de vidrio pulidas, es decir, tanto la
capa inferior (z = 0) como la capa superior (z = d) la dirección
campo director está fija en la dirección del pulido de cada cara.
En esta configuración, la hélice en general ajusta su periodo de
forma que complete ciclos de giro en el ancho de la celda. Esto
es que el espesor de la celda sea d = n⇡

q con n un entero.

Figura 13. Ejemplos de estructura planar. Del lado izquierdo una
sola superficie está pulida, anclando al vector director. Del lado

derecho, ambas superficies, inferior y superior están pulidas obligando
al colestérico a completar un número entero de periodos.
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2.1. Incidencia normal

Considérese el caso de una onda electromagnética de frecuencia !
que se propaga a lo largo del eje z e incide de manera normal sobre la
superficie de un bloque de cristal líquido colestérico en la configuración
ya mencionada como se muestra en la Figura 14. En este caso, los
vectores

�!
D y
�!
E son paralelos al plano xy. De las ecuaciones de Maxwell

que involucran rotacionales se tiene:

(32) r⇥�!E = �@
�!
B

@t

(33) r⇥�!H =

@
�!
D

@t
,
�!
B = µ0

�!
H

Aplicando el rotacional a la expresión (32) y combinando con la
ecuación 33se tiene

r⇥r⇥ E = �µ0
@2D

@t2

pero r⇥r ⇥ E = r(r·E) � r2E, el primer término de la igualdad
se anula debido a que la onda se propaga en dirección z y el campo
eléctrico oscila únicamente en las direcciones transversales, por lo cual
r· (Ex(z), Ey(z), 0) = 0; sustituyendo se obtiene lo siguiente:

(34) �r2E + µ0
@2D

@t2
= 0

Figura 14. Onda electromagnética en incidencia normal sobre un
cristal líquido colestérico.
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La ecuación (34) es la ecuación de onda para el campo eléctrico
con D = ✏E. Para dar solución a la ecuación anterior, se proponen las
siguientes expresiones:

�!
E (r, t) =

�!
E0(r) e

�i!t

�!
D(r, t) =

�!
D0(r) e

�i!t

Sustituyendo en la ecuación (34) se tiene

(35) r2�!E + µ0!
2�!D = 0

En el caso de incidencia normal, el operador r2 se reduce a @2

@z2 . La
ecuación de onda (34), para cada componente cartesiana se ve entonces:

(36)
@2

@z2

0

@
Ex

Ey

0

1

A
+ µ0!

2✏

0

@
Ex

Ey

0

1

A
=

0

@
0

0

0

1

A

Con ✏ como en la ecuación (31), de lo cual se tienen únicamente
dos ecuaciones para las componentes x e y del campo eléctrico, pues la
componente del campo en la dirección de propagación es Ez = 0.

(37)
@2Ex

@z2
+µ0!

2

✓
✏?Ex + ✏aEx

✓
1

2

+

1

2

cos2qz

◆
+

✏a
2

Eysin2qz

◆
= 0

(38)
@2Ey

@z2
+µ0!

2

✓
✏a
2

Exsin2qz + Ey✏? + ✏aEy

✓
1

2

� 1

2

cos2qz

◆◆
= 0

Dado que las ecuaciones (37) y (38) no están desacopladas, se utiliza
la representación de ondas circularmente polarizadas por medio de:

(39) E±
= Ex ± iEy

Al multiplicar por i la ecuación (38) y sumarla o restarla a la ecua-
ción (37) se tienen las ecuaciones para E+ y E� respectivamente.

(40)
@2E+

@z2
+ µ0!

2
h⇣
✏? +

✏a
2

⌘
E+

+

✏a
2

e2iqz E�
i

(41)
@2E�

@z2
+ µ0!

2
h⇣
✏? +

✏a
2

⌘
E�

+

✏a
2

e�2iqz E+
i
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Las ecuaciones anteriores siguen estando acopladas, sin embargo
nótese que los últimos términos involucran los factores e±2iqz y la late-
ralidad de polarización restante por lo que se proponen las siguientes
soluciones para E+ y E�:

(42) E+
= a ei(l+q)z

E�
= b ei(l�q)z

Donde a y b son constantes, y l el número de onda de la onda
electromagnética propagante. Sustituyendo las expresiones de (42) en
(41), se tiene:

(43) a(l + q)2 � µ0!
2
h⇣
✏? +

✏a
2

⌘
a+

✏a
2

b
i
= 0

Al sustituir ahora en (40) se tiene:

(44) b(l � q)2 � µ0!
2
h⇣
✏? +

✏a
2

⌘
b+

✏a
2

a
i
= 0

Tomando K2
o = µ0!2

�
✏? +

✏
a

2

�
y K2

1 = µ0!2 ✏
a

2 , es posible llevar al
sistema de ecuaciones (43) y (44) a la forma matricial, así se tiene:

(45)
✓
(l + q)2 �K2

0 �K2
1

�K2
1 (l � q)2 �K2

0

◆✓
a
b

◆
=

✓
0

0

◆

que es de la forma
 !
M�!a =

�!
0 . Es decir un sistema de ecuaciones

lineales homogéneo. Por ende su solución para |�!a | 6= 0 está dada por
la condición det(M) = 0.

����
(l + q)2 �K2

0 �K2
1

�K2
1 (l � q)2 �K2

0

���� = 0

Por lo cual:

(46) �K4
1 + (�K2

0 + l2 + q2)2 � 4l2q2 = 0

Para una frecuencia dada !, K2
0 y K2

1 son fijas y la ecuación (46) da
4 posibles valores de l. La relación entre ! y l se conoce como relación
de dispersión.

Sustituyendo las constantes K2
o y K2

1 en la expresión (46) se tiene:

�
⇣
µ0!

2 ✏a
2

⌘2

+

⇣
�µ0!

2
⇣
✏? +

✏a
2

⌘
+ l2 + q2

⌘2

� 4l2q2 = 0
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Es decir

(47) µ2
0✏?✏||!

4 � µ0

�
✏? + ✏||

� �
l2 + q2

�
!2

+

�
l2 � q2

�2
= 0

Haciendo el cambio de variable W = !2, se tiene

(48) µ2
0✏?✏||W

2 � µ0

�
✏? + ✏||

� �
l2 + q2

�
W+

�
l2 � q2

�2
= 0

Que es una ecuación algebraica cuyas soluciones son:

⌦

±
=

(l2 + q2)
�
✏|| + ✏?

�
±
q�

✏|| � ✏?
�2

(l2 + q2)2 + 16✏||✏?l2q2

2µ0✏||✏?

Sustituyendo W = !2 en W± se tienen 4 posibles soluciones. Toman-
do únicamente las raíces positivas, las soluciones son:

(49) ! =

vuut(l2 + q2)
�
✏|| + ✏?

�
±
q�

✏|| � ✏?
�2

(l2 + q2)2 + 16✏||✏?l2q2

2µ0✏||✏?

De las soluciones anteriores se tienen las 4 ramas que dan lugar a
la estructura de bandas de la Figura 15.

Figura 15. Espectro de bandas fotónicas en una hélice colestérica.
Nótese la presencia de una banda de reflexión parcial situada entre

!+
(0) y !�

(0) para la cual se refleja el modo cuya helicidad coincide con
el giro de la estructura, mientras que el modo restante puede atravesar
la estructura [25]. Los bordes de la banda de reflexión resultan de pedir
que l = 0 en la ecuación (47) y están dados por :

µ2
0✏?✏||!

4 � µ0

�
✏? + ✏||

�
q2!2

+ q2 = 0
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Restando las dos soluciones para la ecuación anterior se obtiene el
ancho de la banda. Claramente se nota que el ancho de banda depende
tan solo de la anisotropía dieléctrica o birrefringencia del cristal líquido
colestérico.

2.2. Incidencia oblicua

Considérese ahora el caso en que la onda electromagnética incide
de manera oblicua sobre el bloque de cristal líquido colestérico. En este
caso, las ecuaciones (10) y (11) con ✏|| = ✏?+ ✏a son una aproximación,
pues se ha considerado el medio como uniaxial mas por simetría debe
ser biaxial y con ello debe haber una componente del tensor dieléctrico
✏zz a lo largo del eje z. Sin embargo, las desviaciones de la uniaxiali-
dad (✏? � ✏zz) son del orden de (qa)2 ⇡ 10

�4, lo cual permite que la
aproximación uniaxial sea excelente. [25]

Figura 16. Onda electromagnética en incidencia oblicua sobre una
celda de cristal líquido colestérico.

Tomando la aproximación uniaxial, el tensor dieléctrico es como en
(10)

(50) ✏ =

0

@
✏? + ✏acos2qz✏ asinqz cosqz 0

✏asinqz cosqz✏ ? + ✏asin2qz 0

0 0 ✏?

1

A

Por simplicidad en la notación, denotaremos al tensor dieléctrico de
la siguiente forma:

(51) ✏ =

0

@
✏11 ✏12 0

✏12 ✏22 0

0 0 ✏?

1

A
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Las ecuaciones de Maxwell involucradas son nuevamente (32) y (33).
Nótese que a diferencia de lo que ocurre en un medio isotrópico y ho-
mogéneo, para el cual los coeficientes de estas ecuaciones diferenciales
parciales son constates, en este caso los coeficientes son funciones ex-
plícitas de la coordenada z, como es evidente de la expresión (30) para
el tensor dieléctrico. En consecuencia es imposible en primera instan-
cia encontrar soluciones exactas para estas ecuaciones del tipo de onda
plana Aei(

�!
k ·�!r �!t

) en donde
�!
k y ! son el vector de onda y la frecuen-

cia de la onda, respectivamente. Sin embargo, el hecho de que el tensor
dieléctrico no dependa de las coordenadas transversales x y y, permite
suponer que el comportamiento de la solución en tales direcciones sigue
siendo el de una onda plana. Por lo tanto si toda la dependencia en
z del campo electromagnético se queda en las amplitudes de los cam-
pos eléctrico y la inducción magnética, es decir, ("x(z), "y(z), "z(z)) y
(�x(z), �y(z), �z(z)), entonces en el caso más general:

(52)
�!
E (r, t) = ("x(z), "y(z), "z(z)) ei(kxx+k

y

y�wt)

�!
H (r, t) = 1

µ0
(�x(z), �y(z), �z(z)) ei(kxx+k

y

y�wt)

Es posible sustituir lo anterior en la Ecuación de Maxwell que involucra
al rotacional del campo eléctrico

r⇥�!E = �@
�!
B

@t
Separando lo anterior por componentes, se tienen tres ecuaciones:

(53)
@"y(z)

@z
� iky"z(z) = �i!�x(z)

(54)
@"x(z)

@z
� ikx"z(z) = i!�y(z)

(55) kx"y(z)� ky"x(z) = !�z(z)

En las ecuaciones anteriores se ha cancelado el término exponencial
pues está presente en cada miembro de la igualdad. Haciendo un pro-
cedimiento análogo con la otra ecuación de Maxwell para el campo
magnético:

r⇥�!H =

@
�!
D

@t
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Tomando al vector de desplazamiento eléctrico como en (11) y el ten-
sor dieléctrico como en (50) se tiene una forma explícita del vector de
desplazamiento eléctrico en términos de las componentes del campo
eléctrico de la ecuación (52). Sustituyendo lo anterior en la ecuación
de Maxwell se tiene una ecuación en términos de las amplitudes de los
campos eléctrico y magnético y de las componentes del tensor dieléctri-
co. Separando por componentes en ambos lados, se tienen nuevamente
tres ecuaciones:

(56)
@�y(z)

@z
� iky�z(z) = µ0 (i!✏11"x(z) + i!✏12"y(z))

(57)
@�x(z)

@z
� ikx�z(z) = �µ0 (i!✏12"x(z) + i!✏22"y(z))

(58) ky�x(z)� kx�y(z) = µ0!✏?"z(z)

Nótese que las ecuaciones (55) y (58) son ecuaciones algebraicas por
lo cual es posible expresar a "z(z) y �z(z) en términos de las compo-
nentes x e y.

De la ecuación (55), se tiene que

(59) �z(z) = �
ky
!
"x(z) +

kx
!
"y(z)

Y de la ecuación (58) se tiene

(60) "z(z) =
ky

µ0!✏?
�x(z)�

kx
µ0!✏?

�y(z)

Sustituyendo la ecuación (60) para "z(z) en (53) y (54) se obtienen
las siguientes ecuaciones diferenciales

(61)
d"x(z)

dz
= i

kxky
µ0!✏?

�x(z) + i

✓
! � k2

x

µ0!✏?

◆
�y(z)

(62)
d"y(z)

dz
= i

✓
k2
y

µ0!✏?
� !

◆
�x(z)� i

kxky
µ0!✏?

�y(z)

Análogamente, sustituyendo la ecuación (59) para �z(z) en (56) y
(57)
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(63)
d�x(z)

dx
= i

✓
�µ0!✏12 �

kxky
!

◆
"x(z) + i

✓
k2
x

!
� µ0!✏22

◆
"y(z)

(64)
d�y(z)

dz
= i

✓
µ0!✏11 �

k2
y

!

◆
"x(z) + i

✓
µ0!✏12 +

kxky
!

◆
"y(z)

Obsérvese que las ecuaciones (61),(62),(63) y(64) forman un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales con coeficientes constan-
tes para las componentes "x(z), "y(z), �x(z) y �y(z). Juntando dichas
ecuaciones y expresándolas en una forma matricial, se tiene:

(65)
d

dz

0

BB@

"x(z)
"y(z)
�x(z)
�y(z)

1

CCA = iM

0

BB@

"x(z)
"y(z)
�x(z)
�y(z)

1

CCA

Con

(66) M =

0

BBBB@

0 0

k
x

k
y

µ0!✏?
! � k2

x

µ0!✏?

0 0

k2
y

µ0!✏?
� ! � k

x

k
y

µ0!✏?

�µ0!✏12 � k
x

k
y

!
k2
x

! � µ0!✏22 0 0

µ0!✏11 �
k2
y

! µ0!✏12 +
k
x

k
y

! 0 0

1

CCCCA

Que se puede escribir como

(67)
@
�!
 

@z
= iM

�!
 

donde el vector
�!
 esta formado con las componentes transversales de

los campos electromagnéticos de la forma:

(68)
�!
 =

0

BB@

"x(z)
"y(z)
�x(z)
�y(z)

1

CCA

La forma anterior de representar a las ecuaciones de Maxwell es co-
nocida como la formulación de Marcuvitz-Schwigner. [26] Sustituyendo
las componentes del tensor dieléctrico ✏11, ✏12 y ✏22 en M .
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(69) M =

0

BB@

0 0 M13 M14

0 0 M23 M24

M31 M32 0 0

M41 M42 0 0

1

CCA

Donde:

M13 =
kxky
µ0!✏?

M14 = ! � k2
x

µ0!✏?

M23 =
k2
y

µ0!✏?
� !

M24 = �
kxky
µ0!✏?

M31 = �µ0!✏a sinqz cosqz �
kxky
!

M32 =
k2
x

!
� µ0!

�
✏? + ✏asin

2qz
�

M41 = µ0!
�
✏? + ✏acos

2qz
�
�

k2
y

!

M42 = µ0!✏a sinqz cosqz +
kxky
!

En este punto, es importante recordar que el sistema forma una
hélice, como la que se muestra en la Figura 12, que es guiada por el
vector director n a través del ángulo ✓ = ✓(z). Sin embargo, contem-
plando al sistema plano por plano, éste tiene la apariencia de un medio
que es anisotrópico pero también es homogéneo. Por tal razón es con-
veniente aplicar una rotación respecto al eje z en sentido inverso a la
asociada al vector director. Con esto en mente introducimos la variable
� relacionada con la variable  de la ecuación (67), mediante la expre-
sión � = R , en donde R representa una rotación en el plano xy que
es perpendicular al eje de la hélice. Despejando la variable  se tiene
 = R�1� y sustituyendo en la ecuación (67) se tiene lo siguiente:

@ 

@z
=

@

@z

�
R�1�

�
=

@R�1

@z
�+R�1@�

@z
= iMR�1�

es decir



2.2. INCIDENCIA OBLICUA 27

@R�1

@z
�+R�1@�

@z
= iMR�1�

Multiplicando por la matriz de rotación R del lado izquierdo

R
@ 

@z
= iRM 

Es decir

R
@R�1

@z
�+

@�

@z
= iRMR�1�

despejando, se tiene:

@�

@z
=

✓
iRMR�1 �R

@R�1

@z

◆
�

Con la finalidad de llevar la ecuación anterior a una forma similar
a la de la ecuación (67), se renombra lo anterior de la forma:

(70) T =

✓
iRMR�1 �R

@R�1

@z

◆

Por lo cual

(71)
@�

@z
= T�

La matriz R es una matriz de 4⇥ 4 y contiene dos rotaciones, una
para los campos eléctricos "x y "y y otra para los campos magnéticos �x
y �y. Dichas rotaciones se realizan sólo en los planos perpendiculares al
eje de la hélice y se efectúan de manera independiente. Explícitamente,
la rotación es de la siguiente forma

(72) R =

0

BB@

cosqz sinqz 0 0

�sinqz cosqz 0 0

0 0 cosqz sinqz
0 0 �sinqz cosqz

1

CCA

El cálculo de la matriz T de la ecuación (71) requiere de conocer
tanto Q = RMR�1 como R·dR�1

dz . La matriz R es una transformación
ortogonal, por lo cual la inversa es igual a la transpuesta. La multipli-
cación de las matrices Q = RMR�1 conduce a la expresión explícita:
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Q =

0

BB@

0 0 Q13 Q14

0 0 Q23 Q24

Q31 Q32 0 0

Q41 Q42 0 0

1

CCA

donde las componentes de la matriz son:

(73)
Q13 =

k
x

k
y

µ0!✏?
(cos2qz � sin2qz) + 1

µ0!✏?

�
k2
y � k2

x

�
sinqzcosqz

Q14 = � 2k
x

k
y

µ0!✏?
sinqzcosqz � 1

µ0!✏?

�
k2
ysin

2qz + k2
xcos

2qz
�
+ !

Q23 = � 2k
x

k
y

µ0!✏?
sinqzcosqz + 1

µ0!✏?

�
k2
ycos

2qz + k2
xsin

2qz
�
� !

Q24 =

k
x

k
y

µ0!✏?
(sin2qz � cos2qz)� 1

µ0!✏?

�
k2
y � k2

x

�
sinqzcosqz

Q31 =

k
x

k
y

! (sin2qz � cos2qz) + 1
!

�
k2
x � k2

y

�
sinqzcosqz

Q32 =

2k
x

k
y

! sinqzcosqz � µ0!✏? +

1
!

�
k2
ysinq

2qz + k2
xcos

2qz
�

Q41 = µ0! (✏a + ✏?) +
2k

x

k
y

! sinqzcosqz � 1
!

�
k2
ycos

2qz + k2
xsin

2qz
�

Q42 =

k
x

k
y

! (cos2qz � sin2qz) + 1
!

�
k2
y � k2

x

�
sinqzcosqz

Por otro lado, para el cálculo de @R�1

@z derivamos directamente ele-
mento por elemento de la rotación inversa de R dada por la ecuación
(72) por lo que se tiene:

@R�1

@z
=

0

BB@

�qsinqz �qcosqz 0 0

qcosqz �qsinqz 0 0

0 0 �qsinqz �qcosqz
0 0 qcosqz �qsinqz

1

CCA

Se tiene entonces que al multiplicar por la matriz de rotación R del
lado izquierdo

�R@R
�1

@z
= �

0

BB@

0 q 0 0

�q 0 0 0

0 0 0 q
0 0 �q 0

1

CCA

Finalmente, la matriz definida en la ecuación (70) adopta la forma:

(74) T =

0

BB@

0 q iQ13 iQ14

�q 0 iQ23 iQ24

iQ31 iQ32 0 q
iQ41 iQ42 �q 0

1

CCA

Además, el vector que contiene a las componentes transversales del
campo electromagnético � = R resulta ser:
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(75) � =

0

BB@

"xcosqz + "ysinqz
�"xsinqz + "ycosqz
�xcosqz + �ysinqz
��xsinqz + �ycosqz

1

CCA

Sustituyendo en la ecuación (72)

(76)
@

@z
� =

0

BB@

0 q iQ13 iQ14

�q 0 iQ23 iQ24

iQ31 iQ32 0 q
iQ41 iQ42 �q 0

1

CCA�

La ecuación (71) reformula la ecuación gobernante de los campos
eléctrico y magnético dentro de la celda de cristal líquido y en general,
de un medio estratificado anisotrópico cuando la onda electromagnética
incide de forma oblicua al eje del cristal líquido colestérico o a la direc-
ción de estratificación de forma que al menos una de las componentes
del vector de onda kx y ky no es nula.

Reduciendo bajo este procedimiento al caso en que la incidencia es
normal, es decir, el vector de onda y el campo director son paralelos,
ambos en dirección z, entonces kx = ky = 0.

Reformulando el problema de la sección anterior, en donde se des-
cribe una onda electromagnética que viaja paralelamente al eje del cris-
tal líquido colestérico; descrito con esta formulación, basta con tomar
kx = ky = 0 en las ecuaciones (73), con lo cual se tiene:

(77) T? =

0

BB@

0 q 0 i!
�q 0 �i! 0

0 �iµ0!✏? 0 q
iµ0!✏|| 0 �q 0

1

CCA

En donde ✏|| = ✏? + ✏a, lo cual reduce la ecuación (71) a

(78)
@

@z
� = T? �

Es claro que si se reescribe la ecuación anterior como un sistema
de ecuaciones acopladas lineales para las componentes de los campos
electromagnéticos podríamos eliminar dichas variables hasta reducir al
sistema a una sola ecuación diferencial de orden cuarto también con
coeficientes constantes cuya solución, es bien sabido, es de la forma
Ae�x. Por esta razón proponemos que la solución general de la ecuación
(78) se puede escribir como:
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(79) � = v0e
ilz

donde v0 un vector constante no nulo. Sustituyendo la solución anterior
en la ecuación (78) se tiene:

i l v0 = T?v0

en donde hemos cancelado el término exponencial en ambos lados de
la igualdad, de tal forma que

(il I� T?) v0 = 0

cuya solución no nula existe cuando det (i l I� T?) = 0

��������

il �q 0 �i!
q il i! 0

0 iµ0!✏? il �q
�iµ0!✏|| 0 q il

��������
= 0

entonces:

(80) µ2
0✏?✏||!

4 � µ0

�
✏|| + ✏?

� �
l2 + q2

�
!2

+

�
l2 � q2

�2
= 0

Que es igual a la ecuación (47), cuyas soluciones están dadas por la
ecuación (49).

(81)

! = ±

vuut(l2 + q2)
�
✏|| + ✏?

�
±
q�

✏|| � ✏?
�2

(l2 + q2)2 + 16✏||✏?l2q2

2µ0✏||✏?

Tomando los cambios de variable !̃ =

!c
q y ˜l = l

q bajo las cuales
escalamos tanto la frecuencia como el número de onda en números de
onda q de la hélice del colestérico. Es posible llevar la ecuación an-
terior a una forma adimensional que no dependa del periodo espacial
del colestérico y con ello sea posible un manejo más general. Para ello,
es necesario expresar a los índices de refracción ordinario no y extra-
ordinario ne en términos de las constantes dieléctricas de la siguiente
manera:

no =
p
✏?

ne =
p
✏||
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Utilizando lo anterior, las soluciones positivas de la ecuación (49)
son:

(82)

!̃ =

1p
2no

s
⇣
˜l2 + 1

⌘
(n2

e + n2
o)±

r
(n2

e � n2
o)

2
⇣
˜l2 + 1

⌘2

+ 16n2
on

2
e
˜l2

Que se muestran en el siguiente gráfico:

Figura 17. Espectro de bandas fotónicas de un cristal líquido
colestérico Cholesteryl Carbonate con índices de refracción no = 1.72
y ne = 1.5 [30]. Las curvas representan las soluciones de la ecuación

82.

El ancho de la banda se tiene en l = 0 restando dos de las soluciones
anteriores

�! =

2

no

p
2

 r
(1 + l2) (n2

e + n2
o) +

q
16l2n2

en
2
o + (1 + l2)2 (n2

e � n2
o)

2�
r
(1 + l2) (n2

e + n2
o) +

q
16l2n2

en
2
o + (1 + l2)2 (n2

e � n2
o)

2

!
(83)
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Figura 18. Ancho de banda fotónica como función de los índices
ordinario y extraordinario no y ne.

Nótese que el ancho de banda se anula cuando no = ±ne,

Figura 19. El ancho de banda se anula cuando no = ne.

En este capítulo hemos formulado y resuelto la propagación de on-
das electromagnéticas a través de un cristal líquido colestérico tanto
para incidencia normal como oblicua, siguiendo para ello dos métodos
distintos que consistentemente llevan a los mismos resultados. En los
siguientes capítulo se describe un sistema con simetría helicoidal pero
en sus propiedades elásticas.



Capítulo 3

Teoría de elasticidad en el medio continuo

En este capítulo se revisa la dinámica de los sistemas elásticos en
general para poder describir a un sistema helicoidal elástico construido
a partir de la deposición de capas delgadas de un material sólido an-
isotrópico, girando el sustrato sobre el cual se depositan. El análisis de
dicho sistema se lleva a cabo utilizando las ecuaciones de la dinámica
de medios continuos. Se formula dicho problema utilizando herramien-
tas análogas a las utilizadas en el caso electromagnético del capítulo
anterior.

Si bien la materia está compuesta por elementos discretos, es decir
por moléculas, es posible hacer una descripción del estado de tensio-
nes y deformaciones de un medio considerándolo como un continuo,
condición necesaria para que esta descripción sea adecuada. Para ello,
al describir un elemento de el medio continuo, siempre se considera
que por muy pequeño que éste sea, es mayor a la longitud molecular
característica del medio.

3.1. El tensor de esfuerzos

Considérese un cuerpo de volumen V limitado por una superficie S
que se encuentra en estado de equilibrio. La fuerza interna resultante,
que representa las interacciones moleculares del cuerpo, es nula. Si el
cuerpo en equilibrio se corta por un plano, el estado de equilibrio se
altera y cada porción producida por el corte siente una fuerza externa�!
F sobre la superficie S que el corte indujo, de tal forma que es posible
definir el vector de esfuerzos como:

tn̂i = ĺım

�S!0

�Fi

�S

Nótese que cada componente del vector de esfuerzos tiene unidades
de Fuerza

Area . El vector de esfuerzos está definido para un punto P sobre
el área de corte y el área alrededor de dicho punto, queda indicada
por el vector normal n̂. Si el cuerpo se cortara por un plano con otra
inclinación, el vector de esfuerzos sería diferente.

33
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En el caso particular en que el plano que corta al cuerpo es pa-
ralelo a uno de los planos que forman dos de los ejes coordenados, el
vector normal n̂ será paralelo al otro eje coordenado. La componente
del vector de esfuerzos paralela a éste último corresponde a un esfuerzo
normal, mientras que las otras corresponden a esfuerzos de corte. Los
tres vectores de esfuerzos que corresponden a hacer cortes con planos
paralelos a cada uno de los planos que inducen los ejes coordenados
dan lugar al tensor de esfuerzos definido como:

(84) �ij = têij

donde êi describe el vector normal en cada caso de corte. El tensor de
esfuerzos es, en representación matricial:

(85) �ij =

0

@
�xx �xy �xz
�yx �yy �yz
�zx �zy �zz

1

A

De la misma manera que en el vector de esfuerzos, en el tensor de es-
fuerzos los elementos de la diagonal corresponden a esfuerzos normales
mientras que los demás corresponden a esfuerzos de corte.

Además de los esfuerzos superficiales sobre un cuerpo del medio
continuo, también hace falta considerar las fuerzas volumétricas ⇢

�!
fV

que actúan sobre todo el cuerpo como por ejemplo la fuerza gravita-
cional y las fuerzas inerciales provocadas por el movimiento relativo de
los sistemas. De acuerdo a lo anterior es posible generalizar la segunda
ley de Newton de la forma:

(86)
@�ik
@xk

+ ⇢fV
i

= ⇢
@2ui

@t2

que en equilibrio es

(87)
@�ik
@xk

+ ⇢fV
i

= 0

Debido a que las fuerzas de superficie no son uniformes y en general
varían de punto, podrían existir una torca interna y una torca externa
que actúen sobre el sistema. Es decir

(88)
ˆ
S

✏ijkxjfS
k

dS +

ˆ
V

⇢✏ijkxjfV
k

dV = 0
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Considerando que las fuerzas superficiales son fS
K

= �mknm y apli-
cando el Teorema de Gauss al primer término se tiene

ˆ
S

✏mjkxj�mknmdS =

ˆ
V

@

@xm
(✏ijkxj�mk) dV

=

ˆ
V

✏imk�mkdV +

ˆ
V

✏ijkxj
@�mk

@xm
dV

En donde se ha sacado de la integral el símbolo de Levi-Civita ya
que es constante y se ha efectuado la derivada restante usando la regla
de Leibnitz.

Sustituyendo en la ecuación (88) y asociando los términos que con-
tienen a xj se llega a

ˆ
V

✏imk�mkdV +

ˆ
V

✏ijkxj

✓
@�mk

@xm
+ ⇢fV

k

◆
dV+ = 0

que por la ecuación (87) después de renombrar índices, se reduce a

(89)
ˆ
V

✏imk�mkdV = 0

Dado que el volumen V de control es arbitrario, entonces

(90) ✏imk�mk = 0

Además, ya que ✏imk es un tensor completamente antisimétrico, el ten-
sor de esfuerzos �mk es tensor simétrico para que se cumpla la ecuación
anterior, debido a la identidad que afirma que la contracción de un
tensor simétrico con un antisimétrico es nula, esto significa que

(91) �mk = �km

Por lo cual, el tensor de esfuerzos simétrico es:

(92) �ij =

0

@
�xx �xy �xz
�xy �yy �yz
�xz �yz �zz

1

A
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3.2. El tensor de elongación

Considérese un punto P0 en un cuerpo elástico inicialmente estático.
Si se desprecia el movimiento de cuerpo rígido, es decir, los movimien-
tos de rotación o traslación del cuerpo entero, los desplazamientos de
los puntos del cuerpo elástico serán debidos únicamente a las deforma-
ciones.

Figura 20. Desplazamiento de un punto sobre un cuerpo del medio
continuo después de una deformación.

Supóngase que el punto P0 está localizado en �!r . (Véase Figura
20). Después de una deformación, el punto estará localizado en �!r 0,
así el vector de desplazamiento asociado a la deformación es �!u =

�!r 0 � �!r . Donde �!r = (x, y, z) y �!r 0
= (x0, y0, z0). Considerando la

componente i del desplazamiento se tiene ui = x0
i�xi o bien x0

i = xi+ui.
Diferenciando lo anterior se tiene

(93) dx0
i = dxi + dui

y definimos los elementos de línea tanto en el medio deformado como
en el sin deformar de la siguiente forma

(94) dl2 = dxidxi , dl02 = dx0
idx

0
i

Sustituyendo (93) en dl02 se tiene

dl02 = (dxi + dui) (dxi + dui)
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pero la diferencial de las componentes del vector de desplazamiento se
puede escribir como

dui =
@ui

@xk
dxk

sustituyendo se tiene

dl02 = dxidxi + 2

@ui

@xk
dxidxk +

@ui

@xk

@ui

@xj
dxkdxj

luego, si se toma en cuenta que las componentes con índices repetidos
son mudas, se tiene que

dl02 = dl2 + uikdxidxk

con

(95) uik =
1

2

✓
@ui

@xk
+

@uk

@xi
+

@uj

@xi

@uj

@xk

◆

donde uik es entonces el tensor de elongación, que en aproximación
lineal se simplifica como

(96) uik =
1

2

✓
@ui

@xk
+

@uk

@xi

◆

Por otro lado, @u
i

@x
j

es un tensor de segundo orden que puede des-
componerse en una parte simétrica y una antisimétrica, es decir:

@ui

@xk
=

1

2

✓
@ui

@xk
+

@uk

@xi

◆
+

1

2

✓
@ui

@xk
� @uk

@xi

◆

Dado que la primera parte del lado derecho de la igualdad es el
tensor de elongación, se tiene que éste último es simétrico, es decir

(97) uik = uki

entonces

@ui

@xk
= uik + ⌦ik

con ⌦ik el tensor de rotación antisimétrico definido por

⌦ik =
1

2

✓
@ui

@xk
� @uk

@xi

◆

Es claro en este desarrollo que las rotaciones no involucran defor-
maciones.
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3.3. Termodinámica de las deformaciones

Un sistema elástico es también un sistema termodinámico y para
describir sus propiedades termodinámicas es necesario calcular el traba-
jo realizado por las fuerzas elásticas. Considérese un cuerpo lineal que
se deforma una cantidad pequeña �ui. Las componentes de las fuerzas
externas que efectúan la deformación son Fi = �@�

ik

@x
k

de modo que el
trabajo efectuado por los esfuerzos internos es

dW = �@�ik
@xk

�ui.

Integrando sobre el volumen del cuerpo, se tiene

(98)
ˆ
V

dW = �
ˆ
V

@�ik
@xk

�uidV

Si se toma en cuenta que el integrando se puede expresar como un
producto de derivadas mediante la ecuación

@�ik�ui

@xk
=

@�ik
@xk

�ui + �ik
@�ui
@xk

despejando el primer término del lado derecho de la igualdad y
sustituyendo en la ecuación (98)

@�ik
@xk

�ui =
@�ik�ui

@xk
� �ik

@�ui
@xkˆ

V

dW = �
ˆ
V

@�ik�ui

@xk
dV +

ˆ
�ik

@�ui
@xk

dV

Aplicando el teorema de Gauss a la primera integral se tiene
ˆ
V

dW = �
˛
�ik�uinkdS +

ˆ
�ik

@�ui
@xk

dV

Considerando el medio elástico suficientemente grande de modo que
las deformaciones en la superficie son prácticamente nulas siempre que
las fuentes de las deformaciones estén confinadas; la primer integral es
despreciable, por lo cual

(99)
ˆ
V

dW =

ˆ
�ik�

✓
@ui

@xk

◆
dV

Como es claro la derivada involucrada está relacionada con el tensor
de elongaciones. De hecho, basta con renombrar índices en un término
adicional para mostrar que
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ˆ
V

dW =

ˆ
�ik�


1

2

✓
@ui

@xk
+

@uk

@xi

◆�
dV

es decir

(100) W =

ˆ
�ik�uikdV

Si la deformación es suficientemente pequeña para que el medio
elástico vuelva a su estado original y además es cuasiestática, de modo
que el sistema está en equilibrio termodinámico en cada punto del pro-
ceso. Tomando U como la energía interna por unidad de volumen y S
la entropía por unidad de volumen, la primera ley de la termodinámica
establece:

dU = TdS +

¯dW

de la ecuación (100) se tiene que ¯dW = �ik�uik y sustituyendo en la
primera ley de la termodinámica

(101) dU = dU(S, uik) = TdS + �ik�uik

Tomando como variables termodinámicas a la temperatura T y el
tensor de elongación uik, entonces el potencial termodinámico adecuado
para describir el sistema es la energía libre de Helmholtz F

F = F (T, uij) = U � TS

diferenciando la ecuación anterior y sustituyendo en (101) se obtiene

(102) dF = �ik�uik � SdT

Así mismo diferenciando la ecuación (101) se llega a

(103) dU(S, uik) = S�uik + uikdS

Como F es una función de uik y T entonces a partir de la ecuación
(102) se debe cumplir

(104) �ik =
⇣

@F
@u

ik

⌘

T
, S =

�
@F
@T

�
u
ik

Análogamente, U es función de S y uik por lo que los coeficientes
de las diferenciales deben cumplir
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(105) �ik =
⇣

@U
@u

ik

⌘

S
, T =

�
@U
@S

�
u
ik

De la ecuación (87) es claro ver que en el caso de un proceso isotér-
mico se tiene que

dF = �ik�uik

que coincide con el trabajo, además, por otro lado

dF =

✓
@F

@uik

◆

T

duik

De modo que si �ik es una función lineal de uik, entonces

(106) dF = �ik (uik) duik

Integrando respecto a uik

F =

1

2

�ikuik

es decir

(107) F =

1

2

✓
@F

@uik

◆
uik

Para un medio elástico general la ecuación constitutiva que relacio-
na los tensores de esfuerzos y elongación es la siguiente

(108) �ik = �ikmnumn

donde �ikmn es el tensor de rigidez, un tensor de orden 4. Entonces, de
las ecuaciones (107) y (108) se tiene que

(109) F =

1

2

�ikmnumnuik

La expresión anterior garantiza la existencia de una energía libre
de Helmholtz que únicamente depende de los elementos del tensor de
deformaciones. Debido a que F sólo depende de las componentes del
tensor de elongación y es una función continua y diferenciable, al menos
hasta segundo orden, entonces sus segundas derivadas cruzadas deben
ser iguales, es decir
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(110)
@2F

@uik@umn
=

@2F

@umn@uik

Por otro lado, debido a que el tensor de esfuerzos es simétrico, es
decir �mk = �km, se tiene que en coordenadas cartesianas hay en general
seis componentes independientes, las cuales son

�xx, �yy, �zz, �xy, �xz, �yz
Es conveniente construir un vector con las seis correspondientes

componentes independientes de �ik de la forma

�̄ =

0

BBBBB@

�xx
�xy
�yy
�xz
�yz
�zz

1

CCCCCA

Cuyas componentes se denotarán en adelante como �̄i. De lo ante-
rior y de la ecuación (108) se tiene que

(111) �̄i = Cikūk

Donde el tensor de elongaciones también lo hemos escrito como un
vector de seis componentes ūk de la forma

ūk =

0

BBBBB@

uxx

2uxy

uyy

2uxz

2uyz

uzz

1

CCCCCA

El factor de 2 en los términos correspondientes a los elementos fuera
de la diagonal del tensor de elongación aparecen en el vector ūk ya que
en la ecuación (108) dichos términos aparecen repetidos [34]. Debido a
que �̄i y ūi son vectores de 6 entradas, entonces Cik es una matriz de
6 ⇥ 6. Además, sabemos que el tensor de esfuerzos se puede calcular
de la ecuación (106). Reescribiendo en esta representación la ecuación
(110) se tiene

(112)
@2F

@ūi@ūk
=

@2F

@ūk@ūi
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Luego si sustituimos �ik en la ecuación (111) en la ecuación (106) se
encuentra que

(113) F =

1

2

¯Cikūiūk

Al insertar esta función en la condición (112) se tiene que la matriz
Cik es simétrica con 6⇥ 6 = 36 componentes de las cuales únicamente
21 son independientes, 6 en la diagonal mas 36�6

2 = 15 fuera de ella.
Reescribiendo la ecuación (111) dadas las simetrías, se tiene

(114)

0

BBBBB@

�xx
�xy
�yy
�xz
�yz
�zz

1

CCCCCA
=

0

BBBBB@

C11 C12 C13 C14 C15 C16

C12 C22 C23 C24 C25 C26

C13 C23 C33 C34 C35 C36

C14 C24 C34 C44 C45 C46

C15 C25 C35 C45 C55 C56

C16 C26 C36 C46 C56 C66

1

CCCCCA

0

BBBBB@

uxx

2uxy

uyy

2uxz

2uyz

uzz

1

CCCCCA

A continuación se considerarán algunas simetrías bajo las cuales la
matriz Cik tiene una forma específica.[34]

Un medio que es simétrico bajo una reflexión por el plano xy, es
decir, a lo largo del eje z, se conoce como Monoclínico. La matriz de
módulos elásticos para un medio con simetría monoclínica es de la
siguiente forma

Cmonocĺınico =

0

BBBBB@

C11 C12 C13 0 0 C16

C12 C22 C23 0 0 C26

C13 C23 C33 0 0 C36

0 0 0 C44 C45 0

0 0 0 C45 C55 0

C16 C26 C36 0 0 C66

1

CCCCCA

Un medio que posee tres planos de simetría ortogonales es llamado
ortotrópico, para el caso en que esos planos son los que forman los ejes
coordenados, la matriz de módulos elásticos para un medio con simetría
ortotrópica es:

Cortotrópico =

0

BBBBB@

C11 0 C13 0 0 C14

0 C22 0 0 0 0

C13 0 C33 0 0 C36

0 0 0 C44 0 0

0 0 0 0 C55 0

C14 0 C36 0 0 C66

1

CCCCCA
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Un medio cuyo grupo de simetrías contiene rotaciones a lo largo de
un eje por ángulos ✓ = 2⇡

3 y ✓ = 4⇡
3 se llama medio trigonal, la matriz

de módulos en este caso es:

Ctrigonal =

0

BBBBBB@

C11 0 C13 C14 C15 C16

0

C11�C13
2 0 C15 �C14 0

C13 0 C11 �C14 �C15 C16

C14 C15 �C14 C44 0 0

C15 �C14 �C15 0 C44 0

C16 0 C16 0 0 C66

1

CCCCCCA

Un medio cuyo grupo de simetrías contiene cuatro rotaciones y
reflexiones a lo largo del plano que contiene el eje de rotación se conoce
como sistema tetragonal. La matriz de módulos elásticos en este caso
de simetría tetragonal es:

Ctetragonal =

0

BBBBB@

C11 0 C13 0 0 C16

0 C22 0 0 0 0

C13 0 C11 0 0 C16

0 0 0 C44 0 0

0 0 0 0 C44 0

C16 0 C16 0 0 C66

1

CCCCCA

Un medio con simetría cúbica, tiene simetrías bajo rotaciones de
un ángulo ✓ =

⇡
2 a lo largo de dos ejes que son ortogonales entre sí.

Considerando a los ejes x y z dichos ejes, la matriz de módulos elásticos
está dada por:

Ccúbico =

0

BBBBB@

C11 0 C13 0 0 C13

0 C44 0 0 0 0

C13 0 C11 0 0 C13

0 0 0 C44 0 0

0 0 0 0 C44 0

C13 0 C13 0 0 C11

1

CCCCCA

Por último, un medio que contiene todas las simetrías posibles es un
medio isotrópico, en este tipo de medios todos los sistemas de coordena-
das son equivalentes para describir al medio, es decir, no hay orientación
particular requerida. La matriz que contiene los módulos elásticos para
un medio isotrópico es :
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Cisotrópico =

0

BBBBB@

C11 0 C11 � 2C44 0 0 C11 � 2C44

0 C44 0 0 0 0

C11 � 2C44 0 C11 0 0 C11 � 2C44

0 0 0 C44 0 0

0 0 0 0 C44 0

C11 � 2C44 0 C11 � 2C44 0 0 C11

1

CCCCCA

Entonces, un medio isotrópico contiene únicamente dos módulos
elásticos independientes que comúnmente son descritos en términos de
los coeficientes de Lamé

(
� := C11 � 2C44

µ := C44

Así, la matriz de módulos elásticos en términos de los coeficientes
de Lamé es:

Cisotrópico =

0

BBBBB@

�+ 2µ � � 0 0 0

� �+ 2µ � 0 0 0

� � �+ 2µ 0 0 0

0 0 0 µ 0 0

0 0 0 0 µ 0

0 0 0 0 0 µ

1

CCCCCA

A pesar de los casos anteriores mencionados en los que de acuerdo a
las simetrías en número de módulos elásticos se reduce, en este trabajo
se considerará un medio muy general de tal forma que los 21 coeficientes
elásticos sean distintos.

3.4. Representación matemática de un medio helicoidal

Considérese un sólido helicoidal construido, por ejemplo, median-
te el proceso de deposición física de vapor. El sólido helicoidal tiene
una estructura similar a la del cristal líquido colestérico en el que las
moléculas están ordenadas de forma que los vectores directores son en
promedio paralelos sobre cada plano, pero en la dirección perpendicu-
lar a dichos planos el vector director gira formando una hélice. En el
caso del sólido a considerar, se tienen estratos de espesor pequeño cu-
yos vectores que caracterizan a la red cristalina giran en torno a un eje
formando una hélice. Tómese el caso en el que los vectores principales
de la estructura cristalina giran en torno al eje ẑ como se muestra en
la Figura 21.
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Figura 21. Estructura helicoidal del sólido cristalino. La rotación R
induce la hélice que forman los vectores de la red cristalina a lo largo

del eje z.
Las ecuaciones que describen las propiedades elástica en el sólido

helicoidal en ausencia de fuerzas volumétricas son: la segunda ley de
Newton del medio continuo (87) y ecuación constitutiva general para
un medio elástico (108):

@�ik
@xk

= ⇢
@2ui

@t2

�ik = �ikmn(z)umn

donde las componentes del tensor de elongación uik pueden expresarse
en términos de las componentes del vector de desplazamientos ui me-
diante la ecuación (96). Además, en la representación de componentes
independientes, la ecuación constitutiva elástica se expresa como

(115) �̄i = Sik(z)ūk

La matriz Sik(z) es equivalente a la matriz Cik de la ecuación (111)
pero en el medio helicoidal, en este caso, cada una de las componentes
de Sik(z) son funciones de z y de las componentes de la matriz Cik que
contiene a los módulos elásticos del material. Para conocer la forma
explícita de la matriz Sik hace falta saber cómo se transforman el tensor
de esfuerzos �ik y el vector de desplazamientos ui.

El tensor de esfuerzos se transforma de la siguiente manera:

�0
ik = Rik�kmRmj
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donde R es la matriz de rotación por el ángulo qz que describe el
giro del vector director a lo largo del eje z del material helicoidal,
explícitamente:

(116) R =

0

@
cos (qz) �sin (qz) 0

sin (qz) cos (qz) 0

0 0 1

1

A

Nótese que la matriz de rotación R corresponde a una transforma-
ción ortogonal, de tal forma que R�1

= RT . Así, en la representación
de vectores de 6 dimensiones con las componentes independientes del
tensor de esfuerzos, se tiene que dicha transformación se reescribe como

(117) �̄0
i = Rr�̄i

en donde la matriz Rr es ahora como sigue:

(118)

Rr =

0

BBBBB@

�cos2 (qz) sin (2qz) �sin2
(qz) 0 0 0

�1
2sin (2qz) �cos (2qz) 1

2sin (2qz) 0 0 0

�sin2
(qz) �sin (2qz) �cos2 (qz) 0 0 0

0 0 0 �cos (qz) sin (qz) 0

0 0 0 �sin (qz) �cos (qz) 0

0 0 0 0 0 �1

1

CCCCCA

Del mismo modo, para el vector que contiene las componentes in-
dependientes del tensor de elongación:

(119) ū0
k = MRūk

Con

MR = FRrF
�1

donde F es la matriz diagonal que resulta de la forma en que se cons-
truyó el vector ūk. [34]

F =

0

BBBBB@

1 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 1

1

CCCCCA
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Las matrices Rr y Ru resultan de acomodar las ecuaciones tenso-
riales en sistemas de ecuaciones y posteriormente, volver a la notación
de vectores de 6 dimensiones

Además, se tiene que en el medio homogéneo y en el medio helicoidal
se cumplen las siguientes relaciones constitutivas

(120) �̄i = Cikūk , �̄0
i = Sikū0

k

Entonces

�̄0
i = Rr�̄i = SikMRūk

Multiplicando ambos lados por R�1
r para despejar z se tiene

(121) �̄i = R�1
r SikMRūk

Pero se puede demostrar del álgebra lineal que R�1
r = MT

R [35].
Entonces, utilizando la ecuación (120),

(122) �̄i = MT
RSikMRūk.

Por lo tanto

(123) Cik = MT
RSikMR

Despejando Sik, considerando que M�1
R = MT

R ,

(124) Sik = MRCikM
T
R

De lo anterior se tiene que la matriz Sik también es simétrica con 21
módulos independientes para cada ángulo de giro. Lo cual es congruente
con la formulación que se hizo partiendo de las variables termodiná-
micas. La forma explícita de las componentes de la matriz Sik para
el medio helicoidal como función de z y en términos de los módulos
elásticos del material en la matriz Cik se presentan en el Apéndice A.



Capítulo 4

Ondas elásticas en un medio helicoidal

De manera similar a lo expuesto en el Capítulo 2 sobre propagación
de ondas electromagnéticas en un cristal líquido colestérico, en este
capítulo se revisa la propagación de ondas elásticas en un sólido heli-
coidal elástico cuyas características se describieron en la última sección
del capítulo anterior. (Véase Figura 21).

Figura 22. Onda elástica en incidencia oblicua sobre un sólido
helicoidal.

Siguiendo el mismo razonamiento utilizado para la propagación de
ondas electromagnéticas en el cristal líquido colestérico, en este caso
se proponen soluciones de ondas cuasiplanas para las componentes del
tensor de esfuerzos y del vector de desplazamientos de la siguiente forma

(125) �ik (x, y, z) = �ik (z) ei(kxx+k
y

y�!t)

ui (x, y, z) = ui (z) ei(kxx+k
y

y�!t)

48
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En este caso, �ik (z) y ui (z) son amplitudes con dependencia única-
mente en z, pues hemos supuesto que el eje de la hélice del sólido heli-
coidal va en esta dirección. La ecuación constitutiva para medios elás-
ticos en la representación de componentes independientes �̄i = Sikūk

en términos del vector de desplazamientos es

(126)

0

BBBBB@

�xx
�xy
�yy
�xz
�yz
�zz

1

CCCCCA
=

0

BBBBB@

S11 S12 S13 S14 S15 S16

S12 S22 S23 S24 S25 S26

S13 S23 S33 S34 S35 S36

S14 S24 S34 S44 S45 S46

S15 S25 S35 S45 S55 S56

S16 S26 S36 S46 S56 S66

1

CCCCCA

0

BBBBBBB@

@u
x

@x
@u

x

@y +

@u
y

@x
@u

y

@y
@u

x

@z +

@u
z

@x
@u

y

@z +

@u
z

@y
@u

z

@z

1

CCCCCCCA

En este punto es importante reiterar la argumentación empleada en
el capítulo anterior para justificar la propuesta de soluciones dada por
la ecuación (125). En efecto dado que los elementos de la matriz Sik en
la ecuación (126) son funciones de z (ver Apéndice A), no es posible
esperar que las soluciones de las ecuaciones para las ondas elásticas
resultantes sean ondas planas como ocurre para medios homogéneos en
los cuales los elementos Cik son constantes. Sin embargo el hecho de
que los elementos de Sik no dependan de x, y y t permite conservar
la misma dependencia en dichas variables que se tendría en una onda
plana como lo muestra la solución de prueba (125).

Continuando con el desarrollo, al hacer el producto en la ecuación
(126) se tienen 6 ecuaciones

�xx = S11
@u

x

@x + S12
1
2

⇣
@u

x

@y +

@u
y

@x

⌘
+ S13

@u
y

@y + S14

�
@u

x

@z +

@u
z

@x

�
+

S15

⇣
@u

y

@z +

@u
z

@y

⌘
+ S16

@u
z

@z(127)

�xy = S12
@u

x

@x + S22

⇣
@u

x

@y +

@u
y

@x

⌘
+ S23

@u
y

@y + S24

�
@u

x

@z +

@u
z

@x

�
+

S25

⇣
@u

y

@z +

@u
z

@y

⌘
+ S26

@u
z

@z(128)

�yy = S13
@u

x

@x + S23

⇣
@u

x

@y +

@u
y

@x

⌘
+ S33

@u
y

@y + S34

�
@u

x

@z +

@u
z

@x

�
+

S35

⇣
@u

y

@z +

@u
z

@y

⌘
+ S36

@u
z

@z(129)
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�xz = S14
@u

x

@x + S24

⇣
@u

x

@y +

@u
y

@x

⌘
+ S34

@u
y

@y + S44

�
@u

x

@z +

@u
z

@x

�
+

S45

⇣
@u

y

@z +

@u
z

@y

⌘
+ S46

@u
z

@z(130)

�yz = S15
@u

x

@x + S25

⇣
@u

x

@y +

@u
y

@x

⌘
+ S35

@u
y

@y + S45

�
@u

x

@z +

@u
z

@x

�
+

S55

⇣
@u

y

@z +

@u
z

@y

⌘
+ S56

@u
z

@z(131)

�zz = S16
@u

x

@x + S26

⇣
@u

x

@y +

@u
y

@x

⌘
+ S36

@u
y

@y + S46

�
@u

x

@z +

@u
z

@x

�
+

S56

⇣
@u

y

@z +

@u
z

@y

⌘
+ S66

@u
z

@z(132)

Para posteriormente sustituir las expresiones para el tensor de es-
fuerzos y el vector de desplazamientos de (125) en las seis ecuaciones
anteriores y efectuando las derivadas indicadas, se tiene:

�xx(z) = ikxS11ux(z) + S12i (kyux(z) + kxuy(z)) +(133)

ikyS13uy(z) + S14

✓
dux(z)

dz
+ ikxuz(z)

◆
+

S15

✓
duy(z)

dz
+ ikyuz(z)

◆
+ S16

duz(z)

dz

�xy(z) = ikxS12ux(z) + S22i (kyux(z) + kxuy(z)) +(134)

ikyS23uy(z) + S24

✓
dux(z)

dz
+ ikxuz(z)

◆
+

S25

✓
duy(z)

dz
+ ikyuz(z)

◆
+ S26

duz(z)

dz

�yy(z) = ikxS13ux(z) + S23i (kyux(z) + kxuy(z)) +(135)

ikyS33uy(z) + S34

✓
dux(z)

dz
+ ikxuz(z)

◆
+

S35

✓
duy(z)

dz
+ ikyuz(z)

◆
+ S36

duz(z)

dz
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�xz(z) = ikxS14ux(z) + S24i (kyux(z) + kxuy(z)) +(136)

ikyS34uy(z) + S44

✓
dux(z)

dz
+ ikxuz(z)

◆
+

S45

✓
duy(z)

dz
+ ikyuz(z)

◆
+ S46

duz(z)

dz

�yz(z) = ikxS15ux(z) + S25i (kyux(z) + kxuy(z)) +(137)

ikyS35uy(z) + S45

✓
dux(z)

dz
+ ikxuz(z)

◆
+

S55

✓
duy(z)

dz
+ ikyuz(z)

◆
+ S56

duz(z)

dz

�zz(z) = ikxS16ux(z) + S26i (kyux(z) + kxuy(z)) +(138)

ikyS36uy(z) + S46

✓
dux(z)

dz
+ ikxuz(z)

◆
+

S56

✓
duy(z)

dz
+ ikyuz(z)

◆
+ S66

duz(z)

dz

Sustituyendo también en la segunda ley de Newton en equilibrio
dada por la ecuación (87) se tienen tres ecuaciones

(139) ikx�xx(z) + iky�xy(z) +
d�xz(z)

dz
+ i!2⇢ux(z) = 0,

(140) ikx�yx(z) + iky�yy(z) +
d�yz(z)

dz
+ i!2⇢uy(z) = 0,

(141) ikx�zx(z) + iky�zy(z) +
d�zz(z)

dz
+ i!2⇢uz(z) = 0.

Las ecuaciones anteriores involucran derivadas únicamente en los
elementos �xz, �yz y �zz, por esta razón se sustituyen los elementos �xx,
�xy y �yy a partir de las ecuaciones (133), (134) y (135) respectivamente,
en las seis ecuaciones restantes, que son tres componentes de la ecuación
constitutiva (136), (137) y (138); y tres de la segunda ley de Newton
(139), (140) y (141). Con lo anterior se tienen seis ecuaciones para las
derivadas respecto a z de ux(z), uy(z), uz(z), �xz(z), �yz(z) y �zz(z)
expresadas como combinaciones lineales de esos mismos elementos. Las
ecuaciones resultantes se muestran en el Apéndice B.
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Agrupando las variables independientes en las ecuaciones mencio-
nadas del Apéndice B es posible definir el vector de seis componentes
en analogía a la expresión (68)

(142)  =

0

BBBBB@

ux(z)
uy(z)
uz(z)
�xz(z)
�yz(z)
�zz(z)

1

CCCCCA

con lo cual, el sistema de 6 ecuaciones para las componentes del vector
 , mostradas en el apéndice B, se puede llevar a una expresión matricial
análoga a la ecuación (67) del caso electromagnético, en este caso

(143)
d

dz
 = M .

Con M una matriz de 6⇥6 cuyos elementos se muestran en el Apéndice
C.

M =

0

BBBBB@

M11 M12 M13 M14 M15 M16

M21 M22 M23 M24 M25 M26

M31 M32 M33 M34 M35 M36

M41 M42 M43 M44 M45 M46

M51 M52 M53 M54 M55 M56

M61 M62 M63 M64 M65 M66

1

CCCCCA

Si la onda elástica incide de manera normal, como se muestra en
la Figura 23, se tiene que kx = ky = 0. Por lo anterior, en la ecuación
(143) la matriz M se reduce a:

(144) M? =

0

BBBBB@

0 0 0 a1 a2 a3
0 0 0 a2 a4 a5
0 0 0 a3 a5 a6
⇢!2

0 0 0 0 0

0 ⇢!2
0 0 0 0

0 0 ⇢!2
0 0 0

1

CCCCCA
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Figura 23. Onda elástica en incidencia normal sobre un sólido
helicoidal.

En este caso, la ecuación (143) se expresa de la siguiente manera

(145)
d

dz

0

BBBBB@

ux(z)
uy(z)
uz(z)
�xz(z)
�yz(z)
�zz(z)

1

CCCCCA
=

0

BBBBB@

0 0 0 a1 a2 a3
0 0 0 a2 a4 a5
0 0 0 a3 a5 a6
!2⇢ 0 0 0 0 0

0 !2⇢ 0 0 0 0

0 0 !2⇢ 0 0 0

1

CCCCCA

0

BBBBB@

ux(z)
uy(z)
uz(z)
�xz(z)
�yz(z)
�zz(z)

1

CCCCCA

Donde las constantes a1, a2, a3, a4, a5 y a6 son:

a1 =
S55S66 � S2

56

A1

a2 =
S46S56 � S45S66

A1

a3 =
S45S56 � S46S55

A1

a4 =
S44S66 � S2

46

A1

a5 =
S45S46 � S44S56

A1
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a6 =
S44S55 � S2

45

A1

Nuevamente, el medio elástico sobre el que incide la onda es un medio
estratificado helicoidal que está rotado un ángulo ✓ = qz respecto al
medio anisotrópico natural. Véase Figura 21. Las componentes de la
matriz Sik del apéndice A que están presentes en las constantes ai con
i = 1, 2, ...6 están expresadas en términos de los elementos de la matriz
Cik que contiene los módulos elásticos del material, bajo una rotación.

4.1. Solución de las ecuaciones gobernantes

Para resolver analíticamente la Ecuación (145) se procede de mane-
ra similar a lo elaborado en el Capítulo 2. Es decir, se aplica al sistema
la rotación inversa a la asociada a la geometría helicoidal. Siguiendo
este razonamiento, haciendo el cambio de variable � = R en la ecua-
ción (143), al multiplicar por la izquierda la inversa de R en ambos
lados de la igualdad,  = R�1

�, entonces

@ 

@z
=

@

@z

�
R�1

�

�
=

@R�1

@z
�+R�1@�

@z
= M = MR�1

�

es decir

@R�1

@z
�+R�1@�

@z
= MR�1

�

Multiplicando por R del lado izquierdo

R
@ 

@z
= RM 

lo cual es

R
@R�1

@z
�+

@�

@z
= RMR�1

�

despejando el término que contiene la derivada respecto a z, se tiene:

(146)
@�

@z
= T�

en donde

(147) T =

✓
RMR�1 �R

@R�1

@z

◆
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La ecuación (146) es de la misma forma que la ecuación (143) pero
para el sistema transformado por la rotación R. En este caso, debido a
que el sistema se ha creado mediante la rotación de un sistema aniso-
trópico, la matriz de rotación R necesaria para anular el giro original no
es la rotación inversa convencional, sin embargo, es resultado de rotar
el tensor de esfuerzos �ik y el vector de desplazamientos ui siguiendo
un razonamiento análogo al que se usó para transformar la matriz Cik

pero con la rotación opuesta. Para conocer la forma explícita de la ma-
triz de rotación R, es necesario aplicar las rotaciones correspondientes
a �ik y ui por separado, y posteriormente reacomodar los elementos
transformados (rotados) de las ecuaciones resultantes de acuerdo a la
notación utilizada en el vector  de seis componentes.

El vector de desplazamientos por su naturaleza vectorial se trans-
forma de la siguiente manera:

(148) u0
i (z) = Qikuk (z)

donde Qik es la matriz inversa de rotación por el ángulo ✓ = qz

(149) Qik =

0

@
cosq (qz) sen (qz) 0

�sen (qz) cos (qz) 0

0 0 1

1

A .

Explícitamente la transformación del vector de desplazamientos es:

(150)

0

@
u0
x(z)

u0
y(z)

u0
z(z)

1

A
=

0

@
cosq (qz) sen (qz) 0

�sen (qz) cos (qz) 0

0 0 1

1

A

0

@
ux(z)
uy(z)
uz(z)

1

A

El tensor de esfuerzos por su naturaleza de tensor de segundo rango
se transforma de la siguiente manera:

(151) �0
ij(z) = Qik�kl (z)Q

�1
lj

donde

�kl(z) =

0

@
�xx(z) �xy(z) �xz(z)
�xy(z) �yy(z) �yz(z)
�xz(z) �yz(z) �zz(z)

1

A

es decir
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�0
ij(z) =

0

@
cosq (qz) sen (qz) 0

�sen (qz) cos (qz) 0

0 0 1

1

A �ik(z)

0

@
cosq (qz) �sen (qz) 0

sen (qz) cos (qz) 0

0 0 1

1

A

Efectuando el producto de estas tres matrices y reordenando en
términos de las componentes independientes en forma de vector de seis
elementos,

(152) �̄k
0
(z) = Pik(z)�̄i (z)

donde

(153)

Pik(z) =

0

BBBBB@

�cos2 (qz) �sin (2qz) �sin2
(qz) 0 0 0

1
2sin (2qz) �cos (2qz) �1

2sin (2qz) 0 0 0

�sin2
(qz) sin (2qz) �cos2 (qz) 0 0 0

0 0 0 � cos(qz) � sin(qz) 0

0 0 0 sin(qz) � cos(qz) 0

0 0 0 0 0 �1

1

CCCCCA

La matriz Pik(z) se puede separar por bloques por lo cual es posible
dividir el sistema de ecuaciones anterior en dos subsistemas indepen-
dientes, es decir

(154)0

@
�0
xx (z)
�0
xy (z)
�0
yy (z)

1

A
=

0

@
�cos2 (qz) �sin (2qz) �sin2

(qz)
1
2sin (2qz) �cos (2qz) �1

2sin (2qz)
�sin2

(qz) sin (2qz) �cos2 (qz)

1

A

0

@
�xx (z)
�xy (z)
�yy (z)

1

A

y

(155)

0

@
�0
xz (z)
�0
yz (z)
�0
zz (z)

1

A
=

0

@
� cos(qz) � sin(qz) 0

sin(qz) � cos(qz) 0

0 0 �1

1

A

0

@
�xz (z)
�yz (z)
�zz (z)

1

A

Nuevamente, como se mostró arriba solo los elementos de �ik que
tienen al menos uno de sus índices en la dirección z están involucrados
en la ecuación matricial (146). Además, por construcción del vector
 de la expresión (142), la matriz de rotación necesaria para rotarlo
contiene un bloque de rotación para las componentes del vector de des-
plazamientos de (150) y otro bloque para las componentes en dirección
z del tensor de esfuerzos (155).
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Por lo anterior, la matriz de Rotación R que permite regresar al
sistema que gira localmente plano por plano con la hélice y que satisface
el cambio de variable � = R , es:

(156) R =

0

BBBBB@

cosq (qz) sen (qz) 0 0 0 0

�sen (qz) cos (qz) 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 � cos(qz) � sin(qz) 0

0 0 0 sin(qz) � cos(qz) 0

0 0 0 0 0 �1

1

CCCCCA

Sustituyendo la matriz de rotación resultante en la ecuación (146),
la matriz T es de la forma

T =

0

BBBBB@

T11 T12 T13 T14 T15 T16

T21 T22 T23 T24 T25 T26

T31 T32 T33 T34 T35 T36

T41 T42 T43 T44 T45 T46

T51 T52 T53 T54 T55 T56

T61 T62 T63 T64 T65 T66

1

CCCCCA

cuyas componentes se muestran en el Apéndice D. En el caso de in-
cidencia normal (kx = 0, ky = 0) la matriz T de la ecuación (147) se
reduce a lo siguiente:

(157)
@�

@z
= T?�

La matriz T se reduce a T? de la siguiente forma:

T? =

0

BBBBB@

0 �q 0 b1 b2 b3
q 0 0 b2 b4 b5
0 0 0 b3 b5 b6
�!2⇢ 0 0 0 �q 0

0 �!2⇢ 0 q 0 0

0 0 �!2⇢ 0 0 0

1

CCCCCA

donde:

b1 =

1

A1

��
S2
56 � S55S66

�
cos2 (qz) +

�
S2
46 � S44S66

�
sin2

(qz)�

(S46S56 � S45S66) sin (2qz)}
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b2 =

1

2A1
{(�2S46S56 + 2S45S66) cos (2qz)+

�
S2
46 � S2

56 � S44S66 + S55S66

�
sin (2qz)

 

b3 =

1

A1
{(S46S55 � S45S56) cos (qz)+

(S44S56 � S45S46) sin (qz)}

b4 =

1

A1

��
S2
46 � S44S66

�
cos2 (qz) +

�
S2
56 � S55S66

�
sin (qz)2 +

(S46S56 � S45S66) sin (2qz)}

b5 =
(S44S56 � S45S46) cos (qz) + (S45S56 � S46S55) sin (qz)

A1

b6 =
S2
45 � S44S55

A1

Como se ha mencionado antes, las componentes de la matriz que con-
tiene a los módulos elásticos del medio helicoidal Sik son funciones de
z, su forma explícita se muestra en el Apéndice C. Sustituyendo cada
una de las componentes Sik, la matriz T? se reduce a lo siguiente:

b1 =
C2

56 � C55C66

G

b2 =
C45C66 � C46C56

G

b3 =
C46C55 � C45C56

G

b4 =
C2

46 � C44C66

G

b5 =
C44C56 � C45C46

G

b6 =
C2

45 � C44C55

G
donde
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G = C2
46C55 � 2C45C46C56 + C44C

2
56 + C2

45C66 � C44C55C66

Nótese que análogamente al caso de la onda electromagnética in-
cidiendo normalmente en una celda de cristal líquido colestérico, para
una onda elástica con una frecuencia dada, que incide sobre el me-
dio elástico estratificado helicoidal, los elementos de la matriz T? son
constantes; por lo cual la ecuación (146) es equivalente a un sistema de
seis ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden con coeficientes
constantes, que a su vez se pueden desacoplar para dar lugar a una sola
ecuación diferencial de sexto orden con coeficientes constantes y cuya
solución es de la forma:

(158) �(z) = �0e
ilz

Donde �0 es un vector constante no nulo. Sustituyendo la solución
propuesta en la ecuación (146) y cancelando el término exponencial
presente en ambos lados, se tiene

il�0 = T?�0

es decir

(159) (T? � ilI)�0 = 0

Así, el sistema tiene solución no trivial cuando det (T? � lI) = 0, es
decir

�����������

�il q 0 b1 b2 b3
�q �il 0 b2 b4 b5
0 0 �il b3 b5 b6
�!2⇢ 0 0 �il q 0

0 �!2⇢ 0 �q �il 0

0 0 �!2⇢ 0 0 �il

�����������

= 0

Que al resolver el determinante da lugar a la ecuación siguiente

(160) �1!
6
+ �2!

4
+ �3!

2
+ �4 = 0

donde los coeficientes �1, �2, �3 y �4 son funciones de l, cuyas
expresiones explícitas son:

�1 = �⇢3
�
b23b4 � 2b2b3b5 + b22b6 + b1

�
b25 � b4b6

��
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�2 = ⇢2
��
b23 + b5 � (b1 + b4) b6

�
q2 +

�
b22 + b23 � b1b4 + b25 � b1b6 � b4b6

�
l2
�

�3 = ⇢
�
b6q

4
+ (b1 + b4 � 2b6) q

2l2 + (b1 + b4 + b6) l
4
�

�4 = �l6 + 2q2l4 � q4l2

Con la finalidad de definir variables adimensionales, se utilizan los cam-
bios de variable l2 = q2˜l y ⇢!2

= !̃q2, que nuevamente escalan el vector
de onda y la frecuencia de la señal elástica en unidades del número de
onda q del sólido helicoidal. Así, la ecuación (160) tiene la forma:

(161) !̃3
+ ⇤1!̃

2
+ ⇤2!̃ + ⇤3 = 0.

En la ecuación anterior se han sustituido las constantes bi, con i =
1, 2, 3, 4, 5, 6; que son los elementos del bloque superior derecho de la
matriz T? de la ecuación (157); además, se dividió entre el coeficiente
de la máxima potencia de !̃. Los coeficientes ⇤1, ⇤2 y ⇤3 son funciones
de ˜l de la forma:

⇤1 = �C66
˜l � (C44 + C55)

⇣
1 +

˜l
⌘

⇤2 = �C2
45

⇣
˜l � 1

⌘2

�
�
C2

46 + C2
56 � C55C66

�
˜l
⇣
1 +

˜l
⌘
+

C44

✓
C55

⇣
˜l � 1

⌘2

+ C66
˜l
⇣
1 +

˜l
⌘◆

⇤3 =
�
C2

46C55 � 2C45C46C56 + C2
45C66 + C44 (C56 � C55C66)

� ⇣
˜l � 1

⌘2
˜l.

Es posible dar solución a la ecuación (161) mediante el método
de Cardano para resolver ecuaciones algebráicas de tercer grado con
coeficientes reales [36]. De tal forma que las soluciones son:
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!̃1 = �⇤1

3

�
⇣

3
p
2 (3⇤2 � ⇤1)

⌘��
3

�
�27⇤3 + 9 ⇤2⇤1 � 2⇤

3
1+

h
4

�
3⇤2 � ⇤2

1

�3
+

�
�27⇤3 + 9 ⇤2⇤1 � 2⇤

3
1

�2i 1
2

◆ 1
3

!
+

1

3

3
p
2

�
�27⇤3 + 9 ⇤2⇤1 � 2⇤

3
1+

q
4 (3⇤2 � ⇤2

1)
3
+ (�27⇤3 + 9 ⇤2⇤1 � 2⇤

3
1)

2

◆ 1
3

!̃2 = �⇤1

3

+

⇣⇣
1 + i

p
3

⌘ �
3⇤2 � ⇤2

1

�⌘.⇣
3

3
p
4 (�27⇤3 + 9 ⇤2⇤1�

2⇤

3
1 +

q
4 (3⇤2 � ⇤2

1)
3
+ (�27⇤3 + 9 ⇤2⇤1 � 2⇤

3
1)

2

◆ 1
2

!
�

1

6

3
p
2

⇣
1� i

p
3

⌘ �
�27⇤3 + 9 ⇤2⇤1 � 2⇤

3
1+

q
4 (3⇤2 � ⇤2

1)
3
+ (�27⇤3 + 9 ⇤2⇤1 � 2⇤

3
1)

2

◆ 1
3

!̃3 = �⇤1

3

+

⇣⇣
1� i

p
3

⌘ �
3⇤2 � ⇤2

1

�⌘.⇣
3

3
p
4 (�27⇤3 + 9 ⇤2⇤1�

2⇤

3
1 +

q
4 (3⇤2 � ⇤2

1)
3
+ (�27⇤3 + 9 ⇤2⇤1 � 2⇤

3
1)

2

◆ 1
3

�

1

6

3
p
2

⇣
1 + i

p
3

⌘ �
�27⇤3 + 9 ⇤2⇤1 � 2⇤

3
1+

q
4 (3⇤2 � ⇤2

1)
3
+ (�27⇤3 + 9 ⇤2⇤1 � 2⇤

3
1)

2

◆ 1
3

donde las constantes ⇤1, ⇤2 y ⇤3 están únicamente en términos de
los módulos elásticos del material del cual está compuesto el sólido
helicoidal.

Graficando las tres soluciones anteriores para l como función de !
en términos de variables adimensionales, se da lugar a la estructura de
bandas parciales como se muestra en el gráfico siguiente.
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Figura 24. Estructura de bandas fonónicas para un sólido helicoidal
con constantes elásticas adimensionadas C44 = 1.5, C45 = 0.4,

C46 = 0, C55 = 1.9, C56 = 1.5 y C66 = 2.5.

Para la banda central se pueden calcular de forma analítica los
bordes de banda si se toma l

q = 0, las raíces son:

˜!0� =

1

2

✓
C44 + C55 �

q
(C44 � C55)

2
+ 4C2

45

◆

!̃0+ =

1

2

✓
C44 + C55 +

q
(C44 � C55)

2
+ 4C2

45

◆

Figura 25. Banda central entre !̃1 y !̃3 en l = 0 para un sólido
helicoidal con constantes elásticas adimensionadas C44 = 1.5,

C45 = 0.4, C46 = 0, C55 = 1.9, C56 = 1.5 y C66 = 2.5.
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Por lo cual el ancho de banda central está dado por

�! = !̃0+ � ˜!0�

�! =

q
(C44 � C55)

2
+ 4C2

45

Nótese que el ancho de banda central está expresado únicamente
en términos de tres de los 21 módulos elásticos y éste se anula cuando
C44 = C55 y C45 = 0.

Figura 26. Ancho de banda central como función de los parámetros
C44 y C55 para C45 fijo.

Figura 27. Ancho de banda central como función de los parámetros
C44 y C55 para C45 = 0

Además, para un medio isotrópico, como se mostró en la sección
3.4, C44 = C55 = µ y C45 = 0, por lo cual no hay banda central.
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Figura 28. Estructura de bandas en que la banda central se anula,
constantes elásticas adimensionadas C44 = 1.5 = C55, C45 = 0,

C46 = 0, C56 = 1.5 y C66 = 2.5.
Para las bandas laterales, entre las soluciones !̃2 y !̃3

Figura 29. Bandas laterales entre !̃2 y !̃3 en l
q = 0.5 para un sólido

helicoidal con constantes elásticas adimensionadas C44 = 1.5,
C45 = 0.4, C46 = 0, C55 = 1.9, C56 = 1.5 y C66 = 2.5.

Utilizando métodos numéricos se determinó que la banda se encuen-
tra aproximadamente para valores de l

q = ±0.5. El ancho de banda en
este caso depende de los 6 parámetros C44, C45, C46, C55, C56 y C66.
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También se encuentra que el ancho de la banda lateral se anula
cuando las constantes b3 y b5 de la matriz T se anulan, es decir, cuando

C46C55 � C45C56 = 0

y

C44C56 � C45C46 = 0

Por ejemplo, si C46 = C56 = 0, se obtiene lo siguiente:

Figura 30. Estructura de bandas en que las bandas laterales se
anulan para un sólido helicoidal con constantes elásticas C44 = 0.7,

C45 = 0.2, C55 = 1.5, C66 = 1.2

Considerando lo anterior, en el caso en que C44 = C55, C45 = 0 y
además C46 = C56 = 0, ambas bandas deben cerrarse.
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Figura 31. Estructura de bandas cerradas para un sólido elástico con
constantes elásticas C44 = C55 = 1.7, C45 = C46 = C56 = 0, C66 = 1.5

Para un medio isotrópico se cumple que C45 = C46 = C56 = 0 por
lo cual se cierran las bandas como se muestra en la figura 31.

Partiendo del sólido helicoidal más general posible, en este capítu-
lo se estudió la propagación de ondas elásticas en analogía al caso de
ondas electromagnéticas que se propagan en cristales líquidos colesté-
ricos. Se resolvió analíticamente el caso de ondas que inciden sobre el
sólido de manera paralela el eje de la hélice que inducen los vectores
característicos de la red cristalina del medio. Siguiendo el mismo razo-
namiento del caso electromagnético, la ecuación resultante de resolver
las ecuaciones gobernantes es una ecuación algebraica de tercer orden
que se resuelve analíticamente mediante el método de Cardano. En la
figura 24 se muestra una gráfica donde están presentes las tres solucio-
nes de la ecuación de tercer orden resultante para valores dados de los
módulos elásticos del material utilizando variables adimensionales de
frecuencia y número de onda. Se calculó también el ancho de la banda
central calculando los bordes de la banda en el centro de la gráfica para
l = 0 y se observó que, incluso para el caso más general posible, éste
depende únicamente de tres de los veintiún módulos elásticos del ma-
terial. Por último se verificó que para un medio anisotrópico las bandas
efectivamente están cerradas.



Conclusiones

En este trabajo se estudia la propagación de ondas electromagnéti-
cas y elásticas a través de medios helicoidales. Se comenzó tratando el
problema de una celda de cristal líquido colestérico sobre la cual incide
una onda electromagnética plana con una frecuencia dada. El cristal
líquido colestérico es un material que a pesar de su fluidez tiene un
ordenamiento molecular en promedio paralelo sobre planos. Además,
debido a la geometría de las moléculas de cristal líquido, en la direc-
ción perpendicular a los planos de ordenamiento paralelo se induce un
giro formando una estructura helicoidal.

Se resolvieron analíticamente las ecuaciones de Maxwell dentro del
cristal líquido colestérico en la representación matricial de Marcuvitz-
Schwigner aplicando una rotación a las componentes de los campos
eléctricos y magnéticos de manera independiente pero simultáneamente
en el sentido opuesto del giro del colestérico. La rotación se aplicó a
todo el sistema con la finalidad de anular la dependencia de la variable
asociada al eje de la hélice. En dicha representación de las ecuaciones de
Maxwell en forma matricial, la solución se expresa como una ecuación
de eigenvalores que da origen a una relación de frecuencia de la onda
incidente en función del número de onda. Si la onda electromagnética
incide de manera normal a la superficie de la celda que contiene al
cristal líquido, es decir, incide de manera perpendicular a los planos
de ordenamiento molecular, la relación entre el número de onda y la
frecuencia de la onda da origen a una banda de reflexión parcial que
prohibe el paso de la luz caracterizada por ciertas frecuencias.

Se analizó el ancho de la banda como función de los índices de
refracción ordinario y extraordinario, y se encontró que se éste se anula
cuando ambos índices de refracción son iguales en magnitud.

En analogía al caso del cristal líquido colestérico se consideró un
medio en sólido con estructura helicoidal sobre el cual incide una onda
elástica con frecuencia dada. El sólido helicoidal se construye artificial-
mente de manera que el número de láminas por cada periodo sea su-
ficientemente grande para poder considerar el giro como continuo. Las
ecuaciones que describen el estado de deformaciones del material debido

67
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a la onda elástica son la segunda ley de Newton del medio continuo que
detalla el estado de esfuerzos del medio y la ecuación constitutiva del
medio elástico que relaciona linealmente los desplazamientos en puntos
sobre el cuerpo con los esfuerzos aplicados sobre el mismo. Utilizando
que el tensor de esfuerzos es simétrico por conservación del momento
angular y en la teoría lineal de deformaciones, el tensor de elongación
también lo es; es posible utilizar una representación de vectores con las
seis componentes independientes tanto del tensor de elongación como
del de esfuerzos. En tal representación, la forma lineal de la ecuación
constitutiva relaciona al vector de las seis componentes independientes
del vector de esfuerzos con el vector de las seis componentes del ten-
sor de elongación mediante una matriz de 6 ⇥ 6. Haciendo un estudio
termodinámico de las deformaciones se deduce que la matriz de 6 ⇥ 6

es simétrica con únicamente 21 componentes independientes. Para el
sólido helicoidal la matriz de 6 ⇥ 6 proviene de ordenar los elementos
independientes de la matriz de la ecuación constitutiva del medio na-
tural que contiene a los módulos elásticos del material que compone al
medio, a la cual se le aplicó una rotación asociada al giro de la hélice,
es decir, el ángulo con el que se depositaron las capas de sustratos en
el sólido como función de la variable asociada al eje de la hélice; en
este caso z. Con ello, los elementos de la matriz de 6 ⇥ 6 en el medio
helicoidal son funciones tanto de z como de los módulos elásticos del
medio natural.

Debido a las condiciones del sistema, las soluciones del tensor de
esfuerzos y el vector de desplazamientos tienen amplitudes reales de-
pendientes de la coordenada en dirección del eje de la hélice (z) y una
parte compleja oscilatoria dependiente de la posición, el vector de onda,
el tiempo y la frecuencia de la onda incidente.

Las componentes del tensor de esfuerzos que no están en dirección
del eje de la hélice se describen por ecuaciones algebráicas las cuales se
eliminan para reducir el número de variables. Las otras tres componen-
tes independientes del tensor de esfuerzos más las tres componentes del
vector de desplazamientos pueden arreglarse convenientemente dando
lugar a un vector de seis componentes que permita escribir las ecuacio-
nes que describen al sistema en una representación matricial análoga a
la de Marcuvitz-Schwigner en el caso electromagnético, pero en térmi-
nos de los esfuerzos y desplazamientos.

Ya que el sistema fue construido aplicando una rotación a un sólido
anisotrópico, es útil aplicar la rotación inversa a todo el sistema para
anular la dependencia de la variable del eje de la hélice. En el caso
en que la onda elástica incide de manera normal a la superficie del
material, es decir, cuando el vector de onda es paralelo al eje de la hélice,
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la solución de la ecuación de eigenvalores da una relación de dispersión
entre el número de onda y la frecuencia de la onda incidente. Dicha
relación da origen a una estructura de bandas que impide el paso de
ondas que porten ciertas frecuencias para intervalos de número de onda.
Expresando dicha relación en términos de variables adimensionales, se
obtiene como resultado que es posible crear dispositivos que, variando
la longitud de la hélice o el material que se utilice, es decir, la densidad y
las constantes elásticas, las bandas de reflexión se localicen en intervalos
seleccionados.

Se observa que el ancho de la banda central depende únicamente
de tres de los veintiún módulos elásticos del material y ambas bandas
se cierran cuando los elementos fuera de la diagonal de la matriz de
módulos elásticos son cero y los elementos de la diagonal son iguales.
Esto pasa en particular en el caso de un material isotrópico, lo cual
explica que no se presenten bandas de reflexión para estos materiales.

Para materiales con ciertas simetrías, el número de módulos elásti-
cos se reduce y es posible encontrar el intervalo de frecuencias prohi-
bidas. Así, es posible diseñar un dispositivo que impida el paso de un
intervalo de frecuencias a elegir, escogiendo el material de acuerdo a
sus módulos elásticos y su densidad.

Queda como motivación para trabajos posteriores plantear numé-
ricamente la solución a los problemas estudiados, ahora en el caso en
que las ondas inciden de manera oblicua, así como el estudio de los
coeficientes de reflexión y transmisión del medio helicoidal para hacer
una caracterización más completa de estos dispositivos.



Apéndice A

Los 21 elementos de la matriz simétrica de la ecuación constitutiva
que corresponde al sistema con simetría helicoidal Sik como función
de z pueden expresarse en términos de los 21 módulos elásticos del
material. Para calcularlos se aplican rotaciones en torno al eje de la
hélice del material, en este caso z, tanto al tensor de esfuerzos como al
tensor de elongaciones, las cuales en la representación de vectores de seis
componentes están dadas por las ecuaciones (150) y (155). Esto permite
encontrar las siguientes expresiones explícitas para los elementos de
Sik(z).

S11 = C11cos
4
(qz)� 2C12cos

3
(qz) sin (qz)� 2C23cos (qz) sin

3
(qz) +

1

4

�
4C33sin

4
(qz) + (2C13 + C22) sin

2
(2qz)

�

S12 =

1

2

{(C12 � C23) cos (4qz) + (C11 � C33) sin (2qz) + cos (2qz)⇥

(C12 + C23 + (C11 � 2C13 � C22 + C33) sin (2qz))}

S13 =

1

8

{C11 + 6C13 � C22 + C33 � (C11 � 2C13 � C22 + C33)⇥

cos (4qz) + 2 (C12 � C23) sin (4qz)}

S14 = C14cos
3
(qz)� (C15 + C24) cos

2
(qz) sin (qz) + (C25 + C34)⇥

cos (qz) sin2
(qz)� C35sin

3
(qz)

S15 = C15cos
3
(qz) + (C14 � C25) cos

2
(qz) sin (qz)� (C24 � C35)⇥

cos (qz) sin2
(qz) + C34sin

3
(qz)

S16 = C16cos
2
(qz) + C36sin

2
(qz)� 1

2

C26sin (2qz)

70
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S22 =

1

2

{C11 � 2C13 + C22 + C33 � (C11 � 2C13 � C22 + C33)⇥

cos (4qz) + 2 (C13 � C23) sin (4qz)}

S23 =

1

2

{(C23 � C12) cos (4qz) + (C11 � C33) sin (2qz) + cos (2qz)⇥

(C12 + C23 � (C11 � 2C13 � C22 + C33) sin (2qz))}

S24 = cos (qz) (C24cos (2qz) + (C14 � C34) sin (2qz))� sin (qz)⇥
(C25cos (2qz) + (C15 � C35) sin (2qz))

S25 = sin (qz) (C24cos (2qz) + (C14 � C34) sin (2qz)) +

cos (qz) (C25cos (2qz) + (C15 � C35) sin (2qz))

S26 = C26cos (2qz) + (C16 � C36) sin (2qz)

S33 = C33cos
4
(qz) + 2C23cos

3
(qz) sin (qz) + 2C12cos (qz) sin

3
(qz) +

1

4

�
4C11sin

4
(qz) + (2C13 + C22) sin

2
(2qz)

�

S34 = C34cos
3
(qz) + (C24 � C35) cos

2
(qz) sin (qz) + (C14 � C25)⇥

cos (qz) sin2
(qz)� C15sin

3
(qz)

S35 = C35cos
3
(qz) + (C25 + C34) cos

2
(qz) sin (qz) + (C15 + C24)⇥

cos (qz) sin2
(qz) + C14sin

3
(qz)

S36 = C36cos
2
(qz) + C26cos (qz) sin (qz) + C16sin

2
(qz)

S44 = C44cos
2
(qz) + C55sin

2
(qz)� C45sin (2qz)

S45 =
1

2

(2C45cos (2qz) + (C44 � C55) sin (2qz))

S46 = C46cos (qz)� C56sin (qz)
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S55 = C55cos
2
(qz) + C44sin

2
(qz) + C45sin (2qz)

S56 = C56cos (qz) + C46sin (qz)

S66 = C66



Apéndice B

Al sustituir los elementos �xx, �xy y �yy de las ecuaciones (133),
(134) y (136) en las tres componentes de la ecuación constitutiva para
�xz, �yz y �zz de (136), (137) y (138); así como en las tres ecuaciones
de la segunda ley de Newton de (139), (140) y (141), se tienen seis
ecuaciones para las derivadas respecto a z de los elementos del vector  
de la expresión (142). Dichas ecuaciones están expresadas en términos
de los elementos restantes del vector  . Las ecuaciones resultantes son:

dux(z)

dz
= � 1

A1S66

��
S2
56 � S55S66

�
(S66 (ikxS14ux(z) + ikyS24ux(z)+

ikxS24uy(z) + ikyS34uy(z) + ikxS44uz(z) + ikyS45uz(z)�
�xz(z))� S46 (ikxS16ux(z) + ikyS26ux(z) + ikxS26uy(z)+

ikyS36uy(z) + ikxS46uz(z) + ikyS56uz(z)� �zz(z)))}

duy(z)

dz
= � 1

A1
{�ikxS16S45S46ux(z)� ikyS26S45S46ux(z) + ikx⇥

S15S
2
46ux(z) + ikyS25S

2
46ux(z) + ikxS16S44S56ux(z) +

ikyS26S44S56ux(z)� ikxS14S46S55ux(z)� ikyS24S46 ⇥
S56ux(z)� ikxS15S44S66ux(z)� ikyS25S44S66ux(z) +

ikxS14S45S66ux(z) + ikyS24S45S66ux(z)� ikxS26 ⇥
S45S46uy(z)� ikyS36S45S46uy(z) + ikxS25S

2
46uy(z) +

ikyS35S
2
46uy(z) + ikxS26S44S56uy(z) + ikyS36S44 ⇥

S56uy(z)� ikxS24S46S56uy(z)� ikyS34S46S56uy(z)�
ikxS25S44S66uy(z)� ikyS35S44S66ux(z) + ikxS24S45 ⇥
S66uy(z) + ikyS34S45S66uy(z) + ikyS

2
46S55uz(z)�

2ikyS45S46S56uz(z) + ikyS44S
2
56uz(z) + ikyS

2
45S66uz(z)�

ikyS44S55S66uz(z) + S46S56�xz(z)� S45S66�xz(z)�
S2
46�yz(z) + S44S66�yz(z) + S45S46�zz(z)� S44S56�zz(z)
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duz(z)

dz
= � 1

A1

�
ikxS16S

2
45ux(z) + ikyS26S

2
45ux(z)� ikxS!5S45S46⇥

ux(z)� ikyS25S45S46ux(z)� ikxS16S44S55ux(z)� ikyS26 ⇥
S44S55ux(z) + ikxS14S46S55ux(z) + ikyS24S46S55ux(z) +

ikxS15S44S56ux(z) + ikxS15S44S56ux(z) + ikyS25S44S56 ⇥
ux(z)� ikxS14S45S56 � ikyS24S45S56ux(z) + ikxS26S

2
45 ⇥

uy(z) + ikyS36S
2
45uY (z)� ikxS25S45S46uy(z)� ikyS35S45 ⇥

S46uy(z)� ikxS26S44S55uy(z)� ikyS36S44S55uy(z) + ikx ⇥
S24S46S55uy(z) + ikyS34S46S55uy(z) + ikxS25S44S56 ⇥
uy(z) + ikY S35S44S56uy(z)� ikxS24S45S56uy(z)� iky ⇥
S34S45S56uy(z)� S46S55�xz(z) + S45S56�xz(z) + S45 ⇥
S46�yz(z)� S44S56�yz(z)� S2

45�zz(z) + S44S55�zz(z)
 

d�xz(z)

dz
= k2

xS11ux(z) + 2kxkyS12ux(z) + k2
yS22ux(z)� !2⇢ux(z) +

k2
xS12uy(z) + kxkyS13uy(z) + kxkyS22uy(z) + k2

yS23 ⇥
uy(z) + k2

xS14uz(z) + kxkyS15uz(z) + kxkyS24uz(z) +

k2
yS25uz(z)� S�1

66 ⇥ (kxS16 + kyS26) ((kxS16 + kyS26)⇥
ux(z) + (kxS26 + kyS36)uy(z) + kxS46uz(z) + kyS56uz(z)

+i�zz(z))� ((kxS16S56 + kyS26S56 � kxS15S66�
kyS25S66) ((kxS16S46 + kyS26S46 � kxS14S66�
kyS24S66)ux(z) + (kxS26S46 + kyS36S46 � kxS24S66

�kyS34S66)uy(z) + kxS
2
46uz(z) + kyS46S56uz(z)�

kxS44S66uz(z)� kyS45S66uz(z)� iS66�xz(z) +

iS46�zz(z)))/ (S66 (S45S66 � S46S56)) +��
kx
�
�S16S45S46 + S15S

2
46 + S16S44S56 � S14S46S56�

S15S44S66 + S14S45S66) + ky ⇥ (�S26S45S46 + S25⇥
S2
46 + S26S44S55 � S24S46S56 � S25S44S66 + S24S45S66

��
��
kx
�
S16S46S55 � S16S45S56 � S15S46S56 + S14S

2
56+

S15S45S66 � S14S55S66) + ky (S26S46S55 � S26S45S56�
S25S46S56 + S24S

2
56 + S25S45S66 � S24S55S66

��
ux(z)+
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�
ky
�
S26S46S55 � S26S45S56 � S25S46S56 + S24S

2
56 + S25S45S66�

S24S55S66) + ky
�
S36S46S55 � S36S45S56 � S35S46S56 + S34S

2
56+

S35S45S66 � S34S55S66)) uy(z) + kxS
2
46S55uz(z)� 2kxS45S46 ⇥

S56uz(z) + kxS44S
2
56uz(z) + kxS

2
45S66uz(x)� kxS44S55S66uz(z) +

iS2
56�xz(z)� iS55S66�xz(z)� iS46S56�yz(z) + iS45S66�yz(z) +

iS46S55�zz(z)� iS45S56�zz(z)))/ ((S46S56 � S45S66)⇥�
S2
46S55 � 2S45S46S56 + S2

45S66 + S44

�
S2
56 � S55S66

���

d�yz(z)

dz
= k2

xS12ux(z) + kxky (S13 + S22)ux(z) + k2
yS23ux(z) + k2

x ⇥

S22uy(z) + 2kxkyS23uy(z) + k2
yS33uy(z)� !2⇢uy(z) +

k2
xS24uz(z) + kxky (S25 + S34)uz(z) + k2

yS35uz(z)�
S�1
66 (kxS26 + kyS36) ((kxS16 + kyS26)ux(z) + (kxS26+

kyS36)uy(z) + kxS46uz(z) + kyS56uz(z) + i�zz(z))�
((kxS26S56 + kyS36S56 � kxS25S66 � kyS35S66 )⇥
((kxS16S46 + kyS26S46 � kxS14S66 � kyS24S66)ux(z)+

(kxS26S46 + kyS36S46 � kxS24S66 � kyS34S66)uy(z) +

kxS
2
46uz(z) + kyS46S56uz(z)� kxS44S66uz(z)� kyS45 ⇥

S66uz(z)� iS66�xz(z) + iS46�zz(z)))/ (S66⇥
(S45S66 � S46S56)) +

��
kx
�
�S26S45S46 + S25S

2
46+

S26S44S56 � S24S46S56 � S25S44S66 + S24S45S66) +

ky
�
�S36S45S46 + S35S

2
46 + S36S44S56 � S34S46S56�

S35S44S66 + S34S45S66)) ((kx (S16S46S55 � S16⇥
S45S56 � S15S46S56 + S14S

2
56 + S15S45S66 � S14S55 ⇥

S66) + kY (S26S46S55 � S26S45S56 � S25S46S56+

S24S
2
56 + S25S45S66 � S24S55S66

��
ux(z)+
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�
kx
�
S26S46S55 � S26S45S56 � S25S46S56 + S24S

2
56 + S25S45⇥

S66 � S24S55S66) + ky (S36S46S55 � S36S45S56 � S35S46S56+

S34S
2
56 + S35S45S66 � S34S55S66

��
uy(z) + kxS

2
46S55uz(z)�

2kxS45S46S56uz(z) + kxS44S
2
56uz(z) + kxS

2
45S66uz(z)� kx ⇥

S44S55S66uz(z) + iS2
56�xz(z)� iS55S66�xz(z)� iS46S56�yz(z) +

iS45S66�yz(z) + iS46S55�zz(z)� iS45S56�zz(z)))/�
(S46S56 � S45S66)

�
S2
46S55 � 2S45S46S56 + S2

45S66+�
S2
56 � S55S66

���

d�zz(z)

dz
= �!2⇢uz(z)� ikx�xz(z)� iky�yz(z)



Apéndice C

Es posible ordenar las seis ecuaciones del Apéndice B en una re-
presentación matricial de la forma d

dz = M como se muestra en la
ecuación (143) donde  es el vector que contiene las tres componentes
independientes del tensor de esfuerzos y las tres componentes del vec-
tor de desplazamientos como se muestra en (142). Como resultado de
ordenar las ecuaciones mencionadas M es una matriz de 6 ⇥ 6 cuyos
elementos son explícitamente como se muestra a continuación.

M11 =
i

A1
(D2kx +D3ky)

M12 =
i

A1
(D3kx +D12kY )

M13 = ikx

M14 =
1

A1

�
S55S66 � S2

56

�

M15 =
1

A1
(S46S56 � S45S66)

M16 =
1

A1
(S45S56 � S46S55)

M21 =
i

A1
(D9kx +D5ky)

M22 =
i

A1
(D5kX +D4ky)

M23 = iky

M24 =
1

A1
(S46S56 � S45S66)

M25 =
1

A1

�
S44S66 � S2

46

�
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M26 =
1

A1
(S45S46 � S44S56)

M31 =
1

A1
(D10kx +D8ky)

M32 =
i

A1
(D8kx +D13ky)

M33 = 0

M34 =
1

A1
(S45S56 � S46S55)

M35 =
1

A1
(S45S46 � S44S56)

M36 =
1

A1

�
S44S55 � S2

45

�

M41 = � 1

A1

�
2kxky

�
�D5S15 +D6S16 � S14S26S46S55 + S12S

2
46S55+

S14S26S45S56 + S14S25S46S56 � 2S12S45S46S56 � S14S24S
2
56+

S12S44S
2
56 � S14S25S45S66 + S12S

2
45S66 + S14S24S55S66�

S12S44S55S66) + k2
x

�
S11S

2
46S55 + S2

16

�
S44S55 � S2

45

�
�

2S11S45S46S56 � S2
14S

2
56 + S11S44S

2
56 + 2S16 (S15S45S46�

S14S46S55 � S15S44S56 + S14S45S56) + S11S
2
45S66 +

S2
14S55S66 � S11S44S55S66 + S2

15

�
S44S66 � S2

46

�
+

2S14S15 (S46S56 � S45S66)) + k2
y

�
2D7S26 + S22S

2
46S55+

S2
26

�
S44S55 � S2

45

�
� 2S22S45S46S56 � S2

24S
2
56 + S22S44S

2
56 +

S22S
2
45S66 + S2

24S55S66 � S22S44S55S66 + S2
25

�
S44S66 � S2

46

�
+

2S24S25 (S46S56 � S45S66))� A1!
2⇢
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M42 = � 1

A1

�
k2
x

�
D5S15 +D6S16 � S14S26S46S55 + S12S

2
446S55+

S14S26S45S56 + S14S25S46S56 � 2S12S45S46S56 � S14S24 ⇥
S2
56 + S12S44S

2
56 � S14S25S45S66 + S12S

2
45S66 + S14S24 ⇥

S55S66 � S12S44S55S66) + kxky (D1S16 + 2D7S26+

S15S36S45S46 � S2
25S

2
46 � S15S35S

2
46 � S14S36S46S55 +

S13S
2
46S55 + S22S

2
46S55 + S2

26

�
S44S55 � S2

45

�
� S15S36 ⇥

S44S56 + S14S36S45S56 + 2S24S25S46S56 + S15S34S46S56 +

S14S35S46S56 � 2S13S45S46S56 � 2S22S45S46S56 � s224S
2
56 �

S14S34S
2
56 + S13S44S

2
56 + S22S44S

2
56 + S2

25S44S66 + S15S35 ⇥
S44S66 � 2S24S25S45S66 � S15S34S45S66 � S14S35S45S66 +

S13S
2
45S66 + S22S

2
45S66 + S2

24S55S66 + S14S34S55S66 �
S13S44S55S66 � S22S44S55S66) + k2

y (D11S25 +D1S26�
S24S36S46S55 + S23S

2
46S55 + S24S36S45S56 + S24S35S46S56

�2S23S45S46S56 � S24S34S
2
56 + S23S44S

2
56 � S24S35 ⇥

S45S66 + S23S
2
45S66 + S24S34S55S66 � S23S44S55S66

� 

M43 = 0

M44 =
i

A1
(D2kx +D3ky)

M45 =
i

A1
(D9kx +D5ky)

M46 =
i

A1
(D10kx +D8ky)
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M51 = � 1

A1

�
k2
x

�
�D5S15 +D6S16 � S14S26S46S55 + S12S

2
46S55+

S14S26S45S56 + S14S25S46S56 � 2S12S45S46S56 � S14S24S
2
56 +

S12S44S
2
56 � S14S25S45S66 + S12S

2
45S66 + S14S24S55S66 �

S12S44S55S66) + kxky (D1S16 + 2D7S26 + S15S36S45S46�
S2
25S

2
46 � S15S35S

2
46 � S14S36S46S55 + S13S

2
46S55 + S22S

2
46S55

+S2
26

�
S44S55 � S2

45

�
� S15S36S44S56 + S14S36S45S56 +

2S24S25S46S56 + S15S34S46S56 + S14S35S46S56 � 2S13S45S46S56 �
2S22S45S46S56 � S2

24S
2
56 � S14S34S

2
56 + S13S44S

2
56 + S22S44S

2
56 +

S2
25S44S66 + S15S35S44S66 � 2S24S25S45S66 � S15S34S45S66 �

S14S35S45S66 + S13S
2
45S66 + S22S

2
45S66 + S2

24S55S66 + S14S34 ⇥
S55S66 � S13S44S55S66 � S22S44S55S66) + k2

y (D11S25 +D1S26�
S24S36S46S55 + S23S

2
46S55 + S24S36S45S56 + S24S35S46S56 �

2S23S45S46S56 � S24S34S
2
56 + S23S44S

2
56 � S24S35S45S66 +

S23S
2
45S66 + S24S34S55S66 � S23S44S55S66

� 

M52 = � 1

A1

�
2kxky

�
D11S25 +D1S26 � S24S36S46S55 + S23S

2
46S55+

S24S36S45S56 + S24S35S46S56 � 2S23S45S46S56 � S24S34S
2
56

S23S44S
2
56 � S24S35S45S66 + S23S

2
45S66 + S24S34S55S66 �

S23S44S55S66) + k2
x

�
2D7S26 + S22S

2
46S55 + S2

26 (S44S55�
S2
45

�
� 2S22S45S46S56 � S2

24S
2
56 + S22S44S

2
56 + S22S

2
45S66 +

S2
24S55S66 � S22S44S55S66 + S2

25

�
S44S66 � S2

46

�
+ 2S24S25 ⇥

(S46S56 � S45S66)) + k2
y

�
S33S

2
46S55 + S2

36

�
S44S55 � S2

45

�
�

2S33S45S46S56 � S2
34S

2
56 + S33S44S

2
56 + 2S36 (S35S45S46�

S34S46S55 � S35S44S56 + S34S45S56) + S33S
2
45S66 +

S2
34S55S66 � S33S44S55S66 + S2

35

�
S44S66 � S2

46

�
+ 2S34S35 ⇥

(S46S56 � S45S66))� A1!
2⇢
 

M53 = 0

M54 =
i

A1
(D3kx +D12ky)
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M55 =
i

A1
(D5kx +D4ky)

M56 =
i

A1
(D8kx +D13ky)

M61 = 0

M62 = 0

M63 = !2⇢

M64 = ikx

M65 = iky

M66 = 0

En donde, para simplificar, se utilizaron las siguientes sustituciones:

A1 = S2
46S55 � 2S45S46S56 + S44S

2
56 + S2

45S66 � S44S55S66

D1 = �S36S
2
45+S35S45S46+S36S44S55�S34S46S55�S35S44S56+S34S45S56

D2 = S16S46S55�S16S45S56�S15S46S56+S14S
2
56+S15S45S66�S14S55S66

D3 = S26S46S55�S26S45S56�S25S46S56+S24S
2
56+S25S45S66�S24S55S66

D4 = �S36S45S46+S35S
2
46+S36S44S56�S34S46S56�S35S44S66+S34S45S66

D5 = �S26S45S46+S25S
2
46+S26S44S56�S24S46S56�S25S44S66+S24S45S66

D6 = �S25S
2
45+S25S45S46+S24S44S55�S24S46S55�S25S44S56+S24S45S56

D7 = S25S45S46 � S24S46S55 � S25S44S56 + S24S45S56

D8 = �S25S45S46+S24S46S55+S26

�
S2
45 � S44S55

�
+S25S44S56�S24S45S56

D9 = �S16S45S46+S15S
2
46+S16S44S56�S14S46S56�S15S44S66+S14S45S66
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D10 = �S15S45S46+S14S46S55+S16

�
S2
45 � S44S55

�
+S15S44S56�S14S45S56

D11 = S36S45S46�S35S
2
46�S36S44S56+S34S46S56+S35S44S66�S34S45S66

D12 = S35S46S55�S36S45S56�S35S46S56+S34S
2
56+S35S45S66�S34S55S66

D13 = �S35S45S46+S34S46S55+S36

�
S2
45 � S44S55

�
+S35S44S56�S34S45S56



Apéndice D

Por la manera en que se construyó el medio helicoidal, depositando
capas delgadas de un material anisotrópico sobre un sustrato que rota,
las componentes de la matriz M de la ecuación (143), que se muestran
explícitamente en el Apéndice C, tienen dependencia en la coordenada
del eje de la hélice. Por ello, es conveniente aplicar una rotación en
el sentido opuesto del giro de la hélice con la finalidad de resolver
analíticamente la ecuación (143) lo cual, siguiendo el cálculo, lleva la
ecuación mencionada, bajo un cambio de variable, a otra similar de la
forma d

dz� = T� como en la ecuación (146) donde T es también una
matriz de 6⇥6 pero ahora con elementos constantes. Éstos se muestran
explícitamente a continuación.

T11 =

i

A1

�
(D2kx +D3ky) cos

2
(qz) + (D5kx +D4ky) sin

2
(qz)+

1

2

((D3+ D9) kx + (D12 +D5) ky) sin (2qz)

�

T12 =

i

2A1
{D3kx �D9kx +D12ky �D5ky � 2iA1q + ((D3 +D9) kx+

(D12+ D5) ky) cos (2qz) + ((D5 �D2) kx+

(D4 �D3) ky) sin (2qz)}

T13 = i (kxcos (qz) + kysin (qz))

T14 =

1

A1

��
S2
56 � S55S66

�
cos2 (qz) +

�
S2
46 � S44S66

�
sin2

(qz)�

(S46S56� S45S66) sin (2qz)}

T15 =

1

2A1

�
(2S45S66 � 2S46S56) cos (2qz) +

�
S2
46 � S2

56 � S44S66+

S55S66) sin (2qz)}
83
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T16 =
1

A1
{(S46S55 � S45S56) cos (qz) + (S44S56 � S45S46) sin (qz)}

T21 =

i

2A1
{(D9 �D3) kx + (D5 �D12) ky + 2iA1q + ((D3 +D8) kx+

(D12 +D5) ky) cos (2qz) + ((D5 �D2) kx + (D4�
D3) ky) sin (2qz)}

T22 =

i

2A1

�
2 (D5kx +D4ky) cos

2
(qz) + 2 (D2kx +D3ky) sin

2
(qz)�

((D3 +D9) kx + (D12 +D5) ky) sin (2qz)}

T23 = i {kycos (qz)� kxsin (qz)}

T24 =

1

2A1

�
(2S45S66 � S46S56) cos (2qz) +

�
S2
46 � S2

56 � S44S66+

S55S66) sin (2qz)}

T25 =

1

A1

��
S2
46 � S44S66

�
cos2 (qz) +

�
S2
56 � S55S66

�
sin2

(qz)+

(S46S56� S45S66) sin (2qz)}

T26 =
1

A1
{(S44S56 � S45S46) cos (qz) + (S45S56 � S46S55) sin (qz)}

T31 =
i

A1
{(D10kx +D8ky) cos (qz) + (D8kx +D13ky) sin (qz)}

T32 =
i

A1
{(D8kx +D13ky) cos (qz)� (D10kx +D8ky) sin (qz)}

T33 = 0

T34 =
1

A1
{(S46S55 � S45S56) cos (qz) + (S44S56 � S45S46) sin (qz)}

T35 =
1

A1
{(S44S56 � S45S46) cos (qz) + (S45S56 � S46S55) sin (qz)}
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T36 =
1

A1

�
S2
45 � S44S55

�

T41 =

1

A1

��
�2D5kxkyS15 + 2D6kxkyS16 + 2D7k

2
yS26 � k2

xS
2
16S

2
45�

k2
yS

2
26S

2
45 + 2k2

xS15S16S45S46 � k2
xS

2
15S

2
46 � k2

yS
2
25S

2
46 + k2

x ⇥
S2
16S44S55 + k2

yS
2
26S44S55 � 2k2

xS14S16S46S55 � 2kxkyS14 ⇥
S26S46S55 + k2

xS11S
2
46S55 + 2kxkyS12S

2
45S55 + k2

yS22S
2
46S55 �

2k2
xS15S16S44S56 + 2k2

xS14S16S45S56 + 2kxkyS14S26S45S56 +

2k2
xS14S15S46S56 + 2kxkyS14S25S46S56 + 2k2

y ⇥ S24S25S46

S56 � 2k2
xS11S45S46S56 � 4kxkyS12S45S46S56 � 2k2

yS22S45 ⇥
S46S56 � k2

xS
2
14S

2
56 � 2kxkyS14S24S

2
56 � k2

yS
2
24S

2
56 + k2

xS11 ⇥
S44S

2
56 + 2kxkyS12S44S

2
56 + k2

yS22S44S
2
56 + k2

xS
2
15S44S66 +

k2
yS

2
25S44S66 � 2k2

xS14S15S45S66 � 2kxkyS14S25S45S66 �
2k2

yS24S25S45S66 + k2
xS11S

2
45S66 + 2kxkyS12S

2
45S66 + k2

y ⇥
S22S

2
45S66 + k2

xS
2
14S55S66 + 2kxkyS14 ⇥ S24S55S66 +

k2
yS

2
24S55S66 � k2

xS11S44S55S66 � 2kxkyS12S44S55S66 �
k2
yS22S44S55S66 � A1!

2⇢
�
cos2 (qz) + (2D11kxkyS25+

2D7k
2
xS26 + 2D1kxkyS26 � k2

xS
2
26S

2
45 � k2

yS
2
36S

2
45 + 2k2

yS35 ⇥
S36S45S46 � k2

xS
2
25S

2
46 � k2

yS
2
35S

2
46 + k2

xS
2
26S44S55 + k2

yS
2
35 ⇥

S44S55 � 2kxkyS24S36S46S55 � 2k2
yS34S36S46S55 + k2

xS22 ⇥
S2
46S55 + 2kxkyS23S

2
46S55 + k2

yS33S
2
46S55 � 2k2

yS35S36 ⇥
S44S56 + 2kxkyS24S36S45S56 + 2k2

yS34S36S45S56 + 2k2
x ⇥

S24S25S46S56 + 2kxkyS24S35S46S56 + 2k2
yS34S35S46S56 �

2k2
xS22S45S46S56 � 4kxkyS23S45S46S56 + 2k2

yS33S45 ⇥
S46S56 � k2

xS
2
24S

2
56 � 2kxkyS24S34S

2
56 � k2

yS
2
34S

2
56 + k2

xS22 ⇥
S44S

2
56 + 2kxkyS23S44S

2
56 + k2

yS33S44S
2
56 + k2

xS
2
25S44S66 +

k2
yS

2
35S44S66 � 2k2

xS24S25S45S66 � 2kxkyS24S35S45S66�
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2k2
yS34S35S45S66 + k2

xS22S
2
45S66 + 2kxky ⇥ S23S

2
45S66 + k2

yS33 ⇥
S2
45S66 + k2

xS
2
24S55S66 + 2kxkyS24S34S55S66 + k2

yS
2
34S55S66 �

k2
xS22S44S55S66 � 2kxkyS23S44S55S66 � k2

yS33S44S55S66 �
A1!

2⇢
�
sin2

(qz)�
�
D5k

2
xS15 �D6k

2
xS16 �D1kxkyS16�

D11k
2
yS25 � 2D7kxkyS26 �D1k

2
yS26 + kxkyS

2
26S

2
45 � kxkyS15S36 ⇥

S45S46 + kxkyS
2
25S

2
46 + kxkyS15S35S

2
46 � kxkyS

2
26S44S55 +

k2
xS14 ⇥ S26S46S55 + kxkyS14S36S46S55 + k2

yS24S36S46S55 �
k2
xS12S

2
46S55 � kxkyS13S

2
46S55 � kxkyS22S

2
46S55 � k2

yS23S
2
46S55 +

kxkyS15S36S44S56 � k2
xS14S26S45S56 � kxkyS14S36S45S56 �

k2
yS24S36S45S56 � k2

xS14S25S46S56 � 2kxkyS24S25S46S56 � kxkyS15 ⇥
S34S46S56 � kxkyS14S35S46S56 � k2

yS24S35S46S56 + 2k2
xS12S45 ⇥

S45S56 + 2kxkyS13S45S46S56 + 2kxkyS22S45S46S56 + 2k2
yS23S45 ⇥

S46S56 + k2
xS14S24S

2
56 + kxkyS

2
24S

2
56 + kxkyS14S34S

2
56 + k2

yS24S34S
2
56 �

k2
xS12S44S

2
56 � kxkyS13S44S

2
56 � kxkyS22S44S

2
56 � k2

yS23S44S
2
56 �

kxkyS
2
25S44S66 � kxkyS15S35S44S66 + k2

xS14S25S45S66 + 2kxky ⇥
S24S25S45S66 + kxkyS15S34S45S66 + kxkyS14S35S45S66 + k2

yS24 ⇥
S35S45S66 � k2

xS12S
2
45S66 � kxkyS13S

2
45S66 � kxkyS22S

2
45S66 �

k2
yS23S

2
45S66 � k2

xS14S24S55S66 � kxkyS
2
24S55S66 � kxkyS14S34S55S66 �

k2
yS24S34S55S66 + k2

xS14S44S55S66 + kxkyS13S44S55S66 + kxky ⇥
S22S44S55S66 + k2

yS23S44S55S66

�
sin (2qz)

 

T42 = � 1

A1
{sin (qz) ((2kxkx (�D5S15 +D6S16 � S14S26S46S55+

S12S
2
46S55 + S14S26S45S56 + S14S25S46S56 � 2S12S45S46S56 �

S14S24S
2
56 + S12S44S

2
56 � S14S25S45S66 + S12S

2
45S66 + S14S24 ⇥

S55S66 � S12S44S55S66) + k2
x

�
S11S

2
46S55 + S2

16

�
S44S55 � S2

45

�
�

2S11S45S46S56 � S2
14S

2
56 + S11S44S

2
56 + 2S16 (S15S45S46 � S14⇥

S46S55 � S15S44S56 + S14S45S56) + S11S
2
45S66 + S2

14S55S66 �
S11S44S55S66 + S2

15

�
S44S66 � S2

46

�
+ 2S14S15 (S46S56� S45S66))

+k2
y

�
2D7S26 + S22S

2
46S55 + S2

26

�
S44S55 � S2

45

�
� 2S22S45⇥
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S46S56 � S2
24S

2
56 + S22S44S

2
56 + S22S

2
45S66S

2
24S55S66 � S22S44S55S66 +

S2
25

�
S44S66 � S2

46

�
+ 2S24S25 (S46S56 � S45S66)

�
� A1!

2⇢
�
cos (qz) +

�
k2
x

�
�D5S15 +D6S16 � S14S26S46S55 + S12S

2
46S55 + S14S26S45S56+

S14S25S46S56 � 2S12S45S46S56 � S14S24S
2
56 + S12S44S

2
56 � S14S25 ⇥

S45S66 + S12S
2
45S66 + S14S24S55S66 � S12S44S55S66

�
+ kxky (D1S16+

2D7S26 + S15S36S45S46 � S2
25S

2
46 � S15S35S

2
46 � S14S36S46S55 +

S13S
2
46S55 + S22S

2
46S55 + S2

26

�
S44S55 � S2

45

�
� S15S36S44S56 + S14 ⇥

S36S45S56 + 2S24S25S46S56 + S15S34S46S56 + S14S35S46S56 �
2S13S45S46S56 � 2S22S45S46S56 � S2

24S
2
56S14S34S

2
56 + S13S44S

2
56 +

S22S44S
2
56 + S2

25S44S66 + S15S35S44S66 � 2S24S25S45S66 � S15S34 ⇥
S45S66 � S14S35S45S66 + S13S

2
45S66 + S22S

2
45S66 + S2

24S55S66 +

S14S34S55S66 � S13S44S55S66 � S22S44S55S66) + k2
y (D11S25+

D1S26 � S24S36S46S55 + S23S
2
46S55 + S24S36S45S56 + S24S35S46 ⇥

S56 � 2S23S45S46S56 � S24S34S
2
56 + S23S44S

2
56 � S24S35S45S66 +

S23S
2
45S24S34S55S66 � S23S44S55S66

��
sin (qz)

�
� cos (qz)⇥

��
k2
x

�
�D5S15 +D6S16 � S14S26S46S55 + S12S

2
46S55 + S14S26⇥

S45S56 + S14S25S46S56 � 2S12S45S46S56 � S14S24S
2
56 + S12S44 ⇥

S2
56 � S14S25S45S66 + S12S

2
45S66 + S14S24S55S66 � S12S44S55S66

�
+

kxky
�
D1S16 + 2D7S26S15S36S45S46 � S2

25S
2
46 � S15S35S

2
46 � S14S36⇥

S46S55 + S13S
2
46S55 + S22S

2
46S55 + S2

26

�
S44S55 � S2

45

�
� S15S36S44 ⇥

S56 + S14S36S45S56 + 2S24S25S46S56 + S15S34S46S56 + S14S35S46 ⇥
S56 � 2S13S45S46S56 � 2S22S45S46S56 � S2

24S
2
56 � S14S34S

2
56 + S13 ⇥

S44S
2
56 + S22S44S

2
56 + S2

25S44S66 + S15S35S44S66 � 2S24S25S45S66 �
S15S34S45S66 � S14S35S45S66 + S13S

2
45S66 + S22S

2
45S66 + S2

24S55 ⇥
S66 + S14S34S55S66 � S13S44S55S66 � S22S44S55S66) + k2

y ⇥�
D11S25 +D1S26 � S24S36S46S55 + S23S

2
46S55 + S24S36S45S56+

S24S35S46S56 � 2S23S45S46S56 � S24S34S
2
56 + S23S44S

2
56 � S24 ⇥

S35S45S66 + S23S
2
45S66 + S24S34S55S66 � S23S44S55S66

��
⇥

cos (qz) +
�
2kxky

�
D11S25 +D1S26 � S24S36S46S55 + S23S

2
46⇥
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S55 + S24S36S45S56 + S24S35S46S56 � 2S23S45S46S56 � S24S34 ⇥
S2
56 + S23S44S

2
56 � S24S35S45S66 + S23S

2
45S66 + S24S34S55S56 �

S23S44S55S66) + k2
x

�
2D7S26 + S22S

2
46S55 + S2

26

�
�S2

45+

S44S55)� 2S22S45S46S56 � S2
24S

2
56 + S22S44S

2
56 + S22S

2
45S66 +

S2
24S55S66 � S22S44S55S66 + S2

25

�
S44S66 � S2

46

�
+ 2S24S25 ⇥

(S46S56 � S45S66)) + k2
y

�
S33S

2
46S55 + S2

36

�
S44S55 � S2

45

�
�

2S33S45S46S56 � S2
34S

2
56 + S33S44S

2
56 + 2S36 (S35S45S46�

S34S46S55 � S35S44S56 + S34S45S56) + S33S
2
45S66 +

S2
34S55S66 � S33S44S55S66 + S2

35

�
S44S66 � S2

46

�
+ 2S34S35 ⇥

(S46S56 � S45S66))� A1!
2⇢
�
sin (qz)

� 

T43 = 0

T44 =

i

A1

�
(D2kx +D3ky) cos

2
(qz) + (D5kx +D4ky) sin

2
(qz)+

1

2

((D3 +D9) kx + (D12 +D5) ky) sin (2qz)}

T45 =

i

2A1
{(D9 �D3) kx + (D5 �D12) ky � 2iA1q + ((D3 +D9) kx+

(D12+ D5) ky) cos (2qz) + ((D5 �D2) kx + (D4 �D3) ky)

sin (2qz)}

T46 =
i

A1
{(D10kx +D8ky) cos (qz) + (D8kx +D13ky) sin (qz)}
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T51 =

1

A1
{sin (qz) ((2kxky (D11S25 +D1S26 � S24S35S46S55 + S23⇥

S2
46S55 + S24S36S45S56 + S24S35S46S56 � 2S23S45S46S56 � S24 ⇥

S34S
2
56 + S23S44S

2
56 � S24S35S45S66 + S23S

2
45S66 + S24S34 ⇥

S55S66 � S23S44S55S66) + k2
x

�
2D7S26 + S22S

2
46S55 + S2

26⇥�
S44S55 � S2

45

�
� 2S22S45S46S56 � S2

24S
2
56 + S22S44S

2
56 + S22 ⇥

S2
45S66 + S2

24S55S66 � S22S44S55S66 + S2
25

�
S44S66 � S2

46

�
+

2S24S35 (S46S56 � S45S66)) + k2
y

�
S33S

2
46S55+ S2

36 (S44S55�
S2
45

�
� 2S33S45S46S56 � S2

34S
2
56 + S33S44S

2
56 + 2S36 ⇥

(S35S45S46 � S34S46S55 � S35S44S56 + S34S45S56) + S33S
2
45 ⇥

S66 + S2
34S55S66 � S33S44S55S66 + S2

35

�
S44S66 � S2

46

�
+ 2S34 ⇥

S35 (S46S56 � S45S66))� A1!
2⇢
�
cos (qz)�

�
k2
x (�D5S15+

D6S16 � S14S26S46S55 + S12S
2
46S55 + S14S26S45S56 + S14S25 ⇥

S46S56 � 2S12S45S46S56 � S14S24S
2
56 + S12S44S

2
56 � S14S25 ⇥

S45S66 + S12S
2
45S66 + S14S24S55S66 � S12S44S55S66

�
+ kx ⇥

ky
�
D1S16 + 2D7S26 + S15S36S45S46 � S2

25S
2
46 � S15S35S

2
46�

S14S36S46S55 + S13S
2
46S55 + S22S

2
46S55S

2
26

�
S44S55 � S2

45

�
�

S15S36S44S56 + S14S36S45S56 + 2S24S25S45S56 + S15S34 ⇥
S46S56 + S14S35S46S56 � 2S13S45S46S56 � 2S22S45S46S56 �
S2
24S

2
56 � S14S34S

2
56 + S13S44S

2
56 + S22S44S

2
56 + S2

25S44S66 +

S15S35S44S66 � 2S24S25S45S66 � S15S34S45S66 � S14S35 ⇥
S45S66 + S13S

2
45S66 + S22S

2
45S66 + S2

24S55S66 + S14S34 ⇥
S55S66 � S13S44S55S66 � S22S44S55S66) + k2

y (D11S25+

D1S26 � S24S36S46S55 + S23S
2
46S55 + S24S36S45S56 +

S24S35S46S56 � 2S23S45S46S56 � S24S34S
2
56 + S23S44S

2
56 �

S24S35S45S66 + S23S
2
45S66 + S24S34S55S66 � S23S44 ⇥

S55S66)) sin (qz) + cos (qz)
��
k2
x⇥ (�D5S15 +D6S16�

S14S26S46S55 + S12S
2
46S55 + S14S26S45S56 + S14S25 ⇥

S46S56 � 2S12S45S46S56 � S14S24S
2
56 + S12S44S

2
56 � S14 ⇥

S25S45S66 + S12S
2
45S66 + S14S24S55S66 � S12S44S55S66

�
+

kxky
�
D1S16 + 2D7S26 + S15S36S45S46 � S2

25S
2
46 � S15S35S

2
46�

S14S36S45S55 + S13S
2
46S55 + S22S

2
46S55 + S2

26

�
S44S55 � S2

45

�
�
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S15S36S44S56 + S14S36S45S56 + 2S24S25S46S56 + S15S34 ⇥
S46S56 + S14S35S46S56 � 2S13S45S46S56 � 2S22S45S45S56 �
S2
24S

2
56 � S14S34S

2
56 + S13S44S

2
56 + S22S44S

2
56 + S2

25S44S66 +

S15S35S44S66 � 2S24S25S45S66 � S15S34S45S66 � S14S35 ⇥
S45S66 + S13S

2
45S66 + S22S

2
45S66 + S2

24S55S66 + S14S34 ⇥
S55S66 � S13S44S55S66 � S22S44S55S66) + k2

y ⇥�
D11S25 +D1S26 � S24S36S46S55 + S23S

2
46S55 + S24S36S45⇥

S56 + S24S35S46S56 � 2S23S45S46S56 � S24S34S
2
56 + S23S44S

2
56 �

S24S35S45S66 + S23S
2
45S66 + S24S34S55S66 � S23S44S55S66

��
⇥

cos (qz)�
�
2kxky

�
�D5S15 +D6S16 � S14S26S46S55 + S12S

2
46S55+

S14S26S45S56 � S14S25S46S56 � 2S12S45S46S56 � S14S24S
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yS24S35S45S66 � k2
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