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Introduccion

En las dltimas décadas el estudio de los medios periédicos ha sido
de gran relevancia debido a que ha logrado grandes avances y milti-
ples aplicaciones en la Biologfa, Quimica, Optica y en la tecnologfa en
general [1]|. Es intuitivo asociar el estudio de los medios periodicos ex-
clusivamente al estado solido y la cristalografia; sin embargo, hay otros
materiales periddicos blandos como lo son los cristales liquidos que son
materiales anisotropicos con cierto grado de ordenamiento molecular de
diferentes tipos y con caracteristicas que permite clasificarlos en dis-
tintas fases. [2] Una de ellas, la fase colestérica, tiene la peculiaridad
de que las moléculas estan ordenadas helicoidalmente; es decir, estan
ordenadas de manera aproximadamente paralela a lo largo de planos
pero en la direccion ortogonal a ellos el ordenamiento gira formando
una hélice. Dicha caracteristica helicoidal de los cristales liquidos coles-
téricos induce propiedades electro-6pticas no locales como la reflexion
selectiva de la luz, entre otras, que surgen del comportamiento de los
campos electromagnéticos dentro de tales medios |3, 4].

Debido a su naturaleza helicoidal, los cristales liquidos colestéricos
tienen una gran capacidad de hacer girar el plano de polarizaciéon de
una onda electromagnética conforme ésta se propaga dentro del me-
dio, dicha propiedad se conoce como actividad Optica gigantesca [4].
El estudio de la propagacion de la luz en medios helicoidales como
los cristales liquidos colestéricos ha dado origen a miltiples desarrollos
tanto tedricos como experimentales. Se han obtenido soluciones anali-
ticas y exactas para propagacion axial de ondas electromagnéticas en
este tipo de medios helicoidales no magnéticos |5, 6] y también para
medios magnéticos [7]. Debido a la periodicidad en este tipo de ma-
teriales, se presenta el fendmeno de dispersion de Bragg para ondas
planas con polarizaciéon circular izquierda o derecha; que da lugar a
multiples aplicaciones y dispositivos electro-6pticos y mecanicos como
lo son filtros de polarizacion circular, filtros de banda estrecha, sensores
opticos, sintonizadores, controladores de banda, entre otros. Ademas,
se han observado fendémenos interesantes como la disminuciéon de la
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INTRODUCCION VII

energia de activacion de un laser en cristales liquidos colestéricos con-
taminados con colorantes [8].

Partiendo del estudio de la propagacion de ondas electromagnéticas
en cristales liquidos colestéricos a temperaturas bajas, fue posible es-
tudiar el comportamiento de ondas actsticas propagandose en cristales
liquidos colestéricos congelados como solidos helicoidales y con ello se
analizaron sus propiedades elasticas |9, 10, 11]; lo cual dio origen a un
nuevo ambito de estudio en la fisica.

Ademés de los cristales liquidos colestéricos, que estan presentes
en la naturaleza se han sintetizado elastomeros quirales con la misma
estructura [12] y se han construido soélidos artificialmente a partir de
peliculas delgadas [13, 14]. La construccion de solidos helicoidales a
partir de peliculas delgadas esculpidas mediante deposicion fisica, con-
siste en depositar capas muy delgadas de un material sobre un sustrato
que gira a velocidad constante, creando asi una morfologia quiral pe-
rivdica. [15, 16] En 1959 Young y Kowal lograron depositar peliculas
delgadas de fluoruro de calcio mediante éste método para obtener un
material con actividad 6ptica [17]. Utilizando el proceso de deposicion
fisica se puede construir un medio helicoidal practicamente a partir de
cualquier material. Con ello, se puede obtener un medio con caracte-
risticas de nuestra eleccion por ejemplo densidad, constantes elésticas,
indices de refraccion, etcétera.

Si se utilizara un material piezoeléctrico, es decir, un material cris-
talino sin simetria bajo inversiones que responde eléctricamente ante
esfuerzos mecénicos induciendo diferencias de potencial o reciproca-
mente induce deformaciones ante campos eléctricos externos, seria po-
sible cambiar las propiedades intrinsecas del material y hacer estudios
maés detallados; con ello, construir artificialmente medios helicoidales
con propiedades que permitan un andlisis méas exhaustivo de las ca-
racteristicas 6pticas como funcion de los pardametros eléctricos en este
caso variables.

Las multiples investigaciones tanto electro-6pticas como elasticas
en el ambito de los medios helicoidales ha dado origen al desarrollo de
multiples estudios como es el caso de los defectos. Los defectos en me-
dios periddicos son interrupciones en la periodicidad del material. Por
ejemplo, un defecto en un cristal liquido colestérico se produce cuando
la direcciéon de ordenamiento de las moléculas, que cambia suavemente
formando una hélice, cambia abruptamente provocando una disconti-
nuidad en la hélice del material. Tales defectos han sido motivo de
diversas investigaciones tanto teoricas [18, 19, 20| como experimenta-
les [21, 22, 23].
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En un soélido helicoidal, como los mencionados anteriormente, es
posible obtener este tipo de defectos de torsion al cortar la muestra
paralelamente a los planos de la deposicion de las peliculas delgadas; y
girar un cierto angulo uno de los fragmentos respecto al otro, sobre el
plano de corte. Se han obtenido resultados similares a los de las inves-
tigaciones en cristales liquidos colestéricos pero en el caso del estudio
de propagacion de ondas elasticas en solidos helicoidales [9, 10, 11].

El proposito de este trabajo es el andlisis teorico de la estructura de
bandas fotonicas y fononicas de ondas electromagnéticas y eldsticas en
medios periodicos helicoidales no magnéticos en ausencia de piezoelec-
tricidad, pues se considera siempre que tanto los indices de refraccion
como los mddulos eldsticos del medio son constantes. Se estudiard pri-
mero el caso de una onda electromagnética que se propaga en un cristal
liquido colestérico contenido en una celda de vidrio. Posteriormente se
analiza el caso de una onda eldstica propagdndose en un solido artificial
con estructura helicoidal.

En el Capitulo 1 se introducen los conceptos béasicos relacionados
con los cristales liquidos como el campo director y las constantes elas-
ticas. Se revisa la teoria de elasticidad en cristales liquidos ademas de
la descripcién de sus propiedades electromagnéticas. Se hace uso de
la energia libre de Frank-Oseen para ilustrar las propiedades elasticas
de los cristales liquidos. Posteriormente se revisan las correcciones a
la energia libre de Frank-Oseen en presencia de un campo eléctrico o
magnético externo y conceptos relacionados como los campos umbrales
y la transicion de Frederiks [24].

En el Capitulo 2 se estudia la propagacion de una onda electromag-
nética monocromética en una celda de cristal liquido colestérico [25].
Se parte de las ecuaciones de Maxwell en un medio material anisotré-
pico en el cual el vector de desplazamientos esté relacionado con el
campo eléctrico mediante el tensor dieléctrico de una forma especifica.
Posteriormente se resuelven las ecuaciones de Maxwell para los campos
eléctrico y magnético utilizando dos métodos. El primer método consi-
dera ondas circularmente polarizada en incidencia normal. La solucion
de dichas ecuaciones da lugar a una relaciéon de dispersion que carac-
teriza una banda de reflexién que prohibe el paso de ondas con ciertas
frecuencias.

El segundo procedimiento es més general, se considera la incidencia
oblicua de una onda electromagnética también monocroméatica sobre la
misma celda de cristal liquido. Se plantean las ecuaciones de Maxwell
en la representacion matricial de Marcuvitz-Schwigner con la finalidad
de agrupar las ecuaciones resultantes en una sola expresion y simplificar
los calculos.
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Debido a la geometria del sistema, ya que el cristal liquido colesté-
rico es un medio helicoidal, es posible aplicar una rotaciéon de la misma
magnitud del giro del colestérico pero en sentido contrario y con ello
anular la dependencia del angulo de giro. Resolviendo lo anterior se
obtiene la relacion de dispersion en el caso general de incidencia obli-
cua en términos de las componentes del vector de onda. Este tltimo
procedimiento general se reduce al primero en el caso de incidencia nor-
mal y con ello se obtiene la estructura de bandas de reflexién foténica
que es funcion de los indices de refraccién del material. Asimismo se
encuentra una relaciéon para el ancho de banda como funcién de dichos
parametros.

En el Capitulo 3 se revisa la teoria de la elasticidad en el medio con-
tinuo y conceptos indispensables como el tensor de esfuerzos, tensor de
elongacion (o deformacion) y vector de desplazamientos. Se presentan
las ecuaciones constitutivas de la elasticidad en el medio continuo ge-
neralizando la segunda ley de Newton y la ecuacion constitutiva del
medio elastico. Se estudia también al medio continuo como un siste-
ma termodindmico que debido a las simetrias permite que en el caso
méas general el medio eléstico lineal tenga 21 modulos elasticos inde-
pendientes. Debido a las ecuaciones de conservacion y a la simetria
en el tensor de esfuerzos y de elongacion, es posible definir vectores
con las componentes independientes de los mismos para simplificar los
calculos.

En el Capitulo 4 se analiza la propagacion de una onda eléstica en
un soélido helicoidal construido artificialmente. Se plantean las ecua-
ciones de la elasticidad, la segunda ley de Newton y la ley de Hooke
en su caso mas general. Utilizando los vectores con las componentes
independientes de los tensores de esfuerzos y elongacion definidas en
el Capitulo 3 se pueden escribir las ecuaciones de la elasticidad en una
representacion matricial similar a la de Marcuvitz-Schwigner en el caso
electromagnético pero en términos ahora de las componentes indepen-
dientes del tensor de esfuerzos y el vector de desplazamientos. Siguiendo
un razonamiento similar al del caso electromagnético, se llega a la re-
lacion de dispersion que da origen a la estructura de bandas fonénicas
en el medio helicoidal. Se estudia también el ancho de las bandas en
analogia con lo hecho en el Capitulo 2 para las bandas fotonicas.



Capitulo 1

Teoria de la elasticidad en Cristales Liquidos.

El término cristal liquido describe a un estado de agregaciéon inter-
medio entre los sélidos cristalinos y los liquidos amorfos. Los cristales
liquidos, también llamados liquidos mesomoérficos, fueron descubiertos
en 1888 por F. Reinitzer y F. Lejman que observaron propiedades 6p-
ticas similares a las conocidas en cristales so6lidos, en sustancias con
fluidez. Después de que se prepararan numerosos cristales liquidos con
caracteristicas particulares, J. Friedel propuso la primera clasificacion
de estos materiales. S. Oseen y J. Zocher formularon la teoria de la elas-
ticidad de cristales liquidos y posteriormente V. N. Tsvektov y V. K.
Frederiks estudiaron las propiedades Opticas y elasticas de los mismos.

Una condicién requerida para que ocurra la fase de cristal liquido es
que las moléculas que lo componen deben ser altamente anisotrépicas
en su forma geométrica, pero también deben ser rigidas como una barra
o un disco, por ejemplo. Los compuestos que dan origen a los cristales
liquidos pueden pasar por una o varias mesofases liquido cristalinas
antes de transformarse en un liquido isotrépico comun dependiendo de
factores como la estructura molecular, la densidad, la temperatura o
campos electromagnéticos externos aplicados.

La gran mayoria de los cristales liquidos termotroépicos, es decir,
cuyas transiciones entre estados intermedios son debidas tnicamente
a procesos térmicos, estan hechos de moléculas en forma de barra. De
acuerdo a la clasificacion hecha por Friedel, éstos se pueden separar en
tres tipos o mesofases: nemaéticos, colestéricos y esmécticos [2].
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Figura 1. Moléculas de Cristal liquido Nematico y el vector director
promedio n.

Las moléculas del cristal liquido nematico tienen alto grado de or-
den orientacional, pero no de orden traslacional, como se muestra en
la Figura 1. Entonces, difieren de los liquidos isotrépicos pues las mo-
léculas del cristal liquido nemético pueden orientarse espontaneamente
con sus ejes aproximadamente paralelos, salvo fluctuaciones térmicas.

La direccién de alineamiento de los ejes moleculares varia de punto
a punto en el medio mesomérfico, pero una muestra uniformemente ali-
neada es 6pticamente uniaxial, de modo que el eje de alineamiento mo-
lecular corresponde al eje 6ptico del material. Las moléculas de cristal
liquido pueden desplazarse manteniéndose aproximadamente paralelas
a las demas, de modo que estas sustancias fluyen como liquidos.

a) b)

Figura 2. Molécula de cristal liquido colestérico a) estructura
molecular b) aproximacion.

La mesofase colestérica es también un tipo de cristal liquido nemé-
tico, con la diferencia de que tiene actividad 6ptica. Las moléculas de
cristal liquido colestérico difieren de las moléculas en la fase nematica
pues no se consideran tnicamente como barras o discos solidos, sino que
también son moléculas quirales, esto es que su imagen especular, es de-
cir en el espejo, no puede superponerse con la imagen real. Lo anterior
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se ilustra en la Figura 2. En esta fase, la estructura adquiere un giro
alrededor del eje normal a la direccion preferencial de las moléculas. El
giro puede ser izquierdo o derecho dependiendo de la quiralidad de la
molécula. La energia del giro representa una parte muy pequena de la
energia total asociada al alineamiento paralelo de las moléculas [25],
sin embargo, si una pequena cantidad de cristal liquido colestérico o
una sustancia no mesomorfica pero con actividad optica se agrega a un
nematico, la mezcla adquiere la configuracion helicoidal. Como conse-
cuencia de este fenémeno de arreglo molecular en espiral se presentan
propiedades 6pticas en tales sustancias como la reflexion selectiva de
luz circularmente polarizada y un poder rotativo gigantesco alrededor
de 100 veces mas grande que en una sustancia ordinaria con actividad
Optica.

Para deformar la estructura de una muestra de cristal liquido es
necesaria una energia muy pequena, de modo que una perturbacion, por
pequena que sea, por ejemplo una particula de polvo que se adhiere a
la superficie, es suficiente para distorsionar la estructura de la muestra.

1.1. Energia libre de un cristal liquido.

El estado de deformaciones de un cristal liquido en fase nemética
o colestérica, a temperatura fija estd descrito por el campo director
a través de un vector unitario n(r) que describe la direcciéon prome-
dio de alineamiento molecular. La energia libre asociada con la de-
formacion depende explicitamente del gradiente del campo director,
Vn= g;‘; = n; j.[24] Asumiendo deformaciones pequefias comparadas

con la longitud molecular tipica a del cristal liquido, es decir:
1
(1) [l <

Es posible definir una orientacion n(r) tangente a cada punto r, que
permita hacer una descripcion continua del medio mesomorfico.

La densidad de energia libre de una muestra de cristal liquido ne-
maético o colestérico debe ser invariante bajo operaciones que preserven
la orientacién local de m, como la invariancia bajo inversion de sentido
n— -n que no afecta fisicamente a las moléculas.

En el caso de los nematicos, también son operaciones de simetria la
inversion central sobre cualquier punto y la rotacion a lo largo de n;
en el caso de los colestéricos no hay invariancia bajo inversion central,
pues las moléculas de estas sustancias son quirales; sin embargo, hay
invariancia bajo rotaciones de m al rededor del director n.
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En ambos casos, nematico y colestérico, es suficiente restringir la
energia libre a una expansion en términos cuadraticos en Vn, pues se
ha considerado en la condicion (1) que n;; es suficientemente pequefio.

Existen dos invariantes escalares lineales en n; ; bajo cualquier ro-
tacion, que son la divergencia V-n= n,; y el producto interno con el
rotacional n-Vxn= ¢;;n; jn;. Donde €;;, es el tensor completamente
antisimétrico o simbolo de Levi-Civita. Debido a que V-n es impar
en n, se excluye del desarrollo de la densidad de energia libre, pues
no cumple con las condiciones de simetria. Por otro lado, (V-n)? esta
permitida en ambos casos, colestéricos y nematicos, pues cumple con
la simetria.

Notese que n-V xn cambia de signo bajo la inversion de sentido en
n, asi que Unicamente puede aparecer en la densidad de energia libre
para el caso de la fase colestérica pero no en la nemética. Finalmente,
el cuadrado del invariante escalar (Vxn)? aparece en ambos casos.

Usando la identidad (Vxn)? = (n-Vxn)?>+ (nx(Vxn))? la den-
sidad de energia libre limitada a derivadas de primer orden se escribe
de la siguiente forma en el caso nematico.

(2)  fro= %K1<V'n)2 + %Kz(n' (V xn))?*+ %Kg(n x (V x n))?

La expresion anterior se conoce como la densidad de energia de
Frank-Oseen, donde K, Ky y K3 son las constantes elasticas de Frank
(todas positivas).|24|

La energia libre en la fase colestérica, debido al término n-V xn es:

(3) fro = %Kl(v-n)Q + %KQ(TL‘ (V xn)+q)*+ %Kg(n x (V x n))?
donde ¢y = 27”, con p el paso o periodo espacial del colestérico. Usare-
mos el hecho de que ¢ es positivo en el caso de colestéricos con giro a
la derecha y negativos cuando el giro es a la izquierda.

La ecuacion (3) representa la densidad de energia libre de la fase
dentro del bulto. Para completar la descripcion elastica sera necesario
analizar ademaés, qué pasa en la frontera de la fase del cristal liquido.
Las contribuciones a la densidad de energia libre superficial estdn dadas
por:

(4) f13 + f14 = K13V'<n Vn) — K24(Tl V-n+n X (V X Tl))

Estas expresiones son densidades de energia y deben integrarse so-
bre la superficie cerrada del cristal liquido por lo que se deben sumar
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mediante el Teorema de Gauss las contribuciones provenientes de las
integrales de volumen de la ecuacion (3) [24].

Considerando que las ecuaciones (2) y (3) estén completas, es decir,
despreciando los términos de divergencia (o superficie) es posible hacer
un anélisis del cristal liquido en el bulto. Supongamos que el campo
director m (r) de un cristal liquido neméatico esta dado en coordenadas
cilindricas por las componentes n, = cosp, n, = sing y n, = 0, con
dependencia bidimensional, entonces V-n= %, los términos de K y K3
desaparecen pues Vxn= 0. Anadlogamente, en un caso tridimensional
conn, =% ny=2%yn, =2 conr=/r2+y*+ 2% entonces V-n=
%. En ambos casos, la energia libre es como en (2), con tnicamente el
término de K7, pues los demas se anulan. La constante de Frank K se
conoce como “moédulo eléstico de splay” o de separacion. En la Figura
3 se muestra la distorsiéon asociada a esta constante elastica.

o
o
o
o
o
o
[s)
©
o
o
o
o
o

Figura 3. Descripcion bidimensional y tridimensional del médulo
elastico K, de “Splay”.

Considérese ahora el caso en el que el campo director esta dado por
Ng = c0sqz, Ny = singz y n, = 0. En este caso q = 2?“ = 4 >0, donde
a es el angulo de giro en cada plano como se ve en la Figura 4, y p es
el paso del colestérico. Notemos que n-Vxn= —q, asi ¢ = —n-Vxn
es el namero de onda del material, asociado a p. De la ecuacion (3),
la energfa libre esta dada tinicamente por el término Ko(n-V xn+qg)?,
que se anula cuando ¢ = ¢y. K5 es llamado el médulo elastico de “twist”
o torsion.
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Figura 4. Descripcion del modulo elastico Ky de “Twist”.

Por dltimo, tomamos ahora el campo director n, = sing, n, = cosp
y n, = 0. Aqui el término nx(Vxn) es el tnico que no se anula y
Inx(Vxn)|=1, es un vector normal a la envolvente del campo direc-
tor, cuya longitud es la curvatura. De la densidad de energia libre en
(2) y (3) para este campo director queda tinicamente el término con K,
llamada entonces, modulo eldstico de “bend”, flexion o pandeamiento.

Obsérvese la distorsion asociada a dicha constante elastica en la Figura
5.

Figura 5. Descripcion del modulo eléstico K3 de “Bend”.

Debido a que m no tiene unidades, las constantes elasticas K, Ky
y K3 tienen unidades de energia sobre longitud o Newtons, ademéas son
del orden de kﬂ%, donde kg es la constante de Boltzmann, T es la
temperatura de transicion entre el liquido isotropico y la fase nemética,
y a es la longitud molecular tipica. [24]
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1.2. Energia libre en presencia de un campo externo.

Es posible describir los efectos que causa un campo eléctrico externo
aplicado a un cristal liquido, comtinmente se estudian cuando el cristal
liquido esta confinado en una celda. La celda consta de placas de vidrio
recubiertas con un material conductor que en ocasiones se coloca de
cierta manera que las moléculas que se adhieren a la superficie de la
celda alineen sus vectores directores a lo largo de una direcciéon L,
denominada direccién de anclaje. Véase figura 6.

Figura 6. Superficie pulida que induce el anclaje fuerte.

Para el estudio de la interacciéon de los campos externos con el
cristal liquido, considérese la suposicion de que el cristal liquido es un
aislante perfecto y que las placas de la celda no se polarizan debido a
la acumulacién de iones provocada por la presencia de contaminantes
en la fase liquido cristalina.

Figura 7. Celda con paredes de vidrio que contiene al cristal liquido

Para generar un campo eléctrico externo se conecta la celda en la
que esta contenido el cristal liquido a una fuente que mantenga una
diferencia de potencial constante a través de ella. Para que se lleve
a cabo el acoplamiento dieléctrico, las moléculas del cristal liquido se
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orientan de forma que la componente del tensor de polarizabilidad a lo
largo de la direccion del campo sea méaxima.

Para encontrar la orientaciéon de equilibrio del campo director bajo
la influencia de un campo eléctrico externo es necesario minimizar la
energia elastica Fro = [ frodV, lo cual se lleva a cabo al anadir el
término de energia eléctrica a la energia libre de las ecuaciones (2) y
(3).

La energia del campo eléctrico aplicado distribuida en un volumen
V' del espacio es [29]:

(5) F = / fpdV = % / E-DdV

cuya variacion debida a una reorientacién molecular pequena es:

(6) §Fg = % / E-§DdV

Ademas, hace falta considerar la energia libre asociada al cambio de
carga en los electrodos cuando n se reorienta. Para mantener constante
el voltaje a través de la celda, la fuente debe suministrar una energia
0Fg igual al trabajo necesario para mantener el voltaje fijo cuando
el desplazamiento eléctrico cambia 5D y modifica —0D, la densidad
superficial de carga en las placas. El subindice z denota la componente
del desplazamiento eléctrico a lo largo de la normal a las placas.

Tal energia es entonces:

(7) §Fg = //A 5D, dA = / div(®5D)dV

Donde @ es el potencial eléctrico y dA el elemento de superficie en el
electrodo. Considerando que div(P0D) = @divd D+0D-VP, E = -V
y div D = 0; entonces, de acuerdo a la ecuacion (6):

(8) §Fg = — / E-§DdV = —2§F

Sumando las contribuciones de las variaciones, la energia minima
total en el bulto del material se obtiene cuando

Ademas, la energia eléctrica en (5) puede escribirse en términos
del tensor dieléctrico. El vector de desplazamiento eléctrico D(r) se
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expresa como una funcional lineal del campo eléctrico FE(r) en el mismo
punto r, despreciando la débil rotacion intrinseca remanente de la fase

isotropica. Tal expresion es de la forma B = eﬁ, donde € es el tensor
dieléctrico. Para encontrar dicha funcional, considérese la incidencia de

un campo eléctrico E que se aplica sobre un cristal liquido. El vector
de desplazamiento dependera de la orientacion del campo respecto al
vector director n

D=%FE
bﬂzenﬁ : SZEHTAl

ITIIEJ_E s SZﬁLﬁ

Es decir, la respuesta del medio anisotrépico ante el campo eléctri-
co es distinta si el campo esta dirigido a lo largo del eje nematico o
perpendicular a él; de modo que se analizan ambos casos:

. ﬁJ_E
D=¢ F+e¢En=¢ F

« || B

D=¢e E+e,En= (e +¢,)E, que por lo antes mencionado D = ¢ E,
por lo cual €| =€, + €,

De lo anterior, se tiene que el tensor dieléctrico en notacién de
diadicas tiene la forma:

(10) e=ce I+ e€,nn
Es decir:
(11) D=¢cE =¢,E +e,(E-@)it

Sustituyendo en la energia de la expresion (5),

(12) E-D = ege, B? + eoea(ﬁ-ﬁ)2.

Ignorando el término no dependiente de n en la expresion anterior
se obtiene la expresion para la densidad de energia libre con el término
dieléctrico como se sigue:
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1

(13) f=fro—fEe=fro— Eﬁoea(n'E)z

Es posible determinar la energia libre en presencia de un campo
magnético haciendo un desarrollo analogo. Considérese un campo mag-
nético aplicado de inducciéon magnética B que genera una magnetiza-
cion

(14) M = u3'x1 B + poxe(B-i)it

La densidad de energia magnética es fy; = — fOB M-dB , por lo cual
la densidad de energia libre en presencia del campo magnético externo,
nuevamente omitiendo el término que no depende de n, es:

(15) f = fro = S alneB)?

Las ecuaciones (13) y (15) implican la existencia de una longitud
de coherencia eléctrica £ o magnética £y (Véase Figura 8), que mi-
de la distancia en la que el campo director n varia en presencia de
un campo externo hasta finalmente alinearse con éste. Dicha longitud
puede obtenerse al comparar la energia libre de Frank con la energia
de alineamiento. Para el caso de un campo magnético y alguna de las
constantes elésticas, se tiene:

1 1
(16) %Kf,f = §xaH2 = &n = [K/(xaH?)]?

Figura 8. Longitud de penetracion £y. La direccion del eje de las
moléculas de cristal liquido dentro de la celda se modifica con el
campo externo H hasta alinearse con él a una distancia £y de la

superficie de la celda. [27|
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Ademés de interaccion dieléctrica entre los campos externos y el
cristal liquido, bajo la suposicion inicial en que se desprecian los efec-
tos de polarizacion superficial y de iones libres, se genera también un
fenémeno llamado efecto flexoeléctrico. Este fendémeno se debe a que la
curvatura del campo director de un cristal liquido causa polarizacion
eléctrica [25]. El efecto flexoeléctrico es analogo al efecto piezoeléctrico
en los cristales solidos, y es evidente en cristales liquidos compuestos
por moléculas anisométricas que tienen momentos dipolares perma-
nentes, pues la geometria de las moléculas provoca un ordenamiento
tal que los momentos dipolares no estén alineados, causando entonces
una polarizacion. La polarizacion flexoeléctrica se acopla con el campo
externo provocando una contribucién a la energia libre:

(17) Fjieg = —P;-E

De modo que para dar una expresion general para la densidad de
energia libre f considerando las interacciones electrostaticas (o mag-
netostaticas) en un cristal liquido en presencia de un campo externo;
ademas de las ecuacion (13) o (15) que incluye las ecuaciones (2) y (3)
de la energia del campo, son necesarias la ecuacion (4) de los términos
de superficie y la ecuacion (17) de polarizacion flexoeléctrica.

La energia libre total en un volumen V' esta dada por F' = fv fdv,
donde f es la densidad total de energia libre. Se puede obtener el campo
director m (r) en equilibrio al minimizar F' utilizando las ecuaciones de
Euler-Lagrange del calculo variacional y las condiciones de frontera.
Las ecuaciones de Euler-Lagrange, en este caso son:

(18) 5F:/[af 0 9f }cm-dV:O
174

8ni - 8_1‘]'(97%"]'

De forma que el estado de minima energia de la energia libre de
Frank se produce cuando el campo director n (r) es uniforme.

1.3. La transicion de Frederiks

Considérese una celda de ancho L que contiene cristal liquido ne-
maético. La placa inferior de la celda, en z = 0, impone la condiciéon de
que las moléculas estén alineadas formando un dngulo 6y entre el cam-
po director y el eje x; mientras que en la placa superior, en z = L, el
angulo que se forma es 6. Las dos restricciones anteriores se consiguen
puliendo las caras de la celda como se muestra en la Figura 6. Dado lo
anterior el campo director es n= [cosf(z), sinf(z),0] con en angulo ¢
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que depende tnicamente de z. La deformacion inducida es como en la
Figura 4 y la energia libre es

(19) F:?Qi(%)Q

Cuya solucién, de acuerdo con las condiciones de frontera es

z _ 2
(20) 0(z) = (0 — 00) 7 + 05, F =705

Figura 9. La transicién de Frederiks debida a un campo magnético
externo. Las moléculas estan ancladas paralelamente a la superficie,
con (a) H < H., (b) H > H,. . Las moléculas estan alineadas
perpendicularmente a la superficie para (¢) H < H, , (d) H > H, [27]

Para el caso en que 0y = 0, el campo director es uniforme, como
en la configuraciéon de equilibrio de la Figura 7. Al aplicar un campo
externo por ejemplo en direccion z, si £y > L, el campo serd incapaz
de superar el anclaje en la superficie. Sin embargo, si &), < L, clara-
mente n intentara alinearse con el campo externo dentro de la celda;
a excepcion de las regiones de anclaje cercanas a las placasen 2 =0y
z = L. Habré entonces una transicion de fase configuracional entre la
no perturbada y la distorsionada por el campo. Dicha transicion se co-
noce como la transicion de Frederiks y ocurre cuando el campo externo
supera el campo critico H., o diferencia de potencial critica V. en el
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caso de campo eléctrico. La distorsion en el caso de campo magnético
externo se muestra en la Figura 9.

Figura 10. Angulo de rotaciéon ¢ como funcién del campo magnético
aplicado. Se ha considerado que el campo externo H es ortogonal al
campo director en ausencia del campo aplicado.

Como se observa en la FiguralO el cristal liquido permanece inalte-
rado para campos menores al campo critico H. y comienza a deformarse
a partir del centro de la celda para angulos mayores a este.

La ecuacion (19) en presencia del campo magnético aplicado, para
la misma configuraciéon mencionada, se convierte entonces en:

L 2
(21) F = %Kg/ [(3—9) - XaH%m?e] dz
z

0

Que al minimizarla usando la ecuacion de Euler-Lagrange se obtiene
[27]:

d?6 1 dsin?0 1
(22) 512\4@ = _5 a0 , v = [K/(XaHQ)}

La ecuacion anterior puede reducirse de la siguiente forma [27] :

(23) & @0 _ cos*0 + C
Mdz2

Para determinar el campo magnético critico considérese la condicion
de que 6y = 0, = 0, los angulos respecto al eje x en 2 =0y 2 = L
respectivamente. Ademas que por simetria Z—Z =0en z = %, pues

alcanza un maximo en el centro, y que #(% —z) = 6(%£+z). Llamemos 6.

al angulo que alcanza n en z = % , COMO % = (0cuandof =6.en z = %
Evidentemente, la constante C' de la ecuacion (23) es C = —cos?0. Asi,

la ecuaciéon para 0(z) es:
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0(2)

P de
(24) §_M B 0/ [cos?0(z) — cos?8,]

Dado que 6. es el dngulo que se desvia el campo director en z =

, cuando H — H, se tiene que 6. — 0. Expandiendo los cosenos en el
cociente de la ecuacion anterior en serie de Taylor, se tiene

NI

Nl

Oc 0c
L 1

%/ df %/ do 1{1+_(93+92)}
2m (22— (0 —0Y) /37 ) [2-2 L 6

por lo cual,
G 15 4
(25) 26, 2 {1+ 4ec +O(90)]

Despreciando los términos de orden superior en 6. y sustituyendo
1
Eur = [K/(xaH?)]?, es posible despejar 6% de la expresion (25)

(26) 632%(%)§H—4>0

Pues para que haya una deformacion, 6, # 0 = 6% > 0. Despejando
H de la ecuacién anterior

T | K
2 H>—/—
(27) >L\/xa

Por lo cual, el campo critico es
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Figura 11. Etapas progresivas de la transicion de Frederiks en
diferentes puntos de la celda. [25]

15



Capitulo 2

Propagacién de ondas en un colestérico.

Como se menciond anteriormente, en la fase colestérica los cristales
liquidos adquieren actividad 6ptica debido a la estructura helicoidal del
arreglo molecular. Véase Figura 12. En este estado, el campo director
n(r) varia en el espacio de acuerdo a lo siguiente:

n, = cost
(29) n, = sind
n, =20

> ¥

Figura 12. El cristal liquido colestérico. Las moléculas de cristal
liquido se ordenan de manera casi paralela en planos. El vector
director n gira entre plano y plano, formando una hélice de periodo
espacial p a lo largo de la direcciéon ortogonal a los planos de
alineamiento.

Considerando que el eje de la hélice esta a lo largo del eje z, el
angulo es 6 = ¢z, con q = 2?”, donde p el paso o periodo espacial del
colestérico. El tensor dieléctrico dado por la expresion (10) es entonces:

€1 + €eqcos’qze  ,singzcosqz 0
(30) € = | e,singzcosqze | + e sinqz 0
0 0 €

16
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Utilizando identidades trigonométricas:

€1 + € (% + %coquz) €az5in2qz 0
(31) €= ea%sianze 1+ € (2% — %coquz) 0
0 0 €

De acuerdo con la ecuacion (11) el vector de desplazamiento eléc-
trico en un medio anisotrépico uniaxial como lo es el cristal liquido
colestérico, esta relacionado con el campo eléctrico mediante D=cE ,
con € como en la ecuacion (30).

Considérese el caso de una onda electromagnética que incide sobre
una celda de cristal liquido colestérico, cuyo campo director esta des-
crito por (29). La celda de cristal liquido consta de un bloque delgado
(con espesor d aproximadamente de 100 gum) en configuracion de tex-
tura planar o textura de Grandjean como se muestran en la Figura 13.
[25]

Ejemplos de la textura planar son los siguientes:

1. Un bloque con una superficie de vidrio pulida y la otra libre.
En la superficie del vidrio (z = 0) el campo director esta fijo
en la direccion del pulido (Véase Figura 6), mientras que en la
superficie libre (z = d), el angulo que forma el campo director
es libre de ajustarse.

2. Un bloque con dos superficies de vidrio pulidas, es decir, tanto la
capa inferior (z = 0) como la capa superior (z = d) la direccion
campo director esta fija en la direccién del pulido de cada cara.
En esta configuracion, la hélice en general ajusta su periodo de
forma que complete ciclos de giro en el ancho de la celda. Esto
es que el espesor de la celda sea d = n% con n un entero.

Figura 13. Ejemplos de estructura planar. Del lado izquierdo una
sola superficie esta pulida, anclando al vector director. Del lado
derecho, ambas superficies, inferior y superior estan pulidas obligando
al colestérico a completar un niimero entero de periodos.
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2.1. Incidencia normal

Considérese el caso de una onda electromagnética de frecuencia w
que se propaga a lo largo del eje z e incide de manera normal sobre la
superficie de un bloque de cristal liquido colestérico en la configuracion
ya mencionada como se muestra en la Figura 14. En este caso, los
vectores D y E son paralelos al plano xy. De las ecuaciones de Maxwell
que involucran rotacionales se tiene:

0B
(32) VxE = -2

(33) vXﬁ:%, B = uwH

Aplicando el rotacional a la expresion (32) y combinando con la
ecuacion 33se tiene

02D
oG
pero V x V x E = V(V-E) — V2E, el primer término de la igualdad
se anula debido a que la onda se propaga en direccién z y el campo
eléctrico oscila iinicamente en las direcciones transversales, por lo cual
V- (Ex(2), Ey(2),0) = 0; sustituyendo se obtiene lo siguiente:

VxVxFE=

oD
ot?

(34) ~V2E + po =0

Figura 14. Onda electromagnética en incidencia normal sobre un
cristal liquido colestérico.
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La ecuacion (34) es la ecuacion de onda para el campo eléctrico
con D = eF. Para dar solucién a la ecuacion anterior, se proponen las
siguientes expresiones:

E(r,t) = Ey(r) e

— .
D(r,t) = Dy(r) e
Sustituyendo en la ecuacion (34) se tiene

(35) V2E + jiow?D = 0

. . . 2
En el caso de incidencia normal, el operador V2 se reduce a %. La
ecuacion de onda (34), para cada componente cartesiana se ve entonces:

(36) m Ey + u0w26 Ey =10
=\ o 0 0

Con € como en la ecuacion (31), de lo cual se tienen unicamente
dos ecuaciones para las componentes x e y del campo eléctrico, pues la
componente del campo en la direcciéon de propagacion es E, = 0.

0*E, 1 1 a
(37) + pow? <elEx + e, B, <§ + 50032(12) + %Eysianz) =0

(38)

0*FE a _ 1 1
822&1 +M0w2 (%Exsm2qz + Eye + e by (5 — 50052qz)> =0

Dado que las ecuaciones (37) y (38) no estan desacopladas, se utiliza
la representacion de ondas circularmente polarizadas por medio de:

(39) E* = E,+iE,

Al multiplicar por ¢ la ecuacion (38) y sumarla o restarla a la ecua-
cion (37) se tienen las ecuaciones para ET y E~ respectivamente.

OPET €a €a 950r 1o
(40) W—i—uouﬂ |:<€J_+§)E++5€2q E i|

O*E~ € € 4
41 2 |:( _a) E* -a —2igz E+:|
(41) 5.2 + pow? | (€L + 5 + 5 ©
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Las ecuaciones anteriores siguen estando acopladas, sin embargo
nétese que los tltimos términos involucran los factores e y la late-
ralidad de polarizaciéon restante por lo que se proponen las siguientes
soluciones para ET y E:

Et = g eilta)z
E- = eil-a)=
Donde a y b son constantes, y [ el nimero de onda de la onda

electromagnética propagante. Sustituyendo las expresiones de (42) en
(41), se tiene:

(42)

(43) a(l + q)* — pow® [(q + %) a+ %ab] =0
Al sustituir ahora en (40) se tiene:
(44) b(l — q)? — pow® [(q + %) b+ %a] =0

Tomando K2 = pow? (€1 + <) v K7 = pow*<e, es posible llevar al

sistema de ecuaciones (43) y (44) a la forma matricial, asi se tiene:

w () () -(0)

%
que es de la forma ﬁﬁ = 0. Es decir un sistema de ecuaciones
lineales homogéneo. Por ende su solucién para |7| # 0 esta dada por
la, condicion det(M) = 0.

SIS
—-K? (I—q) - K
Por lo cual:

(46) —K!+ (—K;+ P+ @) —4lP¢* =0

Para una frecuencia dada w, K2 y K? son fijas y la ecuacion (46) da
4 posibles valores de [. La relaciéon entre w y [ se conoce como relacion
de dispersion.

Sustituyendo las constantes K2 y K7 en la expresion (46) se tiene:

€a 2 €a 2
- (“0“’25) + <—Mow2 (GJ_ + 5) + 12+ q2) —4l%¢* =0
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Es decir

(47) et —po (e +€) (P+ )+ (P =) =0

Haciendo el cambio de variable 0 = w?, se tiene

(48)  pdere? —po (e +ep) (P+A)Q+ (P —?) =0

Que es una ecuacion algebraica cuyas soluciones son:

(12 + q2) (EH + q) + \/(EH — eL)Z (12 + q2)2 + 166||6Ll2q2

OF =
2pu0€)1€L

Sustituyendo = w? en OF se tienen 4 posibles soluciones. Toman-
do unicamente las raices positivas, las soluciones son:

(12 +¢2) (e +er) £ \/(EH —e1)" (12 + ¢2)° + 16¢ e, 12¢2
2pu0€) €L

(49) w=

De las soluciones anteriores se tienen las 4 ramas que dan lugar a
la estructura de bandas de la Figura 15.

Figura 15. Espectro de bandas fotonicas en una hélice colestérica.

Notese la presencia de una banda de reflexion parcial situada entre
wt(0) y w™(0) para la cual se refleja el modo cuya helicidad coincide con
el giro de la estructura, mientras que el modo restante puede atravesar
la estructura [25]. Los bordes de la banda de reflexion resultan de pedir
que [ =0 en la ecuacion (47) y estan dados por :

pgeregw® — po (e1 + ) w’ +¢> =0
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Restando las dos soluciones para la ecuaciéon anterior se obtiene el
ancho de la banda. Claramente se nota que el ancho de banda depende
tan solo de la anisotropia dieléctrica o birrefringencia del cristal liquido
colestérico.

2.2. Incidencia oblicua

Considérese ahora el caso en que la onda electromagnética incide
de manera oblicua sobre el bloque de cristal liquido colestérico. En este
caso, las ecuaciones (10) y (11) con ¢ = €, + ¢, son una aproximacion,
pues se ha considerado el medio como uniaxial mas por simetria debe
ser biaxial y con ello debe haber una componente del tensor dieléctrico
€., a lo largo del eje z. Sin embargo, las desviaciones de la uniaxiali-
dad (e, — e..) son del orden de (ga)? ~ 1074, lo cual permite que la
aproximacion uniaxial sea excelente. [25]

X

Figura 16. Onda electromagnética en incidencia oblicua sobre una
celda de cristal liquido colestérico.

Tomando la aproximacién uniaxial, el tensor dieléctrico es como en

(10)

€1 + €qcos’qze  ,singzcosqz 0
(50) € = | e,singzcosqze | + e sinqz 0
0 0 €1

Por simplicidad en la notacion, denotaremos al tensor dieléctrico de
la siguiente forma:

€11 €12 0
(51) € = €12 €29 0
0 0 €l
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Las ecuaciones de Maxwell involucradas son nuevamente (32) y (33).
Notese que a diferencia de lo que ocurre en un medio isotrépico y ho-
mogéneo, para el cual los coeficientes de estas ecuaciones diferenciales
parciales son constates, en este caso los coeficientes son funciones ex-
plicitas de la coordenada z, como es evidente de la expresion (30) para
el tensor dieléctrico. En consecuencia es imposible en primera instan-
cia encontr_a)r soluciones exactas para estas ecuaciones del tipo de onda
plana Ae’( R —wt) en donde ? y w son el vector de onda y la frecuen-
cia de la onda, respectivamente. Sin embargo, el hecho de que el tensor
dieléctrico no dependa de las coordenadas transversales x y y, permite
suponer que el comportamiento de la solucién en tales direcciones sigue
siendo el de una onda plana. Por lo tanto si toda la dependencia en
z del campo electromagnético se queda en las amplitudes de los cam-
pos eléctrico y la induccion magnética, es decir, (e,(2), €,(2), €.(2)) ¥y
(B2(2), By(2), B:(%)), entonces en el caso mas general:

E(r,) = (e:(2), 2(2), ex(2)) ethorrhow—o
H(rt) = 2 (8,(2), B,(2), Bu(z)) eithoethor—un)

Es posible sustituir lo anterior en la Ecuacion de Maxwell que involucra
al rotacional del campo eléctrico

Vxﬁ:—@

ot

Separando lo anterior por componentes, se tienen tres ecuaciones:

(52)

(53) 8sayiz) —ikye.(2) = —iwpy(2)
(54) 85522) — ik, (2) = iwpy(2)
(55) krey(2) — kyen(2) = wp.(2)

En las ecuaciones anteriores se ha cancelado el término exponencial
pues esta presente en cada miembro de la igualdad. Haciendo un pro-
cedimiento analogo con la otra ecuaciéon de Maxwell para el campo
magnético:

oD
Vxﬁzﬁ
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Tomando al vector de desplazamiento eléctrico como en (11) y el ten-
sor dieléctrico como en (50) se tiene una forma explicita del vector de
desplazamiento eléctrico en términos de las componentes del campo
eléctrico de la ecuacion (52). Sustituyendo lo anterior en la ecuacion
de Maxwell se tiene una ecuacion en términos de las amplitudes de los
campos eléctrico y magnético y de las componentes del tensor dieléctri-
co. Separando por componentes en ambos lados, se tienen nuevamente
tres ecuaciones:

(56) %’iz) — ikyB.(2) = po (iwerr4(2) + iwerae,(2))
(57) 85522) — ikyB.(2) = —po (iwerae,(2) + iwexney(2))
(58) kyBa(2) = kafy(2) = powe e (2)

Notese que las ecuaciones (55) y (58) son ecuaciones algebraicas por
lo cual es posible expresar a €,(z) y 5.(z) en términos de las compo-
nentes x e y.

De la ecuacion (55), se tiene que

(59) B.(z) = —%@C(z) + %%(z)

Y de la ecuacion (58) se tiene

(60) e(x) = g (o) e

HoWE | HoWE€ L

By(2)

Sustituyendo la ecuacion (60) para £,(z) en (53) y (54) se obtienen
las siguientes ecuaciones diferenciales

o D)k @(z)ﬂ'(w— i )@(z)

dz JLWE | JOWE |

@ B () -

dz Howe L Howe L

Analogamente, sustituyendo la ecuacion (59) para (,(z) en (56) y
(57)
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2
(63) dﬁxx(z> 7 (—MOW‘EIQ — %) 81(2) +1 (% — Mowﬁgg) ay(z)

k2
(64) %z(z) =1 (uowﬁl - Uy) er(2) +i (uowelz + %) gy(2)

Obsérvese que las ecuaciones (61),(62),(63) y(64) forman un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales con coeficientes constan-
tes para las componentes €,(2), €,(2), B:(2) v By(2). Juntando dichas
ecuaciones y expresdndolas en una forma matricial, se tiene:

€x(2) €x(2)
d | ey(z) : gy(2)
65 e S I VI
(65) 2z | B.(2) Ba(2)
By(2) By(2)
Con
ook k2
0 0 %wayj_ w _km])cwﬂ
(66) M = 0 e 0 mwer ~ W T hgwer
—[owe€r — ;y = — Howe 0 0
fowe€rl — % fowerz + k”ffy 0 0
Que se puede escribir como
%
oY —
67 T —iM
(67) i

%
donde el vector 1 esta formado con las componentes transversales de
los campos electromagnéticos de la forma:

(2)
= | gy(2)
(2)

La forma anterior de representar a las ecuaciones de Maxwell es co-
nocida como la formulacion de Marcuvitz-Schwigner. |26] Sustituyendo
las componentes del tensor dieléctrico €11, €12 v €20 en M.
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0 0 Mz My
0 0 My My

(69) M= Mz Mz, 0 0
My My 0O 0
Donde:
k.k
M3 =
HoW€ |
/{Z2
M14 =W — L
HoWwe€ |
k2
M23 = Y — W
HoWwe |
k.k
Moy = — z
HoWwe |
k. k
M3y = —ppwe, Sinqz cosqz — Y

2
M3y = —= — pow (eL + easm2qz)
w

kQ
Myy = pow (€1 + €,c08%qz) — Ey

kok,

Myo = powe, sinqz cosqz +

En este punto, es importante recordar que el sistema forma una
hélice, como la que se muestra en la Figura 12, que es guiada por el
vector director n a través del angulo § = 6(z). Sin embargo, contem-
plando al sistema plano por plano, éste tiene la apariencia de un medio
que es anisotropico pero también es homogéneo. Por tal razén es con-
veniente aplicar una rotacion respecto al eje z en sentido inverso a la
asociada al vector director. Con esto en mente introducimos la variable
¢ relacionada con la variable ¢ de la ecuacion (67), mediante la expre-
sion ¢ = Ri, en donde R representa una rotacion en el plano zy que
es perpendicular al eje de la hélice. Despejando la variable v se tiene
1 = R™1¢ y sustituyendo en la ecuacion (67) se tiene lo siguiente:

¢ _

o+ RS- =iMRg

8_;&_2 1 _8R_1
82782( 0) = 0z

es decir
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OR™! 4,00 1
Multiplicando por la matriz de rotaciéon R del lado izquierdo
8_@/) = iRMy
0z
Es decir
-1
RaR o+ % = iRMR '¢
0z 0z

despejando, se tiene:
[9J0) , 1 OR!
= _ _
P (ZRMR R P ) )

Con la finalidad de llevar la ecuacién anterior a una forma similar
a la de la ecuacion (67), se renombra lo anterior de la forma:

OR™!
_ . -1
(70) T = (’LRMR R P )
Por lo cual
¢
(71) 9 To

La matriz R es una matriz de 4 x 4 y contiene dos rotaciones, una
para los campos eléctricos €, y €, y otra para los campos magnéticos 3,
y By. Dichas rotaciones se realizan sélo en los planos perpendiculares al
eje de la hélice y se efectiian de manera independiente. Explicitamente,
la rotacion es de la siguiente forma

c0sqz  8ingz 0 0

| —singz cosqz 0 0
(72) R = 0 0 cosqz  singz
0 0 —8ingz cosqz

El calculo de la matriz T' de la ecuacion (71) requiere de conocer
tanto Q = RM R~ como R-%. La matriz R es una transformacion
ortogonal, por lo cual la inversa es igual a la transpuesta. La multipli-
cacion de las matrices Q = RM R~ conduce a la expresion explicita:
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0 0 Qi3 Qu
Q — 0 0 Q23 Q24
@an Q2 0 0
Qu Qi 0 0
donde las componentes de la matriz son:
(73)
Q3 = f;Tki (cos?qz — sinzqz) + —— #qu (kzz k2) 51Nqzcosqz
Q14 Hoz)lzy S1NqzCcosqz — “qu (kQ.sm qz + k2cos® qz) +w
Qo3 = j:ﬁy s1nqzcosqz + el (kzcos qz + kZsin? qz) —w
Qo = M’Zw—’; (sinqz — cos*qz) — Moﬁ (k2 — k2) singzcosqz
Qs = by (sin2qz — cos?qz) + L (k2 — k2) singzcosqz
Qs = Qkxk“ =2 5ingzcosqz — fowe + = (kgsinqzqz + kZcos?qz)
Qu = pow (ea +e )+ Zk’”ky $iNQzcosqz — % (]{JZCOS2QZ + k;ismzqz)
Qup = by (cos?qz — sin qz) + L (k2 — k2) singzcosqz

Por otro lado, para el calculo de 2 az " derivamos directamente ele-
mento por elemento de la rotacion inversa de R dada por la ecuacion
(72) por lo que se tiene:

—qsingz —qcosqz 0 0

OR™' | qcosqz —qsingz 0 0
0z 0 0 —qsingz —qcosqz
0 0 qcosqz  —qsingz

Se tiene entonces que al multiplicar por la matriz de rotaciéon R del
lado izquierdo

0 ¢ 0 O

_RaRfl =2 0 0 0
0z 0 0 0 g¢q

0 0 —¢ 0

Finalmente, la matriz definida en la ecuacion (70) adopta la forma:

0 q 1Qiz 1Q
—q 0 Qe Qo
74 T=1". )
(74) Q31 Q3 0 q
1Qu 1Quw —q 0

Ademaés, el vector que contiene a las componentes transversales del
campo electromagnético ¢ = R resulta ser:
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€,C08q% + £ySiNgz
—E,8INGZ + £,C05q%
Bzcosqz + Bysingz
—Bysingz + Bycosqz

(75) ¢ =

Sustituyendo en la ecuacion (72)

5 0 q Qi3 1Q
—q¢ 0 Q2 iQu
(76) 8z¢ Qs Q3 0 q ¢
iQu Qi —q 0

La ecuacion (71) reformula la ecuacion gobernante de los campos
eléctrico y magnético dentro de la celda de cristal liquido y en general,
de un medio estratificado anisotrépico cuando la onda electromagnética
incide de forma oblicua al eje del cristal liquido colestérico o a la direc-
cion de estratificacion de forma que al menos una de las componentes
del vector de onda k, y k, no es nula.

Reduciendo bajo este procedimiento al caso en que la incidencia es
normal, es decir, el vector de onda y el campo director son paralelos,
ambos en direccién z, entonces k, =k, = 0.

Reformulando el problema de la seccién anterior, en donde se des-
cribe una onda electromagnética que viaja paralelamente al eje del cris-
tal liquido colestérico; descrito con esta formulacion, basta con tomar
ky =k, = 0 en las ecuaciones (73), con lo cual se tiene:

0 q 0 w

B —q 0 —iw 0

(77) T, = 0 —ipowe; 0 q
LpoWE|| 0 —q 0

En donde € = €, + ¢,, lo cual reduce la ecuacion (71) a

0
(78) &Cb =T ¢

Es claro que si se reescribe la ecuaciéon anterior como un sistema
de ecuaciones acopladas lineales para las componentes de los campos
electromagnéticos podriamos eliminar dichas variables hasta reducir al
sistema a una sola ecuacion diferencial de orden cuarto también con
coeficientes constantes cuya solucion, es bien sabido, es de la forma
Ae?® . Por esta razén proponemos que la solucién general de la ecuacion
(78) se puede escribir como:
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(79) ¢ = vpe'’*

donde vy un vector constante no nulo. Sustituyendo la soluciéon anterior
en la ecuacion (78) se tiene:

il’Uo = TLUO

en donde hemos cancelado el término exponencial en ambos lados de
la igualdad, de tal forma que

(i1 — T )vo =0

cuya solucién no nula existe cuando det (i {1 — T ) =0

1l —q 0 —iw

q il w0

0 tpowe, il —q
— 1 lowe| 0 q il

=0
entonces:

(80) ugelenw‘l — o (EH + el) (l2 + q2) w? + (12 — q2)2 =0

Que es igual a la ecuacion (47), cuyas soluciones estan dadas por la
ecuacion (49).

(81)

(P4 ¢?) (g +er) £ \/(eH — EL)2 (12 1 g2)% + 16¢je. 22
20€) €1

w==x

Tomando los cambios de variable w = % yi= f] bajo las cuales
escalamos tanto la frecuencia como el nimero de onda en ntimeros de
onda ¢ de la hélice del colestérico. Es posible llevar la ecuaciéon an-
terior a una forma adimensional que no dependa del periodo espacial
del colestérico y con ello sea posible un manejo mas general. Para ello,
es necesario expresar a los indices de refraccion ordinario n, y extra-
ordinario n. en términos de las constantes dieléctricas de la siguiente
manera:

No = €1

Ne = 6||
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Utilizando lo anterior, las soluciones positivas de la ecuacion (49)
son:

(82)

1 N ~ 2 B
W= l2—|—1) nZ +n2 ﬂ:\/ng—n§2<l2+1> + 16n2n2i?
g o

Que se muestran en el siguiente grafico:

@

2.5}

2.0f

Figura 17. Espectro de bandas foténicas de un cristal liquido
colestérico Cholesteryl Carbonate con indices de refraccion n, = 1.72
y n. = 1.5 [30]. Las curvas representan las soluciones de la ecuacion

82.

El ancho de la banda se tiene en [ = 0 restando dos de las soluciones
anteriores

Aw = <\/(1 +12)(n2+n2) + \/16l2ngng + (1412)% (n2 — n2)*—

(83) \/(1 +12) (n2 + n2) + \/16z2ngng +(1+2)° (n2 - ng)2>
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n()

Figura 18. Ancho de banda foténica como funcién de los indices
ordinario y extraordinario n, y ne.

Notese que el ancho de banda se anula cuando n, = +n.,

w
3.0¢

2.5

20}

= = 7 & m*

Figura 19. El ancho de banda se anula cuando n, = n..

En este capitulo hemos formulado y resuelto la propagaciéon de on-
das electromagnéticas a través de un cristal liquido colestérico tanto
para incidencia normal como oblicua, siguiendo para ello dos métodos
distintos que consistentemente llevan a los mismos resultados. En los
siguientes capitulo se describe un sistema con simetria helicoidal pero
en sus propiedades elésticas.



Capitulo 3

Teoria de elasticidad en el medio continuo

En este capitulo se revisa la dindmica de los sistemas elésticos en
general para poder describir a un sistema helicoidal eléstico construido
a partir de la deposicion de capas delgadas de un material solido an-
isotropico, girando el sustrato sobre el cual se depositan. El analisis de
dicho sistema se lleva a cabo utilizando las ecuaciones de la dindmica
de medios continuos. Se formula dicho problema utilizando herramien-
tas analogas a las utilizadas en el caso electromagnético del capitulo
anterior.

Si bien la materia esta compuesta por elementos discretos, es decir
por moléculas, es posible hacer una descripcion del estado de tensio-
nes y deformaciones de un medio considerdndolo como un continuo,
condicién necesaria para que esta descripcion sea adecuada. Para ello,
al describir un elemento de el medio continuo, siempre se considera
que por muy pequeno que éste sea, es mayor a la longitud molecular
caracteristica del medio.

3.1. El tensor de esfuerzos

Considérese un cuerpo de volumen V' limitado por una superficie S
que se encuentra en estado de equilibrio. La fuerza interna resultante,
que representa las interacciones moleculares del cuerpo, es nula. Si el
cuerpo en equilibrio se corta por un plano, el estado de equilibrio se
altera y cada porciéon producida por el corte siente una fuerza externa

sobre la superficie S que el corte indujo, de tal forma que es posible
definir el vector de esfuerzos como:

th =1 AL
NN

Notese que cada componente del vector de esfuerzos tiene unidades
de %. El vector de esfuerzos esta definido para un punto P sobre
el area de corte y el area alrededor de dicho punto, queda indicada
por el vector normal 7. Si el cuerpo se cortara por un plano con otra

inclinacion, el vector de esfuerzos seria diferente.

33



3.1. EL TENSOR DE ESFUERZOS 34

En el caso particular en que el plano que corta al cuerpo es pa-
ralelo a uno de los planos que forman dos de los ejes coordenados, el
vector normal n serd paralelo al otro eje coordenado. La componente
del vector de esfuerzos paralela a éste ultimo corresponde a un esfuerzo
normal, mientras que las otras corresponden a esfuerzos de corte. Los
tres vectores de esfuerzos que corresponden a hacer cortes con planos
paralelos a cada uno de los planos que inducen los ejes coordenados
dan lugar al tensor de esfuerzos definido como:

(84) 035 = tez

donde €; describe el vector normal en cada caso de corte. El tensor de
esfuerzos es, en representacion matricial:

(85) Oij = | Oyz Oyy Oyz

De la misma manera que en el vector de esfuerzos, en el tensor de es-
fuerzos los elementos de la diagonal corresponden a esfuerzos normales
mientras que los demas corresponden a esfuerzos de corte.

Ademas de los esfuerzos superficiales sobre un cuerpo del medio

continuo, también hace falta considerar las fuerzas volumétricas pfy
que actian sobre todo el cuerpo como por ejemplo la fuerza gravita-
cional y las fuerzas inerciales provocadas por el movimiento relativo de
los sistemas. De acuerdo a lo anterior es posible generalizar la segunda
ley de Newton de la forma:

8oik 82Ui
86 N
(86) B, tpfvi=r5p
que en equilibrio es
8Jik
87 =0
(87) e, +pfv,

Debido a que las fuerzas de superficie no son uniformes y en general
varian de punto, podrian existir una torca interna y una torca externa
que actiien sobre el sistema. Es decir

(88) /Eijkl’jfskds—i-/ pGijkxijde =0
S \%
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Considerando que las fuerzas superficiales son fs, = o, y apli-
cando el Teorema de Gauss al primer término se tiene

0
/emjkxjamknmdS:/a—(eijkxjamk) dV
s v OTm

8amk
= eimkamkdv +/ €; le’—dv
/‘; 14 Y axm

En donde se ha sacado de la integral el simbolo de Levi-Civita ya
que es constante y se ha efectuado la derivada restante usando la regla
de Leibnitz.

Sustituyendo en la ecuacion (88) y asociando los términos que con-
tienen a z; se llega a

Oamk

/ €imkOmpdV + / €ijkT; (— + pka) dV+ =10
%4 \%4 axm

que por la ecuacion (87) después de renombrar indices, se reduce a

%4

Dado que el volumen V' de control es arbitrario, entonces

(90) €CimkOmk — O

Ademaés, ya que €;,,, es un tensor completamente antisimétrico, el ten-
sor de esfuerzos o,,;, es tensor simétrico para que se cumpla la ecuacién
anterior, debido a la identidad que afirma que la contracciéon de un
tensor simétrico con un antisimétrico es nula, esto significa que

(91) Omk = Okm
Por lo cual, el tensor de esfuerzos simétrico es:
Ozz Ozy Ogzz

(92) Oij = | Oxy Oyy Oyz
Ozz Oyz Oz
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3.2. El tensor de elongaciéon

Considérese un punto P en un cuerpo elastico inicialmente estético.
Si se desprecia el movimiento de cuerpo rigido, es decir, los movimien-
tos de rotacion o traslacion del cuerpo entero, los desplazamientos de
los puntos del cuerpo eléstico seran debidos tinicamente a las deforma-
ciones.

X

Figura 20. Desplazamiento de un punto sobre un cuerpo del medio
continuo después de una deformacion.

Supongase que el punto Fy esta localizado en 7. (Véase Figura
20). Después de una deformacion, el punto estara localizado en 7 ,
asi el vector de desplazamiento asociado a la deformacion es U =
7' — 7. Donde 7 = (x,y,2) y 7 = (2,y/,7). Considerando la
componente i del desplazamiento se tiene u; = = —x; o bien x}, = z;+u;.
Diferenciando lo anterior se tiene

(93) dr, = dz; + du;

y definimos los elementos de linea tanto en el medio deformado como
en el sin deformar de la siguiente forma

(94) di? = dzidz; , dI”* = dz}dx]

Sustituyendo (93) en di"? se tiene
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pero la diferencial de las componentes del vector de desplazamiento se
puede escribir como

3ui
“ axk o
sustituyendo se tiene
I = duid; + 292 dyday, + -2 2% dpyda
oxy, Oxy, Oz

luego, si se toma en cuenta que las componentes con indices repetidos
son mudas, se tiene que

dl”? = dI? + updz;dxy,

con

1 (0u; Ou ou; Ou;
(95) Uip = = | a4+ o =L

2\ Oz, Ox; Ox; Oxy
donde w;, es entonces el tensor de elongacion, que en aproximacion
lineal se simplifica como

Por otro lado, g;”

es un tensor de segundo orden que puede des-

componerse en una parte simétrica y una antisimétrica, es decir:

ou; _1 ou; n ouy, +1 ou; B Ouy,
Ory 2 \0x, Oz 2 \ Oz, Ox;

Dado que la primera parte del lado derecho de la igualdad es el
tensor de elongacion, se tiene que éste tltimo es simétrico, es decir

(97) Uik = Uki
entonces

8ui

&rk

con €2, el tensor de rotacion antisimétrico definido por

Es claro en este desarrollo que las rotaciones no involucran defor-
maciones.

= Ui, + Qi
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3.3. Termodinamica de las deformaciones

Un sistema elastico es también un sistema termodinamico y para
describir sus propiedades termodinédmicas es necesario calcular el traba-
jo realizado por las fuerzas elésticas. Considérese un cuerpo lineal que
se deforma una cantidad pequenia du;. Las componentes de las fuerzas

externas que efectuian la deformacion son F; = —%L;: de modo que el
trabajo efectuado por los esfuerzos internos es
(9@-
AW = — =% su,.
aSL’ k
Integrando sobre el volumen del cuerpo, se tiene
80'1'
(98) / AW = — / " SudV
v v a]fk

Si se toma en cuenta que el integrando se puede expresar como un
producto de derivadas mediante la ecuacion

&richui . Oaik S 1o (%u,
6xk N a’Ek ! i 8Ik

despejando el primer término del lado derecho de la igualdad y
sustituyendo en la ecuacion (98)

aO'ik Sus — Gazkéuz o 65uz
c%k e (%k ik al’k

/ AW = - / 000 1y / o 2 gy
v v &Uk &Ck

Aplicando el teorema de Gauss a la primera integral se tiene

1% oxy,

Considerando el medio elastico suficientemente grande de modo que
las deformaciones en la superficie son practicamente nulas siempre que
las fuentes de las deformaciones estén confinadas; la primer integral es
despreciable, por lo cual

(99) /V AW = / Tl <gzk) %

Como es claro la derivada involucrada estéa relacionada con el tensor
de elongaciones. De hecho, basta con renombrar indices en un término
adicional para mostrar que
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ou; 8u
/ AW = / alk(s : Y dv

es decir

Si la deformacion es suficientemente pequena para que el medio
elastico vuelva a su estado original y ademas es cuasiestatica, de modo
que el sistema esta en equilibrio termodinamico en cada punto del pro-
ceso. Tomando U como la energia interna por unidad de volumen y S
la entropia por unidad de volumen, la primera ley de la termodinamica
establece:

dU = TdS + dW

de la ecuacion (100) se tiene que dW = o0,,0u;, v sustituyendo en la
primera ley de la termodinédmica

Tomando como variables termodinamicas a la temperatura T y el
tensor de elongacion wu;, entonces el potencial termodinamico adecuado
para describir el sistema es la energia libre de Helmholtz F

diferenciando la ecuacion anterior y sustituyendo en (101) se obtiene

Asi mismo diferenciando la ecuacion (101) se llega a

Como F es una funciéon de u;, v T entonces a partir de la ecuacion
(102) se debe cumplir

_ (0 _ (2

Anélogamente, U es funcion de S y wu;, por lo que los coeficientes
de las diferenciales deben cumplir
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o 0
(105) Tik = <8uli]k>s , I'= (3_g)uzk

De la ecuacion (87) es claro ver que en el caso de un proceso isotér-
mico se tiene que

dF = aikéuik

que coincide con el trabajo, ademas, por otro lado

dF = ((9F) du,
auik T

De modo que si 0y, es una funcion lineal de w;;, entonces

(106) dF = oy (wig) dugg

Integrando respecto a u;y,

1
F = §Uikuik
es decir
1/ 0F
107 F == ;

Para un medio elastico general la ecuacion constitutiva que relacio-
na los tensores de esfuerzos y elongacion es la siguiente

donde ;g es el tensor de rigidez, un tensor de orden 4. Entonces, de
las ecuaciones (107) y (108) se tiene que

1

La expresion anterior garantiza la existencia de una energia libre
de Helmholtz que tnicamente depende de los elementos del tensor de
deformaciones. Debido a que F' solo depende de las componentes del
tensor de elongacion y es una funcién continua y diferenciable, al menos
hasta segundo orden, entonces sus segundas derivadas cruzadas deben
ser iguales, es decir
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0*F 0*F

Por otro lado, debido a que el tensor de esfuerzos es simétrico, es
decir ., = Orm, Se tiene que en coordenadas cartesianas hay en general
seis componentes independientes, las cuales son

Oxxy Oyy; Ozzy, Ogzy, Oxzy, Oyz
Es conveniente construir un vector con las seis correspondientes
componentes independientes de o;;. de la forma

UZZ

Cuyas componentes se denotaran en adelante como ;. De lo ante-
rior y de la ecuacion (108) se tiene que

Donde el tensor de elongaciones también lo hemos escrito como un
vector de seis componentes ; de la forma

Uy

2Ugy

oo | Yy

= 2,

2y,

UZZ
El factor de 2 en los términos correspondientes a los elementos fuera
de la diagonal del tensor de elongacion aparecen en el vector u, ya que
en la ecuacion (108) dichos términos aparecen repetidos [34]. Debido a
que &; y u; son vectores de 6 entradas, entonces C; es una matriz de
6 x 6. Ademas, sabemos que el tensor de esfuerzos se puede calcular
de la ecuacion (106). Reescribiendo en esta representacion la ecuacion

(110) se tiene

PF  O°F
0u; 0t  0uRou;

(112)
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Luego si sustituimos o;; en la ecuacion (111) en la ecuacion (106) se
encuentra que

Al insertar esta funcién en la condicion (112) se tiene que la matriz
C;i, es simétrica con 6 x 6 = 36 componentes de las cuales Ginicamente
21 son independientes, 6 en la diagonal mas &2’6 = 15 fuera de ella.

Reescribiendo la ecuacion (111) dadas las simetrias, se tiene

Ozx Cn Cip Ci3 Ciy Ci5 Cig Ugy
Ozy Cia Cyp Caz Cy Cy Oy 2u:1:y
(1 1 4) Oyy | _ Cis Cy Csz O3y Cs5 Csg Uyy
Oz Cuu Cy O3y Cy Cus Cyg 2y,
Oyz Cis Cyp Oz Oy Css Csg 2uyz
Oz Cie Cox (36 Cus Cse Ces Uz

A continuacién se consideraran algunas simetrias bajo las cuales la
matriz Cj tiene una forma especifica.|34]

Un medio que es simétrico bajo una reflexiéon por el plano xy, es
decir, a lo largo del eje z, se conoce como Monoclinico. La matriz de
modulos elasticos para un medio con simetria monoclinica es de la
siguiente forma

Ciu Cip Cig 0 0 Cis
Cia Cyp Cy 0 0 O
C P Ciz Cy Csz 0 0 Csg
monoctitnico 0 O O 044 045 0
0 0 0 Cyi Cs5 0
Cie Cop C36 0 0 Ceg

Un medio que posee tres planos de simetria ortogonales es llamado
ortotrépico, para el caso en que esos planos son los que forman los ejes
coordenados, la matriz de modulos elasticos para un medio con simetria
ortotropica es:

011 0 Clg 0 0 014
0 Cypn O 0 0 0

C R C113 0 C(33 0 0 C’36
ortotropico — 0 0 O 044 0 0
0 0 0 0 Cs5 O

Cu 0 C 0 0 Cg
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Un medio cuyo grupo de simetrias contiene rotaciones a lo largo de
un eje por angulos 0 = 2?“ y 0= 4?” se llama medio trigonal, la matriz
de modulos en este caso es:

Cu 0 Ciz Cu Ciz Cig
0 “9uzfs 0 O —Cu O

Ch. _ Ci3 0 Cnu —Cu —Ci5 Ci
frigonal Cu Ci5 —Cu Cy 0 0
Cis —Cu —Cis 0 Cu 0

Clﬁ 0 016 0 0 066

Un medio cuyo grupo de simetrias contiene cuatro rotaciones y
reflexiones a lo largo del plano que contiene el eje de rotacion se conoce
como sistema tetragonal. La matriz de modulos elasticos en este caso
de simetria tetragonal es:

011 0 013 0 0 016
0 Cyn O 0 0 0

C o 013 0 011 0 0 016
tetragonal — 0 0 0 044 0 0
0 0 0 0 Cyu O

Clg 0 016 0 0 CG(S

Un medio con simetria cubica, tiene simetrias bajo rotaciones de

un angulo 6 = 7 a lo largo de dos ejes que son ortogonales entre si.

Considerando a los ejes x y z dichos ejes, la matriz de moédulos elasticos
esta dada por:

Chn 0 Ciz 0 0 O

0 Cyu O 0 0 0

Co Cis 0 Cu O 0 Ci3
cubico — 0 0 0 044 0 0
0 0 0 0 Cy O

Cis 0 Ciz 0 0 Cu

Por tltimo, un medio que contiene todas las simetrias posibles es un
medio isotropico, en este tipo de medios todos los sistemas de coordena-
das son equivalentes para describir al medio, es decir, no hay orientacion
particular requerida. La matriz que contiene los modulos elésticos para
un medio isotropico es :
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CH 0 011 — 2044 0 0 Cll — 2044
0 Cu 0 0 0 0
C. L Cll — 2044 0 Cn 0 0 CH — 2044
i1sotropico — O 0 O 044 0 0
0 0 0 0 Cu 0
011 - 2044 0 011 - 2044 0 0 011

Entonces, un medio isotrépico contiene tnicamente dos moédulos
elasticos independientes que comiinmente son descritos en términos de
los coeficientes de Lamé

A= CH — 2044
poi= Cyy

Asi, la matriz de modulos elésticos en términos de los coeficientes
de Lamé es:

A+2u A A 000
A A+20 A 00 0
R A A+2u 0 0 0
1sotropico — 0 0 0 I 0 0
0 0 0 0 p 0
0 0 0 00 pu

A pesar de los casos anteriores mencionados en los que de acuerdo a
las simetrias en nimero de moédulos elasticos se reduce, en este trabajo
se considerara un medio muy general de tal forma que los 21 coeficientes
elasticos sean distintos.

3.4. Representaciéon matematica de un medio helicoidal

Considérese un solido helicoidal construido, por ejemplo, median-
te el proceso de deposicion fisica de vapor. El so6lido helicoidal tiene
una estructura similar a la del cristal liquido colestérico en el que las
moléculas estan ordenadas de forma que los vectores directores son en
promedio paralelos sobre cada plano, pero en la direcciéon perpendicu-
lar a dichos planos el vector director gira formando una hélice. En el
caso del solido a considerar, se tienen estratos de espesor pequeno cu-
yos vectores que caracterizan a la red cristalina giran en torno a un eje
formando una hélice. Témese el caso en el que los vectores principales
de la estructura cristalina giran en torno al eje Z como se muestra en
la Figura 21.
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Z

Figura 21. Estructura helicoidal del solido cristalino. La rotacion R
induce la hélice que forman los vectores de la red cristalina a lo largo
del eje z.

Las ecuaciones que describen las propiedades elastica en el sélido
helicoidal en ausencia de fuerzas volumétricas son: la segunda ley de
Newton del medio continuo (87) y ecuaciéon constitutiva general para
un medio elastico (108):

aO'ik . 82ui
oz, o

Ok = )\zkmn(z)umn
donde las componentes del tensor de elongacion u;, pueden expresarse
en términos de las componentes del vector de desplazamientos u; me-
diante la ecuacion (96). Ademaés, en la representacion de componentes
independientes, la ecuacién constitutiva elastica se expresa como

La matriz Si(2) es equivalente a la matriz Cy, de la ecuacion (111)
pero en el medio helicoidal, en este caso, cada una de las componentes
de Six(z) son funciones de z y de las componentes de la matriz Cj;, que
contiene a los modulos elasticos del material. Para conocer la forma
explicita de la matriz S, hace falta saber como se transforman el tensor
de esfuerzos o, v el vector de desplazamientos ;.

El tensor de esfuerzos se transforma de la siguiente manera:

/
O = Riko-km ij
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donde R es la matriz de rotacién por el angulo ¢z que describe el
giro del vector director a lo largo del eje z del material helicoidal,
explicitamente:

cos (qz) —sin(qz) 0
(116) R=|sin(qz) cos(qz) O
0 0 1

Notese que la matriz de rotacion R corresponde a una transforma-
cién ortogonal, de tal forma que R~' = RT. Asi, en la representacion
de vectores de 6 dimensiones con las componentes independientes del
tensor de esfuerzos, se tiene que dicha transformacién se reescribe como

(117) g, = R.0;

en donde la matriz R, es ahora como sigue:

(118)
—cos? (qz)  sin(2qz) —sin®(qz) 0 0 0
—3sin(2qz) —cos(2qz) 3sin(2qz) 0 0 0
Ro_ —sin?(qz) —sin(2qz) —cos*(qz) 0 0 0
" 0 0 0 —cos (qz) sin(gz) 0
0 0 0 —sin(qz) —cos(qz) O
0 0 0 0 0 -1

Del mismo modo, para el vector que contiene las componentes in-
)
dependientes del tensor de elongacion:

Con

Mg =FR,F!

donde F es la matriz diagonal que resulta de la forma en que se cons-
truyo el vector . [34]

1 0000O
020000
00 10O0O0
F_OOOQOO
000020
000O0O0T1
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Las matrices R, y R, resultan de acomodar las ecuaciones tenso-
riales en sistemas de ecuaciones y posteriormente, volver a la notacion
de vectores de 6 dimensiones

Ademas, se tiene que en el medio homogéneo y en el medio helicoidal
se cumplen las siguientes relaciones constitutivas

(120) 0y = Cytix. , 07 = Sy

Entonces

0. = R,d; = Sy Mgy
Multiplicando ambos lados por R;! para despejar z se tiene

(121) o; = RSy, Mgiiy,

Pero se puede demostrar del dlgebra lineal que R.' = MZ[35].
Entonces, utilizando la ecuacion (120),

(122) G; = M} Sy Mgy

Por lo tanto

(123) Cir = M} Sy, Mg

Despejando S;, considerando que Mgl = M}E,

(124) Six = MrCu M},

De lo anterior se tiene que la matriz S;, también es simétrica con 21
modulos independientes para cada d&ngulo de giro. Lo cual es congruente
con la formulacién que se hizo partiendo de las variables termodina-
micas. La forma explicita de las componentes de la matriz ;. para
el medio helicoidal como funcién de z y en términos de los modulos
elasticos del material en la matriz Cj;, se presentan en el Apéndice A.



Capitulo 4

Ondas elasticas en un medio helicoidal

De manera similar a lo expuesto en el Capitulo 2 sobre propagaciéon
de ondas electromagnéticas en un cristal liquido colestérico, en este
capitulo se revisa la propagacion de ondas elésticas en un soélido heli-
coidal eléstico cuyas caracteristicas se describieron en la tltima secciéon
del capitulo anterior. (Véase Figura 21).

Z
N

X

Figura 22. Onda elastica en incidencia oblicua sobre un sélido
helicoidal.

Siguiendo el mismo razonamiento utilizado para la propagacion de
ondas electromagnéticas en el cristal liquido colestérico, en este caso
se proponen soluciones de ondas cuasiplanas para las componentes del
tensor de esfuerzos y del vector de desplazamientos de la siguiente forma

) — . i(kgx+kyy—wt)
(125) Oik (]37y, Z) Oik (Z)e

U’i (x7 y, Z) et ui (Z) ei(kzﬁ‘f’kyyfwt)

48
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En este caso, oy (2) y u; (2) son amplitudes con dependencia tnica-
mente en z, pues hemos supuesto que el eje de la hélice del sélido heli-
coidal va en esta direccion. La ecuaciéon constitutiva para medios elas-
ticos en la representacion de componentes independientes &; = S
en términos del vector de desplazamientos es

Oug
Ozx S Sz Sz S S5 Sie ou _(%y

Oy Sz Sz Sz Sas Sos Sog w8+

(126) Oyy | _ | S13 S23 Ssz Ssa Sss S ;y
o S14 S2a Sza Sus Sis Sue Fug 4 6“Z
Oyz S15 Sas S35 Sas Sss Sse ‘98“11 4 6“2

Oz St S26 Sze Sas Ss6 See %uz

En este punto es importante reiterar la argumentacion empleada en
el capitulo anterior para justificar la propuesta de soluciones dada por
la ecuacion (125). En efecto dado que los elementos de la matriz Sy, en
la ecuacion (126) son funciones de z (ver Apéndice A), no es posible
esperar que las soluciones de las ecuaciones para las ondas elésticas
resultantes sean ondas planas como ocurre para medios homogéneos en
los cuales los elementos Cj; son constantes. Sin embargo el hecho de
que los elementos de S;; no dependan de x, y y ¢t permite conservar
la misma dependencia en dichas variables que se tendria en una onda
plana como lo muestra la solucion de prueba (125).

Continuando con el desarrollo, al hacer el producto en la ecuacién
(126) se tienen 6 ecuaciones

u ou ou u ”
Ogx = Sll 81 + 5122 (38; + y) + 5133_; + 514 (Ba; —+ 88_:(:2) +

(127) S15 (8uy + 8“Z> + 162

Ty = S12%2 + S <8uz + auy) + 52363% + Sy (G + 92) +

(128) Sas (%i + %Ly) + Sy

Uz 8“‘11 au Ug Uz
Oyy = 513 9 T So3 (aay + > + 5333—; + Sa4 (882 + %x ) +

(129) S35 <8uy + 8uz> + Sgﬁ@uz
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Opz = S1a% 5+ Soy (8;; + 8uy> + S34 ay + Sua (au“” + auz) +

(130) Sup (85? + auZ) + Sye %L

m ou Uy Uz
O'yz = 515 890 + 525 <68y$ + y) + 535 + S45 (88z + 6890 ) +

(131) S (G + 9 ) + 556%

(132) 856 (% + %_1;2> + S66 8uz

Para posteriormente sustituir las expresiones para el tensor de es-
fuerzos y el vector de desplazamientos de (125) en las seis ecuaciones
anteriores y efectuando las derivadas indicadas, se tiene:

(133)  04(2) = 1k, S11us(2) + S1at (kyus(2) + kpuy(2)) +

ikyS13ty(2) + Si4 (du;( ?) + ikyu, (2 )) +

du,(2)
dz

Sis (dusi ?) + ikyu.(z )) + Sis

(134)  04y(2) = ik S12us(2) + Saat (kyus(2) + kyuy(2)) +

ik, S (2) + S (du;( 2) + ikpu. (2 )) +

du,(z) . du,(2)
525 ( ;Z + Zkyuz(2)> + 525 e

(135)  oyy(2) = ik Si3us(2) + Sasi (kyuy(2) + kyuy(2)) +

ik, Sty (2) + S (duc“’;( %) 4 ik (s )) +

du,(2)
dz

du,(z .
535 (% ‘l"lk’y z( )) +S36



(136)

(137)

(138)
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Oz (2) = ikyS1aus (2) + Saat (kyuy(2) + kyuy(2)) +

du, .
hySoany(2) + Su (22 i) +

duy(z)

du,
545 <— + Z/{:yuz(z)) + 546 Y (Z)

dz

dz

0y:(2) = ihyS15us(2) + Sasi (kyug(2) + kyuy(2)) +
duy .
ikySs5uy(2) + Sas ( a(2) + zkgcuz(z)) +

dz
du,(z)
dz

555 (du:j/iz} —+ Zkyuz(z)) —+ S56

0:2(2) = ik S16us(2) + Sat (kyus(2) + kpuy(2)) +

du, .
iky536uy(z) + Sue ( ud,SZ) + kauz(z)) +

S56 (dug—iZ) -+ ikyuz(z)) -+ 566

du,(2)
dz

51

Sustituyendo también en la segunda ley de Newton en equilibrio
dada por la ecuacion (87) se tienen tres ecuaciones

(139)

(140)

(141)

do,.(z)

ihyOpe(2) + ikyogy(2) + + iw?pu,(z) = 0,

doy.(2)

iky0y(2) + ikyoy,(2) + + iw? pu,(2) = 0,

do,,(z)
dz

iky020(2) + ikyo.y(2) + +iw?pu.(z) = 0.

Las ecuaciones anteriores involucran derivadas tinicamente en los
elementos o, , 0yz Y 04, POr esta razon se sustituyen los elementos o,
Oy Y Oyy & partir de las ecuaciones (133), (134) y (135) respectivamente,
en las seis ecuaciones restantes, que son tres componentes de la ecuacion
constitutiva (136), (137) y (138); y tres de la segunda ley de Newton
(139), (140) y (141). Con lo anterior se tienen seis ecuaciones para las
derivadas respecto a z de ug,(2), uy(2), us(2), 02:(2), 0y.(2) ¥ 0.:(2)
expresadas como combinaciones lineales de esos mismos elementos. Las
ecuaciones resultantes se muestran en el Apéndice B.
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Agrupando las variables independientes en las ecuaciones mencio-
nadas del Apéndice B es posible definir el vector de seis componentes
en analogia a la expresion (68)

(142) U=

N

con lo cual, el sistema de 6 ecuaciones para las componentes del vector
W, mostradas en el apéndice B, se puede llevar a una expresion matricial
analoga a la ecuacion (67) del caso electromagnético, en este caso

d
143 — 0 = MV,
(143) e

Con M una matriz de 6 X 6 cuyos elementos se muestran en el Apéndice

C.

My My Mz My Mys Mg
My, May Moz Moy Mas Mg
Mz, My Msz My Mz Msg
My My My Myy Mys My
Ms1 Msy Ms3 Msy Mss  Mse
M1 Mgy Mz Mgy Mes  Megs

Si la onda elastica incide de manera normal, como se muestra en
la Figura 23, se tiene que k, = k, = 0. Por lo anterior, en la ecuacion
(143) la matriz M se reduce a:

0 0 0 a; ag as

0 0 0 a2 a4 QAs

o 0 0 0 a3 as Qg

(144) M, = pw? 0 0 0 0 0
0 pw? 0 0 0 0

0 0 pw? 0 0 0
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|

=

RS BN N

/
4

X

Figura 23. Onda elastica en incidencia normal sobre un sélido
helicoidal.

En este caso, la ecuacion (143) se expresa de la siguiente manera

Ug(2) 0 0 0 a ay ag Ug(2)

uy(2) 0 0 0 as a4 as uy(2)

(145) d ] u.(2) _| o 0 0 a3 as ag u,(z)
dz | 0.2(2) wWwip 0 0 0 0 0 02(2)

0y (2) 0 w’» 0 0 0 0 0y (2)

0..(2) 0 0 whp 0 0 0 0.2(2)

Donde las constantes ay, as, as, a4, as y ag son:

_ 555566 - Sgﬁ
A
_ S46556 B 545566
A
_ 545556 B 546555
A
_ 544566 - Szﬁ
A
o 545546 - 544556
[ A1

a

a2

as

Qg
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o  SuS — S
A

Nuevamente, el medio elastico sobre el que incide la onda es un medio
estratificado helicoidal que esta rotado un angulo # = ¢z respecto al
medio anisotropico natural. Véase Figura 21. Las componentes de la
matriz S, del apéndice A que estan presentes en las constantes a; con
1 =1,2,...6 estan expresadas en términos de los elementos de la matriz
Cir que contiene los modulos elasticos del material, bajo una rotacion.

4.1. Solucién de las ecuaciones gobernantes

Para resolver analiticamente la Ecuacion (145) se procede de mane-
ra similar a lo elaborado en el Capitulo 2. Es decir, se aplica al sistema
la rotacion inversa a la asociada a la geometria helicoidal. Siguiendo
este razonamiento, haciendo el cambio de variable ® = RV en la ecua-
cion (143), al multiplicar por la izquierda la inversa de R en ambos
lados de la igualdad, ¥ = R~'®, entonces

v 9 OR™! 0D

- - -1 — -17F _ _ -1
5 aZ(R D) 5 PRS- =MV =MRT®
es decir
OR™1 oD
d+R'— =MR'®
0z + 0z

Multiplicando por R del lado izquierdo

r%Y _ parw
0z

lo cual es

OR™ 0D )
G0+ oo = RMR'®

despejando el término que contiene la derivada respecto a z, se tiene:

R

o0

(146) o, =T

en donde

-1
(147) T = <RMR—1 — Ragz )
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La ecuacion (146) es de la misma forma que la ecuacion (143) pero
para el sistema transformado por la rotacion R. En este caso, debido a
que el sistema se ha creado mediante la rotaciéon de un sistema aniso-
tropico, la matriz de rotaciéon R necesaria para anular el giro original no
es la rotacion inversa convencional, sin embargo, es resultado de rotar
el tensor de esfuerzos o;;. y el vector de desplazamientos u; siguiendo
un razonamiento anélogo al que se us6 para transformar la matriz Cj
pero con la rotacion opuesta. Para conocer la forma explicita de la ma-
triz de rotacion R, es necesario aplicar las rotaciones correspondientes
a o v u; por separado, y posteriormente reacomodar los elementos
transformados (rotados) de las ecuaciones resultantes de acuerdo a la
notacion utilizada en el vector ¥ de seis componentes.

El vector de desplazamientos por su naturaleza vectorial se trans-
forma de la siguiente manera:

(148) u; (2) = Qipuy (2)

donde Q;; es la matriz inversa de rotaciéon por el dngulo 6 = ¢z

cosq(qz) sen(qz) 0
(149) Qir = | —sen(qz) cos(qz) 0
0 0 1

Explicitamente la transformacion del vector de desplazamientos es:

Uy (2) cosq(qz) sen(qz) O\ [u.(z)
(150) uy,(2) | = | —sen(qz) cos(qz) 0] | uy(2)
ul(z) 0 0 1 u,(z)

El tensor de esfuerzos por su naturaleza de tensor de segundo rango
se transforma de la siguiente manera:

(151) 0i;(2) = Qirow (2) Q'
donde

022(2)

es decir
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cosq(qz) sen(qz) O cosq(qz) —sen(qz) 0
0j(z) = | —sen(qz) cos(qz) 0] ow(z) | sen(qz) cos(qz) O
0 0 1 0 0 1

Efectuando el producto de estas tres matrices y reordenando en
términos de las componentes independientes en forma de vector de seis
elementos,

(152) o' (2) = Pir(2)0: (2)
donde
(153)
—cos? (qz) —sin(2qz) —sin®(qz) 0 0
tsin (2qz) —cos (2qz) —isin(2qz) 0 0
Pulz) = —sin?(qz)  sin(2qz)  —cos*(qz) 0 0
w\E) = 0 0 0 —cos(qz) —sin(qz)
0 0 0 sin(gz)  —cos(gz)
0 0 0 0 0

La matriz Py (z) se puede separar por bloques por lo cual es posible
dividir el sistema de ecuaciones anterior en dos subsistemas indepen-
dientes, es decir

(154
ol (2) —cos? (qz) —sin(2qz) —sin®(qz) Oz (2)
oL, (2) | = | 3sin(2¢z) —cos(2qz) —3sin(2qz) Oy (2)
Ty (2) —sin? (qz)  sin(2qz)  —cos®(qz) oyy (2)
y
ol (2) —cos(qz) —sin(gz) 0 Oz (2)
(155) o,.(2) | =| sin(gz) —cos(qz) 0 oy (2)
ol (2) 0 0 -1 0., (2)

Nuevamente, como se mostro arriba solo los elementos de o, que
tienen al menos uno de sus indices en la direcciéon z estan involucrados
en la ecuacion matricial (146). Ademés, por construccion del vector
U de la expresion (142), la matriz de rotacion necesaria para rotarlo
contiene un bloque de rotaciéon para las componentes del vector de des-
plazamientos de (150) y otro bloque para las componentes en direccion
z del tensor de esfuerzos (155).
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Por lo anterior, la matriz de Rotaciéon R que permite regresar al
sistema que gira localmente plano por plano con la hélice y que satisface
el cambio de variable ® = RV, es:

cosq(qz) sen(qz) 0 0 0 0
—sen(qz) cos(qz) O 0 0 0
0 0 1 0 0 0
(156)  R= 0 0 0 —cos(gqz) —sin(gz) 0
0 0 0 sin(gz) —cos(qz) 0
0 0 0 0 0 -1

Sustituyendo la matriz de rotacion resultante en la ecuacion (146),
la matriz T" es de la forma

Tll T12 T13 T14 T15 T16

cuyas componentes se muestran en el Apéndice D. En el caso de in-
cidencia normal (k, = 0, k, = 0) la matriz T de la ecuacion (147) se
reduce a lo siguiente:

o _
0z

La matriz T se reduce a T de la siguiente forma:

(157) T &

0 —q 0 by by b3
q 0 0 b2 b4 b5
S A B
e P 0 0 —q 0
0 —w’» 0 ¢ 0 0
0 0 —w’p 0 0 0
donde:
1 .
by = T {(5526 — 555566) cos? (qz) + (Siﬁ — 544566) sin® (qz) —
1

(S46856 - 545366) sin (2(]2)}
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1
by = 24, (—2S546S56 + 2545566) cos (2qz) +
1

(S35 — S5 — S14S66 + Ss5566) sin (2q2) }

1
by — yn (816555 — Sa5556) cos (qz) +

(44556 — Sa5546) sin (qz) }

1
by = A { (S — SuaSes) cos® (4z) + (53 — 555566 sin (¢2)” +

(846556 — S45866) sin (QQZ)}

(844556 — Su5S46) cos (qz) + (Sa5556 — Sa6555) sin (qz)

bs = 1,

Sts — SuaSss

Ay
Como se ha mencionado antes, las componentes de la matriz que con-
tiene a los moédulos elésticos del medio helicoidal Sik son funciones de
z, su forma explicita se muestra en el Apéndice C. Sustituyendo cada
una de las componentes S;, la matriz T'| se reduce a lo siguiente:

bGZ

ng — C55C566

by = G
b — Ci5C66 — CuCse
T G
b Cu6Cs5 — Cu5C56
5 G
by — C3 — C1uCog
a G
b — C14Cs6 — Cu5C16
o G
b — C3 — CuuCss
=

donde
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G = 026055 — 2C45C46Cs6 + 0440526 + 0425066 — C14C55C56

Notese que analogamente al caso de la onda electromagnética in-
cidiendo normalmente en una celda de cristal liquido colestérico, para
una onda elastica con una frecuencia dada, que incide sobre el me-
dio elastico estratificado helicoidal, los elementos de la matriz 7', son
constantes; por lo cual la ecuacion (146) es equivalente a un sistema de
seis ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden con coeficientes
constantes, que a su vez se pueden desacoplar para dar lugar a una sola
ecuacion diferencial de sexto orden con coeficientes constantes y cuya
solucion es de la forma:

(158) d(z) = Pye'?

Donde @, es un vector constante no nulo. Sustituyendo la solucién
propuesta en la ecuacion (146) y cancelando el término exponencial
presente en ambos lados, se tiene

'll(I)O == TJ_q)O

es decir

(159) (T, —ill)do =0

Asi, el sistema tiene solucion no trivial cuando det (T, — 1) = 0, es
decir

—1l q 0 bl b2 bg
—q —1l 0 bg b4 b5
0 0 —il bs b5 bg —0
—w?p 0 0 —il q¢ 01|
0 —w?p 0 —q¢ —il 0
0 0 —w?p 0 0 —il

Que al resolver el determinante da lugar a la ecuacion siguiente

(160) Nw® + Dow* +Taw? + T4 =0

donde los coeficientes I'y, I's, I's y I'y son funciones de [, cuyas
expresiones explicitas son:

Fl = —p3 (b§b4 — 2b2b3b5 + b%b@ + b1 (bg — b4b6)>
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Ty = p? (b3 + bs — (by + ba) bg) ¢° + (b5 + b5 — brbs + b2 — bibg — babg) 1)
F3 =p (b6q4 + (bl —+ b4 — 2b6> q212 + (bl + b4 —+ b6) l4)

F4 — _l6 + 2q2l4 o q4l2

Con la finalidad de definir variables adimensionales, se utilizan los cam-
bios de variable [2 = ¢2 y pw? = ©¢?, que nuevamente escalan el vector
de onda y la frecuencia de la senal elastica en unidades del ntimero de
onda ¢ del solido helicoidal. Asi, la ecuacion (160) tiene la forma:

(161) &%+ M@ + Ay + A3 = 0.

En la ecuacion anterior se han sustituido las constantes b;, con ¢ =
1,2,3,4,5,6; que son los elementos del bloque superior derecho de la
matriz 7', de la ecuacion (157); ademaés, se dividio entre el coeficiente
de la maxima potencia de w. Los coeficientes Ay, Ay y Az son funciones
de [ de la forma:

Ay = —Cegl — (Coa + Css) (1 + Z)

Ay = —C (Z_ 1>2 — (Cls + C% — C55Ck0) l~<1 + l~> +

o (G (1)l (1:41))

2

As = (C3,Cs5 — 2C45C16C56 + CisCo6 + Cus (Cs6 — Cs5C66)) (ZN— 1) [.

Es posible dar soluciéon a la ecuacion (161) mediante el método
de Cardano para resolver ecuaciones algebraicas de tercer grado con
coeficientes reales [36]. De tal forma que las soluciones son:
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by = —% — (6’/5(3/\2 - A1)>/ (3(—27A5 +9 AA; — 247+

[4 (3As — A2)* 4 (—27A5 + 9 MA, — 2A§)2] 2) 3) +

27A3 + 9 Ay — 203+
3f( 3+9MA,

\/4 (30 — A2)® + (—27A3 + 9 MA, — 2A§>)2)

wl—=

G = —%+<(1+i\/§) (38M: = A3)) / (3V/A(~27A3 +9 A~

203 + \/4 (37 — A2)® + (—27A3 + 9 AA — 2A§)2) > -

6\/_ (1-9v3) (2705 +9 MAy — 203+

W=

VABh — A+ (~27A + 9 WA, — 2A51”)2>

Gy = —%+ ((1-v3) (30— 43)) / (3VA (2705 +9 A~

1
3

203 + \/4 (30 — A2)® + (—27A5 + 9 oA, — 2A§)2> -

1 )
7 (1 + z\/§) (—27A5 + 9 AA; — 243+

\/4 (38 — A2)® + (—27A5 + 9 AA, — 2Ai’)2)

Wl

donde las constantes A;, Ay v A3 estdn tnicamente en términos de
los modulos elasticos del material del cual estd compuesto el sélido
helicoidal.

Graficando las tres soluciones anteriores para [ como funciéon de w
en términos de variables adimensionales, se da lugar a la estructura de
bandas parciales como se muestra en el grafico siguiente.
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Figura 24. Estructura de bandas fondnicas para un sélido helicoidal
con constantes elasticas adimensionadas Cyy = 1.5, Cy5 = 0.4,

046 = 0, 055 = 19, 056 =1.5 y 066 = 2.5.

Para la banda central se pueden calcular de forma analitica los
bordes de banda si se toma é = 0, las raices son:

5 1
Wo_ = B (044 + Cs5 — \/(044 — 055)2 + 4025)

5 1
Wo, = 5 (044 + Css + \/(044 — 055)2 + 4025)

VEw

Ciq

\ 3.3

i 3.0¢
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2.0

\\‘\\ A () £ . 23
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Figura 25. Banda central entre «; y W3 en [ = 0 para un sélido
helicoidal con constantes elésticas adimensionadas Cyy = 1.5,
045 - 04, 046 - 0, 055 - 19, 056 =1.5 y 066 = 2.5.
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Por lo cual el ancho de banda central esta dado por

Aw = wp, — wo_

Aw = \/(044 — 055)2 + 40%5

Notese que el ancho de banda central estd expresado tinicamente
en términos de tres de los 21 moédulos elésticos y éste se anula cuando
Cu=Csy Cyis = 0.

Figura 26. Ancho de banda central como funcién de los parametros
Cu y Css para Cys fijo.

Css

Figura 27. Ancho de banda central como funcion de los pardmetros
Cys y Css para Cys = 0

Ademés, para un medio isotropico, como se mostré en la seccion
34, Cyy = Cs5 = py Cys =0, por lo cual no hay banda central.
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Figura 28. Estructura de bandas en que la banda central se anula,
constantes elasticas adimensionadas Cyy = 1.5 = Cs5, Cy5 = 0,

046 = 0, 056 =1.5 y 066 = 2.5.
Para las bandas laterales, entre las soluciones Wy y w3
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Figura 29. Bandas laterales entre ws y w3 en é = (0.5 para un so6lido
helicoidal con constantes elasticas adimensionadas Cyy = 1.5,
045 - 04, 046 - 0, 055 - 19, 056 =1.5 y 066 = 2.5.
Utilizando métodos numéricos se determiné que la banda se encuen-
tra aproximadamente para valores de é = +0.5. El ancho de banda en
este caso depende de los 6 parametros Cyy, Cys, Cyug, Cs5, Cs6 v Cee.
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También se encuentra que el ancho de la banda lateral se anula
cuando las constantes b3 vy b5 de la matriz T' se anulan, es decir, cuando

C1466(55 - CY456156 =0

C(44(756 - C’456146 =0

Por ejemplo, si Cyg = Cs¢ = 0, se obtiene lo siguiente:

VP o
Cug
b 25

20f F

45 -10 -0s 05 10 15 ¢

Figura 30. Estructura de bandas en que las bandas laterales se
anulan para un so6lido helicoidal con constantes elésticas Cyy = 0.7,
C45 - 02, 055 == 15, Cﬁ6 =12

Considerando lo anterior, en el caso en que Cyy = Cs5, Cy5 =0 y
ademés Cyg = Cs6 = 0, ambas bandas deben cerrarse.
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Figura 31. Estructura de bandas cerradas para un sélido elastico con
constantes elasticas Cyy = Cs5 = 1.7, Cy5 = Cys = C56 = 0, Cg6 = 1.5

Para un medio isotropico se cumple que Cy; = Cyg = Cs56 = 0 por
lo cual se cierran las bandas como se muestra en la figura 31.

Partiendo del solido helicoidal mas general posible, en este capitu-
lo se estudio6 la propagacion de ondas elasticas en analogia al caso de
ondas electromagnéticas que se propagan en cristales liquidos colesté-
ricos. Se resolvio analiticamente el caso de ondas que inciden sobre el
solido de manera paralela el eje de la hélice que inducen los vectores
caracteristicos de la red cristalina del medio. Siguiendo el mismo razo-
namiento del caso electromagnético, la ecuacion resultante de resolver
las ecuaciones gobernantes es una ecuacion algebraica de tercer orden
que se resuelve analiticamente mediante el método de Cardano. En la
figura 24 se muestra una grafica donde estan presentes las tres solucio-
nes de la ecuacion de tercer orden resultante para valores dados de los
modulos elasticos del material utilizando variables adimensionales de
frecuencia y naumero de onda. Se calculé también el ancho de la banda
central calculando los bordes de la banda en el centro de la grafica para
[ = 0 y se observo que, incluso para el caso més general posible, éste
depende tnicamente de tres de los veintiiin moédulos elésticos del ma-
terial. Por ultimo se verific6 que para un medio anisotropico las bandas
efectivamente estéan cerradas.



Conclusiones

En este trabajo se estudia la propagacion de ondas electromagnéti-
cas y elasticas a través de medios helicoidales. Se comenzo6 tratando el
problema de una celda de cristal liquido colestérico sobre la cual incide
una onda electromagnética plana con una frecuencia dada. El cristal
liquido colestérico es un material que a pesar de su fluidez tiene un
ordenamiento molecular en promedio paralelo sobre planos. Ademaés,
debido a la geometria de las moléculas de cristal liquido, en la direc-
cion perpendicular a los planos de ordenamiento paralelo se induce un
giro formando una estructura helicoidal.

Se resolvieron analiticamente las ecuaciones de Maxwell dentro del
cristal liquido colestérico en la representacion matricial de Marcuvitz-
Schwigner aplicando una rotaciéon a las componentes de los campos
eléctricos y magnéticos de manera independiente pero simultaneamente
en el sentido opuesto del giro del colestérico. La rotacion se aplicod a
todo el sistema con la finalidad de anular la dependencia de la variable
asociada al eje de la hélice. En dicha representacion de las ecuaciones de
Maxwell en forma matricial, la soluciéon se expresa como una ecuacion
de eigenvalores que da origen a una relaciéon de frecuencia de la onda
incidente en funcién del numero de onda. Si la onda electromagnética
incide de manera normal a la superficie de la celda que contiene al
cristal liquido, es decir, incide de manera perpendicular a los planos
de ordenamiento molecular, la relacién entre el ntimero de onda y la
frecuencia de la onda da origen a una banda de reflexiéon parcial que
prohibe el paso de la luz caracterizada por ciertas frecuencias.

Se analiz6 el ancho de la banda como funcién de los indices de
refraccion ordinario y extraordinario, y se encontro que se éste se anula
cuando ambos indices de refraccion son iguales en magnitud.

En analogia al caso del cristal liquido colestérico se consideré un
medio en so6lido con estructura helicoidal sobre el cual incide una onda
elastica con frecuencia dada. El sélido helicoidal se construye artificial-
mente de manera que el nimero de laminas por cada periodo sea su-
ficientemente grande para poder considerar el giro como continuo. Las
ecuaciones que describen el estado de deformaciones del material debido

67
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a la onda eléstica son la segunda ley de Newton del medio continuo que
detalla el estado de esfuerzos del medio y la ecuacién constitutiva del
medio elastico que relaciona linealmente los desplazamientos en puntos
sobre el cuerpo con los esfuerzos aplicados sobre el mismo. Utilizando
que el tensor de esfuerzos es simétrico por conservacion del momento
angular y en la teoria lineal de deformaciones, el tensor de elongacion
también lo es; es posible utilizar una representacion de vectores con las
seis componentes independientes tanto del tensor de elongaciéon como
del de esfuerzos. En tal representacion, la forma lineal de la ecuacion
constitutiva relaciona al vector de las seis componentes independientes
del vector de esfuerzos con el vector de las seis componentes del ten-
sor de elongaciéon mediante una matriz de 6 x 6. Haciendo un estudio
termodinédmico de las deformaciones se deduce que la matriz de 6 x 6
es simétrica con unicamente 21 componentes independientes. Para el
solido helicoidal la matriz de 6 x 6 proviene de ordenar los elementos
independientes de la matriz de la ecuacion constitutiva del medio na-
tural que contiene a los médulos elésticos del material que compone al
medio, a la cual se le aplic6 una rotacion asociada al giro de la hélice,
es decir, el angulo con el que se depositaron las capas de sustratos en
el solido como funcién de la variable asociada al eje de la hélice; en
este caso z. Con ello, los elementos de la matriz de 6 x 6 en el medio
helicoidal son funciones tanto de z como de los médulos elésticos del
medio natural.

Debido a las condiciones del sistema, las soluciones del tensor de
esfuerzos y el vector de desplazamientos tienen amplitudes reales de-
pendientes de la coordenada en direccion del eje de la hélice (z) y una
parte compleja oscilatoria dependiente de la posicion, el vector de onda,
el tiempo y la frecuencia de la onda incidente.

Las componentes del tensor de esfuerzos que no estan en direcciéon
del eje de la hélice se describen por ecuaciones algebraicas las cuales se
eliminan para reducir el nimero de variables. Las otras tres componen-
tes independientes del tensor de esfuerzos mas las tres componentes del
vector de desplazamientos pueden arreglarse convenientemente dando
lugar a un vector de seis componentes que permita escribir las ecuacio-
nes que describen al sistema en una representacion matricial analoga a
la de Marcuvitz-Schwigner en el caso electromagnético, pero en térmi-
nos de los esfuerzos y desplazamientos.

Ya que el sistema fue construido aplicando una rotaciéon a un sélido
anisotropico, es tutil aplicar la rotaciéon inversa a todo el sistema para
anular la dependencia de la variable del eje de la hélice. En el caso
en que la onda elastica incide de manera normal a la superficie del
material, es decir, cuando el vector de onda es paralelo al eje de la hélice,
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la solucion de la ecuacion de eigenvalores da una relacion de dispersion
entre el niumero de onda y la frecuencia de la onda incidente. Dicha
relacion da origen a una estructura de bandas que impide el paso de
ondas que porten ciertas frecuencias para intervalos de nimero de onda.
Expresando dicha relaciéon en términos de variables adimensionales, se
obtiene como resultado que es posible crear dispositivos que, variando
la longitud de la hélice o el material que se utilice, es decir, la densidad y
las constantes elasticas, las bandas de reflexion se localicen en intervalos
seleccionados.

Se observa que el ancho de la banda central depende tnicamente
de tres de los veintiin moédulos elésticos del material y ambas bandas
se cierran cuando los elementos fuera de la diagonal de la matriz de
modulos elasticos son cero y los elementos de la diagonal son iguales.
Esto pasa en particular en el caso de un material isotrépico, lo cual
explica que no se presenten bandas de reflexiéon para estos materiales.

Para materiales con ciertas simetrias, el nimero de médulos elésti-
cos se reduce y es posible encontrar el intervalo de frecuencias prohi-
bidas. Asi, es posible disenar un dispositivo que impida el paso de un
intervalo de frecuencias a elegir, escogiendo el material de acuerdo a
sus modulos elasticos y su densidad.

Queda como motivacién para trabajos posteriores plantear numé-
ricamente la solucion a los problemas estudiados, ahora en el caso en
que las ondas inciden de manera oblicua, asi como el estudio de los
coeficientes de reflexion y transmision del medio helicoidal para hacer
una caracterizacion més completa de estos dispositivos.



Apéndice A

Los 21 elementos de la matriz simétrica de la ecuaciéon constitutiva
que corresponde al sistema con simetria helicoidal S;, como funcién
de z pueden expresarse en términos de los 21 moédulos elasticos del
material. Para calcularlos se aplican rotaciones en torno al eje de la
hélice del material, en este caso z, tanto al tensor de esfuerzos como al
tensor de elongaciones, las cuales en la representacion de vectores de seis
componentes estan dadas por las ecuaciones (150) y (155). Esto permite
encontrar las siguientes expresiones explicitas para los elementos de

Si1 = Chicos* (qz) — 2015c08° (qz) sin (qz) — 2Cy3c0s (qz) sin® (qz) +
1 , .
1 (4C33sin* (qz) + (2C153 + Cae) sin® (2¢2))
1

Sip = 5 {(C1a — Ca3) cos (4qz) + (C11 — Cs3) sin (2qz) + cos (2qz) X
(Ci2 + Coz + (Cry — 2C13 — O + Cs3) sin (2q2)) }

1
Sz = 3 {C11 +6C13 — Cag + C33 — (C11 — 2C13 — Cag + Cs3) X
cos (4qz) + 2 (Cra — Cy3) sin (4q2)}

Sy = Cycos® (qz) — (Cis + Cyy) cos® (q2) sin (qz) + (Coz + Cay) ¥
cos (qz) sin® (qz) — Csssin® (¢2)

S5 = Cisc05” (qz) + (Cry — Oys) cos® (qz) sin (qz) — (Coy — Css) X
cos (qz) sin® (qz) + Caysin® (¢2)

1
Sie = Cigcos® (qz) + Cagsin® (qz) — 56’26$in (2g2)

70
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1
S = 3 {C11 —2C13+ Cy + C33 — (C11 — 2C13 — Cag + Cs3) X
cos (4qz) + 2 (C13 — Cy3) sin (4q2)}

1
So3 = 3 {(Ca3 — C42) cos (4qz) + (C11 — Cs3) sin (2qz) + cos (2qz) %
(Cra + Ca3 — (Cr1 — 2C13 — Uy + C33) sin (2q2)) }

Say = cos(qz) (Cogcos (2qz) + (Cry — Csyq) sin (2qz)) — sin (gz) %
(Casc0s (2gz) + (Ci5 — Css) sin (2¢z))

Sos = sin(qz) (Caacos (2qz) + (Cra — Csy) sin (2gz)) +
cos (qz) (Cascos (2qz) + (Ch5 — Css) sin (2¢z))

Sag = Cogcos (2qz) + (Crg — Csg) sin (2qz)

Sz = Cszcos* (qz) + 203c05” (¢2) sin (qz) + 2C1ac0s (q2) sin® (qz) +
1
1 (4C1sin* (gz) + (2C13 + Cae) sin® (2¢2))

Ssy = Cs4c08” (qz) + (Coy — Cs5) cos® (qz) sin (qz) + (Crq — Cos) X

cos (qz) sin® (qz) — Cissin® (¢2)

Sss = Casc05° (qz) + (Cos + Csy) cos® (qz) sin (qz) + (Cis + Cay) X
cos (qz) sin® (qz) + Cusin® (¢2)

Sag = Csgcos” (qz) + Cogcos (qz) sin (qz) + Cigsin® (qz)
Sy = Cuycos® (qz) + Csssin® (qz) — Cyssin (2qz)

Sys = = (2C5c05 (2qz) + (Cyg — Cs5) sin (2¢z2))

N | —

Sue = Cygcos (qz) — Csgsin (qz)
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Sss = Cssc08” (qz) + Cuysin® (qz) + Cyssin (2¢2)
Ss¢ = Csgcos (qz) + Cygsin (qz)

566 = C(66
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Apéndice B

Al sustituir los elementos 0,,, 04y v 0y de las ecuaciones (133),
(134) y (136) en las tres componentes de la ecuacion constitutiva para
Ouzy Oyz Y 02, de (136), (137) y (138); asi como en las tres ecuaciones
de la segunda ley de Newton de (139), (140) y (141), se tienen seis
ecuaciones para las derivadas respecto a z de los elementos del vector ¥
de la expresion (142). Dichas ecuaciones estan expresadas en términos
de los elementos restantes del vector W. Las ecuaciones resultantes son:

du 1
Ua(2) = — { (% — S55566) (Ses (ks S1ate(2) + ikySaaus(2)+
(

dz A1S66 ( (

ik Soaty(2) + ikySaauy(2) + iky Suau,(2) + ikySisu(2) —
02:(2)) — Sae (ikyS161s(2) + ihySaeuy (2) + ik Sauy (2)+
ikySsety(2) + thky Saeus(2) + ikySseu.(2) — 0..(2)))}

) _ 21 ik S16Sus Satta (=) — ik SasSusSigtia (=) + ik
S15S56Ua(2) + ikySosSits (2) + ikyS16S4aSs6 (2) +
ikyS26544 556Uy (2) — 1k 51454655515 (2) — 1kyS24546 X
Ssetiz(2) — ikyS15514866Us (2) — 1kyS25S14Seetz(2) +
ikS14545 66U (2) + 1k S24545 Seets (2) — 1hkySa X
Sus sty (2) — ik, S36545Su6ty(2) + ik SasSisuy(2) +
ik:y535556uy(z) + ik S96514 S561y (2) + ikyS36S44 X
Ssety(2) — 1k 524546556y (2) — 1kyS34546 56Uy (2) —
i1K3S25544566Uy (2) — 1kyS35514 566U (2) + 1k S24S45 X
Seetty(2) + ik, S34545Se6uy (2) + ik, SisSssu(2) —
ik, Su5946 5561 (2) + ikySuuSegus (2) + ikySisSeeu.(2) —
ik?y5445555'6(5uz(2) + 5465560xz(z) - 5455660m(2) -
Siﬁgyz(z) + S448660y:(2) + S4551602(2) — 5445560zz(2)}
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du,(2)
dz

1
= _A_ {21{;3;5’16525%@) + ’ikySQGSZ5U$(Z) - ika!5S45S46X
1

Uy (2) — 1kyS25S45Su6Us (2) — 1hkyS16514 555Uy (2) — ikySae X
S44S55U5(2) 4 1k3S14546S55Uz (2) + hyS24516 555U () +
ikpS15544556Uz (2) + 1k S15544S56Us (2) + 1k S25544556 X
Uy (2) — 1k S14545556 — 1kyS24.545 9564 (2) + ik, So6S7s ¥
uy(2) + ik‘y5’36525u3/(z) — 1kyS95545 46Uy (2) — 1kyS35545 X
Sty (2) — 1kyS26514 555Uy (2) — 1hyS36514.S55uy(2) + ik, X
S94846555Uy (2) + 1kyS34516S551y (2) + 1k S25514.556 X

Uy (2) + iky S35514 S56y (2) — 1k S24545 556Uy (2) — iky X
S34545556Uy(2) — Su16595504:(2) + SusS5604:(2) + Sus X
S460y:(2) — S4aSs60y.(2) — Sir,Uzz(Z) + 5445550zz(2)}

do.(z)
dz

= k2Snug(2) + 2k, k,Sious(2) + kssggux(z) — wrpu,(2) +

k2S1o0u,(2) + kokySi3uy(2) + kpkySaau, (2) + /{:5523 X
wy(2) + k2S14u, (2) + koky,Sisu.(2) + kok,Saqu.(2) +
k2 Sasu(2) — Sgg X (kpSig + kySag) ((kaSie + kySas) X
Uy (2) + (kySae + kySse) uy(2) + kySasuz(2) + kySseu.(2)
+i0,,(2)) — ((ksS16S556 + kyS26S56 — kuS15566—
kySa5S66) ((k2S16S46 + kySa6S6 — keS14S66—

kyS24566) Uz (2) + (kyS26S16 + kyS36S16 — KzS24566
—kyS34S66) Uy (2) + ke Sigus(2) + kySueSseu.(2) —
kyS1aSeeuz(2) — kySasSestz(2) — iS6604:(2) +
i54602:2(2)))/ (See (Su5S66 — Sa6556)) +

((km (—516545546 + S155%6 + 516544556 — S14516956—
515514566 + S14545566) + ky X (—S26545546 + S25 X

Sits + 526514555 — 524516556 — S25544566 + S4515566) )
((kac (516546555 — 816515556 — S15546556 + S1455+
S15545566 — S145955566) + Ky (526546555 — S26545S556—
So5546556 + S2452 + 525515566 — 524555566)) Uy (2)+
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(ky (526546555 — S965455956 — S25516556 + S24.556 + S25545566—
S94555566) + ky (536546555 — S36545556 — 535546556 + 5345526+
S35545566 — 534555566)) Uy(Z) + szZGSE)sUz(Z) — 2k 545546 X
Ssetiz (2) + ke SuaSasu, (2) + ke SisSeets (1) — kySiaSssSseus(2) +
i9250,.(2) — 1555966022(2) — 184655602 (2) + 154556602 (2) +
1846555022 (2) — 159455560 :2(2))) / ((Sa6Ss56 — S15566) x

(526555 — 2545516556 + S15566 + Sua (5526 — 55556(5)))

doy.(2)

dz

k2S19uq(2) + kaky (Sis + Saa) ug(2) + k) St (2) + k2 X
Sootty (2) + 2k, ky Sazu, (2) + k;Sgguy(z) — w?puy(2) +
k2 Soqu.(2) + kyky (Sas 4 Saa) us(2) + k:5535uz(z) —
Seo (kpSag + kySs6) ((krSie + kySae) e (2) + (kuSas+
kySa6) Uy (2) + kpSieu.(2) + kySseuz(2) +i0,.(2)) —
((k2Sa26956 + Ky S36956 — kuS25S66 — kyS35966) X
((kzS16S46 + kySa6516 — kuS14S66 — kyS24566) s (2)+
(kyS26Sa6 + kyS36S16 — k524866 — kyS34.566) Uy(2) +
ke S2ou.(2) + kySa6S56uz(2) — keS1aSeets(2) — kySas X
Seetz(2) — 1S66022(2) +15460..(2)))/ (S X

(Su5S66 — SasS56)) + (ke (—Sa6Su5Sus + SosS5+
S26544956 — 524546556 — 525544566 + 524545 566) +

k, (_536S45S46 + 3553 + 536514556 — 534546556 —
S3554466 + 934545566)) (ke (S16S46555 — S16 %

S15S556 — S15516556 + S14555 + S15545966 — S14555 X
See) + ky (526516955 — S26545S56 — S25916 556+

S24S2g + S25545566 — 524555566 ) ) s (2)+
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(kx (526546555 — So96545556 — 825546556 + S24555 + S25545 X
Se6 — S524.955966) + Ky (36546555 — 36545556 — 935546556+
5345526 + 535545566 — 334555566)) uy(2) + kxszﬁs%uz(Z) —

2k 5455465561 (2) + ki SuaSzsu, (2) + ke St Sests (2) — Ky X
SuaS55S661s(2) + 1525042 (2) — 15555660 22(2) — 1S469560,2(2) +
18455660y (2) + 19465550 . (2) — 1545556022(2)))/

((546556 — S45566) (526555 — 2545516556 + Si5566+

(S5 — S5556s)))

do..(2)

o= —wpu, (2) — ikyo,.(2) — ikyo,.(2)




Apéndice C

Es posible ordenar las seis ecuaciones del Apéndice B en una re-
presentacion matricial de la forma d%\If = MWV como se muestra en la
ecuacion (143) donde W es el vector que contiene las tres componentes
independientes del tensor de esfuerzos y las tres componentes del vec-
tor de desplazamientos como se muestra en (142). Como resultado de
ordenar las ecuaciones mencionadas M es una matriz de 6 x 6 cuyos
elementos son explicitamente como se muestra a continuacién.

{
Mll == A_ (Dka + ngy)
1

7
My = 1 (Dsky + Digky)
1

M13 = ka
1 2
My, = N (S55566 — Sz6)
1
M5 = A (S46556 — S15566)
1
Mg = — (545556 — S16555)

A
l

M21 - A_ (Dka + D5k'y)
1

iE
Ay
M23 = Zk’y

MQQ = (D5l€X + D4k'y)

1
Moy = 1 (516556 — S15566)
1

1

Mor —

(Sa4S66 — Sis)

7
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1

Mop —
26 Al

<S4E>S46 - S44556)

1
M31 = — (Dlokr + Dgl{?y)

Ay
1
M32 - A_ (DSkz + Dlgky)
1
M33 - 0
1
M3, = T (S45S56 — S16555)
1
1
M35 = T (545546 — S4aS56)
1
1 2
M3 = A_ (544555 - 545)
1
1
My = 1 {2k,ky (—D5S15 + DgS16 — S14526516955 + S12536555+
1

5145926545556 + 514525516556 — 2512515516556 — S14.524 556+
5125814525 — S14525545566 + 512535566 + S14.524555 566 —
512514555566) + ki (511536555 + 5%6 (544555 - 535) -
2511545546556 — S14555 + 511514555 + 2516 (S15545546—
514516555 — S15514556 + S14545956) + S11575S66 +

St4S55566 — S11.514555566 + Sis (544566 - Siﬁ) +

2514515 (S16S56 — S15566)) + k; (2D7S26 + 522576555+

Sae (144555 — 525) — 2559545546556 — 534595 + S295445%; +
S22575 566 + 554555566 — 9225145955566 + S35 (544566 - 556) +
2554595 (16556 — S15566)) — Aiw’p}
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1
A {kﬁ (D5515 + DgS16 — 514526516955 + S125446555+
1

514526545556 + 14595516556 — 2512545546556 — S14524 X
525 + S125145%5 — 514525515566 + S12575 566 + S14524 X
Ss5966 — S12514555566) + kyky (D1S16 + 2D7S%6+
515536515546 — S3552 — S15535575 — 14536516555 +
513536555 + 522526555 + 536 (544555 - 525) — S15536 X
S44556 + 514536545556 + 2524525546556 + 515534546556 +
514555516556 — 2513545546556 — 2522545516556 — $3455 —
512595452 + S13514556 + 522514555 + 955514566 + S15535 X
544566 — 2524525545566 — 515534545566 — 514535945566 +
513575566 + 522555566 + 954955566 + 514554955566 —
S13544955566 — 922544955 566) + k; (D11Sa5 + D1 S26—
S54536516955 + 23576555 + 524536545556 + 924935516556
—2553515516S56 — 24534556 + S23.514525 — 524555 X
Sa5S66 + 523575566 + 924534555566 — 523544555566)}

M43 == O
)
My, = — (DQkx + D3k?y)
Ay
Mys = —— (Dok, + Dsk,)
Ay
7
Mys = T (D1ok, + Dsky)
1
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1
T4 {ki (—D5515 + DgS16 — 514526516955 + S12576555+
1

5145926515556 + 514525516556 — 2512515516556 — S14524556 +
5125814525 — 514525545566 + 512535566 + S14.524555 566 —
S12544555566) + kpky (D1S16 + 2D7526 + S15536515 516 —
535536 — S155355%6 — S14936546555 + S13536555 + 522575555
+S55 (544555 - 525) — 515536514556 + 514536545556 +
2524595546556 + 515934546556 + 514535546556 — 2513545546556 —
2599545546556 — 5224S§6 - 514534S§6 + 513544S§6 + 52254455?6 +
535514566 + S15535514566 — 2524525515566 — S15534545 566 —
514535545566 + S13575S66 + 522535566 + 554555566 + 14934 X
S55566 — 913514955566 — 922514955 566) + k; (D11S25 + D1S26—
54536516555 + 23576955 + 524536545556 + 24535516556 —
2593515516556 — 524534556 + 23544555 — S24535S15566 +
S23535.566 + 524534555566 — S3544555566) }

1
1 {2k, ky (D11S25 + D1S26 — S24536516555 + S23536.555+
1

545936545556 + 24535516556 — 2523515546556 — 2453455
S23514.5%5 — 924535545566 + 523535566 + 524534555566 —
523514555 566) + k. (2D7S26 + 822835555 + S (S14.555—
525) — 2559845546556 — S5y + 2254492 + S29.52 Se +
534555566 — 522514555566 + S35 (544566 - 526) + 2594525 X
(S46S56 — S15566)) + k; (53354%6555 + 53 (544555 - 555) -
2533545546556 — 934555 + 533514555 + 2536 (S35545546—
S34516555 — 535514556 + S34545956) + S33575S66 +
S§4S55566 — 533544555566 + S§5 (544566 — 54%6) + 2554535 X
(S46556 — S15566)) — A1w2p}

M53:0

l

M54:A_1(

D3k, + Disoky)
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l

M55 = (D5k’$ + D4]€y)

Ay
{
M56 - A_ (DBkz + Dlgky)

1
M61 - 0
MGQ - 0

Mez = WQP

Mgy = ik,

M65 == Zky

M66 =0

En donde, para simplificar, se utilizaron las siguientes sustituciones:
Ay = 835555 — 2545546556 + Saa Sz + Si5S66 — S14555566
Dy = — 8536575+ 535545516+ 536.544.S55— 534516555 — 535,544 556534 545 56
Dy = 516516555 — S16545556 — 515546556 + 514556 + 515545566 — 514955 66
D3 = S56S46555 — S26.545 956 — 525546556 + 524556 + 525545566 — 524955 66
Dy = —S36S45S16+S355 351536544556 — 34516556 — 535,544 566+ 534 545 66
D5 = — 5565454652555+ 526514456 — 24546 S56— 525544 S66+524.545 566
Dg = —525575+ 525545516+ 524544.555— 524546555 — 525544956+ 524545 56
D7 = 895545546 — 524516555 — 525544556 + 524545556

Dg = —525545S46+524516 555+ 526 (Si:, - 544555)+525S44556—S24545S56
Dy = _316345S46+Sl5526+516s44556_514546556_815544SG6+SI4S45SG6
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D1g = —515545546+514546 555+ 516 (535 - 544555)+515544556—514S45556
Dy = S36515516— 53555 — 536514556 + 534516 956 + 535544 S66 — 53451566
D1y = 535516555 — 36545556 — 535516556+ 534 55 + 935 545 S66 — 534555 S66
D13 = —535545546+ 534516555+ 536 (535 - 544555)+SS5S44556_S34S45556



Apéndice D

Por la manera en que se construyé el medio helicoidal, depositando
capas delgadas de un material anisotrépico sobre un sustrato que rota,
las componentes de la matriz M de la ecuacion (143), que se muestran
explicitamente en el Apéndice C, tienen dependencia en la coordenada
del eje de la hélice. Por ello, es conveniente aplicar una rotacién en
el sentido opuesto del giro de la hélice con la finalidad de resolver
analiticamente la ecuacion (143) lo cual, siguiendo el calculo, lleva la
ecuacion mencionada, bajo un cambio de variable, a otra similar de la
forma L& = T'® como en la ecuacion (146) donde T' es también una
matriz de 6 X 6 pero ahora con elementos constantes. Estos se muestran
explicitamente a continuacion.

Ti = - {(Doh, + Dyky) cos” (¢2) + (Doks + Dik,) sin® (42) +
1

3 (Dt Do)k + (Diz-+ Do)y sin 202) |

l

Tio i {Dsk, — Dok, + Diok, — Dsk, — 2iA;q + ((D3 + Dy) ky+
1
(D12+ D5) k?y) COS (2(]2) —|— ((D5 — DQ) k’x—f—
(Ds = Dy) k) sin (242)}
T3 =i (kycos (qz) + kysin (qz))
1 .
Ty = A, { (5% — S55566) cos® (¢2) + (Sis — SaaSes) sin® (qz) —
1
(546556_ 545566) sin (2(]2)}
1
T15 = ﬂ (2545566 — 2546856) COS (2(]2) + (SZ%G — 5526 - S44566+
1
S55866) sin (QQZ)}

83
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1 .
Tis = N (S46S55 — S15556) cos (qz) + (S4aSs6 — Si5546) sin (qz) }
1
Ty = QLAI (Dy — D3) ky 4 (D5 — Dys) ky + 2iA1q + ((Ds + Ds) kot
(D12 + Ds) ky) cos (2q2) + ((Ds — D) ky + (Ds—
Ds) ky) sin (2qz)}

Ty = ﬁ {2 (Dsk, + Dak,) cos® (qz) + 2 (D2k, + Dsk,) sin® (qz) —
1
((Dg + Dg) k)x + (Dlz + D5> k'y) sin (2qz)}

Ty = i {kycos (qz) — kysin (¢z)}

1

Ty, = YR (2545566 — Sa6S56) cos (2qz) + (526 - Sg(s — S1a566+
1
555566) sin (2qz)}
1 ‘
Ty = A { (S35 — S14Ses) cos® (qz) + (S35 — S5556) sin® (¢2) +
1

(846556_ 545566) sin (2(]2)}

1

T —_
26 Al (

S14S56 — Su5546) cos (qz) + (Su5556 — S16S55) sin (¢z)}

7 .
T31 = A_ {(Dlokx + DSky) cos (QZ) + (ngx + DlSky) sin (QZ)}
1

7 .
Tsp = —— {(Dshs + Dusky) cos (qz) — (Do + Dsky) sin (¢2)}
1

T33 - 0
1 .
T34 — A_ (546555 — 545556) CcOS (q2) + (544‘5’56 - 545546) Stn (qZ)}
1
1 .
Tys = - (544556 — Sa5S46) cos (qz) + (Si5556 — Sa6S55) sin (gz)}
1
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1
T3 = A_l (5'35 - 544555)

1
T {(—2DskykyS15 + 2DgkykyS16 + 2D7k2S26 — k2576535 —
1

/{:5536525 + 2k2S15516545546 — k§5125526 — k;SSE)SfG + k2 x
S%.5844S55 + k§S§6544555 — 2k2814516546 555 — 2kok,S14 ¥
So6S16S55 + k251155555 + 2Kk, S12575555 + k5522526555 —
2k2S15516544 556 + 2k2514516545 556 + 2Kk, 514526545556 +
2k3514515516S56 + 2k2kyS14:525 546556 + 21{3; X 594525546
Sse — 2k2S11545546556 — 4k, 5125455146556 — 27{3;522545 X
Si6Ss0 — k252,82, — 2,k S14504S2, — k252,82 + K25y X
544556 + 2kxky812544s526 + k?§5225445526 + k£5125544566 +
k55225s44866 — 2k2514515545 66 — 2K,k 51452554566 —
2k§524525545566 + /{25511525566 + 2kmky5125255’66 + /{:2 X
522535566 + k§5’%4555566 + 2kykyS1a X 524555566 +

k253, 555566 — k511514555566 — 2kakyS12514555 566 —
k522814555566 — A1w?p) cos” (qz) + (2D11kaky Sas+
2D7k2S26 + 2D1kykySag — k353655 — kiS3655s + 2k2Sg5 X
S36S45Sa6 — k3 S35.S15 — Ky S35916 + k3935514 Sss + ky S5 %
S14Ss55 — 2kyky 524536546555 — 2k;S34536 546555 + k2 Sas X
2S5 + 2ok, Sas S S + k255352555 — 242 555555 X
514556 + 2k kyS24536515S56 + 2k S34.536. 545556 + 2k X
52452551656 + 2kkyS24535 51656 + 2k 534535 516556 —
2k2 522545516556 — 4kaky 23545516556 + 2k S33S45 X
Si16S56 — k253,555 — 2kakyS245345% — k253,55 + kS22 X
514526 + 2kykyS23514S56 + ki S33.544 556 + k2535514566 +
k55325844566 — 2k2 524595545566 — 2Kk, S24535545S66—
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2k5534535545566 + k2522575 S66 + 2kaky X S23535S66 + kzsszs x
S3=S66 + k2534555566 + 2Kk, S24534555S66 + k§S§4S55566 —
k2595514555566 — 2kkyS23514.555 66 — k55335’44555366 -

Alep) sin? (qz) — (D5kchl5 — Dgk2S16 — D1kyk,Si6—

D11 k2 Sy5 — 2DzkykySag — D1k Sag + kokyS36S3s — kukyS15S36 X
Sus5S46 + kiokySas St + kukyS15535S5s — kukySaeS1aSss +

kism X S26546555 + kzkyS14536546555 + k3524536546555 -
k251255955 — kikyS13556S55 — kukyS22S76Ss5 — k;SggSZ6S55 +
kiukyS15556 514556 — k2514526545556 — kikyS14536515 956 —
k5824536s45856 — k2514525546556 — 2k kyS24525546956 — kokyS1s X
534546556 — Kk, 514535546556 — k§S24S35S46S56 + 2k2515545 ¥
Su5556 + 2k kyS13545516556 + 2Ky kyS22545546 556 + 27{33523545 X
Su6S56 + k251452455 + koky S5, S2 + kukyS1453455 + k25245345§6 -
k2512514525 — kokyS1354495 — kypkyS29S14525 — k:55235445§6 —
kmky5225s44566 — kykyS15535 544566 + kg25514525545566 + 2k, ky X
524525515566 + kzkyS15934515566 + kzkyS14535545566 + k‘5524 X
S3551566 — k2512535566 — kakyS13535 566 — kakyS22575 566 —
k?35'23525566 — k2814524555566 — kkyS34S55566 — kiukyS14534555566 —
k2824534s55566 + k2514544555566 + k2kyS13544S55S66 + Kzky X
522544555566 + k§SQ3S44555566) sin (QC]Z)}

1 .
= A {sin (q2) ((2kyk. (—D5S15 + DgS16 — S14526516555+
1

512526555 + 514526545556 + 514525546556 — 2512545516556 —
514592452 + S1251455 — S14525515566 + S12555566 + S14524 X
Ss5566 — S12514555566) + k2 (511526555 + 7 (544555 - 525) -
2511545546556 — 5%455?6 + 511544S§6 + 2516 (515545546 — S14%
S16555 — 515514556 + S14545556) + S11.555566 + 14955566 —
511514555566 + St (544566 - Sfﬁ) + 2514515 (S16556— S15566))
+k§ (2D7526 + 89953, 55 + S (544555 — 525) — 2559545 X
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Sa6S56 — 954955 + 522514555 + 22575566554 555 966 — 522514555566 +
Sa (544566 - SZG) + 2554525 (S46556 — 845566)) — A1w2p) cos (qz) +
(ki (—D5S15 + DgSi6 — 514526516555 + 512526555 + 514526545556+
514525516956 — 2512515516556 — 512924955 + S1254455 — S14525 X
Sa5566 + 5’12525566 + 514524555566 — 512544555566) + kyky (D1 S16+
2D7 526 + 515936515546 — S355% — S15535575 — 14536516555 +
513576555 + 22526555 + S (544555 - 525) — 515536544556 + S14 X
536545956 + 2524525516556 + 515534546556 + 514535516956 —
2513545516556 — 2522545546556 — 3495651493452 + S13514555 +
522544536 + 5225544566 + 515535544566 — 2524525545566 — S15934 X
S15S66 — 5145935545566 + 13575566 + 522535566 + 554555566 +
514534555566 — 513514555566 — 922514555566) + k; (D11525+

D1 S5 — 524536546555 + 523526555 + 524536545556 + 524535546 X
Ss6 — 2593545516956 — 2453452 + S23.514555 — 524535515566 +
59357524534 555 566 — 523544555566)) sin (qz)) — cos (qz) X

((k’i (—D5515 + DgS16 — S14526516555 + 512526555 + 514596 %
Sa5S56 + S14525546556 — 2512545516956 — S1452455¢ + S12544 X

Sz — 514525515566 + 512575 S66 + 14524555566 — 512544555566) +
koK, (DISIG + 2D7596515536545516 — Sa5S5s — 15935555 — 514536 X
Sa6Ss5 + S13536555 + 5229735555 + Sag (544555 - 525) — 515536544 ¥
Ss6 1+ 514536545556 + 2524595546556 + 515934546956 + 514935546 X
Sse — 2813545546956 — 2522545516556 — 954556 — S145345%6 + S13 X
S4aS%4 + 82251455 + 53551466 + S15535514566 — 2524525515566 —
515534545566 — S14535515S66 + S13535566 + 522575566 + 534955 X
Se6 + 914531955566 — 913514955566 — 922514955566 ) + k; X

(D11525 + D155 — 524536516555 + 523576955 + 24536545556+
54555516556 — 2523515546556 — 24534555 + 523514525 — Sau X
S35515566 + 523575566 + 24534955566 — 523544555566)) X

cos (qz) + (2kzky (D11S25 4+ D1.S26 — 524536516955 + Sa3Sie X
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Ss5 + 524536545956 + 524535546956 — 2523545546556 — 924534 X
S3s + 523514555 — 524535545566 + 23575566 + 524534555556 —
523544555 566) + k2 (2D7826 + 89953, S55 + S (—525—1—

5'44555) — 2599545546556 — 52243526 + 5225445526 + 522525866 +
534555566 — 522514555566 + S35 (544566 - Szﬁ) + 2594525 X
(S16556 — S15566)) + k; (533526555 + S5 (544555 - 525) -

2533545516556 — 954556 + S33.514556 + 2536 (535515546 —
S34546555 — 35514556 + S345915956) + 33555566 +

534555566 — 533514555966 + S35 (544566 - 526) + 2534535 X
(S46556 — S15566)) — Alwzp) sin (qz))}

Ty =0

Ty = Ail (Daky + Dsk,) cos® (q2) + (Dsky, + Dak,) sin® (gz) +
1

l

T45 = A (Dg — Dg) k'g; + (D5 - D12) ky - 22.fqlq + ((D3 + D9> k93+
1

(Di2+ Ds) ky) cos (2qz) + ((Ds — Ds) ky + (Dy — D3) ky)
sin (2qz)}

'l. .
Ty = A, (D1oks + Dsky) cos (qz) + (Dska + Disky) sin (qz)}



I5

APENDICE D 89

IR
1 {sin (qz) ((2kzky (D11S25 + D152 — S24.535546555 + Sag X
1

S3555 + 5245936545556 + 24535516556 — 2523515546556 — Saa X
534S§6 + 5235445526 — 594535545566 + 523525566 + 594534 X
Ss5566 — S23.514555566) + k2 (2D7526 + 822835555 + Sz x
(S44S55 — Si5) — 2522515516556 — S34556 + 52251455 + Soa X
St5S66 + S31555566 — 522514955566 + S (544566 - 526) +
2554935 (16556 — Sa5966)) + k; (533526555‘1‘ S5 (S14Ss55—
535) — 2533545546556 — S2492 + S3354452 + 2536 X
(555515546 — S34546555 — 355445956 + S34515.556) + S33535 X
See + 83?4555566 — 533544555566 + S§5 (544566 — 526) + 28534 X
S35 (S46S556 — Su556)) — A1w2p) cos (qz) — (ki (—D5S15+
DgS16 — 512596546555 + 512556555 + 514526545556 + 514595 X
S16956 — 2512545516556 — 51452452 + S12544555 — 514525 X
S45S66 + S12575566 + 5149245955566 — 512544555566) + Ky ¥
k, (D1S16 + 2D7S% + S15536545546 — Sa5555 — S155355 35—
514536516555 + 13576555 + 52257655555 (544555 - 525) -
515536544556 + 514536545556 + 2524525545556 + S15534 X
546556 + 514535516556 — 2513545546556 — 2522545546556 —
534525 — S145345% + 513514555 + 522514555 + 55544566 +
515535544566 — 2524595515566 — 915534515566 — 914935 X
S15S66 + S13535566 + S22555566 + 534955566 + S14534 X
S55566 — 913514955566 — 922514955 566) + k; (D11 So5+

D126 — 524536546555 + S23575S55 + 924536545556 +
54555516556 — 2523515546556 — 24534555 + 52351455 —
S94535545966 + 23575566 + 524534555566 — S23544 X

Ss55566)) sin (qz) + cos (qz) ((kgx (—D5S15 + DgS16—
514526546555 + 512526555 + 514526545556 + S14525 X

Sa6956 — 2512545546556 — 514524S§6 + 5125445§6 — S X
S25545566 + 512525566 + 514524555566 — 512544555566) +
koky (D1S16 + 2D7S56 + 15536545546 — 535536 — 515935536 —
514536545555 + 513526555 + 522526555 + 536 (544555 — 525) —
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S15536:544556 + 514536545556 + 2524525546556 + S15534 X

S16S56 + 514535516556 — 2513545516556 — 2522545545556 —

S2,52: — 514593452 + 513514525 + S225449% 4+ S55544S66 +

515935514566 — 2524525545566 — 515534545566 — 514535 X

S15566 + 513575566 + 522575566 + 534555566 + 514534 X

S55566 — 513944555566 — 922544555 566) + k; X

(D11525 + D152 — 524536516555 + 523576955 + 24536545 X

Ss6 + 524555516556 — 2923515546556 — 2455455 + S23.51452 —
54535515566 + S23575 566 + 524534555566 — 523544555566)) X

cos (qz) — (Qkxky (—D5515 + DgS16 — 514526516555 + 512526555+

514596515956 — 14525546556 — 2512515516556 — 14524556 +

51251455 — 14525545566 + S12575566 + 514524555566 —
512514555 566) + k2 (511556555 + % (544555 - 525) — 2511545 %

Si6Ss6 — S14556 + 511514555 + 2516 (S15545546 — S14516555—

515514556 + S14545556) + 511575566 + 14555566 — S11.514555566 +

Sts (544566 - 526) + 2514515 (S16S56 — 545566)) + k?; (2D7 S5+

522836555536 (544555 - 525) — 2592815516556 — 534556 + S22 X

5443526 + 522825866 + 531555566 — 522544555566 + 535 (S1aS66—
Sis) + 2524525 (S16556 — S15566)) — Arw?p) sin (¢z)) }

1
— _A {(2D11kxky525 + 2D7k‘§526 —+ 2D1kxkys26 — kiSSGSES_
1

K2S2,5% + 2023 SanSusSin — k25552, — K2SES2 + K2 x
S36514555 + k§S§6544555 — 2kykyS24.536546555 — 2193534 X
S36546555 + k2822975555 + kakys23526555 + %533526 X
Sss — 21{75535536544556 + 2k, Ky 524535545556 + 21%3534 X
S36545556 + 2k§S24825546S56 + 2k, ky 524555546556 +

2k? 5345355146556 — 2k3522.545516556 — 4kakyS23S4s X
S16556 — 2k2 53545 X SugSss — k22,52, — 2hiaky SuaSsa X
5526 — k§S§4S§6 + k§5225445526 + 2@5235445?6 + /{:5533><
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S14Szs + k2535544555 + k§S§5S44566 — 2k2594595 54566 —

2k, K, S24.935545S66 — 2k2S34535545566 +

k259955 Se6 + 2Kk, S23575S66 + k5533sz5566 + k253, 555566 +

2k Ky 52453455566 + k§S§45555’66 — k2829514555566 — 2Kk, X
523544555566 — k5533544855566 - A1W2P) cos® (qz) +
(—2DskykyS1s + 2DgkykyS16 + D7k Sas — k2S16Sis — ki S36Sts+
2k2515516545 546 — k297553 — k;S%E)Siﬁ + k252544555 + k§S§6 X
S14Ss5 — 2k2514516516S55 — 2k ki S14526 546555 + k2511556555 +
2k, Ky S12556S55 + k25925555 — 2k251551654456 + 2k2S14516 X
Su5Ss6 + 2k kyS14526S15 556 + 2k2514515S146 556 + 2k kiyS14525 X
S16S56 + 2k 52452551656 — 2k2522545516556 — k214555 — 2kaky x
51452493 — k§S§4S§6 + k251184455 + 2k K, S12S445% + k;Sgg X
S44Szs + k257554466 + kZS§5S44566 — 2k2514515545 66 — 2Kk, X
514595545566 — 2k2524825545566 + k2511575566 + kaky512525566 +
k35225i5366 + k25755566 + 2k kyS145245955 566 + k35224555566 -
k925511544355566 — 2k k512544555566 — k5522544555566 - Alwzp) X
sin® (qz) + (Dsk2S15 — Dek2S16 — DikykySie — an;Szg, —2X
DrkykySag — D1k} Sa6 + kukyS35Sts — kakyS15936545S16 + kokySis X
SZG + kxky515s35526 - kxky5226s44555 + kg25514526s465’55 + kyky X
514536545555 + k3524536546555 — k2812556555 — kykyS13556555 —
kiyky 22556555 — kzszssfﬁsm + kykyS15536514556 — k2S14526 X
545556 — kukyS1a X 536545956 — k5524836545556 — k2514525546556 —
2k kyS24525546556 — KiukyS1593484656 — KukyS14535516S56 —
k7524535546556 + 2k2S12545 546956 + 2k S23545546 556 +
k2514524556 + kiokySa, Sz + kukyS1453455 + kZSQ4Sg4S§6 —
k251254452 — kokyS13544S2s — Kk, S22S514S55 — k55235445§6 -
kxky5225544566 — kykyS15535544556 + k923514525545566 +

2k kyS24524545566 + kukyS15534545566 + kukyS14535545566+
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k5524535545566 — k2812555566 — kukyS13555S66 — kukyS22555S66 —
k55235’i5566 — k251455455566 — kukyS3,555566 — kukyS1aS5a X
S55566 — k5524s34855566 + k'3235125445555’66 + kykyS13544.555S66 +
kK, S92514555 566 + k5823544555566) sin (2qz)}

T53 - 0
7 .
T54 = ﬂ (D3 — Dg) kx + (Dlg — D5) ky + 22A1q + ((D3+
1
Dg) kx + <D12 + D5) ky) CcoSs (26]2) + <<D5 — DQ) kx—l—
(D4 — D3) ky) sin (2qz)}
T = ﬁ {2 (Dsky + Dyky) cos® (qz) + 2 (Dsky + Dsky) X
1

sin® (qz) — (D3 + Dq) ky + (D12 + Ds) ky) sin (2qz) }

7; .
Teg = T {(Dsk, + Disky) cos (qz) — (Droky + Dsky) sin (qz)}
1

T61 = 0
T62 = 0
T3 = —WQP

Tsa = 1 (kycos (qz) + kysin (qz))
T = 1 (kycos (qz) — kysin (qz))

T66 — 0
Con

A= 526555 — 28545546556 + 5445526 + 825566 — 544555566
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Dy = —8S36S575+ 555545516+ 536.544.555— 534516555 — 535,544 56534545 56
Dy = 516516555 — S16545556 — 515546556 + 514556 + 515545566 — 514955 66
D3 = 556516555 — S26.545556 — 525546556 + 524556 + 525545566 — 524555 66
Dy = —S36545S16+S35S 35+ S36S144 556 — S34546 56— S35544 566 +534545 S66
Ds5 = —S26545 16525536 +526544. 56— 524516556 — 52554466524 545 6

Dg = —S55575+525 51516+ 524514555 — S24.516.S55— 55544 556+ 524545 56
D7 = 555545546 — 52451655 — S25514956 + 524545556
Dg = —595545546+524546 5551526 (Si5 - 544555)+525544556—S24S45556
Dy = —516545516+515575 1516514556 — S14.516.556 — 15544 S66+ 514545 S66
Dy = —515545516+514546 555+ 516 (525 - 544555)+515544556—514545556
D11 = S36545546— 35575 — 536514556+ 534516 S56 -+ 535544566 — 5345145 S66
D1 = S35516555 — 536515556 — 535516556 + 534556+ 35545 S66 — S34.555 66
D13 = 534546555 — 535545516+ 536 (525 — 544555)+535S44S56—534S45556
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