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RESUMEN

Esta tesis propone una extension del Método del Elemento Finito Estocastico Espectral (MEFEE)
en dos dimensiones al caso de materiales elasticos lineales anis6tropos con que se construyen
estructuras térreas. Con esta técnica numérica se estudid la influencia de la variabilidad espacial
de los parametros de los materiales, representada mediante campos aleatorios, sobre los
resultados de la evaluacion del estado de desplazamientos y esfuerzos de la cortina de una presa
de tierra construida por capas. La extension se desarroll6 con base en las herramientas de la
formulacion matematica original de este método. Tal ampliacion permite tratar la variabilidad
espacial por medio de campos aleatorios Gaussianos Yy realizar investigaciones de la influencia de
la incertidumbre sobre los parametros elasticos lineales anisétropos (moédulos de elasticidad y
relaciones de Poisson) en forma aislada o conjunta. La extension se plante6 para estados planos
de esfuerzo y deformacién. Consistid inicialmente, en representar los elementos de la matriz de
elasticidad en forma lineal a través de una expansién polinomial. Posteriormente, para derivar las
ecuaciones de equilibrio estocasticas, los campos aleatorios de las propiedades del material a
modelar se discretizaron con una expansion en serie de Karhunen-Loéve con variables aleatorias
expandidas en caos polinomial. El campo aleatorio de los desplazamientos nodales se represento
a través de una expansion en caos polinomial. La ampliacion del enfoque espectral desarrollada en
este trabajo se validé con un sdlido cubico, en el que los resultados tuvieron buena concordancia
con el método de Monte Carlo. La funcionalidad de la extension del MEFEE a estructuras térreas
se demostré con el andlisis estocastico de la cortina de una presa de tierra, cuyos resultados
permitieron conocer aspectos de la variabilidad espacial de las propiedades de los materiales que
son relevantes para la evaluacion del peligro de agrietamiento en este tipo de obras. Finalmente,
se dieron algunas recomendaciones para mejorar la modelacién de la incertidumbre en presas de
tierra y enrocamiento mediante esta técnica.



ABSTRACT

In this thesis an extension of Spectral Stochastic Finite Element Method (SSFEM) in two
dimensions to case of anisotropic linear elastic materials was proposed. With this numerical
technique the influence of spatial variability, represented by random fields, on the results of the
evaluation of the state of displacements and stress of an earth dam built by layers was studied. The
extension was based on the original formulation tools of this method. This extension allows
modeling the spatial variability by means of Gaussian random fields and studying the influence of
the uncertainty on individual or combined anisotropic linear elastic material parameters
(deformation modulus and Poisson’s ratio). The extension was developed for plane stress and
plane strain states. It consisted initially, in representing the elements of elasticity matrix linearly
through a polynomial expansion. Subsequently, to derive equilibrium stochastic equations, random
fields of material properties to model were discretized using Karhunen-Loéve expansion with
random variables expanded in polynomial chaos. Random nodal displacement field was
represented through a polynomial chaos expansion. The extension of spectral approach developed
in this study was validated by means of a cubic solid, where the results were in good agreement
with Monte Carlo method. The functionality of the extension of SSFEM to analysis of earth
structures was shown through of stochastic analysis of an earth dam, whose results led to know
aspects of the spatial variability of the material properties that are relevant to the assessment of the
danger of cracking in this type of works. Finally, to improve the modeling of uncertainty in earth and
rockfill dams using this technigue some recommendations were given.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Las presas de tierra y enrocamiento, desde su construccién hasta después del primer llenado,
estan sujetas a deformaciones que conducen al desarrollo de fuerzas de tension que pueden
originar el agrietamiento del terraplén. Este fendmeno puede desencadenar otros, como: erosion
interna, fracturamiento hidraulico y tubificaciéon, los cuales pueden provocar la falla de la presa.
Para poder evaluar el comportamiento de este tipo de estructuras se ha recurrido al Método del
Elemento Finito (MEF) (Alberro, 1975). Esta técnica numérica ha sido muy util para cuantificar de
forma anticipada, especialmente durante su construccion, desplazamientos, deformaciones y
esfuerzos y con ello evaluar posibilidades de falla de la estructura.

Este tipo de estructuras se construyen de forma artificial con materiales que se caracterizan por
ser heterogéneos y anisotropos. La heterogeneidad se debe a la historia geoldgica del suelo, la
cual conduce a variaciones espaciales importantes de un punto a otro en las propiedades del
suelo; ademas, las condiciones de colacién durante la construcciéon puede agregar desviaciones
importantes (Auvinet y Gonzalez, 2000). La anisotropia es inducida por el proceso de construccion,
que genera una deformabilidad mayor en direccién vertical que en direccion horizontal. Ambos
factores inciden en la exactitud de los resultados de los andlisis con el MEF, pero su incorporacién
en la modelacion numérica puede mejorar el pronéstico del comportamiento de la estructura. La
anisotropia, es un efecto que se incluye directamente dentro del modelo constitutivo del suelo. La
variabilidad espacial, derivada de la heterogeneidad, se trata como una fuente de incertidumbre
gue se puede representar y cuantificar de forma racional mediante la teoria de probabilidad y el
MEF, lo cual resulta en el Método del Elemento Finito Estocastico (MEFE) (Cambou, 1974;
Auvinet, 2002).

Los primeros analisis de agrietamiento en presas de tierra y enrocamiento con el MEF, se
enfocaron al estudio de la formacién de zonas de tension (Covarrubias, 1970). En el caso de la
modelacion estocastica, el énfasis ha estado en evaluar el efecto de la incertidumbre de los
pardmetros del suelo sobre los desplazamientos y esfuerzos desarrollados en el cuerpo del
terraplen (Louault, 1997; Pérez-Duarte, 2000). En estos andlisis, generalmente se ha recurrido a la
técnica de perturbaciones (Auvinet, 2002; Kleiber & Hien, 1992), en donde primero se calcula la
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solucion del sistema mediante el MEF y después, a través de las técnicas aplicables a funciones
de variables aleatorias (perturbaciones), la incertidumbre. Sin embargo, cuando se requiere
evaluar la variabilidad espacial, se recomienda recurrir al concepto de campo aleatorio (Auvinet,
2002), el cual permite tomar en cuenta la correlacion espacial de las propiedades del suelo.

Una opcién para tratar con la variabilidad espacial, son los métodos basados en expansiones
ortogonales en el espacio de Hilbert (Matthies y Keese, 2005), especificamente el Método del
Elemento Finito Estocastico Espectral (MEFEE) propuesto por Ghanem y Spanos (1991). En este
método la representacion de la variabilidad y de la respuesta es de forma intrinseca, desde la
formulacion. EI MEFEE, tal como lo formularon Ghanem y Spanos, representa solamente la
variabilidad del modulo de elasticidad E mediante campos aleatorios Gaussianos. Algunos trabajos
previos (Pineda, 2007), permiten concluir que, en el caso de analisis geotécnicos, el MEFEE es
una herramienta Util para evaluar el comportamiento de presas de tierra y enrocamiento.

El objetivo de esta tesis es realizar una extension del MEFEE en dos dimensiones al caso de
materiales elasticos lineales anis6tropos. Con esta técnica nimerica se estudia la influencia de la
variabilidad espacial, representada por campos aleatorios, sobre los resultados de la evaluacién
del estado de desplazamientos y esfuerzos de la cortina de una presa de tierra construida por
capas.

La extension se realiza con base en las herramientas matematicas del MEFEE; permite tratar la
variabilidad espacial mediante campos aleatorios Gaussianos y realizar investigaciones de la
influencia de la incertidumbre sobre los parametros elasticos lineales anisétropos en forma aislada
0 conjunta.

En la primera parte de este trabajo, se presentan los aspectos tedéricos de la teoria de elasticidad
para suelos is6tropos y anisétropos. Como antecedentes, se proporciona un panorama de la
influencia de la anisotropia sobre el comportamiento elastico lineal del suelo. También, se exponen
los aspectos importantes del problema de agrietamiento en presas de tierra y enrocamiento.
Posteriormente, se presentan las herramientas matematicas basicas de la formulacion del MEFEE.
Se exponen las consideraciones importantes para la extensién del enfoque espectral al caso
anisotropo, con las cuales es posible el desarrollo de las ecuaciones de equilibrio estocéasticas del
MEFEE. La extansion del MEFEE se valida con sélido cubico y los resultados se comparan con el
Método de Monte Carlo, asimismo se establecen conclusiones. Enseguida, se realiza el analisis
estocastico de una presa de tierra y enrocamiento. Mediante la distancia de correlacion se estudia
cdmo se propaga la variabilidad de los parametros sobre la incertidumbre de los campos de
desplazamientos y esfuerzos. Con los resultados obtenidos de este analisis, se calculan las
probabilidades de fractura en la presa. Finalmente, se presentan conclusiones generales y se dan
recomendaciones para mejorar la modelacibn de la incertidumbre en presas de tierra y
enrocamiento mediante esta técnica numérica.
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ANALISIS DETERMINISTAS DE ESTRUCTURAS TERREAS CON EL MEF

2.1 Introduccién

El estudio del fenbmeno de agrietamiento en presas de tierra y enrocamiento ha sido un tema de
gran interés para los ingenieros desde hace mas de sesenta afios. Entre ellos se puede mencionar
a Casagrande y Sherard (Marsal & Reséndiz, 1975) quienes clasificaron los factores que se
asocian con el desarrollo de grietas. Las primeras aportaciones del tema mediante analisis
numeéricos realizados con el Método del Elemento Finito (MEF) se debieron a Covarrubias (1970) y
fueron un punto de partida para el entendimiento de los factores que influyen sobre el estado de
esfuerzos y deformaciones que se desarrolla en la cortina de una presa de tierra y enrocamiento y
que puede dar lugar al agrietamiento de la misma, siendo el MEF una herramienta util para
analizar tal problema.

En todos los andlisis con el MEF se busca establecer simplificaciones que permitan que el
problema sea facil de estudiar, tal como lo sefialaron Clough y Woodward (1967). La concordancia
de los resultados numéricos con la realidad dependera de las hipotesis implementadas en el
modelo de elemento finito.

En el analisis de estructuras térreas, una primera simplificacion esta relacionada con el
comportamiento constitutivo de los materiales. Alberro (1998) determind (con base en mediciones
de campo), que durante la construccién de una cortina, el comportamiento del material se puede
aproximar como elastico-lineal, caracterizado por un médulo de deformacién E y una relacién de
Poisson v. Otra hipétesis que ha simplificado la evaluacion de esfuerzos y deformaciones en
presas de tierra, es considerar que el comportamiento de los materiales constitutivos de la cortina
es isotropo. Estas simplificaciones, han aportado conclusiones importantes acerca del fenémeno
de agrietamiento en estructuras térreas, relacionado con la localizacion de las zonas de tension
(Covarrubias S. W., 1975; Hansteen, 1995; Louault, 1997). Asimismo, los resultados de estos
analisis, han motivado a realizar investigaciones con el MEF considerando anisotropia (Pérez-
Duarte, 2000), aspecto importante del comportamiento de los materiales con que se construyen las
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presas de tierra y enrocamiento y que se ha constatado mediante mediciones de campo (Marsal,
1976).

Estos resultados han permitido estudiar de forma cualitativa el fendbmeno de agrietamiento en
estructuras térreas. Se ha podido establecer la sensibilidad a los parametros del material de la
formacion y localizacion de zonas de tensién que conducen a la formacion de grietas.

En este capitulo se presentan los aspectos teéricos de la teoria de elasticidad para suelos
is6tropos y anisétropos. Se proporciona un panorama Util de la influencia de la anisotropia en el
comportamiento elastico-lineal del suelo. Finalmente, se habla del problema de agrietamiento en
presas de tierra y enrocamiento, haciendo énfasis en la influencia de los pardmetros constitutivos
sobre la formacion de zonas de tension.

2.2 Antecedentes
2.2.1 Teoria de elasticidad para suelos isétropos
2.2.1.1 Determinacién de las constantes elasticas de rigidez

De acuerdo con la teoria de elasticidad los esfuerzos y deformaciones se pueden relacionar
linealmente de la siguiente forma:

Oy = Cijkl €y (2.1)

Donde o, es el tensor de esfuerzos, &, es el tensor de deformacion lineal y C,, son llamadas

constantes elasticas que corresponden a un tensor de cuarto orden con 81 componentes, este
tensor relaciona nueve componentes del tensor esfuerzo con nueve componentes del tensor
deformacién. Si se considera simetria de los tensores esfuerzo y deformacién, entonces el nimero
de constantes elasticas independientes del tensor Cy se reduce a 36, siendo una matriz de 6x6
(Lekhnitskii, 1963).

La ecuacion (2.1) se expresa en forma matricial como:

(0) =(c)(&) (2.2)
Con:

O-XX gXX

ny ‘9yy

O-ZZ 822

Oy Eyy

o, &y,

GZX gZX
y




Capitulo 2
Andlisis deterministas de estructuras térreas con el MEF

Cllll C1122 C1133 C1123 C1131 C1112
C2211 C2222 C2233 C2223 C2231 C2212
Cijk| — 23311 23322 23333 23331 Cc::33312 23312 (24)
2311 2322 2333 2323 2331 2312
C3111 C3122 C:3133 C:3123 C3131 C:3112
Clle C11222 C1233 C1223 C1231 C1212

siendo x=1, y=2, z=3.

Las constantes elasticas Cjq caracterizan las propiedades del material y satisfacen que la energia
de deformacién debe ser positiva, la cual se expresa como:

1
W = Ecijkl Ei€u (2.5)

Si se asume que existe dicha energia, los esfuerzos se pueden expresar como la derivada de la
energia de deformacion W con respecto a la deformacion &; (Lekhnitskii, 1963):

o, =C..¢& —M 2
ij ijkl “kl agij ( 6)
Derivando la ecuacién 2.5 nuevamente con respecto &, se tiene:
o°'W  OJo;
-—l_c 2.7
0e,06, 08, @7

Realizando la segunda derivada de la ecuacion (2.5) pero invirtiendo el orden de las derivadas, se
obtiene:

W _ 9% o 2.8)
de,0s; O < '
Por tanto:
Cijkl :Cklij (2.9)

Esta condicion de simetria reduce la matriz de constantes elésticas independientes de 36 a 21
coeficientes independientes; este caso se conoce como anisotropia elastica. Cualquier otra
reduccion en el numero de constantes se puede realizar mediante las restricciones impuestas por
las propiedades de simetria del material (ver inciso 2.2).

Si las propiedades del material se consideran independientes de la rotacién con respecto a un gje;
este eje es llamado de simetria. Cuando el material tiene tres planos ortogonales de simetria
(referidos al comportamiento esfuerzo-deformacion), el material posee simetria elastica ortotropica.
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En el caso is6tropo, el material se considera el mismo en cualquier direccion del sistema de
coordenadas ortogonal y la ecuacion constitutiva esfuerzo-deformacién (2.1) no cambia con
ninguna transformacion de ejes coordenados. En este caso la matriz Cjy (de 21 coeficientes) se
reduce a dos constantes elasticas (Lekhnitskii, 1963). Considerando una notacion compacta Ciy =
Cij

c, C, C, O 0 0
c, ¢, C, O 0 0

C = C12 C12 C11 0 0 0 (2.10)

! 0 0 o C, O 0 '
0 0 0 o C, O
0 0 0 0 0 C,
Donde Cy44 €s una constante elastica que depende de C;; y Cy,, S€ €xpresa como:
1
C44 = E(Cll - C12) (2.11)

Para materiales elasticos lineales is6tropos, la ley de Hooke generalizada (2.1) en un sistema de
coordenadas espaciales se expresa (William & Soutas-Little, 1973):

Cijkl = /15ij Oy + /u(é‘iké’jl +9, 5jk)

(2.12)
Oy = ﬂgkkéij + Zﬂgij
Donde ¢; es delta Kronecker expresada como:
li=j
o = o (2.13)
0 i#]
Ay uson las constantes de Lamé, definidas en términos de constantes ingenieriles, como:
E Ev
G=u= A= 2.14
oy Y T ana-2n) (219)

Siendo E el médulo de elasticidad y vla relacion de Poisson, expresadas de la siguiente forma:

E:,u(3/1+2,u) . A

= 2.15
A+u 2(1+ u) (2.15)
G es frecuentemente usada en lugar de uy es llamada mdédulo de rigidez.
La ecuacion constitutiva (2.1) se puede escribir en términos de deformaciones
& = Sijklo-kl (2.16)
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Donde Sjq son constantes elasticas, llamadas también coeficientes de deformacion. Estas
constantes conforman un tensor de cuarto orden. De acuerdo con la ecuacion (2.16), la ley de
Hooke generalizada también se expresa como:

& = é{(1+ V)o; —VO, 0, } (2.17)

2.2.1.2 Elasticidad plana

En elasticidad plana, los problemas se pueden estudiar considerando que prevalece: 1) un estado
de plano de deformacion que corresponde a un cuerpo largo (te6ricamente infinito) en el que las
cargas estan uniformemente distribuidas en la direccidn infinita y no tienen componentes normales
a los planos finitos; 2) un estado plano de esfuerzo, el cual corresponde a una placa plana de
espesor pequefio constante, en donde las fuerzas actiian en el plano de la placa.

Estado plano de deformacion

En este estado el desplazamiento u, en direccion z (direccion infinita) es cero, mientras que uy y uy
son independientes de z, eso define la condicién de deformacién plana con:

€ = gyz =&, = 0 (218)

Asi, las relaciones constitutivas esfuerzo-deformacion en términos de la ley de Hooke generalizada
se expresan como:

O =M +8,)+ 208, &, = i[oxx -v(o,, + azz)}
E
oy =Uey t&,)+2ue,, &,= E[O'yy -v(o,, + UZZ):I
E (2.19)
1
0, =Mey + &) 0= E[O'ZZ -v(o, +0o, )]
Oy =2HE,
En forma matricial
1) En términos de las constantes de Lamé:
O 2u+ A A 0\ &,
oy |= A 2u+ad 0 |lg, (2.20)
o 0 0 2ull e

Xy Xy
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2) En términos de constantes elasticas:

E(l-v) Ev
o 1+v)A-2v) (@Q+v)1-2v)
0” B Ev EQ1-v)
GW Tl @+v)@-2v) (@+v)1-2v)
N 0 0 E
1+v
con:
O_zz = m(()—xx ’ O-yy)
v(o,, + ny)

Estado plano de esfuerzo

La condicién en estado plano de esfuerzo se define como:

Las relaciones constitutivas se escriben como:

1
O = ﬂ’(‘gxx + 8yy &, ) + Zlugxx’ S = E(O-xx -
Oy = Me,, + &,y + &,)+ 2ue,, &, = —(cryy
v
0=Ae,, +é, +¢&,)+2ue,, £, :—E(O'XX
5 _1+v
O-xy - /ugxy' gxy - E O-xy
En forma matricial
1) En términos de las constantes de Lamé:
o 2u+A A 0\ &,
oy |= A 2u+A 0 |lg,
o 0 0 2ull &

Xy

gXX

gxy

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)
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2) En términos de las constantes elasticas:

E Ev

0
2 2
., 1-v¢ 1-v g,
B Ev E 0
Ty 1-v? 1-v? W
Oy £y
0 0 E
1+v
con:
(gxx gyy)
c 20u+A)
—1—(£XX + ayy)
y
E Ev
= 2’ = e—
H= oy Y T as

2.2.2 Teoria de elasticidad para suelos anisétropos

(2.26)

(2.27)

(2.28)

La respuesta esfuerzo-deformacion de un material elastico-lineal es una funcion de las constantes
elasticas Cjq que caracterizan las propiedades del material y cuyo nimero esta determinado por
los planos de simetria observados. Un plano se considera de simetria siempre y cuando, las
deformaciones resultantes de la aplicacion de cargas simétricas con respecto a tal plano, sean

también simétricas. Por ejemplo, si se aplica una tension en direccion o;, como se muestra en la
Figura 2.1, la deformacion y,, es nula, por tanto las deformaciones en el plano x;-x2 son

simétricas.

=

kd

a \ >
s T2

Plano de simetria

(a) Material con plano de simetria x;-x2

Figura 2.0.1 Material con un plano de simetria (Kollar & Springer, 2003)

(b) Deformacion y,;=0
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2.2.2.1 Ortotropia

Cuando un material presenta tres planos de simetria que coinciden con los planos coordenados
del sistema de referencia el material es ortotrpico, Figura 2.2. Un material ortotropico es un
material anisétropo. En este caso, el comportamiento esfuerzo-deformacién de los materiales se
aproxima con nueve constantes elasticas (Lekhnitskii, 1963).

x=1«"

Figura 2.2 Material con tres planos de simetria (Kollar & Springer, 2003)
2.2.2.2 |Isotropia transversal

Si en un material con tres planos de simetria (ortotrépico), uno de ellos se toma como un plano de
isotropia (propiedades iguales en todas las direcciones), el material se nombra is6tropo
transversalmente. Las propiedades de los materiales esfuerzo-deformacién seran diferentes en el
plano de isotropia que las de un plano transversal a éste. La direccion vertical, normal al plano de
isotropia, se considera un eje de simetria de rotacion. La matriz de constantes elasticas Cy esta
constituida por cinco coeficientes independientes de la siguiente forma:

Cll C12 C13 O

C12 Cll C13 0

C13 C13 C33 O
0 0 0 C,

0O 0 0 0 C,

0 0

o O O O

(2.29)

o O O O O

1
O 0 ©O E(Cll -C.,)

Generalmente los suelos estan constituidos por capas horizontales, lo que implica que las
propiedades sean independientes de la direccién horizontal y el eje vertical, que representa la
variabilidad de las propiedades del suelo, en cualquier punto es un eje de simetria radial, Figura .
Las propiedades, entonces, son diferentes en el plano horizontal y en el vertical. En este caso un
andlisis de isotropia transversal permite aproximar el comportamiento esfuerzo-deformacién de los
suelos.

10
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Figura 2.3 Suelo estratificado con isotropia transversal (Zienkiewicz & Taylor, 1994)

Tomando un sistema de coordenadas ortogonal cartesiano y definiendo x-y como el plano de
isotropia y z como el eje de simetria de rotacion. Las relaciones esfuerzo-deformacion se escriben
de la siguiente forma (Lekhnitskii, 1963):

14
— _ vh
Ox _Cllgxx +C12‘9yy +C13822, Exx = E_(Gxx - tho-yy)_ E 0,
h v
o, =C,e, +C e, +C & &, =—1 (0, — VO ~
yy — Y12%xx 11%yy 132z vy E yy hh™ xx E 2z
h \
v, 1
— _ _vh
Oy = Clsgxx + Clsgyy + C33gZZ’ & = E (_Gxx - ny ) + E_O-zz
Y Y (2.30)
C 1
O-yz = 44€yz’ }/ yz = z-yz
th
1
O-xz = C448xz’ J/XZ = G sz
vh
1 1 21+v,.)
= — _ hh
Oy = E(Cll _C12 )gxy' Vxy = G_Txy - E—Txy
hh h

Siendo:

En: mbdulo de elasticidad en el plano de isotropia (plano horizontal x-y)

E,: mddulo de elasticidad en la direccién vertical (eje de simetria z)

Vn: relacion de Poisson que representa la deformacion en el plano horizontal (x-y) debido a
esfuerzos que actuan en la direccion vertical (eje de simetria z)

wn: relacion de Poisson que representa la deformacioén en el plano horizontal (x-y) debido a la
deformacién en ese mismo plano

Ghn: modulo de rigidez al cortante en plano normal al plano de isotropia

Gun: modulo de rigidez al cortante en el plano paralelo al plano de simetria

La convencion v; expresa: i es la direccion en donde se impone el esfuerzo o deformacion; j se
refiere a la direccion de la respuesta.

11
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El grado de anisotropia se mide considerando Ey, = nE,. En el caso isétropo n = 1. Es conveniente
notar que wy # Wn, Y que las constantes elasticas no son independientes y estan correlacionadas
por:

—~=—_"=n (2.31)
Las relaciones esfuerzo-deformacion en notacion matricial se expresa:
o, =Cé, (2.32)

Las constantes elasticas Cj en términos de E, n, wn, Wy, Wn S€ obtienen transponiendo &y &y Y &
de 2.30 para obtener esfuerzos en términos de deformaciones (Barden, 1963), teniendo que:

nE
Cll = _V(l_ VinVhv )

nE
Cp = ¢V (Vo = VeV )

e (2.33)
Ciu = ¢V Vi A+ Vi)

EV
Cys = ?(1_ Vﬁh)

Con ¢ =(1+v,,)A-vy, —2v, V)
La constante C44 = G\, Barden (1963) la deduce considerando lo siguiente:

Para un estado de esfuerzo plano (ox = 0), Figura 2.4, el esfuerzo cortante 7 es igual al esfuerzo
directo oy, y el elemento ABCD se deformara por lo que el angulo derecho DAB se altera una
cantidad y. El triangulo OAB, después de la deformacion es:

OB_1+8W —tan(ﬂ- }/j

OA 1+tg, 2 2

Para muy pequefios valores de &y, &, Y v la expresion de arriba es:
‘gyy —&p =77

De 2.28 y considerando oy =0y oy = -05,

12
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o, (1
Eyyz— E H+VVh

gzz — Gzz (1+ th ]
E n

De esta forma, se tiene que:
o Vv 1
y=6, -8, =21+t — vy,
E n n

. V,
Substituyendo o, =ty n=-" se llega a:

Vvh

E
T:th}/:[ vVhy \JJ/

th + Vvh + 2thvvh

A partir de la expresion anterior C44 Se escribe como:

E

c,=G =G, =———Nn 2.34
“oTw T en+2ny,) (2.34)

O~ -0z Y

L —

Figura 2.4 Elemento para estado plano de esfuerzo (Barden, 1963)
La ecuacion (2.32) se puede escribir de forma invertida como:

& = Sijo-j (235)

donde:

13
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Vhh Vin

N 0

Eh Eh Ev

T S S 0

Eh Eh EV

S, =| ! ! L (2.36)
0 0 0 — 0 0
th
0 0 o o - 0
th
0 0 o o o 2d+vm)

Cj y Sj son también llamadas matrices de elasticidad

2.2.2.3 Elasticidad plana para materiales anisétropos transversalmente

Estado plano de deformacién

En este caso las relaciones esfuerzo-deformacion se expresan como:

O xx Eh (1 - nszh Ethh (1+ Vhn ) 0 Exx
Gzz = E Ethh (1+ th ) Ev (1_ Vlfh) O 822 (2-37)
Xz 0 0 th m gxz

Con: m = (1+vn) (- vin-2n1A0)
Estado plano de esfuerzo

Las relaciones esfuerzo-deformacion son:

Oy n ny, 0 Epy
E
O |= - 2 anh 1 0 gzz (238)
1-nvg, G
Oy, 0 0 Evh (1 _ nVVZh ) €z

v

2.2.3 Aspectos importantes de los parametros de elasticidad

2.2.3.1 Restricciones en las constantes elasticas

14
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Las constantes elasticas Cjx se definen independientes, pero no pueden asumir cualquier valor
arbitrario. Se requiere asegurar que la funcion de energia de deformacion sea positiva y que la
carga aplicada genere deformacion en la direccion de la carga. Para un material is6tropo esta
condicion se cumple si E > 0y -1.0 < v < 0.5. Para un material anis6tropo las restricciones son
(Pickering, 1970):

E,.E,.G,, =0, 1<y, <1-2m7 (2.39)

vh =

La superficie de frontera presentada por (Hooper, 1975) entre v, = 1y Wy = -1 en el espacio
n=Ew/E,, vn, Wn S€ presenta en la Figura 2.5.

Incompressible material

fsotrople material—__

Figura 2.5 Valores limites de 1, y Vi para material is6tropo transversal (Pickering, 1970; Hooper, 1975)

Las relaciones de Poisson son gobernadas por las siguientes relaciones, el comportamiento del
material es incompresible (comportamiento no drenado) si:

1
Vi = (2.40)

n

Vi =1- 5

(2.41)

Es posible verificar el aumento de volumen en compresion vertical u horizontal mediante (Magnan
& Piyal, 1984):
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1 . .

=<V en compresion vertical

2 vh
1 - .

0>1-v,, ——v, en compresion horizontal (2.42)
n

0>21-v,, — 1vvh) + 1(1— 2v,,) en compresion isotropa
n n

La relacion de Poisson de la mayoria de los suelos registra valores positivos que van de 0 a 0.5,
dependiendo del nivel de deformacion impuesto, del grado de saturacién y las condiciones de
drenado durante la carga. En el trabajo realizado por Gazetas (1982) se expone que los valores
negativos de la relacion de Poisson son fisicamente significativos, termodindmicamente aceptables
y realistas para los suelos. Fisicamente, un valor negativo de la relacion de Poisson implica que
cuando el suelo se sujeta a una compresion axial, éste sufre una contraccién lateral en lugar de
una expansion debido a que su rigidez horizontal es mayor que la vertical. Gazetas (1982) da
ejemplos de suelos con estos valores, entre ellos una arcilla de Londres altamente
sobreconsolidada (con una fuerte anisotropia) reportada por Hooper (1975), con valores drenados

de: vin = -0.35, ¥, = 0.0, n = 2.5. De acuerdo con (2.41), el valor de w;, es negativo en suelos
caracterizados por una relacion de n mas grande que 2; sin embargo, este tipo de suelos son
raramente encontrados en la realidad.

2.2.3.2 Caracteristicas anisotropas de los suelos

La mayoria de los suelos en su respuesta a los esfuerzos exhiben algin grado de anisotropia. Esta
anisotropia puede ser inherente o inducida por esfuerzos (Gazetas, 1982). La primera se refiere a
la forma preferencial de los depdsitos de suelos, en donde las particulas se orientan de forma
horizontal, por tanto la fabrica no es idéntica en todas las direcciones. La anisotropia inducida esta
relacionada con el estado inicial de esfuerzos al final de la consolidacion. La anisotropia inherente
se refiere a que la naturaleza del material es anisétropa y el suelo se comporta anisotrépicamente
aunque el estado de esfuerzos inicial sea isOtropo. La anisotropia inducida se debe
exclusivamente a la deformaciéon asociada a los esfuerzos aplicados. (Sivakugan et al., 1993;). La
anisotropia que posee un elemento de suelo in situ, el cual se encuentra bajo esfuerzos aplicados
después de estar sujeto a una historia de esfuerzos particular, es una combinacion de anisotropia
inherente e inducida y es llamada anisotropia inicial (Zdravkovic & Potts, 1999). Estudios
experimentales en suelos han mostrado algunos aspectos importantes de las caracteristicas
anisotropas de los depdsitos de suelo, de los cuales se citan:

Depositos de arcilla uniformes

La formacion de depésitos de arcillas naturales por sedimentacion seguidos por consolidacién en
una direccion por largos periodos de tiempo, establece una fabrica de suelo que se caracteriza por
presentar anisotropia total o parcial. Las particulas del suelo estan orientadas en un arreglo
horizontal. La orientacién ocurre principalmente durante la consolidaciéon secundaria (Yong &
Warkentin, 1975). Esta orientacion y las fuerzas electromagnéticas son la causa del
comportamiento anisétropo de las arcillas.

La magnitud del efecto de la anisotropia sobre los esfuerzos y deformaciones dependerda del grado
de sobreconsolidacion Desde el punto de vista de compresibilidad, las arcillas normalmente
consolidadas o ligeramente sobreconsolidadas presentan grados de anisotropia bajos con valores
de n que van 0.5 a 0.74 (Barden, 1963; Gazetas, 1981; Kempfert & Gebreselassie, 2006;
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Ratananikom et al.,, 2013;); mientras que las arcillas laminadas y sobreconsolidadas pueden
exhibir una marcada anisotropia con 1 < n < 4 (Barden, 1963; Atkinson, 1975; Gazetas, 1981;
Lings et al., 2000; Yimsiri & Soga, 2011;). El sobre secado de contenidos de agua cerca o bajo el
limite de contraccién puede incrementar el grado de anisotropia con valores que pueden llegar a 4
(Frankiln & Matttson, 1972), confirmando la gran influencia de la preconsolidacion en el
comportamiento anisétropo (Gazetas, 1982).

Arenas

La arena también exhibe una anisotropia inherente en su comportamiento, la cual se debe a la
influencia de la gravedad y a la forma de las particulas en el proceso de deposiciéon. Estudios
basados en modelos estructurales probabilistas con particulas esféricas sefialan que la anisotropia
que puede presentar un medio granular de este tipo es consecuencia de la concentracién de los
puntos de contactos en ciertas zonas de la superficie de los granos (Auvinet, 1986). Esta
concentracion depende a su vez fuertemente del angulo de friccion interparticular (Sanchez,
Auvinet, & Cambou, 2014). En arenas con granos irregulares se ha observado que las particulas
adoptan una orientaciébn preferencial horizontal (Gazetas, 1982). En consecuencia la
compresibilidad es mayor en direccion horizontal que en direccion vertical (Ey > Ep) (Hoque &
Tatsuoka, 1998).

En el caso de anisotropia inducida, el médulo de elasticidad es una funcién del estado de
esfuerzos. La anisotropia en arenas bajo condiciones de esfuerzo isétropo se debe a la fabrica del
suelo (Yimsiri & Soga, 2011b), por lo que las caracteristicas de deformacion elasticas de las
arenas se vuelven mas anisétropas bajo condiciones de esfuerzo anisétropo. EI médulo de
elasticidad axial E, se incrementa fuertemente durante pruebas de compresién y decrece durante
pruebas de extension; el modulo de elasticidad radial E; se mantiene constante. Por tanto, el

moédulo de elasticidad E; en direccion i se relaciona principalmente con los esfuerzos o; en esta
misma direccion. La relacién de Poisson 1V, se incrementa con el incremento en la relacién de
esfuerzos o,/on (Holubec, 1968; Hoque & Tatsuoka, 1998; Ezaoui & Benedetto, 2009).

Suelos compactados

Los suelos compactados presentan una anisotropia inherente e inducida. La primera esta
relacionada con la naturaleza del material y la segunda se debe principalmente al estado de
esfuerzos y a las condiciones de estado fisico (saturacion, densidad inicial y método de
compactacion). Zamhari (1999) mediante pruebas de laboratorio y adoptando el modelo
matematico propuesto por Graham y Houlsby (1983) determiné el efecto de las condiciones de
estado fisico sobre los pardmetros elasticos anisétropos, el cual se muestra en la Tabla 2.1.
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Tabla 2.1 Efecto del estado del material sobre los parametros elasticos

Condicion de estado Compactacion estatica Compactacion dinamica
7d Sr n Ev Voh n E, Voh
(t/m°) %)  (EJEw) (MPa) (EJEr) (MPa)

65 1.39 135 0444 1.36 174 0.428
1.78 75 1.20 137 0390 1.14 122 0.363
85 1.36 112 0446 1.09 115 0.348
65 1.16 215 0.334 133 182 0.451
1.88 80 1.08 177 0395 1.34 175 0.468
85 1.12 180 0412 1.24 164 0.448
65 1.23 286 0.392 1.34 270 0.426
1.98 85 1.18 331 0.393 1.37 287 0.492
97 1.01 210 0.39 1.33 215 0.506

2.2.3.3 Determinacién de las constantes elasticas anis6tropas en el laboratorio

El grado de anisotropia de un suelo se puede conocer a partir de pruebas triaxiales estandar de las
gue se obtienen trayectoria de esfuerzos durante la recarga y descarga. En la grafica de la Figura
2.6 se presenta las trayectorias de esfuerzo bajo condiciones no drenadas de tres suelos que
tienen diferente grado de anisotropia. La gréfica esta representada en términos de g’ — p’, donde
g=01'-03; ¥y p'=(01'+203)/3. Las direcciones de los esfuerzos dependen del valor de n = Ey/E,. Si
la trayectoria de esfuerzo es vertical el suelo es isétropo con n = 1; sin embargo, la trayectoria
vertical no garantiza la isotropia, se requiere que las relaciones de Poisson sean iguales (Yu &
Dakoulas, 1993).

yield surface

I

P

Figura 2.6 Trayectorias de esfuerzo en pruebas triaxiales bajo carga y descarga elastica de un suelo is6tropo
(n=1) y un suelo anisotropo (n+1) (Yu & Dakoulas, 1993)

La determinacion de las constantes elasticas anisétropas en el laboratorio requiere de un equipo
mas avanzado que para el caso isétropo. Con las pruebas triaxiales convencionales a compresion
solamente se pueden determinar tres constantes elasticas de las cinco que se necesitan para
representar un comportamiento anisétropo. Con las pruebas triaxiales cubicas a compresion es
posible evaluar directamente las relaciones de Poisson. El modulo de rigidez al cortante en el
plano vertical se puede determinar mediante pruebas triaxiales estandar con elementos bender
(gedfonos) o con una prueba de corte simple torsional, en donde los esfuerzos cortantes son
aplicados externamente a la superficie horizontal y vertical del espécimen
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Entre los procedimientos experimentales para evaluar las constantes elasticas anisétropas se
pueden nombrar los realizados por algunos autores, como:

Graham y Houlsby (1983) determinaron tres constantes elasticas mediante pruebas triaxiales de
compresion en arcillas, K*, G* y J. Las contantes elasticas en términos ingenieriles son: E* (médulo
de elasticidad modificado), v* (relacién de Poisson modificada) y « (factor de anisotropia que
define la relacién de la rigidez horizontal a vertical, E/E,). Cuando « > 1 el material es mas rigido
en direccion horizontal que en vertical, para « < 1 el material es mas rigido verticalmente que
horizontalmente. El caso is6tropo « = 1. En resumen, este modelo reduce el nimero de
parametros elasticos anisétropos transversalmente de cinco a tres mediante «, definidos como:

E,=E*, Ex=c’E*, vin=Wla, Vi=V* y 2G=cE*/(1+*). Las ecuaciones explicitas, G*, K* y J en
términos de E*, v* y « fueron propuestas por Muir Wood (1990).

Kirkgard y Lade (1991) evaluaron 1V, y Wn directamente de pruebas triaxiales cubicas a
compresion y n = E,/E,. de pruebas triaxial estandar no drenadas.

Lings et al., (2000) determinaron los cinco pardmetros elasticos mediante pruebas triaxiales con
sistemas de elementos bender (gedfonos) montados horizontal y transversalmente. Los elementos
bender permitieron medir por separador G, y Gnn; posteriormente, combinando los resultados de
las pruebas triaxiales se determinaron los cinco pardmetros elésticos anisotropos. Se empled un
sistema de medicién de deformaciones axiales y radiales de alta resolucion.

Ratananikom (2013) describe el comportamiento anisétropo elastico de la arcilla de Bangkok
mediante un aparato triaxial avanzado con sistemas de elementos bender. La determinacion de las

constantes elasticas (Ey, En, Wn, Vhn, Gun, Y Ghn) Se baso en las hipotesis de Gaham y Houlsby
(1983) y fue una funcion de cuatro pardmetros: A y n (parametros adimensionales), a (factor de

anisotropia) y * (relacion de Poisson modificada). Sus resultados muestran una mayor
consistencia en los valores de E y G que en los valores de v. Los autores sefialan que la fuente de
error pudiera radicar en las dificultades para medir la relacion de Poisson en pequefias
deformaciones.

Otros trabajos publicados relacionados con la descripcion de las pruebas para determinar
pardmetros elasticos anisétropos se pueden consultar en: Atkinson, 1975; Saada &Ou, 1973;
Simonini, 1987; Yu & Dakoulas, 1993; Hoque & Tatsuoka, 1998; Ezaoui & Benedetto, 2009; Yimsiri
& Soga, 2011a.

2.2.3.4 Influencia de la anisotropia en el comportamiento elastico lineal del suelo

Como se expuso en los incisos de arriba, la mayoria de los suelos exhibe algin grado de
anisotropia; su comportamiento mecanico en algunas ocasiones se puede representar a través de
un modelo elastico que permite obtener de forma sencilla predicciones razonables del
comportamiento de la estructura. Se conoce gue una buena aproximacion de la respuesta de un
suelo se basa en el modelo constitutivo que se utiliza, el cual se define mediante un cierto nimero
de parametros mecanicos. Un modelo anisotropo elastico (en el caso de que sea posible utilizarlo)
permite reducir el error en la prediccion de las deformaciones debido a que el ndmero de
pardmetros empleados son cinco comparado con los dos del modelo isétropo elastico.

Si bien, en la literatura la atencién al estudio de la anisotropia transversal elastica se ha puesto con
mayor interés al analisis de la distribucion de desplazamientos y esfuerzos dentro de la masa de
suelo, los resultados muestran un panorama util para comprender el efecto de cada parametro
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constitutivo anisétropo en el comportamiento de estructuras térreas. A continuacion se presentan
los resultados de algunos trabajos relacionados con analisis anisétropos:

Hooper (1975) estudi6 el efecto de la anisotropia transversal sobre los asentamientos superficiales
en un medio homogéneo, si el médulo de elasticidad es constante con la profundidad, y
heterogéneo, si el mdodulo incrementa con la profundidad, sometido a una carga superficial
axisimétrica aplicada sobre un area circular. Para valores de n = Ey/E, en el rango normalmente
encontrados en los depédsitos de suelo natural, los asentamientos calculados a largo plazo son
relativamente sensibles a vy, (relacion de Poisson en condiciones drenadas) pero insensibles a
V. El autor hizo notar que los calculos de los asentamientos diferenciales y totales pueden ser
apreciablemente reducidos si se toma en cuenta la anisotropia transversal.

Gazetas (1982) analiz6 las implicaciones de la anisotropia transversal sobre los desplazamientos
superficiales y distribucién de esfuerzos de una masa de suelo homogénea sometida a carga
superficial parabdlica axisimétrica. Los resultados mostraron que los desplazamientos verticales y
laterales, los esfuerzos laterales y los esfuerzos cortantes maximos son particularmente sensibles
a la relacion de n = Ex/E,, a m = Gy/E, Yy a la relacién de Poisson 1;,. Los esfuerzos normales bajo
el centro de la carga son también afectados de forma apreciable por los valores considerados en
estos parametros, en comparacion con los resultados obtenidos con la teoria de elasticidad
isétropa clasica que predicen que los esfuerzos verticales son independientes de la relacion de
Poisson. La relacion de Poisson w, se encontr6 tener una influencia menor en los
desplazamientos y esfuerzos verticales, mientras que en los esfuerzos radiales el efecto de wn
resulté ser mas visible.

Lee & Rowe (1989) realizaron analisis numéricos con elemento finito para estimar los
asentamientos superficiales en tuneles construidos en suelo blando. Los resultados sugirieron que
se debe poner atencién al efecto del médulo cortante Gy, y al del médulo de elasticidad vertical E,,
debido a las deformaciones por cortante que se pueden desarrollar alrededor del tunel como
consecuencia de los mecanismos colocados para soportar el arqueo.

Con respecto al papel de la anisotropia en el analisis de estructuras térreas se ha puesto a la luz
algunas cuestiones importantes acerca de la influencia de los parametros anisétropos elasticos
sobre los desplazamientos y esfuerzos. Dentro de la primeras contribuciones de este tema se
puede citar el trabajo realizado por Halpern & Christiano (1978) quienes analizaron el efecto de la
anisotropia sobre los desplazamientos y esfuerzos de un terraplén construido por capas. Aunque
sus resultados no son muy explicitos, se sefiala que el valor de v, tiene una fuerte influencia en
los resultados (desplazamientos verticales y horizontales, esfuerzos horizontales y cortantes). Un
trabajo méas detallado sobre el comportamiento anisétropo de estructuras térreas fue estudiado por
Pérez_Duarte (2000) y sus resultados se presentan en el inciso 2.3.

2.2.3.5 Correlacién entre Ey v

En la literatura no existe informacion que establezca una correlacién explicita entre el médulo de
elasticidad E y la relacion de Poisson v; la razén puede deberse a que la determinacion de estos
pardmetros esta asociada a diversas condiciones (carga, caracteristicas de las particulas,
contenido de agua, historia de esfuerzos, cementacion, etc.) que conducen a valores diferentes de
estos dos parametros.
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En la gréfica de Figura 2. se presentan valores de E y v para diferentes tipos de materiales, se
observa que no hay un patron de correlacion entre estos dos parametros que muestren que a
medida que aumente E, disminuye o decrece vy viceversa.
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Mddulo de elasticidad E (MPa)

Figura 2.7 Variacion de la relacién de Poisson v en funcién del médulo de elasticidad E

Un ejemplo que muestra que la correlacion entre E y vdepende de las condiciones de esfuerzo, es
referido al estudio realizado por Holubec (1968). El estudio consistié6 en pruebas de compresion
axial realizadas a una arena de Ottawa en donde se considerd que el material era anisétropo. La
Figura 2.8 presenta la variacion del médulo de elasticidad E; (axial), Es (lateral), v, (axial) y v,
(lateral) para diferentes valores de esfuerzos. En la gréfica de esta figura se muestra que el
moédulo de elasticidad axial E; incrementa con el esfuerzo normal medio y con el esfuerzo
desviador. El médulo de elasticidad lateral Es incrementa con el esfuerzo normal medio, pero
decrece con el esfuerzo desviador. La relacion de Poisson axial v, decrece mientras que la

relacion de Poisson lateral v, incrementa con los esfuerzos normal medio y el esfuerzo desviador.

Se puede observar que existe una correlacién entre E y v. Conforme incrementa el esfuerzo
desviador, E; aumenta y v, disminuye, mientras que E; disminuye y v, aumenta. El incremento del

esfuerzo medio provoca un aumento de E; y en v,, asi como en Ezy v,.
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Figura 2.8 Variacion del médulo de elasticidad y relacién de Poisson en funcién de los esfuerzos
(Holubec, 1968)
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Otro resultado encontrado en el laboratorio sobre la correlacién de E y v en arena densa es el
proporcionado por Fawaz et al. (2002). Al aumentar el esfuerzo de confinamiento, el médulo de
elasticidad inicial incrementa y la relacion de Poisson disminuye.

En conclusion, es complejo establecer una correlacién entre E y v debido a que es una funcion del
estado del elemento del suelo que se relaciona con el tipo de material.

2.3 Comportamiento elastico lineal de estructuras térreas
2.3.1 Antecedentes
2.3.1.1 Caracteristicas fisicas de una presa

Las caracteristicas de una cortina tipica de tierra y enrocamiento se describen a continuacion

1) Cresta o corona

10) Talud aguas arriba
2) Revestimiento de la roca

11) Talud aguas abajo
3) Filtros

12) Pantalla de inyeccion
4) Corazon o nlcleo impermeable

13) Galeria
5) Trinchera

14) Drenes
6) Transiciones

15) Pozo de alivio
7) Enrocamientos

16) Embalse o vaso
8) Depdsito aluvial

17)Bordo libre
9) Roca basal

18) Altura de la cortina

17 1 |Ele de la cortina
: 2

Figura 2.9 Seccidn tipica de una cortina de tierra 'y enrocamiento (Marsal & Reséndiz, 1975)
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2.3.1.2 Agrietamiento en presas de tierra y enrocamiento

El disefio de una presa se realiza con el fin que no se produzcan fallas graves a lo largo de su vida
atil. Las principales causas de falla son: agrietamiento, deslizamiento del talud aguas abajo,
tubificacién y licuacién. Sin embargo, el agrietamiento es una falla importante que puede
desencadenar otros problemas como tubificacion (Marsal & Reséndiz, 1975). Las investigaciones
realizadas en este tema han permitido establecer el origen del agrietamiento, del cual se habla a
continuacion.

Las presas de tierra y enrocamiento son estructuras construidas con materiales térreos que por
diversas razones pueden estar sometidos a esfuerzos negativos que conducen a la formacion de
zonas de tension, las cuales se manifiestan en agrietamientos internos o externos que se
propagan transversal o longitudinalmente al eje de la cortina. El problema de agrietamiento se
asocia con la erosion del corazén impermeable que puede ocasionar falla por tubificacion o
fracturamiento hidraulico.

Las grietas se pueden presentar en direccion paralela o transversal al eje de la presa y se pueden
formar horizontalmente, verticalmente o en planos inclinados, dependiendo de la causa de la falla.
Las grietas longitudinales generalmente no se consideran criticas para la seguridad de la presa,
excepto cuando ellas son una indicacion de falla por cortante del talud o cuando el corazén es
inclinado (Marsal & Reséndiz, 1975). Sin embargo, las grietas transversales si son prejudiciales en
presas con corazon impermeable.

Las primeras aportaciones en México con respecto a la determinacion de las causas de
agrietamiento se debieron a Covarrubias (1975). La investigacién se basé en analisis numéricos
con el MEF. Se consideré un comportamiento esfuerzo-deformacion de los materiales elastico-
lineal is6tropo, definido por el médulo de deformacién E vy la relacién de Poisson v, y un estado de
deformacién plana para secciones longitudinales y transversales. Se considerd una sola capa de
construccion. Los resultados de estos andlisis establecieron que una de las principales causas de
formacion de zonas de tensién esta relacionada con la geometria de la boquilla.

De acuerdo con la experiencia, los factores mas importantes asociados con la formacién de grietas
estan relacionados con:

a) Geometria de la boquilla.

b) Interaccion entre los materiales de la cortina mas compactados y menos compactados
(corazon-respaldos o cortina-ladera).

c) Asentamientos diferenciales debidos a la compresibilidad de los materiales con que se
construye la cortina la cual induce deformaciones en la cimentacibn y en los
empotramientos.

d) Alta velocidad de deformacion provocada por llenado rapido del embalse.

e) Esfuerzos transitorios inducidos por temblores

Las grietas pueden ocurrir durante la construccion, durante el primer llenado o; muchos afios
después, durante la operacion, debido a la consolidacién y a los desplazamientos, (Covarrubias,
1975).

A continuacion se presenta una descripcion de los principales factores que inducen agrietamiento
en presas:
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a)

b)

Geometria del valle: esta caracteristica esta relacionada con el aspecto de las laderas en
donde los quiebres abruptos son propicios a la formacion de zonas de tension internas, las
cuales pueden originar grietas mas peligrosas que las que se pueden presentar en la
cresta. La regularizacion del perfil de las laderas mediante la ampliacién de los radios de
curvatura es una solucién para reducir dichas zonas de tension en el interior de la cortina,
como se realizé en la presa La Angostura, Figura 2.10. Las zonas de tension en la cresta
no se eliminan pero se logra disminuir la profundidad y con ello la longitud de las grietas.

(a) Pendientes pronunciadas (b) Regularizacidon de las pendientes

Figura 2.10 Zonas de tensién debidas a la geometria del valle. Presa La Angostura

Interaccién entre materiales: esta relacionada con los materiales mas compactos y menos
compactos. Las zonas de tension se pueden presentar entre el material del corazén, que
por lo general es mas compresible, y el material de los respaldos, Figura 2.(a). Las zonas
de tension tenderan a originarse en la parte media cercana a los taludes. Asimismo,
cuando los materiales cercanos a ladera son mas compresibles que los materiales
compactados del interior de la cortina, las zonas de tension se presentarian en la cresta lo
que produciria grietas longitudinales al eje de la presa, Figura 2.(b).

BT RATN TR RN~

(a) (b)

Figura 2.11 Agrietamiento debido al efecto de interaccion entre materiales (Marsal & Reséndiz, 1975)

c) Asentamientos diferenciales: este problema es debido a la compresibilidad de los

materiales. Si los materiales de la cimentacion se encuentran en un estado suelto ocurren
asentamientos mayores con respecto a los asentamientos de los demas materiales de la
cortina, lo cual produce tensiones y propicia agrietamiento en direccién longitudinal al eje
de la presa, puede estar localizada al centro y/o entre las fronteras de los respaldos
permeables y el corazén, Figura 2.(a). Si los enrocamientos de la cortina se asientan sobre
una formacion permeable, y el corazdén impermeable se apoya sobre roca, el asentamiento
de los enrocamientos respecto al del corazén produce grietas longitudinales, Figura 2.(b).
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T

Cimentacion com pfesm[e \\

(a)

(b)

Figura 2.12 Grietas por asentamientos diferenciales de la cimentacion (Marsal & Reséndiz, 1975)

Alta velocidad de deformacion provocada por llenado rapido del embalse: este efecto se
debe a la saturacion de los materiales en el respaldo aguas arriba de la presa y a la altura
de carga de agua.

Esfuerzos transitorios inducidos por temblores: este tipo esfuerzos ocasiona movimientos
dindmicos en las diferentes partes de la cimentacion y en la estructura de la presa que
propician el desarrollo de grietas que pueden ser longitudinales (asociadas con grandes
oscilaciones laterales), Figura 2.(a), o transversales (se asocian con grandes oscilaciones
laterales y transversales), Figura 2.(b). De acuerdo con las mediciones de campo en la
presa El caracol, se confirma que la parte superior de una presa de tierra y enrocamiento
es la mas sensible a los sismos (Alberro, 1986).

Exeitacién

transversal
Excitacion
Inrglhdmal

(a)

(b)

Figura 2.13 Grietas ocasionadas por sismo

2.3.1.3 Criterios de falla

El conocimiento del estado de esfuerzos que se desarrolla en el interior de la cortina permite
conocer la localizacién y extension de zonas de tension. Los criterios de falla existentes en la
mecanica de fracturas proporcionan una vision de la magnitud de esfuerzos y deformaciones que
se pueden alcanzar en el interior de una presa.

Con base en los criterios de falla, cuando un material se somete a tensién simple, existen seis
magnitudes que se alcanzan simultdneamente cuando inicia la fluencia:

1)
2)
3)
4)
5)
6)

El esfuerzo principal méximo

El esfuerzo cortante maximo

La deformacion longitudinal unitaria maxima
La energia de deformacion

La energia de distorsién

El esfuerzo tangente octaédrico
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Sin embargo, en estado de tensién bidimensional o tridimensional estas seis magnitudes no se
alcanzan simultaneamente. Es necesario seleccionar el criterio que se apegue mas al tipo de falla
gue se analiza. En el caso de los materiales de una presa de tierra y enrocamiento, los mas
convenientes son:

Criterio de esfuerzo principal maximo o criterio de Rankine

Este criterio fue propuesto por Rankine, establece que en un punto de un sélido el limite del estado
de esfuerzos inicia cuando uno de los esfuerzos principales alcanza un valor igual al esfuerzo
limite a tension o compresion, que se obtiene de pruebas de tensiébn o compresion simples, este
criterio se expresa como:

0, =0,

03 =0,

(2.43)

donde oy es el esfuerzo de fluencia a tension y oy a compresion.
Criterio de la deformacion longitudinal unitaria méaxima

Este criterio es conocido como Saint-Venan, expresa que el estado de esfuerzos en un punto de
un sélido inicia su estado limite cuando la deformacién longitudinal unitaria maxima es igual a:

g, =—L=g =é(0'1—v(0'2 +0,)) (2.44)

Y E
& se obtiene de una prueba de tension en donde el material alcanza el esfuerzo ultimo.

En arcillas de nucleos de presas Alberro (1986) reporta valores de deformacién en la falla por
tension que varian entre 0.19% y 0.24%.

2.3.2 Comportamiento in situ de los materiales constitutivos

Durante la etapa de construccibn de un terraplén, los materiales constitutivos tienen un
comportamiento aproximadamente elastico-lineal que se puede caracterizar con un mdédulo de
deformacién E y una relacién de Poisson v, siempre que se considere la no linealidad geométrica,
construccion por capas (Alberro, 1998). Son aceptables entonces, los resultados de los analisis
simplistas que consideran un comportamiento elastico lineal, los cuales han hecho posible
caracterizar cualitativamente la influencia de los pardmetros constitutivos sobre los
desplazamientos y esfuerzos (Covarrubias, 1970; Louault, 1997; Peréz-Duarte, 2000).

2.3.3 Comportamiento cualitativo general

Clouhg (1967) analizé el efecto de construccién incremental sobre el estado de esfuerzos y
deformaciones desarrollados en el terraplén, consider6 un comportamiento elastico lineal de los
materiales constitutivos. De sus andlisis estableci6 que el comportamiento mecénico general
cualitativo de un terraplén compactado puede ser determinado en funcién de las propiedades de
los materiales, sefialé que: a) los desplazamientos y las deformaciones calculadas varian en forma
inversamente proporcional al moédulo de deformacion E, los esfuerzos no son afectados por este
parametro; b) los desplazamientos, las deformaciones y los esfuerzos, varian linealmente con el
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peso volumétrico , c) la variacién de los desplazamientos, las deformaciones y los esfuerzos
dependera de la magnitud de la relacion de Poisson v.

2.3.4 Influencia de E y ven la formacion de zonas de tension

En el caso de analisis con comportamiento constitutivo elastico lineal is6tropo, Covarrubias (1975)
sefala, que generalmente para seleccionar las propiedades elasticas (E y v) se considera, para el
caso de terraplenes homogéneos, que la magnitud de los esfuerzos no depende del médulo de
elasticidad, y cualitativamente, la influencia de la relacion de Poisson v en la distribucion de
esfuerzo es pequefia, cuando se considera Unicamente el intervalo de valores caracteristicos de
los materiales usados en la construccidon de presas de tierra y enrocamiento. Cuando se trata de
terraplenes heterogéneos, se considera que los esfuerzos estan fuertemente relacionados con el
moédulo de elasticidad de los materiales en las diferentes zonas de la presa. En este caso se
procede a exagerar el médulo de elasticidad para acentuar aquellos aspectos determinantes en la
formacion de grietas. Sin embargo, en su trabajo de investigacion, Covarrubias (Hansteen, 1995)
encontré que la relacién de Poisson si influye en la extension de zonas de tension. En la gréfica de
la Figura 2., correspondiente al analisis en el que se considerd una sola capa de construccién, se
observa gue el area de tension y la magnitud de la tension maxima incrementa cuando la relacion
de Poisson decrese, la longitud de la cresta en tension se encontré que es independiente de v. La
influencia de la relacion de Poisson sobre dichas zonas fue confirmado por Hansteen (1995) y
Louault (1997).

En el caso de un comportamiento elastico lineal is6tropo, el médulo de elasticidad no influye en la
extension de zonas de tension, (Louault, 1997).

-4.00

-3.00

-2.00

Tension

-1.00

0.00

1.00

Esfuerzo (kg/cm?2)

2.00

Compresion

3.00

400 == | | | ‘ ‘
0O 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100

Distancia de la linea central (m)

Figura 2.14 Variacion de los esfuerzos horizontales en la cresta para diferentes valores de la relacion
Poisson. Curva determinada por Covarrubias (Hansteen, 1995)

Para el caso de un comportamiento eléstico-lineal anisétropo, estudios realizados con el MEF han
expuesto que la relacién de Poisson y;, tiene una influencia importante en los desplazamientos y
esfuerzos de un terraplén construido por capas, (Halpern y Christiano, 1978, Pérez-Duarte, 2000).
Asimismo, en un analisis paramétrico realizado por Pérez-Duarte (2000) se concluy6 que las zonas
de tension estan relacionadas con el grado de anisotropia (n = E,/ E;), para valores pequefios de
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E, las zonas de tension son importantes. En cuanto al médulo de rigidez al cortante Gy, se
observd que actda en la misma forma que n, es decir, que entre mayor sea este parametro las
zonas de tensién son mas importantes.

Los resultados presentados en el parrafo anterior exponen que no solamente la relacion de
Poisson afecta localizacion y extension de zonas de tension; si no también el grado de anisotropia
tiene un papel importante sobre estas zonas. Un andlisis que tome en cuenta la variabilidad
espacial de los parametros de los materiales permitird conocer mas acerca del comportamiento de
este tipo de obras.
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ANALISIS ESTOCASTICO DE ESTRUCTURAS TERREAS CON EL MEFEE

3.1 Introduccién

Los suelos son altamente variables en sus propiedades por naturaleza. La variabilidad espacial es
una de las principales fuentes de incertidumbre del suelo y se debe a las diferentes condiciones de
depdsito e historia de carga que varian de un punto a otro en la masa del suelo. Las estructuras
térreas se construyen con este tipo de materiales y por tanto sus propiedades tienen un grado
importante de incertidumbre. Aunque un terraplén se construya con un mismo tipo de material, los
bancos de materiales se alejan de ser uniformes. Las desviaciones con respecto a las técnicas de
compactacion y las condiciones ambientales durante la construccion introducen variaciones
espaciales adicionales (Auvinet & Gonzalez, 2000). Asimismo, el proceso de construccion de este
tipo de estructuras induce cierta anisotropia que genera deformaciones mayores en direccion
vertical que en la horizontal. La variabilidad espacial en conjuncién con la anisotropia, tienen un
papel significativo en la precision de los resultados de la modelacion de estructuras térreas.

Un camino racional en nuestros dias para cuantificar la incertidumbre que induce la dispersion de
los parametros de los materiales sobre los resultados de los analisis geotécnicos, es el Método del
Elemento Finito Estocastico (MEFE) que combina la teoria de probabilidad con el Método del
Elemento Finito (MEF) (Cambou, 1974; Auvinet, 2002). En este método, la incertidumbre en los
parametros del material se representa a través de variables aleatorias o campos aleatorios.
Generalmente, la incertidumbre sobre los resultados se cuantifica a través de la desviacion
estandar o coeficiente de variacion. Las técnicas mas comunes que permiten conocer la respuesta
estadistica (media, desviacion estandar) son: la de perturbaciones (Auvinet, 2002; Kleiber & Hien,
1992) y la de simulacién de Monte Carlo (MC) (Auvinet, 2002). Con el primer método, se procede a
calcular la solucién con el MEF y después la incertidumbre. En el segundo, el calculo de la
respuesta estadistica es también independiente al planteamiento matematico de la ecuacién
difencial, se recurre a repetidas simulaciones. En ambos casos la incertidumbre se puede modelar
mediante variables aleatorias o campos aleatorios.

En la modelacion estocastica de estructuras térreas, que consiste en evaluar el efecto de la
incertidumbre de los parametros sobre los desplazamientos, deformaciones y esfuerzos,
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generalmente se ha recurrido al método de perturbaciones considerando variables aleatorias. Los
resultados de estos andlisis han proporcionado referencias Utiles acerca de la influencia de la
incertidumbre de los pardmetros sobre resultados de algunos andlisis mecanicos como: elastico no
lineal (Orlandi, 1996; Mellah, 1999, Vazquez, 2005), elastico lineal isétropo (Louault, 1997) y
anisotropo (Peréz-Duarte, 2000).

Por ejemplo, dentro del fenbmeno de agrietamiento en presas de tierra y enrocamiento, los analisis
estocasticos elasticos lineales mediante variables aleatorias, han mostrado que la incertidumbre de
la relacion de Possion tiene una influencia importante sobre las incertidumbres de los esfuerzos
principales menores (Louault, 1997). Si se considera la anisotropia (Peréz-Duarte, 2000), la
incertidumbre de la relacion de Poisson 1, tiene un efecto importante sobre las incertidumbres de
los desplazamientos y esfuerzos. En este caso, también la correlacion entre las incertidumbres de
un grupo de mismos parametros (por ejemplo: entre E, y E,, 0 entre %y y wn) tiende aumentar las
incertidumbres sobre los resultados de los analisis.

Sin embargo, cuando se requiere evaluar variabilidad espacial es conveniente recurrir a la
modelacion con campos aleatorios (Auvinet, 2002; Vanmarcke, 1983). Una opcion es el método de
MC, el cual permite obtener la solucion del sistema a través de repetidas simulaciones de campos
aleatorios que conllevan a esfuerzos computacionales muy altos. En el contexto del MEF, otra
alternativa, es el método de perturbaciones en donde la variabilidad espacial se puede modelar
desde la expansion en serie de Taylor o acomplandolo con las técinicas de discretizacion de
campos aleatorios (Sudret & Der Kiureghian, 2000; Noh & Kwak, 2006). Una desventaja de este
método es que el tiempo de calculo es muy alto cuando se consideran coeficientes de variacion
grandes (Matthies et al., 1997). Dentro de este mismo contexto, el Método del Elemento Finito
Estocéstico Espectral (MEFEE) (Ghanem & Spanos, 1991) puede ser otro camino. En esta técnica,
la representacion de la incertidumbre se realiza de forma intrinseca, desde la formulacién.
Consiste en expandir la variabilidad por medio funciones base y posteriormente, la solucion de la
ecuaion® se obtine por un método de Galerkin (Matthies, 2008). El efoque espectral esta formulado
para una ley constitutiva elastica lineal y solamente permite modelar la incertidumbre del médulo
de elasticidad.

Para estudiar como la variabilidad espacial, que influye en la determinacion de las parametros, se
propaga en el campo de desplazamientos y esfuerzos que ocurren durante la construccion de una
presa de tierra y enrocamiento. En esta seccion se presenta una extensién de la formulacién del
MEFEE a una ley constitutiva elastica lineal anisétropa para andlisis en dos dimensiones. La
extension permite realizar investigaciones sobre la influencia de los diversos parametros, en forma
aislada o conjunta.

Cuando se modela la variabilidad espacial con el MEF, en rigor los campos aleatorios deberian ser
tridimensionales. En un andlisis de estado plano de deformacién se considera una estricta
homogeneidad en la direccién perpendicular al plano de andlisis (Auvinet, 2002). Una posibilidad
de analisis en dos dimensiones seria un estado plano de esfuerzo, en donde la dimension
longitudinal de la presa forma parte del plano de analisis. Sin embargo, con el fin tener
herramientas de comparacién, que permitan entender el efecto de la variabilidad espacial sobre los

! Es conveniente puntualizar que dentro del marco de la solucién de ecuaciones difenciales parciales estocasticas,
Monte Carlo también se puede utilizar, ainque no permite tener una relacion funcional explicita entre las variables
aleatorias independientes y la soluciéon de la ecuacion como en el caso del MEFEE. En la literatura se han realizado
comparciones entre los métodos de Galerkin y Monte Carlo (Matthies, 2008; Keese, 2003) y es dificil establecer ventajas
de un método con respecto a otro.
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resultados calculados con el MEF, se analiza el campo de desplazamientos y esfuerzos para
estados planos de esfuerzo y deformacion. Asimismo, se pretende explorar las ventajas del
enfoque espectral en la modelacién estocastica de este tipo de estructuras.

3.2 Incertidumbre en la modelacion de presas
3.2.1 Fuentes de incertidumbre

En los suelos compactados existen dos principales fuentes de incertidumbre que afectan la
determinacion de los parametros elasticos lineales anisétropos:

¢ La variabilidad espacial que esta relacionada con los procesos (geoldgicos, fisico-quimicos
y ambientales) de formacion del suelo. Esta situacion conduce a que las propiedades del
suelo varien de un punto a otro. Este fenébmeno se agudiza si existen desviaciones en las
técnicas de compactacién. Las condiciones ambientales, también introducen variaciones
adicionales. La incertidumbre debida a la variabilidad espacial se puede reducir si se
incrementa el nimero de sondeos o calas pero no desaparece totalmente.

e Los errores aleatorios y sistematicos. Los aleatorios se cometen durante la realizacion de
las pruebas de laboratorio; y los sistematicos son debidos a un sesgo en la medicién
producido por ejemplo, por el remoldeo de muestras o por el uso de correlaciones
aproximadas entre propiedades fisicas y mecéanicas.

En este trabajo el estudio de incertidumbre esta limitado solamente a la variabilidad espacial.
3.2.2 Representacion de la incertidumbre en geotecnia

Se puede recurrir al concepto de variable aleatoria 0 campo aleatorio (Auvinet, 2002) para tratar,
en términos probabilistas la incertidumbre de los parametros que intervienen en los analisis con
elementos finitos.

3.2.2.1 Espacio de probabilidad

El espacio de probabilidad de variables aleatorias es denotado por (Q, F, P), donde Q es el
espacio de los resultados posibles 6 de un experimento, 6 pertenece a Q, F forma una clase
aditiva completa (o-algebra) asociada a ciertos subconjuntos de Q llamados eventos; P es la
medida de probabilidad de F.

3.2.2.2 Variables aleatorias.
Una variable aleatoria V se define como una funcién que asocia el resultado de un experimento

(0) a los numeros reales, V: Q—HR. Se recurre a este concepto cuando se necesita modelar la
incertidumbre asociada a escasa informacién respecto al parametro de interés V, en donde la
modelacion se realiza por subdominios que retnen ciertas condiciones de homogeneidad. Se
caracteriza por su valor esperado E{V}=y, y su varianza Var[V]. La representacion de la
variabilidad espacial por variables aleatorias no toma en cuenta la posicion especifica de las
muestras ni la dependencia existente entre ellas.

3.2.2.3 Campos aleatorios
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Un campo aleatorio V(X,#8) es un conjunto de variables aleatorias que toman en cuenta la posicion
espacial X. Este concepto se utiliza para representar la variabilidad espacial en un dominio dado.
La correlacion espacial entre las distintas variables puntuales se describe por medio de la funcién
de autocovarianza. Un campo aleatorio se define por medio de los siguientes parametros y
funciones (Auvinet, 2002):

e Valor esperado 4, (X,0) =E{V(X,0)}

e Varianza: oy (X,0) =Var[V(X,0)]

e Desviacion estandar: o, (X,0) = \Jol (V(X,0))

¢ Coeficiente de variacion: CV =0, [E{V(X,0)}

e Funcién de autocovarianza: Cy (X5, X5) = E{[V(X0) - i, (X) ][V(X5) = s, (X)]}
e Funcién de autocovarianza normalizada: A (X4, X,) =G, (X, Xy) Loy (Xp)oy, (X5)

Un campo aleatorio es estacionario en el sentido amplio si el valor esperado de la variable de
interés es constante en todo el dominio y si la funcién de autocovarianza depende solamente de la
distancia entre dos puntos X, y X,.

Un campo aleatorio es Gaussiano si las variables que constituyen el campo tienen una densidad
de probabilidad conjunta Gaussiana.

3.3 Método del Elemento Finito Estocéastico Espectral (MEFEE)

En mateméticas existen herramientas que son un camino eficiente para representar la
incertidumbre, contenida en los parametros del modelo constitutivo, a través informacion
probabilista y propagarla a la solucion del sistema. Cuando estas herramientas se combinan con el
método del elemento finito, los resultados de los andlisis de incertidumbre se obtienen con buen
nivel de aproximacion. Entre estas herramientas mateméaticas se puede nombrar el espacio de
Hilbert (espacio ortogonal) que se define por el producto interno y dentro del cual se establece la
esperanza matematica (Loéve, 1977). Este espacio permite extender el concepto de ortogonalidad
a espacios aleatorios de dimensiones infinitas, los cuales han sido Utiles para desarrollar la teoria
de campos aleatorios, asi como la teoria de aproximacion para problemas de valores en la
frontera, como el procedimiento de Galerkin.

Un modelo de elemento finito estocastico formulado dentro de este espacio, representa la
incertidumbre en un espacio funcional de dimensién nueva aleatoria, y la aproximacion numérica a
la solucién del sistema, utiliza las mismas propiedades algebraicas inherentes de los analisis
deterministas, tales como minimizacion de la norma y proyecciones ortogonales, adaptadas a este
espacio ortogonal por medio de coeficientes aleatorios (variables aleatorias) (Ghanem, Doostan, &
Red-Horse, 2008), tal es el caso del MEFEE.

El Método del Elemento Finito Estocastico Espectral> (MEFEE) fue propuesto por Ghanem vy
Spanos (1991) y esta formulado en un espacio ortogonal de variables aleatorias de segundo

% El nombre espectral esta relacionado al hecho de que la formulacion de la ecuacién de equilibrio estocastica del
método, se realiza mediante series truncadas. Como es el caso de los llamados métodos espectrales, en los que la
solucion de una ecuacion diferencial se realiza mediante una serie truncada que esta constituida por funciones
deterministas (funciones trigonométricas o polinomios ortogonales) las cuales definen el espacio de frecuencias (espacio
caracteristico), y los coeficientes de los términos que la integran son las incognitas (Camacho-Glavan, Guardian-Soto, &
Rodriguez_Green, 2005).
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orden. Esta limitado al caso de un comportamiento constitutivo elastico-lineal. La formulacion
original del método consiste en representar la variabilidad del médulo de elasticidad E mediante
campos aleatorios Gaussianos con una expansion truncada en serie llamada de Karhunen-Loéve
que utiliza un conjunto de variables aleatorias ortogonales que se define como una base en el
espacio de Hilbert; el campo de desplazamientos se representa sobre una base de polinomios de
Hermite (polinomios ortogonales) llamada caos polinomial, la cual se construye en términos de las
variables aleatorias de la expansion de Karhunen-Loéve.

A continuacién se presentan las herramientas matematicas que constituyen la base de la
formulacion del MEFEE.

3.3.1 Representacion de la incertidumbre

Todo campo aleatorio estacionario en el sentido amplio se puede representar por medio de su
espectro de potencia® y por tanto como una serie o integral de Fourier; dicha representacion
admite una descomposicién espectral del campo aleatorio mediante productos de funciones
deterministas (funciones trigonométricas, funciones caracteristicas) en la regién, en donde las
funciones sélo dependen de variables aleatorias (Matthies, 2008). Una posibilidad de tratar con la
incertidumbre bajo este criterio es a través de la expansion en serie de Karhunen-Loéve*
(Papoulis, 1991), también conocida como descomposicion ortogonal, la cual se basa en la
expansioén espectral de la funcién de autocovarianza para aproximar el campo aleatorio mediante

una combinacion lineal de funciones deterministas ortonormales ¢(X) y variables aleatorias &(9)
no correlacionadas como coeficientes, con la siguiente forma general:

V(X,0)= ¢ (X)5(0) 3.1)

La expresion (3.1) representa un campo aleatorio con media cero, cuya funcion de autocovarianza
C, (X, X)) es:

Cu (X, X,) = EV XV 06} = D36 (X,)e, (X,)ELE (0, (0)) (3.2)

=1 j=1

Tomando en cuenta la ortonormalidad de la base &(#) la funcion de autocovarinaza se escribe:

Cy (X3, X,) =D ¢ (X)e (X,) (3.3)
i=1
Por otra parte, la funcion de autocovarianza tiene la siguiente descomposicién espectral:

G (X Xe) = 271 (X,) (X,) @4

= espectro de potencia Syy(w) de un proceso estocastico se puede definir como la transformada de Fourier (una
relacion lineal entre el espacio fisico y de frecuencias) de su funcién de autocorrelacion (Auvinet, 1987).

* Esta expansion es una serie tipo Fourier debido a que existe un similitud entre las funciones caracteristicas y las
funciones trigopnométricas (Matthies, 2008).
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Donde ¢(X) son las funciones caracteristicas y 7 los valores caracteristicos de la funcion de
autocovarianza C,(X;, X,) que se pueden definir por la solucion de la ecuacion integral de
Fredholm homogénea de segundo género con la siguiente forma:

ICV(XI’ X)) (X,)dx, =n.¢,(X,) (3.5)

Donde Q es el dominio espacial en el cual se define el campo aleatorio, y el nicleo C,(X,,X,) que
es la funcién de autocovarianza, es real simétrica y positiva. Esto garantiza que los valores
caracteristicos 7 sean positivos y ordenados decrecientemente 7, > 7, > 7, ... > 0, y que las

funciones caracteristicas ¢(X) sean un conjunto completo y ortonormal, por ejemplo:
[0.(X)p,(X) =5, (3.6)
R

La solucién de la ecuacion integral se puede obtener analitica y numéricamente, ambas soluciones
fueron propuestas por Ghanem y Spanos (1991).

La funcion c, de (3.1) se puede obtener de las expresiones (3.3) y (3.4) como:
C =9, (X) (3.7)
Finalmente, sustituyendo (3.7) en (3.1) el campo aleatorio V(X,#) se expresa como:
V(X,0)= 316,05 6) @9
O, considerando el valor medio E{V(X,#)} del campo aleatorio, como:
V(X0)= BV (X0 + 31,0, ()4 (0) 39)

Donde ¢(¢) son las coordenadas de realizacion con respecto al conjunto de funciones

deterministas {@(X)} y forman un conjunto de variables aleatorias no correlacionadas con media
cero y varianza unitaria, dadas por:

E[£(9)]=0 (3.10

E[S (0) (0)] = 64 (3.11)

Las variables £(8) se pueden encontrar multiplicando la expresion (3.1) por ¢(X), teniendo que:
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é(e)=% [V(X)g (X)X 312

La serie de expansién de Karhunen-Loéve permite discretizar de forma abstracta el campo
aleatorio a través del truncamiento de la serie a M términos que a su vez definen la dimensién del
campo, teniendo gue la expansién del campo aleatorio se escribe:

V(X,0)=EV OO+ Y19, (X)5©) (3.13)

En el caso de varios campos aleatorios correlacionados se requiere calcular una expansion de
Karhunen-Loéve conjunta. En el caso contrario, cada campo se puede expandir por si solo
(Matthies & Keese, 2005).

Las propiedades mas importantes de la expansion de Karhunen-Loéve son:

—Las variables aleatorias que aparecen en la expansion (3.13) son ortogonales si y sélo si
las funciones deterministas ¢(X) y las constantes 7 son las funciones caracteristicas y los
valores caracteristicos, respectivamente, de la funcién de autocovarianza.

—La base formada por las funciones caracteristicas de la funcion de autocovarianza es
Optima en el sentido que error cuadratico medio es minimo.

—-Si el campo aleatorio tiene una densidad de probabilidad Gaussiana, entonces el
conjunto de variables aleatorias es Gaussiano, lo que conduce a que sean no
correlacionadas e independientes.

-La expresion (3.13) es 6ptima en el sentido que el error cuadratico medio entre la funcion
de autocovarianza aproximada y la exacta del campo aleatorio se minimiza.

3.3.2 Representacion de la respuesta

Un campo aleatorio se define por su funcion de autocovarianza, como en el caso del campo
aleatorio de los desplazamientos no se conoce a priori, la representacion mediante la serie de
Karhunen-Loéve no es posible. Se recurre entonces, a una expansion en caos polinomial (Ghanem
& Spanos, 1991; Wiener, 1938) que permite representar los desplazamientos aleatorios
desconocidos en términos de variables aleatorias conocidas &(#) : variables Gaussianas.

3.3.2.1 Expansioén caos polinomial

Las primeras investigaciones relacionadas con el caos polinomial se debieron a Wiener (1938),
quien introdujo el concepto de caos homogéneo basado en el resultado del movimiento Browniano,
el cual se estudi6 como un proceso representado espectralmente en términos de polinomios de
Hermite de variables aleatorias Gaussianas.

El caos polinomial denotado por ', (& (6)....,&, (), se define como un conjunto de polinomios

ortogonales de variables aleatorias. El espacio que ocupan dichos polinomios es un subespacio I',
en el espacio de Hilbert de variables aleatorias Gaussianas L,(£2) (ver Anexo A.1) llamado caos
homogéneo de orden p y dimensién M. El orden del caos representa la complejidad probabilista, y
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la dimensién, el nimero de variables aleatorias contenidas en la expansioén de Karhunen-Loeve,
caracteriza la complejidad espacial.

El caos polinomial forma una base de polinomios multidimensionales de Hermite en el L,(Q, F,P),
los cuales se definen como el producto de polinomios de Hermite unidimensionales, como:

M
¥, (0)= () 2 [ (&) (3.14)

k=1
donde: o es una secuencia de M enteros no negativos {a, ..., av}, Y«(€) son los polinomios

asociados a todas las posibles secuencias (@) y h. es el polinomio de Hermite (ver Anexo A), de
orden p, asociado a la secuencia « (Dunkl & Yuan; Malliavin, 1997; Rosic, 2008).

Por ejemplo (Rosic, 2008), para una coleccion de multi-indices a={1,0,1,0} y para un conjunto de
variables aleatorias &{¢&, &, &, &}, tal que representa la dimension, el polinomio multidimensional
de Hermite es:

¥, (0)=h,.(&)h,,(5)h,5(8)h,.(E,) (3.15)
lPa(e) = hl(gl)ho (52)h1(§3)h0(§4) = 51 -1 53 1= 51 ’ 52 (3.16)
Una doble secuencia de M enteros no negativos {a;, ..., am} Y {i1, ..., im} considera la posibilidad de

repetir argumentos en el caos polinomial, Io que garantiza la ortogonalidad de la base polinomial
(Ghanem & Spanos, 1991). Asi, el caos polinomial se define como una coleccion de multi-indices
que satisface:

L GO, 50D ={7,,0) [, <) @17

El factor (o)™ definido como: [](e;!) de (3.14) hace los polinomios multidimensionales
=1

ortonormales en el espacio L,(£2) con medida Gaussiana estandar P(d¢&), ver Anexo A.2.

Norbert Wiener (Wiener, 1938) mostrd que cualquier varible aleatoria & € L,(£2) se puede expandir
en series de polinomios de variables Gaussianas.

Sudret y Der Kiureghian (2000) propusieron un algoritmo recursivo que permite generar, mediante
la utilizacién de un abaco, la base polinomial, necesaria para calcular la esperanza de productos
de polinomios que se requiere en la formulacion del MEFEE.

3.3.2.2 Campo aleatorio de los desplazamientos

Cada desplazamiento nodal aleatorio u(8), funcion de la variabilidad del médulo de elasticidad E,
se puede expresar mediante funcionales no lineales ¥; [&(6)] (caos polinomial) de variables
aleatorias Gaussianas &(#&)y coeficientes deterministas u; a calcular, la forma mas general de esta
representacion se escribe como:
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WO) = ULy + YU TLEO) + 3 U, T, (8).2, (6))+ (3.18)

ip=1 ip=1i,=1

donde los coeficientes aleatorios u, de la variable aleatoria u(¢) se asocian al orden p del caos
[
homogéneo de dimension M.

Una forma reducida de la representacion del campo aleatorio de los desplazamientos se expresa
como:

(o) = Y u ¥ K5 (O] (3.19)

donde uiy ¥, [{& (O)},] corresponde a uy [,(&,(0),....&, (0)) respectivamente.

La aproximacién del campo aleatorio de los desplazamientos, se obtiene con el truncamiento de la
serie (3.19) a P términos. El numero P de polinomios ortogonales necesarios para contener toda la
estructura probabilista de cada desplazamiento nodal aleatorio u(#), se determina por medio de
una combinacién binomial de la siguiente manera:

M +k —l}
(3.20)

pz[ \

donde p es el orden del caos polinomial y M el nUmero de variables en la expansién de Karhunen-
Loéve. En la literatura los valores recomendados son M=4 y p=2, por lo que P=15.

Considerando los P términos en la serie (3.19) y asumiendo por simplicidad que
Y H{E(ON =Y, (9), la representacion aleatoria de los desplazamientos se escribe:

u(@) = _Pfui‘{'i(e) (3.21)

Si se considera el término independiente (j=0) de la expansién, el término maximo de la expansion
es P-1.

3.3.3 Formulacién del MEFEE

Las técnicas numéricas cominmente empleadas en geotecnia, permiten cuantificar incertidumbre
sobre el campo de respuesta de forma independiente a la formulacion de la ecuacién de equilibrio.
En el MEFEE la cuantificacion se realiza desde la formulacion mediante campos aleatorios. Se
basa en representar el campo aleatorio del médulo de elasticidad a través de la expansién en serie
de Karhunen-Loéve, el campo aleatorio de los desplazamientos se representa mediante la
expansioén en caos polinomial. Las caracteristicas (esperanza, desviacion estandar) del campo
aleatorio de la respuesta (desplazamientos, deformaciones) se obtienen con un andlisis de
segundos momentos.
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3.3.3.1 Ecuacién de equilibrio del Método del Elemento finito

En el andlisis lineal por el método del elemento finito clasico se establece un sistema de
ecuaciones de equilibrio como:

K-U=F (3.22)

F es un vector de fuerzas nodales y volumétricas; U es un vector de desplazamientos nodales y K
es la matriz de rigidez total con forma:

K = [BTDBAQ (3.23)
Q

donde Q es el dominio de estudio; B es la matriz de forma y D es la matriz de elasticidad.

A continuacién se presenta la derivacién de la ecuacion de equilibrio estocastica del MEFEE de
acuerdo a lo desarrollado por Ghanem y Spanos (1991).

3.3.3.2 Ecuacion de equilibrio estocastica del MEFEE

Considerando las caracteristicas estocéasticas (8) de cada cantidad del sistema, la ecuacién de
equilibrio estocastica con condiciones de frontera mecanicas deterministas se escribe como:

K(O)U(0) = F (3.24)

donde K(#) es la matriz de rigidez estocastica, cuya matriz de elasticidad D, que contiene la
variabilidad del médulo de elasticidad E, se expresa como:

D(X,0) =V, (X,0)D, (3.25)

donde D, es una matriz de elasticidad constante. La matriz de rigidez estocastica K(6) que es
linealmente dependiente del campo aleatorio de E (K(8) =K(Ve(X, 0))), se expresa entonces como:

K(6) = [B'V¢ (X 0)D,BAQ (3.26)
Q

Recurriendo a la expresion de Karhunen-Loéve (3.13) para representar el campo aleatorio del
mddulo de elasticidad Ve(X,8), K(8) se escribe como:

M
K(0) = [BT(E{Ve(X.0)}+ D ¢ (X)E (6)D,B (3.27)
Q i=1
Agrupando la parte determinista y estocéstica de la matriz de rigidez, se tiene que:

K(0) =K, +§:Ki<§i(0) (3.28)
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Donde K, es la matriz de rigidez evaluada para el valor esperado de E y K; es una matriz
determinista, escrita como:

K, = I\/n—i@ (x)B"D,BdQ (3.29)
Q

Considerando la representacién aleatoria de la matriz de rigidez (3.28) y la de los desplazamientos
(3.21), la ecuacion de equilibrio estocéastica del MEFEE se expresa como:

(Ko +_§:Kié(9))(in‘P](9)]—F =€y p (3.30)

Debido al truncamiento de las series (3.30) se genera un error < yp que se requiere minimizar con

el fin de obtener la mejor aproximacion de los desplazamientos. Imponiendo las condiciones de
Galerkin (Zienkiewicz & Taylor, 1994), la derivacién de la ecuacion equilibrio estocastica requiere,
entonces, hacer el residuo cero: ortogonal al espacio que ocupa el caos polinomial ¥ (6),
cumpliéndose:

E{eyr ¥, (0)}=0 k=0,.,P-1 (3.31)

Para facilitar la lectura de las ecuaciones, el argumento (8) se omite en lo sucesivo.

La ecuacion de equilibrio estocéstica global se obtiene multiplicando la ecuacion (3.30) por Wy y
tomando esperanza de ambos lados de la ecuacién, como:

Efene ¥} =2 KUEW, W3+ > Y KUEEY ¥,}-EFY,) (3.32)

j=0 -1 j=

donde la esperanza entre polinomios y variables aleatorias (ver Anexo A.2) se representa como:

E{¥ ¥, }=E{¥:} i=0
ijk = ) (333)
E{;‘Pj‘Pk}; i=1....M
F, definida como:
F.=E{FY¥,} (3.34)
En el caso de cargas deterministas F, es cero para k > 0.
Tomando la siguiente notacién para la matriz de rigidez, se tiene que:
M
Kie = CopKo + Zciiji (3.35)

Finalmente, la ecuacion de equilibrio estocéastica (3.32) se escribe como:
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P-1

D KU =F, (3.36)

j:
con un sistema de ecuaciones lineales que se expresa en términos de K, con dimensiones N-P x

N-P, donde N estd determinado por el nimero fisico de grados de libertad en el modelo de
elemento finito y P por el nimero de coeficientes que se utilizan en la expansion en caos
polinomial, el sistema se expresa como:

ZKiCill ’ ZKiCilk Ul F
i=0 i=0
=10 (3.37)
M M
2Kic o 2Ky |(Y 0
i=0 i=0

La ec. 3.36 representa la ecuacion de equilibrio estocastica con coeficientes ¢, = {{¥¥,}, cuando
el modulo de elasticidad E es aleatorio.

3.3.3.3 Calculo de incertidumbre sobre los desplazamientos

Con la solucién del sistema de ecuaciones (3.37) solamente es posible conocer un conjunto de
vectores U ={U,, j=0,..,P-1} que se utiliza para aproximar los desplazamientos aleatorios mediante

(3.21). Para determinar el valor esperado y la desviacion estandar de los desplazamientos se
recurre a un analisis de segundos momentos (Sudret & Der Kiureghian, 2000).

Cualquier cantidad de respuesta estocastica (desplazamientos, esfuerzos y deformaciones) del
sistema, se puede representar sobre una base en caos polinomial (Sudret et al., 2006) como:

R(0)=Y R¥,(0) (3.38)
j=0

En un andlisis de segundos momentos, el valor esperado de la respuesta R corresponde al primer
momento, que es el primer término de la expansién (3.38), se tiene que:

E{R}=R, (3.39)
La varianza de la respuesta se calcula con el segundo momento, expresada como:

o =E{(R-E{RD(R-E{R}) }~ fE{wf}RjR} (3.40)

j=0

Siendo E{‘P]?} el cuadrado de la norma (ver Anexo A.2).
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3.4 Extension de la formulacion del MEFEE

En este inciso se presenta el desarrollo de la derivacién de las ecuaciones de equilibrio
estocasticas de la extension del MEFEE. Se consider6 que los parametros elésticos lineales
isétropos y anisétropos tienen una distribucion Gaussiana. El principio de la extensiéon de la
formulacioén es el mismo al original, consiste en:

e Representar la variabilidad espacial de los parametros constitutivos mediante una
expansion en serie de Karhunen-Loéve.

o Representar los desplazamientos aleatorios con expansién en caos polinomial.

e Utilizar la proyeccion de Galerkin para hacer que el residuo, debido al truncamiento de las
series, sea cero y obtener los coeficientes de la aproximacion de la solucion en términos
del producto polinomios, por ejemplo E{', Y

La extension del MEFEE se realizé para los siguientes casos:

a) Isoétropo (estado plano de esfuerzo):
—Relacion de Poisson v
—Médulo de elasticidad E y relacion de Poisson v

b) Anisoétropo (estado plano de esfuerzo):
—Moédulo de elasticidad vertical E,
—Moédulo de elasticidad horizontal Ej,
—Mddulos de elasticidad E, y Ep,
—Relacién de Poisson
—Parametros conjuntos E,, En Yy vin

c) Anisétropo (estado plano de deformacion):
—Moédulo de elasticidad vertical E,
—~Mobdulo de elasticidad horizontal Ej,
—Maddulos de elasticidad E, y Ej,
—Relacién de Poisson v,

—Relaciéon de Poisson wy,

3.4.1 Aspectos matematicos

Para la derivacion de las ecuaciones de equilibrio estocasticas de campos aleatorios diferentes de
E, se requiere del uso de las siguientes herramientas matematicas que simplificaran la deduccién
de dichas ecuaciones.

3.4.1.1 Expansion en series polinomiales

La relacién de Poisson v es un parametro que se representa en la matriz de elasticidad de forma
no lineal, por ejemplo: 1/2(1+v). Para facilitar su representacibn mediante la expansion de
Karhunen-Loeve y conocer su contribucion de forma independiente sobre la respuesta, se recurre
a una expansioén polinomial (Noh & Kwak, 2006), conocida como expansion en series geométricas
y Se expresa como:
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i=1+x+x2+...=Zx"‘1,
1—X p=1
1 _1 2 _30 1p—l p-1
o -l xx 2 ()PP, (3.41)
p=1
X o0

=1+ x+ X+ XP
1-x Z{

De acuerdo con Noh y Kwak (2006) la expansién converge al valor exacto si la variable X esta
entre -1.0 y 1.0. La relacién de convergencia de una serie geométrica se incrementa cuando la
variable X a expandir se aproxima a cero. Por ejemplo, si la variable es de 0.1, solamente el
segundo orden de la expansién da el 99 % del valor exacto. Si el valor de la variable se
incrementa, el orden de la expansion que se requiere es mayor.

3.4.1.2 Representacion de variables aleatorias & mediante polinomios multidimensionales de
Hermite

Debido a la expansion polinomial de la relacion de Poisson v, se generan productos de campos
aleatorios, que se pueden expresar como: V(X,H)n. Para facilitar el algebra de la deduccién de la
ecuacion de equilibrio estocastica, el conjunto de variables aleatorias &, contenidas en la
expansiéon de Karhunen-Loéve, se representan en términos de polinomios de Hermite de variables
normales estandar (ver Anexo A.2); es decir, las & se modelan como funciones de variables
aleatorias Gaussianas (Matthies y Keese, 2005).

De acuerdo con los resultados clasicos (Matthies y Keese, 2005), cualquier variable aleatoria o
con varianza finita (@ e L,(¢2), se puede expandir en series de polinomios de variables

Gaussianas ¢ (independientes y no correlacionadas), en particular en polinomios ortogonales de
Hermite, convergentes en L,(Q2) (espacio de Hilbert Gaussiano), se tiene que:

w= iékhk (¢) (3.42)
k=0

donde: {(fk ; k=0, ... o} son coeficientes a determinar y representan una medida de aproximacién

entre las variables normales estandar y el tipo de variable a aproximar. Los métodos numéricos
existentes para evaluar dichos coeficientes son estudiados por Berveiller (2005).

La expresién (3.42) representa la expansion de una variable aleatoria en términos de polinomios
de Hermite unidimensionales (una sola variable). Sin embargo, la formulacion del MEFEE se
realiza sobre una base de polinomios multidimensionales de Hermite (coas polinomial, inciso

3.4.2.1) en variables {£}",. Se requiere, entonces, que las variables se representen como:

P

w = Z_:Ck\ljk (& }:1:1) (3.43)

Para que las variables @ cumplan con la expresion 3.43, es necesario que los coeficientes Ck

correspondan con los coeficientes Cy del caos polinomial, en el Anexo A se explica este
procedimiento (Sudret et al., 2005).
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La expresion (3.43) es util para realizar transformaciones de variables no Gaussianas, lo que
permite representar campos no Gaussianos con la expansion de Karhunen-Loéve, porque se
garantiza que las variables aleatorias contenidas en dicha expansion se encuentren en el espacio
Gaussiano.

3.4.1.3 Campo aleatorio de la relacion de Poisson v

Debido al intervalo de valores que la relacién de Poisson v puede tomar, el campo aleatorio de
este parametro puede quedar mejor representado por medio de variables aleatorias con densidad
de probabilidad Beta.

Como se explicé en el inciso anterior, la tarea principal para modelar campos no Gaussianos con
el MEFEE, consiste en representar las variables & como funciones de series polinomiales
(polinomios de Hermite). La formulacion del MEFEE para el caso de campos no Gaussianos es
idéntica que para el de campos Gaussianos, la Unica variante es la evaluacién de los coeficientes
{Cx, k=0,...,0}, los cuales se pueden calcular por diferentes métodos numéricos (Berveiller, 2005).

Si las variables aleatorias expandidas en caos polinomial son normales estandar, los coeficientes
Ck se pueden evaluar (Sudret et al., 2005) simplemente como:

Co=u,Ci=oyCi=0parai>2
Para facilitar los analisis de incertidumbre de parametros conjuntos (por ejemplo E y v), en este
trabajo el campo aleatorio de la relacion de Poisson v se consider6 Gaussiano. Esto es posible,
siempre y cuando la incertidumbre impuesta en este campo sea pequefia (Noh & Kwak, 2006).

3.4.1.4 Producto de variables aleatorias expandidas en caos polinomial

Dadas dos variables aleatorias a y b, expandidas cada una de ellas en caos polinomial, el producto
de ellas se expresa como:

a-b=3a¥ ) b¥ =c=3c¥ (3.44)

Donde c sigue siendo una variable aleatoria expresada como una suma finita de caos polinomiales
(Malliavin, 1997; Debusschere et al.,2005), con coeficientes c,:

c, =) cuab, (vk € 0,1,...,P) (3.45)
i=0 j=0
donde:
Cijk =E{T—W (v(,},k) € {0....P}") (3.46)
tOE

El calculo de los coeficientes c.

i Y €l producto de mas de dos variables aleatorias se detalla en el
Anexo A.3.
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En las variables aleatorias (expresadas en caos polinomial) elevadas a exponentes positivos
enteros se requiere que el orden p de la expansion del caos polinomial sea mayor que el orden de
la potencia de la variable, para evitar que el error por truncamiento, que se anula via proyeccién
Galerkin, se propague en los coeficientes espectrales calculados (3.46) (Debusschere et al., 2005).
Tal error puede incrementarse, especialmente cuando se trata de repetidas multiplicaciones de
variables.

3.4.1.5 Expansion en serie de Karhunen-Loéeve con expansion en caos polinomial

La representacion de un campo aleatorio mediante la expansion en serie de Karhunen-Loeve,
cuyas variables aleatorias & se expanden en con caos polinomial (3.43), se escribe de la siguiente
forma:

M P-1
V(X,H)=(E{v}+aZﬁq(X)ZCij‘PJ] (3.47)
i=1 j=0
3.4.2 Procedimiento general para derivar la ecuacion de equilibrio estocastica del MEFEE para
campos aleatorios diferentes de E.
La derivacion de las ecuaciones de equilibrio estocasticas de la extension del MEFEE para los
casos aqui expuestos, es un procedimiento repetitivo que se realiza tanto en el comportamiento
is6tropo como anisétropo. A continuacion se resumen los pasos mas importantes requeridos en las
subsiguientes deducciones.

Se sabe que:

(1) La forma de la ecuacion de equilibrio del MEFEE se escribe como:
K@U(@)=F (3.48)

donde F es determinista.

(2) La variabilidad de los pardmetros aleatorios esta contenida en la matriz constitutiva que en
general se expresa como:

D(X,0) =D + AD(X,0) (3.49)
donde D es la matriz media del campo aleatorio D(X,0) y AD(X,#) es la matriz constitutiva
estocastica con media cero.

A partir de esto se enumera la siguiente:
e Se establece la matriz de elasticidad determinista, no existe incertidumbre en ningun

pardmetro, con cada término representado en forma lineal mediante una expansion en
serie, por ejemplo:

E 2
D:(1+VJDO:E(1—V+V +....) Dy (3.50)
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donde: D, representa una matriz constante: evaluada con magnitudes unitarias para el o los
campos aleatorios en cuestion.

Se representa la matriz de elasticidad estocastica a través del desarrollo en serie de
Karhunen-Loéve con expansion en caos polinomial (3.47). Por ejemplo, si sélo v es
aleatorio (3.50), la matriz D(X,#) se expresa como:

D(X,6) =V, (X,6)D,
D(X,0) =E[1-V,(X,0)+V,(X,0) +...|D,

1—[E{vv(x.a)}+avi ni«)i(X)’_:Zlcu‘Pj} 351)
D(X,0)=E - =

[E{vv(x,e)}mi“ qi¢i(X)§cijwjj o

El desarrollo de los binomios anteriores (3.51) permite establecer una expresion
matematica simplificada de la forma:

D(X,0)=a, +0,b+a,02b* +...+ a,00b"

con:

bZZ\/U—i@(X)ZCuTj

(3.52)

donde: {«, i=0,1,2,...n} son coeficientes que agrupan términos deterministas que estan
representados por el valor esperado del campo y los coeficientes que corresponden al
desarrollo de mas de un binomio elevado a la n {n = 1,2,..m}. La convergencia de las « esta
determinado por el nimero de binomios tomados en la expansion (ver Anexo A.4); la
convergencia de la serie es funcién del orden n.

Se expresa la_matriz_de rigidez estocastica K(€#)=K(D(X,0)),que es linealmente
dependiente de la variabilidad del campo aleatorio en cuestion, también en series
geométricas como consecuencia de los términos no lineales, en este caso v. Una expresion
general de esta matriz se escribe como:

K (8) = ay0, KX(0) + at,00K*(0) + ... + a,09K" (6) (3.53)

donde: n es el grado maximo tomado en cuenta en la serie. Se considera que los términos
con orden mayor de 3, toman valores lo suficientemente pequefios que pueden
despreciarse.

Se calculan las matrices de rigidez aleatorias K'(6). Estas matrices dependen del producto
de campos aleatorios, los cuales se desarrollan en expansion de Karhunen-Loéve con caos
polinomial (3.47). De acuerdo con las bases del MEFEE, se requiere que cada uno de los
términos de K(8) tengan una forma conveniente para la formulacion, como:
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K(@):jﬂ B™V, (X,0)D,BdQ = ng(a) ;KZC‘P(Q)

Moopa (3.54)
( )=ZK| _ OAilPJ'(H)
i= j=
Al desarrollar los productos de K"(e) de (3.53) y agruparlos, se puede llegar a:
M P-1
KH(0) =Y K Y A}, (6)
i=1 j=0
) M P-1 )
K2(0)= ) K D ATY,(0)
(9) le i=0 (3.55)
M P-1
K"(0)=D K Y AMY,(0)
i=1 j=0

. .. n . . -z
donde K, es la matriz de rigidez de pesos y A representan la multiplicacion de los valores
caracteristicos 57 , funciones caracteristicas ¢ y los coeficientes de C, de la expansion en
caos polinomial que representa las variables aleatorias &.

e Se escribe la ecuacion de equilibrio (3.48) en términos Kn(H) y de la expansion de los
desplazamientos U(#) (3.21), su forma es también una suma de términos como:

(3.56)

M P-1 L 5 M P-1 5 M P-1 P-1
[alo'vzl:KiZ(;Aj‘Pj +azaVZ£KiZ(;Aj‘I’j +...+analelKiZ(;A?‘ij(gUk‘ij =F
i=! j= i= j=! i= j= =

e Se minimiza el error por truncamiento de las series (Karhunen-Loéve y caos polinomial),
usando condiciones de proyeccién de Galerkin (Matthies, 2008), para encontrar una
solucién aproximada y Unica a la solucién exacta de U(#), cumpliéndose que:

Efey, ¥,}=0 1=0,...P -1 (3.57)

Al hacer €, = 0 se generan esperanzas de productos de polinomios (multidimensionales)
denotadas por dJkI = E{‘P P, ¥}, a partir de estos coeficientes se establece la ecuacion de

equilibrio estocastica, para el parametro en cuestién, que se escribe en forma simplificada
como:

P-1
zo[alo'ZKZAJ T 07 ZlKZAJ ¥ +ao-Zl:KZAJdJk|]U =F
i j=0 i =

M P-1
Si, KL =Y K Y Ald,, (3.58)
0

i-1 =

o
N

1l 2 2 n n _
(an0iKy + @, 00KE + o+ 200K U, =F

=~
o
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Los coeficientes aleatorios d,; estan definidos por:
j: la base polinomial de la transformacion de las variables aleatorias ¢&.

k: la base polinomial de los desplazamientos aleatorios.
|: la base polinomial debido a la minimizacion del error €, ..

La expresion anterior permite establecer un sistema de ecuaciones lineales N-P x N-P. Donde N es
funcién del namero fisico de grados de libertad usado en el modelo de elemento finito y P es el
namero de caos polinomiales utilizado para aproximar los desplazamientos nodales.

3.4.3 Derivacion de las ecuaciones de equilibrio estocésticas: caso is6tropo

3.4.3.1 Matriz de elasticidad

La matriz de elasticidad para un material elastico lineal isotropo se puede representar de la
siguiente manera:

@u+AE  AE 0
D=| AE (U+1)E 0 (3.59)
0 0 24E

Con los constantes de 4/ y A’ expresadas como:

(a) Estado plano de esfuerzo

1 . =Y 3.60
SRPTRE -7 (3.60)
(b) Estado plano de deformacién
QU S N 3.61
AP IRRY A+ )(1-2v) (361)
Asi, D se puede escribir como:
D=E[24D, + A'D,] (3.62)
Siendo D; y D, matrices deterministas escritas como:
1 00 1 10
D,=/|0 1 0 y D,=|1 10 (3.63)
0 0 1 0 0O

3.4.3.2 Ecuacion de equilibrio estocastica para E aleatorio
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En este apartado se deriva la ecuacion de equlibrio estocéstica para E aleatorio. Se representan
las variables aleatorias del campo de entrada como funciones de variables gaussianas, las cuales
se expanden en caos polinomial.

En el inciso 3.4.3 se presentd que la ecuacion de equilibrio estocastica cuando el mdédulo de
elasticidad E se considera aleatorio, se expresa como:

M P
(ko +Y K& j[ZUj\PJJ— F=cur (3.64)
i=1 j=0

Sustituyendo la expansion en caos polinomial de & (3.43), en (3.47), se obtiene que:

M P-1 P
(KO +>K ;cikwk](;uj\m j ~F=¢,, (3.65)
=

i=1 =0

Al minimizar el error €, se tiene:
M P-1 P
DK D C DU (OE{Y,Y Y }=F (3.66)
i=0 k=0 j=0
Reescribiendo:
M P-1 P-1 -1
DKDAD AU =F=> KU, =F (3.67)
i=0 k=0  j=0 j=0

Donde Cj contiene los coeficientes de la transformacion de las variables &, d
producto de tres caos polinomiales (ver Anexo A.2). Cuando i = 0, K=K,

« €S la esperanza del

La ecuacion 3.67 representa la ecuacion de equilibrio estocastica con coeficientes d,, = E{'¥, ¥,V },
para E aleatorio.

3.4.3.3 Relacién de Poisson v aleatoria (estado plano de esfuerzo)

(a) Matriz de elasticidad para estado plano de esfuerzo

La matriz de elasticidad se puede expresar con la siguiente forma:
D =[24'D, + A'D, | (3.68)

Donde las matrices deterministas son:

O

Il
o o m
o m o
m o o

<

O

N

Il
o mm

E O
E O (3.69)
0 0
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(b) Matriz de elasticidad estocastica

Para establecer la matriz de elasticidad estocastica, se requiere primero desarrollar los
coeficientes 24 y A' mediante series geométricas; posteriormente, representar la variabilidad
espacial de v utilizando la expansion de Karhunen-Loéve con variables aleatorias en caos
polinomial (3.47), teniendo que:

240 1 DVPIE1-v+vi =V 4.0 V. (X,0) =1-V,(X,0)+V,(X,0) =V, (X,0)° +...
I+v 3 (3.70)

A=Y

=vY Vv v L) V(X,0) =V, (X,0) +V,(X,0)° +V, (X,0)° +...

> =
1—V p=1

En términos de la expansion de Karhunen-Loéve (3.47):

vzi,,(x,e)=1—[E{vv<x,e>}+aVZﬁ(mecu\PjHE{VV(x,a)}mZ m(X)Zcu\P]] -
i=1 j=0 i=1 j=0 (371)

V, (X,0)= (E{vv(x,e)}m—vz\/n_i(pi(X)Zcij\yjj+(E{vv(x,a)}m—vz\/Z(pi(X)ZcU\PJ) ;...

Considerando un cambio de variable, para facilitar el algebra de la deduccién de la ecuacion de
equilibrio, como:

b(X,t9)=iZ=l: m@(x)gcu‘l’; (3.72)

La variabilidad de 24/ y A’ en forma simplificada se expresa como:

V,,(X,0)=1-(E{V,(X,0)} + 0,b(X,0)) + (E{V,(X,0)} + avb(X,Q))z .

3.73
V, (X,0)=(EV, (X,0)}+0,b(X,0)) + (EV, (X,0)}+0,b(X,0)) +... &9
La expresion (3.73) representa la variabilidad de la relacibn de Poisson mediante campos
aleatorios Gaussianos, cuya forma simplificada se obtiene al desarrollar los binomios (Noh &
Kwak, 2006), ver Anexo A.4. Después del algebra, la expansion de 24 y A' se expresan en
términos a'y f, respectivamente, los cuales son coeficientes propios del desarrollo de los binomios
y funcion del valor esperado del campo aleatorio. La convergencia de a 'y S estd determinada por
el numero de binomios tomados en la expansion y la de las funciones de 24 y A' depende del
orden de la serie, que en este caso es de tres debido a que se considera que los términos de
orden mayor a éste toman valores lo suficientemente pequefios que pueden despreciarse,
teniendo que:

Para 24/
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V,, (X,0)= (1+ Zn:(—l)k KC, (E{V, (X,0)})" j + (Zn:(—l)" kCl(E{\/V(X,H)})kljavb(x,é?) +

[i(—l)k kC, (E{vv(x,e)})“]afb(x,e)z +(i(—1)k kC, (E{vv(x,e)})“Jafb(x,e)B (3.74)
V,. (X,0) = ay +a,0,b(X,0) + a,0b(X,0)* + 2,0 b(X,0)°
Para A’
V, (X,0)= i(zk ~1C, (EV, (X, 01 + [i(zk —1)C1(E{\/V(X,0)})(2k2)]o-vb(x,0) +
(Zn:(ZK _1c, (E{\/V(x,a)})”3}7513(x,6>)2 + [Zn:(ZK _1C, (E{\/V(X,H)})2k4jo-fb(x,6)3 (3.75)
V.. (X,0) = B, + Bo,b(X,0) + B,07b(X,0) + B,0°b(X,0)*
Con:
M P-1
b(X,0) =D e, (X)}.C,¥,
- =0 (3.76)

uxm:iqqui

i=1  j=0
Sustituyendo (3.74) y (3.75) en (3.68), la matriz de elasticidad estocéastica se escribe como:
D(X,0) =(V,, (X,0)D, +V,(X,0)D, )

D(X,8) =(a, + ,0,b(X,0) + a,02b(X,0)" + a0 b(X,0)*)D, + (3.77)
(By + o, b(X,0) + B,070(X,0)° + B07b(X,0)*)D,

Los términos «, y S, representan el valor esperado V (X, 6).
Los términos b(X,8)", por ejemplo n=2 se expresa como:

M P-1 M P-1 p_1
ooy omonco-$oSwSn o o Fen
1= 1= 1= h= ]=

La expresion anterior contiene variables aleatorias £ elevadas a potencias enteras, para evaluarlas
se considera el producto de variables aleatorias expandidas en caos polinomial (3.44) como:

C¥SC ¥ =SC V¥ ; c =Sc.5Sc c..
= bl ©h = 2l 7 2 i Iag 7y Jag = )1 = 202~ hl2la (379)

La expresién (3.78) se puede escribir como:
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M P

5 M P-1 P-1 1
b(X,0)" = Z bn Z;)Cimzlbiz Z}Ciziz Z ChinAl\PiAl
h= J2=

=1

Ir=

M M p_1
b(x’e)z = Zbi1zbi2 Z Cj/ﬁl}lj‘\l

=1 =l j, =0

In=

(3.80)

Para el desarrollo de b(X,6) n, conn=3,4,..., ver Anexo A.6.

En (3.80) la potencia del binomio es n=2, la expansion en caos polinomial de la nueva variable
aleatoria, resultante del producto de dos variables, se representa por j,,. Si n > 2, se crea el

producto de tres variables aleatorias que se resuelve usando el producto de dos variables, y
después el resultado se multiplica por una tercera, que conduciran a otro producto de dos variables
que al final se expande mediante jA(n_l). A1) €s solamente un nombre que representa el producto

de variables en caos polinomial, siendo posible escribir para simplificar jA(n—l) =].

(c) Derivacion de la ecuacién de equilibrio estocéstica

Matriz de rigidez estocastica

La matriz de rigidez estocastica K(8)=K(D(X,6)), que es linealmente dependiente de la
variabilidad de v contenida en D, se obtiene al sustituir la ec. (3.77) en (3.26), teniendo que:

K(6)=[ B'D(X,6)BdQ
K(0)= jQ B" (a,0,b(X,0) + a,070(X,0)° + a0 2b(X,0)* ) DBAQ +

(3.81)
[ BT (Bo,b(X,0)+ B,o7b(X,0) + B,oib(X,0)° ) D,BdQ
K(0) = 2,0, K1 (0) + 2,07K ] (0) + 07K (0) + B0, K3 (0) + B,0.K; (0) + B,07K;(6)
Con matrices de rigidez deterministas:
e Matriz de rigidez media:
Ko = J-Q B (a,D; + 5,D,)B (3.82)
e Matriz de rigidez de pesos
K, =| B"bD,Bd,;
w =],8'bDBd, (3.83)

K, = [ B"bD,Bdy;
Donde los subindices 1y 2 corresponden a las matrices de rigidez de 24y A' respectivamente.

Matrices de rigidez aleatorias K'(8)

Teniendo en cuenta que la matriz de rigidez estocastica se expresa como:
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(3.84)

Buscando tener esta misma forma de la matriz de rigidez, se desarrolla cada uno de los términos
de K(8) (3.81) tomando en cuenta las b(X,@n, se obtiene que la expansion de cada término de la

matriz rigidez se expresa de forma explicita como:

Para los términos de K(#) que contienen b(X,8), se tiene que:

P

6)=[ Bb(X,0)DBAQ = ZKL,ZC“‘P iKlifA}\Pj
i=1 =0

i=1 j

0)=[ B'b(X,0)D,BdQ = YK, Pz C¥, =YK, S A,
i=1 i=0 i=1 j=0
Para K(#) con términos b(X,H)Z, se tiene que:
P-1
J. BTb(X 9) DBdQ zKll ZC| leb chl Z J1J2]A1KII1A1
ip=1 =0 2=l Jp= ing=0
( ) ZLKLI Z AZ ’ ZCH Zlb ZC'sz Idain
ip= in =0 Ip= 12=0
P-1
I BTb(x 0) D BdQ ZKZl ZC| leb zcll Z hlszl\PjAl
ir=1 j»=0 ing=0
KE(0)=3K,, ¥ 62
ip=1 ing=0
Para K(&) con b(X,e)s, se tiene que:
. M P-1 M P-1 P-1 M P-1 P-1
Kl (9) - ZKlil 4 Ciﬂlzbiz Z Czlz Z CJlJZlAIZ b'3 Z C 3l3 Z CJA1J31A2
ip=1 j1=0 i,=1 j,=0 ]A1: iz=1 j3=0 12 =0
s M p-1 . 1 M 1
Kl (9) - ZKlil_ AJAZ\PJAZ; Z C J2 CJlJ lAizb chb ingJzing
i=1 ing=0 1=0 =1 =0 ing=0 i3=1 j3=0
. M P-1 M P-1 - M P-1 P-1
K2 (9) - Zszil Zchhzbiz 4 Cizlz C]1]2JA1 Zb'a Z Ciaia Z CjAlj3jA2leA2
i=1 =0 ip=1 i2=0 in=0 i3=1 j3=0 inp=0
. M p-1 .
Kz (9)=ZK2|1 i ¥
=1 2o =0

Finalmente, la matriz de rigidez estocastica K(¢) se escribe como:

(3.85)

(3.86)

(3.87)
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P-1

Ia =

K(6)= {ala > Ky, Z NV, +a,0! i Ky, PZ‘? AfAl\PjAl + asaf’i Ky,
i=1 i=1 0 i

=1 in, =0

ALY ]*

(3.88)
M P-1 M P-1
['Bl ZK2|ZA1\P +ﬂ20— ZlKZI Z AJ?Al‘PjM +ﬂ3o_"SZK2vi Z A?AzleAzJ

=0 Tl =0

Para simplificar, se asume que ju,, ja,» = |, l0 cual no altera el producto de variables aleatorias y
permite escribir K(8) como:

M M
K(0)=2 a0l 3 Ky 2 AT+ B.00 Y Ky D ATY, (3.89)

Ecuacién de equilibrio estocastica

Sustituyendo la expansion de la matriz de rigidez K(¢) (3.89) y la expansion de los
desplazamientos U(8) (3.21), en la ecuacién de equilibrio (3.24), se tiene que:

M P

(iaaafZKLi DAY, + Z p.o; ZKZ, ZAa‘P ](Pfuk\yk J —F=eyp (3.90)
a=1 k=0

i=1 j=0 a=1

LN

Minimizando el error por truncamiento:

Para minimizar el error por truncamiento, se requiere que el residuo €,,, sea ortogonal al espacio
que ocupan los polinomios ¥, para ello, ambos lados de la ec. (3.90) se multiplican por ¥,y se
toman esperanzas, teniendo que la ecuacion equilibrio estocastica es:

P-1

3 M P-1 3 M P-1
(Zaaof‘ZKli DINENY P Y I+ Y B0 Ky D AE{Y Y, }j{Zukj— E{F¥}=0 (3.91)
a=1 i=1 j=0 a=1 i=1 j=0 k=0

Considerando que E{‘P‘P P} =dy, y definiendo que:

I

K = ZKLIZA”‘d]kl, vm=1..,3
. (3.92)
Ko ZK ZATdM; vm=1..3
j=0
Se obtiene finalmente que:
3
Ka = Zaa o, K + Z o, Kzu
a=1 a=1
o1 (3.93)
KU, =F
k=0

La ecuacion de equilibrio estocastica anterior, establece un sistema de ecuaciones de N-P x N-P
con el mencionado en el inciso (3.3.3).
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La ec. 3.93 representa la ecuacion de equilibrio estocastica del MEFEE con coeficientes d, =
E{\Pk‘lfj‘lfl}, para la relacién de Poisson v aleatoria (estado de plano de esfuerzo).

En el Anexo A.12 se presenta la formulacién de la ecuacién de equilibrio estocastica para v
aleatorio, en la cual el campo aleatorio se expande con serie de Karhunen-Loéve sin cambio en la
representacion de las variables aleatorias.

3.4.3.4 MAdulo de elasticidad E y relacion de Poisson v (estado plano de esfuerzo)

(a) Matriz de elasticidad

De acuerdo como se establecid la matriz de elasticidad en (3.62), se tiene que:
D=E[2u'D, +AD,] (3.94)

siendo D; y D, marices unitarias.
(b) Matriz de elasticidad estocastica
La matriz de elasticidad estocastica cuando E y v son aleatorios se escribe como:
D(Xﬁ) =Ve (ng)([\/zu'(x’e)DﬁVz' (Xﬂ)Dz]) (3.95)
Se observa que la matriz D(X,8) se desarrollada igual que en (3.77), solamente se necesita

multiplicarla por la variabilidad de E, (Ve(X,8)).

Recordando que un campo aleatorio expandido en serie de Karhunen-Loéve y caos polinomial
(3.47) se escribe como:

V (X,0) =E{V, (Xﬁ)}wEiﬁ(ﬂi(XECu‘P; =E{Ve (X, 0)t+ b (X.0) (3.96)

=7 + 710eb: (X, 0)
donde: y, es igual al valor esperado del campo aleatorio de E 'y y, es igual a uno.

Tomando en cuenta (3.96) y D(X,8) que contiene v aleatorio (3.77), la matriz de elasticidad
estocastica para los campos aleatorios E 'y ves:

v

(B, + Bo,b,(X,0) + B,07b,(X,0) + By0.b,(X,0)°)D,

v

(3.97)

+a,0,b,(X,0) + 2,052b,(X,0)* + a,07b,(X,0)*)D, +
D(xve)zyo+UE}/1bE(X,9)[(aO %oy V( ) %29, V( ) 30, V( )) 1 J

Considerando que la variabilidad E y v se representa mediante campos aleatorios Gaussianos y
que cada campo aleatorio se expande con el mismo numero de variables aleatorias {&,..., u}, se
puede escribir que:
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b.(X.0)=b,(X.0)=b(X,0) = 1.0, (X)3.C, ¥, (399

Desarrollando la ec. (3.97), la matriz de elasticidad estocastica se escribe de forma explicita como:

(7o0to + 7,0,0,b(X,0) + ;/0052(7V2b(X,9)2 + 7/00530'V2b(X,49)3)Dl +
D(X,0) = (ayro:b(X,0)+ 0{1}/10'Eavb(X,t9)2 + 0{27/10'Eofb(X,6?)3 + 0(3}/10',50'V3'b(X,49)4)Dl + (3.99)
(7B + 708.0,b(X,0) + 7, 8,0,b(X,0)* + 3, 8,0,b(X,0)°)D, + '

(B,7,0:b(X,0) + By,oe0,b(X,0) + B,y.0.07b(X,0)° + Byy,o.02b(X,0)*)D,

La matriz de elasticidad estocéstica (3.99) contiene términos representados por el producto entre

E{E} y b(X,0)", solo los elementos que contienen la variabilidad del médulo de elasticidad E se
refleja en la respuesta.

En términos generales la matriz de elasticidad estocastica se puede escribir como:

D(X,0) =D + AD(X,0) (3.100)

En esta formulacion, Desta formada por una matriz determinista D
definida como:

y una matriz 6D(X,8),

det

D =D,, +8D(X,6) (3.101)

donde: D, agrupa E{E} y E{v}; la matriz sD(X,#), contiene los elementos del producto entre E{E}
y los términos aleatorios de la expansion de v, las matrices se expresan como:

Dyer = 70%Ds + 78,0,

3 mLm 3 hn (3.102)
SD(X,0) =D 7,00 b (X,0)D, + D 7, 8,0, (X, 6)D,
m=1 n=1
Los elementos aleatorios restantes se agrupan en la siguiente matriz:
3 3
AD'(X,0) = y,0ca,07b"™(X,0)D, + Y 7,0 B,o0b™ " (X, 0)D, (3.103)
m=0 n=0

Asi, AD(X,0) es la contribucién de AD'(X,0) menos los elementos aleatorios considerados en la
matriz D | gue se escribe como:

AD(X,8) = AD'(X,8) — 5D(X, 6) (3.104)

Finalmente, sustituyendo D (3.101) y D(X,#) (3.104) en (3.100) se llega a:

D(X,6) =D, + 5D(X,0) + AD'(X,6) — 5D(X,6)

(3.105)
D(X,0) =D, + AD'(X,6)
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Por tanto, las matrices son:

Matriz de rigidez media

5 = Ddet
_ (3.106)
D = y,a,D, + 7,50,
Matriz de rigidez estocastica
AD(X,60) = AD(X,0) = ((ylaoﬁEb(X,H) + 710’/10-Eo-vb(xle)z + 71“25E0'Vzb(xﬂ): + 71“3655V:b(xﬁ)j)D1 +J (3.107)
(nB,oeb(X,0) + y oo, b(X,0) +y,B,0.0,0(X,0) +y,p0.0,b(X,0)")D,

(c) Derivacién de la ecuacién de equilibrio estocastica.

Matriz de rigidez estocastica

La matriz de rigidez estocastica K(#), es una funcion de la variabilidad de E y v contenida en D.
Se obtiene al sustituir AD(X,8) (3.107) en (3.26), teniendo que:

K(6)=[ B'AD(X,0)BdQ

K (0) = 1a,0:K1(0) + 0.0, K2(0) + 1,0,0.0°K: () + ya,0. 07K, (6) + (3.108)
1B,0eK;(0) + 1100, K3 (0) + 1,3,0: 0, K3 (0) + 1,30 0.K; (6)
Las matrices de rigideces deterministas son:
e Matriz de rigidez media:
K, = jQ BT DBdQ (3.109)
e Matriz de rigidez de pesos
Koy =[ B'D,BAQ;  m=12; b =5¢(X) (3.110)

Matrices de rigidez aleatorias Kn( )

Recordando que una forma conveniente de representacion de la matriz de rigidez para la
formulacion es:

M P-1
K(8)= jQ B"AD(X,0)BdQ = éKm'igjcijWJ; m=12 (3.111)

Al desarrollar cada uno de los términos contenidos en K(&) (3.108) (ver Anexo A.7), se llega a una
forma general como la expresién (3.111), teniendo las siguientes matrices:
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M P-1 M P-1
2 —
K (9) - Z Km Jiy zc'lhzbb Z C' 2l2 z Ci1isz1\PjA1
ip=1 j1=0 ir=1 j»=0 ing=0
5 M P-1 )
K?(0) =2 Kp; 20 A7 Y,
=1 i, =0
M P-1
K" =>K_. AV ; m=12
(0)=2Kni, 22 AL ¥, X (3.112)
ip=1 Iagn-1y=
con:
P-1 M [N n P-1(n n p-1|(-1) n
n —
) Z AJ'A(,,,D - Z Hbib 4 HC'an Z Jai2iag Z HCJA(b,Z)jbjA(b,l)
Ay = ia=1|a=2 b=2 ja=0]a=1 b=1 JAl— ing=0| a=2 b=3
p-1|(h-) n
Para n = 2; Z HC%Q) ingy =1
JAa:O a=2 b=3

Ecuacién de equilibrio estocastica

Una vez establecida la matriz estocastica K(#) (3.108), con sus correspondientes términos K“(e), y
considerando la expansion de los desplazamientos U(#) (3.21), la ecuacion de equilibrio (3.24), se
escribe como:

M P-1 3 P_1
7o Y K DAY Y, +> ya,0.0, ZKLI D AT+ .
i=1 =0 a=1 i=1 Aa =0
J J [ UKJ = (3.113)
7/1ﬁOO'EZK2|ZAl‘I’ Y, +Zj/1ﬂ 0.0, ZKm Z A(a”)‘l’ ‘I’ k=0
i=1 j=0 ip=1 ing=0

Para simplificar, se asume que j,,,...,ja, = J, teniendo que (3.113) se escribe como:

(2710‘ 0.0, ZKLI ZA(&Hl)lP \I; +z7/1ﬂ 0.0, ZK2| ZA(«’:H-l)\_P \P J[PZ_lukJ: F (3.114)

ip=1 =1 k=0

Minimizacién del error por truncamiento

Al aplicar la condicion de minimizacion (E{e
polinomios definidos como E{‘Pj‘Pk‘P,} =d

w.pr T }=0) se obtiene la esperanza del producto de tres
considerando esto y la siguiente simplificacion:

ki’

K ZK ZAJdJk,, m=12n=1234 (3.115)

Finalmente, la ecuacion de equilibrio estocéastica se escribe como:
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n
a 1 (a+l) a 1 (a+l)
7na,0:0," K™ + Z 7Poe0,” Koy
a=0

~

Kl

M

]
o

a

(3.116)

T

-1

KU, =F

=
I
o

La ec. 3.116 representa la ecuacion de equilibrio estocastica del MEFEE con coeficientes d,;, =
E{¥ ¥}, para el médulo de elasticidad E y la relacion de Poisson v aleatorios (estado plano de
esfuerzo).

3.4.4 Derivacion de las ecuaciones de equilibrio estocasticas: caso anisétropo (estado plano de
esfuerzo)

3.4.4.1 Matriz de elasticidad para el estado plano de esfuerzo

La matriz constitutiva D para el estado plano de esfuerzo es como sigue:

E E
1 w: 1 wACII
-N -N
E Vvh évh Dll Dl2 0
D= Vi Y 0 |=|D, D, O (3.117)
1-nvg, 1-nv,
0 0 D,
0 0 G,,

Con el grado de anisotropia definido comon=E,/ E,.

Los elementos de la matriz D son funciones no lineales de los parametros E , E, y wn. Al igual que

en el caso is6tropo, se recurre a una expansion en series geométricas para tener una
representacion lineal de cada término de D, teniendo lo siguiente:

2
E E , (E. , EZ , E° ,
Dll:ﬁth 1+E—:VVh+[E—:Vth +... :Eh +E—:VVh+E—gVVh+...
EV vh
S PS UOU- SO (=R U = I v
12 — E 5 ~ —h"vh E vh E vh |7 =hVvh E vh Ez vh (3118)
l_ihvvh v v v v
Ev
2
E E E E?
D,=—="—=E, 1+—hvvzh+[—“vvth +..|=E, +E Vi +=2v) +...
E E E E
1_Ehvfh v v v

La variabilidad de la submatrices D,,, D,,, D,, se representd solamente con tres términos de la

serie; la contribucion de términos adicionales se consideré suficientemente pequefia para no
tomarse en cuenta.
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La submatriz D,, esta representada por el parametro G, que de acuerdo con Barden (1963) se
puede expresar como:

E,

" @+n+2ny,)

(3.119)

Sin embargo, este parametro no fue posible representarlo mediante series geométricas debido a
gue la serie no convergia. La variabilidad de este parametro se model6 como una funcién de la

incertidumbre de E,, E, y w%n donde su valor esperado y desviacion estdndar se calcularon
mediante series de Taylor (Auvinet, 2000).

3.4.4.2 Médulo de elasticidad vertical E, aleatorio

(a) Matriz de elasticidad

Cuando se considera solamente la variabilidad del modulo de elasticidad vertical E,, los elementos
de la matriz de elasticidad D se pueden representar en forma matricial como:

E, 00 EXi 0 O Elvi 0 0
Dy=[ 0 0 0)+= 0 0 0f+—| 0 00
0 0O . 0 00 10 0O
1
D11 D111+ ] D112+E_\12D113
0 Ew, 0] (0 E&ZZ 0 [0 EZE0 0
Dy, =| Epvin 0 0|+ Eavy, 0 0|+—= Elv,0 0 0
0 0O O 10 0O O Y 0 0 0
Dy, =Dy + Ei D, + 12 Diss (3.120)
0 0O O o0 O O 0 O
D,=E,|0 1 0|+|0 Ev; O|+—|0 EX; O
0 0O 0O 0 O 1o 0 O

D,,=E,D,,, +D +iD

222 223
EV

000
D, =G, [0 0 0|=G,D
00 1

331

(b) Matriz de elasticidad estocéstica

Sustituyendo la variabilidad del modulo de elasticidad vertical E, en las submatrices D, ,, D,,, D, ¥
D,, se tiene que la matriz de elasticidad estocastica D(X, ) es:
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1 1

Dll(xvg) = D111 +VE(X,¢9) D112 +VE(X,0)2 D113

D, (X,0)=D,,, + ! b+t p

12\ /Ny 121 VE(X,0) 122 VE(X,H)Z 123 (3.121)
1

Dzz(x ) 0) = Ev D221 + Dzzz + \m D223

Dy (X,0) =Vg, (X,6)Dyy,

Se observa de (3.121) que el campo aleatorio del moédulo de elasticidad E, contenido en D,,, D,,,
D,,, requiere nuevamente expandirse en series geometricas para tener una representacion lineal
de dicho campo. El algebra de esta expansidn se desarrolla en el Anexo A.8, de donde se obtienen
diferentes expresiones para V(X,0). En (3.73) se establece que V,(X,0)=E{V,(X,0)}+0c,b,(X,8),
en lo sucesivo se considera, por facilidad en el manejo de las ecuaciones, que b, (X,0) = b,, se
tiene asi que:

V(X,0)=(E{E,} +0¢ be, ) = Bio + Buoe be,

1 1 1
= = = 1B o b + B .0%b?
RN R A Rt
Y E{E,}
1 1 1
VO (EEront ) o 1 5= P+ o Be, + 0L B
v E, O, a2 (1+a(aEviv —al)J

2

(3.122)

donde: {5, m=1, 2, 3; n=0,1, 2,} B son coeficientes propios de la expansion del campo, m
representa la forma matematica del campo aleatorio y n el grado de cada término de la expansion
polinomial.

Sustituyendo (3.122) en (3.120), las submatrices D
como:

D,,, D,, se expresan en forma simplificada

11

D,,(X,0) =Dy, + (ﬁz,o + 3,10, be, + ﬁz,zo'év bév )Dnz + (/33,0 + 3,0, be, + ﬁe.,zo_év bév ) Dyss
Dy, (X,0) =Dy, + (ﬂz,o + 3,10¢ b, + ﬂz,zaév bév ) Dy, + (ﬂ3,o + f5,0¢, be, + ﬂ3,20év bév ) Dyzs (3.123)
D,,(X,0) = (,Bj,o + B110¢, be, ) Doy + Doy + (ﬁz,o + B10¢,be, + 50 év bév ) D

Siguiendo con esta misma forma, la matriz D,, se puede expresar como:

< S (3.124)
Dy (X,0) =E{Vg, (X0 + 05, D o (X)X C¥| =(e, + w05, by, )Dagy :
1 j=0

i=
donde: o, es igual al valor esperado del campo aleatorio de Gin y @, es igual a uno.

Agrupando términos, la matriz constitutiva aleatoria se puede expresar como:

60



Capitulo 3
Analisis estocastico de estructuras térreas con el MEFEE

D(X,8) =D + AD(X,6) (3.125)

Teniendo:

Matriz elasticidad media

D= D + D121 + D222 + ﬂ:LOD221 + ﬁZ,O(DﬂZ + D122) + ﬂ3,0(Dll3 + D123) + yOD33l

_ 3 2 (3.126)
D= Z Dy + Doy + @4Dsgy
n=2m=1
Matriz elasticidad aleatoria
AD,(X,0) = ( ,10¢,0e, + 5, 2G|§ bé )Dllz +(ﬁ310E be, + 5, 2O-|§ bé )D113
AD,, (X, 0) = (IBZlUE b, +:3220 b? )D122 +(ﬂ310 be +ﬂ320'E bg ) 123 (3.127)
AD,,(X,0) = (131,10'5 ) 221 (ﬂuo' be +:Bzzo'E b? ) 223

ADg(X,0) = (a)lanh bs,, ) D;s,

(c) Derivacion de la ecuacién de equilibrio estocéstica

Matriz de rigidez estocastica

La matriz de rigidez estocastica K(8), es linealmente dependiente de la variabilidad de E,, se
obtiene al sustituir AD(X,6) (3.127) en (3.26), teniendo que:

K(6)= [ B'AD(X,6)BdQ

Ki1(0) = Bra0e, Kira (0) + B,,08 K15 (0) + B310¢, Kira(0) + S 102, Kii(6)

K., (6) = nzz;m(zl) BranCr. K ()

Kiy (6) = B,10¢, Kin (0) + B,,08 Kby (0) + B110c, Kina(0) + B 102, Kby (6)

Ky, (0)= 22: Z Brone, Ko (0) (3.128)
e

Kas (0) = Ba0e, Koo () + ,10¢, Kos (0) + ,,0¢ K355 (6)

Kz (‘9) = Zéﬂm,nagv K;Z(Zm—l) (9)

Ky (0) = 0,05, Ky (0)

K 0) =K, 6’) +K,, (0) +K,, (9)+ Kss (6’)

Matrices de rigidez deterministas

e Matriz de rigidez media:
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K, = [Q BTDBdQ (3.129)

e Matriz de rigidez de pesos

Kim =[ B'BD,;,BdQ  m=23

Kioms = | B'BD,,BdQ  m=23

. (3.130)
Kpomi = [, B'BD,,BAQ  m=13

K331i = J.Q B' bi DssleQ

Matrices de rigidez aleatorias Kn(H)

De acuerdo con lo desarrollado en el Anexo A.7, las matrices de rigidez aleatorias K”(e),
contenidas en K(#) (3.128), se expresan como sigue:

M -1
K"(0)=2 K, DAY, (3.131)
ip=1 j=0

Ecuacién de equilibrio estocastica

Una vez establecida la matriz estocéstica K(#), con sus correspondientes términos Kn(é?), y

considerando la expansion de los desplazamientos U(#) (3.21), la ecuacién de equilibrio
estocastica (3.24), se escribe como:

Z A i P-1
m=(n+1) 1 j 07l ( UkJ:F (3.132)

M P
w05, D Koy DAY W,
i=1

i=0

Minimizacién del error por truncamiento

Al aplicar la condicion de minimizacion (E{e, ,'¥'}=0) se obtiene que E{‘I'J.,\I’k\l’l}:djkI y se puede
establecer la siguiente simplificacion:
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P_1
llmkl ZKnm.ZAndka n=32y m=23
0

j=

P-1
12mkl ZKnleATdM, n=1,2y m=23

j=0

M P-1 (3.133)
22mkl Z 11m|z Jk|l n=l2 y m=l2,3
i=1 j=0

M

1
Kz Z 33 ZA,-dJ-M
i=0

Finalmente, la ecuacion de equilibrio estocéstica se escribe como:

2
n
= Z ﬁm,nO'Ev 11mKl Z Z i nO'Ev Kizmu + Z Z i nO'EV K22(2m T @06, Kaaiy
n=1 m=(n+1) n=1 m=(n+1) n=1m=n
- ' ' (3.134)
KU, =F

La ec. 3.134 representa la ecuacion de equilibrio estocastica con coeficientes d,, = E{'¥\ ¥, }, para
E, aleatorio (estado plano de esfuerzo).

3.4.4.3 Médulo de elasticidad horizontal E;, aleatorio

(a) Matriz de elasticidad

Los elementos de la matriz de elasticidad D cuando el médulo de elasticidad horizontal E,, es
aleatorio son:
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2 4

V, V,

w0 0 w0 0
100 E, E
D,=E, |0 O O|+E?| 0O O Of+E}{ 0 0 O
000 0 00 0 00
3 5
0 I g 0 g o
EV v
0O v, O L L
D,=E,|v, O O[+E2[22 0 O0[+E[220 0 0
0 0 0 0O 0 0
0 0 0
0 0 0 0 0 0 \
D,=|0 E, O[+E |0 v2 O|+E}0 2o o
E
0 0 0 0 0 0 v
0 0 0
000
D, =G, |0 0 0
001

(b) Matriz de elasticidad estocastica

Las submatrices D, , D,,, D,, y D,, para E; aleatorio, con notacion abreviada, se escriben como:

Dy, (X,0) =Vg, (X,0)Dyy; +Ve (X,0)*D,y, +Vg (X,0)° Dy
D,,(X,0) =VEh (X,0)Dy,, +VEh (X,e)z Di, +VEh (X’é’)3 Dis

, (3.136)
Dy, (X,0) = Dyyy + Ve, (X,0)D,;, +Ve (X,60) Diyyy
Dy (X,0) =Vg, (X,0)Dys,
Los binomios de la expresion anterior (3.136) se agrupan como sigue:
VEh (X,0)=a,, + a,,0¢, bEh
VEh (X,0)* = Oyo + &y,0¢, bEh + az,zcyéh béh
: (3.137)

n __ m m. _
Ve, (X,0)" =a, o +a,,0e B +...+a,,0e b m=0,..,n

Vs, (X,0) =, + w05, b

donde: {a,,.; n =1, 2,3; m=0,1, 2,...} a son coeficientes del desarrollo de los binomios (ver ec.

A.53) que contienen el valor esperado del campo aleatorio, n representa el exponente del binomio
y m es el grado de cada término del desarrollo del binomio. En tanto que @, es igual al valor

esperado del campo aleatorio de Gy y @, es igual a uno.
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Sustituyendo (3.137) en (3.136) se llega a lo siguiente:
Dll(xi ‘9) = (aj,o + 1,0¢, bEh )D111 + (az,o + 10, bEh + az,zo-éh béh )D112 +
(aa,o + 03,0¢, bEh + aa,zaéh béh + 053’30';‘ béh ) D3

_ 2 |2
D,,(X,0) = (O‘J,o + Q0 bEh ) Dy, + (az,o + &1 0¢, bEh + &, 50, bEh ) D, +

(3.138)
(0‘3,0 + &30k, bEh + aa,zgéh béh + 053’30; béh ) D.s
D,,(X,0) =D,,, + (alo +o,0¢ b ) D,,, + (az,o +0,,0¢ b + az,zaéh béh )D223
Dys(X,0) = (@, + 0,05, b, ) Dsgy
Con matrices:
Matriz de elasticidad media
D= oDy + @, 0Dyyp + a5 oDy + gDy + @, 0Dyyy + a5 0Digg +
Doy + @10Dspp + @ 0Djp5 + @Dy (3.139)
_ 2 2 3
D= ; ; r; D,y + D,y + @yDsyy
Matriz de elasticidad estocastica
AD;,(X,0) = (@y,0¢ be, )Dyyy + (@108, e, +,,02 0 )Dyyy +
(0‘3,10'Eh be, +a;,08 bE +a,,08 b )D113
AD,,(X,0) = (OlllO'Eh bEh )D121 + (()tzvlo'Eh bEh + azyzoﬁh béh )D122 + (3.140)

(a&laEh bEh + 053,25; béh + 053’30',2h bgh )D123
AD,,(X,0) = (aLlO'Eh b )D222 + (azvlo'Eh b + az,zo—éh béh )D223
ADy,(X,0) = (@05, b, ) Dy,
(c) Derivacién de la ecuacion de equilibrio estocastica

Matriz de rigidez estocdstica

La matriz de rigidez estocéstica K(@),funcién de la variabilidad de Ep, se obtiene al sustituir
AD(X,8) (3.140) en (3.23), teniendo que:
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= (@0, Kill<e))+(a21ag K1 (0) + @, ,08 K, (0)) +

(0{3 10g, K 13(0) + o, ZO-E Kiis(0) + o, SGE Kfis (9))
3

Kll (‘9) = Z am,nO-Eh 1lm (‘9)
n=1m=

Kz (0) = (04,0, Kina(0)) + (.10, Kiso (0) + a,,02 K2,(0)) +

(a Og K123 (0)+a, 20' Ko (6) + 0!3,30'; K ) D12
3 3 (3.141)
K12 9 = Z am,n 12m (0)

>

Matrices de rigidez deterministas

e Matriz de rigidez media:
K, = [ B"DBdQ (3.142)
e Matriz de rigidez de pesos

Kim = [ B'0D,;,BdQ  m=123

12m

Kiomi =] BBD,,BdQ  m=123
(3.143)
Koomi = [, B'DD,,BAQ  m=23

Kgsy = [ B'bDy,BAQ

Matrices de rigidez aleatorias Kn( )

Segun lo desarrollado en el Anexo A.7, las matrices de rigidez aleatorias K“(e) contenidas en K(&)
(3.141), se expresan como sigue:

M P-1
=Y KDY AN, (3.144)

i=1  j=0

Ecuacién de equilibrio estocastica

Una vez establecida la matriz estocastica K(#), con sus correspondientes términos Kn(ﬁ), y
considerando la expansion de los desplazamientos U(#) (3.21), la ecuacién de equilibrio
estocastica (3.24) se escribe como:
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3

;m—n i;=1 ! j=0 o =

. = - [ UkaF (3.145)
2

Minimizacién del error por truncamiento

Al minimizar el error por truncamiento (E{e,, ,,'¥|}=0) se obtiene que E{\I’j,‘Pk‘PI}:djkl, y considerando
la siguiente simplificacion:

P-

llmkl ZKllmleTd]kl’ n:l273 y m:lz’s

j=0

P-1
12mkl ZKllmlendjkl; n=12,3y m=123

j=0

" o1 (3.146)
n n .
K22m,kl :ZKllm,i Ajdjkl' n=12y m=23
i=1 j=0
M P-1 N
K331,kl = leK OA]d]kI
= j=
Finalmente, la ecuacion de equilibrio estocéstica se escribe como:
3 3
=ZZ(Z UEh 11mk| +22a GEh 12mk| +Z z aQ UE 22mk| + @,0, Kazwu
n=1m=n n=1m=n n=1 m=(n+1)
oy (3.147)
KU, =F
k=0

La ec. 3.147 representa la ecuacion de equilibrio estocastica con coeficientes d,, = E{'¥\ ¥, }, para
E aleatorio (estado plano de esfuerzo).

3.4.4.4 Mddulo de elasticidad vertical E, y horizontal E;, aleatorios

(a) Matriz de elasticidad

Los elementos de la matriz de elasticidad D para E, y Ey, aleatorios son:
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O v, O ,[ O v 0 .| 0 ve0 0
D,=E,|vew O O|+=2{vi O O|+=L|v50 0 Of+..
0O 0 O 10 0 O V{O 0 O (3.148)
0 0O 0 0 O ,(0 0 0
D,,=E,|0 1 O}JFEh 0 v O +E—“ 0 v, O+
0 0O 0 0 O 1o 00
0 0O
Dy; =G, |0 0 0]=G,;Dyy
0 01

(b) Matriz de elasticidad estocastica

Las submatrices D, ,, D,,, D,, y D,, para E, y E; aleatorios, se escriben de forma abreviada como:

Ve, (X,0)° Ve, (X,60)°
VEV (X,0) 112 +VEV (X,H)z 113

Ve (X,0)° Ve, (X,0)°

Ve (5.0) TV (x.ey (3.149)
Ve (X,0)°

D,,(X,0) =Vg (X,0)Dyy, +

D,,(X,0) =Vg (X,0)D,,, +

D,,(X,0) :VEV (X,0)D,y, +VEh (X,0)D,,, + 223
D33(X,49) ZVth (Xaa)D?,sl

Sustituyendo las expresiones de los campos aleatorios Vg, (X,0) y Vg, (X,0) desarrolladas en el
Anexo A.8 y considerando D,, como se expreso en (3.124), se llega a lo siguiente:
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D,y(X,0) = (et + t,,0¢, b, ) Dy +
2 2 2 12
(0‘2,0 +a,,0¢ b +0a,,0¢ b, )(ﬂz,o + B,10¢, b, + ,,0¢, b, )Dnz +
2 2 3 13 2 2
(0{310 + &;3,0, bEh + &;3,0¢, bEh + &350, bEh )(ﬁs,o + ﬂ3,lO-EV bEV + ﬂ&ZO-EV bEV ) D3
D, (X,0) = (0‘10 +ay,0¢ b )D121 +
2 12 2 12
(az,o + &, 10, bEh +&;,0¢, bEh )(:Hz,o + ﬂZ,lo-Ev bEV + ﬂZ,ZO-EV bEV )D122 + (3.150)
2 12 3 13 2 |2
(as,o +03,0¢, bEh + 03,0¢, bEh + 0330, bEh )(ﬂs,o + 310, bEV + [ ,0¢, bEv ) Diys
D,,(X,0)= (ﬁlo + foe, b, ) Dy, + (aj,o +ay,0¢ e, ) D,,, +
2 |12 2 |2
(az,o + &0, bEh + &;,0%, bEh )(ﬂz,o + 3,10, bEv + 3,0, bEV ) D2
Da3(X,0) = (a)o T w0g, bevh )D331
Al tratarse de dos parametros diferentes, la matriz de elasticidad contiene el producto entre

términos deterministas y aleatorios. Considerando lo establecido en el inciso 3.4.3.4 (ec. 3.106), se
tienen las siguientes matrices:

Matriz de elasticidad media

A oDyyy + @y 0Py 0Diaa + Q30 B3 0Dias +
D =| aoDyy1 + 5085 0Di12 + 3085 0Di0s + (3.151)

BroDags + &10Dsp + @508 0Dg03 + 76Dss

Como cada campo aleatorio se expande con el mismo numero de variables aleatorias {&,..., &u},
se considera que b, =b. = b, =b, teniendo que:

Matriz de elasticidad estocastica

iN

I+

2
AD,,(X,0) = (a,,0¢, 0*) Dy, + (Z

r=1

2 I+
1

2
AD,(X,0)= (allo-Eh bl) Dpyy + (Z a(r+1),no-£h ﬁ(ru),mag b(mm)Dlz(ru)J

M

2
n m 4 (n+m)
Z:("((Hl),nGE|1 ﬂ(r+l),mO-EV b Dll(r+1)J

m=1

uN

Il
[uN
=N

r=ln m=.

(3.152)
2

2
AD,,(X,0) = ( 110, bl) D,,, + (ole'Eh bl) D,,, + (Z D .08 By ol b (g)j D,,,

n=lm=1

ADy,(X,0) = (@05, b")Dyyy

Las submatrices D
aleatorios.

1w Dy, D,, y Dg,, anteriores solamente contienen el producto de términos

(c) Derivacién de la ecuacion de equilibrio estocastica

Matriz de rigidez estocastica
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La matriz de rigidez estocastica K(8), que es funcion de la variabilidad de E, y E;, se obtiene al
sustituir AD(X,8) (3.152) en (3.26), teniendo que:

2 14l 2
Ky (9) = 04,0, Kl (0) + Z z Z A1), nGEh B, mGEV KJ(E(-:T:L))(Q)
1 n=1m=1
2 1412 ,
K (9) *,,0¢ K121(‘9) + Z Z Xr 1), no-Eh B 1ymO, K12(r+1)(9)
r=tn=tm=1 (3.153)

A

0) - ﬁllo_E 221(‘9) * alUE 22 (0) + z z a, nO-Eh ﬁZ mo-EV Kég;m)(g)

( n=1m=1
(

Kas ‘9): 710, K321(60)
K(60)=K,(0)+Ky,(0)+K,,(0)+Ky(0)

22

Matrices de rigidez deterministas

e Matriz de rigidez media:
KO:IQBTEBdQ (3.154)

e Matriz de rigidez de pesos
Kimi = | B'BDy,BdQ  m=123

11m

Kiomi =] BbD,,,Bd;  m=123
Sl (3.155)

Kymi = | B0 D, BdQ  m=123
’ Q

22m

Kggsi = [ B"b,Dy,BAQ

Matrices de rigidez aleatorias K”(a)

Las matrices de rigidez aleatorias K”(e) (ver Anexo A.7) contenidas en K(#) (3.153), se
expresan como sigue:

n SRS 3.156
K (e)zzl:KiZ(;Aj\Pj (3.156)
i= j=

Ecuacién de equilibrio estocéstica

Una vez establecida la matriz estocéstica K(&), con sus correspondientes términos Kn(ﬁ), y
considerando la expansion de los desplazamientos U(#) (3.21), la ecuacién de equilibrio
estocastica (3.24), se escribe como:
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Q,,0¢, ZKHLIZA“P Y, +

= =0
2 1+l 2 ]
z Z‘,a(rﬁ-l)no-Ehﬂ(H-l)mo-EV ZKll(r+1)| ZA(er)LP IP +
r=1 n=1m=1 i;=1

M _
2,,0¢, Y Ky, ZA}\P W+

i=1 j=0
2 r+l 2
; et m:la(wl),naghﬁ(wl)maEv ;Klz(rm. ZA(mm lP lP + (P1Ukj _F (3.157)

P-1 k=0
B0e ZKZZLIZA“{’ ¥, + a0, Z;Kzzz’iZ;A}‘Pj‘Pk +
] =

2 2 P-1
ZzaZnO—E ﬂZmO-E ZK223IIZA(jn+m)\Pj‘Pk
n=1lm=1 ip=1 j=0

ZKm,ZAl\P ¥,

Minimizacién del error por truncamiento

Al aplicar la condicién de minimizacion (E{e,, ,,'*\}=0) se tiene que E{‘P].,‘Pk‘l’,}zdjkl, y considerando
que:

o
._\

K{Q:Q,"’_Z i (””“)dlk,, n=123; m=12, r=123
i=1

7 B

M
KS =Y Kior A(””“)djkl, n=1,2,3 m=12 r=123
i=1 j=0
" o1 (3.158)
Ko =2 Koy 2 A™M™d s n=12; m=12; r=123
i=1 j=0
M Pl
K33Lkl = ZK33:Li Ajdjkl
i-1 j=0
Finalmente, la ecuacion de equilibrio estocéstica es:
2 r+l 2
K = 04,0%, Kllllkl + ZZ za(r+l)n OF, ﬂ(r+l)m E, Kl(rl](J;Tl)) Wt
r=1 n=1m=1
N 2 r+l 2 ( )
n m n+m
0410, Kl + Z z (r+1),nGEhﬂ(r+l),mGEv K12(r+l) kT
r=1 n=1m=1
1 1 n m (n+m) (3159)
ﬁllo-Ev Koo + 0O, Kooaw + Z z 05 n0F, :Hz,mO'Ev Kaoan' +
n=1 m=1
00O, Kaaik
Pl
KU
k=0
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La ec. 3.159 representa la ecuacion de equilibrio estocastica con coeficientes d,, = E{'¥\ ¥, }, para

E, y E, aleatorios (estado plano de esfuerzo).

3.4.4.5 Relaciéon de Poisson v, aleatoria

(a) Matriz de elasticidad

Los elementos de la matriz de elasticidad D cuando la relaciéon de Poisson w,, es aleatoria son:

—/ 0 0 — 0 0
E, 00 E, E;
D,={0 0 O +V\/2h 0 0O +1/\j1h O 0 Of+...
0 0O 0O 0O 0O 0O
2 3
0 5 0 0 E—ZO 0
EV \%

0O E, O £ E3
D,=v,|E, 0 O —I—Vv3h E—h 0 O -I—th E—gO 0 0
0 0 O v v

0 0 O 0 0 0
0O 0 O
0 0 O 0O 0 O £
D,,=10 E, O +Vv2h 0O E, O +th 0 E—h 0|+
0 0 O 0O 0 O v
0O 0O O
0O 0O
D33 Zth 0 0O ZthDsal
0 0 1

(b) Matriz de elasticidad estocastica

Las submatrices D, ,, D,,, D,, y D,; para w, aleatorio, se escriben de forma abreviada como:

11" =12
Dy,(X,0) =Dy, +V, (X,0)°Dyy, +V, (X,0)'Dyyy
D, (X,0) =V, (X,0)Dy,; +V, (X,0)°Dyy, +V, (X,0)°Dyy
D,,(X,0) =Dy, +V, (X,0)°D,,, +V, (X,0)'Dyyy
Dy (X,0) =Vg, (X,0)Dyy

Los binomios de la expresion anterior (3.161) se agrupan como sigue:

(3.160)

(3.161)
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V (X 0) = V10 T 7110,

YWh Yh

Vvvh(X,H) =20 +7210,,D "’7/2,252 b;

YWh WWh YWhYWh

V (X 0)" = Voo + V010, b +...+7/nym0'fv‘hbm'

Wh Wh Vun !

Ve, (X 0)=w,+ o, Q/va

m=0,...,n

(3.162)

donde: {y,,n=1,2,..m=01, 2,...} yy @,son coeficientes del desarrollo de los binomios que
contienen el valor esperado del campo aleatorio, n representa el exponente del binomio y m el

grado de cada término del desarrollo del binomio. El coeficiente @, es igual a uno

Sustituyendo V,,, (X,@n (3.162) en (3 161) se llega a las siguientes matrices:

Matriz de elasticidad media

D =Dyy; +7,0D115 + 740Di1s

710D121 + 73,0D122 + 750D12s
Djo1 + 7200220 + 740D223 + @ Dsg

Matriz de elasticidad aleatoria

ADll(x79):(7/210-v b, + 75,00, b; )D112+

h YWh YWh  Wh

(741 vhbvh+7420' b2 "'7430' b3 T 74,40, vvhb‘:n)Dll?’

ADll(X 9) ZZer n Svh Vuh Dll(r+1)

r=1 n=1

ADlZ(X'e):(yllo- b )D121+(7310'vvhbv +7320' b "'7330'3 bv3 )D122+

YWh YWh Yh YWh
3 4 5
(7/5,lo-vvhbv +7520' bvh +7530'vhbv +7/54O-vhbv +]/550-vhbvvh) 123

2 (2r+1)
AD,(X,0)= 7110y, bvvh Dy, + Z Z 7/(2r+1),n0':vh bSvh Diogriny
r=1 n=1
AD,,(X,0) = (7,10.,b,, + 72,00, 07 ) Dyy +

YWh WWh

(741 Vhbvh+7420- bz "‘7430' b3 + 74,40, vvhb;th)D223

AD,,(X,0) = 2272”1 Svh vth22(r+1)

r=1n=1

AD, (X, 0) = (a)lo-th bs, ) Dasy

(c) Derivacion de la ecuacién de equilibrio estocéstica

Matriz de rigidez estocastica

(3.163)

(3.164)

La matriz de rigidez estocastica K(¢), se obtiene al sustituir AD(X,0) (3.164) en (3.23), teniendo

que:
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2r

2
Ky (9) = z Vor nO'vv|1 Klnl(r+1)(‘9)

r=1 n=1
(2r+1)
K, ( ) 7110, 121(9)+ Z Z Y(2r+1) navvh Klnz(r+1 )
r=1 n=1

2 2 (3.165)
Ky, (9) = Z e no-v K;Z(Hl)(a)

r=1 n=1
Kas (0) = w05, K33,(0)
K ((9) =Kll(0) +K, (9) +K,, (9) + Ky, (6’)

Matrices de rigidez deterministas

e Matriz de rigidez media:
Ko = [ BTDBdQ (3.166)
e Matriz de rigidez de pesos

Kyimi = [ BB, BAO; m=2,3

Ko = | B'BD,,BdQ  m=123

(3.167)
Komi = | BB D, BdQ  m=23
! Q

22m

Ky, = [ B"b,Dy,BAQ

Matrices de rigidez aleatorias K”(e)

Las matrices de rigidez aleatorias K“(e) (ver Anexo A.7) contenidas en K(&) (3.165), se expresan
como sigue:

P-1

M
=YK DAY, (3.168)

=1 =0

Ecuacién de equilibrio estocéstica

Se considera la matriz de rigidez estocastica K(#) (165), con sus correspondientes términos K”(e),

y la expansion de los desplazamientos U(#) (3.21), para escribir la ecuacion de equilibrio (3.24)
como:

2r

3
Z }/Zrng ZK“("*D'ZALP\P +

r=1n=1 ij=1

2 2r41
7110y, zKlzll ZA v, \P +zz}/(2r+1)n6thK12(r+1)|1zA lF Y, + (

r=1 n=1

o

4Ukj: F (3.169)

0

=~
I

2r M

2
Zzyzrna Z 22(r+1)|lzA \P‘P +C010'G ZK331|ZA

r=1n=1 =1 =1 j=0
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polinomios, denotados por E{‘P Y )= dJkl

1lm kl Z K1lm i Z Ar']djkl ;

j=0

P-1
12m kl Z Kllm i ZATd]kI !

j=0

M,P?
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¥ |}=0) se obtiene la esperanza del producto de tres

Para simplificar se considera que:

n=1234 ym=23

n=12,345y m=123

b1 (3.170)
22mkl ZKllm| Adjk|; n:l2’3’4 y m:2’3
i=1 j=0
M —l
33Lkl , ]kl
i=1 =0
Finalmente, la ecuacion de equilibrio estocéastica se escribe como:
2 2r
Ky = Z Vor ndvvh Kll(r+l) w t 7110, K121,kl
r=1 n=1
2 (2r+1) 2 or
n n
Z 7/(2r+1)no'v Kizgiyw + ZZ%r nO, Kzz ek T @05, Kagry (3.171)
r=1 n=1 r=1n=1
P-1
KgU, =F

La ec. 3.171 representa la ecuacion de equilibrio estocastica con coeficientes d,, =

vnh aleatoria (estado plano de esfuerzo).

E{¥ Y,¥} para

3.4.4.6 Todos los pardmetros (E,, En y ) aleatorios

(a) Matriz de elasticidad

Los elementos de la matriz de elasticidad D para E,, E;, y vy aleatorios son:
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1 00 1 00 1 00
E2v2 E3y?
D,=E,|0 O O|+ IhE wio 0 0|+ IhEZVh 0 0O
0 0O Y10 0O V10 0 O
010 010 010
E23 E3v?
D,=Eyv,l1 0 0|+ IhE i1 0 0|+ IhEZVh 1 0O
0 0O Y10 0O Y10 0O
(3.172)
00O 00O £2,4 0 0O
D,=E, |0 1 O+ Ehvvzh 010 IhEVVh 010
0 0O 0 0O Y10 00
00O
D33 = th 0 0 0= th D331
0 0 1

(b) Matriz de elasticidad estocastica

Las submatrices D,,, D,,, D,, y D,,, para todos los parametros aleatorios, se escriben de forma
abreviada como:

Ve, (X,0)°V, (X,0) V. (X,0)°V, (X,0)"
vh + h vh
Ve (X,0) 12 Ve (X,0)°
Ve (X,0)°V, (X,0)° Ve (X,0)°V, (X,0)
- 122 + - > 2 123
Ve (X,0) Ve (X,0) (3.173)
Ve (X,0)%V, (X,0)*
Ve (X,0)

Dy,(X,8) =V (X,0)Dy,, +

113

D,,(X,0) =V, (X,0)V, (X,0)D,,, +

223

D,,(X,0) =Vg (X,0)D,,; +Ve (X,0V, (X,0)°D,y, +

Dss(X,0) =V, (X,0)Dsy,

Sustituyendo las expresiones de los campos aleatorios Vg, (X,6)", Ve, (X,0)", V., (X,0)" ¥ Va,,(X,0)
desarrolladas en los incisos (3.4.4.2, 3.4.4.3, 3.4.4.5) se llega a lo siguiente:
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Dyi(X,0) = (et + @3,0¢, be, )Dyyy + (@0 + @010, B, + 0,08 B )(Boo + BrsOe be, + o002 B2 ).
(720 + 7240y, bvvh 72 ZO-vvh bvvh ) 112 +(0‘3,0 + 3,0, bE + 05320'; béh + 0‘3,30'2h bé )
(ﬂ3o + B310¢, be +ﬂ3ZO-E )(7/40 +7/410'vvhbvvh +7420'vhbvvh 743 vhbvh +744O'vvhbvvh ) 113
D, (X,0) = (alo + 1O, bEh )(710 + 7110y, bvvh )D121 + (az,o T &;,0¢, bEh ta, ZO-E bé )
(ﬁzo + ﬁZlo- be +ﬁ220-E )(730 + 7310y, bvvh + 7/320'\/Vh bvvh + 7330'vvhbv3vh ) hoo T

(as,o T 03,0, bEh + a3,20-Eh bEh + a3,3o-Eh béh )(ﬂ3,o + ﬁ3,lO-EV bEv + 183,20-EV bé ) (3.174)

2 |12 3 3 4 14 5 o
(750 "‘?/510-‘/hbvh + 7520, bvvh +75,36vvhbvvh + 7540, bvvh +7550,, 0 )D123

Yh "h

D,,(X,6) = (ﬂlo + ,Hllo'E )D221 + (0‘10 +a,,0¢, bEh )(72 o 7210, b"vh +7, 205\/)1 bvzvh )D222 +
(a +0,,0¢ b +a220'E Eh)(ﬂ20+,b’210'E b +ﬂ226 bZ )
(7 + 7, 1O-Vh v T )/4,20% bvzvh + 7/4‘30}vh bfvh + 7/4!40Vvh bfvh )D223

Dys(X,0) = (@, + &0, b, ) Dsay

Para agrupar los términos de la matriz constitutiva aleatoria, se recuerda que:
D(X,0) =D + AD(X,6) (3.175)

Debido a la consideracion de la variabilidad de mas de un parametro, se genera el producto de
campos aleatorios que conduce a que la matriz media D contenga una contribucion aleatoria
como:

D=D,, +6D(X,6) (3.176)

Donde dD(X,#) contiene los términos de cualquier combinacion posible entre los tres campos
aleatorios (E,, En, wn) que puedan contener el valor esperado de E{E;} y/o E{E,}, representados
por «, . Y A, , respectivamente, cumpliéndose que:

5D(X,0): contiene (a,,02 f,,0 ¢ paowey@PEZ>0ceZ>-1 (3.177)
' nE o, aylo b=0 '

Asi, la matriz de elasticidad aleatoria AD(X,8), es la contribucién de la matriz de elasticidad
aleatoria que contiene los términos:

AD'(X,6): contiene (a, ,0¢ S, ,0¢. 74.0s, 0@ )|a,b e Z>0;ceZ > -1 (3.178)

menos los términos aleatorios incluidos en D, teniendo que:
AD(X,0)=AD'(X,8) - 5D(X,0); (3.179)

Lo anterior conduce a una expresion simplificada de la matriz de elasticidad con la siguiente forma:
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D(X,6) =D, +0D(X,8)+ AD'(X,0) - 6D(X,6)
D(X,0) =D, +AD'(X,0)
Con matrices:

Matriz de elasticidad media

D =Dy = @oDyyy + @ B5070P11s + @ Bs070D11s +
@47oD1a1 + % B2070Dr2s + A PaoDios +

ﬁl.OD221 + aOyODZZZ + a0ﬂ2,0y0D223 + wODSS

Matriz de elasticidad estocastica

AD(X,0)=AD'(X,6)

(c) Derivacion de la ecuacién de equilibrio estocéstica

Matriz de rigidez estocastica

(3.180)

(3.181)

(3.182)

La matriz de rigidez estocastica K(8),funcion de la variabilidad de E,, E, y wn, Se obtiene al
sustituir AD(X,0) (3.182) en (3.23). Se considera que cada campo aleatorio se expande con el
mismo nimero de variables aleatorias {&:....&, } entonces bEh = bEV, = bth vahz b, teniendo que:

2 2 2
Ki (Q) = Q110 Kllll(g) + [Z Z z az,no-gh ﬂZ,mO-EV V240, Kl(ggmm) (g)j +
3 2 4
[ 2.2 Ot BamOt, VaqOn, Kiza ™ (6)

1 2 2 3
Kz (H) z 0410€, V14 vah Kl(ZQ) 0)+ [Z z Z az,nagh ﬂz,mag, V3q O-vvh Kl(ggmm) (0)] +

q=0 n=1m=1q=0

n=1m=1g=0

3 2 5
zzz%éﬂmmmamrwﬂ

2
K, (‘9) = IB:Llo-EV K2121(49) + Z 0110¢, V24 Evh Kﬁ?zq 0)+
q=0

2 2 4
(553 it Bt K 0)

n=1m=1q=0

Kas (‘9) 0,05, K35,(0)
K(6)=Ky(0)+K,(0)+K,, (0)+Ky(0)

Matrices de rigidez deterministas

Considerando lo expresado en (3.182), las matrices de rigidez deterministas son:

(3.183)
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e Matriz de rigidez media:
K, = jﬁ B"DBdQ (3.184)

e Matriz de rigidez de pesos
Kimi = | B'BDy,BdQ;  m=123
Ko = | B'BDy,,BAQ  m=123 o185
Koomi = [ B'BD,,,BAQ;  m=123 '
K

33%i IQ B’ bi Dssle Q

Matrices de rigidez aleatorias K'(8)

Las matrices de rigidez aleatorias K”(a) (ver Anexo A.7) contenidas en K(0) (3.183), se
expresan como:

M -1
K"(0)=Y K> A, (3.186)

=1 j=0

Ecuacion de equilibrio estocastica

Una vez establecida la matriz estocastica K(#), con sus correspondientes términos Kn(0), y
considerando la expansion de los desplazamientos U(#) (3.21), la ecuacién de equilibrio (3.24), se
escribe como:
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P

M -1
04,0¢, D Koy 2 AT J +

i=1 j=0

M P-1
n m el (n+m+q)
05Ok, ﬂZ,mGEV V240w, Z K112,i1 Z Aj lelP
=0 i1=1

i=0

3
IR
a

3 2 4
Zzza& G ﬂSmO-E 74q "hZKllS| ZA n+m+q)\P Wy

n=1m=1q=0 i=1

1

M P-1
m (2+m)
D 10 Vim0 D Kagy D AP, j +
. oo

m=0 i=1 j=
2 2 3 , )

n n+m-+
zzzaz,ng ﬂsz'E V340, thK122|ZA ql}l\y
=1 m=1q=0 =1

n=1m=1q=0 ip=1

q=0

n=1m=1q=0
M P-1 1
05, Y Kagyy 2 ATV,
i=1 j=0

Minimizacién del error por truncamiento

Al aplicar la condicion de minimizacion (E{e,, .,

)

)
)

3 2 5
22,2 0% Pa Eﬂ”&sq"'vthKlzauZ:A(MWQ\I’JLPkJJr

M P-1
ﬂllo_EszzzliZA?lP ¥ j (ZOCMGE 724, ZK222|ZA(1+q)\P v
= 4

j=0

)

J

(3.187)

¥ }=0) se obtiene la esperanza del producto de tres

polinomios denotados por E{‘I’j,‘Pk‘I’l}zdjkl, considerando esto y la siguiente simplificacion:

n=123; m=12, 9=01234;, r=123

(3.188)

M P-1
Kia @ =2 Ky, DA™ ;
=) j=0
M P-1
KOR @ => Ky DA™, 0 n=12,3 m=12 q=012345 r=123
) j=0
M P-1
Kég:r;lm) ZZKllr,i A(]n+m+q)djkl1 n=12; m=12, 9=01234; r=123
i=L =0
M P-1 1
K331,k| = ZKBB:Li A]djkl
i1 =0

La ecuacion de equilibrio estocastica se escribe como:
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2 2 2
_ (n+m+q)
Ky _(alGE lllkl)+[zzza2naE ﬂsz'E V240, " Kitow j"'

n=1m=1q=0

3 2 4
)
Zzza3no-E ﬁ3mUE 74qo- Klgrl?l+q j+

(1+m)
a:LlO-E 7],m0 KlZLkI j"'
-0

3
n m q (n+m+q)
Z 00O, PrmOe, V3,40, Kizo J +

q=0

Mo I I
Mo DM

5
za&no-ghﬁ&malg/ 75,q q Kl;’;rlzrq)} + (3189)
(:[7)1,1 Og Kzzm) Z OF, 72q0' Kz?quzl +

v

2 2 4
)
(Zzzaznoﬁﬂsm OF, 7/4qo- Kzggmm j+

(a)lo-th Kaaiu )

La ec. 3.189 representa la ecuacién de equilibrio estocastica con coeficientes d
todos los pardmetros aleatorios (estado plano de esfuerzo).

= E{(Y )}, para

3.4.5 Derivacion de la ecuacion de equilibrio estocastica: caso anisotropo (estado plano de
deformacién)

3.4.5.1 Matriz de elasticidad para el estado plano de deformacién

E,l-nvi) Ewv,(Q+v,) O D, D, O
D == Evaw@+v,) E@-nmi) 0 |=|D, D, O (3.190)
0 0 G,,m 0 0 D,

Con: m = (1+ vn)(1- vhn-2n1VAp)

Para el desarrollo de cada uno de los elementos de D se asumieron tres términos de la serie
geométrica, de acuerdo con la convergencia de la serie (ver Anexo A.10). Por la forma de esta
matriz, se obtuvieron expresiones muy extensas para cada una de las submatrices de D (ver
Anexo A.10) que se resumen en las siguientes tablas:

La submatriz de elasticidad D,, se conforma por 24 matrices de 3x3 cada una de ellas, los
términos de estas matrices se presentan en la Tabla 3.1 y se localizan en la posicion (1,1).

81




Capitulo 3
Anadlisis estocastico de estructuras térreas con el MEFEE

Tabla 3.1 Términos del desarrollo en series geométricas de D,

D,, Término D,, Témmino D, Término D, Término

1 = 7 2 E—ﬁvfhvﬁh 13 12 E—Evfhvfh 19 -8 E—*vahvhh
2 E, Vi 8 3 E—ﬁ Vivin 14 6 E—E ViVes 20 -16 E—’Z vevi
3 E. Vi 9 ZE—ﬁv\,zhvfh 15 12E—§thv,fh 21 -8E—£thv,fh
4 E—ﬁv\,zh 10 ZE—ﬁvvzhv,fh 16 GE—*ZV:hVEh 22 -1GE—£vfhv,fh
5 2 —ﬁvfhvhh 1 2 E—“z o 17 10E—'zv;‘hv§h 23 -8 E—'vahvﬁh
6 SE_vathﬁh 12 65_§thth 18 '4E_§ o 24 -125—§thth

La submatriz de elasticidad D,, se conforma por 21 matrices de 3x3 cada una de ellas, los
términos de estas matrices se presentan en la Tabla 3.2 y se localizan en la posicién (1,2) y (2,1).

Tabla 3.2 Términos del desarrollo en series geométricas de D,

D,, Término D,, Témino D,  Término Dy, Término
7 E2 E2 ES

1 E.Vur 2E—hvj’h 13 4E—“v§hv§h 19 24E—gv§hv§h
8 E2 E2 EZ

2 EVinVin 4E_hV\/3thh 14 ZE_hV\?thZh 20 ZOE_ngShV:h
9 E2 EZ EZ

3 E, v, Vi, 6—vivi 15 4E—';V\f’h 21 12E—2V\,5hvgh
10 = E3

4 Ethth?h GE_thshV:h 16 12E_2Vv5hvhh
e Er 5 »

3) EthhV:h GE_ththh 17 24E_2Vvhvhh
12 E2 E3

6 EthhV:h GE_hV\?th?h 18 24E_2Vv5h‘/:h

La submatriz de elasticidad D,, se conforma por 12 matrices de 3x3 cada una de ellas, los
términos de estas matrices se presentan en la Tabla 3.3 y se localizan en la posicion (2,2).
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Tabla 3.3 Términos del desarrollo en series geométricas de Dy

D,,, Término D,, Término D,  Término D,, Término
4 2E. v2v? E2 E2
1 E, 7 4E—hvv4h 10 -8E—hvv4hvfh
S  2Eviv! E2 E2
2 2E, V3 g 8E—hvv4hvhh 11 '12E—thhV:Zh
6 -2E.v2)8 E?
3 2E ViV, g 12E—“v;‘hv§h 12 =

\

El pardmetro Gy, se evalla de la misma forma que el estado plano de esfuerzo como:

000
Dy =D5(X,0) =V, (X,0)] 0 0 0=V (X,0)Dyy
001

(3.191)

3.4.5.2 Matriz de elasticidad estocastica

Por la forma de los elementos de cada matriz constitutiva (Tablas 3.1, 3.2 y 3.3), al representar la
variabilidad de cada parametro, se generan, como en el caso de estado plano de esfuerzo,
campos aleatorios elevados a un exponente. Nuevamente, para facilitar el manejo de tales campos
y por tanto la derivacién de la ecuacion de equilibrio estocastica, los binomios se agrupan
convenientemente como sigue:

Para E,;
Ve, (X ' 0) = Pro + Paoe, b,
1
o =P+ B10e be, + ﬂz,zo'é bé
Ve (%.0) (3.192)
;n = ﬂ(n+1)0 + ﬂ(nﬂ) 10e b+ ﬂ(ml) 20-2 bé
VEV (X ’ 9) B ’ v v i v v
Para E,:
VE, (X,0)=ay, + ;0 b,
(3.193)
Ve, (X,H)n =00+ 10 B ot a, 00 BT m=n
Para v, :
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Vvvh (X ’ 0) = }/:LO + yl,lo-vvh bvvh

(3.194)
V.. (X,G)n =Yoo T Va0, B, Feot Vo B m=n
Para v,
Vth (X,H) =w, + a’nbvvh
(3.195)
N (X,H)n =@, to, b, +..+o,.b"; m=n
Para G,
Ve, (X,0) =K, + k04 b, (3.196)

En (3.192) {#,.,» m=1,2 3;n=0.1, 2} gson coeficientes propios de la expansion del campo
aleatorio que contienen el valor esperado, m representa la forma matematica del campo aleatorio y
n el grado de cada término de la expansién polinomial.

En (3.193 a 3.195) {am,n’ Yo @ M =1,2,3; n =01, 2,..m}, a, 5, ® son coeficientes del

desarrollo de los binomios que contienen el valor esperado del campo aleatorio, m representa el
exponente del binomio y n el grado de cada término del desarrollo del binomio.

En (3.196) «, es igual al valor esperado del campo aleatorio de G y «, es igual a uno

Para obtener una representacion estocéstica de la matriz de elasticidad D(X,#), solamente se
necesita sustituir el campo aleatorio del parametro a analizar, como se establecié en las
ecuaciones de 3.192 a 3.196, en las submatrices D,, D,, y D,, presentadas en las Tablas 3.1 a
3.3y en D,, (3.191). La matriz estocastica resultante estara conformada por una matriz media D,
evaluada para el valor esperado del o de los pardmetros en cuestion y una matriz que agrupa
términos aleatorios AD(X,8), teniendo:

D(X,0)=D+AD(X,0) (3.197)
Siendo:
D =D +DS +DJ, + DS, (3.198)
y
AD(X,0)=AD,, (6)+AD,, (8)+AD,, (8) + AD,, () (3.199)
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3.4.5.3 Matriz de rigidez estocastica

Una vez establecida AD(X,8) y considerando que la matriz de rigidez estocéstica K(8) se expresa
como:

K(6)=[ BTAD(X,0)BdQ (3.200)

Se establecen las matrices de rigidez aleatorias K ,(8), K,(0), K,,(8), como se expresan en las
Tablas A.3 a A.14 y A.18 a A.20 del Anexo A.11, las cuales se evallan para AD,,(6), AD,,(6),
AD,,(0), respectivamente. La matriz de rigidez estocastica K,,(8) se expresa como en el caso de
estado plano de esfuerzo (ver ec. 3.128) y se evallGa también para AD,,(9).

3.4.5.4 Matriz de rigidez media
Las submatrices de rigidez media K2, K%, K2, y K2, , se evaltan para las matrices de elasticidad

media D, D;,, Dy,, D;, respectivamente, y cuyos elementos contienen el valor esperado del

campo aleatorio a evaluar.
3.4.5.5 Mddulo de elasticidad vertical E, aleatorio
(a) Matriz de elasticidad

La matriz de elasticidad para E, es como se expreso en las Tablas 3.1 a 3.3.

(b) Matriz de elasticidad estocastica

La matriz de elasticidad estocastica cuando el modulo de elasticidad vertical E, es aleatorio se
obtiene al sustituir la expresion (3.192) en las submatrices D,,, D,, y D,, (Tablas 3.1 a 3.3),
teniendo que los elementos que la componen son:

11’

AD,, (6),AD,, (6),AD,, (6): contiene (8, ,of b™)|n,m e Z > 0; (3.201)

(c) Derivacion de la ecuacién de equilibrio estocéstica

Matriz de rigidez estocastica

La suma respectiva de los términos contenidos en las Tablas A.3 a A.5 expresa las matrices de
rigidez aleatorias K ,(8), K,,(8), K,,(8), incluyendo también K,,(8) (ver ec. 3.128) se tiene que:
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Ky (0)=

2 21 2
Kn o K (0
( ) 7§ﬂ O- 12m( )+r§5§ﬁ3na 12m( ) (3202)

11 2
K22 (9) = /BJJGEV K22,1(9) + Z Zﬁz nO' K;z m (9) + /BllgEv Kzz,lz(e)

m=7 n=1
Kss (‘9) = K,0¢, Kaa:(0)

ZﬂZnGE\, 1Lm(0)+z ZﬂSno-Ev 1Lm(0)+22ﬂ4,n6E\, 12Lm(9)

n m=11n=1 m=18 n=1

3 ﬁMz

3
Il

Matrices de rigidez deterministas

De igual forma, de las Tablas A.3 a A.5 se obtienen las matrices de rigidez deterministas:

e Matriz de rigidez media'

ZKl:Lm +Zﬁ20 le+Zﬂ30 llm+2ﬂ40 11m

m=11 m=18
Kfz ZKIZm +Zﬁzo 12,m +z ﬂso 12,m
m=15
(3.203)
ﬁl,O 221+ZK22m+Zﬂ20 22,m +ﬂl.0 22,12
Kas = oKan
Ko = Klol + Kloz + ng + K§3
e Matriz de rigidez de pesos
Kimi =[.B'BD;;,BAQ;  m=4,.,24
Kiomi = | B'BDy,BdQY  m=7,..,21
* (3.204)

Koz mi ZIQBTb D,,,,Bd®; m=17,...,12
Kaayi = IQ B b,D,;,BdQ

Matrices de rigidez aleatorias K'(8)

Las matrices de rigidez aleatorias K”(e) (ver Anexo A.7) contenidas en K(@) (3.202), se
representan en forma simplificada como:

M P-1
K"(8)= leKiZ(;AT‘I’j (3.205)
i=. j=

Ecuacion de equilibrio estocéastica

Tomando en cuenta K(8) (3.202), con sus respectivas K(H)n, y la expansion de los
desplazamientos U(8) (3.21), la ecuacién de equilibrio es:
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ZﬂZn Eszll,ml A"‘l}l\}l +ZZﬂ3n Eszllmlen\PLP +
1m=4 0 i

n=. i=1 j= n=1 m=12

'U I

-1

Z Z /84,no-gv ZKllmle ¥, \Pk
i=1 j=0

n=1m=18
P-1 P-1
ZZﬂZnUEVzK12m|ZAan lP +ZZﬂ3nO-EVZK12m|ZA?lePk+ { Ukj:F (3206)
n=1m=7 i n=1 m=15 j=0 k=0
=]
ﬁ:LlO-EVZKZZ:LlZAl\P Yy +ZZﬂ2nO-EVZK22m|ZA Y, +
n=1m=7 =0

B0, Z;, K212, ZO A}l},j\Pk + K05, Z;, Kaaui Z(;A?P ¥
1= J= I= J=

Minimizacién del error por truncamiento

Al aplicar la condicion de minimizacion (E{e,, ,,'¥}=0), se obtienen la esperanza del producto de
tres polinomios que se denota por E{‘Pj,‘Pk‘I’I}zdjkl, para simplificar se considera que:

K i ZKllm,ZA'j‘djkl; n=12y m=4,..,24

12mk| ZKllm|ZATd]kl; n=12y m=7,..,21
(3.207)

p—

22mkl ZKnm.ZAn wr N= 12y m=17,.

M
33lkl Z SslizA}djkl

i=1 j=0

Finalmente, la ecuacion de equilibrio estocéstica se escribe como:

n=1m=12 n=1m=18

11
Z 2nO-EV 1:Lmk| +Z z ﬂSnO-EV 1Lm Kl +Z Z ﬂ4nO-EV Kllmkl +
14

ﬂZ,nO-EV 12,mKi +Z z Bs nO-EV Kllm Kt

=7 n=1m=15
11
1 KL
ﬂ:,lGEv K% ik T z Z B, nO-Ev Kzz mi T ﬂnGEv 212k T K10g, K33Lk|

n=1l m=7

=]
Il

JiN
3

(3.208)

La ec. 3.208 representa la ecuacion de equilibrio estocastica con coeficientes d,, = E{'¥\ ¥, }, para
E, aleatorio (estado plano de deformacién).

3.4.5.6 Modulo de elasticidad horizontal E, aleatorio
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(a) Matriz de elasticidad
La matriz de elasticidad es como se expresé en las Tablas 3.1 a 3.3.
(b) Matriz de elasticidad estocastica

La matriz de elasticidad estocastica para el moédulo de elasticidad E, aleatorio, se obtiene al
sustituir la expresion (3.193) en las submatrices D,;, D,, y D,, (Tablas 3.1 a 3.3), la cual contiene
elementos como:

AD,, (6),ADy, (8),AD,, (6): contiene (, o b™)|n,m e Z > 0 (3.209)

(c) Derivacion de la ecuacién de equilibrio estocastica

Matriz de rigidez estocastica

La respectiva suma de los términos contenidos en las Tablas A.6 a A.8 del Anexo A.11 expresa las
matrices de rigidez aleatorias K ,(8), K,(0), K,,(8), incluyendo también K,,(9) (ver ec. 3.128) se
tiene que las matrices son:

Z ,0¢ Kipp (6) +Z Z a, naEh 11im(0) + Z Z a, naE 1m(6) +

m=4 n=1 m=11n=1
Z Za4n6 Kiim(9)
m=18 n=1
6 (3.210)
( ) Z 04,0¢, 12m(9)+z ZQZnGEh 12m(‘9)+z zaanEh 12m(9)
m=1 m=7 n=1 m=15 n=1
6 12
(‘9) = Z 01O, Kazm @ "’Z Zaz,nUEh 22.m )
m=2 m=7 n=1
Kss (9) = K0g,, Kza1(0)
Matrices de rigidez deterministas
e Matriz de rigidez media:
3 10
0 0
Kj = zal,OKl:Lm +Z ;K l:Lm +Z a;0K ll,m + Z a,K 11,m
m=1 m=4 m=11 m=18
. 6 . 14
Ky, = zaLOKZLZ,m +Z a,,K 12m + Z a;0K 12m
m=1 m=7 m=15
(3.211)

6 11
0 0 0 0
Ky =Kan + Z Koo m + Z a, oK 22m +Kou
m=2 m=7

K0 —K'KO

331
o 0 0 0
Ko = K11 + K12 + Kzz + Ksa
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e Matriz de rigidez de pesos

11m,i :IQBTb D,,,Bd®; m=1...,24

12m

12,mi ZIQBTbD BdQ; m=1...,21

(3.212)

K
K
Kpomi = [, B'BD,nBAQ  m=2,.,11
K

331

= | B"bDy;BdQ

Matrices de rigidez aleatorias Kn(H)

Las matrices de rigidez aleatorias Kn(H) (ver Anexo A.7) contenidas en K(8) (3.210), se
representan en forma simplificada como:

M P-1
ZZKi ATY, (3.213)

1 -0

Ecuacién de equilibrio estocastica

Para obtener la ecuacion de equilibrio, se sustituyen las matrices de rigidez aleatorias K”(e) en
K(#) (3.210), se toma en cuenta la expansion de los desplazamientos U(8) (3.21), y se obtiene
que la forma de la ecuacion de equilibrio es:

ZallO'E ZKleIZAl‘P ¥, +ZZa2nGE ZKleIZA”\P Y, +

m=4 n=1
ZZaanG ZKllmIZA”‘I"I’ +Z Za4n0' ZKllmIZA”‘P‘P +
m=11n=1 m=18 n=1
ZallO'E ZKlZmIZAl‘P Y, +ZZa2nO'E ZKIZm,ZA”‘P‘P + -
e ( Uk)=F (3.214)
k=0

z ZasnaE ZKlZmIZA”‘P ¥, +

m=15 n=1
iauaEhiKml AW Y, +ZZa2n0' ZKzzmIZA“‘P‘P +
0 m=7 n=1

m=2 i=1 j

H

P

M P-1

Minimizacién del error por truncamiento

Al aplicar la condicion de minimizacion (E{e,,,,'¥)}=0) se obtienen la esperanza del producto de
tres polinomios que se denota por E{‘{'J.,‘Pk‘l’l}zdjkl, para simplificar se considera que:
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P-1
Kk ZKMmIZA”dM, n=1..4y m=1..24
0

j=

P-1
Ko ZKnmIZATdM, n=1.,3y m=1.,21

j=0

o 1 (3.215)
22mkl zKllm| ]kl’ n=1'2 y m=2,...,11
M =3
33lkl Z Ajd]kl
i=
Finalmente, la ecuacion de equilibrio estocéstica se escribe como:
3 17 3 24 4
I’\ n n n

Kg = z Kz +z zaZn Kizmu +z ZaS,no-Eh Kiima + z za4 Ko Kll,m K

m=1 m=4 n=1 m=11n=1 m=18 n=1

6 14 21 3

n n

zan Kizm Zzazn 12m,kl+z Za3n0' Kizmu +

m=1 m=7 n=1 m=15 n=1

6 u o (3.216)

Z ;10 Koy z 22 mi T K10g, Kas

m=2 m=7 n=1
P-1

KU, =F

k=0

La ec. 3.216 representa la ecuacion de equilibrio estocastica con coeficientes d,;, = E{'¥,'¥,¥}}, para
E; aleatorio (estado plano de deformacion).

3.4.5.7 Modulo de elasticidad vertical E,, y horizontal E, aleatorios
(a) Matriz de elasticidad

La matriz de elasticidad es como se expresé en las Tablas 3.1 a 3.3.
(b) Matriz de elasticidad estocastica

La matriz de elasticidad estocastica para los modulos de elasticidad E, y E, aleatorios se obtiene al
sustituir las expresiones (3.192) y (3.193) en las submatrices D,,, D,, y D,, (Tablas 3.1 a 3.3). La
matriz de elasticidad estocastica AD(X,#) solamente contiene elementos aleatorios como:

AD,, (6),AD,, (6),AD,, (6): contiene(amvaagh b, .08 3,0, EVb“’*°’)|m n,aceZ>0; (3.217)

(c) Derivacién de la ecuacion de equilibrio estocastica

Matriz de rigidez estocéstica

La respectiva suma de los términos contenidos en las Tablas A.9 a A.11 del Anexo A.11 expresa
las matrices de rigidez aleatorias K (), K (), K,,(8), tomando en cuenta K,,(#) expresada en
(3.128), las matrices son:
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3 10 2 2
Ky (0) =D ayy0e Ky (0)+2. D> @, 08 B, 00 KTD(0) +
m=1 m=4 n=1r=1
17 3 2 24 4 2
z z z a3,n0-2h ﬂ3,r O-IrEV Kl(?,:nr) (9) + z z Z a4,n0-2h ﬁ4,r O-IrEv KJ(_;I;:)(Q)
m=11n=1r=1 m=18 n=1 r=1
6 14 2 2
Ky (9) = z 0110%, Kizm (0)+ Z Z az,no-gh ﬂZ,r O-lrzv Kigg)(g) +
m=1 m=7 n=1r=1
21 3 2 (3.218)
Z Z z a3,n6ir51h ﬂ3,r O-I;, K:I(_;Jr;:)(a)
m=15 n=1 r=1
6 11 2 2
Ky, (9) = ﬂl,lo-Ev Koa(0) + Z 04O, Koo (6) + Z Z OtzynO'Eh ﬂZ,rGIrEV ngl,tr:)(‘g) +
m=2 m=7 n=1 r=1
Bi0e Koo (9)
Kas (‘9) = K105, K33, (0)
Matrices de rigidez deterministas
e Matriz de rigidez media:
;3 . 10 . 17 . 24 .
Kp = zaloKnm +Z o BooKim + Z Qs B50K e m + Z 0 BaoKiim
m=1 m=4 m=11 m=18
. 6 . 14 . 21 .
K = zaloKlZ,m +z aZ,OﬂZ,OKlZ,m + z a3,0ﬂ3,0K12,m
m=1 m=7 m=15
. . 6 . 11 . . (3.219)
Koo = BroKoos + Z Koo m + z oProKoom + BroKaaia
m=2 m=7
K:(a)3 = K0K3031
Ko = K](.)l + Kfz + ng + K§3
e Matriz de rigidez de pesos
umi =] BBD,BAQ  m=1..24
i2mi = | B'BD,pBAQ  m=1..,21
(3.220)

K
K
Koomi = [, B'DDnBAQ  m=1..,12
Kagyi = [ B"b,Dy,BAQ

Matrices de rigidez aleatorias K”(@)

Para poder establecer las matrices de rigidez aleatorias Kn(H) (ver Anexo A.7) contenidas en
K(8) (3.218), nuevamente se considera que cada campo aleatorio se expande con el mismo
ndmero de variables aleatorias {, ,...,¢,}, teniendo que b, =b. = b, =b, con:
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M P-1
K" (9):21:KiZ(;AT‘PJ. (3.221)
= j=

Ecuacion de equilibrio estocéastica

Una vez obtenida K(8) (3.218) con sus respectivas Kn(¢9) , Se toma en cuenta la expansion de los
desplazamientos U(#) (3.21), y se llega a que la forma de la ecuacion de equilibrio es:

3 M P-1

1
Z *,,0F, Z Kizmi Z A+
m=1 i=1 j=0

=
o

Y
[ T
e

M P-1
n r n+r)
az,nGEhﬂZ,rGEszllmle IP Y+
i=1 j=0

o
)

P
a5,0¢. By, O, ZKM,ZN“”)\P Y, +

P-1

n r (n+r)
a4,n0Ehﬁ4,rUEv ZKll,m,i ZAj ¥+
i7

i=0

3
II

N
[
=1
Il

JiN
-
Il

[iN

N
M-
N

3
Il

N
©
=}
Il

[N
-
Il

[N

Mcn

P-1
1
&, 1O, K12m|ZAj\Pj\Pk+
j=0

m=1 i=1 PilU _ F
14 2 2 ) ) M P-1 (o) ~ kK|~ (3.222)
Zzazno-Ehﬁz,ro-Ev ZKIZ,m,iZAj Y, +
m=7 n=1 r=1 i=1 j=0
21 3 3
D> 3,08 B, Ot ZKlzm,ZA("”‘P‘P +
m=15 n=1 r=1 i=1
M
ﬁ]_,lo-EVZKZZl.IZAl\P \P + zalmo- ZKZZmIZAl\P LP +
i=1 j=0 i=1 j=0
1 2 2 =
220{ ,no-EhIBZ,rO-IrEV ZKZZ,m,iZA(jn”)\Pj\Pk +
m=7 n=1 r=1 i=1 j=0

M
Bii0e Z ZZlZIZAl‘P‘P + K05, ZKMIZA‘I"P
=1

Minimizacién del error por truncamiento

Al aplicar la condicién de minimizacién (E{e
considera que:

¥ }=0) se obtiene E{\I’j,‘Pk‘PI}=djkl, para simplificar se

M,P?
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P-1
K (o) —ZKnmIZA(“”’djkl, n=1..4,r=12y m=1..,24
0

11m,kl

]:

P-1
KO ZKllmIZA,””)djkl; n=1.,3 r=,2y m=1..21

j=0

P-1 (3.223)
K —ZKm, A™Id; n=12, r=12y m=1..,12

=0
M

331,k| Z 331 ZA:}d]kl

Finalmente, la ecuacion de equilibrio estocéstica se escribe como:

10

2 2
(
20‘11(75 11mk T ZZO{ UEhﬂZrGE Kljn,+mrk| +

m=1 m=4 n=1r=1

(n+r) (
z Zzas nO-Ehﬂer-E Kl;:nrkl +z zza4n0Ehﬂ4r0E Kl;;:kl +
m=11n=1r=1 m=18 n=1 r=1
14

2
Z a,,0¢ Ky + Z

m=1 m=7n=lr

21 3 2
n (n+r)
Z Z 03,0¢, Pa, GE Kizmu

m=15 n=1r=1

DM

n (n+r)
05O, ﬂz,ro-E Kizmi +

I
i

(3.224)

6 11 2 2
n (n+r)
ﬂl,lo-Ev Kooaw + Z 0 O, Kozmu + Z Z 5O, ﬂz,r K12 mk Tt
m=2 m=7 n=1r=1
ﬂLlZO-EV Kaoziow + K10, Kaaik
P-1
KU

=0

=

La ec. 3.224 representa la ecuacion de equilibrio estocastica con coeficientes d,, = E{'¥\ ¥, }, para
E, y E, aleatorios (estado plano de deformacion).

3.4.5.8 Relaciéon de Poisson v, aleatoria
(a) Matriz de elasticidad

La matriz de elasticidad es como se expresé en las Tablas 3.1 a 3.3.

(b) Matriz de elasticidad estocastica
La matriz de elasticidad estocastica para la relacion de Poisson i, aleatoria se obtiene al sustituir

la expresion (3.194) en las submatrices D,,, D,, y D,, (Tablas 3.1 a 3.3), teniendo que los términos
aleatorios son:

AD,,(60),AD,, (6),AD,, (6): contlene(/lmnav b" )|m neZ>0; (3.225)
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(c) Derivacion de la ecuacién de equilibrio estocastica

Matriz de rigidez estocastica

La suma respectiva de los términos contenidos en las Tablas A.12 a A.14 del Anexo A.11 expresa
la matrices de rigidez aleatorias K,,(0), K;,(8), K,,(¢), tomando en cuenta K,,(8) (ver ec. 3.128)
las matrices estocasticas son:

1

o

( ) 272,n0vh 1Lm(0)+zz74navvh 1Lm(‘9)+z Z%no-vvh 1J,m(‘9)

M

m=4 n=1 m=11n=1 m=18 n=1
6 14 3 21 5
( ) z ]/l,lgvvh K12,m (6) +Z Z 7/3 nvah K1"]2 m (0) + z Z 7/5 no-v\,h Klnz m (9)
m=1 m=7 n=1 m=15 n=1 (3226)

6 2 11 4
9 :ZZ}/Zno-vthQZm(H)+ZZ]/4no-vth£2m(9)
m=2 n=1

m=7 n=1
Kss (‘9) = K,0¢, Ksa:(0)

Matrices de rigidez deterministas

e Matriz de rigidez media:

ZKllm +Z720 11m+z7/4 11m+z76 11m

m=11 m=18
K 22710 12,m +Z7/30 12,m +Z 7sK 12m
m=1 m=15
(3.227)
K3, = KSZl + 272,0K§2,m + 274,0 22m T K3212
m=2 m=
KO =K Kgsl
Ko = Klol + Kfz + ng + K§3
e Matriz de rigidez de pesos
Kimi =[.B"BDy;,BAQ  m=4,.,24
K12,m,i ZJQBTbiDlszdQ; m =l,21
(3.228)
Koo mi :IQBTb D,,,BdQ; m=2..,11
Koo = _[Q B b,D;;,BdQ

Matrices de rigidez aleatorias K”(@)

Las matrices de rigidez aleatorias Kn(H) (ver Anexo A.7) contenidas en K(#) (3.226), se calculan
con:
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M P-1
K"(6)= Zl“KiZ(;AT‘I’J. (3.229)
i=. j=

Ecuacion de equilibrio estocéastica

Para obtener la ecuacion de equilibrio estocéastica, se sustituye K(&) (3.226) con sus respectivas
matrices Kn(H) y la expansién de los desplazamientos U(#) (3.21) en (3.24), se obtiene que:

10 2 M P-1
D Van0n D Ky 2L AT W, +z Zy4navthKllm|ZA”\I’ Y, +
m=4 n=1 i=1 j=0 m=11n=1
24 6 M P-1
ZZ}/Gno-vthllmle \P
m=18 n=1 i=1 j=0
6 M P-1 1 14 3 M -1
Z vvhz 12,m,i A]lP Y+ Zys,no':thlzmzAn\P Y, + b
m=1 i=1 j=0 m=7 n=1 i=1 j=0
1 5 M Pt ( UkaF (3.230)
z 275,n012hZK12,m,i . OAT‘Pj‘Pk k=0
m=1 i=1 i=
6 2 M P-1 11 4 M P-1
ZZ}/ZHGV“ZKZZml A\F\Pk—’_ Zy4n6‘:mzK22m| AT\P +
=2 n=1 i=1 j=0 m=7 n=1 i=1 j=0
P
331. Z ATY, \Pk
i=1 j=0

Minimizacién del error por truncamiento

Al minimizar el error (E{e para simplificar se considera

que:

wp F}=0) se obtiene que E{¥,¥,¥}=d,,

1lmk| ZKllml A?de; n=246y m=4,.24

M
K omi :ZKllm,izAdekl; n=135y m=1..,21
i-1

0
" o (3.231)
Ko :ZKllm Aldy; n=24 y m=2..11
i=1 j=0
M P L
K33Lk| = ZK33:Li Ajd]kl
i=1 j=0

Finalmente, la ecuacion de equilibrio estocéstica se escribe como:
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10

2 17 4 24 6 6
_ n en nopen n pn 1
K = z Z Y200y, Kizmu + Z Z VanOy, Kiimu + Z Z YenOu, Kizmu + Z 7119y, Kizmu +

m=4 n=1 m=11n=1 m=18 n=1 m=1
14 3 21 5 6 2 11 4
n n n n n n n n
Z Z V3nOy, Kizmu Z Z Vs5nOy, Kizmu + Z Z VETIN Koz mu +Z Z VanOy,, Kozmu +
m=7 n-1 m=15 n-1 m=2n-1 m=7n-1 (3.232)
K\0g,, Kasik
P-1
KU, =F

La ec. 3.232 representa la ecuacion de equilibrio estocastica con coeficientes d,;, = E{'¥,'¥,¥}, para
vh aleatoria (estado plano de deformacion).

3.4.5.9 Relacién de Poisson w,, aleatoria

(a) Matriz de elasticidad

Para facilitar la deduccién de la ecuacion estocastica cuando la relacion de Poisson w, es
aleatoria, es conveniente reacomodar los términos de la matriz de elasticidad como se expresan
en las Tablas A.15 a A.17 del Anexo A.11.

(b) Matriz de elasticidad estocastica
La matriz de elasticidad estocéastica para la relacion de Poisson w,, aleatoria se obtiene al sustituir
la expresion (3.195) en las submatrices D,;, D,, y D,, (Tablas A.15 a A.17), teniendo que los

elementos aleatorios que la compone son:

11’

AD,,(0),AD,, (6),AD,, (6): contiene(a) o, b )|m neZ>0; (3.233)

m,n~ v,

(c) Derivacién de la ecuacion de equilibrio estocastica

Matriz de rigidez estocéstica

La suma de los términos contenidos en Tablas A.18 a A.20 del Anexo A.11 expresa las matrices
de rigidez aleatorias K,,(0), K ,(9), K ,(#) respectivamente, K,,(9) se establece como en (3.128).
Se obtiene que las matrices se escriben como:
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11 2 14 3
Ky, (0)= Z w0, Kllm(9)+22a)2navhh K@)+, z%n% K (0)+

m=5 m=8 n=1 m=12 n=1
18 4
Z Z a)4,n0 1:Lm (9) + Z Z a)s no-vhh 1Lm (0) + Z Z a)6 navhh 1:Lm (0)
m=15 n=1 m=19 n=1 m=22 n=1
6 9 2
Ki (‘9) = Z @,0,, Kipm(60) +Z Z a)2,no-vhh 1om(0) + Z Z @300, Kiom(0) +
m=4 m=7 n=1 m=10 n=1
14 17 19 6
Z Cl)4 no-vhh K:FZ m (0) + Z Z 0)5 nthh KlZ m (6) + Z Z 0)6 no-vhh Kan m (9) +
m=15 n=1 m=18 n=1 (3.234)

0)7’nc7 12 m(0)

M L
N
M~ I

7
N
o
=
Il
=

72 9 6
O\ 22m(e)+zza)2navth22m(9)+Zzw6no-vth;2m(9)+

m=6 n=1 m=8 n=1
8

@, O- K;Zm(9)+zw8no-vth;2m(0)
n=1

RS
=
[
M
8

~ 3
=
I

M~

7N v

3
Il
N
o
3
Il
N

Kss (‘9) = K,05, K33, (0)

Matrices de rigidez deterministas

e Matriz de rigidez media:

ZKl:Lm +Zw1,o 11m +Za)20 1m T Z @, K 1:Lm

m=12

Z @, K llm + Z @5 K ll,m +Z @ oK ll,m

m=15 m=19 m=22
ZK12m+Za)Lo 12m+2w20 12m+za)30 12m T
m=10
wa 12m+zw50 12m+zw60 12m+zw70 12,m (3.235)
m-12 m=15 m-18 m=20

3 5 7 9
o _ 0 0 0 0
Ky = Z Kaoa + Z @ Koo + Z @, Koo m + Z D5 Koo m +
m=1 m=4 m=6 m=8

11

0 0
z @, Koo m + 050Ko
m=10

K3?3 = KOK3?31
Ko = Kfl + Kfz + ng + K§3
e Matriz de rigidez de pesos

Ko :J‘Q B'b,D,,,,BAY; m=>5,...,24

Kiomi = _Lz B'b .D,,,,BdQ; m=4,..21
(3.236)

Kzz,m,i = L} B'b .D,,,BdQY; m=4,..,12
K33li = IQ B’ b,D,;,BdQ
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Matrices de rigidez aleatorias Kn(H)

Las matrices de rigidez aleatorias Kn(H) (ver Anexo A.7) contenidas en K(8) (3.234), se
representan en forma simplificada como:

M P-1
K"(0) = Zl:KiZ;‘A’;‘PJ (3.237)
I=! ]=

Ecuacién de equilibrio estocastica

Para obtener la ecuacién de equilibrio, se sustituyen las matrices de rigidez aleatorias Kn(H) en
K(8) (3.234), se toma en cuenta la expansion de los desplazamientos U(#) (3.21), y se obtiene, de
acuerdo con (3.24), que la forma de la ecuacién de equilibrio es:

7 M -1 1 11 2 M P-1
n n

D 0,0, DKy DAY DD w00 DK D AT W, +
m=5 i=1 j=0 m=8 n=1 i=1 j=0

3 M P-1

n n

Z D @300 D Ky D AT, +
m=12 n=1 i=1 j=

4 P

Zza)4n vhhz 11m,|ZA\PlP + a)SnO-v ZKllmlean‘P +

m=15 n=1

M ©
M N
N%
Q
Mz
H??
M
=
<
;6
_l’_
M w
£
Q
Mz
H??
%
~6
F6
+

3
I~
<
=}
1]
N

M-
>
= >
g

7
JuN
N
=]
Il
il

=1
M -1 P-1

D000 D Kipmi DAY W, + [ Uk) =F (3.238)
i=1 j

M=

£

q,
L=
=

5

]

2

€

s
J’_

Mo
me

M
=
]

IS g
e
€
*G
J’_

M L
M- 1M

7
N
IS
=}
]

i
I
IS
I

o

M (6]
1:8
§Q
M z
=
]
s
€
s

J’_
M~
M~
S
A
M=
NX

5
]

B,

]

g

+

3
T
B
I
iR
i
o
3
I
(2]
p=)
I
I
F
iR
o

Me
Me
ES)
S,
. M =
e
5
g
e
€
flas
+

i
oo
>
]

JuN

[
[N

=1
7 M
sznO-\TthKZZmleTIP lPk +za)8no-v ZKZZmlean lP +
=

n=1 j=0

3
]

N
1S
>
1

N
.
N

K0g,, Z Kaa, Z Alle\Pk

= ],O
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Minimizacién del error por truncamiento

Al minimizar el error generado por el truncamiento de las series (E{e,,,,'¥}=0) se obtiene que
E{‘P].,‘Pk‘PI}:djkl, para simplificar se considera que:

P-1
Kk ZKnmIZA dy; n=1..6y m=5..24
0

j=

M P-1
K omi ngllm“ jioAdekl; n=1.7y m=4,..,21

) ol (3.239)
Kooma =2 Kimi 2 Aldys n=1267,8 y m=4,..,12

. e
K331k| = Z—l: K33Li < A:}djkl

Finalmente, la ecuacion de equilibrio estocéstica se escribe como:

Za)],lo-vthllm K +Z szno' Kiimu + Z Z(%na K imu + Z sz:no' Kiimu +

m=8 n=1 m=12 n=1 m=15 n=1

z Z‘,a’sn‘7 Kl:Lm W T z Za)ﬁna Kll.m K +Zw1,10'vhh 12,mKl +Zza’2n0 K12mkl +

m=19 n=1 m=22 n=1 m=4 m=7 n=1

11 3 14 4 17 5 19 6
n n n n n n n n
Z Za)?:,no-vhh Kizmu + z Z Wy a0y, Kizmu + Z Z W5, 0, Kizmu + Z Z W a0y, Kizmu +

m=10 n=1 m=12 n=1 m=15 n=1 m=18 n=1
(3.240)

7 2 9 6
n n n n
z Z @, nO' K12 mi T Z @0, 22,m,k| +z Za)Z,no-vhh K2z mu +z z W5 n0,y,, Koomu +

m=20 n=1 m=6 n=1 m=8 n=1
1 7
n n n n
z Z ;.0 Kazmu + Z Wg O, Kazmu + K1\0g,, Kasiu
m=10 n=1 n=1
1

K¢U, =F

o

=
Il
o

La ec. 3.240 representa la ecuacion de equilibrio estocastica con coeficientes d,, = E{'¥\ ¥, }, para
wn aleatoria (estado plano de deformacién).

3.5 Tamanio de la base polinomial

En las ecuaciones de equilibrio de la extensién del MEFEE expuestas anteriormente, aparecen
productos de variables aleatorios en caos polinomial. Como lo sefialé Debusschere et al. ( 2005),
las variables elevadas a exponentes positivos enteros requieren que el orden p de la expansion del
caos polinomial sea mayor que la potencia n de la variable (inciso 3.4.1.4) para evitar que el error
por truncamiento se propague en los coeficientes espectrales calculados. Cuando dicha variables
son de tipo Gaussianas, los coeficientes existentes en la representacién en caos polinomial (inciso
3.4.1.3) corresponden solamente a los términos de primer orden de la base polinomial (Anexo A.4),
por lo que el orden de éste no afecta el calculo de los coeficientes del producto de estas variables.
Lo mas significativo en las expansiones, es el numero de variables utilizadas en la serie de
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Karhunen-Loéve, sobre todo en medios heterogéneos (distancias de correlacion igual al dominio
horizontal analizado). Por tal motivo, en los andlisis realizados en el presente trabajo se consideré
una base polinomial P=15 con: M=4y p=2.

3.6 Derivacibn de expresiones matematicas para calcular incertidumbre en esfuerzos vy
deformaciones con el MEFEE

La deduccién de expresiones matematicas para calcular la incertidumbre en deformaciones y
esfuerzos se realizé con base en lo sugerido por Sudret et al. (2006). Las expresiones se derivan
considerando la variabilidad de los desplazamientos, y en los esfuerzos se considera también la
del o de los parametros que se consideren aleatorios (E, v, E;, etc.). En particular, el algebra de la
deduccién de esfuerzos aleatorios se apoya en la propiedad del producto de polinomios (caos
polinomiales).

3.6.1 Evaluacién de incertidumbre en deformaciones

En el elemento finito las deformaciones se calculan en cada elemento de la malla; para un punto X
se escriben:

£(X) =B(X)U, (3.241)

donde: U, es el vector de desplazamientos aleatorios del elemento e que al expandirse en caos
polinomial se escribe como:

P
YUY, (3.242)

-1
e

U, (9)

IR

Considerando (3.242), las deformaciones aleatorias se escriben como:

£(X,0)= &(X)¥, (3.243)
j=0
Con:
&(X)=B(X)Y, (3.244)

La expresion (3.243) cumple con la forma general de representacion de cantidades aleatorias. De
(3.38), se puede escribir el valor esperado y la varianza de las deformaciones como:

E{c}= g, Var(g) = PfE{\Pf}gf (3.245)

j=1
3.6.2 Evaluacién de incertidumbre en esfuerzos

Para cada elemento de la malla, el vector de esfuerzos se expresa, para un punto X, como:
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o(X)=Deg(X) (3.246)

En la expresion anterior (3.246), la matriz de elasticidad D contiene la variabilidad del parametro a
modelar (E, v, Ep, etc), su representacion estocastica se realiza recurriendo a la expansion de
Karhunen-Loéve (3.13), teniendo:

D(X,«9)=(E{VV(X-9}+§\/E¢.(X)§(9))DO (3.247)

Considerando que el campo aleatorio D(X,6) se puede expandir en serie de Karhunen-Loéve con
variables aleatorias & en caos polinomial (3.47), y tomando en cuenta las deformaciones aleatorias

(3.243), el vector de esfuerzos aleatorios es:
M P-1 P-1
o(X,0) = (E{vv(x,e)} + Zﬁm(X)ZCm%JDOZsj(X)% (3.248)
i=1 k=0 j=0

donde Cj son coeficientes a evaluar por medio de métodos numéricos (Berveiller, 2005). Cuando
las variables que representan el campo aleatorio son Gaussianas los coeficientes se calculan
simplemente como: Cio=p , Ciy=c y Cy=0 para k>2.

Reacomodando términos se tiene que:

P-1

M P-1
a(x,e)=Z(E{vv(x,6)}Dos,-(X)‘P,- +Zﬁ¢z(X)ZQkDoej(X)‘Pk‘ij (3.249)
j=0 i=1 k=0
Considerando el producto de caos polinomiales (ver Anexo A.3) se llega a:
P-1P-1

o(x,9)=Z{EM(x,e)}Dos.(X)‘Pl +§:\/Z¢.(X)ZZ

I= i-1 k=0 j=0

Ci Dogj (X)dkjl LPIJ (3.250)

El primer término (I=0) de la expansion anterior corresponde al valor esperado de los esfuerzos,
expresado como:

E{c}=E{, (X,0)}D,&(X) (3.251)

Para | > 0O los esfuerzos se expresan:

O'(X,6)=§0|‘I’, (3.252)
=1
Con:
o = \/Z(H(X) ) ZQkDogj(X)dkjl (3.253)

i=1 k=0 j=
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Siendo la varianza de los esfuerzos:
P-1
Var(c) = Y E{¥{}of (3.254)
1=1

El célculo de la incertidumbre de los esfuerzos es una funcién de la variabilidad del o los
pardmetros aleatorios a modelar, los cuales estan contenidos en la matriz de elasticidad,
o(0) =0 (D(X,0)); dicha matriz tendra la forma como la presentada en las expresiones anteriores.
Como ejemplo, en el Anexo A.13 se presenta la deduccién de los esfuerzos aleatorios para E,
aleatorio.

La extension del MEFEE para una ley constitutiva elastica lineal anisétropa se implement6 en una
subrutina del programa FREUM version 3 (Finite Element Reliability Using Matlab), llamada
FERUMssfem (Sudret & Der Kiureghian, 2000). Esta subrutina permite realizar andlisis de
incertidumbre en dos dimensiones con el MEFEE para un comportamiento elastico lineal isétropo,
en donde solamente se modela el efecto de la variabilidad del modulo de deformacién E sobre el
campo de desplazamientos.

3.7 Simulacion Monte Carlo

La ecuacion de equilibrio estocastica del MEFE se escribe como:
K(@M(@©@)=F (3.255)

En donde la matriz de rigidez estocastica en la ecuacion anterior es funcion de la variabilidad del
campo aleatorio a evaluar K(8)=K(D(X,8)). La solucién de (3.255) mediante el método de
Monte Carlo requiere la realizacion de los siguientes pasos.

1. Simular campos aleatorios Gaussianos
2. Realizar el andlisis numérico

3. Con base en la solucién del sistema, se obtiene la funcion de densidad de probabilidad

{u@9)}
3.8 Ejemplo de aplicacion
3.8.1 Planteamiento

Para analizar los resultados de la extensién del MEFEE a campos diferentes de E isétropo se
consider6 un sélido cubico de dimensiones unitarias (1x1x1 m), constituido con un solo material y
sometido a una presion vertical de 100 kPa. En la Figura 3.1 se observan las condiciones de apoyo
que restringen los desplazamientos verticales y el central lo restringen horizontalmente también.
Se realiz6 una malla de 100 elementos.

El andlisis consistio en evaluar cémo la incertidumbre de los parametros se propaga en el campo
de desplazamientos. Se considerd, para todos los casos analizados, que el campo aleatorio a
modelar es estacionario en el sentido amplio y la funcién de autocovarianza normalizada, que
describe la variacion de las propiedades de un punto a otro en la masa del suelo, es de tipo
exponencial:
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2JX3=X|

oy, (Xl’ Xz) =e (3.256)

donde L, definida en forma convencional, como la distancia de correlacion a partir de la cual la
correlacion se considera despreciable®, se considerd un parametro de analisis.

La incertidumbre en el campo de desplazamientos se evalué mediante la desviacion estandar. Se
analizé el punto central superior (A) y el punto de la esquina superior (B), Figura 3.1. Los casos
gue se analizaron fueron los siguientes:

(a) Isétropo (estado plano de esfuerzo)
(b) Anisotropo (estado plano de esfuerzo)
(c) Anisétropo (estado plano de deformacidn)

En el caso anisétropo, se consider6 un material con un grado de anisotropia (n=Ex/E,) n=1 y
después se estudio el efecto de la variacién de n sobre los resultados. Los andlisis consistieron en
considerar incertidumbre s6lo en un pardmetro y los demas deterministas. Se analizaron los
siguientes casos:

—E, aleatorio y los demas deterministas

—E}, aleatorio y los demas determinas

—1n aleatorio y los demas deterministas

—whh aleatorio y los demas deterministas

—E., En Yy v aleatorios (estado plano de esfuerzo)

Las propiedades de los pardmetros elasticos lineales isétropos y anisétropos para el andlisis
estocastico se presentan en las Tabla 3.4 y Tabla 3.5, respectivamente. La incertidumbre de G, se

calculd mediante series de Taylor (Auvinet, 2000). Para los andlisis con diferentes grados de
anisotropia se vari6 el valor de E, a2 y 4 MPa y wy se tomé como 0.2.

A 100 KPa

[
A

B

il x 1

...~

Figura 3.1 Sélido cubico

® Los materiales con grandes distancias de correlacién tienen propiedades muy uniformes en el espacio,
mientras que los materiales con distancias de correlacion pequefias tienden a ser mas heterogéneos
(Vanmarcke, 1977).
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Tabla 3.4 Caracteristica de los campos aleatorios. Caso is6tropo

Parametro E{E} CV(E,) E{i} CV(v)
aleatorio MPa %
v 0.3 10
Eyv 10 0.3 10

Tabla 3.5 Caracteristica de los campos aleatorios. Caso anisétropo n=1

Parametro E{E.} CV(E,) E{En} CV(En) E{wn} CV(wn) E{wn} CV(wn) E{Gw} CV(Gvh)
aleatorio MPa % MPa % MPa % MPa % MPa %
Ey 1 10 1 0 0.30 0 0.30 0 0.3846 6.2
En 1 0 1 10 0.30 0 0.30 0 0.3837 3.8
Wh 1 0 1 0 0.30 10 0.30 0 0.3844 2.2
Vhn 1 0 1 0 0.30 0 0.30 10 - 0.0
Ev, En, %n 1 10 1 10 0.30 10 0.30 10 0.3823 7.6

3.8.2 Resultados

En las gréaficas de las Figura 3.2 y Figura 3.3 se observa la esperanza de los desplazamientos
verticales y horizontales para estados planos de esfuerzo y deformacion, respectivamente. Las
graficas de los desplazamientos corresponden al caso isétropo y anisotropo con grado de
anisotropia n=1. Para la condicion de estado plano de esfuerzo, el maximo desplazamiento vertical
es de 0.1 m y el horizontal es de 0.015 m, para el estado plano de deformacion el méximo

desplazamiento vertical es 0.1 m y para el horizontal es 0.02 m.

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0+

0.09
0.08
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01

0 01]

(a) Verticales

012 013 014 015 016 0.‘7 0.‘8 0.‘9 i

1
0.9

0.8 I 0.015
0.014
0.013
0.012
0.011
0.01
0.009
0.008
0.007
0.006
0.005
0.004
0.003
0.002
0.001

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0]

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

(b) Horizontales

Figura 3.2 Esperanza de los desplazamientos para el estado plano de esfuerzo
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Figura 3.3 Esperanza de los desplazamientos para el estado plano de deformacién

(a) Caso isotropo (estado plano de esfuerzo)

Médulo de elasticidad E aleatorio

Como un punto de comparacion con los demés andlisis, se presentan los resultados de los
desplazamientos verticales y horizontales cuando el modulo de elasticidad E es aleatorio (Pineda-
Contreras & Auvinet-Guichard, 2013).

En la grafica de la Figuras 3.4a se ilustra la influencia de la distancia de correlacion sobre la
incertidumbre (desviacién estandar) de los desplazamientos verticales. Se observa que para el
punto central (punto A) y el de la esquina superior (punto B) la incertidumbre de tal desplazamiento
es nula para distancias de correlacion pequefias, debido a un efecto de compensacion estadistica
gue anula la desviacion estandar y que es generado por la heterogeneidad del material. Conforme
la distancia de correlacion aumenta, la incertidumbre crece hasta alcanzar la magnitud de
incertidumbre impuesta en el mddulo de elasticidad (10%), el material se comporta estrictamente
homogéneo. La incertidumbre es mayor para el punto B que para A, debido a que el nimero de
materiales “puntuales” con baja correlacién que interactian es mayor en el punto central que en el
de la esquina. Para distancias de correlacion grandes la desviacion estandar de los
desplazamientos en el punto Ay B es 0.0015m.

La influencia de la distancia de correlacion sobre la incertidumbre de los desplazamientos
horizontales se presenta en la grafica de la Figura 3.4b. Nuevamente, para distancias de
correlacion pequefas la incertidumbre de tal desplazamiento es nula, también por un efecto de
compensacion estadistica. Cuando la distancia de correlacion es del mismo orden que la
dimension horizontal del dominio analizado, la incertidumbre alcanza su maximo valor; si la
distancia de correlaciéon sigue aumentando, el material comienza a estabilizarse estadisticamente y
la desviacion estandar de los desplazamientos comienza a disminuir, hasta alcanzar valores nulos
lo que representa la simetria axial de los desplazamientos en el punto central superior (punto A).
Para el punto B, el menor valor de incertidumbre que se alcanza para distancias de correlacién
grandes, esta condicionado por la incertidumbre impuesta en el médulo de elasticidad.

105



Capitulo 3
Andlisis estocastico de estructuras térreas con el MEFEE

1.2E-02 7.0E-03

——Punto central superior (A)
——Punto de la esquina superior (B)

8.0E-03 At |
6.0E-03 //
4.0E-03

2.0E-03 //
0.0E+00 //

1.E-08 1.E-05 1.E-02 1.E+01 1.E+04 1.E+07
Distancia de correlacién, m

—=—Punto central superior (A)
6.0E-03 |-Puntodelaesquinasuperior 8), |

5.0E-03 | A R
4.0E-03 || ’ J x

. o. L
2.0E-03

0.0E+00 - + -
1.E-08 1.E-06 1.E-04 1.E-02 1.E+00 1.E+02 1.E+04 1.E+06 1.E+08

horizontales, m

Desviacién estandar de los desplazamientos
verticales, m
Q\N
Desviacion estandar de los desplazamientos

Distancia de correlaciéon, m

(a) Verticales (b) Horizontales

Figura 3.4 Influencia de la distancia de correlacién sobre la incertidumbre (desviacion estandar) de los
desplazamientos. E aleatorio, comportamiento isétropo para estado plano de esfuerzo

Relacion de Poisson v aleatoria

La influencia de la variabilidad de la relacién de Poisson v sobre los desplazamientos verticales en
funcion de la distancia de correlacion se presenta en la grafica de la Figura 3.5a. Se observa que
la desviacion estdndar méaxima de los desplazamientos verticales en ambos puntos es muy baja,
del orden de 0.00042 m (CV=0.4%); lo que conduce a considerar que el efecto de la incertidumbre
de este parametro sobre tales desplazamientos es nulo. La influencia de la incertidumbre de este
parametro sobre los desplazamientos horizontales se muestra en la grafica de la Figura 3.5b. Se
observa que para el punto central superior (punto A) la desviacion estandar maxima alcanzada
corresponde a una distancia de correlacion intermedia, su magnitud es muy baja, del orden
0.0002m, por lo que la influencia de este parametro se considera nula. La incertidumbre en el
punto de la esquina superior (punto B) se incrementa conforme la distancia de correlacion
aumenta, la méaxima se alcanza para una distancia de correlacibon muy grande, cuyo valor de
0.0015 m corresponden al 10% de la incertidumbre impuesta en el campo aleatorio de v.

En conclusion, el efecto de la incertidumbre de la relacion de Poisson v solamente se refleja sobre
la incertidumbre de los desplazamientos horizontales correspondientes al punto de la esquina
superior (punto B). En la grafica de la Figura 3.6 se presenta la desviacidon estandar de los
desplazamientos horizontales en el punto B en funcién de la distancia de correlacion. Se observa
en general, que tal incertidumbre calculada con el MEFEE tiene buena concordancia con los
resultados obtenidos con el método de MC. Para distancias de correlacion muy pequenas, MC
requiere mallas muy finas para obtener valores de incertidumbres muy bajas.
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Figura 3.6 Influencia de la distancia de correlacién sobre la incertidumbre (desviacion estandar) de los
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plano de esfuerzo. Comparacion entre MEFEE y Monte Carlo

Modulo de elasticidad E y relaciéon de Poisson v aleatorios.

La influencia de la distancia de correlacion sobre los desplazamientos verticales se presenta en la
grafica de la Figura 3.7a. Se observa que el comportamiento del material es similar que para el
caso en que Unicamente se considera E aleatorio, v no tiene influencia sobre tales
desplazamientos. En la misma figura se observa que los resultados del MEFEE tienen una buena
aproximacion con los resultados de la simulaciéon con MC.

Para el caso de los desplazamientos horizontales, la influencia de la incertidumbre de E 'y v en
funcién de la distancia de correlacion se muestra en la grafica de la Figura 3.7b. En este analisis el
comportamiento del punto central superior (punto A) y el punto de la esquina superior (punto B) es
idéntico que cuando sélo se considera E aleatorio, la diferencia es que para B la magnitud de la
desviaciéon estandar maxima alcanzada (0.00192m) para distancias de correlaciéon grandes, es
mayor del 10% de la incertidumbre impuesta en E, por lo que la incertidumbre de v si influye sobre
estos desplazamientos. En la misma gréfica se observa que estos resultados concuerdan con los
resultados obtenidos con MC.
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Figura 3.7 Influencia de la distancia de correlacién sobre la incertidumbre (desviacion estandar) de los
desplazamientos. E y v aleatorios, comportamiento isétropo para estado plano de esfuerzo

Los resultados de los analisis con respecto a v aleatorio y E y v aleatorios son congruentes con lo
que presenta Noh (2004 y 2006), quien analiza el efecto individual y combinado de estos dos
parametros mediante un analisis de elemento finito que acopla el método de perturbaciones con la
técnica de discretizacion de campos aleatorios (integrales de peso).

(b) Caso anis6tropo (estado plano de esfuerzo)

Mdédulo de elasticidad aleatorio. Comparacién entre E, v Ej,

En las graficas de las Figuras 3.8a y 3.8b se presenta la influencia de la distancia de correlacién
sobre la incertidumbre de los desplazamientos verticales y horizontales, respectivamente. Se
consider6 un material isotropo (n=1) y se analiz6 el efecto individual de la incertidumbre de los
maédulos de elasticidad sobre la incertidumbre de los desplazamientos. De las graficas se observa
que:

e E,: laincertidumbre de este parametro tiene un efecto significante sobre la incertidumbre de
los desplazamientos debido a que los esfuerzos a los que estd sometido el material son
solamente verticales. La influencia de la incertidumbre en funcion de la distancia de
correlacion tiene el mismo comportamiento que para E (isétropo). El 10% de incertidumbre
impuesto en E, se refleja en los desplazamientos verticales (punto A y B) y horizontales
(punto B) cuando la distancia de correlacién es muy grande.

e E;: la incertidumbre de este parametro no tiene efecto sobre la incertidumbre de los
desplazamientos, tanto para el punto central superior (A) como para el de la esquina
superior (B).
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Figura 3.8 Influencia de la distancia de correlacién sobre la incertidumbre (desviacion estandar) de los
desplazamientos. Comparacion entre E, y E,, aleatorios (estado plano de esfuerzo)

Modulo de elasticidad E, aleatorio

Se analiz6 cémo el grado de anisotropia (n=E./E,) influye sobre la incertidumbre de los
desplazamientos verticales y horizontales. En las gréaficas de las Figuras 3.9 y 3.10 se observa los
respectivos resultados. El 10% de incertidumbre impuesta en E, se refleja directamente sobre los
desplazamientos cuando la distancia de correlacion es muy grande. En la misma grafica se
comparan los resultados con el método de MC y se observa una buena aproximacién. Un resumen
del valor esperado E{6} y de la desviacién estandar o5 de los desplazamientos en los puntos Ay
B se presenta en la Tabla 3.6.

Tabla 3.6 Desviacion estandar de los desplazamientos verticales y horizontales para una distancia de
correlacién grande. E, aleatorio (comportamiento anisétropo, estado plano de esfuerzo)

- E{6,} os E{Sn} er
Punto n=E\/E, (m) (m) (m) (m)

n=1 0.10 0.0105 0.00 0.00

A n=0.5 0.05 0.005 0.00 0.00
n=0.25 0.025 0.0025 0.00 0.00
n=1 0.10 0.0105 0.015 0.0015

B n=0.5 0.05 0.005 0.0075 0.00075
n=0.25 0.025 0.0025 0.00375 0.000375
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desplazamientos verticales para diferentes grados de anisotropia. E, aleatorio (estado plano de esfuerzo)
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Figura 3.10 Influencia de la distancia de correlacion sobre la incertidumbre (desviacion estandar) de los
desplazamientos horizontales para diferentes grados de anisotropia. E, aleatorio (estado plano de esfuerzo)

Relacion de Poisson u, aleatoria

Para los desplazamientos verticales la magnitud de la incertidumbre que refleja este parametro es
apenas 0.3%. En los desplazamientos horizontales, en el punto central superior (punto A) la
incertidumbre también es muy baja. EI mayor efecto se presenta en los desplazamientos
horizontales localizados en el punto de la esquina superior (punto B), como se ilustra en la grafica
de la Figura 3.11. Efectivamente, la magnitud de la desviacion estandar impuesta en v, se refleja
directamente sobre estos desplazamientos cuando la distancia de correlaciébn es muy grande.
Estos resultados se compararon con el método de Monte Carlo y se observa una buena
concordancia entre ambos andlisis. En la Tabla 3.7 se presenta un resumen de la incertidumbre de
los desplazamientos horizontales en el punto B.
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Tabla 3.7 Desviacion estandar de los desplazamientos horizontales para una distancia de correlacion
grande. v, aleatorio (comportamiento anisotropo, estado plano de esfuerzo)
Punto n=E4/E, E{on} Ton
(m) (m)
n=1 0.015 0.00154

B n=0.5 0.0075 0.00076
n=0.25 0.00375 0.000376

1.8E-03

Punto esquina superior (B)
1.6E-03 - B

1.4E-03 -

1.2E-03 A

1.0E-03 {—— Vi, aleatorio (n=1). MEFEE
—i= V,, aleatorio (n=1). MC

8.0E-04 1 v,, aleatorio (n=0.5). MEFEE
6.0E-04 4 = Vwn aleatorio (n=0.25). MEFEE /

4.0E-04 -
2.0E-04 -

.

Desviacion estandar de los desplazamientos
horizontales, m

0.0E+00 == T
1.E-08 1.E-05 1.E-02 1.E+01 1.E+04 1.E+07
Distancia de correlacion, m

Punto de la esquina superior

Figura 3.11 Influencia de la distancia de correlacion sobre la incertidumbre (desviacién estandar) de los
desplazamientos horizontales para diferentes grados de anisotropia. v, aleatoria (estado plano de esfuerzo)

E.. En Y wn aleatorios

En graficas de la Figura 3.12 se ilustra la influencia de la incertidumbre de estos tres pardmetros
sobre el campo de desplazamientos verticales calculado. El 10% de incertidumbre impuesta en los
campos de entrada se refleja directamente sobre la incertidumbre de estos desplazamientos
cuando la distancia de correlacion tiende a ser grande. La influencia de la incertidumbre de los tres
parametros sobre la incertidumbre de los desplazamientos horizontales se presenta en las graficas
de la Figura 3.13. Para el punto de la esquina superior (punto B, Figura 3.13b) se observa que
cuando la distancia de correlacién es muy grande, la incertidumbre maxima alcanzada en los
desplazamientos es del orden del 13%, mayor del 10% del impuesto en los campos aleatorios de
entrada, lo que muestra la influencia de wn sobre los desplazamientos horizontales. Los resultados
obtenidos con el MEFEE concuerdan con los resultados de la simulacién con Monte Carlo, como
se muestra en las gréficas de las Figuras 3.12 y 3.13. Asimismo, se observa que la desviacion
estandar de los desplazamientos disminuye cuando el grado de anisotropia disminuye (n=E,/E,);
los resultados, correspondientes a los puntos Ay B, se presentan en la Tabla 3.8.
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Tabla 3.8 Desviacion estandar de los desplazamientos horizontales para una distancia de correlacion
grande. E,, E,, i aleatorios (comportamiento anisotropo, estado plano de esfuerzo)

E{ov} Os, E{on} O,
(m) (m) (m) (m)
n=1 0.10 0.0108 0.00 0.00
A n=05 0.05 0.0053 0.00 0.00
n=0.25 0.025 0.0026 0.00 0.00
n=1 0.10 0.0108 0.015 0.00217
B n=05 0.05 0.0053 0.0075 0.00108
n=0.25 0.025 0.0026 0.00375 0.00054

Punto n=EW/E,

2 1.2E-02 2 1.2E-02
& Punto central superior (A) ﬁ{"& __ A== A== & Punto de la esquina superior (B) /’1_-*_—___*_____*
£ 1.0E-02 £ 1.0E-02
g A / g B
2 v 8
2 8.0E-03 | ; 2 8.0E-03 |-
Le Un materal }f § c e
S ¢  6.0E-03 i 28  6.0B-03 | Aamranamh
48 S8
5% - (n=1). MEFEE 5% —(n=1). MEFEE
5 40E03 | (=1.mC v g aoeo03 f T NE
b 5 (n=05). MEFEE Y/ RIS g -5-(n=0.5). MEFEE
@ 20E-03 | ~© (n=0.25). MEFEE @ 2.0E-03 | —&(n=0.25). MEFEE
s / €
‘S o =) —————— B e g
£ 0.0E+00 E===TT== e | g 0.0E+00 & ‘ |
2 1.E-08 1.E-05 1.E-02 1.E+01 1.E+04 1E+07 3§ 1.E-08 1.E-05 1.E-02 1.E+01 1.E+04 1.E+07
a a . N i
Distancia de correlacién, m Distancia de correlacién, m
(a) Punto central superior (b) Punto de la esquina superior

Figura 3.12 Influencia de la distancia de correlacion sobre la incertidumbre (desviacién estandar) de los

desplazamientos verticales para diferentes grados de anisotropia. E,, E, y W, aleatorios (estado plano de
esfuerzo)

2 7.0E-03 8 7.0E-03
8 2 - -
S Punto central superior (A) .g Punto esquina superior (B) 4
é 60E'03 A ; 1 N N0 1 1 S 11 s 1 1 11 ! | s 60E_03 B Af L\
4§ & il
8 = 1\
g 5.0E-03 - g [y 5.0E-03 | "
: ; I\
e ° = 1
% & 40E-03 8¢y  4.0E-03 i
ki) o] I
o8 b= | / \
S E 3.0E-03 - 5 S 3.0E-03 :
52 T £ o N L
I=BS] 03 | e e L PN N LI LT 8 £ 03 . = (n=1).mMC I i
.%5 2  2.0E-03 _?_(n:g,go), MEFEE ] 2.0E-03 —=-(n=0.50). MEFEE !
2 ~&-(n=0.25). MEFEE ° & (n=0.25). MEFEE A s
S 1.0E-03 S 1.0E-03 - &
'g S 1 0 A 1 yn g - — == 7l —— ke A”//é/// 1 >—o & o
= 0.0E+00 B — a 0.0E+00 & : |
g 1.E-08 1.E-05 1.E-02 1.E+01 1.E+04 1E+07 O 1.E-08 1.E-05 1.E-02 1.E+01 1.E+04 1.E+07
Distancia de correlacién, m Distancia de correlaciéon, m
(a) Punto central superior (b) Punto de la esquina superior

Figura 3.13 Influencia de la distancia de correlacion sobre la incertidumbre (desviacion estandar) de los

desplazamientos horizontales para diferentes grados de anisotropia. E,, E,y W aleatorios (estado plano de
esfuerzo)
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(c) Caso anis6tropo (estado plano de deformacion)

Mdédulo de elasticidad aleatorio. Comparacién entre E, v Ej

Al igual que en el caso de estado plano de esfuerzo, se considerd un material isotropo (n=1) y se
analiz6 como la variabilidad de cada médulo de elasticidad por separado, se refleja en los
desplazamientos. Los resultados de este analisis se muestran en las gréaficas de la Figura 3.14.
Nuevamente, la variabilidad del mddulo de elasticidad horizontal E, no influye sobre la
incertidumbre de los desplazamientos. El médulo de elasticidad vertical E, es el que tiene un
efecto importante sobre los desplazamientos, la incertidumbre maxima se alcanza cuando la
distancia de correlacién es muy grande , del orden del 10% de la impuesta en este parametro.

0 1.0E-02 7.0E-03

2 8

£ y A —— o

5 9.0E-03 - 7 & 6OE-03 AB A

S 8.0E-03 L l.z % !

< i 3 5.0E-03 |- - -

2 7.0E-03 1 41 i it : ] / -

s IS 6.0E-03 /, 3 ; 4.0E-03 }— .

8y  so0E03 - — it 88 \

° % ) Ilf @ g 3.0E-03 | = Evaleatorio (Punto A, n=1) \

° L 4.0E-03 - + N S : —= Ev aleatorio (Punto B, n=1) \\

55 cecw | SpammermERtR ) e Gl ML\

o Q 0E-03 | —= ' n= ; OE- B , P A A N

© —o—Eh aleatorio (Punto A, n=1) ,7 % < * Eh aleatorio (Punto B, n=1) SR A 1
a2 2.0E-03 I —x Eh aleatorio (Punto B, n=1) ° f

c ,// s 1.0E-03

o 1.0E-03 S

2 0.0E+00 =y % 0O0E+00 s iy —
4 1.E-08 1.E-05 1.E-02 1.E+01 1.E+04 1.E+07 8 1E-08 1E-06 1.E-04 1.E-02 1.E+00 1.E+02 1.E+04 1.E+06
[a]

Distancia de correlacién, m Distancia de correlacion, m

(a) Verticales (b) Horizontales

Figura 3.14 Influencia de la distancia de correlacion sobre la incertidumbre (desviacion estandar) de los
desplazamientos. Comparacion entre E, y E;, aleatorios (estado plano de deformacion)

Mddulo de elasticidad E, aleatorio

En las gréficas de las Figuras 3.15 y 3.16 se observa como el grado de anisotropia (n=En/E,)
influye sobre la incertidumbre de los desplazamientos horizontales y verticales, respectivamente.
Se observa también, que cuando la distancia de correlacion es grande, el 10% de incertidumbre
impuesta en E, se propaga en los desplazamientos. Un resumen de la desviacion estandar de los
desplazamientos para una distancia de correlacion grande y para diferentes grados de anisotropia
se presenta en la Tabla 3.9.

Tabla 3.9 Desviacion estandar de los desplazamientos horizontales y verticales para una distancia de
correlacion grande. E, aleatorio (comportamiento anisétropo, estado plano de deformacion)

_ E{ov} os,  E{on} O&,
n=1 0.98 0.098 0.00 0.00

Punto A n=0.50 0.048 0.0048 0.00 0.00
n=0.25 0.025 0.0025 0.00 0.00
n=1 0.98 0.098 0.0201 0.0022

PuntoB n=0.50 0.048 0.0047 0.01 0.00098
n=0.25 0.025 0.0025 0.005 0.00047
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Distancia de correlacién, m

(a) Punto central superior (A)

(b) Punto de la esquina superior (B)

Distancia de correlacion, m
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Figura 3.15 Influencia de la distancia de correlacion sobre la incertidumbre (desviacion estandar) de los
desplazamientos verticales para diferentes grados de anisotropia. E, aleatorio (estado plano de deformacién)
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(a) Punto central superior (A) (b) Punto de la esquina superior (B)

Figura 3.16 Influencia de la distancia de correlacion sobre la incertidumbre (desviacién estandar) de los
desplazamientos horizontales para diferentes grados de anisotropia. E, aleatorio (estado plano de
deformacion)

Relacion de Poisson y aleatoria

Nuevamente, la incertidumbre de la relacion de Poisson wh solamente se propaga en el campo de
desplazamientos horizontales, especificamente en el punto de la esquina superior (B). La
incertidumbre maxima que se alcanza corresponde al de la impuesta (10 %) en este parametro,
Figura 3.17b. Para el punto central superior (A), Figura 3.17a, la desviacién estandar maxima se
presenta cuando la distancia de correlacién es aproximadamente 1m, con un valor muy bajo de
0.00037. El grado de anisotropia n influye de la misma forma que en los demas pardmetros: si
disminuye n, la incertidumbre decrece, como se muestra en la Tabla 3.10.
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Tabla 3.10 Desviacion estandar de los desplazamientos horizontales para una distancia de correlacién
grande. v, aleatoria (comportamiento anisotropo, estado plano de deformacion)
- E{on} O,
Punto n=E,/E, (m) (m)
n=1 0.00 0.00
A n=0.5 0.00 0.00
n=0.33 0.00 0.00
n=1 0.0201 0.0022
B n=0.5 0.010 0.0009
n=0.33 0.005 0.0045

8 4.5E-04 2 2.5E-03
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8 2004 - Va  aleatorio (n=1) se
5 S -2 Vu  aleatorio (n=0.5) S 1.0E-03 4~ - v, aleatorio (n=1) —
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o Distancia de correlacion, m Distancia de correlacién, m
(a) Punto central superior (b) Punto de la esquina superior

Figura 3.17 Influencia de la distancia de correlacion sobre la incertidumbre (desviacion estandar) de los
desplazamientos horizontales para diferentes grados de anisotropia. 1;, aleatoria (estado plano de
deformacion)

Relacion de Poisson w, aleatoria

La relacion de Poisson wy, no influye sobre la incertidumbre de los desplazamientos verticales y
horizontales, la incertidumbre maxima (CV) que se alcanza cuando la distancia de correlaciéon es
muy grande, es apenas del orden de 0.6%.

De los resultados de los analisis presentados en las graficas anteriores, se puede concluir que la
incertidumbre de los parametros del material que tiene mayor significancia sobre las
incertidumbres de los desplazamientos verticales y horizontales es la del médulo de elasticidad
vertical E,, mientras que la de la relacién de Poisson 1, solamente afecta las incertidumbres de los
desplazamientos horizontales. Para este ejemplo en particular, el comportamiento de los
pardmetros elasticos lineales anisotropos del material es cualitativamente igual para los estados
planos de esfuerzo y deformacion.
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Capitulo 4

APLICACION A ESTRUCTURAS TERREAS

4.1 Introduccioén

Hasta el momento esti bien establecido que las variaciones en la relacion de Poisson pueden
conducir a grandes variaciones en la extension de las zonas de tension susceptibles de presentar
agrietamiento en terraplenes (Covarrubias, 1970; Louault, 1997; Peréz-Duarte, 2000). Estas
conclusiones se han obtenido con las aplicaciones del Método del Elemento Finito (MEF) al
andlisis de agrietamiento de la presa La Angostura. Dada esta referencia y considerando que las
caracteristicas fisicas de la seccién del valle son un ejemplo practico para visualizar como la
incertidumbre de los pardmetros influye sobre el campo de desplazamientos y esfuerzos
calculados con el MEF, en este capitulo se analiza la presa La Angostura con la extension de la
formulacion del Método del Elemento Finito Estocastico Espectral (MEFEE) al caso elastico lineal
anisotropo, desarrollada en este trabajo.

4.2 Presa La Angostura

La Angostura es una presa de tierra y enrocamiento que se construy6 en los afios de 1970 como
parte del proyecto hidroeléctrico, localizado sobre el rio Grijalva en el estado de Chiapas. La altura
méaxima de la cortina es de 145 m; esta constituida por un nucleo central de arcilla, respaldos de
enrocamiento, arena y grava (Figura 4.1a). De acuerdo con un estudio con elemento finito
(Covarrubias, 1970), se observo que la geometria original (Figura 4.1b, (1)) del cafidn provocaba
zonas de tension potencial adyacentes a las margenes, para removerlas se realiz6 un modificacion
de la seccién, que implicé una excavacion (Figura 4.1b, (3)) y rellenos de concreto en la parte
inferior de la ladera cercana al fondo del valle (Figura 4.1b, (2)).
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(b) Seccioén longitudinal de la cortina

Figura 4.1 Presa La Angostura (Marsal et al., 1976)

4.3 Hipotesis

Para el andlisis de la presa La Angostura con el MEFEE se consideré lo siguiente:

a)

f)

9)

Se analizé la seccién modificada longitudinal de la cortina (seccion transversal al eje del rio)
gque se consider6 homogénea, constituida por un so6lo material. Con un médulo de

deformacién E=50 MPa, una relacion de Poisson v=0.3 y un peso volumétrico =20 kN/m3.
Se consideraron Unicamente las fuerzas producidas por peso propio.

Se tomo en cuenta la no linealidad geométrica, derivada de la construccién por 17 capas.
Se analiz6 la seccion maxima de la presa.

Se utilizé una malla de elementos finitos con una altura maxima de 150 m, como la que se
muestra en la Figura 4.2. EI movimiento en los puntos de contacto entre la cortina y la
ladera se consider6 nulo.

Los analisis se realizaron para estados planos de esfuerzo y deformacién, con la finalidad
de comparar los resultados.

Se aceptd que la funcion de autocovarianza normalizada para representar la variabilidad
del los parametros es de tipo exponencial.
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72\x17x2\

g (XuX,)=e ¢ (4.0)

h) La distancia de correlaciéon L, que es la distancia a partir de la cual la correlacion se
considera despreciable, se tomé como un parametro de andlisis.

280 m

3
A
1
-
-
\._“‘
A

150 m

[

Figura 4.2 Malla de elementos finitos para la seccién longitudinal de la presa La Angostura
4.4 Comparacion del comportamiento entre estados planos de esfuerzo y deformacion

Para observar la diferencia del comportamiento de la presa entre los estados planos de esfuerzo y
deformacién, se analizaron los desplazamientos verticales para un andlisis elastico lineal isétropo.
En las gréficas de las Figura 4.3 se observan las curvas de igual desplazamiento vertical. Para el
estado plano de esfuerzo, el desplazamiento vertical maximo es de 1.5 m mientras que para el
estado plano de deformacion es de 1.3 m, menor. Sin embargo, la diferencia entre los dos
resultados se puede considerar pequefia comparada con la magnitud de los desplazamientos.
Teniendo asi, la posibilidad de un andlisis de variacioén espacial en dos dimensiones. Para ambos
analisis, el desplazamiento vertical maximo obtenido resulta ser mayor que el valor maximo
medido (Figura 4.5), esto se debe a que en el andlisis solamente se consideré un solo material,
mientras que el corazon de la presa estd constituido por dos materiales. Para un modulo de
elasticidad de 80 MPa, los desplazamientos disminuyen como se observa en las graficas de la
Figura 4.4.
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(a) Estado plano de esfuerzo

Figura 4.3 Desplazamientos verticales para E=50 MPa 'y »=0.3

(b) Estado plano de deformacion
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Figura 4.5 Asentamientos medidos por el inclinémetro I-A6 durante el periodo de construccion. (CFE, 1976)

(a) Estado plano de esfuerzo

Figura 4.4 Desplazamientos verticales para E=80 MPa 'y »=0.3
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4.5 Andlisis de sensibilidad
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Sin considerar incertidumbre en los parametros, se realizé un analisis de sensibilidad para estudiar
la importancia de los parametros sobre los desplazamientos y en el desarrollo de las zonas de
tension para una ley constitutiva elastica lineal anisotropa. El andlisis se realizo en los puntos de
mayor desplazamiento para un estado plano de esfuerzo.
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4.5.1 Desplazamientos

En las gréficas de la Figura 4.6, se muestran los desplazamientos en funcion de la relacion de
Poisson w, para grados de anisotropia (n=E\/E,) n=1 y n=0.714 (suelos compactados; Zamhari,
1999). Como se observa en estas graficas, si la relacion de Poisson aumenta, los desplazamientos
son menores. Cuando n<1, es decir cuando E; disminuye, los desplazamientos aumentan, y
decrecen si la magnitud de wy incrementa.
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Figura 4.6 Variacion de los desplazamientos maximos en funcién de la relacion de Poisson vy,
(Estado plano de esfuerzo)

4.5.2 Esfuerzos (zonas de tension)

Las curvas de igual esfuerzo principal menor de las Figuras 4.7 y 4.8 ilustran las zonas de tensién
(zona achurada) generadas por diferentes valores de la relacion de Poisson w, como: 0.0, 0.3 y
0.5. Efectivamente, v, influye de forma determinante en la localizacién y extension de zonas de
tension. Los resultados son mas evidentes para el estado plano de esfuerzo, Figura 4.7, que para
el estado plano de deformacioén, Figura 4.8.
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Las variaciones de las zonas de tension son independientes de la magnitud del médulo de
deformacién, como se presenta en la Figura 4.9.
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Figura 4.9 Variacion de las zonas de tension para diferentes valores de E. (Estado plano de esfuerzo)

El grado de anisotropia (n=E,/E,) influye también de forma importante en las variaciones de las
zonas de tensién. Si el valor del médulo de deformacién horizontal E, disminuye, dichas zonas
aumentan, Figura 4.10. Para suelos compactados, n=0.714, la respectiva zona de tension que se

pueden generar para un estado plano de esfuerzo es como la que se presentan en la gréfica de la
Figura 4.10b.
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Figura 4.10 Variacion de las zonas de tension para diferentes grados de anisotropia. (Estado plano de
esfuerzo)

Como se observa de estas graficas, las variaciones en la relaciéon de Poisson sy y el grado de
anisotropia n repercuten de forma evidente en la localizacién y extension de las zonas de tension;
se confirma lo estudiado por Covarrubias (1970), Louault (1997). El m6dulo de deformacion E no
tiene efecto sobre estas zonas.

4.6 Seleccion de las propiedades de los materiales en los andlisis con el MEF

De acuerdo con lo presentado en el inciso anterior, las variaciones de las propiedades de los
suelos si tienen un efecto importante sobre los resultados de la modelacion numérica de
estructuras térreas con el MEF. En la practica estas variaciones ocurren porque la seleccion de las
propiedades de los materiales en ocasiones se basa en criterios empiricos que toman en cuenta
mediciones de campo, otras veces se consideran resultados de laboratorio. Por ejemplo, se tienen
referencias en la practica, que la magnitud de v puede variar entre 0.22 (valor determinado para la
presa El caracol; Alberro, 1986) y 0.45 (valor supuesto para El Infiernillo; Alberro, 1975). Esta
situacion muestra la importancia de establecer un criterio para la seleccion, que es tan delicada, de
las propiedades del suelo, cuando se trata de andlisis con el MEF. Un analisis estocastico de este
tipo de estructuras, puede ayudar a visualizar la importancia de cada parametro sobre el estado de
desplazamientos y esfuerzos; Util para refinar los valores estimados o empiricos de las
propiedades de los materiales.

A continuacion, se presentan los resultados del andlisis estocéstico de la seccion longitudinal de la
presa La Angostura, el cual se realizé con la extension del MEFEE, desarrollada en este trabajo, a
una ley constitutiva elastico lineal anisétropa.

4.7 Andlisis estocastico

Se analizo el efecto de la incertidumbre de cada pardmetro sobre el campo de desplazamientos y
esfuerzos, para estados planos de esfuerzo y deformacién. Asimismo, se estudi6 la influencia del
grado de anisotropia sobre dichos resultados, se consideré n=1 y n=0.714. La metodologia de
analisis consisti6 en asignarle incertidumbre a un parametro y los demas se consideraron
deterministas, en el caso que se evalué el efecto de una sola propiedad.

El pardmetro Gy, que se puede expresar como (Barden, 1963):

E,

- (I+n+2nv,) 42)

vh
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es funcion de la incertidumbre de E,, E, y s, por lo que la esperanza y la desviacion estandar de
G.h se evaluaron con series de Taylor (Auvinet, 2000). Los casos analizados se resumen en la
Tabla4.1y 4.2.

Tabla 4.1 Casos analizados con la extensién del MEFEE a una ley constitutiva elastica lineal anisétropa. n=1

Parametro E{E;} CV(E,) E{En} CV(En) E{wn} CV(wn) E{wn} CV(wmn) E{Gw} CV(Gvh)

aleatorio MPa % MPa % MPa % MPa % MPa %
Ev 50 10 50 0 0.30 0 0.30 0 19.1852 6.1
En 50 0 50 10 0.30 0 0.30 0 19.1852 3.8
EvyEn 50 10 50 10 0.30 0 0.30 0 19.0536 7.3
Wh 50 0 50 0 0.30 10 0.30 0 19.2305 2.3
Vhh 50 0 50 0 0.30 0 0.30 10 -- 0.0
Ev, En, nh 50 10 50 10 0.30 10 0.30 10 19.0531 7.6

Tabla 4.2 Casos analizados con la extensién del MEFEE a una ley constitutiva eléstica lineal anisétropa.

n=0.714
Parametro E{E.} CV(E,) E{En} CV(En) E{wn} CV(wn) E{wn} CV(wn) E{Gw} CV(Gvh)
aleatorio MPa % MPa % MPa % MPa % MPa %
Ev 50 10 35.71 0 0.30 0 0.30 0 16.622 5.3
En 50 0 35.71 10 0.30 0 0.30 0 16.625 4.6
EvyEn 50 10 35.71 10 0.30 0 0.30 0 16.496 7.1
Wh 50 0 35.71 0 0.30 10 0.30 0 16.666 2.0
Vhh 50 0 35.71 0 0.30 0 0.30 10 --- ---
Ev, En, wh 50 10 35.71 10 0.30 10 0.30 10 16.483 7.4

En la teoria de probabilidad, la desviacion estdndar se representa con la letra griega o, para evitar
confusiones con el esfuerzo principal menor o,, de aqui en adelante este parametro estadistico se

denota como DE.
4.7.1 Estado plano de esfuerzo
4.7.1.1 Desplazamientos

En las gréficas de la Figura 4.11 y 4.12, se ilustra la configuracion en todo el cuerpo de la presa de
la esperanza de los desplazamientos verticales y horizontales para una distancia de correlacién
muy grande, L=c. Para n=1, Figura 4.11, se observa que la esperanza del maximo desplazamiento
vertical corresponde al punto A (144.36m, 82.5m) con un valor de 1.5 m, el maximo horizontal se
localiza en el punto B (89.06m, 111.9m) con una magnitud de 0.18 m. Cuando n=0.714, Figura
4.12, el maximo vertical es de 1.60 m y el maximo horizontal es de 0.22 m
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Figura 4.11 Curvas de igual valor esperado de los desplazamientos para n=1 (Estado plano de esfuerzo)

140+ 140

120+ 120+

100+ FHo 100

80+ 80+

60 0.6 60|

40+ E 40

20- 204

0

T T T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280

(a) Verticales (b) Horizontales

Figura 4.12 Curvas de igual valor esperado de los desplazamientos para n=0.714 (Estado plano de esfuerzo)

El analisis de incertidumbre de los desplazamientos en todo el cuerpo de presa, debida a la
incertidumbre de cada uno de los parametros elasticos lineales anisotropos, se presenta mediante
las curvas de igual desviacion estandar (DE) e igual coeficiente de variacién (CV), para distancias
de correlacién intermedia (L=90m) y muy grande (L=w0). Asimismo, se analiza la influencia de la
distancia de correlacion sobre la incertidumbre de los desplazamientos maximos; para comparar,

el andlisis se realiz6 para n=1 y n=0.714. A continuacioén se estudia la influencia de cada parametro
sobre los desplazamientos.

(a) E, aleatorio

La configuracion de la incertidumbre en el cuerpo de la presa se presenta en las gréficas de las

Figuras 4.13 y 4.14, las cuales corresponden a un grado de anisotropia n=0.714, se observa lo
siguiente:

—Distancia de correlacién intermedia (L=90 m): la DE maxima alcanzada (0.089 m) de los
desplazamientos verticales se localiza en el punto A, en donde se presentan los maximos (Figura
4.13a); el mayor CV se concentra en las partes laterales superiores de la presa con un valor
maximo alcanzado de 10% (Figura 4.13b). Para los desplazamientos horizontales la DE maxima
se localiza en el punto de mayor desplazamiento (punto B), sin embargo en el eje de simetria la
heterogeneidad del material ocasiona variaciones (DEmax.=0.011 m) alrededor de su valor
esperado que es nulo (Figura 4.13c), lo que conduce a que el CV tienda a infinito (Figura 4.13d).
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—Distancia de correlacion muy grande L=cw0: la DE maxima alcanzada (Figura 4.14a) en los
desplazamientos verticales se localiza en el punto A y el CV maximo (14 %) alcanzado se sigue
presentado en las zonas altas de la ladera (Figura 4.14b). En los desplazamientos horizontales, la
DE méxima alcanzada se localiza en el punto donde se presentan los desplazamientos maximos
(punto B), Figura 4.14c; el CV, como se observa en la grafica de la Figura 4.14d, es nulo en el gje
de simetria y tiende a infinito entre la altura 20m y 40m debido a un cambio brusco de pendiente
gque ocasiona desplazamientos de signo contrario, por consecuencia el CV tiende a infinito en la
region donde los desplazamientos son cero.

La influencia de la variabilidad de este parametro en funcién de la distancia de correlacién sobre
los desplazamientos maximos, se presenta en las gréficas de la Figura 4.15, que corresponden a
grados de anisotropia n=1 y n=0.714. Se tiene, que para distancias de correlacién pequefas el CV
es nulo debido a un efecto de compensacion estadistica que anula la desviacién estandar; el
material es muy heterogéneo pero se comporta como un material homogéneo no aleatorio.
Conforme la distancia de correlacién aumenta, la incertidumbre sobre los desplazamientos crece,
hasta alcanzar su maximo valor para una distancia de correlacion de aproximadamente 1000 m, en
donde el material es homogéneo pero aleatorio. Para el punto A, que es el punto con mayor
desplazamiento vertical, el CV maximo es aproximadamente de 8.1% (n=0.714, 8.2%), mientras
gue para el punto B (desplazamiento horizontal maximo) el CV maximo es aproximadamente 4.2%
(para n=0.714, 4.95%). Por tanto, E, influye mas sobre los desplazamientos verticales que sobre
los horizontales.

En la grafica de la Figura 4.16 se observa la comparacién de la influencia de la distancia de
correlacion sobre la desviacion estandar del desplazamiento horizontal, entre un punto localizado
en el eje de simetria (punto A) y el punto B (desplazamientos maximos) para ambos grados de
anisotropia. Para distancias de correlacion pequefias, la desviacién estandar es nula (efecto de
compensacion estadistica), el material tiene un comportamiento homogéneo determinista; para
una distancia de correlacion intermedia (90 m), la incertidumbre alcanzada en el desplazamiento
del punto A es maxima, mientras que la del punto B sigue aumentado (para n=0.714), el material
es fuertemente heterogéneo; posteriormente para distancias de correlacion grandes el material se
estabiliza estadisticamente y la incertidumbre es nuevamente nula en el punto A y en el B es
maxima, su comportamiento es homogéneo pero aleatorio. Se observa una simetria axial de la
incertidumbre de los desplazamientos horizontales del punto A. El valor de incertidumbre (DE)
maxima en el eje de simetria (punto A) es similar para ambos grados de anisotropia.
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Figura 4.13 Configuracion de la incertidumbre de los desplazamientos en el cuerpo de la presa para E,
aleatorio. n=0.714 y L=90 m (Estado plano de esfuerzo)
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(b) E,, aleatorio

La distribucion de la DE y del CV en el cuerpo de la presa se muestra en las graficas de las
Figuras 4.17 y 4.18 para n=0.714, de ellas se tiene lo siguiente:

—Distancia de correlacién intermedia (L=90 m): en los desplazamientos verticales la mayor
DE (0.013 m) se localiza en el punto de mayor desplazamiento (punto A), Figura 4.17a, con un
correspondiente CV de 1.38 %; el CV maximo (2 %) se localiza en el fondo de la presa, Figura
4.17b. En los desplazamientos horizontales la mayor DE (0.013m) se presenta en el eje de
simetria (punto A), Figura 4.17c, con un CV que tiende a infinito debido a que la esperanza en el
eje es nula, como se observa en la Figura 4.17d.

— Distancia de correlacibn muy grande (L=«): la maxima DE de los desplazamientos
verticales se presenta en el punto A (0.03m), Figura 4.18a, y el CV maximo se sigue presentado en
la parte inferior de la presa, Figura 4.18b. En los desplazamientos horizontales (Figura 4.18c), la
maxima DE (0.012m) se localiza en el punto B (mayor desplazamiento) y en el eje de simetria es
nula, el CV tiende a infinito entre la altura 20 m y 40 m, como se observa en la Figura 4.18d,
debido a un cambio de pendiente que genera desplazamientos de signo contrario y por tanto un
valor nulo en la esperanza.

La influencia de la distancia de correlacion sobre la incertidumbre de los desplazamientos maximos
se presenta en las graficas de la Figura 4.19, para grados de anisotropia n=1 y n=0.714. Se
observa, nuevamente que cuando la distancia de correlacion es pequefia el CV de los
desplazamientos es nulo, la maxima incertidumbre se alcanza para distancias de correlacién de
aproximadamente 1000 m. Para los desplazamientos verticales (punto A) el CV es
aproximadamente 2% (para n=0.714, 1.97%), para los horizontales (punto B), el CV maximo es del
orden de 5.95% (para n=0.714, 5.2%). Este parametro influye mas sobre los desplazamientos
horizontales que sobre los verticales, ademas su efecto es menos marcado sobre los
desplazamientos verticales que el que E, tiene sobre los desplazamientos horizontales.

Con respecto a la influencia de la distancia de correlacién sobre los desplazamientos horizontales
en el eje de simetria (punto A), Figura 4.20, se observa una simetria axial de la desviacion
estandar de los desplazamientos horizontales, con un valor maximo de 0.012 m, para ambos
grados de anisotropia, que se alcanza cuando L=90 m y que es ligeramente mayor a la maxima
alcanzada en los desplazamientos maximos (punto B). Nuevamente se observa que para
distancias de correlacion intermedias el material tiene un comportamiento estadisticamente muy
heterogéneo. El efecto de este parametro sobre estos desplazamientos es muy significativo.
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35

25

15

0.5

140

120+

100

80+

60

401

20

0 T T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280

(d) CV de los desplazamientos horizontales

Figura 4.17 Configuracién de la incertidumbre de los desplazamientos en el cuerpo de la presa para Ey,
aleatorio. n=0.714 y L=90 m (Estado plano de esfuerzo)
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Figura 4.18 Configuracién de la incertidumbre de los desplazamientos en el cuerpo de la presa para Ey,
aleatorio. n=0.714 y L=« (Estado plano de esfuerzo)
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(d) CV de los desplazamientos horizontales

Figura 4.18 Configuracién de la incertidumbre de los desplazamientos en el cuerpo de la presa para Ey,
aleatorio. n=0.714 y L= (Estado plano de esfuerzo) (Continuacion)
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(c) E, y Ey aleatorios

Las graficas de la Figuras 4.21 y 4.22 muestran la configuracion de la incertidumbre de los
desplazamientos en toda la presa para n=0.714, de las cuales se explica lo siguiente:

— Distancia de correlacion intermedia (L=90 m): la DE maxima (0.104m) de los
desplazamientos verticales se presenta en el punto A (mayor desplazamiento), Figura 4.21a; el CV
en este punto es de 6.7 %, y el maximo de 9 % se presenta en la ladera y en la parte inferior de la
presa (Figura 4.21b). Se observa un efecto combinado de ambos parametros, E, contribuye
mayormente en los costados superiores de la presa y E, en la parte inferior. En los
desplazamientos horizontales, la maxima DE (0.016 m) se presenta en el punto B de mayor
desplazamiento (Figura 4.21c); en el eje de simetria también existen variaciones pero menores en
comparacion con las que se tienen cuando se modelan los médulos por separado, esta situacion
indica un efecto de compensacion entre dichos moédulos, el CV tiende a infinito porque la
esperanza de los desplazamientos es nula en el eje, Figura 4.21d.

— Distancia de correlacion grande (L=x): el comportamiento de la incertidumbre de los
desplazamientos verticales es la misma que para distancias intermedias, la diferencia es la
magnitud; la maxima DE (0.104) se localiza en el punto A (Figura 4.22a) y el CV en este punto es
de 9.6%, Figura 4.22b. En los desplazamientos horizontales, la maxima DE (0.026m) se encuentra
en el punto B (Figura 4.22c) con un CV maximo de 11.15% (Figura 4.22d); en el eje de simetria la
incertidumbre es nula, y nuevamente en el cambio de pendiente (altura 20 m y 40 m) el CV tiende
a infinito.

La influencia de la distancia de correlacion sobre la incertidumbre de los desplazamientos méaximos
se ilustra en las graficas de la Figura 4.23, las cuales corresponden a grados de anisotropia n=1y
n=0.714. Se observa que la influencia combinada de estos dos parametros es mayor sobre las
incertidumbres de los desplazamientos verticales y horizontales que el efecto que tiene cada uno
por separado. Para distancias de correlacién menor de 90m el efecto de ambos parametros sobre
los desplazamientos es el mismo; a partir de esta distancia el CV de los desplazamientos
horizontales (punto B) es mayor que el de los verticales (punto A). Para distancias de correlacion
muy grandes, el maximo CV de los desplazamientos verticales que se alcanza es de 9.6% (para
n=0.714, 9.6%), mientras que para los horizontales el CV es de 11.15% (para n=0.714, 11.32%).
La magnitud del coeficiente de variacién refleja que la contribucibn de E, sobre los
desplazamientos horizontales es importante, se confirma para el caso n=0.714 (Figura 4.23b).

La comparacion de la influencia de la distancia de correlacién sobre la desviacion estandar de los
desplazamientos horizontales entre el eje de simetria (punto A) y el punto B (méaximo
desplazamiento) se presenta en las gréficas de la Figura 4.24. Se observa que dicha influencia es
menos significativa en el eje de simetria que la del punto B, debido a que existe un efecto de
compensacion estadistica entre los modulos de deformacion. El grado de anisotropia n no influye
sobre la incertidumbre de los desplazamientos del punto A.
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Figura 4.21 Configuracion de la incertidumbre de los desplazamientos en el cuerpo de la presa para E, y E;,
aleatorio. n=0.714 y L=90 m (Estado plano de esfuerzo)
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Figura 4.22 Configuracion de la incertidumbre de los desplazamientos en el cuerpo de la presa para E, y E;,
aleatorios. n=0.714 y L= (Estado plano de esfuerzo)
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(d) wn, aleatoria

La distribuciéon de la incertidumbre de los desplazamientos en todo el cuerpo de la presa para
n=0.714, se presenta en las curvas de isovalores de las Figuras 4.25 y 4.26, de ellas se observa lo
siguiente:

— Distancia de correlacién intermedia (L=90 m): la maxima DE (0.104 m) de los
desplazamientos verticales se localiza en el punto A, correspondiente al maximo desplazamiento
(Figura 4.25a), el CV méaximo se presenta en la longitud media de la presa, en la parte inferior y
superior, como se observa en la Figura 4.25b. En cuanto a los desplazamientos horizontales, la
méaxima DE (0.013 m) se presenta en el eje de simetria (Figura 4.25c) con un CV que tiende a
infinito debido a que el valor esperado es nulo (Figura 4.25b).

— Distancia de correlacion muy grande (L=x): en los desplazamientos verticales, la DE
méaxima (0.022 m) corresponde al punto de mayor desplazamiento (punto A), como se observa en
la Figura 4.26a, y el CV en ese punto es alrededor de 1.46%, el maximo CV se localiza en la parte
superior media de la seccién (Figura 4.26b), este parametro afecta mas la zona en donde se
presentan los desplazamientos verticales mayores. Con respecto a los desplazamientos
horizontales, la maxima DE (0.0024 m) se localiza en el punto con mayor desplazamiento (punto
B) (Figura 4.26¢) y el CV en este punto es de 0.88% (Figura 4.26d); el CV es nulo en el eje de
simetria y tiende a infinito entre la altura de 20 m y 40 m en donde existe un cambio de signo en el
valor esperado de estos desplazamientos.

El efecto de este parametro sobre la incertidumbre de los desplazamientos maximos, en funcion de
la distancia de correlacidn, se observa en las gréficas de la Figura 4.27 que corresponden a grados
de anisotropia n=1 y n=0.714. Para los desplazamientos verticales (punto A), el CV se comporta de
forma creciente conforme la distancia de correlacion se incrementa, alcanza su maximo valor de
1.95% (para n=0.714, 1.46%) para una distancia de correlaciéon del orden de 1000 m. Para los
desplazamientos horizontales (punto B), el efecto es nulo cuando la distancia de correlacion es
pequefia, si la distancia aumenta, el CV crece y alcanza su mayor valor de 5.0% (para n=0.714,
3.91%) para una distancia de correlacion del orden de 90m. A partir de esta distancia la
incertidumbre comienza a disminuir hasta alcanzar una magnitud aproximadamente de 1.15%
(para n=0.714, 0.86%) cuando la distancia de correlacion tiende a infinito. Por tanto, la
incertidumbre v, tiene mayor influencia sobre los desplazamientos horizontales cuando se trata de
materiales heterogéneos (distancias de correlacion del orden de la dimensién analizada).

En la grafica de la Figura 4.28 se campara la influencia de la distancia de correlacion sobre la
desviacion estdndar de los desplazamientos horizontales entre el punto A que se encuentra el eje
de simetria y el punto B (que corresponde a los desplazamientos maximos). El mayor efecto de
este parametro se alcanza cuando L=90 m, es mas significativo en el punto A. El grado de
anisotropia n no influye en la incertidumbre de estos desplazamientos.
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Figura 4.25 Configuracion de la incertidumbre de los desplazamientos en el cuerpo de la presa para v
aleatoria. n=0.714 y L=90 m (Estado plano de esfuerzo)
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Figura 4.26 Configuracion de la incertidumbre de los desplazamientos en el cuerpo de la presa para w;
aleatoria. n=0.714 y L=w (Estado plano de esfuerzo)
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(e) Ev, En Y %, aleatorios

La distribucion de la incertidumbre de los desplazamientos en todo el cuerpo de la presa se
presenta en las gréficas de las Figuras 4.29 y 4.30, que corresponden a n=0.714, de las cuales se
enuncia la siguiente:

— Distancia de correlacion intermedia (L=90 m): nuevamente, en el punto de mayor
desplazamiento vertical (punto A) se presenta la DE méxima (0.1m) y el CV es de 6.8%, como se
observa en las Figuras 4.29a y 4.29b, respectivamente. Los valores maximos del CV se presentan
en la zona superior lateral e inferior de la presa; en la zona central superior se presenta un efecto
de compensacion estadistica entre estos materiales y los de la ladera, como ocurre en el caso
combinado de E, y E;. Para los desplazamientos horizontales, la maxima DE (0.016 m) se localiza
en el punto de mayor desplazamiento (punto B), Figura 4.29c; en el eje de simetria la DE es
menor, se presenta un efecto de compensacion entre los parametros, y el CV tiende a infinito
porque la esperanza de los desplazamientos es nula en el eje, Figura 4.29d.

—Distancia de correlacién grande (L=«): de igual forma que en el caso anterior, en el punto
A se presenta la maxima DE (0.15 m) de los desplazamientos verticales (Figura 4.30a), con un CV
de 9.54%, Figura 4.30b. En los desplazamientos horizontales, la DE méaxima (0.025 m) se presenta
en el punto B (Figura 4.30c), al cual le corresponde un CV de 11.35% (Figura 4.30d); el CV en el
eje de simetria es nulo y en la altura entre 20 m y 40 m tiende a infinito debido al cambio de
pendiente ya comentado anteriormente.

La influencia combinada de estos tres parametros se observa en las gréficas de la Figura 4.31, que
corresponden a grados de anisotropia n=1 y n=0.714. La influencia de la incertidumbre de estos
pardmetros sobre la incertidumbre de los desplazamientos horizontales y verticales es la misma
hasta distancias de correlacion de aproximadamente 90m; a partir de esta distancia el CV de los
desplazamientos horizontales (punto B) se incrementa mas que para los verticales (punto A), con
valores maximos alcanzados de 11.22% (para n=0.714, 11.35%) y 9.49% (para n=0.714, 9.54%),
respectivamente.

En la grafica de la Figura 4.32, se observa el efecto combinado de estos tres parametros sobre los
desplazamientos horizontales para un punto localizado en el eje de simetria (punto A) y el punto B,
dicho efecto es menor en el punto A que el B.
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Un resumen de los resultados del analisis estocastico para los grados de anisotropia n=1 y
n=0.714, cuando la distancia de correlacion es muy grande, se presentan en la Tabla 4.3. Se
observa que si el grado de anisotropia disminuye, el efecto individual de los campos aleatorios Ey y
Wnh Sobre las incertidumbres de los desplazamientos disminuye. En el caso del campo aleatorio E,

y de los combinados (E, y En) vy (Ev, En ¥ wn), €l efecto de las incertidumbres que afectan los
desplazamientos aumentan ligeramente.

Tabla 4.3 CV de los desplazamientos méaximos para n=1y n=0.714. L=« (Estado plano de esfuerzo)

Grado de CV; Ev En Evy En Vn Vin Ev, En Y %n
anisotropia, n (%) L=00 L=o0 L=o0 L=90 L=o0 L=00
1 Xmax (Punto A) 4.20 6.95 11.15 5.04 1.15 11.22
SYmax (Punto B) 8.08 2.06 9.59 1.46 1.95 9.49
0.714 SXmax (Punto A) 4.97 5.19 11.32 3.91 0.86 11.35
' SYmax (Punto B) 8.20 1.97 9.64 1.10 1.46 9.54

4.7.1.2 Esfuerzo principal menor o,

La configuracion de la esperanza del esfuerzo principal menor o, en todo el cuerpo de la presa se
presenta en la Figura 4.33. De acuerdo con esta gréfica, los valores minimos del esfuerzo de
compresion o, se presentan en la cresta, los maximos se localiza en el eje vertical de simetria
entre la altura 60 m y 80 m (punto A) con un valor de 0.6 MPa (0.5 MPa para n=0.714).
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Figura 4.33 Configuracion de la esperanza de o, en el cuerpo de la presa (Estado plano de esfuerzo)

El efecto de la incertidumbre de los pardmetros elasticos lineales anisotropos sobre la
incertidumbre del esfuerzo principal menor o,, se estudia mediante las curvas de isovalores de la
desviacion estandar DE y del coeficiente de variacion CV, las cuales corresponden a un grado de
anisotropia n=0.714 y L=w. El andlisis de la influencia de la distancia de correlacion sobre la
incertidumbre de o, se realiza con el CV; se estudian puntos con desviacion estandar maxima: el
punto A que se localiza en parte central de la presa con coordenadas (144.36, 825.5), el punto B el
cual se ubica en la parte inferior de la ladera y fuera de la zona de tension (coordenadas: 174.56,
22.8), el punto C que se encuentra en la zona de tension (coordenadas: 196.16, 52.5) y el punto D
que corresponde a la zona de tension en la cresta (coordenadas: 288.72, 170). Se analiza n=1y
n=0.714. A continuacién se explican los resultados.
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(a) E, aleatorio

Las gréficas de la Figura 4.34 muestran las curvas de igual incertidumbre en toda la presa. Se
aprecia que la influencia de este parametro sobre la DE de o, es mayor en la parte adyacente
inferior y adyacente central de la ladera, en donde existen cambios de pendiente bruscos; en la
cresta la incertidumbre es nula debido a que el efecto de este pardmetro es creciente con la
profundidad, Figura 4.34a. EI CV de o, se incrementa del centro hacia la zona de la ladera, de
forma vertical, Figura 4.34b; este parametro estadistico tiende a infinito en las zonas donde el valor
esperado es nulo (frontera en la que los esfuerzos cambian de signo). El efecto de este parametro
sobre la incertidumbre de o, es de forma vertical.

En la gréfica de la Figura 4.35, se observa que cuando L=90 m se presenta el mayor efecto de
este parametro, el cual es mas evidente en el punto B (ladera: inferior) con un CV de 4% (n=0.714,
5.7%). Cuando la distancia de correlacion es muy grande L= y n=1, el CV mayor (2.3%)
corresponde al punto C (zona de tension, ladera central) y el menor (0.8%) al punto A (eje de
simetria); en el caso del grado de anisotropia n=0.714, el CV de los puntos B, C y D es el mismo,
del orden de 1.8%. Por tanto, la influencia de este pardmetro es mas importante para distancias de
correlacion intermedias y para la zona inferior de la ladera, fuera de la zona de tension.
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Figura 4.34 Configuracion de la incertidumbre de o, en el cuerpo de la presa para E, aleatorio. n=0.714 y
L=o0 (Estado plano de esfuerzo)
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(b) E,, aleatorio

En la gréafica de la Figura 4.36a se ilustra la configuracion en todo el cuerpo de la presa de la DE
de o, se observa que la incertidumbre mayor se presenta en la zona adyacente a la ladera; en la
zona cercana a los esfuerzos de tensién la DE es casi nula. Este efecto se confirma con las curvas
de isovalores del CV, Figura 4.36b; se puede ver que la incertidumbre en la zona central de la
presa crece de la parte inferior hacia la cresta. Este parametro estadistico también tiende a infinito
en donde el valor esperado de o, es cero. En conclusion, el efecto de este parametro es
principalmente en la zona adyacente a la ladera; en la zona central de la presa, la influencia es
horizontal, de abajo hacia arriba.

En las gréaficas de la Figura 4.37 se observa que el CV de o, se comporta de forma creciente
conforme la distancia de correlacién aumenta, el maximo valor (n=1, CV=9.8%; n=0.714, CV=10%)
se alcanza para distancias de correlacion muy grandes y corresponde al punto D que se localiza
en la cresta (zona de tension). El menor CV (n=1, CV=0.85%; n=0.714, CV=0.60%) corresponde al
punto B localizado en la parte inferior de la ladera.
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Figura 4.36 Configuracion de la incertidumbre de o, en el cuerpo de la presa para E; aleatorio. n=0.714 y
L= (Estado plano de esfuerzo)
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Figura 4.37 Influencia de la distancia de correlacion sobre el CV de o,. E;, aleatorio (Estado plano de esfuerzo)
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(c) Ey y Ey aleatorios

En las curvas de isovalores de la Figura 4.38a, se aprecia el efecto combinado de estos dos
parametros sobre la DE de o, el cual es mayor en todo el cuerpo de la presa que el que tiene
cada uno por separado. En la parte adyacente a la ladera, la DE estandar méxima es un poco
menor que la debida a E;, (parametro que afecta mayormente esta zona). La configuracion del CV
de o,, Figura 4.38b, es similar al caso cuando E, es aleatorio, lo que expone que la influencia de

este parametro es predominante sobre o.

La influencia de la distancia de correlacion sobre o, se aprecia en las graficas de la Figura 4.39.

Cuando la distancia de correlacion es intermedia L= 90 m, en el punto B (ladera inferior) se
alcanza el CV mayor (n=1,4.8 %, n=0.714, 5%) que es igual al del punto D (zona de tension,
cresta), el efecto combinado se mantiene igual al efecto que cada uno tiene por separado. Cuando
L=00, el maximo CV se presenta en el punto D (n=1, 9%; n=0.714, 9.3%), ligeramente menor que
en el caso de solo E; aleatorio; el CV menor corresponde a los puntos Ay B.
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Figura 4.38 Configuracion de la incertidumbre de o, en el cuerpo de la presa para E, y E;, aleatorios. n=0.714
y L= (Estado plano de esfuerzo)
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(d) wn, aleatoria

La configuracion de la DE de o, en todo el cuerpo de la presa se ilustra en las curvas de isovalores
de la Figura, 4.40a. Se aprecia que el efecto de este parametro es bajo, se concentra en la parte
central y en la parte inferior de las laderas. En las curvas de igual CV (Figura 4.40b), se observa
que en el cuerpo de la presa la incertidumbre de w;, influye sobre la incertidumbre de o, de forma
creciente con la altura y se concentra en los costados de ésta.

En la gréfica de la Figura 4.41, se aprecia que cuando la distancia de correlacién es intermedia
L=90 m (materiales heterogéneos), el CV mayor (2.0% para ambos grados de anisotropia) se
presenta en el punto B (ladera inferior). Para distancias de correlacion muy grandes L=«
(materiales homogéneos), el CV maximo alcanzado corresponde al punto D (zona de tension,
cresta) con un valor de 2.3%, también para ambos grados de anisotropia; el menor valor
alcanzado es de 1.5 % (n=0.714, CV=1.0%) y se localiza en el punto C (zona de tension, ladera
central), se ratifica que en esta zona de las laderas la influencia de este parametro es baja.
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Figura 4.40 Configuracion de la incertidumbre de o, en el cuerpo de la presa para v, aleatoria. n=0.714y
L= (Estado plano de esfuerzo)
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(e) En, Ey Y %, aleatorios

La configuracion de la DE en el cuerpo de la presa se ilustra en la grafica de la Figura 4.42a, se
observa que el efecto combinado de estos tres parametros es similar al efecto conjunto de los
modulos de deformacién, los valores mayores se presentan en la parte central y en las zonas
adyacentes central y superior de las laderas. EI CV de o, (Figura 4.42b) se distribuye en la zona
central de la presa, de forma ascendente, nuevamente el médulo de deformaciéon E; influye
predominantemente.

En la grafica de la influencia de la distancia de correlacion sobre el CV de los esfuerzos principales
menores o,, Figura 4.43, se observa que cuando L=90 m el efecto de estos tres parametros es
mayor en el punto B (ladera inferior) y en el punto D (zona de tensién, cresta). Cuando L=, el
punto D presenta el mayor valor de CV (n=1, 9.11%; n=0.714, 9.33%).
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Figura 4.42 Configuracion de la incertidumbre de o, en el cuerpo de la presa para E,, Ey y wn aleatorios.
n=0.714 y L=w (Estado plano de esfuerzo)
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Figura 4.43 Influencia de la distancia de correlacion sobre el CV de o,. E,, En Y wn aleatorios
(Estado plano de esfuerzo)

En la Tabla 4.4 se presenta un resumen de la influencia de la incertidumbre de los parametros
sobre la incertidumbre (CV) del esfuerzo principal menor o, para n=1 y n=0.714. El efecto de las
incertidumbres del médulo de deformacidén horizontal E, es significativamente mayor sobre las
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incertidumbres de los esfuerzos de tension localizados en la cresta (punto D), incluso el efecto es
mayor que el del los campos aleatorios combinados (E, ¥ En) vy (Ev, En ¥ wn). La variabilidad
espacial del médulo de deformacion horizontal Ey, y de la relacion de Poisson v, influyen muy poco
en las incertidumbres que afectan los esfuerzos de tensién. En particular, si el grado de anisotropia
disminuye, la incertidumbre en los esfuerzos de tension localizados en la cresta (punto D)
aumenta, en todos los casos analizados.

Tabla 4.4 CV del esfuerzo principal menor o,, para n=1y n=0.714. L=o0. (Estado plano de esfuerzo)

Gradode  CVde g, Ey En Evy En Voh Ev, Eny wn
anisotropia (%) aleatorio aleatorio aleatorios  aleatorio aleatorios
(punto A) 0.77 1.06 3.21 1.69 3.04
el (punto B) 1.18 0.84 3.10 1.89 2.83
B (punto C) 2.30 4.52 4.38 1.47 4.32
(punto D) 1.58 9.80 8.98 2.30 9.11
(punto A) 1.03 1.04 3.28 1.60 3.22
N-0.714 (punto B) 1.64 0.60 3.07 1.07 3.17
' (punto C) 1.76 4.18 3.86 1.83 3.86
(punto D) 1.81 10.04 9.28 2.24 9.33

En conclusién, el efecto de las incertidumbres de los parametros elasticos lineales anisétropos
sobre las incertidumbres en los esfuerzos principales menores o, es muy bajo en la zona central
de la presa, la mayor influencia se presenta en la zona adyacente a las laderas. En materiales
heterogéneos (L=90 m), la incertidumbre del médulo de deformacién vertical E, tiene mayor
influencia sobre las incertidumbres en los esfuerzos de compresion (Punto B). En materiales
homogéneos (L=wx), la variabilidad del médulo de deformacién horizontal Ey, se refleja mayormente
sobre la incertidumbre en los esfuerzos de tension localizados en la cresta.

4.7.2 Estado plano de deformacion
4.7.2.1 Desplazamientos

El valor esperado de los desplazamientos en todo el cuerpo de la presa se muestra en las gréficas
de la Figura 4.44 y 4.45, la cual corresponde a una distancia de correlacion L=c0. Cuando el grado
de anisotropia n=1 (Figura 4.44), la esperanza del maximo desplazamiento vertical corresponde al
punto A(144.36, 82.5) con un valor de 1.3 m, el maximo horizontal se localiza en el punto B (89.06,
111.9) con una magnitud de 0.16 m. Para n=0.714, el maximo vertical es de 1.40 m y el maximo
horizontal es de 0.20 m, Figura 4.45.
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Figura 4.45 Curvas de igual valor esperado de los desplazamientos para n=0.714
(Estado plano de deformacién)

El efecto de la variabilidad de cada parametro sobre la incertidumbre de los desplazamientos en
todo el cuerpo de la presa se analizé mediante las curvas de igual DE y CV para distancias de
correlacion intermedia (L=90 m) y muy grande (L=«). Se consideré un grado de anisotropia
n=0.714. Por medio de la distancia de correlacion se estudio la influencia de la incertidumbre de
los parametros del material sobre los desplazamientos maximos. Se tiene lo siguiente:

(a) E, aleatorio

—Distancia de correlacion intermedia, L=90 m: en los desplazamientos verticales se alcanza
una DE maxima de 0.075 m en el punto A (Figura 4.46a), el CV maximo se localiza en las zonas
adyacentes superiores a las laderas con un valor de 9%, Figura 4.46b. En los desplazamientos
horizontales, el mayor valor de la DE (0.012 m) se localiza en el eje de simetria (Figura 4.46c¢) y el
CV en esa zona tiende a infinito, Figura 4.46d, debido a que el valor esperado de estos
desplazamientos es nulo.

— Distancia de correlacion muy grande, L=«: en los desplazamientos verticales la DE
maxima (0.10 m) se alcanza en el punto A (Figura 4.47a) y el CV maximo (13%) se sigue
presentado en la zona superior adyacente a las laderas, Figura 4.47b; la influencia de este
parametro es del centro hacia la parte superior del valle. En los desplazamientos horizontales, la
DE maxima (0.009 m) se presenta en el punto B que corresponde a los maximos desplazamientos,
Figura 4.47c; el CV maximo se localiza en la parte superior lateral de la cortina, en la zona en
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donde existe un cambio de pendiente brusco (altura 20 m y 40 m) el CV tiende a infinito como
consecuencia de la existencia de valores nulos en el valor esperado de estos desplazamientos,
Figura 4.47d.

La influencia de la incertidumbre de este parametro sobre los desplazamientos maximos, en
funcién de la distancia de correlacion se presenta en la grafica de la Figura 4.48. Reiterando que
para distancias de correlacion pequefias el material tiene un comportamiento homogéneo
determinista debido a un efecto de compensacién estadistica que conduce a un valor nulo del CV.
Para los desplazamientos verticales, con forme la distancia de correlacion crece, la incertidumbre
también crece y alcanza su maximo valor cuando L es del orden de 1000 m, distancia para la cual
el material se estabiliza estadisticamente y se comporta como homogéneo pero aleatorio. El CV
maximo en el punto A es de 6.72 % (n=0.714, CV=7.40%). En cuanto a los desplazamientos
horizontales (punto B) se observa que el CV maximo (n=1, CV=5.27%; n=0.714, CV= 4.80%) se
presenta para distancias de correlacion intermedias aproximadamente L=90 m, Figura 4.48, en
donde el material es muy heterogéneo. Este pardmetro tiene menor efecto sobre la incertidumbre
de los desplazamientos comparado con el que se presenta en el estado plano de esfuerzo.

En la gréfica de la Figura 4.49 se observa la influencia de la distancia de correlacién sobre la
incertidumbre (DE) de los desplazamientos horizontales localizados en el eje de simetria (punto A)
y en el punto en donde se presentan los maximos (punto B). En el punto A el comportamiento del
material es simétrico. Para distancias de correlacién pequefias y muy grandes la incertidumbre es
nula; cuando L=90 m la DE es maxima y el material tiene un comportamiento fuertemente
heterogéneo. Cuando se trata de materiales heterogéneos el efecto de este parametro se refleja
mayormente sobre las incertidumbres de los desplazamientos horizontales localizados en el eje de
simetria. En materiales homogéneos, este parametro tiene mayor influencia sobre la incertidumbre
de los desplazamientos horizontales correspondientes al punto B.
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Figura 4.46 Configuracion de la incertidumbre de los desplazamientos en el cuerpo de la presa para E,
aleatorio. n=0.714 y L=90 m (Estado plano de deformacion)
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Figura 4.46 Configuracion de la incertidumbre de los desplazamientos en el cuerpo de la presa para E,
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L

140

120
m
100+ [ 0.105
0.098
0.090
80 0.082
0.075
g 0.068
6 0.060
0052
g 2 0.045
4 0.037
0.030

207

o

o

o

OFRNWHUO~N®O©

0 . . 0.000

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280

(a) DE de los desplazamientos verticales (b) CV de los desplazamientos verticales

140 140- 12

120+ 120+

100+ 0009 1004

0.008

80 0.007 80 5‘7'
0.006 gg
60 0.005 60 o
I "B 49
401 o 407 2
204 0.002 204 g;’
0.001 14
T T T T T T T T T T T T T T 0 0 T T T T T T T T T T T T T T g
0O 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 0O 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280
(c) DE de los desplazamientos horizontales (d) CV de los desplazamientos horizontales

Figura 4.47Configuracion de la incertidumbre de los desplazamientos en el cuerpo de la presa para E,
aleatorio, n=0.714 y L=w (Estado plano de deformacion)
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El efecto de este parametro en el cuerpo de la presa se ilustra con las curvas de igual DE y CV de
las Figuras 4.50 y 4.51 de las cuales se tiene lo siguiente:

— Distancia de correlacion intermedia, L=90 m: en los desplazamientos verticales la DE
maxima se presenta en el punto con mayor valor esperado (punto A) con un valor de 0.028 m,
Figura 4.50a; el CV en este punto es de 1.93%, el maximo se presenta en la parte inferior de la
presa con un valor de 2.7%, Figura 4.50b. En los desplazamientos horizontales, el mayor valor de
la DE (0.015 m) se localiza en el eje de simetria (Figura 4.50c) y el CV en esa zona tiende a infinito
debido a que el valor esperado es nulo, Figura 4.50d.

—Distancia de correlacion muy grande, L=w: en los desplazamientos verticales la maxima
DE (0.036 m) (Figura 4.51a) se sigue presentando en el punto A, con un correspondiente CV de
2.7%, Figura 4.51b. El efecto de este parametro se refleja principalmente en la zona central, en la
parte superior junto a las laderas la incertidumbre disminuye; sin embargo, en la cresta, en los
puntos adyacentes a las laderas se presenta zonas pequefias con un CV igual que el de la parte
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inferior. En los desplazamientos horizontales, la incertidumbre en el eje de simetria desaparece, la
DE méxima (0.012 m) se localiza en el punto B, el CV crece de la zona superior de las laderas
hacia la zona inferior en donde se presenta el cambio de pendiente.

La influencia de la variabilidad de este pardmetro sobre los desplazamientos maximos es
ligeramente mayor que en el caso de estado plano de esfuerzos. Asimismo, si el grado de
anisotropia disminuye la incertidumbre es menor. Como se muestra en la Figura 4.52, el CV del
desplazamiento vertical maximo (punto A) es creciente conforme la distancia de correlacion
aumenta, el valor maximo de 3.3% (n=0.714, 2.71%) se alcanza cuando L=1000 m. En los
desplazamientos horizontales (punto B) el CV es mayor que el de los verticales. Se observa que
cuando L=90 m se presenta el CV maximo (n=1,8.2%; n=0.714, 6.3%) y para L=w el CV es menor
(n=1,6.8%; n=0.714, 5.85%). La variacion del CV entre las dos distancias de correlacion (L=90 m y
L=w0) es mas acentuada cuando n=1.

El efecto de la variabilidad de este parametro sobre los desplazamientos horizontales es mayor en
el eje de simetria cuando se trata de materiales heterogéneos (L=90), en materiales homogéneos
(L=w0) dicho efecto es mas significante en el punto B, en donde se presentan los desplazamientos
maximos, como se observa en la grafica de la Figura 4.53.
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Figura 4.50 Configuracién de la incertidumbre de los desplazamientos en el cuerpo de la presa para Ey,
aleatorio. n=0.714 y L=90 m (Estado plano de deformacion)
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(c) E, y Ey aleatorios

El efecto combinado de los mddulos de deformacién sobre el campo de desplazamientos en el
cuerpo de la presa se observa en las curvas de isovalores de las Figuras 4.54 y 4.55. Los aspectos
mas importantes del analisis se mencionan a continuacion:

—Distancia de correlacion intermedia, L=90 m: en los desplazamientos verticales, como se
ha anotado en los puntos anteriores, el mayor efecto de la variabilidad de los médulos se presenta
en el punto A en donde existen los maximos, en el caso del efecto combinado la incertidumbre se
incrementa en comparacion con el efecto individual; la DE es 0.0246 m y CV es de 6%, Figuras
4.54a y 4.54b respectivamente. En los desplazamientos horizontales, se presentan variaciones en
el eje de simetria que son menores que las que se presentan en el punto B, un efecto de
compensacion estadistica entre los dos médulos reduce la incertidumbre en esta zona (Figura
4.54c¢); el CV, como se observa en la Figura 4.54d, tiende a infinito en el eje de simetria.

—Distancia de correlacién muy grande, L=w: en los desplazamientos verticales, la maxima
DE (0.14 m) se presenta en el punto A, Figura 4.55a; el CV mayor se presenta en las zonas
adyacentes a las laderas (con valores cercanos al 10%), Figura 4.55b. En los desplazamientos
horizontales, la incertidumbre en el eje de simetria desaparece, la DE maxima (0.024 m) se
localiza en el punto B (Figura 4.55c); el CV crece de la zona superior de las laderas (con un valor
aproximado del 10%) hacia la zona inferior en donde se presenta el cambio de pendiente que
origina que este parametro estadistico tienda a infinito, Figura 4.55d. El efecto combinado de estos
dos parametros intensifica la incertidumbre sobre los desplazamientos.

La influencia de la distancia de correlacion sobre la incertidumbre de los desplazamientos maximos
se muestra en las gréficas de la Figura 4.56. Se observa que el efecto de estos dos parametros es
muy similar al que se presenta en el estado plano de esfuerzos. Para distancias de correlacion
menores de 90 m, el efecto combinado de ambos parametros sobre los desplazamientos es el
mismo; a partir de esta distancia el CV de los desplazamientos horizontales es mayor que el de los
verticales. EI CV maximo del desplazamiento vertical (punto A) es de 9.43 % (n=0.714, 9.57%) y el
del desplazamiento horizontal (punto B) es de 10.95% (n=0.714, 11.22%).
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El efecto de la distancia de correlacién sobre los desplazamientos horizontales en el eje de
simetria se observa en la grafica de la Figura 4.57. Es evidente el efecto de compensacion entre
los dos modulos en esta zona, el CV del desplazamiento horizontal en el punto A (eje de simetria)
es menor que el que se presenta en el punto B (desplazamiento maximo).
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Figura 4.54 Configuracion de la incertidumbre de los desplazamientos en el cuerpo de la presa para E, y E;,
aleatorios. n=0.714 y L=90 m (Estado plano de deformacion)
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Figura 4.55 Configuracion de la incertidumbre de los desplazamientos en el cuerpo de la presa para E, y E;,
aleatorios. n=0.714 y L=« (Estado plano de deformacion) (Continuacion)
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(d) wn, aleatoria

La influencia de la variabilidad de este parametro sobre la incertidumbre de los desplazamientos
en el cuerpo de la presa se muestra en las curvas de isovalores de las Figuras 4.58 y 4.59, de
ellas se explica lo siguiente:

— Distancia de correlacion intermedia, L=90m: en los desplazamientos verticales, la
influencia de este pardmetro es baja, la DE mayor (0.032 m) se localiza en el punto A, Figura
4.58a, en este punto el CV es de alrededor 2.3%, los mayores valores de este parametro
estadistico se localizan en las zonas superior central e inferior lateral, Figura 4.58b. En los
desplazamientos horizontales, existe incertidumbre importante en el eje de simetria; la DE en el
punto A, localizado en el centro de la presa, tiene un valor alrededor de 0.016 m (Figura 4.58¢) y el
CV tiende a infinito (Figura 4.58d).

— Distancia de correlacion muy grande, L=c: en los desplazamientos verticales, la DE
méaxima (0.045 m) alcanzada se localiza en el punto A con mayor desplazamiento (Figura 4.59a),
el CV crece de las zonas cercanas a las laderas hacia el centro superior de la presa con valores
maximos de 4%, en la parte inferior cerca del cambio de pendiente se presentan también valores
maximos del CV del orden de 4%, Figura 4.59b. Con respecto a los desplazamientos horizontales,
las variaciones aleatorias del material en el eje de simetria son nulas y maximas en el punto B
(DE=0.0039) que es el de mayor desplazamiento (Figura 4.59c); el CV, Figura 4.59d, ilustra el
efecto de wy sobre estos desplazamientos que es mayor en la zona central superior y en la zona
inferior de la presa, en el cambio de pendiente.

En la gréfica de la Figura 4.60 se ilustra la influencia de la distancia de correlacién sobre la
incertidumbre de los desplazamientos maximos. Para el desplazamiento vertical maximo (punto A),
el CV mayor se presenta para una distancia de correlacién aproximadamente de 10000 m con una
magnitud de 4.7% (n=0.714, 3.15%). Para el desplazamiento horizontal (punto B), el madximo CV
se alcanza cuando L=90 m con un valor de 8.93% (n=0.714, 5.65%). Cuando se trata de medios
heterogéneos, el efecto de este parametro sobre las incertidumbres de los desplazamientos
horizontales es similar al efecto que los médulos de deformacion tienen sobre las incertidumbres
de los desplazamientos en medios homogéneos. El efecto de la incertidumbre de este parametro
sobre la incertidumbre de los desplazamientos tiene mayor significancia en el estado plano de
deformacién que en el estado plano de esfuerzos.

La influencia de la distancia de correlacidn sobre la desviacion estandar de los desplazamientos
horizontales en el eje de simetria y en el punto B se presenta en la gréfica de la Figura 4.61. En la
zona central de la presa la incertidumbre de estos desplazamientos es simétrica, la DE en el punto
A con valor de 0.0178 m (n=0.714, 0.015 m) es mayor que la del punto B (n=1, DE=0.0135m;
n=0.714, DE=0.011), estos valores corresponden a una distancia de correlacion intermedia de 90
m.
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Figura 4.58 Configuracion de la incertidumbre de los desplazamientos en el cuerpo de la presa para v
aleatoria. n=0.714 y L=90 m (Estado plano de deformacién)
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Figura 4.59 Configuracion de la incertidumbre de los desplazamientos en el cuerpo de la presa para v
aleatoria. n=0.714 y L= (Estado plano de deformacion)
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(e) wn aleatoria

El efecto de este parametro sobre la incertidumbre de los desplazamientos se explica con las
gréaficas de isovalores de las Figuras 4.62 y 4.63.

—Distancia de correlacién intermedia, L=90 m: aunque la incertidumbre es muy baja, la DE
maxima (0.0035 m) de los desplazamientos verticales se localiza en el punto A y el
correspondiente CV es de 0.25%, como se observa en las Figuras 4.62a y 4.62b, respectivamente.
De acuerdo con la configuracién del CV (Figura 4.62b) los valores maximos se localizan en la parte
superior de la presa. En los desplazamientos horizontales, existen variaciones muy pequefias en el
eje de simetria del orden de 0.0032 m (Figura 4.62c), lo que conduce a que el CV tienda a infinito,
como se muestra en la Figura 4.62d.

—Distancia de correlacion grande, L=w«: en los desplazamientos verticales la mayor DE se
sigue presentando en el punto A con un valor muy bajo de 0.0048 m (Figura 4.63a) y el CV es de
0.33%, Figura 4.63b; el mayor CV (0.40 %) se presenta en la parte superior de la presa. En los
desplazamientos horizontales, la DE méxima de 0.0016 m se presenta en el punto B (Figura
4.63c), al cual le corresponde un CV de 0.75% (Figura 4.63d); el CV en el eje de simetria es nulo y
entre la altura 20 m y 40 m tiende a infinito debido al cambio de pendiente.

La influencia de este parametro sobre el CV de los desplazamientos, en funcion de la distancia de
correlacion se observa en las graficas de la Figura 4.64. El efecto es muy bajo en los
desplazamientos verticales, en el punto A el CV méximo es del orden de 0.73% (n=0.714, 0.33%).
La mayor influencia de w, se presenta en los desplazamientos horizontales (punto B) para
distancias de correlacion intermedias (materiales heterogéneos) en donde el CV maximo que se
alcanza es de 3.0% (n=0.714, 1.2%).

En la grafica de la Figura 4.65 se presenta la influencia de la distancia de correlacion sobre la DE
de los desplazamientos horizontales de los puntos A y B. En el eje de simetria (punto A) el
comportamiento estos desplazamientos es simétrico; la DE maxima, que es mayor que la del punto
B, se alcanza cuando la distancia de correlacién es intermedia L=90 m, con un valor de alrededor
de 0.0066 m (n=0.714, DE=0.0033 m), para distancias de correlacién pequefias y muy grandes la
incertidumbre es nula. En el punto B la DE que se tiene para L=« es de alrededor de 0.0024 m
(n=0.714, DE=0.0015 m), muy baja.

1404 1404 \\&

120+ 120+

100 0.0036 100
0.0032

0.0028 807
0.0024
0.002
0.0016
0.0012
0.0008
0.0004

0.4

0.35
0.3
0.25
0.2

801

60+ 60

40+ 40+ 0.15

0.1
204 204 0.05

0 T T T T T T T T T T T T T T 0 T T T T T T : T - T T T T T T T
0O 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280

(a) DE de los desplazamientos verticales (b) CV de los desplazamientos verticales

Figura 4.62 Configuracion de la incertidumbre de los desplazamientos en el cuerpo de la presa para wp,
aleatoria. n=0.714 y L=90 m (Estado plano de deformacion)
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En la Tabla 4.5 se presenta un resumen del CV de los desplazamientos maximos para los grados
de anisotropia n=1 y n=0.714, se considera una distancia de correlacion grande. Si el grado de
anisotropia disminuye, el efecto de las incertidumbres En, %n Y wn Sobre el CV de los
desplazamientos disminuye. En cambio cuando E, es aleatorio, las incertidumbres que afectan los
desplazamientos aumentan. Esta misma situacion se presenta para el caso de campos aleatorios
combinados (E, y Ey), aunque el incremento es pequenio.

Tabla 4.5 CV de los desplazamientos méaximos para n=1 y n=0.714. L=« (Estado plano de deformacién)

Grado de CV; E, En Evy Ex Voh Voh Vhh
anisotropia, n (%) L= L= L= L=90 m L= L=o0
1 Xmax (Punto A) 3.23 6.82 10.95 8.93 2.36 1.59

8Ymax (Punto B) 6.72 3.32 9.44 3.52 4.70 0.73

0.714 8Xmax (Punto A) 4.28 5.85 11.23 5.65 1.80 0.76

' 8Ymax (Punto B) 7.40 2.70 9.57 2.35 3.15 0.33

162



Capitulo 4
Aplicacion a estructuras térreas

4.7.2.2 Esfuerzo principal menor o,

En las graficas de la Figura 4.66 se muestra la distribucion del esfuerzo principal menor o, en el
cuerpo de la presa. El valor esperado minimo de o, se presenta en la cresta y los mayores en la
parte central de la presa (punto A) con un valor maximo de 0.75 MPa (0.55 MPa para n=0.714).
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Figura 4.66 Configuracion de la esperanza de o, en el cuerpo de la presa (Estado plano de deformacion)

Se estudia la influencia de la incertidumbre de los parametros del material sobre la incertidumbre
de o, en el cuerpo de la presa, mediante las curvas de igual desviacion estandar (DE) y coeficiente

de variacion (CV), se considera n=0.714 y L=w. Asimismo, se analiza el efecto de la distancia de
correlacion sobre la incertidumbre de o, en puntos con DE maxima como: punto A que se localiza
en parte central de la presa (144.36 m, 825.5 m), punto B el cual se ubica en la parte inferior de la
ladera y fuera de la zona de tensién (174.56 m, 22.8 m), punto C que se encuentra en la zona de
tension (196.16 m, 52.5 m) y punto D que corresponde a la zona de tension en la cresta (288.72 m,
170 m). A continuacion se exponen los resultados.

(a) E, aleatorio

El efecto de este parametro se aprecia en las gréficas de la Figura 4.67. De acuerdo con la
distribucion de la DE de o, (Figura 4.67a) los maximos valores se concentran en las zonas
intermedias adyacentes a las laderas, los nulos se localizan en la cresta. El menor CV de o, se
localiza a lo largo de la parte central de presa, se incrementa hacia las laderas de forma vertical;
en la zona en donde el valor esperado de o, es nulo o muy bajo el CV tiende a infinito, Figura
4.67b.

La influencia de la distancia de correlacion sobre la incertidumbre (CV) de o, se muestra en la
gréfica de la Figura 4.68. Los puntos que presentan mayor CV corresponden a C (zona de tension,
ladera central) y D (zona de tension, cresta). Cuando n=1 el CV del punto C es muy alto, esto se
debe a que la zona de tensién es casi nula lo que conduce a valores de esfuerzo de tensién muy
bajos que incrementan el CV, Figura 4.68a. Cuando el grado de anisotropia n disminuye, la zona
de tensién en la parte central adyacente a las laderas aumenta, por lo que el CV en esa zona
(punto C) disminuye, Figura 4.68b. En conclusién, el efecto mayor de este parametro es en la zona
central adyacente a las laderas (zona de tension), el cual se acentiia cuando L=300 m.
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Figura 4.67 Configuracion de la incertidumbre de o, en el cuerpo de la presa para E, aleatorio. n=0.714 y
L=w (Estado plano de deformacion)
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(b) E,, aleatorio

La configuracion de la DE de o, en el cuerpo de la presa se presenta en la grafica de la Figura
4.69a, en ella se observa que los mayores valores se localizan en la parte central de la presa y en
la zona adyacente a las laderas; los menores en la zona central de la cresta y en el area muy
cercana en donde los esfuerzos cambian de signo. El efecto de este parametro sobre o, se pude
apreciar mejor con las curvas de igual CV de la Figura 4.69b, se tiene que el efecto de este
pardmetro en el centro de la presa crece de la parte inferior hacia la cresta de forma horizontal; en
las zonas cercanas a las laderas, el CV se incrementa y tiende a infinito cuando o, es nulo o muy
bajo.

La influencia de la distancia de correlacion sobre el CV de o, se presenta en las graficas de la
Figura 4.70, en donde se observa que los maximos valores se alcanzan cuando dicha distancia es

muy grande. Nuevamente, si n=1 el CV del punto C es muy grande debido a que el valor esperado
de los esfuerzos de tension es casi nulo. El efecto de este parametro sobre los puntos analizados,
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se puede apreciar mejor cuando n=0.714, se tiene que el CV de o, es mayor en el punto D (zona
de tension) que se localiza en la cresta, adyacente a la ladera, con un valor 10%, el menor valor se
localiza en el punto A (eje de simetria) y en el punto B (ladera inferior) con un valor de alrededor de
1.8%.
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Figura 4.69 Configuracion de la incertidumbre de o, en el cuerpo de la presa para E; aleatorio. n=0.714 y
L= (Estado plano de deformacion)
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Figura 4.70 Influencia de la distancia de correlacion sobre el CV de o,. E;, aleatorio
(Estado plano de deformacién)

(c) E, y Ey aleatorios

El efecto combinado de la incertidumbre de los médulos de deformacién sobre la incertidumbre de
o, en todo el cuerpo de la presa se presenta en las curvas de isovalores de la Figura 4.71. Se

observa que la configuracién de la incertidumbre (DE y CV) en el cuerpo de la presa es similar a la
de Ey. La magnitud de la DE (Figura 4.71a) en el centro de la presa es mayor que la debida a cada
modulo por separado; en la ladera la DE es ligeramente menor que en el centro, debido a un
efecto de compensacion estadistica entre los dos modulos. ElI CV en el centro de la presa crece de
forma horizontal de la parte inferior hacia la cresta, con un valor maximo de alrededor de 9 %,
mayor que el debido a la incertidumbre en E,,.
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La influencia de la distancia de correlacion sobre el CV de o, se aprecia en las graficas de la

Figura 4.72. Como se muestra en Figura 4.72b, correspondiente a n=0.714, cuando la distancia de
correlacion es menor de 90 m, el efecto combinado de estos pardmetros sobre el CV de o, €s

mayor en el punto C (zona de tension, ladera central), después de esta distancia el CV en el punto
D (zona de tension, cresta) crece y alcanza el maximo valor de 9% cuando L=5000 m. EI CV en
este punto es menor que el debido al efecto de E; individual. EI menor CV se presenta en los
punto A (eje de simetria) y punto B (ladera inferior).
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Figura 4.71 Configuracion de la incertidumbre de o, en el cuerpo de la presa para E, y E;, aleatorios. n=0.714
y L= (Estado plano de deformacion)
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(d) w, aleatoria

La distribucion de la incertidumbre en el cuerpo de la presa se ilustra en las graficas de la Figura
4.73. De acuerdo con los curvas de igual DE (Figura 4.73a), el valor maximo se localiza en la zona
inferior de la presa. El efecto de este parametro sobre la incertidumbre de o, se puede apreciar
con la configuracion del CV de la Figura 7.73b, en donde los valores menores se presentan en la
parte central de la presa y crecen con magnitudes hasta infinito hacia las laderas en donde el valor
esperado de o, es nulo. En la parte central de la cresta la incertidumbre es baja.
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En la grafica de la Figura 4.74 se presenta la influencia de la distancia de correlacién sobre el CV
o,. El mayor efecto de este parametro se alcanza cuando el material es homogéneo (distancias de
correlacion muy grandes) y afecta principalmente la zona central de las laderas (punto C, zona de
tension) con valores del orden 4%, el menor efecto se presenta en el punto D (zona de tension,
cresta). El efecto de este parametro sobre el CV de o, en estos dos puntos, es contrario al que se
presenta en el estado plano de esfuerzo.
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Figura 4.73 Configuracion de la incertidumbre de o, en el cuerpo de la presa para w;, aleatoria. n=0.714y
L=w (Estado plano de deformacion)
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(Estado plano de deformacién)

(e) wn aleatoria

La distribucion de la incertidumbre (DE y CV) de o, en el cuerpo de la presa se observa en las

curvas de isovalores de la Figura 4.75. El mayor valor de la DE se presenta en zona central y su
magnitud es muy baja del orden de 0.0022 m, Figura 4.75a. EI CV aumenta de forma horizontal del
centro de la presa hacia la parte superior con valores méaximos de alrededor de 1%, como se
observa en las curvas de isovalores de la Figura 4.75b.

167



Capitulo 4
Aplicacion a estructuras térreas

La influencia de la distancia de correlacion sobre el CV de o, se muestra en la grafica de la Figura
4.43. En el caso de n=1 (Figura 4.43a) el CV del punto C, que se localiza en el centro de la ladera,
es muy grande debido a que la zona de tension es muy pequefia y entonces el valor esperado de
o, es también muy pequefio. El efecto de wy, se visualiza mejor cuando n disminuye como se
muestra en la Figura 4.43b, de donde se tiene que cuando L=w el CV en el cuerpo de la presa es
muy bajo, los maximos valores corresponden a los puntos C y D (zona de tensién) y son del orden
de 0.75%, los minimos corresponden a los punto A y B (fuera de la zona de tensién) con un valor
de 0.4%. La incertidumbre de este parametro no tiene efecto sobre la incertidumbre de o,.
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Figura 4.75 Configuracion de la incertidumbre de o, en el cuerpo de la presa para w,, aleatoria. n=0.714y
L= (Estado plano de deformacion)

o 7.0 o 0.9
N -©-Punto A (eje de simetria) N -©-Punto A (eje de simetria)
% 6.0 | = PuntoB (ladera: inferior) qj’ 0.8 -A-Punto B (ladera: inferior) h
‘B : -=-Punto C (ladera: central) ‘D -=-Punto C (ladera: central)
N -¥-Punto D (cresta) D o 0.7 =%-Punto D (cresta)
=S 50 = S
g 5 L 5 06
T Q0 S & 0
© ©
& 5 40 &5 05
© o © o U
g g S
£ 2 s0 28 0.4
>3 > g 03
L Q9 20 | L Qo
TG TG g2
@£ g £
c s 1 c
3 = g = 01
o (3} 2
% 0.0 g * ﬁ 0.0 L3 T T
o 1.E-03 1.E-01 1.E+01 1.E+03 1.E+05 1.E+07 o 1.E-03 1.E-01 1.E+01 1.E+03 1.E+05 1.E+07
O . . .. O . . .
Distancia de correlacion, m Distancia de correlacion, m
(a) n=1 (b) n=0.714

Figura 4.76 Influencia de la distancia de correlacion sobre el CV de o,. w;, aleatoria
(Estado plano de deformacion)

Para una distancia de correlacion grande, la influencia de las incertidumbres de los pardmetros
sobre el CV de o, para n=1 y n=0.714 se resume en la Tabla 4.6. El efecto individual de las
incertidumbres de los mddulos de deformacién E, y E, se refleja mayormente sobre las
incertidumbres de los esfuerzos de tensién localizados en los puntos C (ladera central) y D
(cresta), respectivamente. En particular, la influencia de las incertidumbres de E; sobre la
incertidumbres de o, es mas notable, por lo que efecto combinado de las incertidumbres de los
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mddulos de deformacion (E, y En) es mas significativo sobre las incertidumbres de los esfuerzos de
tension localizados en el punto D. En cuanto a las incertidumbres de la relacién de Poisson v, su
efecto es mayor sobre las incertidumbres de los esfuerzos de tension o, localizados en el punto C
(ladera central), pero menor que el de los médulos de deformacion. Finalmente, el efecto de las
incertidumbres de vy, sobre las incertidumbres de o, es casi nulo.

Tabla 4.6 CV del esfuerzo principal menor o, para n=1y n=0.714. L=co. (Estado plano de deformacion)

Gradode CVdeo, Ev En Evy En Wh Vhh
anisotropia (%) aleatorio aleatorio aleatorios  aleatorio aleatorio

(punto A) 0.88 2.0 2.79 3.43 0.68

ne1 (punto B) 1.50 1.87 2.45 3.67 0.63

B (punto C)

(punto D) 4.47 9.72 8.78 1.02 1.78

(punto A) 1.23 1.87 3.13 2.97 0.43

n-0.714 (punto B) 2.09 1.66 2.90 3.50 0.43

' (punto C) 7.10 5.64 5.82 4.34 0.78

(punto D) 4.41 10.04 9.11 0.85 0.75

4.7.3 Resumen de resultados

A continuacion se presenta un resumen de los resultados de los andlisis estocasticos de la presa
La Angostura, realizados con la extension de la formulacién del MEFEE anis6tropo, desarrollada
en este trabajo. Se comparan los resultados obtenidos para los estados planos de esfuerzo y
deformacion.

4.7.3.1 Desplazamientos

La influencia de las incertidumbres de los pardmetros elasticos lineales anisétropos sobre las
incertidumbres de los desplazamientos maximos, correspondientes a un grado de anisotropia
n=0.714, se presenta en la Taba 4.7. Se observa que efecto individual de la variabilidad espacial
de los médulos de deformacion E, y Ey tiene mas significancia sobre las incertidumbres de los
desplazamientos en materiales homogéneos (L=w). También se observa, que las incertidumbres
que afectan los desplazamientos son ligeramente mayores en el estado plano de esfuerzo cuando
E, es aleatorio, y en el estado plano de deformacion cuando E;, es aleatorio. Las incertidumbres del
moédulo de deformacion horizontal E, y las de la relacibn de Poisson 1, en cuanto a
desplazamientos horizontales se refiere, tienen mayor efecto en materiales heterogéneos (L=90
m). En particular, el efecto i, sobre el CV de los desplazamientos es mayor en el estado de
deformacién plana, esto debido a la forma de la matriz de elasticidad en donde este pardmetro
tiene una mayor intervencion.

Tabla 4.7 CV méximo de los desplazamientos para estados planos de esfuerzo y deformacion para n=0.714

CVs B/ En EnyR Wh wh v En EvY un
Estado plano (%) L=oo L= L=c0 L=90m L=oo L=oo L=
5 391 —
Esfuerzo Sxmax. (punto A) 4.97 519 11.32 0.86 11.35
Symax. (PUnto B) 8.20 1.97 9.64 1.10 146 - 9.54

Symax (PUNtO A) 428 585 11.23 565 180 0.76

Deformacion Symac (QUNtOB) 7.40 270 957 235 315 0.73
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4.7.3.2 Esfuerzos

El efecto de la incertidumbre de los parametros del material sobre la incertidumbre (CV) del
esfuerzo principal menor o, para n=0.714 y L=w, se presenta en la Tabla 4.8. Las incertidumbres
del modulo de deformacion vertical E, afectan notablemente los esfuerzos o, de tension que se
localizan en la zona central (punto C), solamente para la condicién plana de deformacion. La
influencia de la variabilidad espacial del mo6dulo de deformacién horizontal E, tiene mayor
significancia sobre las zonas de tension, en particular sobre la zona de la cresta (punto D), este
efecto se presenta para estados planos de esfuerzo y deformacion. El efecto combinado de las
incertidumbres de los modulos de elasticidad se refleja mas sobre las incertidumbres de los
esfuerzos de tension que se localizan en el punto D (cresta). El mayor efecto de las incertidumbres
de la relacién de Poisson w; sobre las incertidumbres de los esfuerzos de tension se presenta
para el estado de deformacién plana, especificamente en la zona central (punto C).

Tabla 4.8 CV maximo de o, para estados planos de esfuerzo y deformacion para n=0.714 y L=co

Estado plano cv ((;:) % E, En E.y En Voh Vhh En, EvY %n
(punto A) 1.03 1.04 3.28 1.60 3.22
Esfuerzo (punto B) 1.64 0.60 3.70 1.07 3.17
(punto C) 176 4.18 3.86 1.83 3.86
(punto D) 1.81 1004  9.28 2.24 9.33
(punto A) 1.23 1.87 3.13 2.97 0.43
g (punto B) 2.09 1.66 2.90 3.50 0.43
Deformacion (punto C) 7.10 5.64 5.82 4.34 0.78
(punto D) 4.41 1004 911 0.85 0.75

4.7.4 Calculo de probabilidades de fractura

A partir de los resultados del analisis de incertidumbre, es posible calcular las probabilidades de
fractura en la zona de la ladera. De acuerdo con el criterio de Rankine existird una fractura, cuando
los esfuerzos alcancen un valor limite de cero o cambien de signo o, <0 (o, es el esfuerzo

principal menor).

Para el calculo de probabilidades se supone que la densidad de probabilidad de los esfuerzos
calculados en todo el cuerpo de la presa es Gaussiana, por la que la variable estandarizada se
escribe como:

O3 — K
Z — 3 o3
DE(o.) (@) (4.3)
Entonces, la probabilidad de que o, sea cero o negativo se calcula como:
Ho
PiZ<s—F— 4.4
{ DE (0'3)} @

En las gréficas de la Figura 4.77 y 4.78 se presenta las curvas de igual probabilidad de fractura,
calculadas para L=w, n=1 y n=0.714, correspondientes para los estados planos de esfuerzo y
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deformacién. Se observa que existe una relacion entre la localizacion y extensién de las zonas de
tensién y la de las zonas de probabilidad de fractura, las cuales son mayores para n=0.714 y para
el estado plano de esfuerzo. También se observa, que la localizacion y extensién de las zonas de
probabilidad de fractura son independientes del campo aleatorio analizado.
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Esta tesis propuso una extension del Método del Elemento Finito Estocastico Espectral (MEFEE)
en dos dimensiones al caso de materiales elasticos lineales anisétropos con que se construyen
estructuras térreas. Con esta herramienta numérica se estudio la influencia de la variabilidad
espacial de los parametros de los materiales, representada mediante campos aleatorios, sobre los
resultados de la evaluacion del estado de desplazamientos y esfuerzos de la cortina de una presa
de tierra construida por capas.

La extension del MEFEE se desarrollé a partir de las herramientas matematicas originales del
método, propuestas por Ghanem y Spanos (1991). Esta ampliacion permite tratar la variabilidad
espacial por medio de campos aleatorios Gaussianos y realizar investigaciones de la influencia de
la incertidumbre sobre los pardmetros elasticos lineales anisétropos (Ey, En, wn, vn Y Gun) €n forma
aislada o conjunta. La extension se plante6 para estados planos de esfuerzo y deformacion.

Una de las tareas principales para la extension del MEFEE, fue la representacién lineal de los
elementos de la matriz de elasticidad mediante una expansion polinomial, con el fin de conocer su
contribucién de forma independiente sobre la respuesta. Con los elementos de la matriz de
elasticidad representados en forma lineal fue posible derivar las ecuaciones de equilibrio
estocasticas. Los campos aleatorios de las propiedades del material a modelar se representaron
con una expansion en serie de Karhunen-Loéve y los desplazamientos nodales a través de una
expansion en caos polinomial. Para facilitar la soluciéon de la ecuacién de equilibrio estocastica,
cada variable aleatoria que conforma el campo aleatorio de entrada se modelé como una funcion
de variables aleatorias Gaussianas mediante una expansion en caos polinomial.

Con la extensiéon del MEFEE desarrollada en este trabajo se analizé un sélido cubico. Se concluyé
gque esta herramienta es adecuada para modelar la variabilidad espacial de las propiedades de los
materiales elasticos lineales anisétropos y evaluar sus efectos sobre los resultados de los analisis
mecanicos, como una medida de riesgo.

A continuacion se exponen las siguientes observaciones con respecto a la variabilidad espacial:



Capitulo 5
Conclusiones y recomendaciones

La distancia de correlacion refleja la heterogeneidad local de un material estadisticamente
homogéneo.

Los materiales heterogéneos con distancias de correlacion pequefias se comportan como
materiales homogéneos no aleatorios sin riesgo de mal comportamiento de la estructura
debido a que la varianza de los resultados del analisis es pequefia como consecuencia de
un promedio espacial.

Los materiales heterogéneos aleatorios con distancias de correlaciéon intermedias (del
orden de la dimensién horizontal de la estructura analizada) son los mas criticos. La
varianza de los resultados del analisis es grande y por tanto existe mayor riesgo de mal
comportamiento.

Los materiales con distancias de correlacion grandes se comportan como materiales
homogéneos aleatorios. La varianza de los resultados del analisis puede ser grande pero el
riesgo de mal comportamiento es generalmente menor que en el caso anterior.

La aplicaciéon de la extensién del MEFEE a la modelacion de estructuras térreas constituidas por
materiales elasticos anisétropos (con parametros E,, En, wn, v Y Gyn) conduce a las conclusiones
siguientes:

Desplazamientos:

Los campos aleatorios de los médulos de deformacion vertical E, y horizontal E;, influyen de
forma importante en las incertidumbres que afectan los desplazamientos verticales y
horizontales.

Los campos aleatorios del modulo de deformacién horizontal Ey, y la relacion de Poisson v,
son los que mas inciden en las incertidumbres respecto a los desplazamientos horizontales.

La influencia del campo aleatorio de la relacion de Poisson w;, se refleja mayormente sobre
las incertidumbres de los desplazamientos en el estado plano de deformacion que en el
estado plano de esfuerzo.

Esfuerzos:

Para el estado plano de esfuerzo, el campo aleatorio del médulo de deformacion horizontal
E: influye significativamente sobre las incertidumbres en los esfuerzos de tensién (esfuerzo
principal menor o), principalmente en la zona de la cresta.

En el caso de estado plano de deformacion, los campos aleatorios de los médulos de
deformacién vertical E, y horizontal E, influyen de forma importante sobre las
incertidumbres en los esfuerzos de tension (esfuerzo principal menor), siendo el de E, mas
notable en las incertidumbres localizadas en la cresta.

Se observa, que el efecto de la variabilidad de la relacién de Poisson v, sobre las
incertidumbres de los esfuerzos es mayor en el estado plano de deformacién que en el
estado plano de esfuerzo.

Los resultados anteriores son relevantes para la evaluacién del peligro de agrietamiento en obras
de tierra como la analizada en el presente trabajo.
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Los resultados de los analisis con la extensién del MEFEE se compararon con el método de Monte
Carlo (MC). Se obtuvo una buena concordancia entre los resultados de los dos métodos. El
MEFEE tiene una gran ventaja sobre MC porque no requiere ningun refinamiento de la malla para
representar el campo aleatorio de la propiedad en cuestion, lo que incrementa excesivamente el
tiempo de calculo.

Los resultados de la extension del MEFEE se pueden mejorar si se incorporan otras
consideraciones como:

¢ Introducir algoritmos de funciones regresivas que permitan mejorar la eficiencia del manejo
de matrices y con ello disminuir el tiempo de calculo, sobre todo en la modelacion de mas
de un campo aleatorio.

e Extender el andlisis a tres dimensiones para poder modelar con mayor rigor la variabilidad
espacial de los materiales. La formulacién del MEFEE en tres dimensiones ya ha sido
realizada para problemas de electromagnetismo (Gaignaire et al., 2006) y para cuerpos
elasto-plasticos (Anders & Hori, 2001).

e Considerar el efecto de la correlacion entre los distintos campos aleatorios que tiende a
aumentar las incertidumbres sobre el campo de resultados, para lo cual se necesita una
expansion de Karhunen-Loéve conjunta.

Finalmente, es conveniente resaltar que existen otras aportaciones del MEFEE, las cuales pueden
ser de interés para el campo de la Geotecnia, entre ellas se pueden citar, por ejemplo: la
formulacion del MEFEE al caso elasto-plastico (Anders & Hori, 1999; Sett et al., 2011); la
reconstruccion del campo aleatorio de las propiedades del material a partir de datos
experimentales empleando las herramientas de la técnica espectral (Mehrez et al., 2012).

Se espera que este trabajo contribuya a ayudar a los ingenieros geotecnistas a tomar en cuenta en
forma racional en sus analisis las incertidumbres que afectan las propiedades de los materiales.
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Anexo A

A.1 Espacios matematicos

A.1.1 Espacio vectorial

Un espacio vectorial V es un conjunto constituido por un nimero infinito de vectores (matrices,
funciones, operadores, etc.) para los cuales se han definido las operaciones de adicion y
multiplicacién por un escalar, (Courant y Hilbert, 1953). Asimismo, un espacio vectorial se puede

definir, a partir de su producto interno para cada par de vectores ay b en V, si se cumple que:

(a,b) = 0 (>0) (A1)

la| = J(aa) (=0 (A2)

La dimensién de un espacio vectorial se define por el nimero méaximo de vectores linealmente
independientes en el espacio.

Un espacio es llamado de dimension infinita, L, si para cada entero n, hay mas que n vectores
linealmente independientes en el espacio; el tamafio de dicha dimensién esta determinado por los
valores caracteristicos.

En el analisis funcional un espacio funcional puede verse como un espacio vectorial de dimension
infinita, cuyos vectores base son funciones, no vectores. Esto significa que cada funcion en el
espacio funcional puede representarse como una combinacion lineal de funciones base. Mientras
que el espacio bidimensional esta generado Unicamente por dos vectores. Un espacio funcional es
de dimensioén infinita.

A.1.2 Espacio de probabilidad

El espacio de probabilidad de variables aleatorias es denotado por (Q, F, P), en donde Q es el
espacio de los resultados posibles 6 de un experimento E; F forma una clase aditiva completa (o-
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algebra) asociada a ciertos subconjuntos de Q llamados eventos; P es la medida de probabilidad
de F.

A.1.3 Espacio de Hilbert de variables aleatorias

El espacio vectorial de variables aleatorias de segundo orden denotado por L,(Q, F, P) se
considera un espacio de Hilbert si el operador de la esperanza matematica permite definir el
producto interno:

(XY)=E{XY} (A3)

Un espacio de Hilbert tiene propiedades convenientes para desarrollar soluciones aproximadas de
problemas de valores en la frontera, tales como el procedimiento de Galerkin. Estos espacios
también son Utiles para el desarrollo de polinomios de Hermite.

Un campo aleatorio V(X, 6), se puede definir dentro del espacio probabilista de Hilbert L,(Q, F, P)
como un conjunto de variables aleatorias V(X), tal que cada variable se define en los puntos X del

dominio estudiado R” (p=1, 2, 6 3), (Auvinet, 2002). Cualquier realizacion del campo es un
elemento del espacio de Hilbert L,(Q).

A.2 Polinomios de Hermite

A.2.1 Polinomios unidimensionales

Sea un espacio de probabilidad denotado por L,(Q, F, P). Para cualquier &£ € R los polinomios de

Hermite de variables aleatorias se definen (Rosic, 2008; Puig et al., 2002) como:

a

-&%/2
e (e~ ') (A.4

h,(£)=(-1)"e”

Una propiedad bésica que sirve para definir los polinomios de Hermite en forma iterativa es la
funcién generatriz, que se expresa como:

o v
Zhn(é)yn :egy 2 (A.5)

n=0 n!

Derivando la ecuacién (A.4) se obtiene:
hr: (5) = é:hn (f) - hn+1(§) (AG)
Las siguientes derivadas se obtienen a partir de la funcidn generatriz (A.5):

h,(£)=nh,,($) (A7)

hi (&) = &h, (&) —nh, (&) (A.8)
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Combinando (A.7) y (A.8), se obtiene la formula recursiva para polinomios de Hermite no
normalizados:

h,.1(&) = ¢h, (&) —nh,(S) (A.9)

con: h_(£)=0, h,(£)=1.

Usando la formula recursiva (A.9) se obtienen los siguientes polinomios de Hermite:

hl(g) = ég
h,(§)=¢% -1 (A.10)
hs(ﬁf) = 53 - 35

Ortogonalidad

Los polinomios de Hermite son ortogonales con respecto a una medida Gaussiana
(h,.h,) =E{h,(h, (&} =n!s,, (A11)

donde d,m es delta de Kronecker que es igual a 1 si n y m son iguales y 0 en caso contrario.
A.2.2 Polinomios multidimensionales

Los polinomios de Hermite multidimensionales (caos polinomial) se definen como el producto de
polinomios unidimensionales de variables Gaussianas, de la siguiente forma:

¥, =(@) [ h, (&) (A12)
k=1
donde a = {ay, ..., Gk ..} €S una secuencia de enteros no negativos que cumplen con la condicion

Zak <o0; es decir, la suma de las secuencias o. debe ser menor o igual que el orden (grado) del
k=1

polinomio de Hermite multidimensional.

Por ejemplo (Rosic, 2008), para una coleccion de multi-indices a={1,0,1,0} y para un conjunto de
variables aleatorias &{&, &, &, &}, el polinomio de Hermite multidimensional es:

¥, =[h, () =h(Eh,.(&)Ns(E)h.o(&) (.13)
k=1
\Pa = hl(é:l)ho (éz)hl(fa)ho(@) = 51 -1 53 1= é:l : 53 (A.14)

Si se requiere, por ejemplo, que el orden del polinomio multidimensional sea p = 2, entonces el

4
polinomio multidimensional (A.112) cumple con la condicion Zak =1+0+1+0=2<2.
k=1
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Ortogonalidad

Los polinomios de Hermite multidimensionales son también ortogonales con respecto a una
medida Gaussiana

E{P, ¥, =[...[ ¥, (0)F,(0)9(£)...9(&,)dé ...d&, (A.15)

donde la medida Gussiana es:

2
<2

J2r

9($) = (A.16)

El factor (a!)™? definido como: H(O!j 1), de la ecuacion (A.12) hace los polinomios V¥,
j=1
ortonormales en el espacio L,(£2) con medida Gaussiana estandar P (d¢&), satisfaciendo que:

E{Vv ¥, =[]« !5, (A.17)
j=1
Siendo 6,4 delta de Kronecker, la cual cumple que:

= {5"ﬂ =0 azp (A.18)

5. =
af 5,=1 a=p

A.2.3 Producto de polinomios

(a) Polinomios unidimensionales de Hermite

Los polinomios de Hermite en R constituyen una base lineal en el espacio de los polinomios. Por lo
que es posible expresar el producto de polinomios (Malliavin, 1997; Matthies & Keese, 2005;
Rosic, 2008;). Para el caso de los polinomios de unidimensionales se tiene que:

i+]j

hi (‘f)'hj (&)= Z Cijkhk(é:) (A.19)

kJi-i|

donde: ¢, expresa una estructura algebraica en R® y se determina como:

ijk

- r'i+Dr(j+1 _ il
ijk rg-j+HYr(g-i+Hr@q-k+1 (@-i)(g-ji(gq-k)!

(A.20)

Con g = %(i+j+k), siendo diferente de cerosiq>iA g =j A g2 k. Cuando g no es entero c;=0.

(b) Polinomios multidimensionales de Hermite
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Para los polinomios multidimensionales se extiende la misma propiedad del producto como:

Y,¥,=>clY, (A.21)
Ve
Con coeficientes definidos como:
cl, = Hcgﬁi (A.22)
j=

donde j es el nimero de variables que representan la dimensién del caos polinomial.

A.2.4 Esperanzas de polinomios de Hermite

La formulacién del MEFEE requiere minimizar el error que se genera por el truncamiento de las
series de expansion (Karhunen-Loéve y caos polinomial). Para anular el error se recurre a la
propiedad de ortogonalidad de los polinomios que hace necesario el calculo de esperanzas entre
polinomios multidimensionales de Hermite y variables aleatorias.

(a) Polinomios unidimensionales de Hermite
La esperanza del producto de dos polinomios unidimensionales se define como el cuadrado de la
norma de la funcion base h(¢),, se expresa como:

d =E{h(&)}=i! (A.23)

Considerando las propiedades del producto de dos polinomios (A.19 y A.20), el célculo de la
esperanza del producto de tres polinomios es sencillo de calcular (Sudret et al., 2006), teniendo
que:

dy = E{h (O, ()N ()} = ¢, E{n ()N (E)} = ]!
L i (A-24)
" @-i)la - j)g-k)!

Siguiendo con la misma secuencia de ( A.24), la esperanza del producto de cuatro polinomios es:

dijlm = E{h| (g)hj (§)h| (ég)hm (":)} =Cy E{hk (§)h| (é)hm (&} = Z Cijkdklm (A.25)

k>0
(b) Polinomios multidimensionales de Hermite

Los polinomios ¥, son ortogonales y por tanto satisfacen:
E{v,¥,}=]]2,'5, (A.26)
j=1

De lo establecido en A.12, un polinomio multidimensional se denota como:
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¥ = f[ h, () (A.27)
k=1

Entonces la esperanza del producto de tres polinomios multidimensionales (o0 caos polinomiales),
siguiendo con ecuacion (A.24), es:

D, =E(¥,(O)¥ (¥, &) =] ]d,,,,, (129

Similarmente, como se establecié en (A.25), la esperanza del producto de cuatro polinomios
multidimensionales de Hermite, se escribe

D, = E{¥ (DY (O OV =T [d,y e (129

A.2.5 Esperanza de polinomios de Hermite multidimensionales y variables aleatorias
(a) Producto de tres polinomios de Hermite multidimensionales y una variable aleatoria
Por definicion se tiene:

y =E{E¥, %, [ =Elen (@n, )] TTEfh, €N, (&) (A30)

I#i

Donde M es la dimensién del caos polinomial. Para cualquier j, # i, a y B son diferentes y el
producto de A.30 desaparece debido a la ortogonalidad h .,y hﬂko . Cuando las secuencias ay g

difieren sélo por su i-ésima componente, la expresion anterior se reduce (Sudret y Der Kiureghian,
2000) a:

cu =E{6W,¥,} =E{&h, (&), &)} [Tea! (a31)

1

El calculo de los coeficientes c; solamente requiere calcular E {ghp(.f)hq(g)}, donde h,y h, son

polinomios de Hermite de variables normales estandar. Con base en la férmula recursiva para
generar estos polinomios (A.9), tal esperanza se puede obtener como (Sudret & Der Kiureghian,
2000; Ngah & Young, 2007):

E {£h, (5N, (&)} = (P+D15,4 1+ P! 5,0 (A.32)

Mediante la férmula recursiva (A.9), se puede obtener las siguientes esperanzas:

E{&°h, (O (&)} =(p+2)15,,,+ PU2P+1)5, 4 + P!, 4., (A.33)
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E {§3hp (g)hq (5)} = (p + 3) !5p,q—3 + ( p +1) '(3( p +1)2)§p,q—1 + p '(3 p)é‘p,(qﬂ) + p !5r,q+3 (A34)

Una vez establecidas las expresiones para evaluar esperanzas de producto de polinomios y
variables aleatorias, el coeficiente Cyx S€ puede calcular a partir de A.32. Esto es, para cada indice

k, existe (2M+1) valores diferentes de cero con indices j evaluados como sigue (Ngah & Young,
2007):

1) Para i=0 (&,=1), los unicos Cik diferentes de cero es cuando cada indice j es igual al
correspondiente indice k, es decir las dos secuencias de enteros no negativos son iguales,
o) = B paral=1,...M, teniendo que:

M
Coi = H a|k ! (A.35)
I-1

2) Para i=0, existen por lo menos dos coeficientes ¢, diferentes de cero asociados con cada indice

ijk
k:

- Uno en donde j se determina por «' =p+1 con (B<p-1)y o =B para (),
teniendo:

M .
ci =] ]! (A.36)
1=1

- Otro coeficiente, en donde j se determina por o = 8 -1 con (B“>1)y o/ = B para (I#),
teniendo:

Cij = l:! :B|k ! (A.37)

A.3 Productos de variables aleatorias expandidas en caos polinomial

Para la extension del MEFEE al caso de mas de dos campos aleatorios, se requiere realizar
productos entre variables aleatorias expandidas en caos polinomial. La forma en que estos se
calculan se conoce como aproximacion espectral (Debusschere et al., 2005) y se presentan a
continuacion:

Se considera dos variables aleatorias expandidas en caos polinomial

P

a=Yaw, (A.38)
i=0
P

b=> bV, (A.39)
j=0

El producto de las dos variables aleatorias se expresa como:
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C:zck‘Pk:a'bzzaﬁPizbj‘P; (A.40)
k=0 i=0 j=0
con:
P P
C =D Cyab;, (Vvk € 0,1...,P) (A41)
i=0 j=0

Para obtener los coeficientes cj se recurre a la minimizacion por Galerkin; que permite anular el
residuo debido al truncamiento de las series, con: E{<j - ¥} = 0. Al multiplicar ambos lados de la
expresion (A.41) por W, y tomando esperanzas, se tiene que:

E{iiiciikaibi‘yk\yk}:E{iai\yiiqu’j\yk} (A.42)
i i=0 j=0

Cy _E{n g (V(,j,k) € {0,...,P}") (A.43)
E{¥i]

De la misma forma se puede obtener el producto de tres variables aleatorias a, ¢ y d, teniendo que:

d=>d¥ =a-b-c=>a¥>Yb¥>cWY, (A.44)
1=0 i=0 j=0 k=0
Con:
P P P
d =>>>dyabgc,, (VI € 0....p)
i=0 j=0 k=0
y (A.45)
E{v.¥ ¥ ¥ .
Ay :{E{—\;z}kl} (G, i,k 1) € {0...,P}")
|

Un procedimiento que evita el calculo de un tensor de cuarto orden dy,, consiste en obtener el

producto de dos variables aleatorias d=ab, y después el resultado se multiplica por una tercera
variable ¢ para obtener la variable d en términos de un tensor de tercer orden d. (Debusschere et

al.,2005).

ijk

Es importante notar que cuando se trata de variables aleatorias (expresadas en caos polinomial)
elevadas a exponentes positivos enteros, por ejemplo:

X = ((x * X)* X)* X (A.46)
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el orden de la expansion de la base polinomial debe ser mayor que el orden de la potencia de la
variable, para evitar que el error por truncamiento, que se anula via proyeccion Galerkin, se
propague en los coeficientes espectrales calculados (Debusschere et al., 2005).

A.4 Insercion de los coeficientes de los polinomios de Hermite en el caos polinomial

Una variable aleatoria expandida en polinomios de Hermite se expresa:
Z'=>Ch(&) i=1..M (A47)
j=0

donde Cj son los coeficientes de la variable. Por ejemplo, si se tienen tres variables M=3 y el orden

del polinomio es n=2, la expansion de cada variable en polinomios de Hermite es como se muestra
en la Tabla A.1.

Tabla A.1 Expansion de variables aleatorias en polinomios de Hermite

zZi1 & £
zt C C G
z2 G ¢ ¢

z2 C ¢ C

Puesto que el caos polinomial es un conjunto de polinomios de Hermite unidimensionales
(Ghanem y Spanos, 1991), la expansion anterior (A.47) estd contenida en el caos polinomial y se
puede escribir como:

P-1

Z'=>CWY, ({fk}kle) (A.48)

i=0

La representacion de las variables Z' mediante el caos polinomial requiere vincular los
coeficientes C; con los coeficientes éj. Un algoritmo para este procedimiento fue propuesto por

(Berveiller, 2005). En la Tabla A.2 se muestra de forma esquematica, la insercion de los
coeficientes C; en la base polinomial de orden p=2y dimension M=3.

Tabla A.2 Insercion de los coeficientes CJ. en el caos polinomial

Z' 1 & & & &1 &8 &4 -1 &5 &1

7 ¢ c:
z? C? C? C?
72 c? cs

A .5 Representacion simplificada de la expansion 24/(X,8) y A'(6)

Los coeficientes 24/(X,0) y A'(€) son funciones no lineales de la relaciébn de Poisson v, un
desarrollo en series geométricas (Noh & Kwak, 2005) permite una representacion lineal como:
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2u'(X,0) :%: L-v+v2 =P +.) =1-V, (X,0)+V, (X,0)" =V, (X,0) +..

+Vv

A (X,0)=——=v(L+v? +v* +..) =V, (X,0)+V, (X,0) +V, (X,0) +.

1-v%

(A.49)

Los coeficientes 24/(6) y A'(8) en términos de la expansion de Karhunen-Loéve se escriben de la

siguiente forma:

2#’(><,9)=1-[E{v}+aviﬁ¢if;(0)j+(E{v}+aﬁ ni(pi;(e)} o

M M 3
2'(X,0)= [E{v}+ 0, 2" qoi(;w)} [E{v} +o, 2 s (9)} -
i=1 i=1
Para facilitar el &lgebra, se considerando un cambio de variable como:
M
Vv, (X,H) = E{V}+O-vz nes@)=a+b
i=1

Teniendo que:

24/ (X,0)=1-(a+b)+(a+b)’—(a+b)’ +..
A'(X,0)=(a+b)+(a+b)’ +(a+b)’ +..

El teorema binomial establece que:
(a+b)"=>'nCaa""b";  con: nC, =———
r=0
Desarrollando los binomios para 2./(8) se tiene:
1
Y 1c.a"'b" =-1C,a'b’ —-1Ca’b?

r=0

2
Y 2C,a*'b" =2C,a’h’ + 2Ca'h* + 2C,a’h’
r=0

Y. nC.a""b" =nC,a" %’ +...+nC,a’b"

r=0

(A.50)

(A.51)

(A.52)

(A.53)

(A.54)

Agrupando los términos Cy, C4, C,,...,C, de los binomios desarrollados arriba, el coeficiente 24/(6)

se escribe:
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24/ (X,0) = [1+ Z (-1 kC,a j + (Z (-D)* kCla“j b+ (Z (- kC,a*? J b2 +

n (A.55)
(Z (-1~ kCSa“Jb3 .
k=3
Escribiendo que:
2u'(X,0)=a, + ab + a,b® + a;b® + ... (A.56)
De la misma forma, para 1'(0) se tiene que:
1
Y 1ICa" b’ =1C,a'h’ +1Ca°b*
r=0
3
> 3C,a*'b" =3C,a’h° +3Ca’h" +3C,a'b* + 3C,a’h°
r=0
> 3Ty r 51,0 4191 32 2113 14 05 (A57)
ZSCra b" =5C,a’b” +5C,a’b” +5C,a’b” + 5C,a’h” +5C,a’b” +5C.a"b
r=0

Y. nC.a" b’ =nC,a"°b’ +...+nC a’b"

r=0

Agrupando también los términos Co, C4, C,,...,C, de los binomios desarrollados en (A.57) se tiene
que 1'(X,0) es:

n

A(X,0)' =2 (2k -1Ca® ™ + ( (2k - 1)cla<2k-2>j b+ [Z (2k -1)C,a%® j b? +
k=1 k=2

k=1

n A.58
( (2k - 1)C3a2k‘4]b3 +... (A58)
k=3

Escribiendo que:
A0)'= B, + fb+ B0 + B,b% +... (A.59)

El orden de expansion que se utilizé en el desarrollo de los binomios para calcular los coeficientes
ay Bfue de acuerdo con su convergencia, el cual se presenta en las siguientes gréaficas:
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Figura A.1 Convergencia de los coeficientes oy £ de la expansion en series geométricas de los campos
aleatorios 24/(X,0) y (X, 8)

En la grafica de la Figura A.1 se observa que los coeficientes «; y a, convergen aproximadamente
para un orden k alrededor de ocho, mientras que los coeficientes g3, 3, 5, convergen para un
orden cinco.

Considerando las expansiones de 24/(X,0) y (X, 8), la matriz de elasticidad para v aleatorio se
escribe como:

2u' + A A 0 a,o. + B0 o 0
D(X,0)=| A 2u'+A 0 | = Nep a.00+por 0 |b (A.60)
0 0 2u' 0 0 a,o)

donde: o, es la desviacion estandar de la relacién de Poisson.

Para conocer la influencia del orden n en la expansién de la matriz de elasticidad estocéastica D(8),
se obtiene el determinante de esta matriz (Noh & Kwak, 2005), como una medida del tamafio de la
matriz, que es:

|D(X,9)| =(05noi1 +2ﬂn0:)a§of” (A.61)

En la grafica de la Figura A.2 se observa que la contribucién de ordenes mayores de dos es
despreciable en la expansion de D(X,#), esto conduce a legitimar el truncamiento de A.56 y A.59 a
tres términos sin pérdida de exactitud.
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Figura A.2 Determinante de D(X,8)

A.6 Desarrollo de potencias de campos aleatorios

Anexo A

El desarrollo en series geométricas de los elementos de la matriz de elasticidad aleatoria D(X,8)
contiene términos con exponente mayor de dos, lo que conduce a campos aleatorios,
representados con Karhunen-Loéve, elevados a potencias enteras. A continuacién se expone el
desarrollo de potencias de campos aleatorios requeridos en la deduccién de las ecuaciones de

equilibrio de la extension del MEFEE.

Considerando que un campo aleatorio se puede expresar como:

M pP-1 M P-1
b(X,0) =2 \mp 2 C;¥; =2 b CY,
i=1 j=0 0

I

en donde cada variable aleatoria & se expresa con expansion en caos polinomial.

El producto de dos campos aleatorios se escribe:

b(X,0)* = b(X,0)b(X,0) = ibilpicilhll’hibiz gcizjzwjz

ip=1 i1=0 ip=1 i2=0

Considerando que el producto de polinomios de caos polinomiales (inciso A.3) es:

P-1 P-1 P-1 P-1 P-1
YC,¥, 3C, %, =3 C. ¥, conC,=YC,¥C,.C,
4 Y (I o 7 )2 ) Iy g Ing 4 1)1 2)2 7 hl2lag
=0 j2=0 jn =1 =0 j2=0

Se llega a:

M P-1 M P-1 P-1
b(X,0)* = Z bil(x )Z Ci Z biz (X)Z C.i. zcmzj;\lq’jﬁ
ip=1 j1=0 ip=1 j=0 i

Jag

ip=1 i,=1

b(X,0) = ibil(X)i biz(X)EijAl‘PjAl

Similarmente, para potencias de tres se tiene que:

(A.62)

(A.63)

(A.64)

(A.65)
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p_1 M P-1
b(x 9) - zb (X)ZC' 112 b'z (X)Z C' 202 Z J1JziA1leAlz biz (X)Z Ci313\Pj3
;=1 =0 i,=1 j»=0 ing i3=1 j3=0
b(X,6)* _Zb (X)Zb (X)Zb (X)ZC ¥
i;=1 jA2
con:
P-1 P-1 P-1 P-1
- Z Cii Z Ci.. Zcmzm Z CiiCinisin
=0 J2=0 Jag i3=0
Para potencias de h > 2
M M M P-1
b(X 9 Zz ’ Z bi1(X)biz (X) o bin (X) o z CjA(n—l)lI]jA(n—l)
ip=li,=1 i =1 ia(n-1)=0
con:
P-1 P-1P-1 P-1 P-1 P-1
. Z ia(n-1) _z Z Z C'1J1C'zlz o nln Z Cj1jsz1 . Z CiA(n,Z)Jnl-A(n,l)
iA(n-1=0 j1=0 j,=0 in=0 ing=0 JA(nfl):O

Considerando la notacion de Debusschere et al. (2005) para simplificar b(x,e)”, se tiene que:

n ii i
a1 h=li=1 i=1

2=

Finalmente, se llega a:

n P-1
n —
b(X’H) Z Hb (X) Z iagn- 1)
ia=1|a=1 b=l ian-y=
P-1 P-1{N n P-1 p-1|(n-) n
S e, =3 MenSe,,. S TTe,
. Ja(n-1) y blb . hl2lag Iap_2)Io)agy_q
ja(n-2=0 ja=0]a=1 b=l in=0 ing=0|a=2 b=3
p-1|n n pP-1 p-1|(-)
n
b(X,6) —Z [12.00%] 11 XC 2| TS i, ¥
a=1|a=1 b=1 ja=0la=1 b=1 im=0 ing=0| a=2 Db=3

(A.66)

(A.67)

(A.68)

(A.69)

El producto de dos variables aleatorias en caos polinomial, es otra variable aleatoria cuya
expansion esta representada por j, . Si el exponente a la que se eleva la variable es n > 2, la

variable resultante se expande en j, . Sin embargo, como j, , s solamente una identificacion

del nimero de productos de variables en caos polinomial, es posible escribir jA(n-l) =].

A.7 Desarrollo de Kn(¢9)

La matriz de rigidez estocastica se escribe:

= jQ B'D(X,6)BdQ = jQ B"V, (X,6)D,BdQ

(A.70)
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Considerando la representacion de las variables aleatorias en caos polinomial, se tiene que la
matriz de rigidez estocastica es:

i=1

DKEO=2K Z_cij\}fj(e)=ZKiZA}\Pj(9) (A.71)

Cuando el campo aleatorio esta elevado a una potencia mayor de uno, la matriz de rigidez se
escribe como:

K" () = [ B"b(X,6)'D,BdQ (A72)

Para el desarrollo de las matrices de rigidez Kn(6’), se considera (A.69) y se llega a lo siguiente:

, M P-1 M P-1 P-1
K (9) = iZ;Kilj 70Ci1j1;biz (X)jz;)cizjz jzlcjljzjﬁqjj@
1= 1= 2= 2= I’
M P-1
< (0)=3K, S a0,
O
M p-1
n _ n
K'(0)=2K, > A} ¥, (A.73)
ip=1 Iagn-gy =
con:
p-1 M [N n pP-1[{n n P-1 p-1|(-1) p
n —
) Z Ai%,n _Z Hbib(X)Z HCibib Z lejszl Z HCiA(b,z)JbiA(b,l,
]A(n71)= i,=1 a=2 b=2 ja=0|a=1 b=1 JM:O ]Aazo a=2 b=3
p-1|(-D)
Paran=2 Z HCJ.M) hingy =1
ing=0| a=2 b=3

Para simplificar es posible nombrar Inpy = j debido a que el producto de variables aleatorias no se
altera, escribiendo que:

K'(6)=YK,

i=1 j

AN (A.74)

P-1
—

A.8 Desarrollo en series geometricas de Ve (X,6)

En la expansion en series geométricas de la matriz constitutiva D (ver capitulo 3, ec. 3.118), el
modulo de elasticidad vertical E, queda expresado en forma no lineal. Cuando este parametro se
considera aleatorio, se requiere expandir este campo nuevamente, teniendo que:

Para V—EV (X, 6) :
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Anexo A

1 1 1 1

Ve, (X,60)  (E{Ve,(X.0)} + o b)) (a+aEviv)_a[1+ GEVbEV] (A.75)
a

El desarrollo de una serie geométrica se satisface si el rango de valores cumple con |x|<1:
1 2
—— =1+ X+ X +... (A.76)
1-x

La serie de (A.75) es convergente para

O, bEV

" <1 esdecir, ‘aEviV‘<|a| (A.77)

Desarrollando (A.75) de acuerdo con (A.76) se tiene que:

1 1 ogb. of b

— il Y E 2 2
Vex8) a @ a Pt Putebe thacel (A78)

donde: {£,.,, m=2;n=0,1, 2} gson coeficientes propios de la expansion del campo, m representa
la forma matematica del campo aleatorio y n el grado de cada término de la expansion, cuyo grado
maximo es dos.

Para — —
Ve (X,0)
1 1 ~ 1 B 1
2 2 2 2
Ve, (X.,0) (E{\/EV (X,0)}+ o, bEv) (a+0'EV bEv) 22 [l"'l(o'& be _al)J (A.79)

Cona=a-1ya,=a’-a’.
La serie de (A.79) es convergente para:

1

g(O‘EVbEV —a,)|<1 es decir ‘(O‘Eviv —al)‘<|a2| (A.80)

Desarrollando la serie (A.79) se llega a:
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Anexo A

Ve (X,0) a&imin)l &
1 2a  3a 2 3 3 (A.81)
=[—2+i§+ ?j (——3—%}%% J{T]Uébév
a‘Z a2 aZ aZ a'2

1 1
= v |loe be —a) <&,
Ve (X6 L. 1 5 flow e -2 <l (A82)
a, 1+—(0EVbEV —al)
&,
Desarrollando la serie de (A.82) se tiene que:

1 1 3a Gafj ( 3 12alj [ej _—
— = =+ —+ +|———-——FF|oc b +| —|ogb
Ve, (X,0) £a§ a, & a; & )~ &)~ (A.83)

=Pao + ﬂ4,1O-EV bEv + ﬂ4,20|§v bév
A.9 Convergencia de la expansion polinomial de D (estado plano de esfuerzo)

Las submatrices D,,, D,,, D,, que constituyen la matriz de elasticidad D son funcion no lineal de E,,
En, wn, la cual se expresa en series geomeétricas como:

2
1 E E
Dll = D12 = D22 =f E—2 =f [1+ E—hVVZh +(E—h\/\,2h] + J (A84)
—h v v
E

La serie de la expresion (A.84) es convergente para:

<1 esdecir ‘Ehvvzh

E
E_hVVZh <|E,| (A.85)

\

La expansién de cada una de las submatrices de D se realiz6 considerando tres términos, lo cual
permiti6 obtener una aproximacién de 100% y 98.5% para valores de v entre 0 y 0.5
respectivamente, como se muestra en la grafica de la Figura A.3.
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100 % s g
99.8 —~ —~_ 1

99.6 i
99.4
99.2

99 \
98.8 \
98.6 \

98.4 . —*Trestérminos .
-8-cuatro terminos
98.2 7~ _aCinco términos

98

en series de 1/(1-x?), (%)

Aproximacion de la expansion

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Relacién de Poisson

Figura A.3 Relacion de convergencia de la serie desarrollada para D (estado plano de esfuerzo)
A.10 Desarrollo y convergencia de la serie geométrica de m (estado plano de deformacion)

La matriz de elasticidad para el estado plano de deformacion es:

E.l-nvi) Ewv,@+w,) O D, D, O
D= P Evi(L+v,,) E,@Q—mi 0 |=|b, D, O (A.86)
0 0 G,,m 0 0 Dy

Con: m = (1+ vhn) (1- vhin-2n 1)

Para poder desarrollar m en series de geométricas se realiz6 la siguiente factorizacion:

1 1
(1+ v, )(1— Vo, — 20V2, ) S 1-2mv2 —v2A —2nvivE
1
- (1— Vi, ) + (—vavzh -2nvivi )
_ 1 (A.87)
(l+ vﬁh )[(1— vfh ) - 2n1/v2h ]
B 1
2nv?
i)l
La serie geométrica de (1/m) es convergente para:
1
m; ‘vﬁh‘ <1
! ‘vafh <L-vyl (A.88)

1- 2an2h ’
1-v,
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Desarrollando la serie de (1/m) de (A.87), considerando (A.76) se tiene que:

2 2 )2
! =1+ v Vi o 1+[2nvv'"]+(2nv“hj +
(1—1/2 ) 1— 2nvy, 1=V, 1=V,
hh 1-v,

Considerando que:

1 C1onxe n(n+1)
(1+x)" 2!

X% ...

La serie de la expresion (A.87) se escribe como:

1 T+ 2005, (L4 vy + v+ ) +

_ 2 4
=1+v +vy, + ..

(1—v§h)[1— 2nv2, J APy (14 20y, + 30, +...) + ..

~Vhn

Anexo A

(A.89)

(A.90)

(A.91)

La aproximacién al valor exacto de la serie anterior dependera de los valores que tomen v Y Vhn.
Por ejemplo, si % Y i toman valores de 0.4 se necesita una expansion en toda la serie de orden
sexto (siete términos) para tener una aproximacion de alrededor de 95%. Sin embargo, esto
conduce a que el numero de elementos de la serie (A.87) sea muy grande, que implica que el
tiempo de célculo sea muy costoso. Por este motivo, esta serie se evalué considerando solamente
tres términos, cuya convergencia es funcion de la relacion Poisson, como se muestra en la grafica

de la Figura A.4.
100 o

©
o

[00)
o
'/L‘

o ~
o o
|
/

—e—Tres términos

-=-cuatro terminos \
—e—Seis términos

Aproximacion de la expansion
en serie de 1/m, (%)

al
o

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Relacién de Poisson

Figura A.4 Relacion de convergencia de la serie desarrollada para D (estado plano de deformacion)

Tomando en cuenta tres términos en todos los elementos de la serie (A.87), se llega a lo siguiente:

2 2 2 2 2.4 2.4
1+ 2nvy, +2nvg vy, +4nva vy, +4n‘v, +8ncv, vy, +

— 2.4 2 2 2.3 2 _4 2.4 3
=| 16NV, Vi, + Vi + 2NVa v, ANV, vy, 8Ny v, +

2nv?2
_y? _ = 2.4 4 4 2.5 2.6 2.4 5 2.4 6
(1 th){l 1 16N vy Vi, + Vin + 20Vva Ve, + 20V v, + 8Ny ve, 1207y, v

(A.92)
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A.11 Matrices de rigidez aleatorias y medias para el caso anisotropo (estado plano de deformacion).

Tabla A.3 Matriz de rigidez aleatoria y media para cada téermino de D, (E, aleatorio)

Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de
Divn aleatoria rigidez media Divn aleatoria rigidez media Diin aleatoria rigidez media
Kiim (0) K Kiin (9) Kiim Kiim () Kiim
1 - Kfn 9 Z ﬁz,nO—E 11,9(0) BooK 11,9 17 Z ﬁ3,nO_E 1117 (@] BsoK 11,17
2 - Kfl.z 10 Z ﬁ E 1110 (0) ﬂz 0 1110 18 Z ﬁ E 1L18 (9) /84 0 1118
3 e Kfl..’i 11 Zﬁ E 1].11(9) ﬂ3 0 1111 19 Zﬁ E 1L19(0) ﬂ40 1119
4 Zﬂz,no—E 11,4(9) ﬂzo 114 12 Zﬁ E 1112(0) ﬂ3o 1112 20 Zﬁ E 11.20(9) ﬂ4o 11,20
5 z :Bz,nO'E 115 @) :Bz,oKloxs 13 Z ﬂ E 1L13 @] ﬂs,oKfns 21 Z ﬂ E 1121(9) IBA,OKfLZI
6 zﬁZ no-E 116(9) ﬂZO 116 14 Zﬁ E 1114(0) ﬂ30 1114 22 Zﬁ E ILZZ(H) ﬂ40 11,22
7 Zﬁ E 1],7(0) ﬂZ,OKf]J 15 Zﬁ E 11,15(0) ﬁ3,OK](.)L15 23 Zﬁ E 1L23(9) ﬂ4,OKfL23
8 Zﬁz,nO-E 11,3(0) /Bzo 118 16 Zﬁ3,n05 11,16(0) ﬂso 1116 24 ZﬁA,nO-E 11,24(9) ﬂz;o 11,24
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Tabla A.4 Matriz de rigidez aleatoria y media para cada término de D, , (E, aleatorio)

Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de
Dy, aleatoria rigidez media D, aleatoria rigidez media D, aleatoria rigidez media
K:[‘z m (9) K:I(.)Z m K:Ir.12 m (‘9) K:I(.)Z m K:PZ m (0) K:I(.)Z m
2 2
1 - Kfz,l 8 2 nO_EV 12, 8(0) ﬂz,oKfz,s 15 Zﬂ E 12 15(0) 163,0K102,15
n=1 n=1
2 2
2 - Kloz 2 9 Z ﬁz n“E, Klnz 9(0) /Bz.oKloz,g 16 Z :8 12 16(0) 183,0K102,16
2 2
3 - KfZ 3 10 Zﬂ GE KlZ 10(9) ﬂZO 12,10 17 Zﬂ 12 17(9) ﬂ3 0 12 17
2 2
4 --- Kfz,4 11 Z.B ,no-gv Klnz,ll(g) ﬂz,oKloz,n 18 Z,B3O'EV Kl”2,18(6) 163,0Kfz,1s
n=1 n=1
2 2
5 === Kloz 5 12 ZﬁZ,no-E 12, 1512(60) ﬂZ,OKf2,12 19 z 1219(9) ﬂ3,oK102,19
n=1 n=1
2 2
6 - KfZ,S 13 ZﬂZ n Ev K]r.12 13(0) ﬁZ,OKloz,13 20 z 12 20(6) 163,0K102,20
n=1 n=1
2 2
7 Z/Bz nOE, K12 7(9) ﬂz,oKfzj 14 Zﬂz nOE, K12 14(9) ﬁ2,0K102,14 21 Z /6,30—;;V Klnz.zl(e) ﬁ3,oKfz,21
n=1 n=1
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Tabla A.5 Matriz de rigidez aleatoria y media para cada término de D, (E, aleatorio)

Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de
D, ., aleatoria rigidez media D, aleatoria rigidez media D, aleatoria rigidez media
K;Z m (0) K;)Z m K;Z m (0) K;)Z m K;Z m (0) KSZ m
2
1 IBJLlo-Ev K22,1(6) ﬂLo 221 5 ngs 9 ZﬂZn EVng o(0) ﬂz.ngz,g
n=1
2
2 - ng,z 6 - ng,e 10 zﬂZn EV 2210(6) ﬂz,ngz.lo
n=1
2 2
3 --= ng,3 7 Zﬂz no-E 22, 7('9) ﬂzo 227 11 ZﬂZn OF, 2211(9) ﬂzo 2211
n=1 n=1
2 2
4 e ng,zl 8 z 2no-Ev K;zs('g) :Bz,ngz,s 12 zﬂZn Ok, 2212(9) :Bz,ngz,u
n=1 n=1
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Tabla A.6 Matriz de rigidez aleatoria y media para cada término de D, , (E, aleatorio)

Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de
g g g
Diim aleatoria rigidez media Diim aleatoria rigidez media Diim aleatoria rigidez media
n 0 n 0 n 0
Kl],m (9) K1:Lm Kll,m (0) K1:Lm Kll,m (0) K1],m
2
1 a,,0¢, Ki1(9) alOKfll 9 zaz nO'Eh Kllg(e) a,, oKfm 17 Za O-E K1L17 (9) O, 0K10117
2
2 a,,0¢, K112(0) aLOKlOLZ 10 Z:O‘Z,nUEh 1110(9) a,, 0K10110 18 Za O-E 1118(6) ay, oKfns
n=1 n=1
3 4
3 a,,0¢, Ki13(60) aLOKlOL:% 11 Za GE,\ 1111(9) s, 0K101.11 19 z ‘3"5h 1119(9) ay, oKfLm
=1 n=1
z 0 S 0 2 0
4 Zaz,nGE 114(9) ayoK114 12 Z 3no-Eh 1112(9) ay oK, 20 Z(Z GE 1120(9) 40K 1190
n=1 n=1 n=1
2 0 S 0 < 0
5 Zaz,no_g,, Kis(0) % 0Ki1s 13 Z ,no_gh Kiws(0) 30K 113 21 z O_Eh Ki121(0) A Ki12
n=1 n=1
3 4
6 Zaz nO_E Kie(0) az,oKfLs 14 Zas nO_Eh Ki114(6) 0’3,0K10L14 22 Z O_Eh Ki120(0) a4,oK10L22
n=1 n=1 n=1
2 0 S 0 2 0
7 Z ,no_g,, Ki7(0) K117 15 Z ,no_Eh Kius(0) 30K 115 23 Z O_Eh Kiwas(0) 4 oKii23
n=1 n=1 n=1
2 0 S 0 2 0
8 Z ,no_g,, Kie(0) 2, 0Ki1g 16 Z ,no_Eh Kiws(0) 30K 116 24 Z O_Eh Kivaa(0) oK1 24
n=1 n=1 n=1
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Tabla A.7 Matriz de rigidez aleatoria y media para cada término de D,, (E, aleatorio)

Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de
Dy aleatoria rigidez media D, aleatoria rigidez media Dy aleatoria rigidez media
' n 0 ' n 0 ' n 0
K12,m (0) K12,m K12,m (9) K12,m K12,m (0) K12,m
2 3
1 a,,0¢, K;,4(0) oK, 8 z &, ,0¢, Kp(6) % Kire 15 Z a30¢ Ki45(6) oKz
n=1 n=1
2 3
2 04,0, Ky22(0) aloKfz.z 9 Z:az,nc"gh K1nz,9 @] az.oKloz,g 16 zas,nUEh K1nz,16('9) as,oKloz,le
n=1 n=1
2 3
3 ;,10¢, Ky, 5(0) 0K 5 10 ZaZ,nGEh K210(6) 0K 10 17 zaa,nggh Ki217(6) a3 oKz 17
n=1 n=1
2 3
4 0410, Kiza ) a10K102,4 11 Z az,nggh Klnz,n('g) az,oKloz,n 18 z 0‘3,n5l2h Klnz,ls @) 0!3,0Kfz,18
n=1 n=1
2 3
5 10, Kio5(0) aLoKfz,s 12 Z‘)‘Z.no_gh Ki12(0) a2,0K102,12 19 Zas,no_gh Ki10(0) aa,oKfz,w
n=1 n=1
2 3
6 ,,0¢ Ky, 6(0) K 13 Z‘)‘Z.no_gh Ki212(0) K213 20 Z at3,,0¢, Ky 50(6) 30K 2 20
n=1 n=1
2 . 2 . 3 .
7 Z%,nUEh K27(6) &, 0K127 14 Z‘)‘Z.no_gh K214(0) 0K 12,14 21 Za&nO_Eh Ki221(0) 30K 1221
n=1 n=1 n=1
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Tabla A.8 Matriz de rigidez aleatoria y media para cada término de D, (E, aleatorio)

Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de
D,, ., aleatoria rigidez media D, aleatoria rigidez media D, ., aleatoria rigidez media
' n 0 ' n 0 ' n 0
K22,m (0) K22,m K22,m (0) K22,m K22,m (0) K22,m
2
1 - ng.l 5 a,0¢, Ky25(0) a].ngz,s 9 Z az,no'g,‘ ng,g @] a,K 22,9
n=1
2
2 ,,0¢, Ky,(6) a].ngz,z 6 4,0, Kyp6(6) a].ngz,e 10 Z az,no'gh ng,lo @] az,ngz.lo
n=1
2 2
3 1,0, Ky23(0) a].ngz,s 7 Zaz,no'g,‘ K;Z,? @] az.oK§2.7 11 Z az,no'gh ng,n('g) az,ngz,n
n=1 n=1
2 2
4 Q110¢, Ko (9) aLngz,zt 8 Zaz,no'g,‘ ng,s ) az,ngz,s 12 z az,no'gh ng,lz(e) az,ngz,lz

n=1 n

Il
5N
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Tabla A.9 Matriz de rigidez aleatoria y media para cada término de D, , (E, y E, aleatorios)

: . . . . . . - Matriz de
Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez rigidez
Dy aleatoria rigidez media Diim aleatoria rigidez media D,, aleatoria media
n 0 n 0 n
Kiim (9) Kiim Kiim (9) Kiim Kiim (9) K?°
11lm
2 2
1 051155,, Klll(a) a],oKlon 9 z Z a, nO-Ehﬂz m Ev {;;m) (9) azvoﬂzyoKﬂg 17 Z z [22% nO-Eh ﬁ3 m EV 1(21?)(‘9) ag,oﬂa,oKan
n=lm=1 n=lm=1
2 2 4 2
2 a],lo-Eh Kllz(g) aLoKfLZ 10 zzaz‘no-ghﬂz‘mo-g Kl(;‘.:t(;n)(g) aZ,OIBZ,OKfLm 18 zzazl,no-ghﬂzl.mo-g K:E]n.Ism)(e) a4,0ﬂ4,0KfL18
n=lm=1 n=lm=1
3 2
3 04,0, K113(9) aLoKlom 11 220‘3 no'Ehﬂa mOE, Kﬂhm)(‘g) a3,0ﬂ3.0K101.11 19 220‘4 nGEhﬂ4 mIE, KHIBM)(Q) a4,0ﬂ4,0K101.19
n=lm=1 n=lm=1
2 2 3 2
4 zzaz no-EhﬂZm E, {;Zm)(a) 223 oﬂzo 114 12 220{3 no-Ehﬂ3m E, 1(;3;')(9) (223 0:830 1112 20 220{4 no-Ehﬂ4 mO-E i;;g)(e) a, 0ﬁ40 11,20
n=lm=1 n=lm=1 n=lm=1
2 2 3 2 4 2
5 Zzaz‘naéh/)’z‘mﬂg Kﬁ‘.;m)(g) a,, oﬂzo 115 13 zza&naghﬂ&mo-g Kl(ilgn)(e) a3, oﬁso 1113 21 zza‘l,no-ghﬂ‘hmo—g Kiln-zn)(e) a,, 0ﬂ40 11,21
n=lm=1 n=lm=1 n=lm=1
2 2 3 2 4 2
6 zzaz,ngghﬁz,mo'gl Kﬂém)(g) 223 oﬂzo 116 14 Zzas,ngghﬁs,mo'gl K{;L{”)(g) 223 oﬂ3o 1114 22 Zzaa,nﬁéhﬂt.mag Kﬂézm)(9) a,, oﬂ40 11,22
n=lm=1 n=lm=1 n=lm=1
2 2 3 2 4 2
7 220‘2 no—EhﬂZ mOE, K;;;m)('g) o, oﬂzo 117 15 220‘3 nO—Ehﬂ3 mOE, K;;Igl)('g) (223 0:830 1115 23 zz AnO_Ehﬂ4 mOE, Kﬂ;?)(ﬁ) a, 0ﬁ40 11,23
n=lm=1 n=lm=1 n=lm=1
2 2 3 2 4 2
8 Zzaz‘naéhﬂz‘mﬂg Kfiém)(ﬁ) a,, oﬂzo 118 16 zza&naghﬂ&mo-g‘v K{g;g“)(e) a3, oﬁso 1116 24 Zz%m"éﬂt.m"g Kﬂ;z‘)(é’) o, 0ﬂ40 11,24
n=lm=1 n=lm=1 n=lm=1
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Tabla A.10 Matriz de rigidez aleatoria y media para cada término de D, (E, y E, aleatorios)

n=lm=1

El
1
i
3
I

1

El
I
[N
3
1

1

. - , , - . , - Matriz de
Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez fiidez
Do aleatoria rigidez media D, aleatoria rigidez media D, _ aleatoria rr?edia
' n 0 ' n 0 ' n
KlZ m (9) K12 m K12 m (9) K12 m KlZ m (9) KO
12,m
0 2 2 o 3 2 0
1 1,0, K.21(0) K50 8 Z Z @10t By O, Kizs™ (0) 000K 126 15 Z Z 3,0t Py O, Kizs' (0) 305, 0K1215
n=lm=1 n=lm=1
2 2 3 2
2 o,,0¢ Ko (9) aJ,OKloz,z 9 Z Z 0%, om0, Kize"(0) az,oﬂz,oKfz,g 16 Z Z 3,0t Py O, or K (0) as,oﬂaoKfz,m
n=lm=1 n=1m=1
2 2 3 2
3 a,,0¢ Kips ) alOKfZ 3 10 Z Z 5 ,0¢, By O, A SC) az,oﬂz,oKfz,m 17 Z Z 3,0¢, Py O, C K17 (0) a3,0ﬂ3.0K102.17
n=lm=1 n=lm=1
2 2 3 2
4 10k, K12,4(0) aloKloz4 11 ZZ 2nO'E,,,B2m EVKSZPIT)(Q) (223 oﬂzo 12,11 18 ZZ BHGEhﬂ3m EVK{;Z?)(a) (223 oﬂso 1218
n=lm=1 n=1m=1
2 2 3 2
5 0410, Kip5(0) aj,oKlozs 12 Zzaz,no-ghﬂlmo-g Ki1z'(0) s, oﬂzo 1212 19 zzaB 2O, Bsm EVKl(gzgn)(e) 253 oﬂ3o 1219
n=lm=1 n=lm=1
2 2 3 2
6 1,0, K12,6(9) alOKfZG 13 ZZO’Z nO-EhﬂZ mIE, Kl(;‘;;”’(e) a,, oﬂzo 12,13 20 ZZO’B nGEhﬁsm EVKI(;;BH)(Q) a;, 0/830 12,20
n=lm=1 n=lm=1
2 2 2 2 3 2
7 Z Z az,no—ghﬂz,mo—g‘, K1(2,+7m) @ a,, oﬂz o 12 7 14 Z Z 2,nO_’E1h ﬂz,mUEZ Kf;,ﬂl) @] (223 oﬂz 0 12 14 21 Z Z 3,no—rE1hﬂ3,mO—gv K1(2+2T) (@] (223 0:33 0 12 21
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Tabla A.11 Matriz de rigidez aleatoria y media para cada término de D,, (E, y E, aleatorios)

, . . : - , . . Matriz de
Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez fiidez
D, ., aleatoria rigidez media D, ., aleatoria rigidez media D, ., aleatoria rr?edia
' n 0 ' n 0 ' n
K22,m (0) K22,m Kzz,m (9) K22,m K22,m (0) KO
22,m
2 2
1 ﬂLlO-EV Ky2.(9) ﬂLOKSZ,l 5 01,0¢ Ky (@) aLngz,s 9 zzazno-gnﬂzmo-g Kize" (0) az,oﬂz,ngz,e
n=lm=1
2 2
2 04,0¢ Ky (9 aLOng,Z 6 a1,0¢, Ko (9) aLngz,s 10 Z Z @10t Py O, Kiao (0) az,oﬂz,ngz,w
n=lm=1
2 2 2 2
3 0110€, Kys3(0) aJ.ngza 7 Zzaz,naéhﬂz,mf’?v K&:"(0) az,oﬂz,ngzj 11 ZZazvno—gnﬂZmo—g K (6) az.oﬂz,ngz,n
n=lm=1 n=1m=1
0 L3 n m e (n+m) 0 0
4 04,0, Kz23(0) Ky a 8 Zzaz,n%h/’z,m%*(zz.a @ A 0Bo0K 228 12 ﬂLIGEV Kz212(6) Bk

1

)
1l
N
3
I
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Tabla A.12 Matriz de rigidez aleatoria y media para cada término de D, , (v, aleatoria)

E
i
N

El
I
i

El
i
i

Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de
Dyyn aleatoria rigidez media Dy aleatoria rigidez media Dy aleatoria rigidez media
K (6) Ko K (6) K K (6) Ko
1 K, 9 3 720l Kiil0) 720K 17 3 K0 VoK S
2 K3, 10 3 720 K0 VoK 18 3 K0 YK e
3 K2, 11 3 a0, Kisa) VoKl 19 3 0 K0 FeoK s
4 3 2 KL (0 7oKl 12 3 KL VoK o 20 i Kiol6) YooK 2o
5 3720 KLsl0) 720K 13 3 K0 VoK s 21 K0 YooK o
6 37200t KL 0 720K 14 7 Kil6) VoK 22 3 4 Kil0) YooK has
7 3 ol KL 0) 720Ky 15 3 7 KL VoK Suss 23 3 Kin(6) YooKl
8 3 210 Ki0) 720K 16 > a0 Kiv0) VoK e 24 > 0r0l Kl 0) YaoK uas
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Tabla A.13 Matriz de rigidez aleatoria y media para cada término de D,, (v, aleatoria)

Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de
Dy aleatoria rigidez media Dys aleatoria rigidez media Dy aleatoria rigidez media
Ky (6) K Ky (0) K Ky (0) K,
1 7102, Kiza0) Nk 8 3 KEal6) 720K 15 3 740 Ks(6) 7oK
2 710, Koo 6) 710KS.2 9 3 KEs(6) 750K 16 3 Ksl) 7oK S
3 70, Kips(0) 710K 10 372,00 Kl6) 7oK 17 . Ko 0) 750K e
4 7110, Kiza(0) oK. 11 S KL 7roKs 18 72 K(6) 7o oKD s
5 710, Kipo6) 710K 12 3 720t KEal0) 7oK 19 3 740 Ks(6) 7ooKDs
6 70 Kizo(0) FKi 13 372,00 K(0) FacK s 20 YrolKia© oK
7 3 1l KL 6) 730KS0 14 3 0 KE(6) F2oKSse 21 3 K a6) FooKS o
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Tabla A.14 Matriz de rigidez aleatoria y media para cada término de D,, (v, aleatoria)

1l
i

n

Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de
D,y aleatoria rigidez media D, aleatoria rigidez media D,y aleatoria rigidez media
' n 0 ' n 0 ' n 0
K22,m (0) K22,m K22,m (0) K22,m K22,m (0) K22,m
2 4
1 - ng,l 5 zyz.no-::mK;z,s(g) 72,0ng,5 9 274,no-c‘mK;2,9(9) 74,0K22,9
n=1 n=1
2 2 4
2 Z}/z,nazm ngz(g) }/Z,OKSZ,Z 6 z}/z.ngah nge(g) 72,0K32,e 10 274,no-:/lh K2"2.10(0) 7/4,0K§2,10
n=1 n=1 n=1
2 4 4
3 Z}/MO'&K;ZB(@) 7’2,0K§2,3 7 274,nO—CWK22,7(‘9) 74,0ng,7 11 274,n0_vnth22,11(9) 74,0K§2,11
n=1 n=1 n=1
2 4
4 Zyz'naf,‘thZ”M(H) 72,0ng,4 8 274,no'vnth;2.8(9) 74,0ng,s 12 =" ng,lz
n=1

217



Tabla A.15 Términos del desarrollo en series geométricas de D, , (4, aleatoria)
D,  Término Di1n Término (D Término Di1n Término
E 3 2
g— E
1 Es 7 Sptwm a3 eghv;‘hvﬁh 19 220
E2 E V2 E4 E3
2 —hy2 8 e 14 8=mvEvi 20 eV
E, E; E:
3 2
251/4 322 E v Er? 6.5
3 = vh 9 E, vh"hh 15 h”hh 21 'SEVthhh
E> E? 2
E; Tho 402 En 2 4
4 4 10 PPE"wm g 3E VwYmo op ph2y8
Ef vh E; E, vhVhh
E? E2 3
E? 16— 1812 =h A8 E
5 ZE“szthh 11 Ot g7 2Eetm a3 1oghv;‘hv§h
3 2 . .
Sn e Sho2,8 E E
6 OSpz'wmm 12 ZE Mmoo 1g e —mEvi 24 1250

E,

E:

E:
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Tabla A.16 Términos del desarrollo en series geométricas de D,, (14, aleatoria)
120 Término D, Término D, Término D, Término
2 3
h 3.4
Vv
1 E, V. 7 Ewgh 13 SE MW 19 20miSu8
Erf 3 2 Er? 5 4 2
2 2g, 8 6ok, 14 ME2NWYmo 20 2w
Ef? 5 3 3
—h E E
3 4 E; Y 9 24Ehv\?hv§h 15 EVenVin 21 1ZEhV\?thZh
E E v,V .
4 hYvhVhh 10 hYvhVnh 16 6— Vv3h V:h
2 2
E 3
En 2 En 3,3 E
5 Ag Memoo11 S TW 17 20
E;
EI‘? 5 4 2
6 1ZEVthhh 12 EnVanVin 18 4_hV\/3th?h
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Tabla A.17 Términos del desarrollo en series geométricas de D,, (14, aleatoria)
D, Término D, Término D, Término D, Término
2E ViV, E?
1 E, 4 ’ 7 12—="vivi 10 -2E VAV
E,
Eﬁ 4 2 2
—h E E
2 2E,vy, 5 Of Tw'm g 8 VV 11 12 EhV‘thZh
2 2
4E_|fv4 2E ViV
3 E, vh 6 9 -E, v 12 2E,vive
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Tabla A.18 Matriz de rigidez aleatoria y media para cada término de D, (v, aleatoria)
Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de
Dy aleatoria rigidez media Dy aleatoria rigidez media Dy aleatoria rigidez media
Kiin (0) Ko K (0) Ky Kiun (0) Ky
1 K, 9 00,00 KL (0 020K 17 304,07, KL 0) 0K
2 K2, 10 04,07, KLa(6) 00K, 18 0,00, Kiol0) 0, 0K,
3 K 11 304,07, K0 0, 0K 19 00,07, Kil0) 0y Ko
4 Ko, 12 3 00,00 KLal6) 00K 21 20 300,64, Kiin(©) 05K
5 0,0, K1 (0) 0,KSse 13 303,00 KLus(0) 030K 21 04,00 K0 050K
6 050, Kino(0) 0K 14 304,07, KLual6) 030K 22 3 0,63, K0 05K
7 0,0, K1 (0) 0K, 15 3 00,0] KLusl6) 0K Sss 23 3 0,4, Kiis(©) 030Kz
8 304,07, Kial0) 0, K3 16 00,07 KLual6) 040K Ssse 24 3 0,4, Kl (0 05K
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Tabla A.19 Matriz de rigidez aleatoria y media para cada término de D

aleatoria)

Matriz de rigidez

Matriz de

Matriz de rigidez

Matriz de

Matriz de rigidez

Matriz de

1

El
1

1

El
1

aleatoria rigidez media aleatoria rigidez media aleatoria rigidez media
0 n 0 n 0
12,m (9) Klz,m Klz,m (0) K12,m Klz,m (0) K12,m

2 5

=T K](_)Z,l za)z,no-:]hh K:[‘Z,S (9) wl,DK](_)Z,B zws,no'&h K:[‘Z,ls (9) Q)S,OK:?ZJS
n=1 n=1
2 5

- K102,2 Z;wz,ngz,hKlnz,g(e) a)LoKfz,g Z;“’s,no'mefz,w(e) a)s,oKfz,m
3 5

- K102,3 Z;a)&ncr:,:m Kiz10(0) 0)3,0Kfz,1o Z;w&na::m Kiz17(0) “’5,0Kfz,17
3 6

v K2, @) wloKsz Zw&noﬁm K1(6) ws,oKloz,u Za)&no‘;‘h Ki21s(6) we,oKfz,m
n=1 n=1

0 : 0 S 0

Kz (@) o, Kizs @400, Ki212(0) 40K 151 Z @500y, Ki15(6) @5 0K15.16
n=1 n=1
4 7

w0, K ) wloKloz,e Z @,,0,, K 15(6) w4,0K102.13 Z @0, K 20(0) “’7,0Kfz,20
n=1 n=1
4 7

o, Kiz7(0) wlOKfZJ Za)MO'SM Kp14(0) w4,0K102,14 Za)mofm Kiz2.(6) w7,0K102v21
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Tabla A.20 Matriz de rigidez aleatoria y media para cada término de D,, (v, aleatoria)

Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de Matriz de rigidez Matriz de
D,y aleatoria rigidez media D, aleatoria rigidez media D, aleatoria rigidez media
' n 0 ' n 0 ' n 0
K22,m (9) K22,m K22,m (9) K22,m K22,m (6) K22,m

6

1 - ng,l 5 w,0, Kys (9 wlngz,s 9 Z%,ntﬂm K229(6) wg K 22,9
n=1
2 7

2 == ng,z 6 sz,no-:f]sznz,e(H) a)z,ngzvs 10 Zw?,na:/‘thEZ,lo(g) a)7,oK22'10
n=1 n=1
2 7

3 T ngﬁ 7 sz,no_cthznzj(e) wZ.OK§2,7 11 Z@,no—rthgz,u(e) w7.ng2,11
n=1 n=1
6 8

4 0,0, Ky, ) wl,OKgZ,A 8 Z @50, K3,6(60) wg oK gz,s 12 Z @0, K312(6) ws,ngz,lz
n=1 n=1
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Anexo A

A.12 Formulacién de la ecuacion equilibrio del MEFEE para v aleatoria con campos aleatorios de
entrada expandidos s6lo con Karhunen-Loéve

La extension de la formulacion del MEFEE al caso is6tropo (v aleatoria, E y v aleatorios) y
anisotropo, se realizo representando cada una de las variables aleatorias & del desarrollo en serie
de Karhunen-Loeve mediante una expansion en caos polinomial, el fin: simplificar el calculo de
esperanzas. Como ejemplo, a continuacion se presenta la formulacién del MEFEE para v aleatoria
con la representacion de campos aleatorios sin expansion de las variables aleatorias .

En el capitulo 3 se establecié que la matriz de rigidez estocéastica K(€) se expresa de la siguiente
forma:

K(0) = a0, Ki(0)+ a,02K2(0) + a,0 K2 (0) + B0, Ki(0) + B,02KZ (0) + B0 K3 (6) (A.93)

donde: « y el subindice 1 de K(#) corresponden a los coeficientes del desarrollo en series
geométricas de 2x, £y el subindice 2 de K(#) corresponden a los de la serie de A.

Las matrices de rigidez deterministas son:

e Matriz de rigidez media:
Ko =[BT (@D, + 4,D,)B (A.94)
e Matriz de rigidez de pesos
Ky =[ BT (X)DBdg;  B(X)=[n,0,(X)

; (A.95)
K,, =] B"b,(X)D,Bd,

Teniendo en cuenta que la matriz de rigidez estocastica en términos del desarrollo en serie de
Karhunen-Loéve se expresa como:

M
K(0)=D K&(0) (A.96)
i=1
La potencias de K(6’)n de (A.93) se escriben como:

K?(0)= jQ Bb(X,0)’D,BdQ = i K;ié, (e)i b, (X)&, (9); j=1,2
y (a.97)
K7 (0)= .[g B"b(X,0)"D;BdQ = Z K8, (9)2 b,, (X)&, (G)Zbi3 (X)&,(0) =12

Por sencillez, se considera que: &60)=¢ y b(X)=b. La matriz de rigidez estocastica K(8) se
escribe como:
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Anexo A

=0, Z Kll §| T a0 22 Kl'l z b'z §'1§i2 t a0 ; z Kl'1 Z b'z z i3 fi1§i2 §i3
=1 =1 i,=1 i=1 ir=1 iz=1 (A98)

+ﬂ1 ZK2|§| +ﬂ2 2ZK2|1zb|2§|1é:i2+ﬂ3 3ZK2|1Zb|ZZ i3§i1§i2§i3

i=1 =1 i,=1 =1 i,=1 iz=1

Ecuacién de equilibrio estocéstica

Sustituyendo la expansion de la matriz de rigidez K(€) (A.98) y la expansion de los
desplazamientos U(#) (3.21) en (3.24), y minimizando el error por truncamiento, la ecuacion de
equilibrio estocastica es:

M
kI =a,0, ZK:U ikl +a20- ZK:U Zb|2d|1|2kl +a3 3ZK1,I Z Z |1|2|3kl

ip=1 ip=1 ir=1 ip=1 ir=1 i3=1
M
ﬂlo-lzKZ |1C ikl +ﬁ2 ZK2|1zb|2d|l|2kl +ﬁ3 3ZK2| Z Z |1|2|3kl (A99)
i=1 ir=1 ip=1 ir=1 =1
P-1
KU, =F
k=0
con:
=E{§ V. ¥}
||2k| E{§ 5 \P k4 } (A.lOO)

€0 = E16,5,5, Vi ¥}
Los coeficientes anteriores se pueden calcular de acuerdo con (A.30, A.33 y A.34).
La ecuacion de equilibrio estocéastica (A.99), establece un sistema de ecuaciones de N-P x N-P.
A.13 Desarrollo de expresiones para el calculo de esfuerzos aleatorios

Como ejemplo, la deduccion de los esfuerzos aleatorios se explica para E, aleatorio, para los
demds campos aleatorios la metodologia es la misma, lo que cambia es la matriz de elasticidad.

La matriz de elasticidad para E, es aleatorio, se expresa como:

Dy, (X,0) =Dy, + (ﬂz,o + ,.0¢, be, + ﬂz,zo'év bé ) 112 (ﬂso + f3.0e, b, + Bs20¢, : be )D113
D,,(X,0)=D,,, + (182,0 + ﬂz,lGEv bEV + ﬂz,zo-év bév ) Dy, + (ﬂs,o + ﬂ3,lGEV bEV + ﬂ3,20-Ev E, ) D.,s

L, (A.101)
D,,(X,0) = (IHJ,O + ﬂLlo'Ev bE )D221 +D,,, + (:Hz,o + ﬂ2,lo-Ev bEV + ﬁz,zo'Ev bEV )D223
Dys (X,0) = (@, + @05, b, ) Dasy
De acuerdo con (3.135) la matriz de elasticidad D(X,#) es:
D(X,0) =D,,(X,0)+D,,(X,0) +D,,(X,0) + Dy (X,6) (A.102)
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Tomando en cuenta el desarrollo de potencias de campos aleatorios expresado en A.62 a A.69, el

producto de campos aleatorios by ,...,b3 se puede expresar de forma simplificada como:

M P-1 M Pl P-1
b(X,H)zaz 77i(/7iZCij\Pj zo-zbi Cijq}j =ZA11‘P1
i j i=1 j=0 j=0
J1 p-1 J P-1
b(x 0) _Zbll(x)zchhzblz(x) Z Cj1jsz1leA1 = AJZl{’J
ip=1 JA1:0 i=0
. nM P-1|n n p-1|(-) n 1:’-1n
b(x’g) =0 Z H b (X)z Hch)lb Z J1JZJA Z HCjA(b,z)jbjA(b,l)\PJ‘A(nfl) = ‘ AJ \PJ
ia=1|a=1 b=1 ja=0]a=1 b=1 in =0 jana=0| a=2 b=3 i=0

Los esfuerzos aleatorios se expresan:
o(X,0)=D(X,0)e(X,0)
Con (ver 3.250 y 3.251):
pP-1
&(X,0) =Y &(X)¥,
j=0
Considerando (A.101) y (A.103) la matriz de elasticidad D(X,#) se expresa como:
P-1 L ) P-1 )
D,(X,8)=D,, + [:32,0 + ﬂz,lo-EV ZAk\Pk + ﬂZ,ZO-EV ZAk\Pk J Dy, +
P-1
(ﬂao"‘ﬂuO_E ZAK‘P +ﬁ320VZAk j 113
k=0
D,(X,0)=D,,, + (ﬂz,o + ﬂZ,laEv ZA:T + 5, ZO-E ZAklP j oo T
k=0
S 1 2 S 2
(183,0 + ﬂs,lO-Ev Z AklPk + ﬂ3,ZO-EV z Ak lI]k J D123
k=0 k=0
P-1 L
D,,(X,0)= (ﬂlo + B0, zAklP JD221 + Dy +
k=0
P-1 L 2
(ﬂz,o + ﬂz,lo-EV Z AY, + 5, ZO-E ZA ) 223
k=0

P-1
D, (X,H) = [a)o + 0,0, ZAl‘I’k J D,
k=0

Sustituyendo A.105 y A.106 en A.104, los esfuerzos aleatorios se expresan como:

(A.103)

(A.104)

(A.105)

(A.106)
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o(X,0)=

P-1 p-1
Dy, + (ﬂz,o + :82,1O-Ev Z AELPk + ﬂz,zaév ZAKZIPk J Dyy, +
k=0 k=0
SV 2
(ﬂs,o + ﬂs,lo'Ev Z AY, + ﬂs,zo' Ak ¥y j Dyys +
p-1
Dppy + (ﬂzo + ﬂ21O-E ZAkIP + ﬂzzg E,
k=0
Bap + ﬂ3lo-E Z Ak\P + ﬂszGE zAkzlPk]Dlzs
Po + ﬂl,lo-Ev Z Ai\{Jk j D,, + Dy, +

ﬁZ,OJ’_ﬂZ,l ZAk\P +/Bzz‘7 zAklP j 203 t

@y + W0, ZAk\P j 331

Considerando el producto de dos polinomios (A.40) se tiene que:

o(X,0)=

Diyy (ﬂzo +ﬂ21O-E ZAkkoI ‘*‘ﬂzzaa ZAkdkjlj e T
(ﬂs,o + ﬂS,laEv ZA&dkjl +ps ZO-E ZAkdkjllem +
Diy (ﬂzo +18210'5 ZAkkoI +ﬂ220-E ZAkzdkulezz +
EN
Bso +lb)31‘75 zAkdkjl + B5.,0¢ VZAkdk JD123 +
k=0
Bro + ﬂno_a zAidkjl ] D,y + D,y +

ﬂzo +18210E ZAdeﬂ +ﬂ220-E ZAkdkjlj 223 t

b T @0, ZAkkoI] 331

Teniendo que los esfuerzos aleatorios finalmente se expresan como:

O'(X,G)zpz_io]‘}‘

AKZIPk j D122 +

Anexo A

(A.107)

(A.108)

(A.109)

La esperanza de los desplazamientos corresponde al primer término (I=0) de la expansion anterior,

teniendo que:
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E {G} ~ Dlll + ﬂ2,0D112 + ﬂ3,0D113 +
D121 + ﬂZ 0122 + ﬂS,ODlZS +
ﬂl.ODZZZL + D222 + ﬂ2,0D223 +

@,Dazy

La varianza de los esfuerzos es:

Con:

Var(o) ~ Y E{¥}}of

ERE] RS
Boroe 2 AQDE (X)dkﬂ + 5,208, D A& (X)dkjl Dy, +
k=0  j=0 k=0 j-o0
SR ERE
ﬂ3lo-Evakng(x)dkjl+ﬂ320- ZAKZSJ(X)dkﬂ Dyys +
k=0 j=0 k=0 j=0
P P SRS
P10 ZAngJ(X)dkn"‘ﬂzzo' zAkng(x)dku Dyp, +
k=0 j=0 k=0 j=0
ERE , Rt R
ﬁBlO-EV ZAk & (X)dkn + ﬁ3,ZO-EV A € (X)dku lezs +
K=0 j=0 k=0 j=0
1 P
B10¢ A ‘91 (X)dkjlj 221
k=0 j=
P-1 1P -1 ) P-1 2P -1
D10, zAkng (X)dku + [,,0¢, ZAK Ly (X)dkle 203 T
K=o  j-0 K0  j=0
1
wo—eth‘izgl X)dkjlj 331
K=0 ] =0

(A.110)

(A.111)

(A.112)
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