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Resumen

La habilidad para controlar la propagación de ondas es de mucho interés en varias áreas de
la física. Se han propuesto la construcción de materiales que exhiben increíbles propiedades
(índice de refracción negativo, invisibilidad, velocidad de grupo negativa o efecto Doppler
inverso), que no son observables en un medio común, conocidos como �Metamateriales� los
cuales han mostrado un gran potencial en muchas disciplinas de la ciencia y la tecnología.
De hecho, el interés de estos materiales se debe a la capacidad de manipulación de la luz así
como de ondas elásticas que no están disponibles en la naturaleza. Dispositivos importantes
debido a su característica son las guías de ondas electromagnéticas/elásticas ya que son muy
adecuadas para transmitir señales debido a sus pocas pérdidas energéticas debidas al proceso
de propagación. Una guía de ondas es una estructura física la cual actúa como un contenedor
que con�na las ondas electromagnéticas/elásticas en un espacio cerrado para propagarlas por
medio de re�exiones en sus paredes internas que son consideradas perfectamente conductoras
o dieléctricas. En este trabajo proponemos una guía de ondas elásticas, que en su interior
hay una placa delgada de diferente material al empleado en la guía, con propiedades elásticas
(módulo de Young, densidad y coe�ciente de Poisson) radicalmente distintas, la intención de
esto es cambiar el per�l de las ondas transversales oscilantes a evanescentes con el objetivo de
comprobar que la guía puede transmitir cualquier onda elástica que incida sobre ésta con una
longitud de onda superior al ancho de la guía. Los resultados de este estudio muestran que la
guía de ondas propuesta se comporta como una absorbente acústico pasa altos ya que puede
propagar cualquier longitud de onda relacionada a ondas longitudinales largas. Además, existe
un intervalo de frecuencias en donde la energía (velocidad de grupo transversal) se transmitiría
en dirección opuesta a la velocidad de fase en la guía de ondas elásticas. A esta propiedad
se le conoce como velocidad de grupo negativa. Por lo tanto, la guía de ondas elásticas tiene
el comportamiento de un metamaterial elástico y sus aplicaciones son en �ltros mecánicos,
aislantes de sonido y vibración, recolectores de energía elástica, por mencionar algunos.
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Introducción

Un medio continuo (según George Gabriel Stokes) es un cuerpo material macroscópico
cuyas propiedades físicas están bien de�nidas en cada uno de los puntos materiales
que lo constituyen[1], entonces podemos considerar a cualquier objeto material como un
medio continuo teniendo en cuenta ciertos aspectos. Estos medios continuos pueden sufrir
transformaciones como resultado de la acción de agentes físicos por lo que éstos también
son llamados cuerpos deformables. Entonces se ha clasi�cado a estos cuerpos en sólidos y
�uidos, donde podemos citar algunos acciones que suceden en tales cuerpos como la transmisión
del sonido en el aire, la propagación de ondas en un estanque de agua, la transmisión de
movimientos sísmicos en la tierra o la transmisión de ondas de radio. Dentro de la clase
de los sólidos, se encuentran todos aquellos cuerpos deformables que exhiben la tendencia a
recobrar espontáneamente su forma original una vez que ha cesado la causa que provocó su
deformación[1], conocidos como sólidos elásticos. Cabe entonces preguntarse ¾qué es lo que nos
interesa de sólidos elásticos? Son el tipo más simple de un sólido deformable que existe y como
tal es posible que pueda transmitir y propagar estímulos, es decir, la energía puede viajar por
este material y transmitirse a distancia.

La deformación de un cuerpo puede ser descrita a través del vector u llamado vector de
dezplamiento, donde nos representa el cambio en la dirección, sentido y magnitud de cada
punto del material al ser sometido a la accion agentes físicos.

Si se consideran pequeñas a todas las deformaciones de un sólido elástico entonces los
movimientos tomados en cuenta en la teoría de la elasticidad son pequeñas oscilaciones elásticas
u ondas elásticas (éstas deforman al medio en cual viajan). Esencialmente una onda elástica
se puede entender como dos ondas propagándose independientemente, donde a una se le llama
onda longitudinal porque se desplaza en la dirección de propagación y a la otra se le conoce
como onda transversal, cada una con distinta velocidad[2].

Lo que nos interesa estudiar son aquellos medios que presentan características peculiares.
Se han propuesto la construcción de materiales que exhiben increíbles propiedades
electromagnéticas, ópticas y mecánicas que no son observables en un medio común pero que
son útiles para el diseño de dispositivos, conocidos como �Metamateriales�. En recientes años,
los metamateriales han mostrado un gran potencial en muchas disciplinas de la ciencia y la
tecnología. De hecho, el interés de estos materiales se debe a la capacidad de manipulación de
la luz así como de ondas sonoras que no están disponibles en la naturaleza. En los metamateriales
las ondas electromagnéticas se propagan de manera antiparalela al vector de Poynting, dando
origen a muchos fenómenos peculiares[3], tales como refracción negativa[4, 5, 6], un efecto
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Doppler inverso[7, 8, 9, 10], superlentes[11, 12], barreras antisísmicas[13], etc. Las superlentes
se usarían para diseñar microscopios de alta resolución que permitan observar hasta cadenas
de ADN. De hecho, ya se han fabricado las primeras superlentes con una resolución de 40
nanómetros, mejorando notablemente las imágenes de las lentes convencionales[14]. Algo más
que asemeja a la ciencia �cción en el caso de la aplicación de metamateriales es el fenómeno
de invisibilidad[14], esto pasa debido a que el índice de refracción del material resulta que
es negativo y ha sido empleado sobretodo en la industria armamentista. Los metamateriales
acústicos/elásticos[15] ofrecen una gran cantidad de aplicaciones, como por ejemplo �ltros
mecánicos, aislantes de sonido y vibración[16], guia de ondas[17] y recolectores de energía,
por mencionar algunos.

Dentro de estos ejemplos se han realizado una gran cantidad de estudios de materiales
enfocados a la absorción de ondas acústicas debido a la formación de estructuras, como por
ejemplo se han empleado estructuras híbridas los cuales están hechas de membranas resonantes
(DMRs, por sus siglas en inglés) formando dispositivos que con la incidencia de un frente de
onda es posible la absorción y transformación a energía eléctrica de éstas[18]. El estudio de este
tipo de membranas se han elaborado detalladamente en[18, 19, 20]. En estos estudios, donde
emplean a las distintas membranas, están enfocados en modi�car la impedancia acústica del
medio haciendo que sirva como ente de absorción de las señales. La impedancia está de�nida
como la razón entre la presión e�caz promediada sobre la super�cie y la velocidad de volumen
efectiva a través de dicha super�cie[21] y es útil para describir la respuesta de silenciadores
de automóviles, los conductos de aire acondicionado y los elementos pasivos de instrumentos
de viento[22], entre otros dispositivos. Pero modi�car el comportamiento de la impedancia
acústica no es tan sencillo como se podría uno imaginar, las complicaciones surgen al tratar de
medir ésta debido a la aparición de resonancias y/o singularidades, es importante mencionar las
distintas técnicas de medición para la impedancia tales como montajes utilizando una presión
y un transductor de velocidad de volumen o montajes usando dos transductores de presión o
empleando varios transductores[21]. Y todavía más, volviendo al ejemplo de la investigación
realizada a través de membranas se puede obtener resonancias híbridas lo cual se logra con una
celda unitaria formada de un DMR, de una super�cie re�ectante y una capa sellada delgada
de gas (hexa�uoruro de azufre, SF6). El gas y la super�cie re�ectante añaden impedancia
extra a la DMR cambiando así su condición de resonancia[18]. La fabricación de estructuras
a partir de DMRs con resonancias híbridas permitiría transformar energía acústica a energía
eléctrica[23, 24] o absorción total a frecuencias múltiples[25], entre otras.

En la sociedad varios problemas surgen por la contaminación sonora con la que lidiamos
cada día. El ruido no tiene que ser excesivamente alto para afectar lugares de trabajo,
escuelas, calles o en casas, puede interactuar con otros factores e incrementar los riesgos en
la salud. Hay materiales que sirven como atenuadores del sonido, el más sencillo de éstos es el
recubrimiento de las paredes por un material absorbente de un conducto. Entre los materiales
absorbentes encontramos lana de vidrio o de mineral, espuma de resena de melamina o espuma
de poliuterano, etc. He aquí un problema para mostrar las aplicaciones de los metamateriales
acústicos, cientí�cos de la Universidad de Ciencia y Tecnología de Hong Kong desarrollaron
paneles, hechos de celdas en donde cada una tiene una membrana elástica sujeta con un plástico
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relativamente rígido, que atenúan el sonido en el intervalo de frecuencias 50-1000 Hz[26].
Otros estudios realizados no sólo se basan en estructuras ideales, cientí�cos del Instituto de

Tecnología de Pekin han propuesto metamateriales elásticos anisótropos, en particular de uno
hecho de núcleos cilíndricos pesados revestidos con una capa elíptica de caucho incluidos en
una matriz, enfatizando que mediante la modi�cación geométrica de la estructura es posible
ajustar la anisotropía de las propiedades elásticas del dispositivo, en este caso de la densidad
de masa[27].

Existen otras investigaciones donde se utilizan los metamateriales acústicos para conseguir
características especí�cas, como por ejemplo la utilización de metamateriales elásticos
activos (AEM, por sus siglas en inglés) ya que estos pueden superar limitaciones de otros
metamateriales. El Dr. Simon Pope, de la Universidad de She�eld, ha trabajado con
metamateriales de este tipo, donde muestra con la ayuda de AEMs tener un dispositivo que tiene
una respuesta estable con una banda de frecuencia negativa doble[28]. Se dice doble negativa
porque los parámetros de densidad de masa y el módulo de elasticidad tiene valores negativos
por lo que una onda transmitiría energía (con una velocidad de grupo) en la dirección opuesta a
su velocidad de fase. En términos generales, esto signi�ca que el pico de los pulsos se propagan
hacia atrás, es decir, que en lugar de ir sumando fase, tiene una disminución de ésta. Sin
embargo, el principal obstáculo que se interpone en el desarrollo de los metamateriales no es de
índole teórica, sino práctica: como se ha comentado anteriormente, en la actualidad no existen
las técnicas de fabricación adecuadas para la síntesis de metamateriales con las características
requeridas para determinadas aplicaciones.

Con los diferentes trabajos mencionados anteriormente nos llevaron a pensar en cómo sería
posible obtener un medio el cual cumpla con las características de un metamaterial pero sin
tener que involucrar la impedancia acústica, estructuras o procesos de fabricación complejos,
¾habría la posibilidad de tener un sistema más sencillo para el cual su análisis sea más fácil
de desarrollar?. Partiendo de la idea de un cambio en la fase de un medio, en este sentido dos
distintos componentes, puede generar a un metamaterial[29, 30, 31].

Un material importante debido a su característica son las guías de ondas
electromagnéticas/elásticas ya que son muy adecuadas para transmitir señales debido a su
pocas pérdidas y generalmente son de sección transversal rectangular, circular o elíptica, además
de que operan en un rango de frecuencia mayor a 1Ghz (microondas) en donde otro tipo de
medios conductores (cables paralelos y coaxiales) se vuelven inoperables. El sistema actúa como
un contenedor que conduce las ondas en un espacio cerrado, los campos electromagnéticos se
propagan a través de la guía de onda por medio de re�exiones en sus paredes internas, que
son consideradas perfectamente conductoras[32]. También se realizan distintos dispositivos en
guías de onda, como acopladores direccionales, �ltros, circuladores, transmisores y receptores
de ondas de radio y otros. Actualmente, son especialmente importantes las guías de ondas
dieléctricas trabajando a frecuencias de la luz visible e infrarroja, habitualmente llamadas �bra
óptica, utiles para transportar información de banda ancha, sustituyendo a los cables coaxiales
y enlaces de microondas en las redes telefónicas y, en general, las redes de datos.

En este trabajo proponemos una guía de ondas elásticas, que en su interior hay una placa
delgada de otro material, con propiedades elásticas (módulo de Young, densidad y coe�ciente



INTRODUCCIÓN viii

de Poisson) radicalmente distintas, con el próposito de cambiar el per�l espacial de las ondas
transversales de oscilatoria a exponencial decayente pero con la propiedad, aún con esta
característica, de que se pueden propagar ondas elásticas de una longitud de onda mayor
comparada con la anchura de la guía y presentar propiedades de un metamaterial como la
de tener una velocidad de grupo con valor �negativo�[33, 34, 35, 36]. Para el estudio de dicho
fenómeno el trabajo se estructura de la siguiente manera:

En el primer capítulo se presenta la base teórica necesaria para estudiar a un medio continuo.
En la primera parte del capítulo haremos una revisión de la física y de las matemáticas de la
teoría la elasticidad que tienen como objetivo llegar a la expresión del tensor de deformación.
Por otro lado, en el segundo se abordará el tema relativo a la propagación de ondas elásticas a
través de un medio deformable con el enfoque realizado por el Dr. Raymond D. Mindlin debido
a su análisis de la re�exión de pares de ondas[37]. En el tercer capítulo, en la primera mitad
se desarrolla las condiciones de frontera para la guía de ondas elástica que hemos propuesto
y, tomando en consideración el desarrollo hecho por R. D. Mindlin, se obtuvieron para medios
arbitrarios las relaciones de dispersión para las ondas elásticas (longitudinal y transversal,
respectivamente) que se propagan en este sistema propuesto. Con ello se muestra que existe
un intervalo de frecuencias para el que el vector de energía (velocidad de grupo transversal) es
negativo, es decir, que se propaga de manera antiparalela al vector de fase en la guía de ondas
elásticas. En la última sección del capítulo presentamos las velocidades de fase y grupo para
las ondas longitudinales y transversales, respectivamente, junto con las grá�cas que se obtienen
al introducir valores del módulo de Young, densidad y constante de Poisson del hierro (Acero)
y del policloruro de vinilo (PVC). Finalmente, en el capítulo de conclusiones se enlistan los
puntos relevantes de esta tesis, asi como algunas re�exiones y posibles extensiones del trabajo
presentado. En particular, los resultados de nuestro estudio nos permite proponer guías de
ondas acústicos con propiedades análogas a las guías de metamateriales a partir de guía de
ondas elásticas con técnica de fabricación menos complejas. Cabe señalar que el desarrollo de la
investigación fue basada en analogía con varios capitulos de los libros [2, 37] porque su estudio
abarca la mayoría del fenómeno de los medios deformables elásticos y de la propagación de
ondas elásticas.



Capítulo 1

Medios elásticos

1.1. Teoría de elasticidad

Un cuerpo deformable ordinario puede estar bajo la acción de fuerzas externas (ej.
gravitacional, inercial, eléctrica o magnética) y debido a éstas surgen esfuerzos dentro del
cuerpo. Si las fuerzas externas que producen la deformación no excede un cierto límite, la
deformación desaparece con la eliminación de las fuerzas[38]. Por lo cual el cuerpo regresa a su
tamaño y forma original después de que las fuerzas han dejado de actuar[39], está propiedad
es conocida como elasticidad.

Antes de iniciar el estudio de las deformaciones de un cuerpo deformable supondremos por
simplicidad que éste es un medio continuo, homogéneo e isótropo. Entonces podemos describir
la deformación del cuerpo a través de la siguiente manera, tenemos que las partículas del cuerpo
pasan de un primer estado (equilibrio) a un segundo estado por un desplazamiento, donde el
segundo estado es descrito como un �estado deformado�[39], entonces la posición de cada punto
del cuerpo está de�nido por el vector r(x1, x2, x3) (con x1 = x, x2 = y, x3 = z) y cuando hay
deformación el vector es r′(x′1, x

′
2, x
′
3), por lo tanto la distancia que se desplazo un punto del

cuerpo está dada por la siguiente relación

u= r′ − r, (1.1)

donde el vector u es llamado vector de desplazamiento (véase Fig. 1.1). Como vemos el vector
de desplazamiento está dado en función de las coordenadas xi por lo que la deformación del
cuerpo es completamente determinada. Cada punto de este material desplazado lo expresamos
de la siguiente manera

x′i = xi + ui, (1.2)

para simpli�car la notación usamos el lenguaje de los índices con i = 1, 2, 3. Si consideramos
dos puntos muy cercanos en el cuerpo tenemos que el radio vector que los une es dxi, por lo
que el radio vector es de la forma

dx′i = dxi + dui(x1, x2, x3), (1.3)

1



CAPÍTULO 1. MEDIOS ELÁSTICOS 2

Figura 1.1: Al tomar en cuenta un punto del cuerpo éste cambia su posición debido a la aplicación de fuerzas

externas.

o bien, aplicando la regla de la cadena llegamos a la expresión

dx′i =
∣∣∣δki + ∂ui

∂xk

∣∣∣ dxk, (1.4)

los elementos dentro del valor absoluto implican el jacobiano de la transformación, la delta
de Kronecker δki y la derivada parcial del vector de desplazamiento la cual representa los
gradientes de éste donde son considerados pequeños comparados con la identidad, además de
poder representarlo como

∂x′i
∂xk
≡ δki + ∂ui

∂xk
; i, k = 1, 2, 3. (1.5)

La distancia entre los puntos antes de la deformación se calcula mediante el teorema de
Pitágoras dl2 = δijdxidxj, si el medio es sometido a fuerzas externas las distancias se ven
afectadas y dicho cambio es representado como

dl′2 = δkldx′kdx
′
l, (1.6)

entonces si sustituimos la Ec.(1.4), la cual nos permite unir las diferenciales iniciales con las
nuevas, en la Ec.(1.6) y con la agrupación de algunos términos obtenemos

dl′2 = dl2 +
(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
dxidxj + δkl ∂uk

∂xi

∂ul
∂xj
dxidxj, (1.7)

como vemos la expresión para la distancia entre dos puntos para un cuerpo deformado implica
tres términos donde el primero representa la distancia antes de la deformación, el segundo se
muestra como la parte simétrica de los gradientes del vector de desplazamientos y el último
es un término de segundo grado en los gradientes que puede ser despreciado puesto que estos
mismos son aún más pequeños que los términos lineales[1], por lo tanto la relación lineal de la
distancia en el cuerpo deformado es

dl′2 = dl2 + 2uijdxidxj, (1.8)

uij = 1
2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
, (1.9)

donde uij es conocido como el tensor de deformación el cual es simetrico por construcción.
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Figura 1.2: Una hipótesis importante para poder obtener una buena aproximación a un resultado con�able

dentro del análisis de la deformación de medios es que éstos conservan sus propiedades físicas aún a escalas

microscópicas.

1.1.1. Componentes del tensor de deformación

Veamos lo que signi�ca la Ec.(1.9), el tensor de deformación es simétrico uij = uji y
como cualquier tensor simétrico y real éste puede ser diagonalizado. Esto quiere decir que,
para cualquier punto dado, podemos escoger los ejes coordenados de tal manera que solo
los componentes de la diagonal u11, u22 y u33 del tensor uij sean distintos de cero[2]. Los
desplazamientos pequeños de partículas de un cuerpo deformado serán resueltos a partir de las
componentes u, v y w paralelos a los ejes coordenados x, y y z[38]. Sea un medio deformable
(Fig. 1.2) del cual consideraremos un elemento diferencial dxdydz. Tenemos que las componentes
u, v y w representan el desplazamiento que sufre el punto P y además el desplazamiento de un
punto A sobre el eje x está dado por

u+ ∂u
∂x
dx (1.10)

donde el aumento del elemento PA al ser alterado por la deformación es ∂u/∂x, para los
casos en las direcciones y y z tenemos las derivadas ∂u/∂y y ∂u/∂z, respectivamente. Ahora
consideremos que los puntos P , A y B se movieron en un cierto ángulo (Fig. 1.3), donde
tomamos a u y v como los del punto P en las direcciones x y y. Además, el desplazamiento del
punto A en la dirección x y del punto B en la dirección y están dados por u + (∂u/∂y)dy y
v+(∂v/∂x)dx, respectivamente, donde los términos ∂u/∂y y ∂v/∂x representan el cambio en el
ángulo de los puntos con respecto a la posición original. Estos son conocidos como los esfuerzos
cortantes entre los planos xz y yz, de la misma manera podemos determinar los deformaciones
cortantes para los demás planos.

Ahora bien, la Ec.(1.8) es posible expresarla de otra forma haciendo uso del teorema de
Pitágoras (sección 1.1)

dl′2 =
(
δij + 2uij

)
dxidxj, (1.11)

si sustituimos los valores de i, j = 1, 2, 3 en el expresión anterior llegamos a

dl′2 = (1 + 2uxx) dx
2
1 + (1 + 2uyy) dx

2
2 + (1 + 2uzz) dx

2
3. (1.12)
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Figura 1.3: Desplazamiento de los segmento PA y PB al aplicar una fuerza

En la Ec.(1.12) tenemos la suma de tres términos independientes, esto signi�ca que la
deformación en cualquier elemento de volumen puede ser considerada como deformaciones
independientes en las direcciones perpendiculares, en este caso son los ejes principales del tensor
de deformación[2]. Para entender mejor esto, tomemos un elemento diferencial de volumen dV
de un cuerpo por lo que al deformar éste último tenemos que la nueva diferencial de volumen
es dV ′, la cual ésta vinculada con la diferencial original de la forma

dV ′ = JdV, (1.13)

donde J representa el jacobiano de la transformación, dado por1 J = 1
3!
δijkabc

∂x′a
∂xi

∂x′b
∂xj

∂x′c
∂xk

, si
sustituimos la Ec.(1.5), en la relación anterior la cual nos describe la deformación de un medio,
entonces después de contraer los índices repetidos involucrados y de eliminar los terminos de
orden superior al lineal se obtiene a primer orden

J = 1 + 1
3

(
∂ua
∂xa

+ ∂ub
∂xb

+ ∂uc
∂xc

)
= 1 + ∂ui

∂xi
. (1.14)

Observemos la Ec.(1.14), de ésta se in�ere que el término ∂ui/∂xi es la suma de los valores
principales del tensor de deformación cuando i = 1, 2, 3, tal expresión es conocida como �traza�.
Regresando a la Ec.(1.13), si sustituimos el valor del jacobiano encontrado (Ec.(1.14)) tenemos
que el elemento diferencial de volumen, después de la deformación, cambia de acuerdo

Tr(u) = uii = ∂ui
∂xi

= dV ′−dV
dV

. (1.15)

Por lo tanto, los cambios en el tamaño de un medio continuo pueden ser calculados por
medio de la traza del tensor de deformación uii y las modi�caciones de las formas de dicho
medio son conocidas por medio de las componentes restantes.

1Esta formula representa el determinante de cualquier matriz cuadrada de N×N , en un espacio de dimensión
N [1].
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Figura 1.4: Porción de volumen de un cuerpo continuo sobre él actúa una fuerza, representada en las

componentes del tensor de esfuerzos.

1.1.2. Tensor de esfuerzos

Cuando un cuerpo en equilibrio mecánico es sometido a fuerzas externas aparecen en su
interior fuerzas internas que tienden a llevar al cuerpo a su estado de equilibrio. Estas fuerzas
son llamadas esfuerzos internos, las cuales están relacionadas con las fuerzas de interacción
entre las moléculas. La respuesta de un cuerpo a fuerzas externas es más sencillo estudiarla en
dos categorías de fuerzas, fuerzas volumétricas y fuerzas de super�cie. Las fuerzas volumétricas
están asociadas a la masa del cuerpo y las fuerzas de super�cie son el resultado del contacto
físico entre dos cuerpos. Consideremos una fuerza aplicada a una porción de un cuerpo en
tres dimensiones como se muestra en la Fig.(1.4), por lo que podemos suponer que tenemos
las seis caras del cubo para de�nir las componentes del tensor de esfuerzos debido a la fuerza
transmitida, entonces tenemos una matriz de 3× 3 de la siguiente forma

σik =

 σxx τxy τxz
τyx σyy τyz
τzx τzy σzz

 , (1.16)

σik es conocido como el tensor de esfuerzos, los esfuerzos cortantes son denotados por el símbolo
τ y los elementos de la diagonal σ son los esfuerzos normales al plano sobre el cual actúan.

Lo importante es encontrar los valores del tensor de esfuerzos en cada punto del cuerpo,
tengamos en cuenta que los esfuerzos varían dependiendo del punto de un cuerpo que se esté
analizando, pero consideremos el esfuerzo, distribuido de manera uniforme, en el centro de un
elemento de volumen del cuerpo deformado (Fig. 1.5), representado como un vector aplicado
al centro de cada cara de un elemento de volumen. Como solo usaremos las coordenadas x
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Figura 1.5: En esta imagen tenemos la cara de un elemento de cierto cuerpo que nos servirá para determinar

las ecuaciones de equilibrio.

y y tenemos que suponer las siguientes condiciones: las componentes del tensor de esfuerzos
correspondientes a la coordenada z son cero, las variables σx, σy, σxy = τxy y σyx = τyx son
independientes de z, así como las fuerzas Fx y Fy. A estas condiciones se le conoce como plano
de esfuerzos (Fig. 1.5). Debido a que el esfuerzo es uniforme en la cara del elemento entonces
podemos decir que la suma de las fuerzas en el dirección x es igual a cero, entonces tenemos

∂σxx
∂x

+ ∂τyx
∂y

+ Fx = 0. (1.17)

De igual manera podemos encontrar la relación anterior para la dirección y o z según sea
el caso. Es posible hacer una generalización de éstas ecuaciones considerando la parte de la
coordenada z, por lo tanto la ecuación es

∂σik
∂xi

+ Fk = 0, (1.18)

Esta ecuación (1.18), es conocida como la ecuación de equilibrio de un cuerpo las cuales nos
permiten entender la variación de los esfuerzos de un punto a otro.

A continuación haremos un análisis parecido pero ahora partiendo de una porción del cuerpo.
Consideremos un volumen �nito, dV , de un medio continuo el cual está delimitado por una
super�cie cerrada, entonces las fuerzas aplicadas sobre éste las denotaremos como el vector
de campo Fk, debemos tener en cuenta el esfuerzo sobre la super�cie Γ de la porción el cual
empleamos el siguiente término σιik, donde ι representa un vector normal unitario hacia afuera
de la super�cie. Si la porción está en equilibrio entonces la suma de las fuerzas debe ser igual
a cero, o bien ˆ

V

FkdV +

ˆ
Γ

σik · ιidΓ = 0. (1.19)

donde ιi es el vector normal a la super�cie de área dΓ.
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La Ec.(1.19) todavía podemos expresarla de diferente forma si al segundo término de la
expresión le aplicamos el Teorema de Gauss[40], donde se transforman ambos términos en
integrales de volumen que podemos juntar de un lado de la igualdad. Por tanto para que la
integral de volumen resultante sea nula para cualquier volumen de control se debe cumplir que
su integrando sea cero también, entonces llegamos a la ecuación de equilibrio de un cuerpo,
Ec.(1.18), para un volumen �nito. Si consideramos los momentos sobre la porción de cuerpo
limitada por una super�cie entonces tenemos el momento está de�nido por M = F × r, donde
r representa las coordenadas del punto donde se aplica la fuerza, por lo que el momento sobre
la porción es la suma de los momentos generado por Fk así como el generado por los esfuerzos
de super�cie, entonces

Mi =

ˆ
V

εijkxjFkdV +

ˆ
Γ

εijkxjσ
ι
lkdΓ = 0, (1.20)

donde εijk es la densidad tensorial de Levi-Civita2, de esta manera el producto escalar lo
pusimos en su representación indicial[40]. Con la ayuda del teorema de Gauss y desarrollando
la divergencia de la expresión resultante obtenemos

Mi =

ˆ
εijk

(
xjFk + σjk + xj

∂σlk
∂xl

)
dV = 0. (1.21)

Además de la Ec.(1.18) tenemos que Fk = −∂σlk/∂xl, si sustituimos a Fk en la relación
(1.21) nos queda que el momento de las fuerzas en la porción de un cuerpo continuo es

Mi =

ˆ
εijkσjkdV = 0, (1.22)

y por tanto εijkσjk = 0 lo cual es la contracción de dos tensores uno de los cuales es totalmente
antisimétrico. Se sabe además que la contracción de dos tensores en donde uno es simétrico y
el otro antisimétrico es siempre nula por lo que para que la ecuación anterior se satisfaga será
necesario que σjk sea un tensor simétrico σjk = σkj.

1.1.3. La termodinámica de la deformación

Cuando deformamos un medio continuo este sufre un cambio en la energía interna del medio
la cual podemos determinar a través de la primera ley de la termodinámica

dU = δQ− δW, (1.23)

2La densidad tensorial de Levi-Civita para un determinante de matrices de 3× 3, se de�ne como

εijk =

 +1
−1
0

; i, j, k = 1, 2, 3.
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donde dU es variación de la energía interna del medio, δQ es calor que se transmite en el sistema,
δW es el trabajo que realiza el sistema debido a las fuerzas externas. Además, debemos entender
que el trabajo es la suma del trabajo realizado por las fuerzas volumétricas δWV más el hecho
por las fuerzas de super�cie δWΓ. Asímismo, tenemos que el trabajo efectuado por las fuerzas
volumétricas para un elemento de volumen es δWV = Fi · δui y la variación del trabajo debido
a las fuerzas de super�cie se obtiene por medio de la integral de δWΓ = (σik · ιi) δui, por tanto
el trabajo realizado por ambos tipos de fuerzas es

ˆ
V

δWdV =

ˆ
V

Fi · δuidV +

ˆ
Γ

(σik · ιi) δuidΓ, (1.24)

aquí δui (i = 1, 2, 3) representa las variaciones in�nitesimales en las componentes del vector
de desplazamiento en cada punto del medio, si suponemos que el medio es in�nito entonces no
existe esfuerzo sobre una super�cie muy lejana (σik = 0), quedando la siguiente expresión

ˆ
V

δWdV =

ˆ
V

Fi · δuidV. (1.25)

Por otro lado, de la Ec.(1.18) tenemos que Fi = −∂σik/∂xk, al sustituirla e integrando por
partes obtenemos ˆ

V

δWdV = −
ˆ
V

σik
∂(δui)
∂xk

dV i, k = 1, 2, 3. (1.26)

Si en el segundo miembro invertimos el orden de las variaciones y las derivadas parciales
entonces obtenemos las derivadas espaciales del vector de desplazamientos las cuales se
pueden expresar en términos del tensor de deformaciones de�nido en la Ec.(1.9). Este tensor
es el resultado de simetrizar el tensor derivada del vector de desplazamientos, por lo que
aprovechando que tanto el tensor de deformaciones como el tensor de esfuerzos son ambos
simétricos se obtiene lo siguiente

ˆ
V

δWdV = −
ˆ
V

σikδuikdV, (1.27)

y por ende el trabajo in�nitesimal por unidad de volumen está dado por

δW = −σikduik. (1.28)

Esta ecuación nos da el trabajo en términos del cambio del tensor de deformación. Es
importante saber que si las fuerzas que actuan sobre un cuerpo son muy pequeñas permiten
que el cuerpo regrese a su estado de equilibrio (sin deformación), a este tipo de deformación se
le conoce como �deformación elástica� si por el contrario la fuerza aplicada modi�ca al medio
cuando éstas son retiradas tenemos una �deformación plástica�, porque aún cuando hemos
retirado las fuerzas externas del cuerpo es posible decir que existen deformaciones residuales
que no permiten al cuerpo regresar a su estado inicial.

Solo estudiaremos las deformaciones elásticas y suponiendo que la deformación ocurre muy
lentamente que el cuerpo está en equilibrio termodinámico con el medio exterior en todo instante
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entonces el proceso será termodinámicamente reversible[2]. Volviendo a la energía interna del
medio continuo, suponemos que ocurre un proceso de deformación tal que para cada instante se
mantiene el estado de equilibrio termodinámico del medio la primera ley de la termodinámica
(Ec.(1.23)) nos dice que el calor esta relacionado con la entropía del cuerpo según la segunda
ley de la termodinámica a través de dS = δQ/T , para un proceso reversible, a partir de la
Ec.(1.28) obtuvimos el trabajo realizado, entonces sustituyendo estas relaciones llegamos a

dU = TdS + σikduik. (1.29)

Introducimos la energía libre del cuerpo F = U − TS donde U es la energía interna, S la
entropía y T la temperatura, la diferencial de la energia libre es

dF = −SdT + σikduik. (1.30)

En este caso es importante hacer uso del potencial termodinámico G el cual toma en
consideración los variables de la presión y del volumen, entonces la representación de éste
es G = F − pV , el signo menos que afecta a las variables p y V es porque fuerzas externas
comprimen al cuerpo, ya que estamos estudiando el caso de una compresión hidrostática, así
que la diferencial de esta energía es

dG = −SdT − uikdσik. (1.31)

Las ecuaciones (1.29) y (1.30) nos permitirán determinar las componentes del tensor de
esfuerzos σik, por lo que

σikduik = dU − TdS, (1.32)

al principio mencionamos que solo nos enfocaríamos en los procesos reversibles ya que estamos
analizando el caso de un medio elástico que por de�nición conserva la energía que almacena y
además supondremos que no hay disipación generada por algún otro mecanismo no mecánico
entonces la entropía se mantiene constante3, al derivar la relación anterior tenemos que

σik = −p
(
∂V
∂uik

)
S
− V

(
∂p
∂uik

)
S
, (1.33)

la otra manera de determinar al tensor de esfuerzos sería de la relación σikduik = dF + SdT ,
derivándola con respecto a uik y manteniendo a la temperatura constante llegamos a

σik = −p
(
∂V
∂uik

)
T
− V

(
∂p
∂uik

)
T
, (1.34)

por lo que

σik =
(

∂U
∂uik

)
S

=
(

∂F
∂uik

)
T
, (1.35)

que nos provee de las componentes del tensor de esfuerzos en términos de derivadas del tensor
de deformaciones en procesos isotrópicos y procesos isotérmicos.

3Recordemos que dicho proceso no se ve afectado por fuerzas externas e internas manteniendo un equilibrio
termodinámico donde las variables macroscópicas permanecen sin alteraciones
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Si queremos complementariamente determinar los valores del tensor de deformación usamos
el potencial termodinámico G para ello, entonces de la Ec.(1.31) despejamos a uik y derivamos
con respecto de σik y manteniendo a la temperatura constante

uik = −
(

∂G
∂σik

)
T
. (1.36)

Es decir, esta expresión nos permite encontrar la relación inversa a la Ec.(1.35) para procesos
isotérmicos.

1.1.4. Ley de Hooke

En el caso más general la deformación de un medio continuo necesita ser descrita tanto
por el tensor de deformaciones como por el tensor de esfuerzos, por lo que usaremos la energía
libre F del cuerpo para encontrar la relación entre los tensores σik y uik. Considerando a un
cuerpo deformado, a temperatura constante, éste presenta un cambio en su energía libre la cual
es representada por la Ec.(1.30) de ella es posible determinar las componentes del tensor de
esfuerzos, es importante considerar que la energía F sea una función de uik no lineal ya que,
si no fuera así (F = auik), signi�caría que al deformar al medio, (∂F/∂uik) = a, existiría una
deformación residual (a) que no tiene lugar debido a que desde un principio hemos dicho que
el medio es elástico. Como la temperatura no cambia durante el proceso la ecuación ahora es
dF = σikduik, entonces

F =

ˆ
σikduik + F0, (1.37)

la energía es función de uik así que se pueden formar dos escalares independientes de segundo
grado de la siguiente manera: un primer término es el cuadrado de la traza de uik y la suma de
los cuadrados de todas las componentes de éste

F = λ
2

(uii)
2 + µ (uik)

2 , (1.38)

está es la expresión general para la energía libre de un cuerpo isotrópo deformado, se usaron
estos dos términos independientes porque son invariantes ante rotaciones. No se tomó en cuenta
términos de mayor grado porque la deformación del cuerpo es muy pequeña. λ y µ son dos
constantes elásticas que caracterizan por completo el comportamiento elástico de un sólido
isótropo para pequeñas deformaciones conocidas como los coe�cientes de Lamé. Cuando se
aplican fuerzas sobre un medio, si no hay cambio en el volumen del cuerpo sólo se ve modi�cada
su forma, a está deformación se le conoce como cizalladura pura, por otro lado, si el medio
cambia su volumen al sufrir una deformación a este proceso se le conoce como compresión
hidrostática. Para continuar con el análisis separaremos del tensor de deformaciones su traza
que como ya hemos comentado cuanti�ca las deformaciones que conllevan cambios de volumen
isotrópicos. De esta forma si escribimos

uik =
(
uik − 1

3
δikull

)
+ 1

3
δikull, (1.39)
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entonces los términos entre paréntesis corresponden a un tensor sin traza y por tanto representa
una cizalladura y el segundo a una compresión hidrostática puesto que su acción es isotrópica.
Sustituyendo los términos mencionados anteriormente de la Ec.(1.39) en la Ec.(1.38) obtenemos
que

F = λ
2

((
uik − 1

3
δikull

)
+ 1

3
δikull

)2
+ µ

((
uik − 1

3
δikull

)
+ 1

3
δikull

)2
, (1.40)

entonces desarrollando los binomios obtenemos un término relacionado a la compresión
hidrostática y si, además, tomamos en cuenta que los índices repetidos son mudos se llega
a

F = µ
(
uik − 1

3
δikull

)2
+ 1

2
Ku2

ll, (1.41)

en donde utilizamos las propiedades de la delta de Kronecker δlmδlm = δll = 3 y δlmulm = ull.
Aquí K = λ + (2/3)µ la cual es conocida como el módulo de compresibilidad (compresión
hidrostática), así como µ que es llamado el módulo de cizalladura o rigidez. Es importante
comentar que K y µ son positivos debido a que en el equilibrio termodinámico, como no actúan
fuerzas sobre el cuerpo la Ec.(1.41) debe tener un mínimo cuando uik = 0, ya que en este
caso el sólido no está deformado y en consecuencia no almacena energía elástica. Por tanto las
constantes que multiplican a los términos de la Ec.(1.41) deben ser mayores a cero.

El propósito de lo realizado anteriormente fue para encontrar la relación entre σik y uik que
se conoce comúmente como ecuación constitutiva del material involucrado y ésta se obtiene
derivando la energía libre del cuerpo

dF = 2µ
(
uik − 1

3
δikull

)
duik +Kulldull, (1.42)

si expresamos la traza como ull = δikuik entonces su derivada sería dull = δikduik entonces
sustituyendo la derivada en la Ec.(1.42) y derivando el resto de los términos se llega a el tensor
de esfuerzos para un cuerpo isótropo y homogéneo

σik = 2µ
(
uik − 1

3
δikull

)
+Kδikull. (1.43)

Es posible determinar la expresión del tensor de deformación en función del tensor de
esfuerzos solo tomando la suma de los elementos de la diagonal de la Ec.(1.43), entonces
tenemos que σii = 3Kuii así que uii = σii/3K y sustituyéndola en la Ec.(1.43) y despejando a
uik llegamos al siguiente resultado

uik = 1
9K
δikσll + 1

2µ

(
σik − 1

3
δikσll

)
. (1.44)

Esto nos permite observar que el tensor de deformaciones es una función lineal del tensor
de esfuerzos, que solo involucra dos constantes materiales K y µ, la cual se conoce como la Ley
de Hooke.[2]
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Figura 1.6: Varilla sujeta a presión en sus extremos de manera que se comprime en dirección del eje z, sus

caras laterales no sufren deformación por tal motivo solo existe compresión unilateral.

1.1.5. Deformaciones homogéneas

Las deformaciones homogéneas son de�nidas como aquellas en las que el gradiente de
deformación es constante para todas las partículas del cuerpo, es decir, todas las medidas
de deformación son iguales para todos los puntos del cuerpo. Para enterder la manera en que
se presenta esta deformación veamos un ejemplo sencillo, sea una varilla a la cual se le aplican
fuerzas en los extremos de ésta (Fig. 1.6), donde p representa la fuerza que actúa por unidad
de área. No existe fuerza aplicada sobre la super�cie de la varilla por lo que σiknk = 0.4

Si sólo vemos el caso para el eje z tenemos que la fuerza aplicada existe para σzz = p ya que
para los otros ejes el vector nk es perpendicular al eje. Lo primero que haremos es determinar
las componentes de la Ec.(1.44)

uxx = uyy = −1
3

(
1

2µ
− 1

3K

)
p, uzz = 1

3

(
1

3K
+ 1

µ

)
p. (1.45)

La componente uzz esta relacionada con el cambio de la longitud de la varilla y puede ser
expresada de la siguiente forma

uzz = p
E
, (1.46)

donde E es el módulo de Young. Éste es una constante elástica que caracteriza el
comportamiento de una material la cual puede determinarse experimentalmente mediante la
realización de un ensayo de tracción uniaxial y registrando los valores simultáneos de estrés y
la deformación en el espécimen. En términos de módulo de compresibilidad y de cizalladura, el
módulo de Young está representado como

E = 9Kµ
3K+µ

. (1.47)

4Las fuerzas externas aplicadas sobre la super�cie de un cuerpo aparecen de las condiciones de contorno de
las ecuaciones de equilibrio, donde σiknk = Pi que debe satisfacerse en cada punto de la super�cie de un cuerpo
en equilibrio.[2]
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Las componentes uxx y uyy representan las contracciones relativas transversales de la varilla,
por lo que de�nios al coe�ciente de Poisson σ como menos el cociente entre la deformación
transversal y la deformación longitudinal, es decir

uxx = −σuzz, (1.48)

luego entonces, después de sustituir las deformaciones obtenidas en la Ec.(1.45) el coe�ciente
de Poisson se expresa en términos de las constantes K y µ como

σ = 3K−2µ
2(3K+µ)

. (1.49)

Como comentamos anteriormenteK y µ siempre son positivos, entonces siK = 0⇒ σ = −1
o si µ = 0⇒ σ = 1/2, por tanto el valor de σ está limitado termodinámicamente al intervalo

− 1 ≤ σ ≤ 1
2
. (1.50)

El valor de las deformaciones uxz, uxy y uyz es cero debido a que el vector unitario n porque
es perpendicular al eje z. Las ecuaciones (1.47) y (1.49) nos proporcionan el módulo de Young
y del coe�ciente de Poisson en términos de las constantes de compresibilidad y de cizalladura
y es conveniente calcular sus relaciones inversas las cuales están dadas por

K = E
3(1−2σ)

y µ = E
2(1+σ)

. (1.51)

Con todo lo anterior, el tensor de esfuerzos (Ec.(1.43)) y el tensor de deformaciones
(Ec.(1.44)) tambien quedan expresados a partir del módulo de Young (E), la densidad (ρ) y
el coe�ciente de Poisson (σ). Consideremos de nuevo el sistema de la varilla sólida del ejemplo
anterior pero ahora los costados de la varilla se restringen de tal forma que sus dimensiones
permanecen �jas, es decir, uxx = 0 y uyy = 0. Si se aplica nuevamente fuerzas en los extremos
a lo largo de la dirección z de la varilla. Ahora el tensor de esfuerzos tiene las siguientes
componentes transversales

σxx = σyy = E
1+σ

(
uxx + σ

1−2σ
δxxuzz

)
, (1.52)

y la componente longitudinal
σzz = E(1−σ)

(1+σ)(1−2σ)
uzz. (1.53)

Por otro lado, la única componente del tensor de deformaciones distinta de cero es uzz cuya
expresión explícita es

uzz = (1+σ)(1−2σ)
E(1−σ)

p, (1.54)

Esto nos lleva a lo siguiente tomemos a σzz = p por consiguiente las tensiones transversales
son

σxx = σyy = σ
1−σp. (1.55)

Como podemos ver en este caso la deformación de la barra ocurre solamente a lo largo
del eje z y es por ende mayor que en el caso anterior cuando los costados permanecian libres.
Esta deformación con sección transversal constreñida a permanecer �ja está caracterizada por
el módulo que resulta de dividir uzz entre p y como se puede ver supera al módulo de Young.



Capítulo 2

Propagación de una onda elástica a través
de un medio deformable

2.1. Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones de movimiento de Newton para un medio elástico se obtienen de igualar las
deformaciones internas ∂σik/∂xk con el producto de la aceleración üi y la masa por unidad de
volumen (ρ)

ρüi = ∂σik
∂xk

, (2.1)

por lo que las ecuaciones de movimiento para un medio isótropo pueden escribirse en analogía
con las ecuaciones de equilibrio

ρü = µ∇2u +
(
K + µ

3

)
grad div u, (2.2)

si además de�nimos cl =
√

3K+4µ
3ρ

y ct =
√

µ
ρ
como las velocidades de propagación longitudinal

y transversal, respectivamente, entonces en términos de estas cantidades tenemos una ecuación
más simple

ü = c2
l∇2u +

(
c2
l − c2

t

)
grad div u, (2.3)

en donde suponemos que la onda elástica plana viaja en un medio isótropo, entonces la
deformación u podemos representarla como la suma de dos ondas propagándose con diferentes
velocidades[2]

u = ul + ut, (2.4)

en donde se debe cumplir que
div ut = 0 y curl ul = 0. (2.5)

Esto quiere decir que ut no tiene relación con deformaciones que implique cambios en el
volumen sólo toma en cuenta deformaciones transversales a la dirección de la onda. En el caso
curl ul = 0 implica que la propagación es a lo largo de la misma dirección ya que aparece

14
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compresiones y extensiones de volumen, como se puede ver claramente si se hace un desarrollo
en ondas planas.

Si sustituimos la ecuación (2.4) en (2.3) obtenemos

ül + üt = c2
t∇2 (ul + ut) +

(
c2
l − c2

t

)
grad div ul, (2.6)

al aplicar la divergencia en ambos lados de la igualdad, sucede que

div
(
ül − c2

l∇2ul
)

= 0. (2.7)

La divergencia de una cantidad es nula siempre que la cantidad en su interior provenga
del rotacional de un vector. Es decir se pueda expresar en términos de un potencial vectorial
sin embargo ul corresponde solo a campos escalares que se pueden obtener a partir de un
potencial escalar según se puede inferir de la Ec.(2.5). De esta manera podemos excluir dichas
contribuciones para la ecuación de ul y se llega a

ül − c2
l∇2ul = 0. (2.8)

La última ecuación (2.8) es la ecuación de onda vectorial que describe la propagación de
una onda longitudinal a través de un medio elástico, si aplicamos el rotacional a la Ec.(2.6)
obtenderemos otra ecuación de onda relacionada a las ondas transversales, por lo que

curl
(
üt − c2

t∇2ut
)

= 0. (2.9)

Es bien conocido de teoría de potenciales que el rotacional de una cantidad es nula cuando
se aplica sobre el gradiente de un escalar pero el gradiente de un escalar describe solamente a
ondas longitudinales según se puede deducir de la Ec.(2.5)[41]. En consecuencia dicho término
no debe de considerarse para describir la propagación de ondas transversales y obtenemos

üt − c2
t∇2ut = 0, (2.10)

que complementariamente nos proporciona la ecuación dinámica para la onda transversal.

2.2. Re�exión de una onda plana en una frontera plana

Para continuar con la explicación de la propagación de una onda elástica a través de un medio
continuo debemos tomar en consideración el hecho de que una onda elástica está conformada
por una onda longitudinal y una transversal, si sólo hicieramos uso de alguna de éstas el análisis
queda incompleto, este tratamiento lo aclararemos a continuación haciendo un proceso analítico
semejante al realizado en el libro de Sommerfeld de cuerpos deformables[42]. Si consideramos
una onda plana transversal que incide sobre la pared de un guía de ondas, la cual forma un
ángulo β con el eje z y es polarizada en el eje x, Fig. 2.1, por lo que las componentes del vector
de desplazamiento u = (u, v, w) diferentes de cero son u y w. Tal onda, en notación compleja,
está dada de la siguiente manera[42]

(ui, 0, wi) = A (cos β, 0, sin β) eik(x sinβ−z cosβ)e−iωt , (2.11)
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Figura 2.1: Al incidir una onda transversal plana sobre la super�cie de un cuerpo rodeado de vacío se

generan dos ondas planas, una onda transversal y una longitudinal, en la re�exión de está debido a la

continuidad de la fase. Dado que la onda incidente es de la forma ut = Ai exp[i (k · r− ωt)], la onda re�ejada

es ut = Ar exp[i (k · r− ωt)] y la onda transmitida es ut = At exp[i (k · r− ωt)] por lo que en z = 0 es

Ai exp [−iωt] + Ar exp [−iωt] = At exp [−iωt] para que esto se cumpla la fase debe ser continua en la interfase,

lo cual se puede escribir como una ley de Snell entre los ángulos involucrados.

donde el su�jo i se re�ere a la onda incidente y k es el número de onda, los planos de la fase
constante (x sin β − z cos β = const) son normales a la dirección de propagación de�nidos por
el ángulo β. Además, dado que estamos en el caso de una onda plana transversal incidente la
ecuación que usamos es la Ec.(2.10) (sección 2.1), de modo que las ecuaciones diferenciales para
el caso de la onda transversal plana son de una forma simple1

∂2(u,0,w)
∂t2

= c2
t∇2 (u, 0, w) , (2.12)

con la velocidad de propagación como la razón entre la frecuencia y el número de onda
c2
t = ω2/k2, la relación (2.11) no satisface por completo las condiciones de frontera2 que para
este caso son σzz = σzx = σzy = 0 en z = 0 debido a que la frontera plana del medio no
está sujeta a fuerzas. Para poder hacer que se cumplan las condiciones de frontera es necesario
realizar la superposición de una onda transversal re�ejada, con elementos ur y wr, como

(ur, 0, wr) = B (cos β, 0,− sin β) eik(x sinβ+z cosβ)e−iωt , (2.13)

por lo que la combinación de una onda incidente (Ec.(2.11)) junto con una onda re�ejada
(Ec.(2.13)), para ondas longitudinales y transversales, es

u = ui + ur, w = wi + wr, (2.14)

1La divergencia de u es cero por como se de�nio las componentes ui y wi
2Es importante tener en cuenta que los valores del número de onda y del ángulo de incidencia debe ser iguales

tanto ui como para wi.
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aplicando las condiciones a las relaciones anteriores tenemos lo siguiente, partiendo de la
Ec.(1.43)

σzz = −2µ (A+B) ik cos β sin βeikxsinβ = 0, (2.15)

para z = 0. Ahora para σzx obtenemos lo siguiente

σzx = −µ (A−B) ik
(
cos2 β − sin2 β

)
eikxsinβ = 0. (2.16)

La última condición σzy se cumple ya que la divergencia de u es igual a cero. Para que
se cumplan las condiciones (2.15) y (2.16) es necesario que A = −B y A = B lo cual es una
contradicción, si suponemos que el ángulo de incidencia es distinto al re�ejado esto se vuelve
peor de lo que tenemos pues introduciría una in�nidad de condiciones contradictorias en lugar
de dos, una diferente para cada valor x[42]. La única forma de solucionar esto sería pensar que
al re�ejarse la onda transversal genera dos ondas planas una transversal y otra longitudinal.
Esta onda plana longitudinal es, en cierto modo, análoga a la transversal con kl el número de
onda para la onda longitudinal y α el ángulo de re�exión de ésta onda

(ul, 0, wl) = C (sinα, 0, cosα) eikl (x sinα+z cosα)e−iωt . (2.17)

Ya que trataremos a las ondas planas longitudinales es necesario analizarla la Ec.(2.8) donde
c2
l = ω2/k2

l la cual representa la velocidad de propagación de una onda longitudinal (sección
2.1), ω es la misma para las tres ondas planas, de la razón entre las velocidades de propagación
transversal y longitudinal de�nimos una variable adimensional n = kl/k =

√
3µ/(3K + 4µ) y

con ángulos distintos α 6= β, de hecho la onda longitudinal re�ejada obedece a la ley de Snell
sin β = n sinα, porque la fase al pasar de un medio a otro permanece constante. Lo que vamos
a hacer es primero calcular la divergencia para la onda longitudinal plana representada por la
traza, entonces de la relación (2.17) obtenemos

ull|z=0 = iklCeiklxsinα. (2.18)

Lo que haremos es determinar las condiciones de frontera a partir de las relaciones
u = ui + ur + ul y w = wi + wr + wl comenzando por σzz, entonces

σzz =− 2µ
(
Ae−ikzcosβ +Beikzcosβ

)
ik cos β sin βeikx sinβe−iωt

+
(
K − 2

3
µ
)
ikl cos β sin βCeikl z cosαeiklx sinαe−iωt

+ 2µiklC cos2 αeikl z cosαeiklx sinαe−iωt = 0,

(2.19)

y para σzx tenemos que

σzx =µ
(
Ae−ikz cosβ −Beikz cosβ

)
ik sin2 βeikx sinβe−iωt

− µ
(
Ae−ikz cosβ −Beikz cosβ

)
ik cos2 βeikx sinβe−iωt

+ 2µikl cosα sinαCeikl z cosαeiklx sinαe−iωt = 0,

(2.20)

en este caso es necesario que se cumpla la ley de refracción ya que ésta nos permitirá dar una
solución al problema de la re�exión de una onda transversal plana. Y ésto es sólo posible en el
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caso de que las funciones exponenciales de x sean iguales. Al tomar z = 0 conseguimos reducir
las expresiones (2.19) y (2.20) a

− 2µk (A+B) cos β sin β +
(
2µ cos2 α +K − 2

3
µ
)
klC = 0, (2.21)

− µk (A−B)
(
cos2 β − sin2 β

)
+ 2µklC cosα sinα = 0. (2.22)

Dar solución a este sistema de ecuaciones nos permitiría analizar la re�exión de una onda
transversal plana polarizada en el plano de incidencia, por tanto la única forma de solucionar
este caso se debe tomar las fracciones de B/A y C/A porque la amplitud A es la que da origen
a las otras dos, B y C. Para resolver el sistema de ecuaciones (Ec.(2.21) y Ec.(2.22)) lo que
haremos es despejar a la amplitud C de la Ec.(2.22) con la intención de determinar la razón
B/A, en primera instancia, sustituyendo la amplitud en la Ec.(2.21), además con la ayuda de
la ley de Snell y algunas identidades trigonométricas obtenemos que

B
A

= cos2 2β−n2 sin 2β sin 2α
cos2 2β+n2 sin 2β sin 2α

, (2.23)

donde n = kl/k. Por último, solo dividimos la Ec.(2.22) entre A para calcular la razón C/A y
con la sustitución de B/A , resulta que

C
A

= n sin 4β
cos2 2β+n2 sin 2β sin 2α

. (2.24)

Por lo tanto, en un proceso de re�exión de una onda transversal plana polarizada una
onda longitudinal plana es generada en dicho proceso además de una onda transversal plana
polarizada en el plano de incidencia, lo cual resuelve el problema de la re�exión de una onda
transversal polarizada en el plano de incidencia[42].

2.3. Ondas armónicas

Como acabamos de mostrar una onda elástica está compuesta de dos ondas, conocidas como
longitudinal y transversal, las cuales en presencia de fronteras tienden a propagarse de forma
simultánea, Fig. 2.2 (sección 2.2). Cuando una de estas incide sobre una interface entre dos
medios se genera una onda longitudinal y también una onda transversal[37] por lo que al querer
empezar el estudio sobre la propagación de las ondas es necesario tomar en cuenta ambas para
analizar de manera satisfactoria este fenómeno. Una manera de tratar, matemáticamente, la
propagación de las ondas elásticas en un medio isotrópico fue propuesta por el físico francés
Gabriel Lamé donde propuso que el vector de desplazamientos que da solución a la ecuación de
movimiento (2.2) puede ser escrito como la suma de la divergencia de un potencial escalar ϕ y
el rotacional de un potencial vectorial ψ de la siguiente forma

u = ∇ϕ+∇× ψ. (2.25)

Ésta es una expresión parecida a la Ec.(2.4) donde se cumple que el rotacional de la
divergencia del potencial escalar y la divergencia del rotacional del potencial vectorial son
iguales a cero (Ec.(2.5)).
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Figura 2.2: Guía de ondas de forma rectangular donde la propagación de las ondas elásticas es en la dirección

x

Veamos el caso de la propagación de ondas elásticas a través de un medio, considerando
solo al plano xz, entonces el potencial escalar ϕ está de�nido para las coordenadas x y z, por
otro lado para que ψ sea perpendicular a la dirección de propagación se necesita que éste en la
dirección y, con lo mencionado anteriormente se determinó el vector de desplazamientos como

u =
(
∂ϕ
∂x
− ∂ψ

∂z
, 0, ∂ϕ

∂z
+ ∂ψ

∂x

)
. (2.26)

Ya conocemos el valor de las componentes del vector de desplazamiento u de la Ec.(2.26)
entonces calculamos a continuación la expresión explícita de los elementos del tensor de
elongaciones (Ec.(1.9))

uxx = ∂2ϕ
∂x2
− ∂2ψ

∂x∂z
, uzz = ∂2ϕ

∂z2
+ ∂2ψ

∂z∂x
, uzx = 1

2

(
2 ∂2ϕ
∂z∂x

+ ∂2ψ
∂x2
− ∂2ψ

∂z2

)
, (2.27)

además la traza del tensor de deformaciones, en la representación de los potenciales escalar y
vectorial, es

ull = ∂2ϕ
∂x2

+ ∂2ϕ
∂z2
. (2.28)

Con estos valores de uik y ull es posible obtener los valores del tensor de esfuerzos, por lo
que al sustituir estas ecuaciones (2.27 y 2.28) en la Ec.(1.43) obtenemos

σxx = 2µ
(
∂2ϕ
∂x2
− ∂2ψ

∂x∂z

)
+
(
K − 2µ

3

) (
∂2ϕ
∂x2

+ ∂2ϕ
∂z2

)
, (2.29)

σzz = 2µ
(
∂2ϕ
∂z2

+ ∂2ψ
∂z∂x

)
+
(
K − 2µ

3

) (
∂2ϕ
∂x2

+ ∂2ϕ
∂z2

)
, (2.30)

σzx = µ
(

2 ∂2ϕ
∂z∂x

+ ∂2ψ
∂x2
− ∂2ψ

∂z2

)
. (2.31)
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Figura 2.3: Dos placas elásticas in�nitas juntas forman una guía de ondas donde tanto ondas longitudinales

como ondas transversales se re�ejan de la frontera a la frontera vecina, propagándose a lo largo de la dirección

x. En el esquema se muestra el caso de ondas longitudinales simétricas y antisimétricas.

2.3.1. Modos de Mindlin

Ahora consideremos el caso de la propagación de las dos ondas, de igual amplitud y signo
pero moviéndose en diferentes direcciones dentro de una guía de ondas elásticas formada por
dos placas elásticas in�nitas (Fig. 2.3) tales que satisfacen la ley de Snell. La suma de las ondas
longitudinales está dada por la representación[37] siguiente

ϕ = A′eiκl (sinα·x+cosα·x−cl t) + A′eiκl (sinα·x−cosα·x−cl t), (2.32)

y que después de hacer los cálculos necesarios es posible reducir a

ϕ = 2A′eiκl (x−ct) cos ηlz, (2.33)

donde las variables κ = κl sinα, c = cl/ sinα y ω = κc representan el número de onda, la
velocidad de fase de la onda y la frecuencia, respectivamente. Tenemos que ηl es el número de
onda en la dirección z la cual se puede escribir en términos de la frecuencia ω, el número de
onda κ y la velocidad de propagación cl, es decir

ηl =
(
κ2
l − κ2

)1/2
=
(
−κ2 + ω2/c2

l

)1/2
. (2.34)

Aquí la Ec.(2.33) representa la parte simétrica de la onda longitudinal con respecto a la
mitad del plano (Fig. 2.3), además es posible construir la parte antisimétrica de ϕ con solo
cambiar el signo de la segunda onda[37] de la Ec(2.32) obteniendo

ϕ = 2A′ieiκl (x−ct) sin ηlz. (2.35)
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Figura 2.4: El esquema representa a una guía de ondas elásticas la cual se encuentra en el vacío por tal motivo

suponemos que no existen pérdida de energía cuando sucede re�exión de las ondas longitudinales y transversales

en el interior de la guía de ondas. Al incidir una de estas ondas sobre las paredes re�eja una onda longitudinal

y otra transversal, ésta es una característica de las ondas elásticas sobre un medio deformable.

Es posible representar las partes simétricas y antisimétricas en una ecuación de manera
conjunta tanto para las ondas longitudinales como para las transversales, de la manera que
propuso Mindlin[37], como

ϕ = f(z)eiκ(x−ct), ψ = g(z)eiκ(x−ct), (2.36)

donde f(z) = A sin ηlz + B cos ηlz y g(z) = C sin ηtz + D cos ηtz que contienen las partes
simétricas y antisimétricas de las ondas incidentes. También para las ondas transversales
tenemos que el número de onda es κ = κt sin β, la velocidad de fase de la onda es c = ct/ sin β
y el número de onda en la dirección z es

ηt =
(
κ2
t − κ2

)1/2
=
(
−κ2 + ω2/c2

t

)1/2
. (2.37)

A partir del formalismo expresado anteriormente es posible determinar las componentes u
y w del vector de desplazamiento con la sustitución de las ecuaciones (2.36), entonces se tiene
que

u = [iκf(z)− g′(z)] eiκ(x−ct), w = [f ′(z) + iκg′(z)] eiκ(x−ct). (2.38)

Lo único que falta son los valores del tensor de deformación y con ellos tendremos la
descripción de la propagación de ondas longitudinales y transversales a través de una placa
in�nita elástica, veáse Fig. 2.4. Por tanto, sustituimos ϕ y ψ en las ecuaciones (2.29), (2.30) y
(2.31) se establece todas las componentes del tensor de esfuerzos, en donde la componente que
da información de los esfuerzos internos debido a la propagación de las ondas elásticas es σzx
con lo que obtenemos

σzx = µ
(
2iκf ′(z) +

(
−κ2 + η2

t

)
g(z)

)
eiκ(x−ct). (2.39)
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Si la guía de ondas elásticas no está sujeta a fuerzas aplicadas en los bordes de ésta (es
decir, están �sueltos�) lo cual equivale que los elementos del tensor de esfuerzos sean nulos (Fig.
2.4), entonces las condiciones de frontera son

w = σzx = 0, en z = ±h. (2.40)

Al aplicar la condición en las ecuaciones (2.38) y (2.39) llegamos a un sistema de cuatro
ecuaciones homogeneas lineales, independientes de z y t, de la siguiente forma

ηl(A cos ηlh+B sin ηlh) + iκ(C sin ηth+D cos ηth) = 0, (2.41)

ηl(A cos ηlh−B sin ηlh) + iκ(−C sin ηth+D cos ηth) = 0, (2.42)

2iηlκ(A cos ηlh+B sin ηlh) + (−κ2 + η2
t )(C sin ηth+D cos ηth) = 0, (2.43)

2iηlκ(A cos ηlh−B sin ηlh) + (−κ2 + η2
t )(−C sin ηth+D cos ηth) = 0. (2.44)

Al resolver el sistema de ecuaciones por medio del determinante del sistema conoceremos
los modos de propagación de las ondas incidentes en el medio

Det(M) = 4η2
l κ

4
t cos ηlh cos ηth sin ηlh sin ηth. (2.45)

La única solución no trivial de este sistema de ecuaciones surge de la condición de que el
sistema sea singular, es decir que el determinante sea nulo, si κt 6= 0 tenemos las siguientes
soluciones 

cos ηlh
sin ηlh
cos ηth
sin ηth

 = 0, (2.46)

de donde es posible ver que el movimiento de las ondas, longitudinal y transversal, están
desacoplados, así como determinar los modos de propagación (que representan a las partes
simétrica y antisimétrica de las ondas antes mencionadas). Estos modos son útiles ya que de
ellos conoceremos la velocidad de fase de cada onda así como la velocidad de grupo. Pero
volvamos a nuestro asunto, los valores para que el determinante del sistema de ecuaciones sea
cero deben ser

ηl = mπ
2h

y ηt = nπ
2h
, (2.47)

entonces resulta que tanto m como n determinan los modos de propagación. Igualamos las
ecuaciones (2.34) y (2.47), en el caso de ondas longitudinales para determinar la expresión
general del modo de propagación. Consideremos, además, la introducción de las variables
ωt = πct/2h y ζ = 2hκ/π que representan a la frecuencia de la onda transversal y al número
de onda adimensional. Finalmente llegamos a una expresión de la forma

Ω2 = k2
(
m2 + ζ2

)
, (2.48)
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donde Ω = ω/ωt es la frecuencia adimensional y k = cl/ct es el cociente entra las velocidades de
propagación. La Ec.(2.48) es llamada la ecuación de frecuencia. Con esta expresión se obtiene
la velocidad de fase relacionada a las ondas longitudinales en forma general

C2 = k2
(
m2

ζ2
+ 1
)
, (2.49)

con el valor de C2 = c2/c2
t adimensional, las ecuaciones (2.48) y (2.49) son también conocidas

como relaciones de dispersión. Si se tiene en cuenta que las ondas elásticas son una onda
longitudinal y una transversal tenemos que determinar las relaciones de dispersión para ésta
última, por lo que de manera analoga a lo realizado para las ondas longitudinales se consiguen
las expresiones

Ω2 = n2 + ζ2, C2 = n2

ζ2
+ 1. (2.50)

Con los espectros de frecuencia Ω de las ecuaciones (2.48) y (2.50) se observa que tales
expresiones son positivas y reales debido a este hecho el valor de ζ tendría que ser real (γ) o
imaginario (δ) pero no complejo[37]. Estas relaciones de dispersión permiten saber las regiones
del espectro en donde el sistema permite propagar señales y la forma en que las propaga. Si se
consideran valores reales para ζ entonces la Ec.(2.48) representa una familia de hipérbolas y la
Ec.(2.50) a una familia de hipérbolas equiláteras pero si el valor de ζ es imaginario entonces
la Ec.(2.48) son elipses y la Ec.(2.50) son círculos, las grá�cas de los espectros de frecuencia se
presentan el la Fig. 2.5

2.4. Ondas con solución real

Ya hemos realizado el análisis de una guia de onda que propaga pero es necesario
complementar este estudio con el caso en donde las soluciones de la ecuación de onda son
exponenciales reales, el signi�cado físico de ésto es que las ondas incidentes va desvaneciéndose
conforme recorre la guía de ondas.

Los potenciales ϕ y ψ sólo tendrán una modi�cación en la parte que representa a las
amplitudes, lo que nos lleva a de�nir a f(z) = A sinh ηlz + B cosh ηlz y g(z) = C sinh ηtz +
D cosh ηtz. Por lo que vamos a usar el método anterior para poder conocer los modos de
propagación para este caso, es el vector de desplazamientos tiene sus componentes de�nidas
en la Ec.(2.38), además de tomar en cuenta a la componente σzx del tensor de deformación
(Ec.(2.39)). Solo nos enfocaremos en la componente w y en σzx, entonces

w = [Aηl cosh ηlz +Bηl sinh ηlz + iκ(C sinh ηtz +D cosh ηtz)]eiκ(x−ct), (2.51)

σzx = µ(2iηlκ(A cosh ηlz +B sinh ηlz)eiκ(x−ct)

−µ(κ2 + η2
l )(C sinh ηtz +D cosh ηtz)eiκ(x−ct).

(2.52)

Si aplicamos la condición de frontera (Ec.(2.40)), obtenemos el siguiente sistema de
ecuaciones lineales homogéneas

Aηl cosh ηlh+Bηl sinh ηlh+ iκ(C sinh ηth+D cosh ηth) = 0, (2.53)
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a) b)

Figura 2.5: a) Grá�ca de la velocidad de fase C (ecuaciones (2.49) y (2.50)); b) Grá�ca del espectro de

frecuencias Ω (ecuaciones (2.48) y (2.50)). Tanto m como n son los modos de propagación para las ondas

longitudinales y las ondas transversales, respectivamente. En la �gura (a) los valores de ζ se consideran reales

y donde la velocidad de fase esta de�nida como C = c/ct. En la �gura (b) se han gra�cado las curvas de Ω

cuando ζ es real (γ) o imaginario (δ), pero no complejo, tenemos en el lado izquierdo el caso de ζ = δ lo que

representa una familia de elipses para las ondas longitudinales y círculos para las ondas transversales, por lo

que se tienen ondas estacionarias, por otra parte, en el lado derecho el valor de ζ = γ entonces se obtiene una

familia de hipérbolas para ambas ondas. [37]

Aηl cosh ηlh−Bηl sinh ηlh+ iκ(−C sinh ηth+D cosh ηth) = 0, (2.54)

2iηlκ(A cosh ηlh+B sinh ηlh)− (κ2 + η2
t )(C sinh ηth+D cosh ηth) = 0, (2.55)

2iηlκ(A cosh ηlh−B sinh ηlh)− (κ2 + η2
t )(−C sinh ηth+D cosh ηth) = 0, (2.56)

La solución del sistema de ecuaciones lineales homogéneas, de arriba, se obtiene del
determinante de este sistema de ecuaciones al igualarlo a cero. Así pues, se llega a la ecuación
trascendente para el caso donde las ondas elásticas presentan un per�l exponencial decayente,
entonces

Det(M) = −4η2
l

(
−κ2 + η2

t

)2
cosh ηlh cosh ηth sinh ηlh sinh ηth. (2.57)

Ahora bien, solo existe solución de la Ec.(2.57) cuando{
sinh ηlh
sinh ηth

}
= 0. (2.58)

Es oportuno ahora obtener los modos de propagación para este caso, de la Ec.(2.57) podemos
separar las ondas longitudinales y las trasnversales para analizarlas así que para la parte
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longitudinal el único modo se tiene cuando ηl = 0⇒ −κ2 + ω2/c2
l = 0 del mismo modo que en

la sección 2.3.1 entonces la relación mencionada la modi�caremos de la siguiente manera, con
la sustitución de las variables adimensionales ζ = κh, k = cl/ct, ωt = ct/h y Ω = ω/ωt entonces
el espectro de frecuencias y su velocidad de fase están dadas por

Ω2 = k2ζ2, C2 = k2. (2.59)

Concluyamos esto con la obtención de los espectros de frecuencias y la velocidad de fase de
las ondas transversales

Ω2 = ζ2, Ω2 = 2ζ2, C2 = ζ2 y C2 = 2. (2.60)

De aquí en adelante solo nos enfocaremos en nuestra hipotética guía de ondas elásticas
donde desarrollaremos la condición de frontera relacionada a la placa en el interior de ésta.



Capítulo 3

Guía de ondas elásticas

En los capítulos anteriores hablamos de la teoría necesaria para el desarrollo de la tesis.
Recordemos brevemente lo que hemos planteado para el desarrollo de este trabajo: se trata de
una guía de ondas elásticas rectangular la cual presenta una característica peculiar, es decir, la
energía elástica (que viaja a lo largo de la velocidad de grupo) se transmite en dirección opuesta
a la velocidad de fase debido a una placa muy delgada en el interior de la guía de ondas de
muy distintas propiedades mecánicas a ésta. Proseguiremos el análisis del trabajo primero con
la obtención de las condiciones de frontera para después encontrar los modos de propagación
de los que será posible hallar las velocidades de fase y grupo con el propósito de mostrar las
propiedades peculiares de la guía de ondas elásticas propuesta.

3.1. Formulación de condiciones de frontera

La guía de ondas elásticas que proponemos es de forma rectangular cuyo eje está en la
dirección x, donde existe una placa (Fig. 3.1) la cual está caracterizada elásticamente por el
módulo de compresibilidad (K), la densidad (ρ) y el módulo de cizalladura (µ), con ellas se
determinan el valor de la velocidad longitudinal y la velocidad transversal. Pero antes que nada
determinamos la condición de frontera para la placa tanto para la onda longitudinal como para
la onda transversal.

Hemos analizado nuestro sistema propuesto representando a la placa extremadamente
delgada de propiedades elásticas, radicalmente distintas, a través de una función delta de Dirac.
En principio sería posible representar a la placa delgada a través de un medio de espesor �nito
y analizar el sistema completo como formado por la unión de tres medios homogéneos. Sin
embargo dado que consideramos que la placa tiene un espesor mucho menor que la longitud de
onda de la señal elástica propagante, debemos describir a la señal en el interior de la placa a
través de una aproximación cuasiestática lo cual equivale a ignorar la dinámica de los campos
elásticos en el interior de la placa y su efecto se reduce a modi�car de manera abrupta las
condiciones de frontera en su entorno. Por esta razón en este trabajo hemos decídido simpli�car
la representación de la placa extremadamente delgada en el sistema a través de una función
delta para no emsombrecer el desarrollo de nuestro módulo y el análisis del resultado al utilizar

26
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Figura 3.1: Guía de ondas elásticas propuesta.

un desarrollo más largo que no aporta información sustancial.
Sea la ecuación diferencial de onda (Ec(2.8)) que gobierna la onda longitudinal y donde

la velocidad de propagación cl con la cual una onda longitudinal viaja a través de un medio
elástico se de�ne a partir K, µ y ρ (sección 2.1). Lo que haremos es introducir las propiedades
de la placa (K, ρ y µ) en las características generales de la guia de ondas elásticas junto con
la variable adimensional ξ = z/h, donde h es la mitad del grosor de la guía, de la siguiente
manera

K = K0 + ∆Khpδ(ξ)

h
, ρ = ρ0 + ∆ρhpδ(ξ)

h
, µ = µ0 + ∆µhpδ(ξ)

h
, (3.1)

donde hp es la mitad del ancho de la placa, δ(z) es la función delta de Dirac1, las constantes
con subíndice cero pertenecen al material con mayor porcentaje en la guia de ondas, además,
∆ representa la diferencia entre los valores del módulo de compresibilidad, densidad y módulo
de cizalladura de los materiales usados para la guía de ondas elástica. La constante hp es la
mitad del grosor de la placa y tiene la característica de que es dos órdenes de magnitud más
pequeña que la mitad del grosor (h) de toda la guía de ondas elásticas. Continuado con el
desarrollo, hemos tomado el potencial escalar ϕ (Ec.(2.36)) desarrollado por R. Mindlin el
cual corresponde a una onda plana monocromática propagándose a lo largo de la dirección
x, en donde f(z) = f(ξh) representa la amplitud tranversal de las ondas longitudinales, κ
el número de onda y c la velocidad de fase de la onda en la dirección de propagación con
el �n de determinar los modos de propagación que presenta la guía de ondas elásticas que
estamos analizando. Entrando de lleno a nuestro estudio lo primero que haremos es sustituir
las ecuaciones (3.1) en cl con lo que obtendremos la velocidad de propagación de las ondas
longitudinales y donde las propiedades mecánicas de los materiales usados en la guía de ondas

1La función delta de Dirac tiene la siguiente propiedad

δ(x) =

{ ´∞
−∞ δ(x)dx = 1

0 x 6= 0
, (3.2)
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estarán presentes en todo el desarrollo de la teoría. Ahora, partiendo de la Ec.(2.8) vamos
agrupando términos, así pues

[3ρ0ω
2 − (3K0 + 4µ0)κ2] f(ξh) + (34K+4∆µ)hpδ(ξ)

h3
∂2f(ξh)
∂ξ2

+3K0+4µ0
h2

∂2f(ξh)
∂ξ2

+
(3∆ρω2−(3∆K+4∆µ)κ2)hpδ(ξ)f(ξh)

h
= 0.

(3.3)

Lo siguiente es integrar la Ec.(3.3) de −ξ a +ξ, puesto que ese límite de integración hace
referencia al ancho de la guía de ondas elástica. Para resolver las integrales de cada factor es
necesario tomar en cuenta las siguientes consideraciones:

La función f(ξh) es continua, es decir f(ξh)|ξ=0+ = f(ξh)|ξ=0−

Para toda función continua se cumple que
´∞
−∞ δ(x)f(x)dx = ĺımε→0

´ ε
−ε δ(ε)f(ε)dε = f(0).

Teorema Fundamental del Cálculo �si f es una función continua en [a,b] entonces la
función F (x) =

´ x
a
f(t)dt donde a ≤ x ≤ b es derivable y veri�ca F ′(x) = f(x) para toda

x del intervalo�.

no olvidemos que este desarrollo se lleva a cabo para determinar la condición de frontera de
la placa dentro de la guía de ondas por lo que aplicamos el límite cuando ξ → 0, entonces el
resultado de estas consideraciones es

3K0+4µ0
h2

∂f(ξh)
∂ξ

∣∣∣∣0+
0−

+ (34K+4∆µ)hp
h3

∂2f(0)
∂ξ2

+
(3∆ρω2−(3∆K+4∆µ)κ2)hp

h
f(0) = 0. (3.4)

Regresemos a la Ec.(3.3), si nos enfocamos en la región fuera de la placa central los
términos ∆K, ∆ρ y ∆µ son cero y, además, como f(0+) = f(0−) es continua se cumple que
(∂2f(0+)/∂ξ2) = (∂2f(0−)/∂ξ2) también es continua entonces se puede conocer el valor de la
segunda derivada en el centro de la guía de ondas

∂2f(0)
∂ξ2

= −(3ρ0ω2−(3K0+4µ0)κ2)h2f(0)

3K0+4µ0
, (3.5)

sustituyendo la Ec.(3.5) en la Ec.(3.4) ya tenemos determinada la condición de frontera
relacionada a la placa en el interior de la guía de ondas para el caso de las ondas longitudinales

∂f(ξh)
∂ξ

∣∣∣∣0+
0−

= −αlω2hhpf(0). (3.6)

La constante αl = αl [s
2/m2] depende de las propiedades mecánicas de los materiales

empleados en la guía de ondas elásticas que proponemos, la expresión explícita de ésta constante
se encuentra en el Apéndice (A). En el capítulo anterior hemos desarrollado las operaciones
cuando no hay propagación de ondas transversales pero sin tomar en cuenta a la placa. Esta vez
utilizaremos la función f(ξh) de dicho caso pero con ciertas modi�caciones para que cumplan
con la condición de frontera obtenida.
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Sea f(ξh) = A sinh |ηlhξ|+B cosh(ηlhξ)+C sinh(ηlhξ), entonces al sustituirla en la condición
de frontera obtenida2, Ec.(3.6), es posible de�nir una constante adimensional pl que contiene
las propiedades mecánicas de los materiales. Por lo tanto, se modi�ca la expresión de f(ξh)
para que sólo contenga dos amplitudes

f(ξh) = C1 (pl sinh |ηlhξ|+ cosh (ηlhξ)) +D1 sinh (ηlhξ) , (3.8)

con
pl = A

B
= −αlω

2hp
2ηl

. (3.9)

Tenemos que para el caso de las ondas transversales haremos operaciones similares a las
realizadas para las ondas longitudinales con la única diferencia de la velocidad de propagación,
asi que a partir de la ecuación de onda (Ec.(2.10)) para la parte transversal utilizamos el
potencial vectorial ψ (Ec.(2.36)) donde g(z) = g(ξh), por otra parte sustituimos la propiedades
mecánicas (3.1) en la velocidad de propagación ct, con todo esto tenemos que la Ec.(2.10) es
de la siguiente forma(

ρ0ω
2 − µ0κ

2
)
g(ξh) + ∆µhpδ(ξ)

h3
∂2g(ξh)
∂ξ2

+ µ0
h2

∂2g(ξh)
∂ξ2

+
(∆ρω2−∆µκ2)hpδ(ξ)g(ξh)

h
= 0. (3.10)

En seguida integramos la expresión de −ξ a +ξ para después aplicar el límite cuando ξ → 0
ya que de esta manera obtenemos la condición de frontera para la placa delgada que relaciona
a las ondas transversales que se propagan a sus costados. La función g(ξh), que representa la
amplitud transversal, es continua y como en el caso para las ondas longitudinales hacemos uso
del teorema Fundamental del Cálculo así como de la propiedad de la delta de Dirac mencionada
anteriormente, con lo cual obtenemos

µ0
h2

∂g(ξh)
∂ξ

∣∣∣∣0+
0−

+∆µhp
h3

∂2g(0)
∂ξ2

+
(∆ρω2−∆µκ2)hp

h
g(0) = 0. (3.11)

Volvamos a la expresión de la ecuación de onda (3.10), si estamos alejados de la placa la
ecuación y como g(ξh) también es continua tenemos que la segunda derivada también lo es, por
ello

∂2g(0)
∂ξ2

= −(ρ0ω2−µ0κ2)h2g(0)

µ0
. (3.12)

Por lo tanto, con la sustitución de la Ec.(3.12) en Ec.(3.11) obtenemos la condición de
frontera de la placa para las ondas transversales

∂g(ξh)
∂ξ

∣∣∣∣0+
0−

= −αtω2hhpg(0). (3.13)

2a la derivada del valor absoluto se le conoce como la función signo, d|x|
dx = sgn(x) y se de�ne por

sgn(x) =


1 x > 0

0 x = 0

−1 x < 0

(3.7)
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La expresión de αt = αt [s2/m2] también está de�nida en términos de las propiedades
mecánicas de los materiales empleados en la guía de ondas elásticas que proponemos y puede ser
consultada en el Apéndice (A). Para que la función g(ξh) cumpla con la condición de frontera
(3.13) necesitamos que sea de la forma g(ξh) = D sinh |ηthξ| + E cosh(ηthξ) + F sinh(ηthξ).
Por tanto al sustituir g(ξh) obtenemos otra constante adimensional pt (con las propiedades
mecánicas de cada material) para modi�car la función

g(ξh) = C2 (pt sinh |ηthξ|+ cosh (ηthξ)) +D2 sinh (ηthξ) , (3.14)

con
pt = D

E
= −αtω2hp

2ηt
. (3.15)

La introducción del parámetro pt simpli�ca a g(ξh) porque en lugar de tener tres amplitudes
desconocidas ahora solo hay dos de éstas haciendo más fácil la solución del problema.

3.2. Análisis de la guía de ondas elásticas para una guía de

ondas elásticas con una placa distinta en su interior

Se sustituyen las funciones (3.8) y (3.14) en Ec.(2.26) y en Ec.(2.31) para conocer la
componente w del vector de desplazamiento y σzx del tensor de esfuerzos, respectivamente.
Tomando la variable adimensional ξ = z/h junto con la aplicación de la condición de frontera
(2.40) llegamos al siguientes sistema de ecuaciones

ηl(C1(pl cosh |ηlh|+ sinh(ηlh)) +D1 cosh(ηlh))
+iκ(C2(pt sinh |ηth|+ cosh(ηth)) +D2 sinh(ηth)) = 0,

(3.16)

ηl(−C1(pl cosh |ηlh|+ sinh(ηlh)) +D1 cosh(ηlh))
+iκ(C2(pt sinh |ηth|+ cosh(ηth))−D2 sinh(ηth)) = 0,

(3.17)

2iκηl(C1(pl cosh |ηlh|+ sinh(ηlh)) +D1 cosh(ηlh)
−(κ2 + η2

t )(C2[pt sinh |ηth|+ cosh(ηth)] +D2 sinh(ηth)) = 0,
(3.18)

2iκηl(−C1(pl cosh |ηlh|+ sinh(ηlh)) +D1 cosh(ηlh))
−(κ2 + η2

t )(C2[pt sinh |ηth|+ cosh(ηth)]−D2 sinh(ηth)) = 0.
(3.19)

Y por lo tanto la ecuación trascendente del sistema de ecuaciones M está dado por

Det[M ] = −4η2
l

(
−κ2 + η2

t

)2
cosh (ηlh) sinh (ηth) εlεt, (3.20)

donde
εl = pl cosh |ηlh|+ sinh (ηlh) , εt = pt sinh |ηth|+ cosh (ηth) . (3.21)

Las constantes pl y pt dependen deK, ρ y µ de los materiales con los cuales está hecha la guia
de ondas, así pues, cuando no existe la placa dentro de la guia las constantes son cero y entonces
llegamos a la ecuación trascendente donde no hay propagación de ondas con per�l transversal
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evanescente (Ec.(2.57)) lo cual muestra la consistencia de nuestro desarrollo sin embargo los
modos con per�l transversal oscilatorio siguen persistiendo. Tanto ηl como ηt regresan a las
expresiones donde no se toma en cuenta al otro medio debido a la condición de frontera que
estamos aplicando. Volvamos a la Ec.(3.20) la cual presenta las partes longitudinal y transversal
de la onda elástica que incide sobre la guía que estamos analizando, por la forma en como se
expresa la ecuación es posible agrupar los términos que contengan información de cada onda,
de tal forma que, para determinar los modos de propagación para las ondas longitudinales y
transversales solo tenemos que igualar la Ec.(3.20) a cero, o bien, cuando

ηlεl cosh (ηlh) = 0, (3.22)(
−κ2 + η2

t

)
εt sinh (ηth) = 0. (3.23)

3.2.1. Espectros de frecuencia longitudinales

Los modos de propagación de las ondas longitudinales se determinarán de la Ec.(3.22), no
existe pérdida de información por hacer esto de esta manera ya que las partes que representan
a cada onda (longitudinal y transversal) se factorizan y quedan como el producto de dos
expresiones, luego entonces, con la sustitución del término de εl en la Ec.(3.22), la expresión
que debemos resolver para encontrar los modos de propagación es

ηl (pl + tanh (ηlh)) = 0. (3.24)

Ahora veamos, se de�nió el valor ηl en la Ec.(2.34) el cual representa el número de onda en
la dirección transversal a la dirección de propagación por lo que obtendremos el primer espectro
de frecuencias (modo de propagación) al igualarlo a cero entonces −κ2 + ω2/c2

l = 0. Lo que
haremos es usar las variables adimensionales Ω y ζ (sección 2.3.1) con el propósito de tener la
representación de los modos a través de ellas, para esto seguiremos el procedimiento desarrollado
en el capítulo (2), entonces multiplicando a η2

l por c
2
l h

2/c2
t e introduciendo las variables ζ = κh,

ωt = ct/h y k = cl/ct, además de Ω = ω/ωt, obtenemos el modo Ω2
l = k2ζ2. Esto concuerda con

el espectro de frecuencias cuando no existe un medio distinto en características al de la guía de
ondas elásticas.

Continuando con la segunda parte, es decir, pl + tanh (ηlh) = 0, haciendo la sustitución del
valor de pl (Ec.(3.9)) y ηl nos queda expresión en donde aparecen las propiedades mecánicas de
los materiales y la mitad del ancho de la placa (hp), si suponemos que κ2 ≈ ω2/c2

l nos permite

hacer el desarrollo en serie de Taylor para la tanh (ηlh), así que tanh
(
h
√
−κ2 + ω2/c2

l

)
=

h
√
−κ2 + ω2/c2

l − h3

3
(−κ2 + ω2/c2

l )
3/2

+ · · · se llega a

− αlω2hp + 2h
(
−κ2 + ω2

c2l

)
− 2h3

3

(
−κ2 + ω2

c2l

)2

= 0, (3.25)

para de�nir parámetros adimensionales, multiplicamos la Ec.(3.25) por −3c4
l h/2c

4
t además

de sustituir las variables ζ, ωt y k. Es más, un punto esencial de este análisis se encuentra
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en la de�nición de otra constante adimensional βl que contendrá los valores del módulo de
compresibilidad, la densidad y el módulo de cizalladura de los materiales utilizados ya que tal
constante siempre controlará la forma de los modos de propagación de las ondas longitudinales.
Tenemos que βl = αlc

2
l y junto con Ω obtenemos la expresión

Ω4 +
(

3hpβl
2h
− 2ζ2 − 3

)
k2Ω2 +

(
ζ2 + 3

)
k4ζ2 = 0. (3.26)

Es fácil encontrar las raíces de la Ec.(3.26) a través de la formula general para ecuaciones
de segundo grado q = (−b ±

√
b2 − 4ac)/2a. Por lo tanto los espectros de frecuencia para las

ondas elásticas longitudinales son

Ω2
l1±,2± = k2

(
−3hpβl

4h
+ ζ2 + 3

2
± 3

4

√(
hpβl
h
− 2
)2

− 8hpβlζ
2

3h

)
y Ω2

l3
= k2ζ2. (3.27)

En la Ec.(3.27) el subíndice 1 esta relacionado con los modos de propagación positivos y el
subíndice 2 con los negativos. A continuación calcularemos estas relaciones de dispersión para
el caso especí�co de dos materiales con propiedades elásticas radicalmente distintas.

Viene la parte más importante del análisis hecho anteriormente, ya hemos de�nido a βl
y k para conocer sus valores es necesario escoger los materiales de los que estará hecha la
guía de ondas elásticas3. Los materiales que vamos a usar en este trabajo son el Acero AISI
M2 ya que es un material de menor costo para la fabricación de herramientas además de que
puede ser mejorado mediante tratamientos que modi�quen sus características super�ciales, y el
policloruro de vinilo (PVC) debido a que es uno de los más baratos, versátiles y usados polímeros
por su carácter multifacético como la fabricación de paneles estructurales ligeros, tapicería
para automóviles o en un uso doméstico. No existen muchos trabajos donde se reporten las
propiedades mecánicasK y µ de los materiales entonces lo que haremos es determinar sus valores
por medio del modulo de Young y la constante de Poisson (tabla 3.1)4. Como se advierte hemos
encontrado 6 relaciones para el espectro de frecuencias longitudinal empezaremos por considerar
solo la parte positiva5 de estas relaciones porque los espectros de frecuencias (Ec.(3.27)) son
funciones pares de la frecuencia, así pués, lo que analizaremos son los modos Ωl1+ y Ωl1− dados
por

Ωl1± = k

√√√√(−3hpβl
4h

+ ζ2 + 3
2
± 3

4

√(
hpβl
h
− 2
)2

− 8hpβlζ
2

3h

)
, (3.28)

así que en la Fig. 3.2, con h = 0.05m y hp = 0.00075m se muestran las gra�cas de los espectros de
frecuencia longitudinal (Ec.(3.28)) con los valores de la tabla 3.1 que están presentes en βl y que
es igual a −0.150157. Para Ωl1+ se observa un comportamiento similiar al que existe en una guía
de ondas elásticas ordinaria, en donde además presenta una frecuencia de corte Ωc = 3.08747.

3αl depende de los valores de K0, ρ0, µ0, K1, ρ1 y µ1 (veáse apéndice A)
4En la sección (1.1.5) se muestra la dependencia de K y µ (Ec.(1.51)) de los constantes E y σ
5El espectro de frecuencias Ωl2± = −Ωl1± .
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Figura 3.2: Grá�ca de espectro de frecuencias Ωl1+ y Ωl1− (Ec.(3.28)) para ondas longitudinales que se

propagan a través de una guía de ondas elásticas hecha de acero AISI M2 que tiene en su interior una placa

delgada de PVC. Ω y ζ son variables adimensionales las cuales están relacionadas con la frecuencia ωt = ct/h

y el número de onda κ = κl sinα, respectivamente. Estas variables adimensionales dependen del grosor de

la guía de ondas elásticas (h) para que se encuentren bien de�nidas. El primer espectro de frecuencias Ωl1+

es parecido a los que se obtienen para una guía de ondas elásticas común con una frecuencia de corte Ωc

a partir de la cual se comienzan a propagar las ondas longitudinales, su valor es de 3.08747 y se calcula a

partir de Ωc1+ = k
√

3(1− hpβl/2h), donde k = 1.78155 es la razón entre las velocidades de propagación cl y

ct, h = 0.05m, hp = 0.00075m y βl = −0.150157. Los valores de las propiedades mecánicas del acero y del

policloruro de vinilo usadas fueron: Acero AISI M2 (E0 = 208.5 × 109 kg/ms2, ρ0 = 7852 kg/m3, σ0 = 0.27) y

PVC (E1 = 2.14×109 kg/ms2, ρ1 = 1300 kg/m3, σ1 = 0.38) . El segundo espectro de frecuencias Ωl1− tiene una

frecuencia de corte igual a cero, esto signi�ca que para este modo de propagación la guía de ondas se comporta

como un absorbente acústico ya que cualquier longitud de onda se transmite a través de la guía, como se observa

es una una función creciente que va tomando valores muy cercanos a los obtenidos de Ωl1+ .
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Módulo de Young (E) Densidad (ρ) Coe�ciente de Poisson (σ)[
kg
m·s2

] [
kg
m3

]
Acero (AISI M2) 208.1× 109 7852 0.27

PVC 2.14× 109 1300 0.38

Tabla 3.1: Características del Acero y del Policloruro de vinilo (PVC). Se usó la aleación AISI M2 y el PVC

�exible como materiales con los cuales formamos la guía de ondas donde el PVC es el material del que está

hecha la placa[43, 44].

Si nos �jamos en Ωl1− tenemos que la frecuencia de corte comienza en el valor cero lo cual
signi�ca que la guía de ondas no está limitada para ciertas longitudes de onda bajas teniendo
por resultado la transmisión de longitudes de onda mayores al ancho de la guía de ondas. Las
ondas sonoras son un tipo de onda longitudinal que se transmite en un medio elástico por
medio de variaciones locales de presión o densidad provocando que cada molécula transmita
la vibración a las que se encuentren en su vecindad, provocando un movimiento en cadena.
Podemos a�rmar que la guía propuesta se comporta como un �absorbente acústico� porque
cualquier longitud de onda puede propagarse en la guía. En lo referente a una guía de ondas
elásticas ordinaria la conducta de la propagación de las ondas longitudinales en nuestro medio
es similar. Partiendo de la relación de dispersión Ωl3+ = kζ, como la frecuencia es directamente
proporcional al número de onda, se concluye que la velocidad de fase y la velocidad de grupo
para las ondas longitudinales es la misma.

La frecuencia de corte para el espectro de frecuencias Ωl1+ se conoce a partir de la siguiente
relación Ωc1+ = k

√
3(1− hpβl/2h) y por tanto el valor máximo de βl = 2h/hp. En lo que toca

al espectro de frecuencias Ωl1− su frecuencia de corte sería Ωc1− = 0. Desde luego, la revisión
estaría incompleta si no tomamos en cuenta el caso donde las propiedades mecánicas de los
materiales utilizados fueran similares, es decir, el límite cuando βl tiende a cero, entonces

ĺım
βl→0

Ωl1+ = k
√
ζ2 + 3 y ĺım

βl→0
Ωl1− = kζ. (3.29)

Si observamos las expresiones anteriores son parecidas a las de la Ec.(2.48) cuando
los potenciales usados (Ec.(2.36)) tienen forma periódica en la parte transversal que
en este caso f(ξh) = C1 (pl sinh |ηlhξ|+ cosh (ηlhξ)) + D1 sinh (ηlhξ) y g(ξh) =
C2 (pt sinh |ηthξ|+ cosh (ηthξ)) +D2 sinh (ηthξ).

3.2.2. Espectros de frecuencia transversales

Solo nos falta obtener los espectros de frecuencia de las ondas transversales de nuestra guía
de ondas elásticas a partir de la Ec.(3.23), entonces tomando el valor de pt y reorganizando la
ecuación nos da por resultado

ηt
(
−κ2 + η2

t

)
sinh (ηth)

(
−αtω2hp tanh |ηth|+ 2ηt

)
= 0. (3.30)
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El primer espectro de frecuencias (modo de propagación) se consigue de igualar ηt a cero,
primero multiplicamos por h2 a ηt, después con la sustitución de las variables ζ = κh y ωt = ct/h
tenemos que el espectro de frecuencias para las ondas elásticas transversales es Ω2

t = ζ2 con
Ω = ω/ωt . Ahora nos enfocaremos en el término −κ2 + η2

t = 0 con la sustitución de ηt y
multiplicandola por h2 , de nueva cuenta se sustituyen las variables adimensionales ζ, ωt y Ω,
así pues, el segundo espectro de frecuencias para las ondas elásticas transversales es Ω2

t = 2ζ2.
Ya solo nos falta el término −αtω2h tanh |ηth|+ 2ηt = 0, luego entonces cambiamos la forma de
la tanh |ηth| a exponencial y después la desarrollaremos para ηth � 1 en serie de Taylor de la
siguiente manera tanh |ηth| = 1− 2e−2|ηth| + 2e−4|ηth| − · · · , pero como no es posible factorizar
la variable ηt de la serie suponemos entonces que la tanh |ηth| ≈ 1, por lo que la expresión nos
queda

− αtω2hp + 2
(
−κ2 + ω2

c2t

) 1
2

= 0, (3.31)

pasamos del otro lado de la igualdad a αtω
2hp y elevamos al cuadrado ambos lados, luego

multiplicamos por h4/α2
t c

4
th

2
p la Ec.(3.31), entonces tenemos volvemos hacer una sustitución de

las variables ζ, ωt y Ω junto con la introducción de una nueva constante adimensional βt = αtc
2
t ,

con lo cual obtenemos una ecuación cuadrática que es posible resolver por medio de la formula
general para la obtención de raíces

Ω4 − 4h2

h2pβ
2
t
Ω2 + 4h2

h2pβ
2
t
ζ2 = 0. (3.32)

Teniendo presente que la ecuación anterior es válida para los potenciales ϕ y ψ
(Ec.(2.36)) en donde f(ξh) = C1 (pl sinh |ηlhξ|+ cosh (ηlhξ)) + D1 sinh (ηlhξ) y g(ξh) =
C2 (pt sinh |ηlhξ|+ cosh (ηlhξ)) + D2 sinh (ηlhξ). Por lo tanto los espectros de frecuencia para
las ondas transversales son

Ω2
t1±,2± = 2h2

h2pβ
2
t

(
1±

√
1− h2pβ

2
t ζ

2

h2

)
, Ω2

t3
= ζ2, Ω2

t4
= 2ζ2. (3.33)

Como en el caso de los espectros de frecuencias longitudinales el subíndice 1 de Ωt está
relacionado con los modos de propagación positivos y el subíndice 2 con los negativos. De
manera análoga a lo realizado en la sección (3.2.1), tomaremos solo la parte positiva ya que las
funciones de la Ec.(3.33) son pares de manera que al sustituir los valores del AISI M2 y del
PVC (tabla 3.1) en βt (veáse apéndice A para aclaración) tenemos que las relaciones

Ωt1± =
√

2h
hp|βt|

√
1±

√
1−

(
hpβtζ

h

)2

, (3.34)

son gra�cadas juntas (Fig. 3.3). Se observa que, para esta guía de ondas elásticas, existe una
región de frecuencias en donde sólo es permitida la propagación de las ondas transversales, que
en este caso la región se encuentra entre los valores [0, 854.158], donde la frecuencia de corte
es Ωc = 854.158. A esta región de frecuencias se le conoce como �ltro �pasa bajos� porque
solo permite conducir ondas de frecuencia baja. Ya se han realizado diferentes dispositivos
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Figura 3.3: Grá�ca del espectro de frecuencias Ωt1+ y Ωt1− (Ec.(3.34)) para las ondas transversales que se

propagan en una guía de ondas elásticas hecha de acero AISI M2 con una placa delgada de PVC en su interior.

Ω y ζ son variables adimensionales las cuales están relacionadas con la frecuencia ωt = ct/h y el número de onda

κ = κt sinβ, respectivamente. Estas variables adimensionales dependen del grosor de la guía de ondas elásticas

(h) para que se encuentren bien de�nidas. Se tomaron los siguientes cantidades h = 0.05m, hp = 0.00075m

y βt = −0.156099. Las propiedades mecánicas del acero AISI M2 usadas son E0 = 208.1 × 109 kg/ms2,

ρ0 = 7852 kg/ms2, σ = 0.27 y del PVC son E1 = 2.14 × 109 kg/ms2, ρ1 = 1300 kg/ms2, σ1 = 0.38. Estas

cantidades de�nen a la variable adimensional βt. El rango de frecuencias, entre valores de [0, 854.158], es la

región del espectro de frecuencias donde solo se propagan las ondas transversales, en la guía de ondas elásticas

propuesta, con Ωc = 2h/hp|βt|. Del espectro de frecuencias Ωt1+ es posible observar que la velocidad de grupo

transversal dΩ/dζ es negativa ya que la pendiente de la recta tangente para los valores de ζ entre 0 y h/hp|βt|
es decreciente. El valor de ζ = h/hp|βt| es el número de onda máximo con el que una onda elástica se propaga

en la guía y en ese punto la velocidad de grupo es cero lo que signi�caría que no hay movimiento de las

ondas transversales, o bien, al estar cerca del valor de tal frecuencia es posible �detener� la señal o tener ondas

ralentizadas. El espectro de frecuencias Ωt1− nos muestra que ondas transversales con longitud de onda mayor

comparada con el grosor de la guía son propagadas.
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que permiten controlar las regiones de frecuencias más adecuadas para ciertas aplicaciones
con la ayuda de los metamateriales[45, 46, 47]. Analizando por partes tenemos que en la región
[0, 603.981] la velocidad de grupo es positiva entonces nuestra guía mantiene un comportamiento
similar al de una guía de ondas simple. Si pasamos ahora a los valores de frecuencia cercanos
a Ω = 603.981 tenemos que en ese punto la velocidad de grupo tiene el valor de cero lo
que signi�caría que no hay movimiento de las ondas transversales. O bien, al estar cerca
del valor de la frecuencia 603.981 es posible �detener� la señal o tener ondas ralentizadas.
Y �nalmente, para valores de frecuencia entre [603.981, 854.158] encontramos que la velocidad
de grupo es negativa esto quiere decir que la energía se transmite en dirección opuesta a la
velocidad de fase. El signi�cado físico es que al propagarse la onda transversal, en la guía
de ondas elásticas propuesta, en lugar de ir sumando fase va restándola como ocurre en los
metamateriales[48, 49, 50]. Así, pues, la guía de ondas elásticas que proponemos presenta la
característica de un metamaterial elástico. Las aplicaciones posibles de un metamaterial elástico
van desde la fabricación de superlentes elásticas, por el hecho de superar el límite de difracción,
generando imagénes de superior resolución al poder recoger las ondas evanescentes (éstas llevan
parte de la información del objeto observado pero que un aparato de detección no alcanza a
introducirlas en su análisis) recabando la mayor información del medio estudiado[12]. También
en dispositivos antisísmicos, donde el metamaterial elástico, en lugar de ser parte de un edi�cio
o casa, éste sea una barrera a prueba de terremotos alrededor de la construcción que desea
protegerse[13] y esto sucede porque reduce la amplitud de la onda sísmica exponencialmente.
Es importante subrayar que la curva de la Fig. 3.3 resulta de la unión de los espectros de
frecuencias transversal obtenidos teniendo como límite ζ = h/hp |βt|. Los otros espectros de
frecuencias de la Ec.(3.33) son lineales de tal manera que se asemejan a los encontrados en una
guía de onda común pero es posible darse una idea de su forma viendo la Fig. 2.5b cuando se
consideran valores reales para ζ.

Veamos el caso cuando las propiedades mecánicas (E0, ρ0, σ0, E1, ρ1, σ1) de los materiales
empleados son similares, que matemáticamente lo podemos de�nir como límite cuando βt → 0
por lo que para Ωt1+ el límite diverge, en cambio

ĺım
βt→0

Ωt1− ≈ ζ, (3.35)

llegando a la expresión para una guía de ondas común (lineal).

3.2.2.1. Importancia de las propiedades mecánicas para la obtención de una

velocidad de grupo negativa

Todo indica que la diferencia que aparece entre los materiales empleados en esta guía de
ondas elásticas es el factor determinante para conseguir la característica de una velocidad de
grupo negativa. Por ello es necesario un estudio más detallado sobre la in�uencia del valor de
βt porque en él encontramos las propiedades mecánicas de los materiales.

Veamos la Ec.(3.33), podemos realizar un cambio de variable con la �nalidad de simpli�carla
para un análisis más claro, por consiguiente, seaW = Ω2 y Z = ζ2 entonces tenemos la siguiente



CAPÍTULO 3. GUÍA DE ONDAS ELÁSTICAS 38

expresión

W = 2h2

h2pβ
2
t

(
1±

√
1−

(
hpβt
h

)2

Z

)
, (3.36)

de ella sólo tomaremos la parte positiva, vamos a despejar a Z porque esta representa al número
de onda, entonces tenemos que

Z = W −
(
hpβt
2h

)2

W 2. (3.37)

La función Z(W ) es de forma cuadrática, para tener una visión más clara de ésta
esbozaremos su grá�ca a partir de la primera derivada para conocer el o los puntos de in�exión
así como de la segunda derivada para los máximos o mínimos que pueda presentar. Resulta
que existe un punto de in�exión cuando W = 2h2/h2

pβ
2
t y como (d2Z/dW 2) < 0 entonces es

un máximo, además, al igualar a cero la Ec.(3.37) se obtienen dos raíces para los valores 0 y
(2h/hpβt)

2 (Fig. 3.4).
De lo anterior se desprende que para cualesquiera materiales usado en la guía de ondas

elásticas existe una región en el espectro de frecuencias en [0, (2h/hpβt)
2] conocida como �ltro

pasa bajos donde la frecuencia de corte para las frecuencias altas (2h/hpβt)
2. Al tomar el valor

de W = (
√

2h/hpβt)
2 el número de onda correspondiente es Z = (h/hpβt)

2 como consecuencia
tenemos que en dicha frecuencia la velocidad de grupo es igual a cero, esto quiere decir, las ondas
transversales son ralentizadas. Además, en

[
(
√

2h/hpβt)
2, (2h/hpβt)

2
]
las ondas transversales

tendrán una velocidad de grupo negativa. De manera análoga se hace el análisis para el espectro
de frecuencias Ωt1− (Ec.(3.34)).

Esto con�rma la grá�ca que obtuvimos en la sección (3.2.2), ahora bien, Z = ζ2 y βt = αtc
2
t

de esto podemos determinar cuál es el valor crítico de αt que conlleva a propiedades no vistas
en la naturaleza (dω/dκ < 0), así que

|αt| = λt
2πc2thp

, (3.38)

dado que ζ = κh y como κ representa la número de onda, en este caso transversal, usamos
κ = 2π/λt. Es necesario comentar que tanto αl como αt tienen unidades de [s2/m2].

En resumen, la cantidad crítica para que una guía de ondas elásticas, como la que
proponemos, presente una velocidad de grupo negativa está sujeta a la longitud de onda
transversal por lo tanto si λt es igual al ancho de la placa hecha de otro material no existe
propagación de las ondas transversales.

Hemos dedicado un par de secciones para tratar de mostrar que la guía de ondas elástica
propuesta de acero y PVC propaga a las ondas elásticas como una guía de ondas común pero
con la diferencia de que nuestra guía de ondas puede, teóricamente, propagar longitudes de
ondas muy grandes y junto con ello presentar un velocidad de grupo negativa. Prosiguiendo
con el tema veamos en la siguiente sección cuál es la forma de la velocidad de fase y grupo para
cada onda con el propósito de corroborar lo que hemos dicho anteriormente.
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(a)

(b)

Figura 3.4: Grá�ca de W vs Z(W). TantoW como Z son variables adimensionales ya que W=Ω2 y Z = ζ2. (a)

Muestra la representación de la Ec.(3.37) de forma general, por lo que al emplear dos materiales concluimos que

hay un número de onda máximo para Z = h2/h2pβ
2
t en donde la velocidad de grupo transversal es cero, o bien,

en una vecindad cercana a W = 2h2/h2pβ
2
t la velocidad de grupo va disminuyendo teniendo, como consecuencia,

ondas transversales ralentizadas. (b) Cada grá�ca presenta las curvas de Ec.(3.37) para diferentes valores de

βt, entonces si la diferencia entre las propiedades mecánicas de los materiales va siendo grande la región donde

la velocidad de grupo es negativa va disminuyendo, por el contrario, si la diferencia es pequeña la región de

frecuencia es mayor pero cuando las propiedades son similares la Ec.(3.37) tiende a Z = W . La cantidad crítica

de βt para que una guía de ondas elásticas, como la que proponemos, presente una velocidad de grupo negativa

está sujeta a la longitud de onda transversal por lo tanto si λt es igual al ancho de la placa hecha de otro

material entonces no existe propagación de las ondas transversales.
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Figura 3.5: Tren de ondas.

3.3. Velocidad de fase y de grupo

El movimiento de un grupo de ondas puede considerarse como un tren de onda sinusoidal
(Fig. 3.5) con frecuencia central y número de onda, mientras que el paquete varía lentamente
en el espacio y en el tiempo. De esto, aparecen dos conceptos importantes para describir el
movimiento del grupo de ondas: la velocidad de fase y la velocidad de grupo. La velocidad de
fase es la velocidad aparente de una fase determinada de onda, por ejemplo, su cresta o punto de
máxima intensidad y es paralela a la dirección de propagación. En el caso de ondas progresivas
de tipo armónico, con una frecuencia angular bien de�nida, la velocidad de fase se determina
a partir de la expresión vf = ω/κ. La velocidad de grupo es aquella con la que se propagan las
señales de información de cualquier tipo, o bien, es la velocidad con la que se propaga la energía.
La velocidad de grupo está de�nida por la relación vg = dω/dκ. Se sabe que la velocidad de
fase siempre es igual o mayor a la velocidad de grupo, como ejemplo, en una guía de onda las
velocidades de grupo y de fase tienen el mismo valor en el espacio libre. Desde el punto de vista
de la dinámica, la velocidad de grupo tiene una trascendencia física, el ritmo del transporte de
energía, que lo hace más importante que la velocidad de fase. En este trabajo, hemos de�nido
a las variables C = c/ct = Ω/ζ[37] y Cg = dΩ/dζ como la velocidad de fase y la velocidad de
grupo, respectivamente.

3.3.1. Velocidad de fase de las ondas longitudinales

Como dijimos en la sección 3.2 para estudiar los casos por separado de las ondas
longitudinales y transversales utilizando un análisis matemático similar al realizado por Mindlin
[37]. La velocidad de fase es obtenida de la Ec.(3.22), entonces en primera instancia tomando
ηl igual a cero la multiplicamos por c2

l h
2/c2

t con el objetivo de adimensionalizar la expresión
resultante y con la sustitución de los términos ζ = κh, C = c/ct, k = cl/ct y ω = κc, nos queda
que la velocidad de fase para el caso de ηl = 0 es

C2
l3

= k2. (3.39)

Como hemos dicho arriba, la Ec.(3.39) representa la relación del número de onda de velocidad
de fase para las ondas longitudinales que se propagan en la guía con una placa, en su interior,
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de diferentes propiedades. La velocidad de fase obtenida nos dice que la guía de ondas elásticas
propuesta se comporta también como una guía de ondas común. Obtendremos otra relación para
la velocidad de fase a partir de la Ec.(3.25), entonces conocemos el valor de la frecuencias ω por
lo que al sustituirla en dicha ecuación y multiplicandola por −3c4

l h/2c
4
t podemos expresarla en

términos de parámetros adimensionales para que el análisis de la expresión que se obtenga sea
más simple. De nueva cuenta sustituimos las variables ζ, C, k y aquí vuelve a presentarse
las propiedades mecánicas de los materiales las cuales están representadas por la variable
adimensional βl = αlc

2
l nos queda un ecuación cuadrática

C4 +
(

3βlhp
2hζ2
− 3

ζ2
− 2
)
k2C2 +

(
3
ζ2

+ 1
)
k4 = 0, (3.40)

que se puede resolver con la formula general para ecuaciones de segundo grado, por lo que
las raíces de la Ec.(3.40) se obtiene para C2

l1±
. Por otro lado, podemos encontrar la ecuación

que relaciona el espectro de frecuencia con la velocidad de fase para las ondas longitudinales
multiplicando la ecuación por ζ2, como se hizo en la sección 2.3.1.

Tenemos que una primera velocidad de fase es Cl3+ = k, donde k es la razón de las
velocidades de propagación de las ondas elásticas cl y ct de�nidas por los valores E0, ρ0 y
σ0 (los valores se presentan en la Tabla 3.1 para el acero AISI M2). Las otras velocidades de
fase longitudinal que analizamos son

Cl1± =

√√√√k2

ζ2

(
−3hpβl

4h
+ ζ2 + 3

2
± 3

4

√(
hpβl
h
− 2
)2

− 8hpβlζ
2

3h

)
. (3.41)

La representación grá�ca de las velocidades de fase (Ec.(3.41)) se muestra en la Fig. 3.6a
donde mantenemos las mismas condiciones y materiales, que consideramos en las secciones
anteriores, de los materiales (Acero (AISI M2)-PVC) usados para la guía de ondas elásticas,
donde βl = αlc

2
l = −0.150157 y k = 1.78155. Al considerar el limite cuando βl → 0 de la

velocidad de fase tenemos que Cl1+ =
√
k2 (3 + ζ2) /ζ2 y Cl1− = k. Con este análisis se ha

mostrado, una vez más, que la guía de ondas elásticas propuesta en este trabajo se comportaría
como una guía común (lineal) si las propiedades mecánicas de los materiales usados fueran del
mismo orden de magnitud. La velocidad de fase Cl1+diverge al tener valores pequeños de ζ
y tiende a la constante k conforme aumenta el número de onda. En cambio, la velocidad de
fase Cl1− presenta una singularidad cuando ζ es igual a cero, pero la cual es removible dado
que si se toman valores cercanos a cero la velocidad de fase tiende a k. Entonces todas las
ondas longitudinales que se propagan en la guía de ondas elásticas tienen una velocidad de fase
constante.

3.3.1.1. Velocidad de grupo

Como sabemos la velocidad de grupo está dada por la derivada de la frecuencia con respecto
del número de onda, Cgl = dΩl/dζ, calcularemos de esta forma la velocidad de grupo para las
ondas longitudinales. Lo primero que haremos es obtener la velocidad de grupo para el espectro
de frecuencia Ωl3+ (Ec.(3.27)), así que tenemos
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Cgl3+ = k, (3.42)

la ecuación anterior está relacionada con el espectro de frecuencias longitudinal Ω2 = k2ζ2 para
la parte positiva por como hemos de�nido a la constante k y a la variable adimensional ζ.
Siguiendo con las operaciones para obtener la velocidad de grupo, derivando la Ec.(3.27) con
respecto a ζ tenemos que

Cgl1±,2± =

k2ζ
h

h√(hpβl
h
−2

)2

−
8hpβlζ

2

3h
∓hpβl


Ωl1±,2±

√(
hpβl
h
−2

)2

−
8hpβlζ

2

3h

, (3.43)

donde βl = −0.150157. De tal manera que hemos gra�cado (Fig. 3.6b) las ecuaciones

Cgl1± =

k2ζ
h

h√(hpβl
h
−2

)2

−
8hpβlζ

2

3h
∓hpβl


Ωl1±

√(
hpβl
h
−2

)2

−
8hpβlζ

2

3h

, (3.44)

junto con Cgl3+ = 1.78155. Como se observa en la Fig 3.6b las velocidades de grupo (Ec.(3.44))
están acotadas por el valor k = 1.78155. Tenemos que la velocidad de fase longitudinal (Cl3+)
y la velocidad de grupo longitudinal (Cgl3+) son iguales6 para el espectro de frecuencias (modo
de propagación) Ωl1− . Si los materiales usados son de similares propiedades mecánicas entonces
aplicamos el límite cuando βl tiende a cero, por lo que

ĺım
βl→0

Cgl1+ ≈ kζ√
ζ2+3

y ĺım
βl→0

Cgl1− ≈ k. (3.45)

3.3.2. Velocidad de fase de las ondas transversales

Si queremos conocer las velocidades de fase para las ondas transversales comenzamos con
la parte de ηt =

√
−κ2 + (ω2/c2

t ) = 0 en la cual haremos la sustitución de ω = κc, entonces
si C = c/ct obtenemos que una primera velocidad de fase es C2

t1
= 1. Luego, de la Ec.(3.30)

tenemos que el término relación −2κ2 + ω2/c2
t = 0 llegamos a otra velocidad de fase donde

C2
t2

= 2 al hacer la sustitución de ω = κc.
Lo que importa observar es los espectros de frecuencias Ωt1± (Ec.(3.34)) porque de ella es

posible determinar la velocidad de grupo transversal y así constatar que la onda transversal
transmitiría energía en dirección antiparalela a la velocidad de fase, o lo que signi�caría que
las ondas transversales presentan una velocidad de grupo �negativa�, pero eso lo estaremos
analizando en la siguiente sección. Empezamos con la sustitución de ω = κc en la Ec.(3.31), así
que solo la multiplicamos por h4/α2

t c
4
t para introducir parámetros adimensionales y teniendo

en cuenta que C, ζ = κh, y βt = αtc
2
t , llegamos a

6Tal característica sucede cuando el material se encuentra en el vacío
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(a) Si el valor del número de onda ζ es cercano a cero la relación Cl1+(Ec.(3.41)) diverge, en
cambio, al ir incrementando su valor, ésta converge hacia la constante k = Cl3+ , manteniendo
una similitud con respecto a la propagación de ondas elásticas a través de un medio elástico
isótropo (veáse Fig. 2.5). Por otra parte, la velocidad de fase Cl1− (Ec.(3.41)) para valores de
ζ pequeños ya es muy parecida a la constante k aunque los valores de la velocidad empiezan
por debajo ésta.

(b) Las expresiones Cgl1+ , Cgl1− y Cgl3+ están relacionadas con la derivada de los espectros
de frecuencias Ωl1+ y Ωl1− (Ec.(3.28)) y Ωl3+ = kζ, respectivamente. Cuando las valores del
número de onda ζ son grandes la velocidad de grupo longitudinal Cgl1+ tienden al valor de
k como en el caso de ondas armónicas (sección 2.3.1) en una guía de ondas elásticas[37]. La
velocidad de grupo Ct1− es parecida a la razón de las velocidades de propagación k para
cualquier valor de ζ excepto en cero porque tenemos una singularidad pero que es removible.

Figura 3.6: Grá�ca de las velocidades de fase Cl1+ , Cl1− , Cl3+ y de grupo Cgl1+ , Cgl1− , Cgl3+ para ondas

longitudinales en la guía de ondas elásticas de Acero(AISI M2)-PVC. Las variables ζ y C son adimensionales

que representan al número de onda y a la velocidad de fase, respectivamente. El parámetro k es adimensional

y se obtiene de la división entre las velocidades de propagación cl y ct que para este caso es de 1.78155.
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C4 − 4h2

h2pβ
2
t ζ

2C
2 + 4h2

h2pβ
2
t ζ

2 = 0, (3.46)

como vemos la ecuación anterior puede ser obtenida de la división de la Ec.(3.32) entre el
número de onda ζ y si tomamos el caso límite donde las propiedades son similares llegamos a
expresiones para cuando no tenemos la placa en el interior de la guía de ondas,

ĺım
βl→0

[
C4 − 4h2

h2pβ
2
t ζ

2C
2 + 4h2

h2pβ
2
t ζ

2

]
≈ −C2 + 1, (3.47)

C2 = 1. (3.48)

Para determinar los puntos donde Ec.(3.46) es cero usamos la fórmula general para obtener
las raíces de ecuaciones de segundo grado, entonces

C2
t1±,2± = 2h2

h2pβ
2
t ζ

2

(
1±

√
1−

(
hpβtζ

h

)2
)
. (3.49)

En la Fig.(3.7a) se muestran las velocidades de fase transversal que obtuvimos

Ct1± =
√

2h
hp|βtζ|

√
1±

√
1−

(
hpβtζ

h

)2

. (3.50)

Habrá que decir también que las velocidades de fase de arriba en ζ = h/hp|βt| siempre
tendrán el valor de

√
2 no importa los materiales utilizados para la construcción de la guía

de ondas elásticas que proponemos. Consideremos ahora el límite de las velocidades de fase
transversal cuando βt → 0, concluyendo que la velocidad de fase Ct1+ diverge y para Ct1−
tenemos que

ĺım
βt→0

Ct1− ≈ h
2
. (3.51)

3.3.2.1. Velocidad de grupo

La velocidad de grupo, Cgt = dΩt/dζ, de las ondas transversales son determinadas de los
espectros de frecuencias de las ecuaciones (3.33) y (3.34), así que éstas son

Cgt =
dΩt1±,2±

dζ
= ∓ ζ

Ωt1±,2±

√
1−
(
hpβtζ

h

)2
, (3.52)

Cgt3 = ±1, Cgt4, = ±
√

2. (3.53)

Sabemos que el signi�cado físico de la velocidad de grupo está relacionado con el ritmo del
transporte de la energía lo cual la hace más importante que la velocidad de fase. En la grá�ca
(Fig. 3.7b) se muestra la velocidad de grupo transversal para la relación de dispersión Ωt1+

Cgt1+ = − ζ

Ωt1+

√
1−
(
hpβtζ

h

)2
, (3.54)
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esto es la parte esencial que hemos buscado ya que la velocidad de grupo transversal para este
caso es negativa teniendo como cota el valor de h/hp|βt| (con h = 0.05m, hp = 0.00075m,
βt = −0.156099) y para valores mayores a éste tenemos números imaginarios lo que signi�ca
que se tienen ondas estacionarias. Se comprueba de este modo que la energía (velocidad de
grupo) es antiparalelo al vector de fase con el simple hecho de introducir un material en una
guía de ondas de distintas características a ésta. Se debe hacer constar el hecho de que Ωt1+ es
positiva pero al derivarla con respecto a ζ la expresión resultante es negativa. La velocidad de
grupo de la Fig.3.7b, de la relación de dispersión Ωt1− , se observa positiva tal como habiamos
dicho en la sección 3.2.2

Cgt1− = ζ

Ωt1−

√
1−
(
hpβtζ

h

)2
. (3.55)

En las grá�cas para la velocidad de grupo transversal existe un límite dado por h/hp |βt| =
427.079, ya que después de este valor la guía de ondas elástica de Acero-PVC no propaga
energía.

Es signi�cativa la importancia que tiene el haber tomado al acero y PVC debido a sus
características mecánicas, con la diferencia entre sus módulos de elasticidad (E) obtenemos
un per�l transversal evanescente para la guía de ondas elástica entonces, en principio, solo se
propagan ondas a partir de una frecuencia de corte y no puede transmitir señales más allá de
una cierta distancia pero vemos, con todo lo realizado anteriormente, las propiedades de la guía
cambian. A causa de ello la guía de ondas elástica es capaz de propagar longitudes de onda
mayores comparadas con el grosor de la guía que es un comportamiento contrario al de un
modo de una guía ordinaria (Fig 3.3), las longitudes de onda se encontrarían en el rango de
microondas y radiofrecuencias.

Antes de pasar adelante conviene señalar que también se realizó el estudio de una guía de
ondas elásticas donde el material principal con el que está hecha la guía es PVC y la placa
delgada en su interior es de acero, para también saber el comportamiento de la velocidad
de grupo, alcanzando resultados parecidos a los obtenidos anteriormente pero para regiones
más pequeñas. Las grá�cas de los espectros de frecuencias, velocidades de fase y de grupo se
encuentran el apéndice C.

Se debe agregar que no sólo se tomaron en cuenta al acero y al PVC como posibles materiales
para nuestra guía de ondas elásticas sino también escogimos dos materiales más, estos son el
oro y el polietileno de baja densidad (PEBD) y donde volvemos a encontrar que la velocidad de
grupo es negativa en el caso de las ondas transversales, las grá�cas de espectros de frecuencias,
velocidades de fase y grupo están el apéndice C.

El propósito de emplear materiales con marcada diferencia con respecto al modulo de Young
es para conseguir el per�l transversal evanescente ya que con materiales con módulos de similar
magnitud no es posible alcanzarlo y por tal razón el análisis se sujeta al de una guía de ondas
hecha de un único material lo cual no tendría mucho interés porque existe una gran cantidad de
estudios sobre guías de ondas. Es posible verlo al aplicar el límite a la velocidad de grupo Cgt1−
(Ec.(3.55)) cuando βt → 0 donde el resultado es una constante, ésto es, ĺımβt→0Cgt1− ≈ 1.
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(a) Las velocidades de fase Ct1+ y Ct1− (Ec.(3.50)) presentan un límite en el valor de
ζ = h/hp|βt| con h = 0.05m, hp = 0.00075m y βt = −0.156099, no así cuando el valor
de ζ es muy pequeño ya que ambas velocidades de fase transversal divergen. El valor de la
velocidad de fase para ζ = h/hp|βt| es

√
2 sin importar los materiales usados para la guía de

ondas elásticas.

(b) En el intervalo (0, h/hp|βt|), donde h = 0.05m, hp = 0.00075m y βt = −0.156099, vemos que
aparece una velocidad de grupo transversal negativa relacionada con el espectro de frecuencias
Ωt1+ . Si ζ = h/hp|βt| tanto Cgt1+ (Ec.(3.54)) como Cgt1− (Ec.(3.55)) no están determinadas,
después de tal valor la velocidad de grupo toma valores imaginarios y por tanto no existiría
propagación de energía.

Figura 3.7: Grá�ca de las velocidades de fase Ct1+ , Ct1− y de grupo Cgt1+ y Cgt1− para ondas transversales en

la guía de ondas elásticas de Acero-PVC. Las variables ζ, C y Cg son adimensionales que representan al número

de onda, a la velocidad de fase y a la velocidad de grupo, respectivamente. Debemos tener claro que la cantidad

de βt se obtiene al introducir las propiedades mecánicas del acero AISI M2 y del PVC (Tabla 3.1) en αt y ct.
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Con la introducción de los valores de la tabla C.1 en los espectros de frecuencia, velocidades
de fase y de grupo desarrolladas en este capítulo son cualitativamente parecidas con las que
mostramos en las �guras (3.2), (3.3), (3.6a), (3.7a), (3.6b) y (3.7b) que se pueden ver en el
apéndice C.



Capítulo 4

Conclusiones

Desarrollamos un modelo para una guía de ondas elástica constituida por un medio
isotrópico y homogéneo en el cual se inserta una placa plana delgada de dos órdenes de magnitud
menor comparada con el grosor de la guía cuyas propiedades elásticas son radicalmente distintas
(modulo de Young, densidad y constante de Poisson) con respecto al material del cual está
constituida la guía de ondas propuesta. Las presencia de esta placa plana origina condiciones de
frontera peculiares que se mani�estan como cambios abruptos en las elongaciones y dan lugar a
posibles soluciones cuyo per�l transversal espacial es evanescente. De esta manera se obtuvieron
para propiedades elásticas arbitrarias las relaciones de dispersión para las ondas elásticas
(longitudinal y transversal, respectivamente) que se propagan en este sistema propuesto. Para
ejempli�car nuestro modelos consideramos un par de parejas de materiales particulares para
efectuar cálculos numéricos.

Los modos de propagación de per�l transversal evanescente que hallamos nos permiten
veri�car en primera instancia que para las ondas longitudinales los espectros de frecuencia
son parecidos a las que se presentan cuando no hay otro medio en el interior de la guía. En
un primer modo se obtiene una frecuencia de corte que en primera es similar a una guía de
ondas elásticas normal (lineal) y para otro modo se cubre todo el espectro de frecuencias
de las ondas longitudinal sin exhibir frecuencias de corte así que puede transmitir cualquier
señal (longitud de onda) que incida sobre la guía. Podemos a�rmar que la guía propuesta
se comporta como un �absorbente acústico� para cualquier onda elástica que se propaga en
la guía. También se observó que las velocidades de fase y grupo son iguales para uno de los
espectros de frecuencias longitudinales. Resulta, pués, que los modos de propagación para las
ondas transversales muestran intervalos donde éstos están limitados por un valor determinado
del número de onda en el cual las propiedades mecánicas de los materiales tienen in�uencia.
Es decir, sólo cuando la pareja de materiales, usados en la construcción de la guía de ondas,
mantienen una diferencia con respecto a sus valores de sus módulos de Young de tres ódenes
de magnitud se conserva la forma de la estructura de bandas.

Por otro lado si los valores de sus propiedades elásticas de ambos materiales son del mismo
orden de magnitud los espectros de frecuencias, las velocidades de fase y grupo serían análogas
a las de una guía construida a partir de un solo material. Esto debido a que las ecuaciones

48
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que gobierna a los modos con per�l transversal exponencial decayente no tiene solución. Sin
embargo, las ecuaciones que corresponden a los modos con per�l oscilante siempre tienen
solución.

Los resultados de este estudio muestran que existe un intervalo de frecuencias para el que
la energía elástica la cual viaja en la dirección de la velocidad de grupo (velocidad de grupo
transversal) se transmitiría en dirección opuesta a la velocidad de fase en la guía de ondas
elásticas. A esta propiedad se le conoce como velocidad de grupo negativa. Esta característica
peculiar para nuestra guía de ondas elástica, aquí propuesta, es similar a la presentada por
algunas guías de onda formadas con metamateriales elásticos. Un ejemplo de la ventaja de
un metamaterial elástico que tiene sobre uno común es en la aplicación de lentes ya que
estos obtienen imagenes de gran resolución superando el límite de difración. Cabe señalar que
existen en la literatura cientí�ca multitud de materiales microestructurados elaborados cuyo
comportamiento macrsocópico medio o efectivo da lugar a metamateriales. Sin embargo, el
principal obstáculo que se interpone en el desarrollo de los metamateriales es la escasa existencia
de procesos de fabricación adecuadas para la síntesis de metamateriales.

En nuestro caso hemos propuesto una guía de ondas elástica cuya estructura es mucho
más simple, sin embargo logra proporcionar algunas de las características connotadas para una
guía de metamaterial. Los resultados de nuestro estudio nos permite proponer guías de ondas
acústicos con propiedades análogas a las guías de metamateriales a partir de guía de ondas
elásticas con técnica de fabricación menos complejas. Este tipo de guías de onda elásticas tiene
aplicaciones en áreas como sismología o ultrasonografía, también en programas militares.

Mostramos además que esta guía de ondas cuenta con modos que propagan señales cuya
longitud de onda es mucho más grande que la dimensión característica de la guía de ondas y
que de hecho no permite conducir señales de longitud de onda corta constituyendose de ésta
forma como un �ltro pasa bajos. Este comportamiento es constrastante con el de una guía de
ondas común pero es similar al que muestran algunas guía hechas en base a metamateriales.

Finalmente, los modos evanescentes de esta guía reducen su velocidad de grupo en la
medida que su longitud de onda se escoge más larga dando lugar a propagación de señales
extremadamente lenta.



Apéndice A

Guias de ondas elásticas

La importancia de la ecuación diferencial de onda es que nos proporciona información de
como la onda longitudinal (en este caso) se propaga en un medio, por ello la guía de ondas
elásticas que estamos estudiando también es tratada a través de la ecuación diferencial de onda

1
c2l

∂2ϕ
∂t2
−∇2ϕ = 0, (A.1)

donde cl está determinada a través de las propiedades del medio (K, ρ, µ) por cl =√
(3K + 4µ)/3ρ entonces si la guía de ondas elásticas tiene una placa en su interior la cual tiene

diferentes propiedades (K1, ρ1, µ1) con los valores de las propiedades mecánicas son de�nidas
en la Ec.(3.1) para la guía propuesta, donde ∆K = K0 −K1 , ∆ρ = ρ0 − ρ1 y ∆µ = µ0 − µ1.
Es más, las cantidades del módulo de compresibilidad (K), de la densidad (ρ) y del módulo
de cizalladura (µ) de los materiales empleados en la fabricación de la guía de ondas elásticas
pueden tener cualquier valor, así que al cl junto con el potencial ϕ = f(ξh) exp[iκ(x − ct)] en
la ecuación diferencial de onda ahora es de la forma

[3ρ0ω
2 − (3K0 + 4µ0)κ2] f(ξh) + (34K+4∆µ)hpδ(ξ)

h3
∂2f(ξh)
∂ξ2

+3K0+4µ0
h2

∂2f(ξh)
∂ξ2

+
(3∆ρω2−(3∆K+4∆µ)κ2)hpδ(ξ)f(ξh)

h
= 0,

(A.2)

Nuestro desarrollo teórico es correcto porque cuando las diferencias ∆K, ∆ρ y ∆µ son casi
nulas, es decir, los materiales empleados tienen propiedades mecánicas del mismo orden de
magnitud, la ecuación anterior representa la ecuación diferencial de onda de una guía de ondas
común. Lo siguiente que hicimos fue integrar la Ec.(A.2) desde −ξ a +ξ ya que es distancia es el
ancho de la guía de ondas elásticas. Ha llegado el momento para aplicar el límite cuando ξ → 0
con el propósito de determinar la condición de frontera de la placa en el interior de la guía de
ondas. Continuando análisis, conviene subrayar que la función f(ξh) es continua en el espacio
de la guía de ondas que estudiamos, es decir f(ξh)

∣∣
ξ+

= f(ξh)
∣∣
ξ−
, lo cierto es que �si f es una

función continua en [a,b] entonces la función F (x) =
´ x
a
f(t)dt donde a ≤ x ≤ b es derivable

y veri�ca F ′(x) = f(x) para toda x del intervalo� (Teorema fundamental del cálculo) con esto
podemos ir reduciendo términos de la expresión que estamos tratando. Si consideramos ahora
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una de las propiedades de la delta de Dirac:
´∞
−∞ δ(x)f(x)dx = limε→0

´ ε
−ε δ(ε)f(ε)dε = f(0),

entonces tenemos

3K0+4µ0
h2

∂f(ξh)
∂ξ

∣∣∣0+
0−

+ (34K+4∆µ)hp
h3

∂2f(0)
∂ξ2

+
(3∆ρω2−(3∆K+4∆µ)κ2)hpf(0)

h
= 0. (A.3)

Prosiguiendo con el análisis volvamos a la Ec.(A.2), entonces si consideramos la parte alejada
de la placa tenemos un comportamiento de una guía de ondas lineal, es decir,(

3ρ0ω
2 − (3K0 + 4µ0)κ2

)
f(ξh) + 3K0+4µ0

h2
∂2f(ξh)
∂ξ2

= 0, (A.4)

y como se dijo antes la función f(ξh) es continua, o sea, f(0+) = f(0−) por lo tanto se cumple
que la segunda derivada también lo es (∂2f(0+)/∂ξ2) = (∂2f(0−)/∂ξ2), entonces al evaluar la
segunda derivada en cero tenemos

∂2f(0)
∂ξ2

= −(3ρ0ω2−(3K0+4µ0)κ2)h2f(0)

3K0+4µ0
. (A.5)

Con la sustitución de la segunda derivada en la Ec.(A.3) se determina la condición de
frontera de la placa

∂f(ξh)
∂ξ

∣∣∣∣
0+
−∂f(ξh)

∂ξ

∣∣∣∣
0−

= −αlω2hhpf(0), (A.6)

donde αl = αl [K0, ρ0, µ0, K1, ρ1, µ1]

αl = 3((3K0+4µ0)∆ρ−ρ0(3∆K+4∆µ))

(3K0+4µ0)2
. (A.7)

Para el caso de las ondas transversales, la velocidad de propagación es ct =
√
µ/ρ, tenemos

que hacer lo mismo que lo realizado para las ondas longitudinales, al sustituirla junto con el
potencial ψ = g(ξh) exp[iκ(x− ct)], donde g(ξh) es continua, en la ecuación diferencial de onda

1
c2l

∂2ψ
∂t2
−∇2ψ = 0, (A.8)

se tiene
(ρ0ω

2 − µ0κ
2) g(ξh) + ∆µhpδ(ξ)

h3
∂2g(ξh)
∂ξ2

+µ0
h2

∂2g(ξh)
∂ξ2

+
(∆ρω2−∆µκ2)hpδ(ξ)g(ξh)

h
= 0,

(A.9)

se puede hacer esto ya que el módulo de Young, la densidad y el módulo de cizalladura
pueden tener cualquier valor. Después integramos la Ec.(A.9) desde −ξ a +ξ y se le aplica
el límite cuando ξ → 0 para determinar la condición de frontera de la placa relacionada con
las ondas transversales. Con la propiedad de la delta de Dirac para una función continua de´∞
−∞ δ(x)g(x)dx = ĺımε→0

´ ε
−ε δ(ε)g(ε)dε = g(0) junto con el teorema fundamental del cálculo,

obtenemos
µ0
h2

∂g(ξh)
∂ξ2

∣∣∣∣0+
0−

+∆µhp
h3

∂2g(0)
∂ξ2

+
(∆ρω2−∆µκ2)hpg(0)

h
= 0. (A.10)



APÉNDICE A. GUIAS DE ONDAS ELÁSTICAS 52

Como en el caso de las ondas longitudinales al estar fuera de la placa tenemos el
comportamiento de una guía de ondas lineal, por lo que la Ec.(A.9) es ahora(

ρ0ω
2 − µ0κ

2
)
g(ξh) + µ0

h2
∂2g(ξh)
∂ξ2

= 0, (A.11)

donde la segunda derivada (∂2g(0+)/∂ξ2) = (∂2g(0−)/∂ξ2) es continua porque g(ξh) se de�nió
así, entonces podemos despejar a ∂2g(ξh)/∂ξ2 de la ecuación anterior evaluada en cero

∂2g(0)
∂ξ2

= −(ρ0ω2−µ0κ2)h2g(0)

µ0
. (A.12)

Por lo tanto, la condición de frontera de la placa relacionada a las ondas transversales, al
sustituir la segunda derivada en la Ec.(A.10), es

∂g(ξh)
∂ξ

∣∣∣∣
0+
−∂g(ξh)

∂ξ

∣∣∣∣
0−

= −αtω2hhpg(0), (A.13)

con αt = αt [K0, ρ0, µ0, K1, ρ1, µ1]
αt = µ0∆ρ−ρ0∆µ

µ20
. (A.14)



Apéndice B

Velocidad de Grupo

B.1. Ondas Longitudinales

Los espectros de frecuencias para la ondas longitudinales están determinadas en la Ec.(3.27).
Se observa que la velocidad de grupo para el espectro Ωl3+ es constante Cgl3+ = k. Consideremos
ahora los espectros Ωl1± al derivarlo con respecto a ζ se llega a lo siguiente

dΩl1±
dζ

= k


ζ

(
1∓ hpβl

h

((
hpβl
h
− 2
)2

− 8hpβlζ
2

3h

)− 1
2

)
√
−3hpβl

4h
+ ζ2 + 3

2
± 3

4

√(
hpβl
h
− 2
)2

− 8hpβlζ
2

3h

 , (B.1)

después multiplicando arriba y abajo por el radical del denominador se tiene

dΩl1±
dζ

= kζ


1∓ hpβl

h

((
hpβl
h
− 2
)2

− 8hpβlζ
2

3h

)− 1
2

Ωl1±
k

 , (B.2)

Finalmente pasamos el radical restante al denominador y sumamos para obtener

Cg = k2ζ
h

h
√(

hpβl
h
− 2
)2

− 8hpβlζ
2

3h
∓ hpβl

Ωl1±

√(
hpβl
h
− 2
)2

− 8hpβlζ
2

3h

 . (B.3)

B.2. Ondas transversales

Las Ecs.(3.33) determinan los espectros de frecuencia para las ondas transversales. De los
últimos espectros de frecuencias se ve que la velocidad de grupo es constante Cg = ±1 y
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Cg = ±
√

2, pero del primer espectro se obtiene

dΩt1±
dζ

=
∓
√

2hpβtζ

h

(
1− h2pβ

2
t ζ

2

h2

)− 1
2

2

√
1±

√
1− h2pβ

2
t ζ

2

h2

, (B.4)

que simpli�cando

dΩt1±
dζ

=
∓
√

2hpβtζ

h

2

√
1− h2pβ

2
t ζ

2

h2

√
1±

√
1− h2pβ

2
t ζ

2

h2

, (B.5)

que se puede simpli�car insertando además el valor de Ωt1±

Cg =
∓ζ

Ωt1±

√
1− h2pβ

2
t ζ

2

h2

. (B.6)



Apéndice C

Guía de ondas elásticas de distintos
materiales

C.1. Guía de ondas PVC-Acero

Las propiedades mecánicas utilizadas se muestran en la tabla 3.1 de donde las constantes
E0, ρ0 y σ0 están relacionadas al policloruro de vinilo y E1, ρ1, σ1 con el acero AISI M2. El
cambio de los materiales hace que los modos de las ondas longitudinales sean muy parecidos a
los relacionados con las ondas transversales (Fig.3.3) por la diferencia entre los valores de E,
ρ y σ de cada material. Esta peculiaridad es interesante para su estudio ya que su signi�cado
aún se sigue analizando por tal motivo dejaremos esto para futuros trabajos.

En la Fig. C.1a se gra�caron las ecuaciones mencionadas para las ondas longitudinales donde
vemos que existe una frecuencia de corte relacionada a Ωl1+ donde el valor, de esta constante
adimensional, es Ωc = 2.94215. Al comparar los espectros de frecuencia longitudinal obtenidos
para una guía de ondas elásticas hecha de policloruro de vinilo y con una placa de acero en su
interior con los de la Fig. 3.2 son diferentes ya que para el valor de ζ =

√
(3/2)(h/hpβl − 1)

donde h = 0.05m, hp = 0.00075m y βl = 58.871 el modo Ωl1+ es positivo llegando a una máximo
y un mínimo para ζ =

√
3(2h− hpβl)/

√
8hhpβl así como una frecuencia de corte menor que la

de la guía de ondas de Acero-PVC1. Por otro lado, hemos gra�cado los espectros de frecuencias
transversal Ωt1+ y Ωt1− (Fig. C.1b) porque tienen un límite dado por el valor de h/hp | βt |
para βt = 99.6256, así que la región de frecuencias que se observa es llamada ��ltro pasa bajos�.
La región está determinada en [0, 1.33834] para valores 0 ≤ ζ ≤ h/hp|βt|. Tenemos que las
velocidades de fase Cl1± (Ec.(3.41)) tienen el mismo valor cuando ζ =

√
3(2h− hpβl)/

√
8hhpβl

(Fig. C.2a). En cambio, las velocidades de fase transversal Ct1± (Ec.(3.50)) llegan al valor de
√

2
para el número de onda ζ = h/hp|βt| (Fig. C.2a). Ahora bien, la velocidad de grupo longitudinal
Cgl1+ (Ec.(3.44)) (Fig. C.2b) tiene una región donde la velocidad es negativa, el comportamiento
de la expresión no dista mucho en la forma, más no en cantidad, de lo que se encontró en la
Fig. 3.7b, de igual forma pasa con las velocidades de grupo transversal Cgt1+ y Cgt1− (Fig. C.3).

1La frecuencia de corte para la guía de ondas elásticas de Acero-PVC es Ωc = 3.08747.
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(a) Espectros de frecuencias longitudinales Ωl1± . Las ecuaciones que de�nen a los
espectros de frecuencias se muestran en la Ec.(3.28) con una frecuencia de corte
Ωc = 2.94215.

(b) Espectros de frecuencias transversales Ωt1± . Las ecuaciones que de�nen a los
espectros de frecuencias se muestran en la Ec.(3.34) con una frecuencia de corte
Ωc = 1.33834. Si se toman valores del número de onda adimensional ζ entre
[0, h/hp|βt|] , donde βt = 99.6256, resulta una región de frecuencias [0, 1.33834]
llamada �ltro pasa bajos.

Figura C.1: Grá�cas de los espectros de frecuencia longitudinales (a) y transversales (b) para una guía de

ondas elásticas PVC-Acero(AISI M2). Los valores que fueron utilizados para la representación gra�ca de los

espectros de frecuencia Ω aparecen en la tabla 3.1. Los paramétros Ω y ζ, como ya se ha mencionado en las

diferentes �guras de esta tésis, son adimensionales.
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(a) Velocidad de fase longitudinal y transversal. Las velocidades de fase Cl1± están en la sección 3.3.1
(Ec.(3.41)) donde βl = 58.871. Las velocidades de fase Ct1± están en la sección 3.3.2 (Ec.(3.50)) donde
βt = 99.6256.

(b) Velocidad de grupo longitudinal. Las velocidades de grupo Cgl1± están en la sección 3.3.1.1 (Ec.
(3.44)).

Figura C.2: Grá�cas de las velocidades de fase y grupo de las ondas longitudinales y transversales de una

guía de ondas elásticas de PVC-Acero (veáse la tabla 3.1). Las variables C, Cg y ζ representan a la velocidad

de fase, velocidad de grupo, número de onda, respectivamente, son adimensionales. (b) La velocidad de grupo

longitudinal es negativa para el modo Cgl1+esto sucede cuando ζ está entre 0.44618 y 0.72786.



APÉNDICE C. GUÍA DE ONDAS ELÁSTICAS DE DISTINTOS MATERIALES 58

Figura C.3: Grá�cas de las velocidades de grupo transversales Cgt1± (Ec.(3.54) y Ec.(3.55), respectivamente)

para la guía de ondas elástica de PVC-Acero(AISI M2). En la grá�ca se comprueba que la velocidad de grupo

Cgt1+ es negativa en el intervalo de [0, h/hp|βt|] que en un principio se puede observar en la Fig. C.1b, donde

h = 0.05m, hp = 0.00075m y βt = 99.6256. Para valores de ζ mayores a h/hp|βt| la velocidad de grupo es

imaginaria por lo tanto ya no existe propagación de ondas transversales. El valor de la velocidad de grupo para

h/hp|βt| está indeterminado en ambos los espectros Ωt1± .
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C.2. Guía de ondas de Oro-PEBD y viceversa

Se muestran las grá�cas que se obtienen a partir de las expresiones de espectros de
frecuencias (Ec.(3.27)), velocidades de fase (ecuaciones Cl1 = k = 2.69258, (3.41) y (3.50))
y de grupo (ecuaciones (3.44), (3.54) y (3.55)) con la sustitución de los valores de la tabla
siguiente

Módulo de Young (E) Densidad (ρ) Coe�ciente de Poisson (σ)
kg
m·s2

kg
m3

Oro 78.5× 109 19300 0.42
PEBD 0.1× 109 920 0.38

Tabla C.1: Características del Oro y del Polietileno de baja densidad (PEBD)[51, 52].

Tomando en consideración que las constantes E0, ρ0 y σ0 pertenecen al oro y las E1, ρ1, σ1 al
polietileno de baja densidad (PEBD). Podemos ahora percatarnos que la frecuencia de corte es
mayor si la comparamos con la frecuencia de corte para la guía de ondas elásticas de Acero-PVC,
Ωc = 4.66451 y en relación con las ondas transversales la frecuencia de corte es Ωc = 2876.19.
No existe diferencia cualitativa entre las grá�cas de la guia de ondas elásticas de Oro-PEBD
con las de la guía de Acero-PVC. Los espectros de frecuencias longitudinal se muestran en
la Fig. C.4a y para los espectros de frecuencias transversal en la Fig. C.4b, las velocidades
de fase longitudinal y transversal en la Fig. C.5a y las velocidades de grupo longitudinal y
transversal en las �guras C.5b y C.6, respectivamente. La región de frecuencias está entre los
valores [0, 2876.19] para números de onda entre 0 ≤ ζ ≤ h/hp |βt| con βt = −0.0463576.

De igual forma se hizo un intercambio en los valores E0, ρ0, σ0 y E1, ρ1, σ1 (tabla C.1) del
oro y PEBD, respectivamente. La constante adimensional βl = 1049.52 es muy grande lo que
hace que los espectros de frecuencias Ωl1± (Ec.(3.28)) sólo tengan solución cuando el número
de onda es cero esto debido a las diferencias entre las propiedades mecánicas de los materiales.
Un punto importante sería conocer cuál es la diferencia máxima de los materiales empleados
para conseguir las características de una guía de ondas elástica simple aunque tal análisis lo
hemos dejado a consideración de otras personas interesadas en el tema. Con respecto a las ondas
transversales, las grá�cas (�guras C.7, C.8 y C.9) son cualitativamente similares comparadas
con las �guras correspondientes a la guía de ondas elásticas hecha de Oro y PEBD donde la
frecuencia de corte es de Ωc = 0.169468. La región de frecuencias es, todavía más pequeña que
la obtenida en la guía de PVC-Acero, [0, 0.169468] para números de onda entre 0 ≤ ζ ≤ h/hp|βt|
donde βt = 786.775.
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(a) Espectros de frecuencias longitudinal Ωl1± . Las ecuaciones que de�nen a los
espectros de frecuencias están en la Ec.(3.28)) con una frecuencias de corte Ωc =
4.66451.

(b) Espectros de frecuencias transversales Ωt1± . Las ecuaciones que de�nen a los
espectros de frecuencias están en la Ec.(3.34) con una frecuencia de corte Ωc =
2876.19. Si se toman valores del número de onda adimensional ζ entre [0, h/hp|βt|] ,
donde βt = −0.0463576, resulta una región de frecuencias [0, 2876.19] llamada �ltro
pasa bajos.

Figura C.4: Grá�cas de los espectros de frecuencias longitudinal (a) y transversal (b) para la guía de ondas

elásticas de Oro-PEBD. Los valores utilizados están en la tabla C.1 donde los valores E0, ρ0, σ0 representan al

oro y E1, ρ1, σ1 al polietileno de densidad baja.
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(a) Velocidad de fase longitudinal (Cl1± , Cl3+) y velocidad de fase transversal (Ct1±). Las velocidades de
fase Cl1± están en la sección 3.3.1 (Ec.(3.41)) además Cl3+ = k = 2.69258. Las velocidades de fase Ct1±

están en la sección 3.3.2 (Ec.(3.50)) donde h = 0.05m, hp = 0.00075m y βt = −0.0463576.

(b) Velocidad de grupo longitudinal (Cgl1± , Cgl3+). Las velocidades de grupo Cgl1± están en la sección
3.3.1.1 (Ec.(3.44)) por lo que al tomar valores grandes del número de onda ζ tales velocidades tienden
al cantidad de Cgl3+ = k = 2.69258.

Figura C.5: Grá�cas (a) velocidad de fase longitudinal y trasnversal; (b) velocidad de grupo longitudinal, para

la guía de ondas elásticas de Oro-PEBD.
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Figura C.6: Grá�ca de las velocidades de grupo transversal Cgt1± (Ec.(3.54) y Ec.(3.55), respectivamente)

para una guía de ondas elásticas de Oro-PEBD. En la grá�ca se comprueba que la velocidad de grupo Cgt1+ es

negativa en el intervalo de [0, h/hp|βt|] que en un principio se puede observar en la Fig. C.4bb, donde h = 0.05m,

hp = 0.00075m y βt = −0.0463576. Para valores de ζ mayores a h/hp|βt| la velocidad de grupo es imaginaria

por lo tanto ya no existe propagación de ondas transversales. El valor de la velocidad de grupo para h/hp|βt|
diverge tanto para Cgt1+ como para Cgt1− .
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Figura C.7: Grá�ca de los espectros de frecuencias transversales Ωt1±(Ec.(3.34)) para la guía de ondas elástica

hecha de PEBD-Oro. Los valores utilizados están en la tabla C.1 donde los valores E0, ρ0, σ0 representan al

polietileno de baja densidad y E1, ρ1, σ1 al oro. El espectro de frecuencias Ωt1+ presenta una frecuencia de corte

Ωc = 0.169468. Si se toman valores del número de onda adimensional ζ entre [0, h/hp|βt|] , donde h = 0.05m,

hp = 0.00075m y βt = 786.775, resulta una región de frecuencias [0, 0.169468] llamada �ltro pasa bajos.
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Figura C.8: Grá�ca de las velocidades de fase trasnversal para la guía de ondas elásticas de PEBD-Oro. Las

velocidades de fase Ct1± están en la sección 3.3.2 (Ec.(3.50)) donde h = 0.05m, hp = 0.00075m y βt = 786.775.
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Figura C.9: Grá�ca de las velocidades de grupo transversal Cgt1± (Ec.(3.54)), para la guía de ondas elásticas de

PEBD-Oro. En la grá�ca se comprueba que la velocidad de grupo Cgt1+ es negativa en el intervalo de [0, h/hp|βt|]
que en un principio se puede observar en la Fig. C.4b, donde h = 0.05m, hp = 0.00075m y βt = 786.775. Para

valores de ζ mayores a h/hp|βt| la velocidad de grupo es imaginaria por lo tanto ya no existe propagación de

ondas transversales. El valor de la velocidad de grupo para h/hp|βt| diverge tanto para Cgt1+ como para Cgt1− .
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