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Prefacio

Para un mejor entendimiento de la teoria utilizada para la demostraciéon del teorema de Mordell es recomendable
una lectura sobre geometria proyectiva, con especial énfasis en el plano proyectivo, coordenadas homogéneas, el
teorema de Bezout y curvas en el plano proyectivo. Los mencionados temas se pueden encontrar en los libros
Briskon -Knérrer, Fulton y Reid, cuyos titulos pueden ser consultados en la bibliografia al final de este escrito. El
teorema de Mordell es un resultado sobre un cierto tipo de curvas elipticas, que permite una mejor compresion de
este objeto matematico de gran importancia para las matematicas. La importancia de las curvas elipticas puede
ser observada en sus aplicaciones en la criptografia o en la demostracion del dltimo teorema de Fermat. Para
profundizar en la teoria de las curvas elipticas se recomienda una lectura del libro de Joseph H. Silverman, The
Arithmetic of Elliptic Curves.
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Introduccion

La teoria de ecuaciones diofantinas es una rama de la teoria de numeros que se dedica al estudio de las soluciones
enteras y racionales de ecuaciones enteras. El nombre de esta se debe al matemaético Diofantino de Alejandria, quien
formul6 y resolvié muchos problemas concernientes a esta teoria. Sin duda uno de los teoremas matematicos més
populares de toda la historia es el altimo teorema de Fermat (teorema que seguramente mas de uno conoce) que
establece que si n es mayor o igual que 3 es un entero, entonces la ecuacion X" +Y"™ = Z". No tiene soluciones para
X,Y yZ distintos de cero, equivalentemente la tnica solucién de ntimeros racionales de la ecuacion z™ + y” = 1
es cuando x=0 6 y=0. El teorema de fermat fue demostrado por el matemético britanico Andrew Wiles en 1995
con la ayuda del matematico Richard taylor. Otro ejemplo de un problema de la teoria de ecuaciones diofantinas,
es el problema de escribir un entero como la diferencia de un nimero cuadratico y un ntmero cubico. Es decir
se fija un ntmero entero “c” y encontramos las soluciones de la ecuacién diofantina y? — 23 = c. Supéngase que
estamos interesados en obtener soluciones en nimeros racionales x, y€ Q. Una propiedad muy importante de esta
ecuacion es la existencia de una formula de duplicacion, descubierta por Bachet en 1621. Si (x,y) es una solucion
de la ecuacion, con x, y racionales, veamos que la siguiente férmula

xt — 8cx —a8 — 20cz® + 8¢2
42 8y3

es una solucién en numeros racionales a la misma ecuacion

—2% — 20cz® + 8¢2 2 z* — 8cx 3
8y3 492
212 + 40cz® 4 384228 — 320322 4 64¢t — 212 + 24ex® — 192¢228 + 5126323
646

- 64cz® + 192¢22% + 192¢3 22 + 64c¢* ez 4+ 3c%28 + 3323 + ¢*

64y6 y6

como z3 = y? — ¢, tenemos que

cx® 436225 4+ 3353 4 A ((y2 - c)g + 3¢ (y* — 0)2 +3c? (y* —c) + c3>

y° YO

c (y6 —3ytc+3c%y? — 3 + 3cy* — 6y%c® +3¢3 + 3c%y? — 33 + 03) cy®
Yo Yo
Por lo que la formula anterior es una solucion si (z,y) es una soluciéon. Es posible probar que si (z,y) es una
solucién de la ecuacién y? — 22 = ¢ y cumple que xy # 0 y si ¢ # 1,—432, es posible repetir el proceso anterior
un namero infinito de veces y por lo tanto encontrar una cantidad infinita de soluciones. Es decir, si tenemos un
entero distinto de 1 y -432 que puede ser expresado como la diferencia del cuadrado de un ntimero racional distinto
de cero y el cubo de un nimero racional distinto de cero, entonces dicho entero puede ser expresado de infinitas
maneras distintas. Por ejemplo si empezamos con la solucion (2,4) a la ecuacion

y2—x3=8

aplicando la formula de Bachelet, encontramos una sucesion de soluciones

~112 832
(2’ 4) Y ) 83 y
64 512

Los ntumeros se hacen muy grandes de manera muy rapida. Tomemos de nueva cuenta la misma ecuacién



ahora nos preguntamos cémo encontrar soluciones enteras para esta ecuaciéon. En el ano 1650 Fermat le propuso
a la comunidad matemética inglesa demostrar que la ecuaciéon y? — 23 = 2 tiene solo dos soluciones enteras (por
la formula de duplicacion de Bachelet podemos encontrar un nimero infinito de soluciones racionales, pues (3,5)
es una solucion por lo que (129, =383) y tambien (2340922881 113259286357292) v agi sucesivamente) que son (3,5)
y (3,—5). Ningin contemporaneo de Fermat pudo resolver el problema, en 1730 Euler dio una prueba falsa, el
problema pudo ser resuelto hasta el ano 1880. En el ano 1908, Axel Thue fue mas alld y demostr6 que si ¢ # 0 la
ecuacion y? — 22 = ¢ solo puede tener un nimero finito de soluciones enteras, es decir, con x,y € Z. Lo cual resultoé
ser una respuesta mas general al reto de Fermat, puesto que respecto al nimero infinito de soluciones racionales
que tiene esta ecuacion solo tiene un nimero finito de soluciones enteras. El siglo 17 atestigué la introduccién
de coordenadas a la geometria, un cambio revolucionario que permitié el abordamiento de problemas geométricos
desde una perspectiva algebraica y viceversa. Por ejemplo, si n es par, entonces las soluciones reales a la ecuacién
de Fermat 2™ + y™ = 1 en el plano xy se ven como un circulo aplastado. Podemos ver la ecuaciéon de Bachelet
y? — 2% = c. Recordemos que Bachelet descubrié una férmula de duplicacién que nos permite encontrar nuevas
soluciones a partir de una soluciéon racional dada. La férmula de Bachelet es complicada, por lo que resulta natural
preguntarse de doénde viene, la respuesta es, de la geometria. Supongamos que tenemos la solucién de ndmeros
racionales a la ecuacion de Bachelet P = (x1,y1), por lo que P es un punto en la curva definida por la ecuaciéon de
Bachelet. Si trazamos la recta tangente en el punto P, esta recta intersectara a la curva en un punto Q = (z2,y2) . La
pendiente de esta recta es la derivada 9v/dz en P por el teorema de la funcién implicita aplicado a F (z,y) = y* — 2®

tenemos que

dy — Fp —322 _ 32
dv  F, 2y 2
En consecuencia, la ecuacion de la recta tangente en P es
32 32
Yy—n=5—(@—-2),y=5—-(—71)+uy
o ( ) o ( )
. 322 2 3
Sustituyendo y en F'(z,y) obtenemos (Tyi (x—z1) + yl) — x° = ¢ que puede ser reacomodada para verse como
9 4
x3—i;x2+Ta:+R:O
4yq

donde T y R son constantes que no necesitamos calcular de manera explicita, pues x; es una raiz de multiplicidad
dos de la ecuacion anterior. Pero la coordenada x de @, es decir, x5 debe también satisfacer la misma ecuacion.
Sabemos que la suma de las raices de una ecuacion cibica es el negativo del coeficiente de 2. Entonces,

4 4 4 2
9z 9z _ 9z7 — 8w1y;

E, T2 = ry% xr1 = 4y%

T2+ T+ 21 =
Usando y? — 3 = ¢, podemos reescribir 25 como

ot + 8z} — 8xy?  at 48wy (¢ —yf) 2t —8exy _a} —8cry
Ay

T = - - ) Ty =
dy? 4y3 4y?

Podemos ahora computar la coordenada y de @ usando la ecuacion de la recta tangente

R ( )+ 3z? [ x} — 8cay n
= — (To — X = — —_—
Py T T gy, 4y RS

32§ — 24cat — 1223y7 + 8yt
8y}




—2§ — 24ca? + (4a3y? — 429) + (82§ — 1623y? + 8yi)

8y7
2

_ —2% — 24ca? + 4 (v — 23) + 8 (yi — %)
8y7

—2$ — 24ca? + dexd + 82 _ —z§ — 20cz? + 82

- 8y7 ; 8y?
6 00ed 4802
Por lo que y = —21=20T1+8¢  Binalmente concluimos que

8yy

rt —8cwy —af — 20cx$ + 82
Q:($2»y2)= A2 ’ 83 .
Y1 Y1
Por lo que la complicada férmula algebraica de Bachet tiene una interpretacién geométrica sencilla en términos de
la interseccién de una recta tangente con una curva. Esta es una excelente muestra de la productiva relaciéon que
existe entre la teoria de ntimeros, el dlgebra y la geometria. El tipo mas sencillo de una ecuacién diofantina es una
ecuacion polinomial de una variable

ant™ + ap_12" 4+ ...+ a1z +ag=0.

Si suponemos que ag, ..., a, son enteros, nos podemos preguntar como encontrar todas las soluciones enteras y
racionales, revisando el lema de Gauss podemos encontrar una respuesta sencilla a esta interrogante. Si p y ¢ son
primos relativos, entonces el lema de Gauss nos dice que g divide a a,, y p divide a ag. Sabemos que esta ecuacién
puede tener a lo més n soluciones y por otro lado tendremos un numero finito de posibles soluciones racionales,
pues tendremos como candidatos a soluciones todos los niimeros racionales que satisfagan el lema de Gauss, una
vez encontrada esta lista de ntimeros racionales que no contradicen el lema de Gauss (todos los nameros de la forma
p/q tales que p divide a ag y ¢ divide a a,) deberemos computar esta pequenia lista para determinar cuéles si son
soluciones. Por lo que encontrar las soluciones de ecuaciones diofantinas de una variable resulta una tarea facil.
Encontrar la solucién de una ecuacion diofantina de dos variables no resulta tan trivial como las de una variable.
Supongamos que tenemos un polinomio f (x,y) con coeficientes enteros y nos fijamos en la ecuacion

f(xvy) =0

Las ecuaciones de Bachet y Fermat son ecuaciones de este tipo. Aqui estan algunas preguntas que nos podemos hacer
(a) {Existen soluciones enteras? (b) ;Existen soluciones racionales? (c) Existen un ntimero infinito de soluciones
enteras? (d) ¢Existen un numero infinito de soluciones racionales? En cuanto a esta generalidad, solo la pregunta
(¢) ha sido completamente contestada. se han hecho avances importantes sobre la pregunta (d). Al conjunto de
soluciones reales de un polinomio de dos variables en el plano euclideano se le llama una curva algebraica. Por lo
que al conjunto de soluciones de la ecuacion f (z,y) = 0 forma una curva algebraica en el plano zy. En el intento por
resolver las interrogantes de los incisos (a) — (d) es util fijarnos en polinomios sencillos, como por ejemplo polinomios
de grado 1. Para una ecuacién lineal
ar +by =c

con coeficientes enteros, resulta sencillo responder a las preguntas de los cuatro incisos. Siempre existen un nimero
infinito de soluciones racionales que pueden ser encontradas despejando. En caso de que el med (a,b) no divida a
¢ no existiran soluciones enteras, de otro modo existen un ntmero infinito de soluciones enteras. Resulta ain més
sencillo resolver ecuaciones lineales que ecuaciones de una variable. Ahora nos fijamos en los polinomios de grado
2 (también llamados polinomios cuadréticos). Las gréficas de estos polinomios representan secciones conicas. Se
sabe que si un polinomio de grado dos tiene una solucion racional, entonces tiene un ntimero infinito de soluciones.
El cojunto total de soluciones puede ser encontrado utilizando geometria. Esto serd explicado en el capitulo I.
También se explicard como responder a la pregunta (b) para polinomios cuadraticos. Pese a que la resolucion de
los polinomios cuadraticos resulta complicada sus soluciones han sido ya entendidas. El principal objetivo de esta
tesis es estudiar las soluciones racionales y enteras de polinomios de grado 3. Un ejemplo de una ecuacién de este
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tipo es la ecuacién de Bachet y? — 23 = ¢, otros ejemplos que estudiaremos son las ecuaciones

V=2t ar? +brt+c y ar®+ by =c

Las soluciones reales a estas ecuaciones son llamadas curvas ciibicas o curvas elipticas. En contraste con los ejemplos
anteriores, las soluciones enteras y racionales de las curvas elipticas no han sido del todo entendidas; y en los casos
en que las soluciones son completamente entendidas, las pruebas requieren de la teoria de nimeros, geometria y
algebra.

El principal proposito es el estudio de las ecuaciones diofantinas estudiando a profundidad el primer caso de este
tipo de ecuaciones que atn no han sido perfectamente entendidas que son las ecuaciones ctubicas de dos variables.
Para que el lector comprenda los resultados que se abordaran en esta tesis, diremos los resultados que se tienen
respecto a las preguntas (a) — (d).



CAPITULO I

1.1 Puntos racionales sobre conicas

Un ndimero racional es el cociente de dos niimeros enteros, hecho que es evidente para méas de uno. Llamamos a un
punto en el plano (x,y) un punto racional si sus dos coordenadas son ntmeros racionales. Llamamos a una recta
racional, si la ecuacion de la recta puede ser escrita con niimeros racionales, eso es

ar+by+c=0

con a, b, ¢ racionales. Veamos que si tenemos dos puntos racionales, la recta que los une es racional. Sean (x1,y)

3 1A — Y1—Y2 Yi1—Y2
y (:Eg,yg) dos puntos rac1ona1es, entonces la ecuaciéon que pasa por esos dos puntos es y = m:z: + y1- prap——

la pendiente es racional puesto que y; — y2 es racional y 1 — x2 es racional y la divisiéon de dos nimeros racionales es

T,

un namero racional, por lo que los coeficientes de la ecuacién son racionales, por lo que esta es una ecuacién racional.
Ahora veamos que el punto de interseccién de dos rectas racionales es un punto racional. Considérense las ecuaciones

a1x + b1y +c1 =0y asx + boy + co = 0, de donde x= %{cl , por lo que ag(%:cl) + byy + co = 0, obtenemos
que _a2b1y_’flcl+albw + ¢y = 0, se infiere que 7“7“21;?“11’2) = ——asfl — co, entonces y(—agby + a1by) = —agcy — coay,

—Qa2€1—C20a]

T, ¥ como los coeficientes son racionales se sigue que y es racional y como

finalmente tenemos que y =
b (R
ay

1 . .
Tr = se sigue que T es racional. Sea

ar? +bry+cy’ +dr+ey+ f=0

una cénica. Decimos que una cénica es racional, si podemos escribir esta ecuacién con numeros racionales. Si
consideramos la circunferencia x? 4+ 4% = 2 y la recta y = 0, vemos que ambas son racionales y sin embargo los
puntos de interseccién son (\@, 0) y (—\/5, O) , por lo que en general la interseccién de una cénica racional y una
recta racional no es un punto racional. Si buscamos la interseccién de una recta racional y una conica racional, lo
que obtendremos es una ecuacién cuadrética con coeficientes racionales, por lo que la intersecciéon de la recta y la
coénica serd racional si y solamente si las raices de esta ecuacién son racionales. En general las raices pueden ser
irracionales. Sin embargo, si una de las raices es racional también lo sera la otra raiz. Esto es verdad debido a que
si tenemos una ecuacién cuadratica con coeficientes racionales, entonces la otra raiz es racional, porque la suma de
las raices es el coeficiente intermedio.

Supongamos que tenemos una conica racional y que tenemos un punto O racional sobre la conica. Entonces podemos
obtener todos los puntos racionales de la cénica de manera sencilla. Primero dibujamos una recta racional y luego
proyectamos la conica desde el punto O sobre la recta racional, para proyectar el punto O sobre la recta, trazamos
la recta tangente a la coénica en O. Debido a que en general una recta intersecta a una cénica en dos puntos, lo
que hemos construido, es una relacién biyectiva entre los puntos racionales de la cénica y los puntos racionales de
la recta y de hecho entre todos los puntos de la conica y todos los puntos de la recta (excepto para el punto O).
Esto debido a que cuando tenemos una raiz racional, de la ecuacién cuadrética producida por la sustitucion de la
ecuacion de la recta en la ecuaciéon de la coénica, la otra raiz es también racional. Lo que tenemos es dos rectas
racionales (la recta que proyecta los puntos racionales sobre la recta y la recta auxiliar) cuya interseccion es un
punto racional. A manera de ejemplo realicemos este procedimiento al circulo

332—|—y2:1.

Proyectaremos desde el punto (—1,0) (es racional) sobre el eje y (que es una recta racional). Llamemos al punto
de interseccion (de la recta que une el punto (-1,0) con un punto (z,y) en la cénica y el eje y) (0,¢). Una vez
calculado el punto (z,y), es facil obtener el valor de ¢. La ecuaciéon de la recta que une a los puntos (—1,0) y (0,1)



es y = t(1 + z). Buscamos la interseccion de esta recta con la circunferencia, por lo que obtenemos la siguiente
relacion
1 -2 =9y* =121+ 2)2
Como el punto (—1,0) esté en el circulo y la recta, x = —1 satisface la ecuacién, ahora encontremos la otra raiz
Q+2)(l-2)=t(1+2) (1 +2),

2 (1+x) = (1—x),

1_
T i1= 41,
1+zx
=241
1+z t4h

i

t24+1 to

2— (2 1)

i GO A
t2+1 ’
1—¢2
- = Z.
t2+1

Ademss, y = t(1 + z), por lo que y = t(1 + %), se sigue que y = t(%), por dltimo y = 7. Lo que

hemos obtenido es la parametrizacion racional del circulo. Gracias a estas férmulas ahora es claro que si z,y € Q
entonces t € Q. Inversamente si ¢t € Q entonces x,y € Q. Por lo que este procedimiento funciona para encontrar
puntos racionales en el circulo. Estas formulas son utiles para describir todos los tridngulos rectangulos cuyos lados
miden un nimero entero. Consideremos el problema de encontrar tridngulos distintos al tridngulo cuyos lados son
3.,4,5, tales que tienen un lado que mide un nimero entero. Llamemos a los lados del tridngulo X, Y, Z. Buscamos
los enteros, tales que
X?+Y?=2%

Supongamos que existe un factor comun de estos tres niimeros, entonces podemos factorizarlo y quitarlo, por lo que
podemos suponer sin pérdida de generalidad que estos tres nimeros no tienen ningtn factor comin. A los tridngulos
que tienen la caracteristica de que todos sus lados no tienen factores comunes se les llama primitivos. Si existiera
un factor comun de los ntmeros X, Z, entonces dividirfa a Y2 = Z2? — X2, entonces los tres ntmeros tendrian un
factor comtn lo cual seria contrario a nuestra suposicion. Entonces si hacemos la reduccion a tridngulos primitivos,
entonces ningin par de lados tiene un factor comun. En particular, el punto (z,y) definido por

R
= y_Zv

Z )
es un punto racional en el circulo 22 + y2 = 1. Ademas como los lados no tienen factor comun, z,y son fracciones
irreducibles. Debido a que X y Y no tienen factor comiin, entonces no pueden ser par. Veamos que tampoco ambos
nimeros pueden ser impares. Notemos que el cuadrado de un nimero impar es congruente con 1 mddulo 4. Sea
n =2k + 1, entonces (2k + 1)? = 4k? + 4k + 1 = 1(mo6d4). Si X,V fueran ambos impares, entonces X2 + Y2 serfa
congruente con 2 médulo 4. Pero X2 +Y? = Z2 y Z es par o impar, entonces Z es congruente con 1 6 0 médulo
4, por lo que ambos nimeros no pueden ser impares. De ahora en adelante consideraremos X impar y Y par.
Como (z,y) es un punto racional en el circulo, con las féormulas que derivamos anteriormente podemos expresar las
coordenadas z,y, en términos de la fraccion irreducible ¢ = ™, donde m,n € Z. Entonces

X n? — m? Y 2mn
Z

—_ = = —
Z n? 4+ m?2’

Como % y % son fracciones irreducibles, entonces existe un entero A tal que

\Z =n?+m?, AY = 2mn, AX =n? —m?
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Queremos demostrar que A = 1. Como A divide a n? + m? y n? — m?2, entonces existen ki,ky; € Z tales que

ey = n2+m? y Mkg = n?—m?, entonces \(k1+k2) = n?+m2+n2—m? =2n% y Mk —k2) = n®>+m?—n2+m? = 2m2.
Por otro lado el méximo comun divisor de m y n es 1 (por hipotesis), por 1o que si A dividiera a m y n, entonces A
tendria el valor de 1 y habriamos acabado, entonces si A\ divide a 2, tenemos A =1 6 A = 2. Si A = 2, obtenemos
que n?2 —m? = AX es divisible por 2, pero no por 4, puesto que hemos asumido que el valor de X es impar. Como
X es impar entonces existe k € Z tal que X = 2k + 1, por lo que 2X = 4k + 2, entonces n? — m? es congruente con
2 médulo 4. Pero claramente n? y m? son congruentes con 1 6 0 modulo 4, por lo que A no puede valer 2. Por lo
tanto A = 1. Por lo que hemos probado que para obtener todos los tridngulos primitivos, tomas dos enteros primos
relativos m y n y haces
X =n? —m?, Y =2mn, Z =n?+m?,

los lados del triangulo. Donde X es impar y Y es par. Los otros tridngulos se obtienen intercambiando la paridad
de X y Y (haciendo X pary Y impar). Estas formulas tienen una relacién muy importante ilustrada a continuacion

2t

1
T = cosb, y = send; , an2 e

las férmulas citadas arriba nos permiten expresar el seno y coseno racionalmente en términos de la tangente del
medio dngulo

1—1¢2 2t

T y—sen9—1+t2.

Otro uso util, proviene del hecho de que estas formulas nos permiten expresar todas las funciones trigonométricas
de un angulo 6 como expresiones racionales con ¢t = tan(9/2). Notemos que

T = cost) =

_2dt
1442

0 = 2arctan(t), de

Que resultan ttiles cuando se tiene una integral de senf), cosf y df, pues esta integral con una sustituciéon adecuada
se puede transformar en una integral de ¢t y dt. Si la integral es una funcién racional de senf y cosf, el resultado de
la integral es una funcién racional de ¢. Como toda funcién racional puede ser integrada en términos de funciones
elementales, entonces toda funcién racional en términos de cosf y senf pueden ser integradas en términos de
funciones elementales. Tomemos el circulo

z2+y? =3

y busquemos los puntos racionales en el. Si existiera un punto racional sobre este circulo, entonces podemos escribir
ese punto de la siguiente forma

X Y
T = 7 Y Yy = 7
con X,Y,Z € Q; entonces
X?+Y?=32%

Utilizando el mismo argumento que se usé para encontrar los tridngulos primitivos, podemos suponer que X,Y, Z
no tienen factor comun. Si el 3 dividiera a X, entonces 3 divide a Y2 = 322 — X2, entonces 3 divide a Y. Entonces
9 divide a X2 4+ Y? = 3Z2, entonces 3 divide a Z, en cuyo caso X,Y, Z tendrian un factor comtn. Por lo tanto 3
no divide a X y por las mismas razones 3 no divide a Y. Debido a que X y Y no es divisible por tres, tenemos que

X =341 (mébdulo 3), Y = +£1 (mdédulo 3), Y, X2 =Y? =1 (mébdulo 3).

pero entonces
0=322=X?4+Y?=1+1=2  (mddulo 3).

Por lo que es imposible encontrar dos nimeros racionales cuya suma de cuadrados dé como resultado 3. Hemos
visto como encontrar los puntos racionales en una coénica, a partir de un punto racional dado sobre la coénica, y
hemos encontrado las férmulas que permiten expresar las coordenadas en términos de un pardmetro racional ¢. Sin
embargo, este método depende del hecho de que se conozcan las coordenadas de un punto racional, entonces surge
la pregunta ;Coémo obtener el punto racional que nos permita obtener el resto de los puntos racionales? Lo que
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se realiz6 con el circulo de radio 3 nos da una pista de como hacerlo, al ver que una ecuacién no tenia soluciones
modulo 3 pudimos ver que no habia puntos racionales en dicho circulo. Existe un método que puede probar en un
numero finito de pasos si dada una coénica racional existe un punto racional en ella. El método consiste en buscar
una congruencia que pueda ser satisfecha. El teorema que valida el método se debe a Legendre. Tomemos el caso
simple en que

aX? +bY? =72,

que deseamos resolver para numero enteros. El teorema de Legendre establece que existe un ntmero entero m,
que depende de cierta manera de los nimeros a, b, c que permite que la ecuacién de arriba tenga una solucién en
numeros de enteros, con alguno distinto de cero, si y sélo si la congruencia

aX? 4+ bY?=cz? (médulo m)

tiene solucién en enteros que es primo relativo con m. Por lo que hemos encontrado un método que nos permite
responder cudndo podemos encontrar un punto racional en una cénica racional y por ende encontrar el resto de los
puntos racionales en la cénica. Ahora intentaremos encontrar la misma respuesta para cubicas.

1.2. La geometria de curvas ctibicas

Iniciaremos el estudio de cubicas. Sea

az’ + bx’y + cxy® + dy® + ex® + fay+ gy +he +iy+j=0

la ecuacién general de una cibica. Decimos que una cubica es racional si los coeficientes de su ecuaciéon son nimeros
racionales. Un ejemplo de una ctbica racional es

23 P =1

6 en su forma homogénea,
XP4+Y?=27°

Encontrar soluciones racionales de z3 + % = 1, equivale a encontrar soluciones enteras de X3 + Y3 = Z3, que es
el primer caso no trivial del dltimo teorema de Fermat. Ahora que estamos trabajando con ctbicas, no podemos
utilizar el mismo método geométrico que utilizamos con las conicas para encontrar niimeros racionales, esto debido
a que, en general, una recta intersecta a una cubica en tres puntos, por lo que de unir un punto racional que no
esté en la cibica con un punto racional sobre la cibica, obtendriamos dos puntos adicionales, por lo que con ese
método no obtenemos una correspondencia uno a uno, es decir a cada punto en la recta en la que se desea proyectar
los puntos racionales de la cubica le corresponderian 2 puntos. Este problema se soluciona si podemos encontrar
dos puntos racionales en la cubica, entonces al unir estos dos puntos obtenemos una recta racional que intersecta,
en general, en un tercer punto a la cubica. Se puede demostrar que la intersecciéon de una recta racional y una
cubica racional, es una ecuacién cibica con coeficientes racionales. Sea z = %ﬂ la recta racional que une a los
dos puntos en la cubica, entonces existen dos puntos Py = (z1,y1), Po = (22,y2) con x1, 2, y1,y2 € Q en la cubica
y en la recta, por lo que estos puntos satisfacen las siguientes ecuaciones

—c—byi _ —c—bys
a y L2 = a y

T =
azdy +biztys + eyl + dyd +ex + friyi + gyl Hhei iy +5 =0y

a1y + b1x2ys + c1aays + dys + exs + frays + gys + has +iy2 + j = 0, por lo que

ay (T3 4 by (L 2y oo (ZEP Y2 4 dyf o e( TSN ) (TS Yy + gy + A(TEMA) iy +§ =0

a

v an(FEHR ) by (TR ) 2ys 4 e (TR )y dyd + e( TR 4 f(TSH )y + gy + A(ZETHE) +iya +j =0

a a a
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y como a,b,c,a1,b1,c1,d,e, f,g,h,i,j € Q entonces estas ecuaciones tienen coeficientes racionales. De aqui resulta
evidente, que si se tienen dos raices racionales la tercera debe serlo también. A continuacién daremos algunos
ejemplos de como funciona este método para encontrar un tercer punto racional.

Supongamos que Py @ son dos puntos racionales sobre una ctbica, tracemos la recta que une a estos dos puntos,
sea P*Q el punto que denota el tercer punto de interseccién con la cibica. Si tenemos un punto racional P podemos
encontrar un segundo punto racional en la cubica, pues al trazar la recta tangente a la ctibica en el punto P, la
tangente debe intersectar a la cibica en un segundo punto. Esencialmente lo que se estd haciendo es trazar una
recta que va de P a P, es decir una recta racional que debe intersectar a la ctibica en un tercer punto racional,
luego podemos unir estos puntos y obtener mas puntos racionales en la ctibica. Si se inicia con unos cuantos puntos
racionales podemos obtener muchos mas. También consideraremos que si una recta va de P a @ y la recta es
tangente a la curva en P, entonces diremos que P * Q = P, del mismo modo consideraremos P x P = ). Ademaés
si tenemos el punto de inflexién P, entonces la recta tangente a la curva en P intersecta a la curva tres veces, es
decir, P x P = P, el tercer punto de intersecciéon de la recta que va de P a P es P.

Uno de los objetivos principales de esta tesis es demostrar teorema de Mordell que establece que si C' es una curva
ctibica racional no singular, entonces existe un conjunto finito de puntos racionales tal que todos los puntos racionales
en C pueden ser obtenidos en la forma que describimos anteriormente. Se probaré el teorema de Mordell para una
clase amplia de curvas cibicas, usando tinicamente teoria de niimeros para los enteros usuales. La version general de
este teorema emplea herramientas de la teoria algebraica de nimeros. Por lo que reformularemos el teorema, pero
antes probaremos una propiedad elemental de la geometria de las curvas cubicas. Dos curvas cibicas en general
se intersectan en 9 puntos. Pero para que esto siempre suceda, debemos introducir el uso del plano proyectivo,
aceptar multiplicidades en las intersecciones, por ejemplo considerar los puntos de tangencia como intersecciones
con multiplicidad mayor a uno. También debemos introducir el uso de coordenadas complejas. El teorema de
Bezout establece que una curva de grado m y una curva de grado n se intersectan en mn puntos. El teorema que
queremos emplear para reformular el teorema de Mordell es si C,C, y C son tres curvas cibicas.

Supoéngase que C' intersecta a 8 puntos de los 9 puntos de la interseccién de C; y C5. Entonces C' intersecta al
noveno punto de intersecciéon de C; y Cs. Para poder definir una curva ctbica, tenemos que definir 10 coeficientes.
Si multiplicamos los diez coeficientes de una curva cibica, obtenemos la misma curva, por lo que el conjunto de
todas las posibles curvas ciibicas es de dimensién 9. Si por ejemplo, quisiéramos que una curva ciubica pase por un
punto dado, tal que sus coordenadas x,y estén dadas, entonces estos diez coeficientes deben cumplir una condicién
lineal determinada, debido a que el punto con coordenadas x,y satisface la ecuacion de la cubica, por lo que el
conjunto de curvas cibicas que pasan por dicho punto debe ser de dimensién 8.

Anélogamente si deseamos encontrar el conjunto de ctibicas que pasan por dos puntos dados, la dimension de este
conjunto es de dimensién 8. Entonces, la familia de cubicas que atraviesan los 8 puntos de interseccion de las curvas
ctibicas C7 y O es de dimension 1. Sean Hi(z,y) = 0y Hs(x,y) = 0 las ecuaciones cubicas de las curvas Cy y Cy
respectivamente. Podemos ver a la familia de ctubicas que cruza por los ocho puntos de interseccién de las curvas
C7 y C5 como combinaciones lineales de la forma A1 H; + A\s Hs. Debido a que la familia de ctubicas que pasan por
los ocho puntos de interseccion de las curvas Cq y Cy (de los nueve), forman una familia de dimension uno y como
la familia de cubicas de la forma A H; + Ao Hs es de dimensiéon uno, entonces debido a que la cubica C' pasa por
los ocho puntos existen A1, Ay tales que C cumple con la ecuacién Ay H; + Ao Hy = 0. Debido a que el noveno punto
estd en Hy y Hs entonces ambas ecuaciones se anulan en el noveno punto, por lo que cualquier combinacién lineal
de Hy, y Hy también se anula, y dado que C' es una combinacion lineal de Hy y Hs se sigue que C' se anula en el
noveno punto, por lo que el noveno punto estid en C. Con las conicas vimos que es posible averiguar en un nimero
finito de pasos si existe un punto racional sobre la cénica o no, por desgracia no se conoce un método que permita
averiguar en un nimero finito de pasos si existe o no un punto racional en una ctbica, es decir no existe un anilogo
del teorema de Hasse para cubicas. La idea empleada anteriormente para cénicas, de buscar congruencias médulo
m para todo m no es suficiente. A continuacién tenemos un ejemplo realizado por Selmer que ilustra la dificultad

3X3 4+4Y3 +52% = 0.

Selmer demostro que no existe una solucion distinta a la trivial (en enteros) y sin embargo es posible probar que
para todo m la congruencia

3X3 +4Y3 +52% =0 (médulo m)
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tiene soluciones enteras sin factor comin. Por lo que a diferencia del caso de las conicas, en las cubicas la existencia
de una solucién moédulo m para todo m no garantiza la existencia de una solucién racional, es decir la existencia de
un punto racional en la cibica. Haciendo a un lado esta dificultad, podemos siempre suponer que existe un punto
racional O en la cibica. Como mencionamos anteriormente, queremos reformular el teorema de Mordell, y probar
una versién particular que abarque a una amplia familia de cubicas.

Consideremos que tenemos una ctbica racional y dos puntos P y @ en ella, entonces al dibujar la recta que
une a estos dos puntos obtenemos un tercer punto al que denotamos como P x @, resulta logico preguntarse si
esta “operacion” define un grupo sobre los puntos de racionales de la curva cubica, pregunta que resulta facil de
responder, consideremos que existe un elemento r tal que r * P = P = P x r, para todo punto P racional en la
curva, por definicién r * P es el tercer punto de intersecciéon de la recta que une a r y P, por lo que la tnica forma
en que este punto sea P es que la recta que une a r y P tenga multiplicidad dos en la interseccién con r, es decir
que sea tangente a la cibica en r, pero P era cualquier punto, por lo que no existe un elemento identidad.

Afortunadamente es posible darle una estructura de grupo a los puntos racionales de la cubica, bajo la siguiente
operacion. Sea O el punto racional dado en la cibica. Para sumar Py @, témese el punto P * @ (el tercer punto
de interseccion de la recta que une a Py @), tinase con una recta el punto P x Q) con O, sea P + Q) el tercer punto
de dicha recta. Entonces P + @Q = O (P * ). Veamos que bajo esta operacion, el conjunto de puntos racionales
de la curva ctbica tienen una estructura de grupo abeliano. Propiedad de conmutatividad, P+ Q =O % (Px Q) y
Q+ P =0x%(Q * P), por lo que basta demostrar que (P * Q) = (Q % P), igualdad que resulta evidente puesto que
la recta que une a P y @ es la misma que la recta que une a Q@ y P. Por lo tanto P+ Q =Q + P.

Existencia del elemento identidad, proponemos O como el elemento identidad, veamos que efectivamente P+0O = P,
P+ 0O = 0% (Px*0) que es el punto que resulta de la interseccion de la recta que va de O a P %O con la cabica. La
recta que une a O y a P *x O intersecta a la cibica en un tercer punto. Caso 1. Si la recta que une a estos puntos
es tangente en O a la cubica, entonces la recta intersecta dos veces a la cubica en O, por lo que P * O = P. Caso
2. Si la recta que une a estos puntos no es tangente en O a la cubica, entonces la recta que une a estos puntos
intersecta en un tercer punto a la ciibica, en un punto que no es ni O ni P %« O, y como P y O son colineales con
P x O entonces el tercer punto de interseccion es P. Por lo tanto, P+ O = P.

Para obtener el inverso aditivo de un elemento P, tomemos la recta tangente a la ctibica en el punto O, sea S el punto
distinto de O que intersecta a la cubica. Dado un punto @, unimos() aS entonces el tercer punto de interseccién
Q@ * S decimos que es —@Q. Veamos que efectivamenteQ + (Q*S) = O, Q+(Q*S) = O (Q*(Q*S)) = O (S) = O,
pues la multiplicidad de la tercera intersecciéon es 2.

La unica propiedad que queda por probar es la asociatividad, es decir que dados tres puntos en la cubica P, Q, R se
cumple (P+ Q)+ R = P+(Q+R), es decir que O ((P+Q)*R) = O (P (Q+ R)) que es equivalente a probar que
Ox((0Ox(PxQ))*R)) = Ox(Px(Ox(Q*R)), por lo que es equivalente a probar que (O*(P*Q)*R) = Px(Ox(Q*R)),
es decir que (P + Q) * R = P x(Q+ R), es decir tenemos que probar que estos dos puntos son iguales. Recordemos
que P + @ se obtiene de la siguiente forma, trazamos la recta que une a P y ) y obtenemos el punto P % @,
luego unimos al punto O con P * ) y la interseccién de esa recta con la cibica nos da P + @, luego unimos el
punto P 4+ @ con R y obtenemos el tercer punto de interseccion con la ctibica que es el punto (P + Q) x R. Para
obtener P x (Q + R), unimos los puntos @ y R, obtenemos el tercer punto de interseccion @ * R 1o unimos con O y
obtenemos (@ + R) luego unimos P con (@ + R) y obtenemos la interseccion de esa recta con la cubica P* (Q + R).
Consideremos la recta que une a P y @ + R y la recta que une a (P + Q) y a R, lo que queremos responder es
. La intersecciéon de estas dos rectas estd en la ctubica? Para responder esta pregunta, consideremos los 9 puntos,
O,P,Q,R,PxQ,P+Q,Q*R,Q+ Ry la interseccién de las dos rectas (queremos ver que esta en la cubica).
Consideremos las siguientes tres rectas, la recta que une a Py @, la recta que une a Ry a P + @ y la recta que
une a O y Q + R, llamemos a la unién de estas rectas C. Del mismo modo consideremos las siguientes tres rectas,
la recta que va de P a Q + R, la recta que va de R a  y la recta que une a O y P + @, llamemos a la uni6n
de estas tres rectas Cs. La multiplicacion de tres rectas nos da como resultado una ecuacién cubica cuyo conjunto
de soluciones estd dado por la unién de las soluciones de cada recta. Entonces tenemos dos curvas degeneradas
que contienen a 9 puntos, y la curva original contiene a 8 puntos de los 9 de la interseccién de estas dos curvas,
entonces por el teorema que demostramos anteriormente se sigue que la curva original contiene al punto 9. Por lo
tanto (P + Q) * R = P * (Q + R). Ahora probaremos que el grupo que hemos definido no depende de la eleccion
del punto racional en la curva, es decir que si decidimos escoger como el elemento cero a un punto O’ distinto a O
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obtenemos un grupo con la misma estructura a la que acabamos de describir. Proponemos la siguiente funcion
r:-P—P+(0-0)

como un isomorfismo que va desde el grupo G; con el elemento cero O al grupo G2 con el elemento cero O’. Sea S’ el
tercer punto de interseccion de la recta tangente a O’ con la cubica. Sean P,Q € Gy, entonces I'(P) =T (P+O) =
P+O+(0'-0)=P+0-0=PyI'(Q)=Q+(0'=0),porloque I'(P)+I'(Q) = P+ Q+(0'—0) = P+ Q- 0.
Por otra parte '(P+ Q) =P+ Q+ (0O’ —0) = P+ Q — O. Por lo tanto I'(P) + I'(Q) = I'(P + Q), por lo que I es
un morfismo. Sea P # @, entonces P+ O’ # Q +O’, entonces P+ (O’ —0) # Q + (0O’ — O), entonces I'(P) # I'(Q),
por lo que T es inyectiva. Sea P € G5, entonces P € Gy, entonces I'(P + O) = P+ O + (O’ — O) = P, por lo tanto
I" es suprayectiva y por lo tanto I' es un isomorfismo.

Lo que hemos hecho hasta ahora nos permite reformular el teorema de Mordell, el teorema de Mordell nos dice que
podemos obtener todos los puntos de una cubica a partir de un conjunto finito, trazando rectas con los puntos de
ese conjunto finito para obtener nuevos puntos y asi sucesivamente. En términos del grupo que hemos definido,
lo que nos dice es que el grupo de puntos racionales es finitamente generado. Por lo que obtenemos el siguiente
enunciado del teorema de Mordell.

Teorema de Mordell. Si una cibica plana no singular tiene un punto racional, entonces el grupo de puntos
racionales es finitamente generado.

Esta reformulacion del teorema nos permitira utilizar herramientas basicas de la teoria de grupos, por lo que es de
bastante utilidad.

1.3 Forma normal de Weierstrass

Probaremos el teorema de Mordell del mismo modo que Mordell lo hizo, utilizando férmulas explicitas de la operacién
que describimos para una cibica. Con el objetivo de hacer estas formulas lo més simples que se pueda, es importante
recalcar que cualquier cibica con un punto racional puede ser transformada en una forma especial que se denomina
forma de Weierstrass. Para ilustrar la teoria general, trabajaremos un ejemplo especifico. Restringiremos nuestra
atencion a las cibicas que estan dadas en la forma de Weierstrass que en la forma clasica estdn dadas en la forma,
de la siguiente ecuacion

2 3
Y~ =4x” — gow — g3.
Usaremos la ecuacién un poco més general

y? =23 4+ az?® 4+ bx + ¢,

y nos referiremos a cualesquiera de estas dos ecuaciones como ecuaciones en la forma de Weierstrass. Lo que
queremos probar es que cualquier ctbica es biracionalmente equivalente a la forma de Weierstrass. A continuacién
explicaremos lo que equivalencia biracional significa.

Supongamos que tenemos una curva cibica con un punto racional en el plano proyectivo. Lo que intentamos hacer
es escoger los ejes del plano proyectivo de tal forma que la ecuacion e la cibica tenga una forma simple. Denotemos
el punto racional en la cubica como normalmente lo hacemos, consideremos el eje Z = 0 como la recta tangente a
C en O. Como establecimos anteriormente, la multiplicidad de la interseccién de Z = 0 y la curva C es de dos, por
lo que intersecta a la curva en un punto mas, sea el eje X = 0 tangente a la curva en este punto de interseccion.
Sea Y = 0 cualquier recta distinta de Z = 0 tal que intersecte a la curva en O. Debido a que asumimos que existe
un tercer punto de interseccién de Z = 0 con la curva, hemos asumido que O no es un punto de inflexién, en caso
de que O fuera un punto de inflexién el eje X = 0 seria cualquier recta que no contiene a O. Si escogemos los ejes
de la forma en que lo hemos establecido y hacemos x = % yy= %, entonces obtenemos condiciones lineales en la
ecuacion que obtendremos con estas coordenadas. Esto es una transformacion proyectiva. Después de la realizacion

de varias cuentas, lo que obtenemos es la siguiente ecuacion para C

zy? + (az 4 b)y = ca® + dx + e.
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Multiplicamos la ecuacién por ,
(zy)? + (az + b)yx = ca® + dz® + ex.

Cambiando xy por y, obtenemos
y? + (ax + b)y = ca® + da? + ex,

que es y> + (az +b)y = ciibica con coe ficientes en z. Sustituyendo y por y — 3 (az +b), obtenemos (y — 1 (az + b))% +
(az+b)(y — 1(az +b)) = clibica con coeficientes en z, entonces y* — y(az +b) + 1 (az + b)? + azy — % (ax + b) + by —
b (ax +b) = ctibica con coeficientes en z, entonces y? — yax — by + 1(az +b)? + azy — %L (ax +b) + by — S(ax +b) =
ctibica con coeficientes en z, entonces y? + 1 (az +b)? — % (ax +b) — & (ax +b) = ciibica con coeficientes enx, entonces

az
2
2,2 2 21 . .

y? + H(a?2? 4 2baz + b?) — L — “T”b — b(‘Tx — % = ctbica con coeficientes en z, entonces

y? = ciibica con coeficientes en x.

En caso de que el coeficiente principal de la ctbica con coeficientes en x no sea 1, podemos convertirla en una que
sf lo tenga, sustituyendo = y y por Az y A2y, donde X es el coeficiente principal de la ctibica. Hemos asi obtenido
una ecuacién en la forma de Weierstrass. Y si queremos deshacernos del término z2 en la ciibica, reemplazando z
por x — « con una elecciéon apropiada de a. Rastreando todas las transformaciones desde las coordenadas originales
a las nuevas coordenadas, vemos que la transformacion no es lineal pero es racional. Por lo tanto, puntos racionales
en la curva original corresponden a puntos racionales en la nueva curva. Mostraremos un ejemplo para ilustrar lo
que acabamos de asegurar sin demostrar. Supéngase que empezamos con una cibica de la forma

u3+v3:a,

donde o es un ntmero racional dado. La forma homogénea de esta ecuaciéon es U2 + V3 = aW?3, entonces en el
plano proyectivo esta curva contiene el punto racional [1,—1,0]. Aplicando el procedimiento de arriba, obtenemos
una nueva forma de expresar las coordenadas = y y en términos de u y v con las funciones racionales

12c U —v

= = 36 .
. u—+v 4 4 au+v

que satisfacen la ecuacién de Weierstrass
y? = 2® — 43202,

Veamos que efectivamente satisfacen la ecuacion

U— V., 12 2 9,1296(u —v)? 3 12 o 5,1296(u —v)? B 1728
(36a(u+v)) _(u+v)3+432a =a’( ()2 a(u+v)3+432)_a ( (at o) a((u+v)3)+432)
o a? y ) a(1728) wt o)) — o 1296(u — v)?(u +v) — a(1728) + 432(u + v)3
= g oy 12960 = v)? = TS 4 43200 0)?) = W) )

o 1296((u? — 2uv + v?)(u +v)) — a(1728) + 432(u + v)?

:(u+v)2( (u+v)

)

ol (1296(a —vu? — uv?) — a(1728) + 432(u +v)3

)

(u+wv)? (u+v)
o (—432a — 1296 (vu? + uv?) + 432(a + 3uv? + 3u2v))
 (u+w)? (utv)
o (—1296(vu2 + uv?) + 432(3uv + 3uv2)) _0
~ (u+tv)? (u+w) -
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Por lo que se satisface la ecuaciéon. El proceso puede invertirse y es posible obtener v y v en términos de z y y.

36a +y 36a — vy
U= —> y v=—"

6x 6x
Entonces si tenemos una solucién racional para u® + v® = «, obtenemos racionales x,y que satisfacen la ecuacién
y? = x3 — 43202, Y reciprocamente, si tenemos una solucién racional de y? = x3 — 43202, obtenemos niimeros
racionales que satisfacen u3 4+ v3 = «. Por supuesto, si u = —v, el denominador es cero; pero solo existe un niimero

finito de dichas excepciones, y son faciles de encontrar. Entonces el problema de encontrar puntos racionales en
u? 4+ v3 = « es el mismo que encontrar puntos racionales en y? = 23 — 432a2. Y por lo que acabamos de exponer
arriba se sigue que se cumple para cualquier cibica. Por supuesto, la forma normal de Weierstrass tiene una forma
distinta a la forma original. Existe una correspondencia biyectiva entre los puntos racionales en una curva y los
puntos racionales en otra curva (excepto por una pequeiia cantidad de puntos facilmente clasificables). Entonces el
problema de estudiar puntos racionales en una ecuaciéon ciibica general con un punto racional se reduce a estudiar
los puntos racionales en curvas ctbicas con la forma normal de Weierstrass.

Las transformaciones que usamos para pasar una curva ciubica a su forma normal de Weierstras, no manda rectas
en rectas. Lo cual resulta ser un problema debido a que definimos al grupo de los racionales con rectas, por lo que
no es claro que al pasar de una curva en su forma general a su forma normal de Weierstras se preserva la estructura
del grupo. Lo que veremos, es que, efectivamente el proceso de transformar una ecuacién ctibica en una ecuacién de
Weierstrass es un homomorfismo de grupos. El problema que tenemos con la forma en que describimos la adicién
de puntos racionales en la curva, parece depender de la forma en que estd encajada la curva en el plano. Pero
de hecho la regla de adicién es una operacién intrinseca que puede ser descrita sobre la curva y es invariante bajo
transformaciones biracionales. Esto se sigue de propiedades bésicas de curvas algebraicas, pero no es tan facil probar
esto tnicamente manipulando las ecuaciones de las curvas. Una ecuacién en su forma normal, tiene la siguiente
forma

y? = f(x) = 2% +az? + br +c

Si suponemos que las raices complejas de la ecuacién son todas distintas, entonces llamamos a la curva una curva
eliptica. (de manera més general, cualquier curva biracionalmente equivalente a una curva asi, es llamada curvae
eliptica).

Resulta natural que el lector se pregunte ;Por qué se llaman curvas elipticas si no son elipses? La respuesta es que
esas curvas surgieron del problema de estudiar cémo calcular la longitud del arco de una elipse. Si se escribe la
integral que da como resultado la medida del arco de una elipse y si se realiza una sustitucion elemental, el integrando
tendré la raiz cuadrada de un polinomio ciibico o cuartico. Entonces para computar la medida del arco de una
elipse, se integra una funcién que involucra y = +/f(x), y la respuesta es dada en términos de ciertas funciones en
la curva “eliptica” y?> = f(z). Ahora consideremos a,b,c € Q y coeficientes de f(z), entonces en particular estos
ndmeros son reales; entonces, el polinomio f(x) de grado 3 tiene por lo menos una raiz real.

En nameros reales podemos factorizar f(x) de la siguiente forma

f(z) = (z —a)(z® + Bz +7) con «, 3,y reales.

Desde luego, es posible que la funcién tenga 3 raices reales. Si solo tiene una raiz real, la curva se ve como algo
parecido a la figura anterior, porque y = 0 cuando = = «. En este caso las raices reales forman dos componentes.
Todo esto es valido, si las raices de f(x) son distintas. También hemos asumido que nuestra curva ctbica es no
singular. Si escribimos la ecuacién como F(z,y) = y? — f(x) = 0 y tomamos las derivadas parciales

oF oF
%_ f(x)7 7_211/’

Ay

entonces como por definiciéon la curva es no singular, no existe un punto en la curva en el cual las derivadas parciales
se anulen de manera simultdnea. Lo que quiere decir que todo punto en la curva tiene una recta tangente en la
curva. Esto se puede demostrar de manera sencilla. Si las derivadas parciales se anularan en un punto (zo,yo) de
la curva entonces — f'(zo) =0y yo = 0 y entonces F(zo,y0) = 0 — f(xg) =0, por lo que f(xg) = 0, se sigue que f
y f’ tienen una raiz comun xzg. Por lo tanto z¢ es una doble raiz de f. De manera inversa, si f tiene una doble raiz
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Zo, entonces (zp,0) es tal que F'(xg,0) =0 — f(zg) = 0, entonces f(xo) = 0, entonces z( es un punto singular de la
curva, lo cual seria una contradiccion a la hipoétesis, por lo que f no puede tener dos raices. Existen dos escenarios
posibles para la singularidad, el primer caso se da cuando f tiene una raiz de multiplicidad dos y el segundo cuando
f tiene una raiz de multiplicidad 3. Si f tiene una raiz doble, una ecuacién tipica es

y? =2 (z + 1),

la curva tiene una singularidad con distintas direcciones tangenciales. Si f(z) tiene una raiz con multiplicidad 3,
entonces despues de trasladar x obtenemos la ecuacion

que es una pardbola semicibica con un pico en el origen. Estos son ejemplos de cibicas singulares en la forma de
Weierstrass, y el caso general se ve igual después de un cambio de coordenadas. Hasta ahora hemos concentrado
nuestra atencién en las ctibicas no singulares, vale la pena preguntarse por qué. Esto se debe a que las curvas
cubicas singulares y las ctibicas no singulares, tienen un comportamiento totalmente distinto. De hecho, las ctbicas
singulares son tan faciles de tratar como las conicas. Si proyectamos del punto singular sobre alguna recta, entonces
como el punto es de multiplicidad dos (suponiéndolo asi) la recta (desde la cual se proyecta) toca a la curva dos
veces en el punto singular, por lo que sélo toca a la curva una vez méas. Entonces la proyeccién de la curva sobre
una recta es biyectiva. Entonces de manera anédloga al caso de la conica, podemos poner de esta manera en una
correspondencia biunivoca los puntos racionales en la ciibica con los puntos racionales en la recta. De hecho, se
pueden dar de manera sencilla las formulas explicitas de esta correspondencia. Si hacemos r = £, la ecuacién
y? = 22(x + 1) se convierte en

r?=z+1; yx=r>—1 y y=1r>—r

Si tomamos un ndmero racional r y definimos = y y de esta manera, entonces obtenemos un punto racional en la
cibica; y si empezamos con un punto racional (x,y) en la cibica, entonces obtenemos un punto racional r. Estas
asignaciones, son inversas la una de la otra, excepto por el punto singular (0,0) en la curva. De esta manera
obtenemos todos los puntos racionales en la curva. La ecuacién y? = 22 es aun mas simple. S6lo tomamos

z =t Y y:t?’.

Por lo que el anélisis de las curvas cubicas resulta trivial en lo que a puntos racionales se refiere, y el teorema de
Mordell no se cumple para estas. De hecho atin no hemos explicado cémo obtener una regla de grupo para estas
curvas singulares; pero si quitamos la singularidad, entonces si se puede obtener un grupo.

1.4 Férmulas explicitas para el grupo aditivo

Vamos a trabajar en el grupo de puntos de una curva cibica no singular de una manera mas cercana. Empecemos
con la ecuacién

v =a34+az® +br+c

hagamos esta ecuacion homoégenea, haciendo x = % yy= %, obteniendo
Y27 = X3 +aX?Z + bX 7% + cZ3.

{, Cual es la interseccion de esta ctbica con la recta con la recta al infinito Z = 07 Sustituyendo Z = 0 en la ecuacion
nos da como resultado X3 = 0, que tiene la raiz X = 0 con multiplicidad 3. Esto quiere decir que intersecta a la
recta al infinito en tres puntos, pero estos tres puntos son los mismos. Por lo que la ctubica sélo tiene un punto
en el infinito, el punto donde las rectas verticales (z = constante) se intersectan. El punto en el infinito es un
punto de inflexién de la cubica, y la tangente en ese punto es la la recta al infinito, que se “tocan” en ese punto
con multiplicidad 3. Es facil de verificar que el punto al infinito es un punto no singular, basta con evaluar las
derivadas parciales en ese punto. Por lo que para una ctibica en la forma de Weierstrass existe un punto en el infinito;
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llamaremos a dicho punto O. El punto O lo consideraremos como un punto racional, y lo consideraremos el elemento
nulo cuando le demos la estructura de grupo al conjunto de puntos racionales. Para que lo que hemos establecido
funcione, tendremos que hacer la convencién de que los puntos en la cubica consisten de puntos ordinarios en el
plano afin ordinario zy junto a otro punto O que no se puede ver.

Bajo estas hipétesis, resulta verdadero que una recta cualquiera intersecta a la ctbica en tres puntos; por ejemplo,
la recta al infinito intersecta a la cubica tres veces en el punto O. Una recta vertical intersecta a la cibica en dos
puntos en el plano afin 2y y una vez en el punto O. Una recta no vertical intersecta a la cibica en tres puntos, por
supuesto para que esto suceda, probablemente tengamos que permitir que x y y sean nimeros complejos.

Ahora vamos a discutir un poco més la estructura del grupo ;Cémo sumamos dos puntos P y @ en una ecuaciéon
ctubica con la forma de Weierstrass? Primero trazamos la recta que une a los puntos P y () y encontramos el tercer
punto de intersecciéon P x (). Luego trazamos la recta que une al punto O y el punto P * @), que es la recta vertical
que cruza por P x (). Una curva cibica en la forma de Weirstrass es simétrica respecto al eje z, entonces para
encontrarP + @, solo tomamos P * () y lo reflejamos respecto al eje z ;Cudl es el inverso aditivo de un punto @
en la curva? El inverso aditivo de @ se obtiene al reflejarlo; si @ = (z,y), entonces —Q = (x,—y). Para verificar
que esto es verdad, supongamos que sumamos el punto ¢ al punto que denominamos como —(@. La recta que une
a @Qy —Q es vertical, por lo que el tercer punto de interseccién es O. Ahora unamos el punto O con el punto O y
obtengamos el tercer punto de interseccion.

El resultado de unir el punto O con el punto O nos da la recta al infinito, y el tercer punto de interseccion es de nuevo
O debido a que la recta al infinito intersecta a la curva con multiplicidad 3 en O. Esto prueba que Q + —Q = O.
Desde luego esta férmula no sirve para el caso en el que @ = O, pero es bastante claro que O = —O. Ahora vamos
a desarrollar algunas férmulas que nos permitirédn calcular de manera eficiente P + ). Hagamos

Py = (21,y1), Po = (w2,y2), PL x Pp = (23,y3), P+ P> = (23, —¥3).

Asumimos que P; y P, son puntos dados, y queremos computar P; * P, Primero veamos a la recta que une a los
puntos P; y P». La recta que une a estos puntos esta descrita por las ecuaciones

Y2 — 1
T2 — T1

y=Ax+uv, A= YU =1y — AT] = Y2 — A\Ta.
Por construccién, la recta intersecta a la cabica en dos puntos P; y P». ;Como obtenemos el tercer punto de
intersecciéon? Sustituimos

v =z +v)? =2 +ax® +bx+c.

Despejando obtenemos la siguiente ecuacién
0=2%4+ (a— A)2? + (b —2\v)z + (c — v?).

Y por construccién, tenemos que esta ecuacién cibica en x tiene tres raices x1, s, T3 que son las coordenadas de
las tres intersecciones de la recta con la cibica. Por lo que,

23+ (a—M)2? + (b— 2 )z + (c — v?) = (x — x1)(x — z2)(x — x3).

2

Igualando los coeficientes del término 22 en ambos lados, encontramos que A\?> — a = x; + 25 + 3, y entonces

a:3:)\2—a—a:1—ac2, Ys = Ax3 + 0.

Estas formulas otorgan la manera mas efectiva de computar la suma de dos puntos. Consideremos la siguiente curva
cubica.
y? =23+ 17

que tiene los puntos racionales P, = (—1,4) y P, = (2,5). Para computar P; + P, primero debemos encontrar

la recta que une a ambos puntos, y = 3z + £, entonces A = 3 y v = 2. Ahora x3 = N> —ap —x1y = —5 y

3
Y3 = Ax3 +v = 5. Finalmente, encontramos que P + P, = (23, —y3) = (—%, —%). Que como vemos los célculos
son bastante sencillos. Las formulas que dimos anteriormente involucran la pendiente )\ de la recta que conecta a

ambos puntos. ;Qué pasa si ambos puntos son los mismos? Supongamos que tenemos el punto Py = (xo,y0) ¥
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queremos encontrar el punto Py + Py = 2F,. Necesitamos encontrar la recta que une a P, con Fy. Debido a que
T1 = T2 ¥ Y1 = y2 no podemos utilizar la formula para A. La receta que describimos para afiadir un punto consigo
mismo dice que la recta que une a Py con P, es la recta tangente a la ctbica en P,. De la relacion y? = f(z)
encontramos por la derivada implicita que

L_dy_ S

dx 2y

asi que eso es lo que utilizamos cuando queremos anadir un punto consigo mismo. Continuando con el ejemplo de
la curva y? = 2% + 17 y el punto P; = (—1,4), computamos 2P, como sigue. Primero, A\ = f'(z1)/2y, = f'(-1)/s = %.

Entonces, una vez que tenemos el valor para A, sélo sustituimos los valores en las férmulas, como anteriormente lo
hicimos, finalmente encontramos que 2P, = (%7, —2551) Algunas veces es conveniente tener una expresion explicita

para 2P en términos de las coordenadas de P. Si sustituimos A = f'()/2y en las férmulas que dimos anteriormente,
poniendo todo en un denominador comiin, y remplazando 32 por f(z), entonces encontramos que

x* — 2b22 — 8cx + b% — dac

coordenada x de 2(z,y) = 123 1 dan? + dbw 1 dc

La férmula para z(2P) es usualmente llamada férmula de duplicacion.
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CAPITULO 11

Puntos de orden finito

2.1 Puntos de orden dos y tres

Un elemento P de un grupo cualquiera, se dice que tiene orden m si
mP=P+P..+P=0

pero m'P # 0 para cualquier entero m’ tal que 1< m’ < m. Si existe el m tal que cumpla con las condiciones
anteriores, decimos que P tiene orden finito, y si no, decimos que m tiene orden infinito. Iniciaremos el estudio
de puntos de orden finito sobre ctbicas, con puntos de orden dos y tres. Como lo hemos hecho anteriormente,
consideraremos la curva cibica no singular estd dada en la forma de Weierstrass

y? = f(z) = 2° +az® + b +c,

y donde el punto al infinito O es el cero del grupo geométrico. Queremos encontrar, primero, los puntos de orden
dos, es decir los puntos tales que 2P = O, pero P # O, pero es mas facil ver cuando sucede que P = —P. Como
anteriormente vimos que — (z,y) es (z, —y) , esto pasa cuando y = O

P]Z(O[17O)7 PQZ(OéQ,O), PgZ(O[3,O)7

Donde oy a2, a3 son las raices del polinomio cibico f(z). Entonces si permitimos coordenadas complejas, entonces
hay exactamente tres puntos de orden dos, debido a que la ctibica es no singular. Veamos como se ve una ctibica con
todas las raices reales. Si tomamos todos los puntos que satisfacen 2P = O, incluyendo P = O, entonces obtenemos
el conjunto {O, Py, Py, P;} . Veamos que el conjunto de soluciones de la ecuacion anterior forma un subgrupo de un
grupo abeliano G. Sean P, P, € G un grupo abeliano, tales que 2P, = O y 2P, = O. Evidentemente 20 = O, por
lo que el O satisface la ecuacion. 2(P; — Py) = 2P, — 2P, = O — O = O, por lo que P; — P, satisfacen la ecuacion.
Observemos que si 2P, = O, entonces —2P, = O. Por lo que el conjunto de puntos que satisfacen la ecuacion
2P = O forman un subgrupo. Por lo que tenemos un grupo de orden 4, en el que cada elemento tiene orden 2 o 1,
por lo que es evidente que lo que tenemos es el grupo de Klein, esto se sigue del hecho de que el grupo de Klein es
el grupo no ciclico mas pequeno. Por lo que la suma de dos puntos en el grupo te debe dar el tercero, lo cual tiene
sentido pues los tres puntos son colineales. Lo anterior sucede cuando permitimos coordenadas complejas, en caso
de admitir inicamente coordenadas reales, tenemos 2 casos.

El caso uno se da cuando tenemos 3 raices reales, en el cual obtendriamos el grupo de Klein. El caso dos se da
cuando tenemos 1 raiz real, caso en el cual tendriamos el grupo ciclico de orden dos. En caso de admitir inicamente
coordenadas racionales, entonces obtenemos el grupo de Klein, el grupo ciclico de orden 2, o el grupo trivial, esto
debido a que es posible tener 0, 1 o 3 raices de la curva.

Ahora nos fijamos en los puntos de orden 3. Si en lugar de fijarnos en los puntos que cumplen con la ecuacion
3P = O, nos fijamos en los puntos que cumplen con la ecuacion 2P = — P, entonces un punto de orden 3 satisfacera
x(2P) = z(—P) = z(P). Inversamente, si P # 0 satisface z(2P) = z(P), entonces2P = +tP 6 P =0 6 3P = O. Por
lo que los puntos de orden 3, son los puntos que satisfacen x(2P) = x(P). Para encontrar los puntos que satisfacen
esta condicién, usamos la férmula de duplicaciéon y hacemos la coordenada = de 2P igual a la coordenada = de P.
En el capitulo I se demostré que la coordenada x de 2P es igual a

xt — 2bx? — 8cx + b2 — dac
473 + 4dax? + 4bx + 4c

Sea C' la curva cubica no singular
C:y*=f(z)=2%+a2® +bx+ec
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(Recordemos que C' es no singular siempre que f(z) y f/'(r) no tengan no tengan raices complejas comunes). (a)
Un punto P = (z,y) # O en C tiene orden 2 si y solo si y = 0. (b) C tiene exactamente cuatro puntos cuyo orden
divide a 2. Estos cuatro puntos conforman un grupo que es el producto de dos grupos ciclicos de orden dos. (c) Un
punto P = (z,y) # O en C tiene orden 3 si y sélo si z es una raiz del polinomio

Y3(x) = 3z* + dax® 4 6bx? + 12cx + (4ac — b?).

(d) C tiene exactamente nueve puntos cuyo orden divide a 3. Estos nueve puntos conforman un grupo que es el
producto de dos grupos ciclicos de orden tres. Demostracion. (d) Debido a que la coordenada = de 2P es igual a
@)

D@ — 4~ 2, vemos que una expresion alternativa para 3 es

Us(@) = 2f(x) f"(z) = ()%

Afirmamos que ¥3(x) tiene cuatro raices distintas complejas. Para verificar esto, tenemos que verificar que 3(z) y
15(x) no tienen raices comunes. Pero

vy = 2f () " (z) = 12f(x);

entonces una raiz comudn de ¥s(x) y ¥3’(x) seria una raiz comun de

2f(@)f"(x) = f'(x)® y  fla),

y también seria una raiz comin de f(z) y f'(x). Esto es contrario a nuestra hipotesis de que C' es una curva no
singular, asi concluimos que 13(z) efectivamente tiene cuatro raices complejas. Sean 1, 82, 53, 84 las cuatros raices
complejas de 13(x); y para cada f;, con i € {1,2,3,4}. Sea §; una de las raices cuadradas §; = /f(5;). Entonces
de la parte (c) del teorema, el conjunto

{(B1,£01), (B2, £02), (B3, +03), (B4, 04) }

es el conjunto completo de puntos de orden 3 en C. Ademads, podemos observar que ningin §; puede ser cero, pues
si asi fuera (8;,9;) = (B;,0) tendria orden dos, contradiciendo el hecho de que tiene orden tres. Por lo tanto, este
conjunto contiene exactamente ocho puntos distintos, entonces C' tiene ocho puntos de orden 3. El tinico otro punto
cuyo orden divide a 3 es el punto de orden 1, es decir O, que completa la prueba de que C' tiene exactamente 9
puntos cuyo orden divide a 3. Finalmente, notamos que s6lo existe un grupo (abeliano) con 9 elementos tal que el
orden de cada elemento divide a 3, es decir, el producto de dos grupos ciclicos de orden 3. Por lo que ahora sabemos
que si permitimos nimeros complejos, entonces los puntos cuyo orden divide a 3 forman un grupo de orden 9 que es
el producto directo de dos grupos ciclicos de orden 3. Resulta que los puntos reales de orden 3 siempre forman un
grupo ciclico de orden 3, mientras que los puntos racionales o bien forman un grupo ciclico de orden 3 o el grupo
trivial.

Existe también una forma geométrica de describir a los puntos de orden 3; son puntos de inflexién, los puntos
donde la recta tangente a la curva cibica tiene multiplicidad tres en la interseccién. Podemos ver eso de manera
geométrica. Decir que 2P = —P quiere decir que cuando trazamos la tangente al punto P, entonces tomamos
la tercera interseccion y la conectamos con O, obtenemos —P. Ahora, ese es el caso en el que el tercer punto de
interseccion de la recta tangente al punto P es el mismo punto P. Entonces 2P = —P si y sélo si P es un punto de
inflexién.

2.2 Puntos reales y complejos en curvas ctibicas
Los puntos reales en nuestra curva cibica
v = f(z) =2 +az? +br +c

forman una o dos componentes, dependiendo de si f(x) tiene una o tres raices reales. De hecho, la ecuacion de la
curva cubica define varios conjuntos de puntos. Podriamos escribir C' (Q) para representar al conjunto de puntos con
coordenadas racionales, C' (R) para los puntos de la figura de arriba tal que sus coordenadas consisten de numeros
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reales arbitrarios, y C' (C) para el conjunto de puntos cuyas coordenadas son nameros complejos. Y el punto O “al
infinito”, que consideraremos que esta en todos estos conjuntos.

Le hemos dado estructura de grupo al conjunto de puntos en la curva. Dado que la construccién es puramente alge-
braica funcionara para cualquiera de estos tres casos. Los puntos en la curva con coordenadas compleja conforman
un grupo. Los puntos con coordenadas reales forman un subgrupo, debido a que si dos puntos tienen coorde-
nadas reales entonces tanto la suma como la diferencia tendran coordenadas reales. Y debido a que los coeficientes
a,b,c € Q, es cierto incluso que los puntos con coordenadas racionales forman un subgrupo del grupo de puntos con
coordenadas reales. Entonces tenemos el grupo de puntos con coordenadas complejas y sus subgrupos ilustrado a
continuacién

{0} CcC(Q)cCcC(R)cCC(C).

Para estudiar el grupo de puntos reales o puntos complejos, se puede utilizar los métodos de analisis. Tomemos
P = (p1,p2) y Q = (q1,¢2) en la curva, sea z = (x1,22) y y = (y1,y=2) tal que z,y tienden a P, Q) respectivamente,
entonces la recta que une a = y y tiende a la recta que une a P y @, por lo que z *y tiende a P * @, por lo que =+ y
tiende a P+Q, debido a la continuidad de la curva, por lo tanto la funcién es adiciéon es continua. Entonces el grupo
de puntos reales es un grupo de Lie de dimensién uno, y este conjunto es de hecho compacto, aunque no lo parezca
por tener un punto al infinito. Cualquier grupo de Lie compacto, conexo de dimensién uno es isomorfo al grupo de
rotaciones del circulo; que es el grupo multiplicativo de nimeros complejos cuya norma es 1. Entonces si el grupo
de puntos reales en la curva es conexo, entonces es isomorfo al grupo del circulo (ciclico). Y de esta descripcion
podemos ver de manera inmediata como se ven los puntos de orden finito. Si pensamos al grupo del circulo como
el grupo multiplicativo de ntiimeros complejos con norma 1, los puntos cuyo orden divide a m conforman un grupo
ciclico de orden m.

Explicitamente, este conjunto de niimeros complejos es

27i/m A7), 2(m—1)7i/m,
{l,exp /,exp /,...,exp( >/}.

Entonces los puntos cuyo orden divide a m en C (R) forman un grupo ciclico de orden m, al menos en el caso de
que el grupo sea conexo. Si hay dos componentes conexas, entonces el grupo C (R) es el producto directo del grupo
del circulo con un grupo de orden dos. En este caso, hay dos posibilidades para los puntos cuyo orden divide a
m. Si m es impar, obtenemos de nuevo un grupo ciclico de orden m, mientras si m es par, entonces tendriamos el
producto directo de un grupo ciclico de orden dos y un grupo ciclico de orden m. En particular, observamos que los
puntos reales cuyo orden divide a 3 siempre forma un grupo ciclico de orden tres. Dado a que hemos visto que hay
ocho puntos de orden 3, nunca es posible que todos los puntos complejos de orden tres sean reales, y ciertamente
no pueden ser todos nimeros racionales.

En la seccién anterior vimos que un punto tiene orden tres si y solo si el punto es raiz del polinomio ¥s(z) =
3z* + 4ax® + 6bx? + 12cx + (4ac — b?). Este polinomio tiene coeficientes reales, por lo que tiene cero, dos o cuatro
raices reales. Debido a que para cada valor de x se obtienen dos posibles valores de y, esto muestra que la curva
tiene cero, cuatro u ocho puntos de orden tres con coordenada x real. Antes de continuar con la discusion de
puntos racionales, analicemos un poco la estructura de C(C). Sustituyendo = — %a por 'z ', podemos eliminar el
término ax?; y luego reemplazando = y y por 4z y 4y respectivamente, obtenemos la forma clasica de la ecuacion
de Weirstrass

y2 =473 — gox — g3.

Como ya se ha mencionado, el polinomio ctibico a la derecha se considera que tiene raices de multiplicidad igual a
uno. En la teoria de Weirstrass de funciones elipticas, siempre que se tienen dos nimeros complejos gs, g3 tal que el
polinomio 423 — g,z — g3 tiene raices distintas, se pueden encontrar ntimeros complejos wy,wo (llamados periodos)
en el plano complejo u al evaluar ciertas integrales definidas. Estos periodos son R—linealmente independientes
(no se pueden expresar como combinacién lineal de nimeros reales), y se observa el grupo formado por todas las
combinaciones lineales de niimeros enteros, es decir

L = Zwy + Zwy = {njwy + nows : ny,ng € Z}.

Aunque hay muchas opciones que generan a L; se concluye que los coeficientes go, g3 determinan de manera tnica
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el grupo L. Reciprocamente, el grupo L determina de manera tinica go, g3 por medio de las férmulas

g2 = 602%, 93 = 1402%.

weL w€eL
w0 w#0

Utilizamos los periodos (w1, ws) para definir una funcion p(u) por las series

1 1 1
u = — I
o) = 3 + Y=o~ o7
weL
wF#0
Esta funcién meromorfa es llamada la p funcién de Weirstrass. Es claro que tiene polos en los puntos de L, y no
otros polos en el plano complejo u. Menos obvio es el hecho que p es doblemente periddica; eso quiere decir que

plutw)=pk) y  plutw)=pu) VueC

De esto se se obtiene que p(u + w) = p(u) para todo u € C y para todo w € L. Notese la similitud con funciones
trigonomeétricas y exponenciales, que solo tienen un periodo: f(u) = sen(u) tiene periodo 27, y f(u) = e* tiene
periodo 27i. La funcién doblemente periddica p(u) satisface la ecuacion diferencial

dp
"2 3 ’

=4p° — — = —.
(@) £ g2 — g3, (@) ]

En consecuencia para todo nimero complejo u obtenemos el punto

sobre la curva dada, en general un punto con coordenadas complejas. Entonces obtenemos una funcién del plano
complejo u a C(C). (Mandamos, los puntos en L, que son los polos de g, a O). Notemos que esta funcion, es
suprayectivo, no es inyectivo debido a que p es doblemente periédica. Si u y v tienen la propiedad que su diferencia
u—v es igual a mywi +mows para algunos enteros mq, mo (es decir, si la diferencia estd en L), entonces P(u) = P(v).
Entonces, observamos los valores de u que estan en el paralelogramo cuyos lados son los periodos wi,ws. Entonces
es verdad que dado un punto (z,y) sobre la curva existe exactamente un punto u en el paralelogramo, cuyos lados
son los periodos wy,ws, que es enviado a (z,y). En consecuencia, el paralelogramo cuyos lados son los periodos
w1, ws, es enviado de manera biyectiva a los puntos complejos de la curva. La funcion que envia u a P(u) tiene la
propiedad
P(U1 + Ug) = P(ul) + P(’LLQ)

Donde u; + ug es sélo la adicion de nameros complejos, mientras P(u1) + P(u3) es la suma de puntos complejos
sobre la curva. Esta ecuacion, dice que p y ¢’ evaluadas en uj + ug, puede ser expresado racionalmente en términos
de su evaluaciéon en u; y us respectivamente. Estas féormulas son las que dimos anteriormente en el capitulo I, que
expresaban (x3, —y3) = P + P en términos de (z1,y1) y (x2,y2). La regla de correspondencia dada por u — p(u)
es en consecuencia un homomorfismo del grupo aditivo de nimeros complejos sobre el grupo de puntos complejos
de la cibica; el nicleo de ese homomorfismo es L.

El grupo cociente del plano complejo v médulo L es isomorfo al grupo de puntos complejos de nuestra curva, por
el primer teorema de isomorfismos y dado que la imagen de la regla de correspondencia es el grupo de puntos
complejos en la curva. En consecuencia, el grupo de puntos complejos es un 2-toro, el producto directo de dos
grupos circulares. Usando la descripcién anterior, podemos describir cémo se ven los puntos complejos de orden
finito.

Supoéngase que queremos un punto de orden dos. Es decir un punto tal que v # O pero 2u = O, o lo que es
equivalente, u ¢ L pero 2u € L. Hay tres puntos, -, ‘2 y % Similarmente, para encontrar los puntos cuyo
orden divide a m, buscamos por puntos u en el paralelogramo, cuyos lados son los periodos wy y ws, tal que mu € L.
Existen 25 puntos de orden 5, claramente los puntos de orden 5 son el producto de dos grupos ciclicos de orden 5.
En general, los puntos complejos cuyo orden divide a m forman un grupo de orden m? que es el producto directo
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de dos grupos ciclicos de orden m. Por lo que tenemos una manera muy clara de describir a los puntos complejos
de orden finito en la curva cubica.

Antes de regresar a los puntos racionales, comentemos qué sucede con otros campos distintos a los reales o a los
complejos. Si F' es un subcampo cualquiera del campo de los nimeros complejos y si los coeficientes a, b, ¢ de la
ecuacion cubica estan en F', entonces podemos fijarnos en el conjunto de soluciones (x,y) de la ecuaciéon tal que
tanto x como y estan en F. Sea C(F) el conjunto que denota a los puntos “ F-valuados”, junto al punto O. Entonces
C(F) forma un subgrupo de C(C); esto es claro por las formulas que nos dan las reglas del grupo aditivo. De manera
més general, no existe ninguna necesidad de iniciar con el campo de ntimeros complejos. Todas las operaciones,
como las del grupo aditivo, son puramente algebraicas.

Si, por ejemplo, tomamos F' como el campo de enteros modulo p (p primo), y tal que los coeficientes de la ctbica
a,b,c estan en el campo finito F. Claro que s6lo hay un nimero finito de soluciones, debido a que s6lo hay un
numero finito de posibilidades para = y y. Pero de nuevo estas soluciones, junto el punto al infinito, forman un
grupo; con sélo usar las formulas del grupo aditivo. Debido a que en este caso el grupo es finito, todos los puntos
tienen orden finito; y existen grupos de distintos érdenes. Resulta que los puntos de orden p o bien forman un grupo
ciclico de orden p o un grupo trivial; pero si ¢ es un nimero primo distinto de p, entonces los puntos de orden ¢
forman el grupo trivial 6 un grupo ciclico de orden ¢, o el producto directo de dos grupos ciclicos de orden gq.

2.3 El discriminante

Consideremos una curva cibica en su forma 'normal’
y? = f(z) = 2% +az? + bx + ¢

donde a, b, ¢ son puntos racionales. Si hacemos X = d?z y Y = d3y, entonces la ecuacién se convierte en Y? =
X3 + d?aX? + d*bX + dbc. Escogiendo un entero ’grande’ d, podemos quitar cualquier denominador de a,b o c.
De ahora en adelante consideraremos que la ecuacion de la curva cubica tiene coeficientes enteros. El objetivo de
este capitulo es probar un teorema, que fue probado primero por Nagell y Lutz, que nos dice como encontrar todos
los puntos racionales de orden finito. Su teorema dice que todos los puntos racionales de orden finito (z,y) deben
tener coordenadas enteras (z,y € Z), y y = 0 para puntos de orden dos 6 y | D, donde D es el discriminante del
polinomio f(x). En particular, una curva ctbica sélo tiene un ndmero finito de puntos racionales cuyo orden es
finito. El discriminante de f(z) esta dado por la siguiente formula

D = —4a*c + a®b* + 18abc — 4b® — 272
Si factorizamos f en los niimeros complejos,
f) = (@ —a)(z — az)(z — a3),

entonces se puede ver que

D = (a1 — a)*(a1 — a3)* (o2 — a3)?;
y como D no se anula podemos inferir que f tiene raices distintas. En consecuencia, el problema de encontrar
los puntos racionales de orden finito puede ser resuelto en un nimero finito de pasos. Se toma el entero D, se
consideran todos los enteros y tales que y | D. Se toman todos los y con las caracteristicas anteriores y se sustituye
en la ecuacion y? = f(z). El polinomio f(z) tiene coeficientes enteros y coeficiente principal 1. Si tiene una raiz
entera, esa raiz dividira al término constante.
En consecuencia, sélo hay una cantidad finita de aspectos por revisar, y con este método podremos encontrar todos
los puntos de orden finito, en una cantidad finita de pasos. Si f(z) es un polinomio con coeficiente principal 1 en
el anillo Z[z] de polinomios con coeficientes enteros, entonces el discriminante de f(z) siempre estara en el ideal
de Z[z] generado por f(z) y f'(z). Esto se sigue de la teoria general de discriminantes, pero en el caso particular
del polinomio f(z) = 2% + ax? + bz + ¢, la prueba méas rapida (sin recurrir a la teoria general de discriminantes)
es simplemente escribiendo una formula explicita, D = {(18b — 6a?)x — (4a® — 15ab + 27¢)} f(x) + {(2a® — 6b)2* +
(2a% — Tab + 9¢)z + (a?b + 3ac — 4b%)} f/(x). Debido a que D esta en el ideal generado por f(z) y f'(x), existen
polinomios r(x), s(x) con coeficientes enteros tales que

D =r(x)f(z) + s(z)f'(z).
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Si asumimos como verdadera la primera parte del teorema de Nagell-Lutz, es decir que los puntos de orden finito
tienen coordenadas enteras, entonces podemos usar la formula para demostrar la segunda parte, que o bien y = 0
6y | D. Es decir, si P tiene orden finito, entonces claramente 2P tiene orden finito. Probemos lo siguiente.
Lema. Sea P = (z,y) un punto en la curva ctbica, tal que P y 2P tengan coordenadas enteras (cualquier nimero
entero multiplicado por un ndmero entero es un numero entero). Entonces y = 0 6 y | D. Prueba. sea y # 0.
Debido a que y # 0, sabemos que 2P # 0, entonces podemos escribir 2P = (X,Y). Por hipotesis, z,y, X,Y son
todos enteros. Por la formula de duplicacién, tenemos que

/(@)

204+ X=X —a, A=
2y

Debido a que z, X, y a son todos enteros, entonces se sigue que A es un entero. Ya que 2y y f'(z) son enteros
(coeficientes enteros), se obtiene que 2y | f'(z); y, en particular, y | f'(x). Pero y?> = f(x), entonces también y | f(x).
Ahora usamos la relaciéon

D =r(z)f(z) + s(z)f (x).

Los coeficientes de r y s son enteros, entonces r(z) y s(x) toman valores enteros cuando son evaluados en z un
ntmero entero. Se sigue que y divide a D.

2.4 Los puntos de orden finito tienen coordenadas enteras

Se ha llegado a la parte més interesante del teorema de Nagell-Lutz, la prueba de que un punto racional (z,y) de
orden finito debe tener coordenadas enteras. Probaremos que x y y son enteros de una manera bastante indirecta.
Observemos que una manera de demostrar que un nimero entero es igual a 1 es demostrando que no es divisible
por ningin nimero primo. En consecuencia podemos descomponer el problema en una infinidad de subproblemas,
es decir, vemos que cuando x y y son escritos en primos relativos, no hay dos en los denominadores, no hay 3 en
los denominadores, no hay 5 en los denominadores, etcétera.

Sea p un nimero primo, tratemos de demostrar que p no divide el denominador de z ni el denominador de y. Esto
nos conduce a considerar el punto racional (x,y) donde p divide el denominador de = 6 y. Va a ser 1til establecer
alguna notacién. Todo nimero racional distinto de cero podemos escribirlo de manera tnica en la forma *p”,
donde m,n son primos relativos a p, n > 0, y “* es una fraccién irreducible.

Definimos el orden de ese nimero racional como el nimero entero v, y escribimos

ord (mp”) =v.
n

Decir que p divide a el denominador (respectivamente el numerador) de un ntimero racional es lo mismo que decir
que su orden es negativo (respectivamente, positivo). El orden de un nimero racional es cero si y solo si no divide
al denominador ni al numerador. Veamos al punto racional (x,y) que esté en nuestra curva ctbica, donde p divide

al denominador de z, digamos
m U
€r= — = —
nph Y Y wp®

donde ¢ > 0 y p no divide a m,n,u,w. Evaluamos este punto en la ecuacién de la curva ctubica. Poniendo los
términos con un denominador comiin, obtenemos

u? B m? 4+ am®np* 4+ bmn2p?* 4+ cndpH

w2p20 n3p3lt

pt (m3 + am?np” + bmn?p** + cn3pH); y por lo tanto

m3 + amnp* + bmn2p** 4 cnp3H B
ord = —3u.

n3p3u

En consecuencia, 20 = 3u. En particular, 0 > 0, y entonces p divide al denominador de y. Més atn, la relacién

e

20 = 3u quiere decir que 2 | u y 3| 0, entonces tenemos p = 2v y o = 3v para algun entero v > 0. Similarmente, si
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asumimos que p divide el denominador de y, encontramos con el mismo célculo que exactamente el mismo resultado
se cumple, es decir, p = 2v y 0 = 3v para algtin entero v > 0. En consecuencia, si p aparece en el denominador
de x o y, entonces esta en el denominador de ambos; y en este caso la potencia exacta es p?” en x y p3” en y para
algin entero positivo v > 0.

Esto sugiere que hagamos la siguiente definicién. Consideraremos C(p”) como el conjunto de puntos racionales de
la curva ctibica tal que p?” divide el denominador de y. En otras palabras,

C(p") =={(z,y) € C(C) : ord(z) < —2v y ord(y) < —3v}.

Por ejemplo, C(p) es el conjunto donde p esta en el denominador de z y y, y entonces hay por lo menos un p? en x
y un p3 en y. Obviamente, tenemos las inclusiones

C@Q>oClp)o>CEH>CHE)D....

Por convencion, incluiremos al elemento cero O en cada uno de los C(p¥).

Recordemos que nuestro objetivo es mostrar que si (z,y) es un punto de orden finito, entonces x y y son enteros; y
nuestra estrategia consiste en mostrar que para cada p primo, los denominadores de x y y no son divisibles por p.
Con la notaciéon que introducimos, esto quiere decir que queremos mostrar que un punto de orden finito no puede
estar en C (p). El primer paso para probar esto, consiste en demostrar que cada uno de los C(p”) es un subgrupo
de C(Q). Primero vamos a cambiar las coordenadas y mover el punto al infinito a un punto finito, es decir le vamos
a dar coordenadas finitas. Vamos a hacer

X
t=

oy s=
Y

Entonces y° = 23 + ax? + bz + ¢ se transforma en

s =12 + at’s + bts® + cs®

en el plano (¢, s). Siempre podemos regresar a las coordenadas originales, debido a que y = % Yy T = é En el

plano (t, s) tenemos todos los puntos del plano (z,y) excepto los puntos en los que y = 0; y el elemento cero O de
la curva cubica esta ahora en el origen (0,0) del plano (¢, s). Podemos visualizar la situacién de la siguiente manera.
Tenemos dos formas de ver la curva. Observar la curva en el plano (z,y) nos muestra todo excepto el punto O. El
plano (t, s) nos muestra el punto O y todos los puntos excepto los puntos de orden dos. Excepto por O y los puntos
de orden dos, existe una correspondencia biunivoca entre los puntos de la curva en el plano (x,y) y los puntos de
la curva en el plano (¢,s). Mas aun, una recta y = Az + v en el plano (x,y) le corresponde una recta en el plano
(t,s). Es decir, si dividimos y = Az + v entre vy, obtenemos

1 Az 1 A 1

—-—=——+ -, §=——t+ —.

v vy y v v
En consecuencia, podemos ’sumar’ puntos en el plano (¢,s) con el mismo procedimiento que en el plano (z,y).
Necesitamos encontrar la féormula explicita de esta suma. Es conveniente mirar a un cierto anillo que denotamos
por R o R,. Este anillo R va a ser el anillo de todos los niimeros racionales que no tienen a un p en el denominador.
Noétese que R es un anillo, puesto que si o y 8 no tienen un p en su denominador, entonces lo mismo es cierto para
a+£ 3y af puesto que si tenemos ¢ + § = % entonces bd no tiene a p puesto que si lo tuviera p | bd y entonces
p | b6 p| dpero como ni el primero ni el segundo término tienen a p entonces p no esta en la suma, de igual manera
sucede con la resta y el producto.
Otra forma de describir a R es considerarlo como el cero unién todos los ntmeros racionales z distintos de cero
tales que ord(xz) > 0. El anillo R es un cierto subanillo del campo de nimeros racionales. Es un anillo estupendo
en el sentido de que tiene una factorizacion unica; y tiene un tnico primo, el primo p (recordemos que estamos
considerando fracciones irreducibles). Las unidades de R son solo los numeros racionales de orden cero, esto es,
ntimeros con numerador y denominador primos relativos de p. Observemos la divisibilidad de nuestras nuevas
coordenadas s,t por potencias de p en particular por puntos en C(p). Sea (z,y) un un punto racional de nuestra
curva en el plano (z,y) que estd en C(p¥), entonces podemos escribir

m u

T = np2HD) vy y= wpP D)
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para algiin ¢ > 0. Entonces
p= LW y S:EZE 3(v+i)
Y nu Yy oou

En consecuencia, nuestro punto (¢,s) estd en C(p”) si y solo si t € p?R y s € p*R. Esto dice que p“divide el
numerador de ¢ y p* divide el numerador de s. Para probar que los C(p”) son subgrupos, tenemos que sumar
puntos y mostrar que si una potencia grande de de p divide la coordenada ¢ de dos puntos, entonces la misma
potencia de p divide la coordenada ¢ de su suma. Esto es so6lo cuestion de escribir las formulas. Sean Py = (¢, 51)
y Py = (t2,82) dos puntos distintos. Si t; = t3, entonces P, = —Ps, entonces P; + P, esta en C(p¥). Asumamos
ahora que t; # to, y sea s = at + [ la recta que pasa por los puntos P; y P». La pendiente « esta dada por

S — S1
o= .
to —ty

Podemos reescribir esto como sigue. Los puntos (¢1,51) y (t2, s2) satisfacen la ecuacion
s =1 +at’s + bts® + cs>.
Si a la ecuacién asociada a P, le restamos la ecuacién asociada a P; y factorizando, obtenemos
59— 81 = (13 —t3) + a(tisy — t3s1) + b(tass — t157) + c(s5 — 59)
= (t3 —t]) +a{(t3 — t])s2 + ti(s2 — 51)}

+b{(ty —t1)s2 +t1(s3 — s2)} + c(s5 — 53).

Algunos de los términos son divisibles por so — s1, y algunos de los términos son divisibles por ¢ — ¢1. Factorizando
estos términos, encontramos la siguiente expresion

sy —s1 3+ tita + 1] +alty 4+ t1)sg + bs3 )

o= = .
ty —tq 1 —at? — bt1(sy + s1) — c(s3 + 5182 + 87

El punto de todo esto, como podemos ver, es obtener el 1 del denominador de «, para que entonces el denominador
de « sea una unidad en R. Similarmente, si P; = P,, entonces la pendiente de la recta tangente a C en P; es

d 3tT + 2at bsi
a:—s(Pﬁ: 1;— Gi15 + 58y 5
dt 1 — at] — 2bt1s1 — 3cs7

Notese que esta es la misma pendiente que obtenemos si sustituimos t; = t3 y s1 = s2 en el lado derecho de (*).
Por lo que usaremos (*) en todos los casos. Sea P = (t3,s3) €l tercer punto de interseccion de la recta s = at +
con la curva. Para obtener la ecuacién cuyas raices son 1, t2, t3, sustituimos at+ (3 por s en la ecuacién de la curva

at + B =t +at*(at + B) + bt(at + B)* + c(at + B)>.
de donde obtenemos
0 = (14 aa +ba? + ca®)t® + (aB + 2baf + 3caB)t* + - - - .

Esta ecuacion tiene raices t1, to, t3, por lo que el lado derecho es igual a constante- (t—t1)(t —t2)(t—t3). Comparando
los coeficientes de t? y t2, obtenemos que la suma de las raices es

aB + 2baB + 3ca’ B

t1+t2+t3:_1+aa+ba2+ca3'

Estas son todas las formulas que necesitaremos excepto por la férmula trivial
6 = 851 — at1

que dice que la recta pasa por P;. Ahora tenemos una férmula para ts3, entonces ;Cémo encontramos Py + Po?
Trazamos la recta que pasa por (t3,ss3) y el elemento cero (0,0) y tomamos el tercer punto de intersecciéon con la
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curva. Es evidente de la ecuacion de la curva que si (¢, s) esta en la curva, entonces también esta (—t, —s). Entonces
el tercer punto de interseccion es (—ts, —s3).

Vamos a ver con més detenimiento a la expresién de a. El numerador de o estd en p?” R, porque cada uno de los
t1,51,t2, 52 estd en p”R. Por la misma razon, la cantidad —at? — bt1(sg + s1) — c(s3 + s182 + s7) estd en p?’R,
entonces el denominador de o es una unidad en R. Ahora es claro porqué queriamos el 1 en el denominador. Se
sigue que a € p? R. Ahora, debido a que s; € p>’ Ry o € p? Ry t; € p”R, se sigue de la formula 3 = s; — at; que
B € p*’R. Ademés, vemos que el denominador 1 + aa + ba? 4 ca® de t1 + to + t3 es una unidad en R. Viendo a la
expresion para t1 + to + t3 dada arriba, tenemos que

t1 +to+ 13 € pgyR.

Debido a que t1,t3 € p¥R, se sigue que t3 € p” R, y también —t3 € p”R.

Esto prueba que si las coordenadas ¢ de Py P» estan en p” R, se concluye que la coordenada ¢ de P, + P, también
estd en enp”R. Ademas, si la coordenada t de P = (¢, s) estd en p”R, entonces es claro que la coordenada ¢ de
—P = (—t,—s) también esta en p”R. Esto muestra que C(p”) es cerrado bajo la operacién suma y cada elemento
tiene a su inverso aditivo; por lo tanto es un subgrupo de C (Q).

De hecho, hemos probado algo un poco més fuerte. Hemos probado que si P, P, € C (P”), entonces

t(P) +t(P) —t(P+ P) € p™R.

Escribimos ¢ (P) para denotar la coordenada t de P; entonces si se da P en coordenadas (x,y) como (z(P),y(P)),

entonces t (P) = zégg

La ultima férmula nos dice més que el hecho de que C (p¥) es un subgrupo. Una manera maés clara de escribirlo es
t(PL+ Py) =t (P) +t(P) (mod p* R) .

Notese que + en P + P; denota la suma en la curva ctbica, mientras que + en ¢t (P;)+t (P) es la suma en R, que es
simplemente la suma de nimeros racionales. Entonces la funcién P — t (P) es practicamente un homeomorfismo de
C (p¥) al grupo aditivo de ntimeros racionales. No define precisamente un homeomorfismo, debido a que ¢ (P; + Ps)
no es igual a t (P;) + ¢ (P,). Sin embargo, lo que si obtenemos es un homeomorfismo de C (P”) al grupo cociente
P"R/p* g mandando P a t(P); y el niicleo de este homeomorfismo consiste de todos los puntos P con t (P) € p*'R.
En consecuencia, el nicleo es inicamente C (p3”) , asi que finalmente obtenemos un homeomorfismo biyectivo

C(p") p'R
C(p?;u) — pSVR’
P=(zy) — t(P)=".

Yy

p'R
pBI/R
C(®")/c(p*)es un grupo ciclico de orden p° para algun 0 < o < 2v. Resumimos nuestros resultados hasta ahora, en

No es muy dificil ver que el grupo cociente es un grupo ciclico de orden p?”. Se sigue que el grupo cociente
la siguiente proposicién.
Proposiciéon. Sea p un primo, R el anillo de nimeros racionales cuyo denominador es primo relativo de p, y sea

C (p) el conjunto de puntos racionales (z,y) en nuestra curva para los cuales = tiene denominador divisible por

p?, més el punto O.

(a) C (p) consiste de todos los puntos racionales (x,y) para los cuales el denominador de x o y es divisible por p.

(b) Para todo v > 1, el conjunto C (p”) es un subgrupo del grupo de puntos racionales C (Q) .

(c) la funcion . vp
c ((pp?’”)> — R

es un homeomorfismo biyectivo. (Por convencién, mandamos O — 0).

Pz(a:?y)Ht(P):g
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Corolario. (a) Para todo primo p, el subgrupo C (p) no contiene puntos de orden finito (distinto de O). (b) Sea
P = (z,y) # O un punto racional de orden finito. Entonces = y y son enteros. Prueba. Sea m el orden de P.
Debido a que P # O, sabemos que m # 1. Témese cualquier primo p. Queremos mostrar que P ¢ C(p). Supéngase
lo contrario, que P € C(p). Llegaremos a una contradiccién. El punto P = (x,y) puede estar contenido en un
grupo més pequeno C (p¥), pero no puede estar contenido en todos los grupos C (p¥), debido a que el denominador
de x no puede ser divisible por potencias arbitrariamente grandes de p. Por lo que podemos encontrar un v > 0 tal
que P € C(p¥), pero P ¢ C(p”*1). Separamos la prueba en dos casos dependiendo de si m es o no divisible por p.
Supongamos primero que p { m. La aplicacion repetida de la congruencia, nos lleva a

t(Pr+ Py) =t(P1)+t(P) (modp™R)

nos da la férmula
t (mP)=mt(P) (mod p* R) .

Debido a que mP = O, tenemos que ¢t (mP) =t (O) = 0. Por otro lado, debido a que m es primo relativo de p, es

una unidad en R. Por lo tanto,
0=t(P) (mod p*R).

Esto quiere decir que P € C (p*), contradiciendo el hecho de que P ¢ C (p”*'). Ahora consideramos el caso
en el que p | m. Este caso es manejado de manera similar. Primero escribimos m = pn, y observamos el punto
P’ = nP. Debido a que P tiene orden m, es claro que P’ tiene orden p. Ademas, debido a que P € C(p) y C(p) es un
subgrupo, vemos que P’ € C(p). Como lo hicimos anteriormente, podemos encontrar un v > 0 tal que P’ € C(p¥),
pero P’ ¢ C(p”*1). Entonces, justo como antes, encontramos

0=1t(0) =t(pP") =pt(P') (modp®R).

Esto quiere decir que t(P’) = 0 (mod p3*~'R. Debido a que 3v — 1 > v + 1, esto contradice el hecho de que
Pé¢cC (p”“) . Esto completa la parte (a) del corolario. Pero ahora la parte (b) es sencilla, porque si P = (z,y) es
un punto de orden finito, sabemos que P ¢ C(p) para cualquier primo. Lo cual quiere decir que los denominadores
de = y y no son divisibles por ningin primo; por lo tanto, x y ¥ son enteros.

Teorema de Nagell-Lutz. Sea
y? = f(z) = 2% + az? + bx + ¢

una curva ctbica no singular con coeficientes enteros a, b, ¢; y sea D el discriminante del polinomio cubico f(z),
D = —4a’c + a®b? + 18abc — 4b® — 27¢2.

Sea P = (x,y) un punto racional de orden finito. Entonces x y y son enteros; y = 0, en cuyo caso P tiene orden
dos, 6 y | D. Prueba. En la seccién 4 mostramos que un punto de orden finito tiene coordenadas enteras. Si P
tiene orden dos, entonces y = 0, y en cuyo caso habriamos acabado. De otra manera, 2P # O. Pero 2P es también
un punto de orden finito, entonces también tiene coordenadas enteras. En la seccién 3 mostramos que si tanto
P = (z,y) y 2P tienen coordenadas enteras, entonces y divide a D, lo que completa la prueba del teorema.
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CAPITULO III
El grupo de puntos racionales

3.1 Funcion altura

En este capitulo probaremos el teorema de Mordell, que como ya dijimos anteriormente dice que el grupo de puntos
racionales sobre una curva cubica no singular es finitamente generado. Para realizar la demostracién del teorema, es
necesario trabajar con una herramienta llamada Altura. En pocas palabras, la altura de un punto racional mide qué
tan complicado es el punto desde el punto de vista de la teoria de ntimeros. Decimos que la altura de un nimero
racional z = ™ ,de tal forma que mcd(m,n)=1, es

H(x) = H (=) = maz {|m|, |n|}

La altura de un numero racional es un entero positivo. La funcion altura, como mencionamos tiene como objeto
medir la “complejidad” de un nimero racional, por ejemplo si consideramos los niimeros 1 y 19090909090. Ambos ntmeros
tienen un valor absoluto muy similar, sin embargo el segundo un namero es evidentemente méas complicado, por
lo que queda descartada la posible utilizacién del valor absoluto para medir la complejidad de un ntimero. A
continuacién demostraremos una propiedad muy importante de la funcién altura que hace ver de manera més clara
la importancia de esta funcién.

Propiedad de finitud de la funcién altura. El conjunto de todos los nimeros racionales cuya altura es menor
que un numero fijo, es un conjunto finito. Sea C' el conjunto de ntmeros racionales, tal que si z € C, entonces
x = " implica que para algin ntimero z € Z (en los enteros), |m| < z y |n| < z, y como m y n son néimeros enteros,
se sigue que s6lo hay una cantidad finita de combinaciones de m y n, por lo que el conjunto C' es finito. Si

yv? = f(z) =2+ az? + br +c

es una curva ctbica no singular con coeficientes enteros a,b,c, y si P = (z,y) es un punto racional sobre la curva,
definiremos la funcién altura de P como la altura de la coordenada x,

Veremos que la funcién altura de algiin modo cumple con una propiedad multiplicativa; por ejemplo, compararemos
H(P + Q) con el producto H(P)H(Q). Por razones de notacién, es a veces méas util utilizar una funcion que se
comporte de manera aditiva, por lo que definiremos la funciéon altura “h mintuscula” asi

h(P) = logH(P).

Por lo que h(P) siempre es una funcién real no negativa. Nétese que los puntos racionales en una curva cibica no
singular C' también tienen la propiedad de finitud. Si M es cualquier nimero positivo, entonces

{PeC(Q): H(P)< M}

es un conjunto finito; y lo mismo sucede si cambiamos h(P) con H(P). Esto es cierto, pues la coordenada x, que
es un numero racional cumple con la propiedad de finitud y como x esta en la curva la coordenada y sélo tiene dos
opciones, por lo que este conjunto es efectivamente finito. Lo anterior funciona para los puntos que no estan en el
infinito. Existe un punto O en el infinito, del cual diremos que su altura es H (O) = 1, o equivalentemente, h (O) = 0.
Como ya lo mencionamos el objetivo principal es probar que el grupo de puntos racionales de C' (Q)es finitamente
generado. A continuacién enunciaremos cuatro lemas que nos ayudaran en dicho propdésito y posteriormente los
demostraremos.
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Lema 1. Para todo ntimero real M, el conjunto
{Pe(Q):n(P) <M}

es finito.
Lema 2. Sea Pyun punto racional, fijo en C. Existe una constante kg,que depende de Py y de a,b,c y tal que

h(P + Py) < 2h(P) + ko paratodo P € C' (Q).
Lema 3. Existe una constante k, que depende de a,b,c, tal que
h(2P) > 4h(P) — k paratodo P € C (Q).

Lema 4. El indice (C (Q) : 2C (Q)) es finito. Donde 2C (Q) denota el subgrupo de C (Q)que consiste de los puntos
que son el doble de otros puntos. Es claro que 2C (Q) es un subgrupo puesto que, si se toma z,y € 2C (Q) entonces
x—y=2x —2y; = 2(x1 —y1), donde x1,y1 € C(Q), por lo que z —y € 2C (Q) y es claro que O = 20. Para
cualquier grupo conmutativo I'; la funcién multiplicar por m

r—-r, P—-P+..+P=mP

es un homeomorfismo; y la imagen de ese homeomorfismo es un subgrupo mI' de I'. Lo que nos dice el cuarto lema
es que, para I' = C (Q) ,el subgrupo 2T tiene indice finito en I". Ahora probaremos como estos cuatro lemas implican
que C (Q)es un grupo finitamente generado. Supongase que I'es un grupo conmutativo, y una funcién altura

h:T —[0,00)

de T'a los reales positivos. Supongase ahora que I' y h satisfacen los cuatro lemas. Reescribiremos las hipotesis para
probar el siguiente teorema
Teorema descendente. Sea I' un grupo conmutativo. Supéngase que existe una funcién

hT — [0, c0)

con las siguientes tres propiedades. (a) Para todo M € R, el conjunto {P € ' : h(P) < M }es finito.
(b) Para todo Py € T, existe una constante kgtal que

h(P + Py) < 2h(P) + ko paratodo P € I
(c) Existe una constante k tal que
h(2P) > 4h(P) — k paratodo P € T.

supongase también que (d) El subgrupo 2I'tiene indice finito en I'. Entonces I' es finitamente generado.
Demostracion. Tomemos un representante de cada clase lateral de 2I'en I'. Como el indice de 2Tes finito,
entonces existe una cantidad finita de clases laterales, digamos que existen n clases laterales. Sean Q1,Qa, ..., Q,
los representantes de las clases laterales. Esto quiere decir que para cualquier elemento P € T'existe un indice i1,
que depende de P, tal que

P—-Q; €2l

Puesto que las clases laterales de 2I'en I' forman una particiéon de I'; por lo que P estd en alguna de las clases
laterales de 2I'en I'. Esto quiere decir que podemos escribir

P—-Q;, =2P

para algin P; € I'. Para P; podemos hacer lo mismo y asi sucesivamente para otros elementos de I', por lo que
podemos escribir
P - Qm =2P;
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P, —Qi, = 2P

Pr_1—Qi,, = 2Py,

donde @i, ..., Q;,, son elementos de las clases laterales Q1,...,Qn, ¥ P, ..., Py son elementos de I' y por ende de
alguna de las clases laterales. De la primera ecuacién deducimos que

P=Q; +2P.
Ahora sustituyendo la segunda ecuacion P, = @Q;, + 2P; en esta para obtener
P=Q; +2Q;, +4P>.
Continuando de esta manera, obtenemos que
P=Qi +2Qi, +4Qi, + ... +2™71Q;  +2™P,,.

En particular, esto quiere decir que P esta en el subgrupo de I" generado por los Q; y Py,. Aplicando la parte (b)
del teorema, reemplazando —@Q); en lugar de Py, entonces obtenemos una constante k; tal que

h(P—Q;) <2h(P)+k paratodo P € T.

Hacemos esto para cada Q;, 1 < i < n. i es finito debido a que el indice de 2I" en I" es finito, por lo que podemos
escoger el més grande de los k;. Entonces
h(P—@Q;) <2h(P)+k VP el yv1<i<n.Sea k la constante de (c). Entonces podemos calcular

4h(P;) < h(2P;) + k= h(Pj—1 — Q;, + k < 2h(Pj_1) + Kk + k.

Reescribamos esto asi

h(P;) < %h(Pj—l) %
= §h(Pj_1) — l(h(P]—l) - (k/ + k))

4

De esto vemos que si h((Pj_1) > k" + k, entonces

Por lo que en la secuencia de puntos P, Pi, P», Ps, ..., mientras el punto P; satisfaga la condicion h(P;) > k + k,
entonces el ntimero siguiente cumple que h(P;;1) < 2h(P;). De donde podemos observar que si proseguimos de

i

esta manera, es decir si seguimos multiplicando por § este ntimero se aproxima a cero. Por lo que para un m
suficientemente grande, se cumple que h(FP,,) < k" + k. Por lo que ahora podemos escribir cualquier elemento P de
I' de la siguiente forma

P=01Q1+ a2Q2+ ... + a,Q, +2™R

para ciertos enteros aq, ..., a, y algin punto R € T que satisface la desigualdad h(R) < k" + k. Entonces el conjunto

{Q1, Q2 QY U{RET : h(R) <K +k}

genera I', esto queddé demostrado al expresar P en términos de los elementos del conjuntos. Que por el inciso (a) y
(d) obtenemos que estos conjuntos son finitamente generados.
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3.2 La altura de P+ F,

En esta seccion probaremos el lema 2, que nos dard una relaciéon entre las alturas de P, P,y P + P,. Antes de
proceder, haremos un par de observaciones. La primera observacion es que si P = (x,y) es un punto racional en la

curva, entonces x y ¥ son de la forma
m

n
T=5 Y Y=3

e?
Para enteros m,n,e con e > 0y el med(m,e) = med(n,e) = 1. En otras palabras, si se escriben las coordenadas de
un punto racional en su minima expresion, entonces el denominador de z es el cuadrado de un ntimero que elevado
al cubo es el denominador de y. En esencia probamos esto en el capitulo 3, debido a que mostramos que si p”
divide el denominador de z, entonces v es par y p*/? divide al denominador de y. Sin embargo, debido a que lo que
queremos saber es muy facil de probar, lo probaremos de nuevo de distinta manera. Consideremos que tenemos

m n

Su Y UTN

y son fracciones irreducibles con M > 0y N > 0. Sustituyendo en la ecuaciéon de la curva, obtenemos

n? m3 m?

m
AN TR RS VI

quitando los denominadores, obtenemos
M3n? = N?m? 4+ aN*Mm? 4+ bN?M?*m 4 cN*M?. (*)

Debido a que N? es un factor de todos los términos en la derecha, vemos que N? | M3n?. Pero med(n, N) = 1,
entonces N2 | M3. Ahora queremos probar lo inverso, eso es, M3 | N2. Esto se hace en tres pasos. Primero, de (*)
vemos de manera inmediata que M | N?m?; y debido a que el med(m, M) = 1, por el lema de Euclides M | N2.
Usando esto en (*), llegamos a que M? | N?m3, entonces M | N. Finalmente, usando (*) de nuevo, vemos que esto
implica que M? | N?m?, entonces M? | N2. Hemos mostrado que N2 | M3 y M3 | N?, entonces M? = N?. Ademas,
en la prueba mostramos que M | N. Entonces si hacemos e = §;, entonces encontramos que

, N2 AP , N N°®

St M v T aET e

Por lo tanto z = 23 y y = 25 tienen la forma deseada. Nuestra segunda observacién se refiere a como definimos
la altura de los puntos racionales en nuestra curva. Si el punto P es dado en fracciones irreducibles P = (e%, e%) ,
entonces la altura de P es el maximo de | m | y €2. En particular, | m |< H (P) y € < H (P). Aseguramos que
también podemos acotar el numerador de y en términos de H (P) . Precisamente, existe una constante K > 0, que
depende de a, b, ¢, tal que

n| < KH (P3/2) .

Para probar esto s6lo tenemos que utilizar el hecho de que el punto satisface la ecuaciéon. Sustituyendo en la ecuacion
y multiplicando por e® para quitar a los denominadores obtenemos

n? = m? + ae*m? + be*m + ceb.
Ahora tomando valores absolutos y utilizando la desigualdad del triangulo.

2] < [+ facm?] + bem] + [ec”

< H (P)® + |a| H (P)® + |b| H (P)® + |¢| H (P)*.

Entonces podemos tomar K = /1 + |a| + [b] + |¢|. Ahora estamos preparados para probar el lema dos.
Lema 2. Sea P, un punto racional fijo en C. Existe una constante kg, que depende de Py y de a, b, ¢, tal que

h(P+Py) <2h(P)+ky VYPeC(Q).
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Demostracion. La prueba consiste basicamente en escribir la formula de la suma de dos puntos y en usar la
desigualdad del triangulo. Primero observamos que el lema es trivial si Py = O; podemos considerar Py # 0,
digamos que Py = (z9,yo). Ahora observamos que para probar la existencia de la constante ko, basta con probar
que la desigualdad se cumple para todo P excepto en un conjunto fijo finito. Esto es verdad debido a que, para
cualquier nimero finito de P, sélo observamos las diferencias h(P + Py) — 2h(P) y tomamos ko mas grande que el
numero finito de valores que se producen. Dicho esto, es suficiente con probar el lema 2 para todos los puntos P
tales que P ¢ {Py, —Py,O}. Escribimos P = (z,y). La razon para evitar Py y —P, es para tener x # x(, porque
entonces podemos evitar utilizar la formula de duplicacion. Escribimos

Para obtener la altura de P + Py, necesitamos calcular la altura de &; entonces necesitamos la férmula de £ en
términos de (z,y) vy (2o, yo). La formula que dedujimos anteriormente se ve de la siguiente manera

E4+z+ao=)\ —a, A= 2T
r — X
Necesitamos desarrollar esto un poco mas
(y — 90)2
=" —ag—x—2x
S (JC — 170)2 0

(y —y0)? — (x — x0)*(x + 20 + a)
(z — 3g)2 '

Si desarrollamos todo esto, entonces en el numerador aparece y? — 3. Debido a que P esta en la curva, la expresiéon

y? — 23 puede ser reemplazada por ax? + bz + c. Por lo que obtenemos la expresion

5_Ay+Bac2+Cx+D
 E2+Fz+G

donde A, B,C, D, E, F, G son ciertos numeros racionales que pueden ser expresados en términos de a, be, y (2o, yo)-
Ademas, multiplicando el numerador por el minimo comin denominador de A, B,C, D, E, F, G, podemos suponer
que A,B,C, D, E, F,G son todos enteros. En resumen, tenemos enteros A, B,C, D, E, F, G, que dependen unica-
mente de a, b, ¢, y (x0,yo), de modo que para cualquier punto P = (z,y) ¢ {Py — Py, O}, la coordenada x de P+ P,
es igual a

B Ay + Bx?> +Cz+ D

&= Ex24+ Fx+ G

El punto importante es que una vez que la curva y el punto Py son fijados, entonces esta expresién es correcta
para todos los puntos P. Asi que estd bien que la constante kg dependa de A, B, C, D, E| F, G, siempre y cuando no
dependa de (z,y). Ahora sustituyendo » = 73 y y = % y quitando los denominadores al multiplicar y el numerador

e3
por e*. Obtenemos

_ Ane+ Bm? + Cme? + De*

¢ Em? + Fme? + Ge4

)

y ahora el resultado que deseamos es casi evidente. Notese que tenemos una expresion para £ dada por la divisién
de un entero entre un entero. No sabemos si esta expresién es una fracciéon irreducible, pero la cancelacién sélo
haria la altura mas chica. En consecuencia,

H (&) < max {|Ane + Bm? 4+ Cme? + De4| , |Em2 + Fme?* + Ge4|} .
Ademas, de lo anterior tenemos las aproximaciones

e<HP)”?, n<KH(P)?, m<H(P),
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donde K depende tinicamente de a, b, c. Usando esto y la desigualdad del tridngulo, obtenemos
|Ane + Bm® + Cme® + De*| < |Ane| + | Bm*| 4+ |Cme?| + | De?|

< (JAK| +|B|+|C| + |D|) H(P)?;
Em? + Fme? —|—Ge4’ < |Em2| + ‘Fme2| + ’Ge4|

< (|E|+|F|+|G)) H (P).
Por lo tanto,
H(P + Py) = H (€) < max {|Ak| + |B| + |C| +|D|,|E| + |F| + |G|} H (P)*.

Tomando el logaritmo de ambos lados obtenemos
h (P + Py) < 2h(P) + ko,

donde la constante kg = logmax {|Ak|+ |B|+ |C| + |D|,|E| + |F| + |G|} depende unicamente de a, b, ¢, y (zo,yo)
y no depende de P = (z,y). Esto completa la prueba del lema dos.

3.3 La altura de 2P

En la seccion anterior probamos que la altura de P + P es (esencialmente) menor que el doble de la altura de P.
En esta secciéon queremos probar el lema 3 que dice que la altura de 2P es (esencialmente) mas grande que cuatro
veces la altura de P.

Lema 3. Existe una constante k que depende de a, b, ¢, tal que
h(2P) > 4h(P) — k VPeC(Q).

Prueba. Al igual que en la prueba del lema 2, esté bien ignorar cualquier conjunto finito de puntos, debido a que
siempre podemos tomar k més grande que todos los puntos en el conjunto finito 4k (P) . Descartaremos la cantidad
finita de puntos que satisface 2P = O. Sea P = (x,y), y sea 2P = (£,n) . La formula de duplicacion que establecimos
anteriormente dice que
_ 2 _ f'(=)
E4+ 2 =)\ —a, donde A = .
2y

Poniendo todo sobre un denominador comiin y usando y? = f(x), obtenemos una férmula explicita para ¢ en
términos de x

(f'(2))* = (82 +da) f(z) _ a*+ -
4f(z) dg3 4+ ...

Notese que f(x) # 0 debido a que 2P # O. En consecuencia, ¢ es el cociente de dos polinomios en x con coeficientes
enteros. Debido a que la cibica y?> = f(z) es no singular por hipétesis, sabemos que f(z) y f'(x) no tienen
raices complejas comunes. Se sigue que los polinomios en el numerador y denominador de £ tampoco tienen raices
comunes. Debido a que h (P) = h(z) y h (2P) = h(£), estamos tratando de probar que

&=

h(€) = 4h (a) — k.

En consecuencia, nos vemos obligados a probar el siguiente lema sobre alturas y cocientes de polinomios. Notese
que este lema no tiene nada que ver con curvas cibicas.

Lema 3’. Sean ¢ (X) y v (X) polinomios con coeficientes enteros y sin raices complejas comunes. Sea d el maximo
de los exponentes de ¢ y 1. (a) Existe un entero R > 1, que depende de ¢ y 1, tal que para cualquier ntimero

racional 7%,
med (nqu (%) ,nd (%)) divide a R.



36

(b) Existen constantes k1 y k2 que dependen de ¢ y v, tal que para cualquier niimero racional ™ que no es raiz de

b,
dh (%) ki <h (1?((://2))) < dh (%) + ko

Prueba. (a) Primero observamos que debido a que el grado maximo de¢ y ¢ es a lo mas d, las cantidades n%¢ (%)
y n) (%) son ambos nimeros enteros, por lo que tiene sentido hablar de su méximo comun divisor. El resultado
que estamos tratando de probar es que no se puede cancelar mucho cuando se toma el cociente de estos dos ntimeros
enteros. Ahora notamos que ¢ y ¢ son intercambiables, tomaremos grad (¢) = d y el grad (¢) = e < d. Entonces
podemos escribir

m _
ndep (—) =aom? + arm¥In+ ...+ agn?,
n

ny <m) = bomn?¢ + bymc nd¢t + 4+ bond.
n

Para facilitar la notacion, haremos
® (m,n) = np (T> Y W (m,n) = nyp (T> .
n n

Entonces necesitamos encontrar un estimado para med (® (m,n), ¥ (m,n)) que no depende de m ni de n. Debido
a que ¢ (X) y ¥ (X) no tienen raices comunes, son primos relativos en el anillo euclideano Q [X]. En consecuencia,
ellos generan el ideal unitario, entonces podemos encontrar polinomios F' (X) y G (X) con coeficientes racionales,
que satisfacen

FX)o(X)+G(X)p(X) =1 (%)

Sea A un entero suficientemente grande tal que AF (X) y AG (X) tengan coeficientes enteros. Mas aun, Sea D el
maximo de los grados de F'y G. Notese que A y D no dependen de m ni n. Ahora evaluemos la igualdad(x) en
X = y multipliquese ambos lados por An”*?. Esto nos da

07 () 1 () 046 (2) 1 () - a0
Sea v = 7 (m,n) el maximo comun divisor de ® (m,n) y ¥ (m,n). Tenemos
{nDAF (%) } & (m,n) + {nDAG (%)} W (m,n) = AnP+e,

Debido a que los ntimeros dentro de las llaves son enteros, vemos que v divide a An”+¢. Esto no es suficiente debido
a que necesitamos probar que v divide a un numero fijo que no depende de n. Mostraremos que de hecho v divide a
AaOD +d_ donde aq es el coeficiente principal de ¢ (X) . Para probar esto, observamos que como ~y divide a ® (m,n),
entonces divide a

ApP+i-1p (m,n) = AagmnPte=1 4+ Aaqym@nPte 4 4+ AaqgnPt2e-1.
Pero en la suma, todo término del primero tiene a AnP*¢ como factor; y como v divide a An”*?. Como también
divide a la suma, se sigue que 7y divide al primer término de la suma. En consecuencia, como~y divide a ambos
términos, entonces divide a med (AnP*?, AagmnPT471); y como m y n son primos relativos, concluimos que v
divide a Aagn®+9=1. Ahora usando el hecho de que v divide a Aagn®*?=2®(m,n) y repitiendo los pasos de arriba
podemos concluir que 7 divide a Aa2n?*?=2. Siguiendo estos pasos de manera recursiva podemos llegar a concluir
que v divide Aaé) *4 1o cual prueba el inciso (a). (b) Hay dos desigualdades que probar.

La cota superior es la més facil; la prueba es similar a la prueba del lema 2. Probaremos la cota inferior. Es vélido
excluir a un conjunto finito de nimero racionales cuando se prueba una desigualdad de este tipo; simplemente
tenemos que ajustar la constante k; para cubrir al ntimero finito de excepciones. Por lo que podemos suponer que
el nimero racional ”* no es una raiz de ¢. Si r es cualquier niimero racional distinto de cero, es claro de la definicion
que h(r)=h (%) Si es necesario podemos intercambiar los papeles de ¢ y v, podemos suponer lo mismo que en
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(a), es decir, que ¢ tiene grado d y ¢ grado e con e < d. Continuando con la notacién de (a), el namero racional
cuya altura queremos estimar es

o (%) _n'e (%) _ @(mn)
() "t () T W (mn)

Esto nos da una expresion para £ como cociente de enteros, entonces la altura de H (§) seria el maximo de lo enteros
|® (m,n)| y |¥(m,n)| excepto por los casos en los que tengan factores comunes. Probamos en (a) que hay un entero
R > 1, que no depende de m y n, de tal modo que el méaximo comun divisor de ® (m,n) y ¥ (m,n) divide a R. Por
lo que tenemos que

€=

1
H (§) 2 pmaz {|® (m,n)], [¥ (m,n)[}

= Lmaz {|no ()] Jnte (2]}

> g (1o () + e (3)))

Para el ultimo paso utilizamos el hecho de que el maz {a,b} > % (a+b). En notaciéon multiplicativa, queremos

comparar H (£) con la cantidad H (7”)d = max {|m|d , |n|d} , por lo que consideramos el cociente

HE) 1 (0% ()] +[n" G
H (m/n)* ~ 2R max{|m| ,|n|d}

L (oGO + (D)
2R’ max{|%| , }

Esto nos sugiere que nos fijamos en la funciéon p de variable real ¢ definida por

_ lo@I+ v @)
max {|t\d ) 1}

Debido a que ¢ tiene grado d y v tiene grado a lo més d, vemos que p tiene limite distinto de cero cuando |¢| tiende
a infinito. Este limite puede ser |ag|, si ¥ tiene grado menor que d, o |ag| + |bol, si ¢ tiene grado d. Asi que afuera
de un intervalo cerrado, la funcion p (t) esta acotada lejos del cero. Pero dentro de un intervalo cerrado, estamos
viendo a una funcién continua que nunca se anula debido a que por suposicién ¢ (X) y ¢ (X) no se hacen cero en
un mismo punto. Y una funcién continua alcanza su minimo y maximo en un conjunto compacto (que un intervalo
cerrado cumple en este caso). En particular, debido a que nuestra funcién nunca es igual a cero, su valor minimo
debe ser positivo. Esto prueba que hay una constante C; > 0 tal que p (¢t) > C; para todo nimero real ¢t. Usando
este hecho en la desigualdad que llegamos arriba, podemos concluir que

o> Gy (2)"

Las constantes C; y R no dependen de n y m, asi que tomando logaritmos obtenemos la desigualdad deseada
) =dn (™) k
n

con k1 = log (2R/C1).

3.4 Un homeomorfismo titil
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Para completar la prueba del teorema de Mordell, necesitamos probar el lema 4, que dice que el subgrupo 2C (Q)
tiene indice finito dentro de C'(Q). Esta es la parte fina de la prueba del teorema de Mordell. Para facilitar la
notacién un poco, escribiremos I' en lugar de C (Q)

r=C(Q).

Desafortunadamente, no se conoce una forma de demostrar el lema 4 para toda curva cubica sin utilizar algo de
teoria algebraica de nameros, y queremos mantenernos en los nimeros racionales. Asi que tomaremos la hipotesis
extra de que el polinomio f (x) tiene al menos una raiz racional, lo que equivale a asumir que la curva eliptica tiene
al menos un punto racional de orden dos. El mismo tipo de prueba sirve en general si se toma la raiz de la ecuacién
f () = 0y nos fijamos en el campo generado por esa raiz sobre los racionales. Por ultimo necesitaremos conocer
algunos hechos basicos sobre el grupo unitario y otros topicos que son preferibles evitar. Asi que probaremos el
lema 4 en el caso en el que f () tenga una raiz racional x.

En esta seccion desarrollaremos algunas herramientas necesarias para la prueba del lema 4, y en la siguiente seccién
daremos la prueba, de modo que quedara demostrado el teorema de Mordell. Debido a que f(xzg) =0, y f es un
polinomio ménico, podemos concluir que zy es un entero. Haciendo un cambio de coordenadas, podemos mover
el punto (z¢,0) al origen. Evidentemente esto no afecta al grupo I'. La nueva ecuacién también tiene coeficientes
enteros; con las nuevas coordenadas la curva tendré la forma

C: y* = f(z) = 2* + az® + bz,

donde a y b son enteros. Entonces
T =(0,0)

es un punto racional sobre C' que satisface 27" = O. La férmula para el discriminante de f dada anteriormente se
convierte, en este caso en

D = b*(a* — 4b).

Siempre asumimos que nuestra curva no es singular, lo que significa que D # 0, y asi a? — 4b ni b son cero. Debido
a que estamos interesados en el indice (T': 2T"), o de manera equivalente en el orden del grupo de clases laterales
['/2T, es extremadamente util notar que la funcion P — 2P puede ser partido en dos operaciones més simples.
La funcion de duplicaciéon es en algun sentido de grado 4 debido a que la funcion racional que da la coordenada z
de 2P es de grado cuatro en la coordenada x de P. Escribiremos la funciéon P — 2P como la composicién de dos
funciones de grado dos, que seran més facil de manejar de manera individual. Sin embargo, los dos funciones no
seran de C' a si misma, sino de C' a otra curva C' y luego de nuevo a C. Dicha curva C sera la dada por la ecuacién

C:Y? =23 +ax? + b,

donde
a=—2ay b=a®—4b.

Por razones que veremos en un momento, estas curvas estan intimamente ligadas; y es natural estudiar C' si también
se esta estudiando C. Supongamos que aplicamos el anterior procedimiento de nuevo y observamos a

C': =2 +a2®>+ 0.

Tenemos
a' = —2a=4a y b =a® — 4b = 4a® — 4(a® — 4b) = 16D,

Asi que la curva C” es la curva y? = 23 + +4ax? 4 16bz. Esto es esencialmente lo mismo que C; solo necesitamos
reemplazar y por 8y y x por 4z, y luego dividir la ecuacién entre 64. En consecuencia, I el grupo de puntos
racionales de C’ es isomorfo al grupo de puntos racionales I' de C. Ahora vamos a definir una funcién ¢ : ¢ = C

que serd homeomorfismo de grupos que mandara a los puntos racionales ' a los puntos racionales I'. Y entonces,
con el mismo procedimiento, definiremos la funcién ¢ : C — C’. La funcién ¢ : C — C es definido en la siguiente
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manera. Si P = (z,y) € C, es un punto tal que = # 0, entonces la regla de correspondencia para ¢(z,y) = (Z,7) es

dado por las férmulas
_ b y2 B 22—
IT=r+a+—-=— Y y=y 5
r x x

Para ver que ¢ estd bien definida, solo tenemos que revisar que Z y ¥ satisfacen la ecuacién de C
z° + ax® + bz = 7 (z° — 24z + (a® — 4b))

2 4 2
_Y (y —2a%+ (a,2—4b)>

22 \ 2t
y? (y2 — aﬂc2)2 — 4bx?
T2 x4

= z—z ((a:3 + bx)2 — 4bx4)

Esto define la funcién en todos los puntos excepto en T'= (0,0) y O. Para esos puntos definimos
¢(T)=0¢(0)=0

La razoén por la que se recurrié a esta definicién de ¢ es para hacer énfasis en el hecho de que todas las propiedades
de ¢ pueden ser inferidas con un poco de élgebra elemental y aritmética; no hay necesidad de hacer uso del anélisis.
Sin embargo, si se desea pensar en términos de puntos complejos y en la ’uniformizacion’ de la curva C por la
variable compleja u, entonces = y y son funciones elipticas de v y ¢ puede ser visualizada de manera clara. Lo
que se quiere decir es que los puntos complejos en nuestra curva pueden ser representados en el par fundamental
de periodos para los periodos adecuados wi,ws. Si cortamos el paralelogramo definido por el par fundamental de
periodos a la mitad por una recta paralela a uno de los lados, obtenemos un nuevo paralelogramo con lados w; y
Wo, CON Wy = %wl Y @Wo = wo. Este paralelogramo corresponde a la curva C. Para dividir al paralelogramo tuvimos
que escoger un punto de orden dos en C, llamaremos a ese punto 7. Hay una funcién natural de la curva C sobre
la curva C en el que el punto

U = ciwi + Ccows le asignamos u = ciwy + cows = 2¢1W01 + CoWs.

Si ahora cortamos el paralelogramo de la otra manera, obtenemos C’ y le corresponde el paralelogramo de lados
W = %wl,wé = %wg. Podemos ver lo anterior desde una perspectiva distinta. Debido a que C es un grupo
abeliano y {O,T} es un subgrupo de C, podriamos decir que obtenemos a C' con el grupo cociente C/{O,T} .
Desafortunadamente, no resulta obvio que los elementos de este grupo cociente correspondan a alguna curva eliptica
C. Y aunque supiéramos que el grupo cociente es una curva eliptica, no es obvio que el homeomorfimo natural
de C a C esta dado por funciones racionales. Sin embargo, lo anterior se deduce de teoremas generales de grupos
algebraicos. Es incluso verdad que el grupo de puntos en una curva eliptica médulo cualquier subgrupo finito es de
nuevo el grupo de puntos de una curva eliptica. Aceptando esto, y sabiendo que cualquier curva eliptica puede ser
escrita en la forma de Weirstrass, no es dificil adivinar las formulas explicitas que dimos anteriormente. Las dos
perspectivas que hemos presentado nos permite ver de manera clara que la funcién ¢ es un homeomorfismo, pero
podemos probar esto de manera directa utilizando férmulas explicitas. A continuacién presentamos la proposicion
que ilustra lo anteriormente dicho.

Proposicién. Sean C' y C curvas elipticas dadas por las ecuaciones

C:y?=a+ax®>+bx y C:y?=23+ax>+ b,

donde, -
a=-2a y b=a®—4b.
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Sea T = (0,0) € C. (a) Hay un homeomorfismo ¢ : C — C definido por

RS
5
»N
<
—
8
N
|
=
IN~—

2 ‘22 ),SZP:(.’L',ZI/)#O7T,
0, siP=0oP=T.
El nicleo de ¢ es {O,T}. (b) Utilizando el mismo proceso para C' obtenemos la funcién ¢ : C' — C'. La curva C’

es isomorfa a C por medio de la funcién (x,y) — (x/4,y/8). Hay en consecuencia un homeomorfismo ¢ : C — C
definido por

72 9(z°-b .= o — =
w (P) = (ﬁlymz’ y(Siz )> ’ si P = (x7y) 7é O7T7
O, siP=00P=T.

La composicion ¢ o ¢ : C — C es multiplicar por dos ¢ o ¢ (P) = 2P. Prueba. (a) Ya vimos que ¢ manda puntos
en C a puntos en C; y una vez que probemos que ¢ es un homeomorfismo, sera obvio que el niicleo de ¢ consiste
de O y T. Para probar que ¢ es un homeomorfismo tendriamos que probar muchos casos, solo probaremos algunos
casos, casos que bastaran para ilustrar. Tenemos que probar que

¢(P1 + Pg) = qu(Pl) + d)(PQ) paratodo Py, P, € C.

En donde la operacion de la izquierda es la operacién en C' y la operacion de la derecha la operaciéon en C. Si P, o
P; es O, no hay nada que probar. Si P, =T o P, = T, supongamos, P; = T, entonces lo que tenemos que probar
es que ¢ (T + P) = ¢ (P) . Esto no es dificil de ver. Utilizando la formula explicita para la operacion de la suma, es
facil verificar que si P = (x,y), entonces
b b
P+T= ( —y) .

x  x?
Escribiendo P+ T = (x (P+T),y(P+T))y¢(P+T)=(Z(P+T),y(P+T)), obtenemos

y(P+T)>2 _ )ty

2 (P+T) )2 a? ==(P).

Z(P+T)= (

De la misma manera calculamos

7 2_ _by ()2
y(P+T>=y(P+T:((PfT+)2T) b)= - <(x)2 b)=y<P)-

Esto muestra que ¢ (P +T') = ¢ (P), excepto en el caso en el que P = T. Pero en ese caso tenemos que ¢ (T 4+ T') =
¢ (T) + ¢ (T) debido a que todo vale O. Ahora observamos que ¢ manda negativos en negativos

6(—P) = () —y) = ((‘y) M) = o(ey) = —o(P).

22

Por lo que para probar que ¢ es un homeomorfismo, ahora basta con mostrar que si P, + P> + P; = O, entonces

o (P1) + ¢ (P2) + ¢ (P3) = O; porque una vez que sepamos esto, entonces

¢ (Pr+ P2) =¢(—P3) = —¢(P3) = ¢ (P1) + ¢ (P2).

Ademas, de lo que ya hemos hecho, podemos asumir que ninguno de los puntos Py, P, P53 es igual a O o T. De la
definicién de la operacion del grupo aditivo de la curva ctbica, la condicién P; + P> + P3 = O es equivalente a decir
que Pi, P y P; son colineales, sea y = Az + v la recta que pasa por esos puntos. (si dos o tres puntos coinciden
la recta debe ser tangente a la curva). Debemos mostrar que ¢ (Py), ¢ (P2) y ¢ (Ps) son la interseccion de una
recta con C. Nétese que v # O, porque v = 0 implicaria que la recta y = Az + v pasa por T, lo cuél seria una
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contradiccién con nuestra suposicién de que Pp, Py, P3 son distintos de 7. La recta que intersecta a C' que tomamos
es
- — VvA=D V2 —av + bA\?
y=Ar+7, donde A = y V= —.
v v

Para comprobar que ¢ (Py) = ¢ (x1,y1) = (Z1,7;) estd en la recta y = Az + 7, solo sustituimos y calculamos

_ 2 2 2
Xil—i—ﬁ:V)\ b<y1> +1/ av + b\
v 1 v

(VA =b)yi + (v* — avA + bA?) z?
va?

VA (y7 —ax?) —b(y1 — Aar) (1 + Awy) + v2af
va? '

y ahora usando y? — ax? = x3 + bry y y; — A\x1 = v, obtenemos

A (xif + bxl) — by + A\vq) + va?

2
Ty

3 Az +v) — by

2
Ty

3—b)y
:<1x%) 1291.

El calculo para ¢ (P2) y ¢ (Ps) es exactamente el mismo. Noétese, sin embargo, que no basta con probar que los tres
puntos ¢ (Py), ¢ (P2), ¢ (P3) estan en la recta y = Az +wv. Es suficiente si ¢ (P1), ¢ (P2) , ¢ (Ps3) son distintos; pero en

. L. ~ _\2 -
general tenemos que mostrar que T (Py), @ (P,), T (Ps) son las tres raices de la ecuacion cibica (Az +7)” = f (z),
independientemente de si las raices son distintas. Se puede ver de manera clara que esto se vale si hay multiples
raices.

Como alternativa, podriamos notar que ¢ es una funcién continuo de los puntos complejos de C' a los puntos
complejos en C'; asi que una vez que sepamos que ¢ es un homeomorfismo para distintos puntos, obtenemos por
. . = .

continuidad que es un homeomorfismo en general. (b) Notamos arriba que la curva C' esta dada por la ecuacion

c - y? = 23 + 4az? + 16bx,

por lo que es claro que la regla de correspondencia (z,y) — (x/4,y/8) es un isomorfismo de C' en C. De (a)
tenemos que hay un homeomorfismo ¢ : C — C’ definida por las mismas ecuaciones que definen a ¢, pero con ay
b en lugar de a y b, respectivamente. Debido a que la funcién ¢ : C' — C es la composiciéon de ¢ : C — C’ con
el isomorfismo C' — C, obtenemos de manera inmediata que v es un homeomorfismo bien definido de C' a C. Nos
queda verificar que ¥ o ¢ es la multiplicacion por dos, y esa es otra multiplicacion tediosa. Un poco de algebra con
las féormula que dimos anteriormente nos da como resultado

x2—b2 22 —b) (z* + 2az® + 6bx? + 2abz + b>
2P_2(x7y)—(( 4y2) ,( )( 8 )

Por otro lado, tenemos
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asi que podemos calcular

42 7 Sy3x2

Ahora sustituyendo y* = z2 (a:2 + ax + b)2 y haciendo un poco de algebra obtenemos el resultado deseado, ¥ o
¢ (z,y) = 2(x,y). Un célculo similar nos da ¢ o ¢ (Z,7) = 2(Z, 7). O podemos argumentar como sigue. Debido a
que ¢ es un homeomorfismo, sabemos que

¢(2P)=¢(P+P)=¢(P)+¢(P)=2¢(P).

Acabamos de probar que 2P = 1) o ¢ (P), asi que obtenemos que ¢ o 9 (¢ (P)) = 2(¢(P)). Ahora, ¢ : C — C
es una funcién suprayectiva de puntos complejos, asi que para cualquier P € C podemos encontrar P € C con
¢ (P) = P. Entonces ¢ o (P) = 2P. Desde luego, solo hemos probado que 1o ¢ = 2 para puntos con z # 0y y # 0
porque las formulas que utilizamos arriba no son véalidas si x o y es cero. Asi que en realidad deberiamos verificar
que ¥ o ¢ (P) = O en los casos en que P sea un punto de orden dos. Pero de nueva cuenta podemos argumentar
que por continuidad lo anterior se debe de cumplir.

3.5 Teorema de Mordell

En esta secciéon completaremos la demostraciéon del teorema de Mordell. Continuaremos con la notacion de la
seccién anterior, recordemos que tenemos dos curvas

C:y*=a4a’+bx y C :y*=2a>+az?+0bx,
donde @ = —2a y b = a® — 4b; y tenemos homeomorfismos
$:C—C y v C—C

tal que las composiciones o1 : C — C ypo¢ : C — C son la multiplicacién por 2. Ademds, el nicleo de
¢ consiste en los dos puntos O y T = (0,0); y el nicleo de ¢ consiste de O y T = (0,0). Sin duda resulta de
gran interés estudiar las imégenes de los puntos complejos bajo ¢ yi, pero por ahora nos concentraremos en los
puntos racionales. Es claro de las féormulas que ¢ manda inyectivamente los puntos de I' en puntos de I'; pero no
es claro si un punto racional en I' proviene de un punto racional en I'. Si evaluamos los puntos racionales de I' con
¢, obtenemos un subgrupo del conjunto de puntos racionales I'; denotamos este subgrupo ¢ (I') y lo llamamos la
imagen de I' bajo ¢. Hacemos las siguientes tres aseveraciones, que combinadas nos dan una buena descripcion de
la imagen.

(i)O € ¢ ().
(i) T = (0,0) € ¢ (') siy solosib = a® — 4b es un cuadrado perfecto

(i11) Sea P = (T,5) € T conT # 0. Entonces P € ¢(I') siy solo si T es el cuadrado de un numero racional. El
enunciado (i) es trivial, debido a que O = ¢ (O) . Verifiquemos el enunciado (i¢). De la féormula de ¢ vemos que
p— 2
T € ¢(T') si y solo hay un punto racional (z,y) € T' tal que %; = 0. Nétese que = # 0, debido a que x = 0 quiere
decir que (z,y) =T,y ¢(T) es O, no T. Tenemos que T € ¢ (T) si y solo si hay un punto racional (z,y) € I' con
z# 0y y=0. Poniendo y = 0 en la ecuacién para I' obtenemos

0=x3+ax2+bx=x(aﬁ2+aw+b).
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Esta ecuacién tiene una raiz racional distinta de cero si y solo si la ecuacién cuadratica z2 + az + b tiene una raiz
racional, lo que sucede si y solo si su discriminante a? — 4b es un cuadrado perfecto. Esto prueba el enunciado (i) .
Ahora verificamos el enunciado (i) . Si (Z,7) € ¢ (T') es un punto tal que T # 0, la formula que define a ¢ muestra
que T = ¥’/2* es el cuadrado de un néimero racional. Supongamos inversamente que ¥ = w? para algin nimero
racional w. Queremos encontrar un punto racional en C' que sea mapeado a (Z,7) . El homeomorfismo ¢ tiene dos
elementos en su nucleo, O y T. En consecuencia si (Z,7) esta en ¢ (I') , habran dos puntos que van a él. Sea

1 _
mlz(wQ—a—i—y), Y1 = T1W;
2 w
_1( 2 ?‘/) _
o =—-(\w —a——], Yo = —To2W.
2 w

Aseguramos que los puntos P; = (z;,y;) estan en C'y que ¢ (P;) = (Z,7) para i = 1,2. Debido a que P; y P> son
claramente puntos racionales, esto probara que (Z,7) € ¢ (I') . La manera maés eficiente para verificar que Py y P,
estdn en C' es haciéndolo de manera simultdnea. Primero calculamos

vz =+ ((w2 _a)’ - y)

1
4
<x3 — 2072 + T — y2>

La ultima recta se sigue del hecho de que 7> = 7% — 207 + (a2 — 4b) T. Para mostrar que P; (z;,y;) estd en C
debemos mostrar que
y; b
L= tat —.
Xy iz
Debido a que ya probamos que b = z1x2, y debido a que de nuestra definicién de y; y yo tenemos que ¥i/z; = tw,
esto es lo mismo que probar que

w2=x1+a—|—x2.

Esta altima igualdad resulta obvia de la definicién de z1 y x2. Nos queda verificar que ¢ (P;) = (,7), asi que
tenemos que mostrar que

2 2
v yi (27 =b)
—_— =X —_— = .

La primera igualdad es verdadera debido a que y; = +z;w y T = x2. Para probar la segunda igualdad, usamos que
b = z129 y la definicién de y; para calcular

y1 (#3 —b)  zw (23 — 213,)

P = o =w (z1 — z2) y
2 2
yo (25— 0 —xow (x5 — T1To
(22 ): <22 ):w(xl_xZ)-
Lo Lo

Nos queda verificar que w (z1 — z2) = ¥, lo cual se deduce trivialmente a partir de la definicién de 7 y z2. Esto
completa la prueba del enunciado (4i7) . Recordemos que nuestro objetivo es probar el lema 4, el cual dice que el
subgrupo 2I" tiene indice finito dentro de I'. En breve veremos que esto se puede deducir si podemos probar que
el indice (T : ¢(I')) es finito y que también el indice (I' : 1 (T)) es finito. De hecho, ahora mostraremos que
(f o) (F)) < 25%1 donde s es el namero de distintos factores primos de b = a? — 4b, y también que (F 0 (f)) <
2"+1 donde 7 es el nimero de distintos factores primos de b. Basta con probar solo uno de estos enunciados, asi
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que solo probaremos el segundo. De los enunciados (i), (ii), y (#ii), sabemos que (f) es el conjunto de puntos
(z,y) € T tal que = es el cuadrado de un nimero racional distinto de cero, junto al O, y también T si b es un
cuadrado perfecto. La idea de la prueba es encontrar un homeomorfismo biyectivo del grupo cociente I'/4(T) a un
grupo finito. Sea Q*el grupo de ntmeros racionales distintos de cero bajo la operacién de la multiplicaciéon, y sea
Q*2 el subgrupo de cuadrados de elementos de Q*

Q*Qz{uQ LueqQl).
Introducimos una funciéon « de T’ a Q"/g*? definido por
a(0)=1 (mod Q*?),
a(T)="> (mod Q*?),

a(z,y) =2 (mod Q*?) siz # 0.

Proposicién.
(a) La funcién a : T' — Q"/g*2 descrito arriba es un homeomorfismo.
(b) El nticleo de « es la imagen (F) . Por lo tanto « induce un homeorfismo biyectivo

F *
—_— Q*z.
R
(c) Sean pi,p2,...,p: los distintos primos que dividen a b. Entonces la imagen de « esta contenida en el subgrupo

de Q"/g*? que consta de los elementos
{xp'p5? - pit : cadag;esiguala0o1}.

(d) El indice (T' : ¢ (T')) es alo més 271, Prueba.

—

a) Primero observemos que « envia inversos a inversos, porque

=a(zy) '=aP) ! (mod Q*?).

8

a(=P)=a(z,—y)=z=

Por lo tanto, con el fin de demostrar que « es un homeomorfismo, es suficiente con mostrar que siempre que
Py +P;+P; = O, entonces a (Py) o (P2) a (P3) =1 (mod Q*?) . Los puntos de orden 3 consisten de la interseccién
de la curva con una recta. Sila recta es y = Ax + v y las coordenadas de las primeras entradas de las intersecciones
son x1, T2, T3, Vimos anteriormente que 1, Ts,x3 son raices de la ecuacion

2+ (a—N)2® + (b—2\w)z + (c—v*) =0.
Esto es para la ecuacién ctbica y? = 23 + az? + bz + ¢. En consecuencia,
1+ X9 +x3 = )\2 —a,

T1To + Tox3 + T1x3 = b — 2A1,
2

X123 = V- — C.
La ultima ecuacién es la que queremos. Estamos viendo una curva con ¢ = 0, asi que obtenemos que
T1Toxs = 12 € Q2
Por lo tanto

a(P)a(Py)a(Ps) =ximoxs =12 =1 (mod Q*?).

Esto completa la prueba para los casos en los que Py, P, P3 son distintos de O y T. Los otros casos se deducen
facilmente. (b) Comparando la definicién de o con la descripcion de ¢ (T') dada en los enunciados (i), (ii) ,y (iii),
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es claro que el niicleo de a es precisamente (f) . (¢) Queremos saber qué nimeros racionales z pueden haber en
la coordenada = de un punto en I'. Sabemos que tales puntos tienen coordenadas de la forma x = m/e? y y = n/é3.
Sustituyendo en la ecuaciéon y quitando denominadores obtenemos

n? = m3 + am?e® + bme* =m (m2 + ame? + be4) .

En esta ecuacién se encuentra la clave. Expresa el cuadrado n? como el producto de dos nimero enteros. Si m
y m? 4+ ame? + be* son primos relativos, entonces cada uno de ellos serian mas o menos un cuadrado, y entonces
x = m/e? seria mas o menos el cuadrado de un nimero racional. En el caso general, sea

d = mcd (m7 m? + ame? + be4) .

Entonces d divide a m y be*. Pero m y e son primos relativos, debido a que asumimos que z fue escrito con el denomi-
nador y numerador primos relativos. Por lo tanto, d divide a b. Debido a que también n? = m (m? 4 +ame? + be*)
deducimos que todo primo que divide a m se parece a una potencia par excepto posiblemente para los primos que
dividen a b. Por lo tanto,

m =4 (entero)2 Spitps? e pit,

donde cada €; es 0 o bien 1, y py,... p: son primos distintos que dividen a b. Esto prueba que
P) = — m — £1,.E2 £t d *2Y .
a( )—x_6—2::|:p1p2~-~pt (mo Q ),

y entonces la imagen de « esta contenida en el conjunto indicado. Si z = 0, y por lo tanto m = 0, nuestro argumento
seria invalido. Pero entonces la definicion « (T) = b (mod Q*Q) muestra que la conclusién sigue siendo valida porque
considerando cuadrados, b puede ser escrita en la forma indicada. (d) El subgrupo descrito en (c¢) tiene precisamente
2t+1 elementos. Por otro lado, (b) dice que el grupo cociente I'/y(T) es enviado de manera biyectiva en este subgrupo.
Por lo tanto, el indice de 1 (I') dentro de T" es a lo mas 2!*!. Finalmente podemos proceder a probar el lema 4
Lema. Sean A y B grupos abelianos, y considérense dos homeomorfismos ¢ : A - By v : B — A. Supdéngase
que

Ypog(a)=2a VaeA y ¢op(b)=2b VbeB.

Supongase que ¢ (A) tiene indice finito en B, y ¢ (B) tiene indice finito en A. Entonces 2A tiene indice finito en A.
Maés precisamente, el indice satisface

(A:24)<(A: ¢ (B))(B: ¢(4).

Prueba. Debido a que ¢ (B) tiene indice finito en A, podemos encontrar elementos aq,...,a, representativos de
todas las clases laterales (tenemos una cantidad finita de clases laterales). Similarmente, debido a que ¢ (A) tiene
indice finito en B, podemos encontrar by, . .., b,, representantes de las distintas m clases laterales, para algin m € N.
Aseguramos que el conjunto

{ai+9(b;) : 1<i<n, 1<j<m}

incluye un conjunto completo de representantes para las clases laterales de 2A dentro de A. Para ver esto, sea a € A.
Necesitamos mostrar que a puede ser escrito como la suma de un elemento de este conjunto con un elemento de
2A. Debido a que aq,...,a, son representantes de las clases laterales de ¢ (B) dentro de A, podemos encontrar un
a; de tal modo que a — a; € ¥ (B), digamos a — a; = ¢ (b). Ahora, debido a que by, ..., b, son representantes de
las clases laterales de ¢ (A) dentro de B, podemos encontrar un b; tal que b —b; € ¢ (A), digamos b —b; = ¢ (a').
Entonces
a=a;+1(b)=a; + 9 (b; + ¢(a’))
=a; + 1 (bj) + ¢ (¢(a’)) = a; + ¢ (b)) +2d".
Hemos ya probado el teorema deseado.
Teorema de Mordell (para curvas con puntos racionales de orden dos) Sea C' una curva cubica no singular dada
por la ecuacion
C : y? =2+ az® + bz,
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donde a y b son enteros. Entonces el grupo de puntos racionales C' (Q) es un grupo abeliano finitamente generado.
Prueba. Vimos en la seccion 1 que los lemas 1,2,3 y 4 implican que C (Q) es finitamente generado.
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