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No te salves

No te quedes inmowil
al borde del camino
no congeles el jibilo
no quieras con desgana
no te salves ahora
ne nunca

no te salves
no te llenes de calma
no reserves del mundo
s6lo un rincon tranquilo

no dejes caer los pdrpados

pesados como juicios

no te quedes sin labios
no te duermas sin sueno
no te pienses sin sangre
no te juzgues sin tiempo

pero si

pese a todo
no puedes evitarlo
y congelas el jubilo
y quieres con desgana
y te salvas ahora
y te llenas de calma
y reservas del mundo
solo un rincon tranquilo
y dejas caer los pdrpados
pesados como juicios
y te secas sin labios
y te duermes sin sueno
y te piensas sin sangre
y te juzgas sin tiempo
y te quedas inmovil
al borde del camino
y te salvas

entonces
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Resumen

Se describe brevemente en que consiste el método de cuantizacién de Dirac para siste-
mas con constricciones. Se aplica al caso de una particula libre restringida a moverse
sobre una esfera. Se hace un mapeo de las coordenadas cartesianas a unas coordenadas
por superficie de revolucién y otro por coordenadas esféricas para poder cuantizarse.
Se agrega una no-conmutatividad a la estructura de Poisson procurando satisfacer la
identidad de Jacobi y que se reduzca a la candnica cudndo los pardmetros que generan
la no-conmutatividad se hacen cero, y posteriormente se construyen los paréntesis de
Dirac del algebra modificada. Se estudia la dinamica del sistema que obedece a esta
no-conmutatividad obteniendo las nuevas trayectorias sobre la esfera. Finalmente se
encuentra un mapeo que trivializa este nuevo sistema y se procede a su cuantizacion
y su estudio a nivel cudntico.

Abstract

The Dirac quantization method is described briefly for system with constrictions. It is
applied to free particle constrained to move over a sphere. A mapping from cartesian
coordinates to revolution surface coordinates, and another for spherical coordinates are
done for achieving the quantization. A non-commutative to the Poisson structure is
added, it have to satisfy the Jacobi’s identity and as limite case this extention converges
to canonical quantization when the parameters in the non-commutative algebra are
taken zero. After that the Dirac parenthesis of the modified algebra are constructed.
The new trajectories of dynamical system on the sphere that obey the new algebra are
obtained. Finally a mapping is found where the system is trivial, there the system can
be quantized and studied at quantum level.
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Capitulo 0

Introduccion

A finales del siglo XIX e inicios del siglo XX, nuestra concepcién del universo “con-
vencional” es desafiada por toda una serie de descubrimientos en la fisica que pusieron
en duda la nocién de realidad. Se genera un parteaguas en la fisica definiendo lo que
ahora conocemos como fisica cldsica y fisica moderna (cudntica). Aunque clasificar a
la fisica de esta manera no es porque sélo hablemos de dos teorias, sino de todo un
conjunto de teorias. Por ejemplo, en la fisica clasica incluimos a la mecanica Newto-
niana, la termodindmica, la mecédnica de fluidos, al electromagnetismo entre otras. En
la fisica moderna, podemos mencionar a la cuantica y la teoria de campos cuanticos
entre otras.

Decir que la diferencia entre éstas dos clasificaciones de la fisica es debido a que la
clasica estudia las leyes de movimiento de los cuerpos a los que estamos acostumbra-
dos en la vida cotidiana (como el tiro parabdlico o el movimiento de la luna al rededor
de la tierra y de la tierra alrededor del sol) y que la cudntica estudia los fenémenos
fisicos a nivel de los dtomos es sélo una manera divulgativa de decir las cosas para
darnos a entender con nuestros amigos no apasionados por la fisica, y no dar impor-
tancia a la riqueza matemaética en cada una de ellas, asi como a su totalmente distinta
interpretacion.

0.1. De la Clasica a la Cuantica y de Regreso

Mientras que en la fisica clasica algunas de nuestras herramientas principales son fun-
ciones que dependen de las coordenadas y momentos (espacio fase), en la fisica cudntica
son operadores y vectores en un espacio de Hilbert. Asimismo, en las teorias cldsicas
nos preocupamos por conocer la posicion y momento, ya sea de una particula o de
un elemento de volumen y su evolucién a través del tiempo, en la cuantica lo méas
que podemos aspirar es conocer amplitudes de probabilidad y su evoluciéon temporal,
las cuales puedan ser comprobadas experimentalmente. Desde luego hay muchas otras
diferencias. La principal objecién de diferenciarlas radica, creo yo, en que no podemos
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describir a los atomos con la fisica cldsica ni al movimiento de los cuerpos cotidianos
con la cuantica.

Una teoria que hasta entre la comunidad de fisicos consideramos aparte, es la
Relatividad General. Aquella que describe las leyes que gobiernan al Universo como
un todo, que generaliza el concepto de gravedad y lo asocia a una curvatura en el
espacio-tiempo, siguiendo la idea de que las leyes de la fisica deben ser las mismas
independientemente del observador, un concepto que mucho pone a prueba la cuantica.
Diciéndolo asi es para encaminarnos directamente a la idea de una teoria global. La
teoria de la Relatividad General es escrita en términos de elementos tensoriales, objetos
independientes de coordenadas, objetos que no son operadores y que se les considera
objetos clasicos. Es decir, la Relatividad General es una teoria de campos clésicos
derivable de un principio variacional.

Uno de los dos grandes motivos para separar la Relatividad General de las otras
teorias es debido a su elegancia matematica. El otro, a nuestra imposibilidad de en-
contrar la versién cudntica de dicha teoria. Asi como ahora tenemos un claro concepto
de lo que significa “un cuanto de luz” (fotén), nos gustaria poder hablar (y describir)
de lo que seria un cuanto de gravedad (un graviton).

La idea que persigue la cudntica es el describir la dindmica de los pilares fundamen-
tales de la fisica, hasta el momento, a través de campos cuanticos. Al pasar a escalas
més pequenas de las que estamos acostumbrados en el mundo cotidiano (> 10719 m)
nos damos cuenta que la mecénica clasica ya no describe acertadamente a las particulas
y que es necesario hacerlo a través de una teoria diferente, la cuantica. Al pasar a es-
calas cada vez mas pequenas, vamos encontrando toda una serie de particulas que son
dificiles de imaginar pero que siempre estan presentes en cada uno de los experimentos
en fisica de particulas.

Hasta ahora las tinicas posibles interacciones entre particulas que hemos encontrado
son las 4 fuerzas fundamentales: la fuerza de gravedad, la electromagnética, la débil y
la fuerte. Se podria pensar que un sistema consistente sélo de unas cuantas particulas
fundamentales interaccionando a lo méas mediante 4 fuerzas distintas no deberia aca-
rrear tantas dificultades y dicha descripcién deberia estar contenida en una sola teoria.
Sin embargo, distamos mucho, no solo de encontrar una teoria tinica, sino también de
resolver muchas inconsistencias entre las teorias que ya tenemos.

Y es que sélo tenemos un camino que nos ha funcionado exitosamente para describir
el comportamiento de la naturaleza a nivel cudntico en muchas de las dreas en fisica de
particulas, y ese es: describir un sistema clasicamente y luego promover sus variables
a operadores a fin de obtener la version cuantica del mismo sistema, esto por alguno
de los muchos métodos de cuantizacién que se han descubierto.

Siguiendo esta idea es como se ha elaborado la versién cuantica de muchos sistemas
fisicos: El oscilador arménico, una particula en un campo gravitacional constante, el
problema de Coulomb, el campo electromagnético, sélo por mencionar algunos ejem-
plos. En todos estos casos empezamos por tener la descripcién clasica y posteriormente
nos imaginamos, por ejemplo, que el oscilador armoénico ya no es un resorte anclado
de un extremo y con una masa pegada al otro extremo, sino como un sistema lo sufi-
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cientemente pequeno en el cudl ahora las soluciones armoénicas nos daran la amplitud
de probabilidad de encontrar a la particula en cierto punto, o de medir su amplitud de
momento segin sea el caso, y siempre como principal objetivo el obtener su espectro
de energias, esa cantidad que nos da una idea de que tan pequeno es lo pequefo, y
que su forma caracteristica de encontrarla en paquetes de tamano fijo da nombre a la
teoria, “cuantos”.

Dado este paso de cuantizacion de teorias clasicas, es por lo que siempre que que-
remos hablar de una teoria cuantica nos detenemos a mirar primero la teoria cldsica y
a ese cambio matematico que nos disponemos a hacer.

0.2. La Importancia de la Estructura en una Teoria Clasi-
ca

Cualquier fisico al escuchar “teoria cuantica”’ inmediatemente piensa, en operadores,
espacios de Hilbert, espectros de energia, amplitudes de dispersién, etc. En resumen,
el fisico piensa en toda una tecnologia matematica implementada a los sistemas fisicos
que se estudian de manera cuantica, y le pegamos el concepto de que es una teoria que
“mejora” a la fisica clasica. Es por ello que tenemos muy arraigada la idea de promover
modelos clasicos a cudnticos.

Esta promocion de modelos clasicos a cuanticos se ha hecho por muchos métodos,
varios de ellos han mostrado ser completamente equivalentes teéricamente y ademas,
cuyos resultados son validos cuando se comprueban en el experimento. Sélo por mencio-
nar algunos de estos métodos: la cuantizaciéon canénica, segunda cuantizacién, método
de Dirac, cuantizacién por integral de camino, cuantizacion por deformacion, etc, etc.
Las coincidencias operacionales importantes de estos métodos son: la promocién de va-
riables clasicas a operadores y el cambio del paréntesis de Poisson por conmutadores.

La mecénica clasica ha sido escrita elegantemente en lo que ahora llamamos for-
mulacion Hamiltoniana. Las funciones que se usan tienen su dominio en el espacio
fase (espacio de coordenadas y momentos) y el tiempo, en especial la funcién Hamil-
toniana. La teoria es derivable de un principio variacional, las ecuaciones diferenciales
son de primer orden y, para conocer la evolucién temporal de una funcion sélo hace
falta operar dicha funcién con el Hamiltoniano en el paréntesis de Poisson. Por ello
el paréntesis de Poisson tomé un papel muy importante, ya que conocer su forma de
operar clasicamente lleva a proponer relaciones de conmutacién del lado de la cuéntica.

En la construccién de la mecanica cuantica los fisicos se dieron cuenta que obtenian
una teoria totalmente consistente y que concordaba con los experimentos si promovian
las coordenadas del espacio fase a operadores y se sustituia el paréntesis de Poisson
de dos variables por un conmutador. De esta manera surgié el método de cuantizacion
canonica, en donde para cada una de las relaciones que se tienen en mecéanica clasica
corresponde una relacién en mecédnica cudntica.

Desde luego, con este manera de cuantizar, arribaron muchos problemas técnicos
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y uno de ellos fue que no todos los sistemas clasicos llevaban a sistemas cuédnticos
consistentes. En particular, los sistemas con constricciones podian conducir a relaciones
tan absurdas como 0 = 1. Dirac ideé un método para saltarse este inconveniente, y
ese método consistié en proponer una extension a los paréntesis de Poisson, donde se
incluyeran las constricciones del sistema. Desde luego ha habido muchas extensiones a
los paréntesis de Poisson a fin de evitar las inconsistencias que se tienen al promoverlos
a conmutadores a fin de una teoria cuantica.

El que las coordenadas del espacio fase tengan definido un paréntesis de Poisson o
en general alguna de las extensiones propuestas, es lo que conocemos como estructura
stmpléctica. El asociar una estructura simpléctica a un sistema clasico, que cuando
promovamos sus variables a operadores nos conduzca a relaciones de conmutacién con-
sistentes, es la parte medular de la construcién de una teoria cuantica. Desde luego hay
muchas preguntas relacionadas con esta forma de cuantizar, una de ellas es; dado que
hay varias posibles extensiones a los paréntesis de Poisson y muchos de estas exten-
siones son especificas del sistema en cuestién, ;Cémo sabremos si las distintas teorias
formuladas son equivalentes o no? ;y de no ser equivalentes, cudl es la cuantizacion
correcta?.

La primer pregunta encuentra una respuesta negativa. Existen diferentes cuantiza-
ciones totalmente consistentes entre si y no equivalentes entre ellas. La respuesta a la
segunda pregunta solo la puede dar el experimento, sin embargo, hasta el momento,
las teorias que han sido comprobadas en el experimento resultan ser equivalentes.

Entonces, dejamos en claro que el conocimiento de la estructura simpléctica del
espacio fase de un sistema clasico es de vital importancia a fin de construir su version
cudntica, ya sea porque la mayoria de métodos de cuantizacién precisan de una, o
porque la mayoria de resultados experimentales son consistentes con alguno de estos
métodos.

0.3. Buscando Ampliar las Fronteras

Todos y cada uno de los que trabajamos en las ciencias naturales de manera tedrica
siempre debemos tener un estatuto en mente insalvable: quien tiene la ltima palabra
no es nuestra teoria sino la naturaleza. Cuando un experimento siempre reproducible
nos entrega un resultado desconocido para nuestra teoria, se precisa de un cambio o
mejora, si no es que la proposicion de una teoria totalmente nueva.

La proposicién de diferentes métodos de cuantizacién no sélo la debemos al hecho
de encontrar andlogos cuanticos de cada sistema clasico, sino también a la busqueda
de extesiones de las teorias cuanticas que conocemos a fin de cubrir algunos de los
resultados que hasta ahora no tienen explicacién. Hechos como el que la mecanica
cuantica describa la dindmica de sistemas cuyas dimensiones estén entre 1071 y 1071°
metros, que no exista un sélo modelo del nicleo o una versién cuantica de la gravedad;
nos retan tanto a modificar la manera de cuantizar asi como a insistir en crear una
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teoria cuantica totalmente nueva.

Dada la no-conmutatividad casi instrinseca que acompana a los operadores cuanti-
cos, al buscar una extesion a la teoria cudntica pareciera casi natural proponer que
la no-conmutacién ya viene dada desde la mecéanica clasica. Es decir, que ya las coor-
denadas y momentos obedecian un algebra no conmutativa en el sentido de la defini-
cién de su paréntesis de Poisson o incluso de variables no-conmutativas (matrices por
ejemplo), y que la teoria debe ser ajustada cudnticamente a fin de obedecer esta no-
conmutatividad intrinseca de la geometria. La otra manera también bastante natural
de extensién, es pensar que lo que debemos modificar en nuestra teoria es la forma de
operar de los paréntesis de Poisson a un nuevo producto, antes de intentar cambiar
la geometria, a esto le conocemos como deformacién del producto. Aunque para los
casos sencillos esta idea resulta ser la misma y de hecho muchas veces equivalente, la
distincién radica en que con la deformacién del producto autométicamente estamos
proponiendo una versién cuantica de las variables cldsicas, mientras que con la pri-
mer idea ain tenemos que proceder a cuantizar canénicamente las relaciones entre las
variables clasicas.

En esta tesis se sigue la primer idea: se propone una modificacién especifica a
los paréntesis de Poisson en el ambito de mecanica clasica para una particula libre y
posteriormente se propone la version cudntica de dicho sistema. Para el caso de una
particula libre en 3 dimensiones se usa el método de cuantizacion por la férmula de
Baker-Campbell-Hausdorff. Cuando la particula libre se restringe a moverse sobre una
esfera resulta ser un problema mucho més rico de analizar, por lo que se estudia la
dindmica clasica de dicho sistema y se propone su versién cuantica siguiendo el método
de cuantizacién de Dirac y una reduccién de variables clasicas.

En el Capitulo 1 daremos un breve repaso de lo que consiste el método de cuanti-
zacién de Dirac para sistemas con constricciones. Iniciaremos describiendo un sistema
Lagrangiano y las condiciones que son necesarias para llevarlo al formalismo Hamilto-
niano. Posteriormente definiremos la clasificacién tradicional que se hace a las cons-
tricciones de un sistema y finalmente escribiremos la propuesta de extensién por parte
de Dirac a los paréntesis de Poisson, con los que ya se puede hacer una cuantizacion,
en principio correcta.

En el Capitulo 2 daremos una pequeiia descripcién de lo que consisten algunos
métodos para cuantizar que extienden a la cuantizacion candnica y que aparecen en la
literatura. Uno de ellos serd la cuantizacién mediante la férmula de Baker-Campbell-
Hausdorff, muy 1util para sistemas con geometria no-conmutativa o con coordenadas
ciclicas. Los otros métodos que describiremos son: la cuantizacién mediante el producto
de Moyal y su generalizaciéon de cuantizacion a un producto deformado que llamamos
estrella el cual cumple con todos los requisitos impuestos por la teoria cuantica; y
algunos ejemplos particulares del producto estrella.

En el capitulo 3 resolveremos el problema de una una particula libre restringida a
moverse sobre una esfera usando el formalismo de Dirac, posteriormente haremos una
reduccién de las variables a unas efectivas y en estas nuevas variables propondremos
la version cudntica del sistema.
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En el Capitulo 4 haremos una modificacién bastante general a la estructura simplécti-
ca canodnica y la aplicaremos al sistema visto en el Capitulo 3, siguiendo cada uno de
sus pasos. Posteriormente propondremos una estructura simpléctica muy particular
y consistente, y al final del capitulo con ella estudiaremos lo que seria el producto
cuantico de dos funciones dado por la férmula de Baker-Campbell-Hausdorft.

Finalmente, en el Capitulo 5 estudiaremos la dindmica de la particula libre res-
tringida a moverse sobre la esfera pero ahora usando la estructura simpléctica no-
conmutativa, todo en el marco cldsico. Posteriormente haremos una serie de mapeos
que llevaran a traducir la estructura simpléctica deformada en una modificacion del
Hamiltoniano, pero que depende de variables canénicamente conjudas y con ello pro-
pondremos la versién cudntica de dicho sistema.



Capitulo 1

Método de Dirac

En este capitulo se describe brevemente en que consiste el método de cuantizacion
para sistemas que tienen constricciones inventado por Dirac. Se empieza por describir
y clasificar los diferentes tipos de constricciones que pueden estar contenidas en un
sistema dindmico, posteriormente se introducen los parentésis de Dirac y con ellos se
proveé una manera para cuantizar. Este capitulo es principalmente extraido de [1],
pero también pueden consultarse las referencias [2] y [3].

1.1. La Accion de un Sistema Fisico

El punto de partida de nuestro estudio es tratar con sistemas dindmicos en el marco
de la mecéanica clasica descritos por una:

1.1.1. Accion integral

Sea un sistema con N grados de libertad, y sean ¢" con n € {1,...N} las funcio-
nes dependientes del tiempo que describen las coordenadas de dicho sistema y ¢" las
velocidades correspondientes; entonces su funcional de accién esta descrita por

Slg") = / Lt,q" d")dt (1.1)

donde la funcién L recibe el nombre de Lagrangiano. Cuando se quiere ampliar este
concepto a teoria de campos, el tiempo ya no es el tinico pardmetro sino que va aunado
a los ¢"’s, y el Lagrangiano pasa a ser una densidad Lagrangiana. Entonces, el punto
de partida es tener un Lagrangiano que depende de las coordenadas, las velocidades
y posiblemente del tiempo. Por facilidad matematica consideraremos que ¢" € C?, es
decir pertenece al espacio de funciones cuyas dos primeras derivadas son continuas,
y en consecuencia, las velocidades tienen derivadas continuas, en el dominio donde
esté definida la accién.
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Un sistema fisico general puede presentar constricciones en las variaciones de sus
coordenadas y velocidades, estas constricciones pueden ser establecidas mediante mul-
tiplicadores de Lagrange, sin embargo dado nuestro objetivo, es conveniente manejar
dichas restricciones en el formalismo Hamiltoniano el cual veremos abajo. Ejemplos de
estas constricciones pueden ser: una particula restringinda a moverse sobre una esfera,
o en general sobre una superficie, movimiento de una particula en la que alguna compo-
nente de su velocidad es nula y en general, dichas constricciones que seran consideradas
son aquellas que pueden escribirse como una funcion de las variables dindmicas igual
a cero. Esto es

Xa(q",4") =0 (1.2)

donde « va de 1 hasta k, el niimero de constricciones. En lo adelante verémos algunos
ejemplos con maés claridad. Siempre consideraremos que las constricciones que nosotros
conocemos a priori ya estan contenidas en el Lagrangiano mediante multiplicadores, y
estas se veran reflejadas de la misma manera en el Hamiltoniano.

1.2. Sistemas Regulares

A continuacién se obtendran las ecuaciones de movimiento tanto en el formalismo de
Lagrange como en el de Hamilton. En este caso, supondremos que no existen constric-
ciones como las mencionadas arriba, ya que ellas seran consideradas con formalidad en
la siguiente seccién.

1.2.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Dadas las condiciones de frontera ¢"(to) y ¢"(t1), fijas, podemos obtener las ecua-
ciones que determinan el movimiento de una particula, esto lo hacemos mediante la
derivada funcional de la accién dada en (1.1).

Sea h™ € C3[to,t1] = conjunto de funciones C? en [to,t1], y que se anula en la
frontera al igual que sus derivadas, entonces la derivada funcional de la accién se
obtiene como

Dﬂfﬁ:D(%hﬂaW@ﬂﬁ>h:lﬁ(8LW+8M)ﬁ (1.3)

0 o \Oq" q"

con h = (h',h?, ...,h"). Dado que hemos impuesto la condicién de que sean funcio-
nes C? podemos integrar por partes, y estableciendo la condicién de extremalidad
(DS[q"|h) = 0), encontramos que

d L  OL
aoL _ 1.4
dtogn ~ ogn (14)

Se puede ver que corresponde una ecuaciéon de segundo orden a cada variable ¢" y se
conocen como las ecuaciones de Euler-Lagrange. También debemos notar en este punto
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que de entrada el Lagrangiano no puede ser cualquier funcién de las coordenadas, sino
uno que lleve a ecuaciones consistentes, es decir que no lleve a contradicciones como
0 = 1, este seria el caso de proponer L. = ¢g. Veremos que este tipo de restricciones
hacia L se traducen en que el momento asociado de una particula esté bien definido.
La manera rigurosa para evitar este tipo de situaciones se hace mediante el estudio de
la continuidad y posibilidad de puntos criticos en un Lagrangiano, sin embargo, esto
es parte del calculo de variaciones el cual se escapa a los objetivos de esta tesis. Para
un profundo estudio del célculo de variaciones puede consultarse [4].

1.2.2. El Hamiltoniano asociado

Definamos la tranformacién de Legendre dada por

oL

e (1.5)

Pn =

Esta nueva funcién se le conoce como el momento clasico de una particula. Notemos
que para que esta definicién tenga sentido el Lagrangiano debe depender de ¢™ de lo
contrario seria 0 dicho momento. Decimos que el momento p,, es la variable conjugada
a q", el por qué de éste nombre quedarad claro mas adelante. Con la definicién (1.5)
podemos definir al espacio fase como aquel compuesto por el conjunto de coordenadas
y momentos, algunas veces sus elementos coordenados serdan denotados como z% =
(q',....q",p1,...,pn). La funciéon Hamiltoniana o simplemente Hamiltoniano, es una
funcién que vive en el espacio fase y de manera similar nos puede dar lugar a ecuaciones
de movimiento equivalentes a las deducidas en (1.4). Tomemos la diferencial de L

L L L L L L
dL = a—dt + oL dq" + —8, dgn, = oL —dt + OL 4 dq" +d 0 q" | —q"d —6,
q ot oq™ 8 nd oq™

lo cual nos lleva directamente a

oL, OL 0L o

Entonces decimos que el Hamiltoniano esta definido por
H(q",pn) =pnd" — L (1.7)

donde se ha tomado la notacién de Einstein: indices repetidos se suman, siempre uno
arriba, uno abajo. Cuando no sea necesaria esta regla serd especificado explicitamente.
Si tomamos la diferencial de esta nueva funcién vemos que

dH = Z2dt + ——dq" + ——dpn, (1.8)
q
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Comparando esta diferencial con la obtenida en (1.6), al igualar los coeficientes de cada
una de las diferenciales se obtiene

oL OH

o o (19)
oL oH
Ly = 1.1
oOH
"= 1.11
=5 (1.11)

Estas son conocidas como las ecuaciones de movimiento en el formalismo Hamiltoniano.
Cabe destacar que son completamente equivalentes a las ecuaciones (1.4), deducidas
mediante el formalismo Lagrangiano, ya que para deducir estas nuevas ecuaciones
supusimos la validez de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

La ecuacién (1.9) nos esta diciendo sélamente que las derivadas temporales tanto de
L como de H coinciden salvo por un signo. Las otras dos, (1.10) y (1.11) son ecuaciones
diferenciales de primer orden en general acopladas y que ademas relacionan la derivada
temporal de una variable con la derivada parcial de H en su variable conjugada.

1.2.3. Paréntesis de Poisson

Sea A una funcién general la cual puede depender del tiempo, de las coordenadas
y de los momentos. Su evolucién temporal estara dictada por

iA _aiA_’_%'”_{_%'
at’ ot 8q"q 8pnpn
_0A  0AOH O0AOH A

—_—t = — A H
ot T ogop, opnog ot T VAL
De donde se ha tomado la definicién

0A OH 0A OH
{AAH}= —— — —— (1.12)
0q™ Opp,  Opn Oq™
y se le conoce a esta relacién como paréntesis de Poisson de las funciones A y H.
Notemos que de manera general para cualquier funcién que no depende explicitamente
del tiempo, su evolucion temporal estara dictada por

A<qn7pn) = {A(qnjpn),H(qnjpn)} (1'13)

y en particular puede verse que esta definicion es consistente con la evolucién de las
coordenadas y los momentos, es decir, recuperamos las ecuaciones (1.10) y (1.11).
Veremos que el paréntesis de Poisson resulta ser de suma importancia a lo largo de
este trabajo, ya que nos relaciona la manera en que evoluciona una variable con res-
pecto a la geometria del espacio fase. Listemos algunas de sus propiedades, derivadas
directamente de la definicién.

Sean A, B,C funciones del espacio fase y sean a, b, c constantes, el paréntesis de
Poisson satisface:
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I) antisimetria: {A, B} = —{B, A}

IT) linealidad {aA + bB,C} = a{A,C} + b{B,C}

(
(
= (III) existencia del elemento nulo: {A, ¢} = 0
(IV) Identidad de Jacobi: {A, {B,C}} + {B,{C, A}} + {C,{A,B}} =0
(

V) Regla del producto {AB,C} = A{B,C} +{A,C}B

La propiedad (V) es particular de esta definicién de paréntesis de Poisson, més
adelante se dardn definiciones de estructuras donde sélo se cumplen los puntos del (I)
al (IV), dichas estructuras las llamaremos paréntesis generalizados.

1.2.4. Estructura simpléctica

De la definicion del paréntesis podemos obtener aquel asociado a cada par de va-
riables del espacio fase, esto es:

{¢.d'} =0, {¢'.p"} =o', {»'.p}=0 (1.14)

y visto de manera matricial usando z% se tiene

{z%,2P} =J*¥ endonde J¥ = < _01 3 ) (1.15)

A la matriz J* se le conoce como la matriz simpléctica (candnica) y a la forma en
que se relacionan las coordenadas del espacio fase entre si mediante el paréntesis de
Poisson, se le conoce como estructura simpléctica de Poisson (candnica). El énfasis en
agregar el apellido candnico se debe a que este es un caso muy particular ya que:
Definicion. Una estructura simpléctica asociada a un espacio fase es aquella en la que
existe un paréntesis de Poisson generalizado, es decir, satisfacen las propiedades (I) a
(IV) y las relaciones entre sus coordenadas estan dadas por

{22, 2P} = WP (1.16)

siendo w® la matriz simpléctica que en general depende de las coordenadas y los
momentos.

1.3. Sistemas Singulares

No siempre serd posible definir adecuadamente un Hamiltoniano, ya sea porque el
Lagrangiano no admite la transformada de Legendre, o porque el sistema tenga cons-
tricciones de la forma (1.2). Este es el caso que trataremos en esta seccion.
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1.3.1. Definicion de sistema singular

Diremos que un Lagrangiano es no singular si su Hessiano (de las velocidades)
es distinto de cero. Veamos con mas claridad esta situacién, tomemos la ecuaciéon de
movimiento (1.4) y desarrollemos la derivada temporal (en realidad hay una por cada
indice n distinto)

9 0L 9*L

d OL o’L ., o’L .,
- =y A 77:W -m
dtogn  ognagn! T agragr? Taragr e T

en donde hemos tomado la definicion

0’L Op
= pamagn = ogn = V(@ pn) (1.17)
y entonces las ecuaciones de movimiento toman la forma

0’L 0 0L oL

Won@" + ————§"+ —— = —

mnd T Hamag T atagn  agr

de donde se puede ver claramente que para que las aceleraciones tengan solucién tinica
el determinante de la matriz W,,,, debe ser distinto de cero. Con esto decimos que un

sistema no-singular es aquel que cumple con det |W,,,,| # 0.

0 0L

-m e

agnoqn! T Bt ogn

(1.18)

1.3.2. Constricciones primarias

Los sistemas de interés en esta tesis son aquellos donde el Lagrangiano es singular.
Supongamos que la matriz W,,, tiene rango k, es decir, el kernel de dicha matriz es
de dimensién N — k. Un teorema de algebra lineal nos dice que existen N — k vectores
linealmente independientes §; con j = k +1,..., N tal que

Wi ()" = 0 (1.19)

Esta relacién en realidad representa N — k ecuaciones de consistencia, una por cada
&j. Es decir, tenemos N — k constricciones de la forma

Xj(@",pn) =0 con j=1,.,.N—k=K (1.20)

donde k es el rango de la matriz W,,,,. A estas relaciones les llamaremos constricciones
PTIMaArias.

Estas constricciones aunque sean cero no conviene sustituirlas desde un principio
como tal ya que puede conducir a contradicciones, sobre todo al momento de operarlas
con el paréntesis de Poisson. Es preciso elaborar un completo formalismo, el formalismo
de Dirac, a fin de encontrar relaciones en donde ya podemos sustituir dichas relaciones
como cero. Esto se hard después de operar en el paréntesis de Poisson, mientras tanto
las manejaremos diciendo que son relaciones débilemente igual a cero y se denotaran
como X;(¢",pn) =~ 0, y después de que ya se hayan hecho todas las operaciones en
el paréntesis de Poisson ya podremos suponerlas fuertemente igual a cero, es decir,
sustituirlas por cero
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1.3.3. El Hamiltoniano total

El contar con un Hamiltoniano ha sido de gran utilidad puesto que con él hemos
podido deducir las ecuaciones de movimiento y hasta conocer la evoluciéon temporal de
cualquier funcién del espacio fase. En sistemas singulares definimos al Hamiltoniano
exactamente de la misma forma a como lo hicimos en el caso regular. Sin embargo en
el caso singular se puede ver que la definiciéon no es tinica. Supongamos que existe al
menos una constriccion (x1) y tomemos

H*=H +¢ex,

Vemos que la teoria que hemos construido hasta el momento no puede distinguir entre
tomar este nuevo Hamiltoniano o el inicial, por lo que debemos de idear una forma
de quitar este problema. Ademds las ecuaciones de movimiento ahora no son todas
independientes puesto que tenemos constricciones que nos reducen el nimero de grados
de libertad. Esto pude verse mendiante la derivada funcional del Hamiltoniano.
Sea un sistema singular con K constricciones primarias, definimos al Hamiltoniano
total como
Hr(q",pn) = H(G",pn) + \%Xa donde a=1,..., K (1.21)

Vemos que se han incluido todas las constricciones primarias mediante lo que seran
multiplicadores de Lagrange cuando tomemos la accién del sistema.

Sea h = (hgn, hyp,) una funcién C! con dominio en el espacio fase, y cuyo valor en
la frontera se anula. h, representa una variacién de las coordenadas y h;, una variaciéon
de los momentos. Tenemos que la derivada funcional de H esta dada por

OH OH oL
n _ _sn
DHIq",pnlh = anhq” + %hpn =q"hp, — o
Si ahora cambiamos H por Hr en la primer igualdad y, comparamos los coeficientes de
la misma variacién entre la primera y la segunda igualdad, obtendrémos las ecuaciones

hgn

. _ 8H aaon _ o aaXa
n __ 8H aaXa _ n a%
q = apn +A oo {¢",H} + X o (1.23)

Estas son las nuevas ecuaciones que rigen el movimiento, sin embargo incluyen un
pardametro desconocido (A%).

Estos multiplicadores los podemos tratar mediante la definicién del paréntesis de
Poisson. Recordando que la evolucién temporal de una funcién A con dominio en el
espacio fase es:

—A= "+ "+
at” = ot “og? T op,

podemos sustituir en esta expresiéon las nuevas ecuaciones de movimiento para dar

lugar a

d, 0A 0A ., 0A

%A — (A H)} + 2{g, xa) (1.24)
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En este caso el multiplicador no es suceptible a ser operado por el paréntesis de Poisson
y puede entrar, es decir, por la propiedad de linealidad se obtiene

d (6%

aA ={A H + X"} (1.25)
a partir de lo cual se hace notable que el Hamiltoniano total es un buen candidato a
describir la nueva dindmica del sistema, ya que opera de la misma forma como lo hace
H. La ventaja ahora es que siempre estd tomando en cuenta todas las constricciones
primarias.

Pudiera entrarnos la curiosidad de tomar al multiplicador de Lagrange como un
objeto que es suceptible a ser operado por el paréntesis de Poisson. Veamos que esto
no afecta la evolucién temporal de cualquier funcién. Usando la regla del producto
tenemos

d
&A = {Au H + AaXa} = {A7 H} + {A7 )‘Q}X(x + )\Q{A7XO¢}

de donde se puede ver que en el término donde estd operando el paréntesis sobre A,,
esta multiplicado por x, y dado que ésta ya ha sido operada por el paréntesis de
Poisson, ya la podemos hacer fuertemente cero, sélo en dicho término, por lo que la
expresion queda como

d [0 «

&A ={A,H +\"Xa} ={A, H} + \*{A, Xxa}

y recuperamos la ecuacién (1.24). Este es el verdadero motivo que nos llevo a decir que
antes de operar las constricciones las tomamos débilmente igual a cero, y que una vez
que ya han sido operadas las podemos volver fuertemente igual a cero.

1.3.4. Constricciones secundarias

Dado que el Hamiltoniano total ya ha demostrado ser un buen candidato para
describir la dindmica de un sistema con constricciones, en adelante lo utilizaremos en
nuestro desarrollo, hasta que podamos volver fuertemente igual a cero las constriccio-
nes.

Es posible que este Hamiltoniano total nos imponga nuevas relaciones derivadas
del hecho que

o5 =xp = {xs, Hr} = {xs, H} + Aa{Xs: Xa} = 0 (1.26)
Aqui pudieran presentarse varias posibilidades:

» 1) que lleve a contradicciones como 0 = 1, en este caso el problema es debido a
que nuestro Lagrangiano no estd bien definido y desde un principio ya trae estas
inconsistencias en las ecuaciones de movimiento.

= 2) Que nos de 0=0, en este caso no nos preocuparemos mas por la evolucién de
dicha constriccién.
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» 3) Que nos de una nueva relacién independiente de A\, y por supuesto de las
constricciones primarias, de lo contrario se trata del caso anterior.

= 4) Se obtenga una relacién dependiente de A, lo que indicaria que se esta fijando
el valor de los multiplicadores.

En caso de que lo que obtengamos en dicha evolucién de la constriccion se trate del
caso 3, diremos que se trata de una constriccion secundaria.

Las constricciénes primarias fueron obtenidas del solo hecho que el det |W,,,| era
nulo, lo cudl daba origen a dichas constricciones de manera algebraica. Notemos que
para las constricciones secundarias hubo de suponerse las ecuaciones de movimiento,
razon por la cual reciben el apellido de secundarias.

Bien, ahora podemos preguntarnos por la evolucién de las constricciones secunda-
rias lo cual es dado por

@Z‘)ﬁ = {¢5’HT} = {¢5’H} + )‘a{gi)ﬁvXa} ~0 (1'27)

Esta ecuacion deberd tratarse de la misma forma en que se hizo el caso anterior bajo los
incisos 1 a 4. Bien pueden aparecer mas constricciones las cuales seguiremos llamando
secundarias.

Este proceso debe seguir hasta que las relaciones den el caso 2, es decir sean satis-
fechas algebraicamente, o el caso 4 y entonces queden fijos los multiplicadores.

1.3.5. Una clasificacién util

El nombre que se les asigné a las constricciones fue debido a si ellas dependen o no
de las ecuaciones de movimiento, sin embargo, existe otra clasificacién més util en la
teoria a fin de hacer notar sus propiedades.

Supongamos que después de someter un sistema fisico al tratamiento anterior nos
encontramos con K constricciones primarias y M constricciones secundarias, es decir,
tenemos K + M = m constricciones en total. Etiquetemos a todas ellas por

¢j(¢",pn) =0 donde j=1,...K+M=m (1.28)

De la forma en que fueron deducidas dichas constricciones queda claro que todas ellas
son independientes.

Sea R una funcién dependiente de las coordenadas y los momentos. Diremos que
R es primera clase si tiene paréntesis de Poisson cero con todas las ¢’s, esto es

{R,¢;} =0 Vje{l,..m} (1.29)

Basta con usar la igualdad débilmente cero. En cualquier otro caso diremos que R es
segunda clase.

En las referencias dadas al incio del capitulo se puede consultar un teorema que
nos dice que el paréntesis de Poisson de dos cantidades de primera clase da lugar a una
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cantidad de primera clase. Esto nos ayuda a obtener una nueva clasificacién para las
constricciones: constricciones de primera clase y constricciones de sequnda clase.

Se puede demostrar (ver referencias) que las constricciones de primera clase dan
lugar a transformaciones de norma de la teoria, sin embargo no es el objetivo de esta
tesis su estudio o aplicacion de ellas por lo que no se abordan aqui.

1.3.6. Paréntesis de Dirac

Por definicion, el paréntesis de Poisson de dos constricciénes de segunda clase es
distinto de cero, y dado que esto debe satisfacerse atin después de operar el paréntesis y
hacer las constricciones fuertemente cero, entonces tenemos que el paréntesis de Poisson
de dichas constricciones resulta en una cantidad independiente de las constricciones.

Supongamos que tenemos k constricciones de segunda clase, etiquetémoslas por x4
con a = 1, ..., k. Definamos la matriz C,g por

Cap = {Xa, x5} (1.30)

Dicha matriz tiene determinante distinto de cero (constltese [1] para una demostracion)
por lo que puede ser invertida, con C*? su inversa.

Definimos al paréntesis de Dirac entre dos funciones A y B que dependen de las
coordenadas y los momentos como

{A7 B}* = {A7 B} - {A7Xa}caﬁ{X5’ B} (1‘31)

Notemos que esta extensiéon al paréntesis de Poisson estd bien definida atn si hacemos
las constricciones fuertemente igual a cero, o incluso si calculamos el paréntesis de una
de ellas con alguna funcién cualquiera A(q, p)

0= {X/m A} :{Xua A} — {Xm Xa}Caﬁ{Xﬁa A}
:{Xua A} = Cuacaﬁ{XBu A} = {Xua A} — 5uB{X6’A} =0

de donde se puede ver del lado derecho que aunque los paréntesis de Poisson no se
pueden anular por separado, si lo hacen en conjunto.

Dada la consistencia ante todas las constricciones de segunda clase del paréntesis
de Dirac, para crear una versién cuantica del sistema bien podemos promover las varia-
bles a operadores, esto sin que corramos el riesgo de obtener inconsistencias como las
obtenidas en la cuantizacion candnica y promover el paréntesis de Dirac a conmutador.

Parafraseando lo anterior, la cuantizacién usando el método de Dirac se hace men-
diante la promocién de variables a operadores y de cambiar el paréntesis de Dirac a
conmutador

«

22— 2% {2, 2P 29, 2P (1.32)

y con ello ya se puede estudiar la dindmica cudntica del sistema en cuestion.
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En el Capitulo 3 estudiaremos la aplicacion de este formalismo a un ejemplo especifi-
co: una particula libre restringida a moverse sobre una esfera. Este ejemplo, ademas
de ser sencillo, visualiza una manera clara de que el método de Dirac es el adecuado
para crear una teoria cudntica de un sistema con constricciones, ya que el caso de una
particula sobre una esfera es completamente soluble en el espacio extendido, usando
variables de dngulo accién.

El siguiente capitulo esta dedicado al estudio de estructuras simplécticas genera-
lizadas y no-conmutativas a fin de extender la teoria cudntica a una por deformacién
del producto.
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Capitulo 2

Generalizaciones de la
Cuantizacion Canodnica

En el capitulo anterior extendimos el formalismo de cuantizacion candnica a fin de
incluir sistemas con constricciones, especificamente aquellas que llamamos de segunda
clase, sin dejar de mencionar que en las referencias citadas ya hay un tratamiento
amplio a sistemas que pueden incluir constricciones de primera y segunda clase.

Algunos de los problemas que se pueden suscitar a esta cuantizacién, sin iden-
tificarlos como mayores o menores, son por ejemplo: problemas de ordenamiento de
operadores, sistemas donde no es posible extraer todas las constricciones, que posean
constricciones no dadas por una ecuacién cerrada (por ejempo ¢ > a), y desde luego
sistemas que no poseen un formalismo Lagrangiano siquiera, creaciéon y aniquilacion
de particulas etc. Este ultimo punto concierne a la teoria de campos cudnticos, pero
hay otros problemas més fundamentales como el deseo de cubrir més resultados ex-
perimentales, cuantizar a la gravedad o incluso problemas de interpretacién cudntica
como el problema de la medicién.

En este capitulo iniciaremos motivando el por qué de la necesidad en implementar
cuantizaciones que incluyan una geometria no-conmutativa y como es que se hicieron
las primeras propuestas: el producto de Moyal como un producto estrella (x). Poste-
riormente haremos una descripcién generalizada de lo que consiste un producto estrella
y algunas de sus propiedades. Finalmente daremos una descripciéon formal de lo que
consiste el método de cuantizacién mediante la formula de Baker-Campbell-Hausdorff,
y demostraremos que es un ejemplo mas de un producto estrella.

2.1. Aparicion de la No-Conmutatividad

La primer aparicion del tratamiento de un algebra no-conmutativa en la fisica data
de 1947 y es debida a Snyder [5]. En este articulo, Snyder describe un dlgebra, que
ahora recibe su nombre, la cual tiene la particularidad de ser invariante de Lorentz en

19
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un espacio que no es continuo. También tiene todas las propiedades de una estructura
simpléctica y se reduce a la estructura canénica de Poisson (cuantizada) cuando la cur-
vatura tiende a infinito. Esta es la primera vez que se describe un espacio discreto en el
contexto de teoria de campos invariante de Lorentz y da paso a toda un busqueda de
espacios discretos que cumplan, entre otras cosas, los principios de la Relatividad Ge-
neral y los requerimentos de la mecanica cudntica a fin de obtener una teoria unificada,
o al menos lo mas general posible.

La manera moderna en que se aborda una geometria no-conmutativa es debida a
Connes en 1986 y a Woronowicz en 1987, en donde se asocia un estructura diferencial
a dicha geometria y es la manera en que aqui se abordara. Se puede ver un enfoque de
ello en [6]. Es posible demostrar que calculos diferenciales asociados a un dlgebra dada
pueden ser definidos como estructuras diferenciales las cuales pueden ser asignadas
a un espacio topolégico dado. Esta es la manera en que se implementa la geometria
diferencial no-conmutativa y como veremos mas adelante, esta coneccién entre cdlculos
diferenciales asociados a un algebra y una estructura diferencial se ve ejemplificada en
la relacién entre funciones de Weyl y producto de Moyal que mas abajo se describira.

2.1.1. Gravedad cuantica implica no-conmutatividad

Una manera natural en la que aparece la necesidad de trabajar con una geometria
no-conmutativa es tratando de conciliar la teoria de la Relatividad General con la
Cuéntica. Este hecho podemos verlo a partir del analisis de los dos siguientes esta-
blecimientos, los cuales resultan incompatibles a menos que la geometria cldsica se
“deforme”.

= (A) El espacio-tiempo clésico tiene una estructura métrica causal, cuya dindmica
es descrita por las ecuaciones de campo de Einstein de la Relatividad General.

1
Rag — §Rga5 = /iTag (2.1)

donde R,g, Ry T, son el tensor de Riemann, el escalar de curvatura y el tensor
de energia-momento de materia respectivamente.

» (B) Los eventos localizados en el espacio-tiempo son causados por el decaimiento
radiactivo de estados localizados inestables de materia donde la radiacién y la
materia son descritos en el marco de la mecénica cuantica.

Veamos como se produce dicha incompatibilidad en un marco de geometria clasica
conmutativa. Consideremos un evento el cual esta localizado en el espacio tiempo y
asumamos que tiene una vida media At y una extensién espacial con semieje mayor
d' y semieje menor d”. En el sistema en reposo del evento, el punto (B) mediante el
principio de incertidumbre nos da una relacién de dispersion

AE-At>1 (2.2)
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donde AF es la relacién de dispersion de la energia del evento. La masa promedio m
del evento satisface
m > AE (2.3)

1
Denotemos la longitud de Planck por I, (I, ~ k3-2) donde d es la dimensién del
espacio-tiempo y k estd relacionada a la constante de Newton. Si

d <ml (2.4)

entonces las ecuaciones de campo de Einsten implican que el evento sucede dentro de
un agujero negro. Por lo que, de acuerdo a la teoria clasica, el evento no es visible por
observadores externos. Si tomamos ahora d’ y d” como el eje menor y eje mayor del
agujero negro respectivamente, deberiamos tener

d >ml (2.5)
Ahora, si solamente tomamos las relaciones (2.2),(2.3) y (2.5) podemos obtener
d-At>1 (2.6)
y la Ley de Hawking combinada con (2.2) y (2.3) implica
d-d">1 (2.7)

Asumiendo que (2.6) y (2.7) son siempre vélidos para objetos materiales o eventos
materiales se desprenden las siguientes conclusiones:

= Los objetos o eventos puntuales no tienen significado fisico.

= Si O es una regién compacta en el espacio-tiempo con volumen métrico finito
Voly(9), entonces Ny, el niimero de objetos materiales o eventos localizados en
) que puedan se distinguidos, es acotado por

Voly(O)

No = —3
b

(2.8)

para d > 2.

Con estos conocimientos podemos decir entonces que la reconciliacién entre los pun-
tos (A) y (B) solo puede darse a través de una “teoria cudntica de objetos extendidos”.
Asi, una teoria cudntica que incluya materia y gravedad requiere de una generalizacion
no-conmutativa de geometria y topologia diferencial.

En geometria no-conmutativa uno reemplaza las coordenadas generalizadas z* de
la variedad espacio-tiempo por los generadores ¢ de un algebra no-conmutativa, los
cuales satisfacen relaciones de conmutacién o paréntesis de Lie de la forma

l¢",q"] = ikg"" (2.9)
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El parametro k puede jugar el rol de una escala de drea fundamental, del orden del
area de Planck, lg, y en consecuencia ser despreciable su contribucion a efectos del
orden que cotidianamente estamos acostumbrados.

Para que realmente se trate de un algebra no-conmutativa requerimos que al me-
nos uno de los conmutadores sea no nulo. Notemos que en el limite cuando & — 0
recuperamos las coordenadas x*. En el tratamiento a lo largo de esta tesis utilizare-
mos indistintamente x* para denotar tanto a las coordenadas de la variedad como a
los generadores del algebra, salvo cuando sea necesario hacer la distincién como en el
caso del tratamiento formal. Aunque aqui la no-conmutatividad es sugerida para la
variedad completa, el desarrollo que se hard en los capitulos 4 y 5 sélo incluird no-
conmutatividad de las coordenadas espaciales y adicionalmente no-conmutatividad en
los momentos, dejandole el cardcter de parametro al tiempo. Mas adelante veremos que
la no-conmutatividad en el producto de variables (elementos de un élgebra de Lie) pue-
de traducirse en una deformacion de la estructura simpléctica para sus funciones aso-
ciadas (funciones en el espacio dual del algebra), es por ello que “no-conmutatividad”
la usaremos indistintamente tanto a una deformacion de la estructura asi como cuando
se trate explicitamente de un producto no-conmutativo.

2.1.2. Funciones de Weyl y distribuciones de Wigner

Weyl en 1927 introdujo un principio de correspondencia entre una enorme clase de
operadores en el espacio de Hilbert y una gran familia de funciones sobre el espacio fase.
Posteriormente, en 1932 Wigner dio una expresién para una funcion de distribucién
sobre el espacio fase y finalmente en 1949 Moyal introdujo un paréntesis (paréntesis de
Moyal) para funciones sobre el espacio fase que corresponde al conmutador cuédntico
asociado a dichas funciones y que se reduce al paréntesis usual de Poisson en el limite
cuando A — 0.

El mapeo de Weyl consiste en asociar a observables clasicos f(q,p) un operador
cudntico f (q,p) sobre el espacio de Hilbert [7]. Hagamos el desarrollo a fin de ver esta
correspondencia. Sea

[Q,Q]1=0
[Piv Pj] =0
@', Pj] = ihd;

el algebra conmutativa de Heisenberg de la mecénica cuantica ordinaria. Haciendo uso
de la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH), la cual veremos mas adelante con
todo detalle, uno puede mostrar que los operadores definidos por

(27r7i)_g exp [; (x-P+y- Q)] (2.10)
satisfacen la condicién de ortonormalidad

(2mh) =Ty {exp [h (z=2) P+ (y—9) -Q)} } —S@—a)y—y) (211)
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donde z y y son c-vectores y d sigue siendo la dimensién del espacio. Por comodidad
de la notiacén se usa Q = (Q',...,Q%) y P = (P!,..., P%). Dado que dichos vectores
forman un conjunto completo y ortonormal podemos escribir a cualquier operador en
el espacio fase A(Q, P,t) como una descomposicién en dichos vectores, es decir

A(Q, P,t) = //a(x, y,t)exp [; (x-P+vy- Q)] dxdy (2.12)

donde las c-funciones a(x,y,t) se determinan usando (2.11) mediante

?

afx,y,t) = (2nh)~4Tr {A(Q, P,t)exp [ s Pty Q)] } (2.13)

Definamos la funcién de Weyl correspondiente al operador cudntico A(Q, P, t) mediante

Aw(q,p,t)=//a(w7y,t)exp [; (x-p+y'q)] dzdy (2.14)

Notemos que esta correspondencia nos asigna a cada operador cuantico en el espacio
de Hilbert una funcién en el espacio fase. Consideremos ahora el valor de expectacién
del producto de dos operadores cudnticos, relativos al estado puro [¢). El formalismo
espacio fase de Weyl-Wigner-Groenewold-Moyal entonces muestra que

(1 A1(Q. P, 1) As(Q, P, 1)]) = / / o (a0 VAW (g,p,1) % AY (q,p, t)dgdp  (2.15)

donde

_ { z z
pw(a.0) = @e) [exp | 220 ta = Zlola+ 5

es la funcién de distribucién de cuasi-probabilidad de Wigner, p = [1)(¢| es la matriz
de densidad de von Neumann para un estado puro y

= exp [Z;A} = exp [ZQH (ﬁ Y,- Y, ?q)} (2.17)

es el operador x bi-diferencial de Moyal.

Adicionalmente en este formalismo de Weyl-Wigner-Groenewold-Moyal también
tenemos una operador de evolucién y en consecuencia una ecuaciéon de evolucién. Sea
A(Q, P, t) un operador de Heisenberg, entonces

Yz (2.16)

2t h
A (g,p,) = exp {—hHW sin <2A> } A7 (q,,0) (2.18)

de lo cual, haciendo A" (¢, p,t) igual a ¢ y p obtenemos respectivamente

q=¢"(0)=H"Ad" (0) =V,HY
p=p"(0)=HYAP" (0) = -V, HY



2.1. Aparicién de la No-Conmutatividad 24

Asi los c-nimeros ¢ y p satisfacen las ecuaciones de movimiento de Hamilton y pueden
ser interpretadas como variables dindmicas clasicas.

Recapitulando los resultados obtenidos tenemos entonces que: dado un operador
de Hilbert dependiente del algebra @; y P; de Heisenberg con reglas de conmutacién
canonicas, lo asociamos a una funcion de Wigner en el espacio fase, la cual obece ahora
a un nuevo producto a fin de satisfacer las reglas de conmutacién cuantica. Es decir,
se da la correspondencia f (Q, P,t) — fY(q,p,t), donde ahora la regla de composicién
esta dada por el producto

(-9 =" xg", f*gzexp[f(‘%-%—%p-?q)} (fg)  (219)

En donde % y ? estan aplicados a la primera y segunda entrada respectivamente, en
este caso la primer entrada es f y la segunda g. Con esta propiedad los elementos en
el argumento de la exponencial conmutan entre si.

Se define el paréntesis de Moyal como

UtV == (Frg—gx ) (220)

y en este caso la correspondencia entre este paréntesis y el conmutador de mecénica
cudntica esta dada por

UM = —1F ) (221)

donde fV y ¢" son las funciones de Wigner asociadas a f y ¢ respectivamente. Cabe
hacer notar que en el limite cuando A — 0 el paréntesis de Moyal se reduce al paréntesis
de Poisson, lo cudl puede verse directamente de la definicién del producto * al expandir
en su serie de potencias el operador exponencial.

En el sentido matematico estricto se debe de probar que el producto de Moyal
debe satisfacer todos los requerimentos de estructura simpléctica, esto lo haremos mas
adelante en un sentido mas formal.

2.1.3. Deformacion del producto

Mais que dar la manera en que se debe deformar el producto estrella, en esta subsec-
ciéon daremos argumentos del porque tratar de deformar este producto a fin de incluir
algebras de operadores que ya no sean la de Heisenberg no resulta de manera directa.
El tratamiento formal se vera en la seguiente seccion

Si quisieramos modificar el dlgebra de Heisenberg a fin de incluir en sus elementos
alguna no-conmutatividad motivados por alguno de los argumentos dados al inicio de
esta seccidén, la primer objecién que encontramos es el hecho de construir un conjunto
completo de operadores que formen un conjunto ortonormal en el espacio de Hilbert:
para demostrar que los operadores dados en (2.10) forman una base ortonormal del
espacio de Hilbet fue indispensable usar las relaciones de conmutacion dadas por el
algebra de Heisenberg.
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Suponiendo que salvamos este inconveniente y podemos encontrar una base de
operadores para el algebra especifica que tengamos, veremos que el nuevo producto
estrella no puede ser escrito en forma similar como aquel de Moyal. Asumamos que
el espacio fase tiene la estructura topolégica de R?". Denotemos a las coordenadas de
dicho espacio fase por z* = (¢, ..., q", p',...,p"), entonces los operadores de mecénica
cudntica son representados por funciones f(¢). Recordando lo hecho en el Capitulo 1,
definimos la dos-forma simpléctica como

1
W= 5(,ua/galzo‘ A dzP (2.22)

la cual tiene componentes constantes

0 -1 . of 0 1
WaB = 1 0 con 1mmversa w = -1 0

lo cual define al paréntesis de Poisson de dos funciones f(z) y g(z) como

0 0
1f0)(e) = e 0 (223

Entonces, haciendo uso de dicha estructura, el producto estrella de dos funciones se
escribe como

1)+ 9(e) = exp | 5 T T ()2 (2:24)

en donde 9, se usa para denotar 9/9z.

Anteriormente hicimos énfasis en que todos los elementos del argumento de la expo-
nencial en dicha definicién de producto conmutaban entre si. Si quisieramos extender
dicho producto a estructuras simplécticas méds complejas (dependientes del espacio fa-
se, w*?) nos darfamos cuenta que estos elementos ya no conmutan entre si, ya que el
operador derivada podria actuar sobre la estructura, y se presentarian problemas de
ordenamiento. Entonces, tratar de extender el producto a estructuras simplécticas méas
generales por este camino no presenta una buena manera, solo podriamos cubrir a lo
maés el caso donde w®? es una matriz constante. Es necesario volver a las propiedades
bésicas que se le requieren a una operacién de paréntesis (producto estrella) a fin de
propiciar un extensiéon natural a algebras no-conmutativas, lo cudl trataremos en la
siguiente seccién.

Por cuestién de comodidad en lenguaje, siempre nos referiremos como dlgebra trivial
a la de Heisemberg si se trata de operadores o equivalentemente a la estructura de
Poisson si se trata de funciones en el espacio fase.

Una extension al paréntesis de Poisson a fin de incluir no-conmutatividad debe ser
tal

{f, 9 eat(z) = {f. 0}’ + {f. o} + (2.25)

en donde {f, g}" corresponde al de Poisson y los siguientes érdenes dependen de algtin
parametro € tal que en el limite cuando tiende a cero sdlo nos quedemos con el orden
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cero-ésimo. Esto nos lleva a que cualquier modificacién a la estructura simpléctica

trivial debe verse como
0 = W L AP (2.26)

siendo AP la no-conmutatividad agregada. Desde luego esta no es completamente
arbitraria ya que debe cumplir todas las propiedades requeridas por una estructura
simpléctica (propiedades (I) a (IV) vistas en el capitulo anterior).

2.2. Cuantizacion Por Deformacion

En esta seccién nos proponemos describir brevemente de manera formal en que
consiste un producto estrella general. Un tratamiento mas completo puede encontrarse
en [8], de donde ha sido extraido lo que aqui se describe.

El tratamiento que a continuacién daremos se restringe a un espacio con estructura
topolégica R?. Se trata de establecer estructuras simplécticas diferenciales por lo que los
objetos basicos son operadores bi-diferenciales, cuyo tratamiento formal de un producto
deformado se da a través de series de potencias de dichos operadores a fin de establecer
las estructuras.

Notacion. Con la finalidad de establecer una notaciéon comun en esta seccién,
A denotars el dlgebra de funciones suaves real-valuadas sobre R%. A estard equipada
con una estructura de Poisson « con paréntesis {a,b} donde a,b € A. € denotard un
parametro formal. En algunos casos para dar enfoque a un concepto completamente
cudntico en la formulacién, se suele usar i en vez de e.

2.2.1. Definicién (Deformacién del producto)

Una cuantizacién por deformacién de R? en la direccién de a es un producto lineal
R[[e]] sobre A[[€]], definido para a,b € A por

o0

axb=">Y€Tla,b) (2.27)
j=0

donde los 1I; son operadores bi-diferenciales satisfaciendo

(D1) Z I1;(Ix(a, b), c) = Z II;(a,Ik(b,c))  (Asociatividad)

jt+k=n jt+k=n
(D2)  Ip(a,b) = ab (Limite clasico)
(D3)  IIi(a,b) —IIi(b,a) = {a,b} (Limite semi-clésico)

y * extiende naturalmente a A[[e]].
Notemos que se puede definir un paréntesis generalizado “deformado” mediante

{a,b}P = (axb—bx*a) (2.28)
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Desde luego hay que demostrar que cumple con todas las propiedades de una estructura
simpléctica. Cada uno de los términos en la serie de la misma potencia pueden definir
una deformacién al paréntesis de Poisson de orden j mediante

{a,b}P =11;(a,b) — I1;(b, a) (2.29)

Dada la linealidad de este producto es claro que satisface trivialmente las condi-
ciones (I) a (IIT) impuestas a una estructura simpléctica, por lo que sélo nos restaria
probar que dicha definicién cumple con la identidad de Jacobi a fin de demostrar que
se cumple con todas las propiedades de una estructura simpléctica generalizada. Para
hacerlo usamos primero que el operador bi-diferencial es lineal por lo que basta probar
que cada una de las potencias de orden n satisface la identidad de Jacobi lo cual se
hace usando la regla de asociatividad. Veamos que

Z {a, {0, C}]D}ZD = Z Hi(a7nj(b7 ) — Z IL;(a, Hj(cv b))

i+j=n i+j=n i+j=n
- Z 1I; (Hj(bv C)a a) + Z 1I; (Hj(c7 b)? a)
i+j=n i+j=n

Permutando cada uno de los indices tenemos

> (o, {0,373 + {0, {c,a}P 1’ + {c, {a, b} 7}P)
1+j=n
= Z [1L;(a, Hj(bv c)) — Wi(a, 11, (c;0)) — 1L, (Hj (b,¢),a) + Hi(Hj(Ca b),a)
1+j=n
+ Hi(b, Hj (C, a)) — Hi(b, Hj (CL, C)) — Hi(H]’ (C, a), b) + Hz‘ (Hj(a, C), b)
+ II;(c, 11 (a, b)) — IL;i(c, I1;(b, a)) — II;(IL;(a, b), c) + I1;(IL;(b,a),c)] = 0

en donde para arribar a la igualdad 0 hay que utilizar la propiedad de asociatividad a
fin de pasar el II; anidado al segundo argumento de II;. Con esto queda demostrado
que la deformaciéon cumple con todas la propiedades de una estructura simpléctica
generalizada.

Los II; no siempre son requeridos a ser operadores bi-diferenciales y el término
producto x es usado para cuantizaciones por deformacion bi-diferenciales. Si embargo
dado el uso que se les dard, se suponen bi-diferenciales. A fin de familiarizarnos con
esta definicién daremos algunos ejemplos.

2.2.2. Producto de Moyal

La motivacién entera de definir de manera tan general una teoria de deformacién
es el producto de Moyal para una estructura de Poisson constante a sobre RY.
Sea

1 . g 3
a= 5@0”& NOj, wY =-w'"eR (2.30)
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Visto como un operador bi-diferencial esta estructura tiene un operador asociado
P
aa,b) = w9, 3 (a,b) (2.31)

— —
donde, como venimos manejando, 0 actia sobre la primer entrada (a) y J actia
sobre la segunda entrada (b). El Producto de Moyal es entonces dado por la simple
exponenciacién del operador de Poisson. Simbdlicamente tenemos

a*b=exp [%w”%lgj} (a,b) (2.32)

donde, dado que los w¥ son coeficientes constantes, todos los elementos en el argumento
de la exponencial conmutan entre si. Notemos que la 0-ésima potencia de este operador
establece la regla usual de multiplicacion.

La expansién a segundo orden de dicho producto puede verse que queda como

62

222!
De esta serie puede verse que dos de los requerimientos para que el producto de Moyal
cumpla con la definicién de producto estrella son satisfechas: el limite clasico y el semi-
clésico, restando $olo por comprobar la asociatividad. Dicha prueba serd realizada mas
adelante ya que para ello se precisa de la férmula de BCH la cudl sera tratada con todo
detalle en la siguiente seccién.

Aqui se vuelve a hacer presente el problema de intentar generalizar la idea de

axb=ab+ %wijai(a)aj(b) =Wk, (D4 (a)); (D () + - - (2.33)

exponenciacién para estructuras de Poisson no contantes ya que los elementos 9 y

no conmutaran mas con los elementos w?”. Dada a luz esta idea de elementos en
el argumento de la exponencial que no conmutan, lleva directamente a pensar una
cuantizacién mediante la férmula de BCH. La férmula de BCH reproduce un producto
estrella para variables no-conmutativas y para su estudio en detalle le dedicaremos una
seccién completa, por ahora veamos un segundo ejemplo.

2.2.3. Estructuras de Poisson lineales

Considerar una estructura de Poisson Lineal sobre R? es equivalente a estudiar el
dual de un algebra de Lie, g*, con la estructura de Poisson siendo dada por el paréntesis
de Lie sobre g. Sea {X’, i = 1,...,d} una base para g. Simultaneamente pensaremos
a las X’ como coordenadas dadas para g*. Dadas las constantes de estructura c;’g, el
paréntesis de Lie

X" X' =¢!X (2.34)

determina la estructura de Poisson
_ Liixko, no, 2.35
&= 5% i /N Oj (2.35)

De esta forma se construye una cuantizaciéon por deformacién para g* usando el algebra
envolvente universal de g.
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Siguiendo esta idea de construir una estructura simpléctica a partir de una estruc-
tura algebraica de Lie, la usaremos a continuacion a fin de construir una deformacion
del producto mediante la férmula BCH. Veremos que esta forma de cuantizar sélo es un
ejemplo mas de la definicién de cuantizacion por deformacién, pero dada su extension
y aplicacion en esta tesis conviene verlo en una seccién separada.

También notemos que con este ejemplo ya estamos tratando de una misma manera
a un algebra de Lie con su respectivo dual. Mientras la estructura de Lie puede ser no-
conmutativa, las variables en el espacio dual si lo son en el sentido usual de producto
de funciones pero con una estructura simpléctica deformada. En el Capitulo 4 cuando
propongamos una extension a la estructura de Poisson, estarémos pensando que hay
detras una estructura alagebraica de la cual la deformacion propuesta es dual. Tener
en mente esto servird para justificar conceptualmente el porque a la hora de construir
el operador de cuantizacion BCH usaremos paréntesis de Poisson en lugar de conmuta-
dores (ya que las variables serdn conmutativas en el sentido de producto de funciones)
y también porque en muchas ocasiones nos referimos a la misma deformacion de la
estructura simpléctica como una deformaciéon no-conmutativa.

2.3. Cuantizacion BCH

En esta seccién iniciaremos por dar una construccion lo més explicita posible de lo
que es la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) y la manera en que se obtiene
un operador bi-diferencial para definir un producto estrella con el objetivo de que la
aplicacién que se hard en el Capitulo 4 resulte clara, ya que ahi se requiere de muchos
célculos algebraicos.

2.3.1. Serie BCH

Los primeros términos de la serie BCH pueden ser encontrados en muchos lugares
de la literatura, por lo general se dan hasta orden 5 ya que términos de orden més alto
aumentan demasiado rapido en complejidad. Hay métodos que reducen eficientemente
la manera tradicional de encontrar los términos de la serie, sin embargo sigue siendo
muy complicado encontrar ordenes altos para la serie genérica de BCH.

Suponemos que X,Y € g, donde g es un algebra de Lie y tanto X como Y son
tomados como elementos no-conmutativos bajo la operacién del grupo. Entonces ten-
dremos que el producto de dos exponenciales no serd la suma de sus argumentos, esto
es

exp(X) - exp(Y) 1= exp[Z(X,Y)] (2.36)
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Los primeros términos de la férmula BCH estan dados por

Z(X,Y) = ln(epreXp Y)

=X+Y+5 [X Y]+%([X, (X, Y]]+ [V, [v, X)) - 214[Y, X, [X, Y])]
B ﬁlo“[“Xv Y1, Y], Y]] + [[[Y, X], X], X], X])
+$(H“X’Y]’Y]>Y]7X]+[[[[Y,X],X],X],Y])
+%(HHY,X],Y],X],Y] X, Y], X, Y], X]) + - - (2.37)

de donde se ve que si X y Y conmutan se reduce a la multiplicaciéon usual de expo-
nenciales.

Para encontrar estos primeros términos de la serie es necesario arreglarselas con las
férmulas generales, agrupar todos los términos del mismo orden y de ahi simplificar.
Veamos una forma de como se contruye de manera general la serie. Empecemos por
escribir las series bien conocidas en la literatura de cada una de las exponenciales:

[e.9] o0
XP Y4
X _ Yy _
D D
p=0 q=0

Notemos que el producto de dichas series es

XPYy . XPyd
Z qz; p%=:0 g erzq;O P

Por otro lado también encontramos en la literatura la serie del logaritmo

k=1

—1

Con estos elementos ya podemos dar la manera de calcular la serie

k

° k-1 > XPYd
Z(X,Y) =In(e Z Y =— (2.38)
k=1 p+q>0 )

a fin de escribirla de la manera convencional en la literatura veamos que

k

©  Xry4 > xXpya > XPrkYk
2 pla | 2 plgt 2 il
p+q>0 p1+q1>0 Pr+qr>0
X XPya X PrY k
pilqr! Pl

pi+qi>0
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Asi, insertando este resultado en la ecuacién (2.38) obtenemos:

Z( ) 2 : 2 : (—1)]6*1 1 p q q ( )
Y lel"'kaYk 3
’ — P lgq). .. [P

k 1pi+(17;>0 k I‘QI' pqu 2 9

Por simplicidad de escritura en la ecuacién anterior se suelen suprimir los limites en
los que opera la suma, sin embargo aqui los dejamos en forma explicita por claridad
y utilidad en lo que sigue. Podemos ver que la cantidad de términos que incluye esta
férmula pronto se vuelve muy dificil de manejar ademaés de que incluye muchos términos
repetidos.

2.3.2. Foérmula de Dynkin

En 1947 Dynkin encontré una simplificacién a la férmula (2.39) [9]. A continuacién
se esboza la manera en que es obtenida.

En la férmula (2.39) agrupemos todos los términos en la serie para los cuales
p14+q1+p2+q+ -+ pr+ g =m, lo cual resulta en una representacién de la serie
de la forma

Z(X,Y) = i Pn(X,Y) (2.40)
m=1

donde P,,,(X,Y’) es un polinomio homogéneo de grado m en X y Y.

Un teorema importante existente en grupos de Lie es el de Campbell y Haus-
dorff [10], el cual nos dice que cada polinomio P,,,(X,Y") puede ser expresado en térmi-
nos de X y Y por medio de una férmula envolviendo solamente operaciones de suma,
multiplicacién por nimeros racionales y tomando conmutadores ([P, Q)]). Sin embargo
necesitamos conocer como es explicitamente dicha férmula para poder usarla.

De manera general sea K un campo arbitrario de caracteristica 0y P(z1,x2, ..., Ty)
un polinomio arbitrario sobre K en “indeterminados no-conmutativos” de x1, xa, ..., Tp.
La idea que a continuacién se estudia es la posibilidad de expresar a P(x1,x2, ..., Zn)
en una féormula que sélo incluya las operaciones: suma, multiplicacién por elementos
de K, y conmutadores. Desde luego hay que dar la férmula explicita para poderla usar.

El conjunto R de todos los polinomios no-conmutantes en x1,xs,... es el dlgebra
asociativa libre sobre K con generadores x1,zs,.... Denota por R° al subconjunto
minimo de R satisfaciendo las condiciones: a) z1,xa,... € R b) Si P € R y Q € RO
entonces AP + u@Q € R® (\,u € K) y {P,Q} € R.

Define un mapeo lineal P — P? de % a R por establecer

0

(xilxiQ:Uis Zk) = [ [$i17xi2]7xi3]"' ]7x1k] (2'41)

===

Con esto se enuncia un
Teorema. Si P(x1,22,...,7,) € R, entonces P’ = P

La demostracion de este teorema se puede consultar en el articulo original de Dynkin.
Con este teorema y aquel dado por Campbell y Hausdorff, se enuncia un
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Corolario. Los polinomios homogéneos P, (X,Y) de la serie (2.40) pueden ser
expresados en términos de conmutadores. Usando el teorema anterior se tiene que
PY%(X,Y) = P,(X,Y) y en consecuencia

1
Z(X,Y)=2°X.,Y) Z Z (XPrya... XPeyax)0
P pilg! - prlay!
pi+q;>0
(2.42)
Si queremos ver directamente esta férmula en términos de conmutadores entonces la
escribimos como

1
X
;pﬁ§>0 Zpl""%)pl a1l .. prla!
[ [X, X],...,X],Y],Y],....,Y], ..., X], X],... X],Y],Y],...,Y]
p1 a > >
(2.43)

Escrita la serie ya de esta forma inmediatamente podemos ver que los términos no
nulos son aquellos en los que p1 es 0 6 1. Més explicitamente, usando que p; + ¢; > 0,
tenemos tres casos posibles para ¢ y p1 que seran de interés en el Capitulo 4. El primer
caso es: si p; = 0 entonces necesariamente gq; = 1, llevando a que py > 1. El segundo
casoes p1 = 1y ¢1 = 0, esto nos conduce a que po = 0y go # 0. El dltimo caso es aquel
donde simplemente p; = 1 y g1 > 1. Estos dos ultimos casos nos dicen que cada uno
de esos términos de la serie inician con el conmutador anidado [X, Y], mientras que el
primer caso nos da un conmutador de la forma [Y, X]. Esto serd de gran utilidad para
el calculo de series explicitas.

Para concluir esta pequena subseccion sélo hay algunos comentarios que hacer al-
rededor de la férmula de Dynkin (2.43). Evidentemente dicha férmula resulta bastante
mas 1til para obtener los términos de la serie, que aquella que inicialmente se encontro,
ya que reduce muchisimos cédlculos. Sin embargo, aunque resulta importante la reduc-
cién de célculos, sigue siendo aun extraordinariamente compleja al aumentar el orden
de los conmutadores anidados. Uno de los principales argumentos que se usa en este
sentido es el hecho que muchos de los términos obtenidos por la férmula de Dynkin no
son independientes debido a la identidad de Jacobi y es preciso reducir los términos
del mismo grado y escribirlos usando una base de monomios (base de Hall por ejem-
plo). Para conocer més de la complejidad con que aumentan los célculos para hallar
contribuciones a la serie, asi como para la proposicién de algoritmos que reducen dicha
complejidad, puede consultarse el articulo [11].

2.3.3. Operador de cuantizacion

Grupo de multiplicacion. Recordemos que estamos usando simultdneamente
X' i=1,...,d como una base para g y ademés para coordenadas en g*. Esto nos per-
mite establecer, al menos para ¢ € R pequeno, una correspondecia entre elementos de
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grupo exp(tX), X € g, y funciones de la forma exp(tX) sobre g*. Mapeando la multi-
plicacion de grupo a las funciones via esta correspondecia nos lleva a la cuantizacion
BCH.

Habiendo ya conocido la serie BCH, nos proponemos introducir un operador bi-
diferencial D sobre g*. Entonces mostraremos que D provee un producto x para fun-
ciones de la forma exp(tX), X € g. Pero ya que estas funciones separan puntos sobre

*, el producto (%) se extiende a toda el algebra A.

Simbolo para el producto estrella (x;). Trataremos de definir el simbolo D
tanto como sea posible. Por tnica ocasién escribiremos a D en la siguiente forma
expandida

D(f,g) = D(X,6, 01, Doy Dy B1, Doy, Ba)(fr9) (2.44)

Esto es para dejar en claro que D depende de las coordenadas X* (denotadas aqui como
vector X)), de las constantes de estructura (englobadas todas en ¢) y de los operadores
diferenciales bésicos 9;.

2.3.4. Definicién

El simbolo de D como definido en la ecuacién (2.44) es la expresién multivariable
D(X, é, (51,82,...,Sd),(tl,tg,...,td)) (245)

obtenido por reemplazar a %z en D pors;ya gl por tj, donde s; y tj,4,5 € {1,...,d}
son variables conmutativas real-valuadas.

Por comodidad de notacién hacemos s = (s1, 82,...,8q4) vy t = (t1,t2,...,tq), deno-
tando entonces al simbolo por

D(X,¢,s,t) (2.46)

Veremos que D(X, ¢, s,t) dependerd linealmente en X y es mejor considerada como
una serie de potencias en las s; y t; con coeficientes no constantes dados por productos
multiples de las czj con un tnico X*!. Ahora procedemos a construir el simbolo D de
D usando la férmula BCH.

Mientras que exp X -exp Y estd dada por la exponencial de la serie Z(X,Y"), ahora
tomemos sélamente la exponencial de los términos que incluyen conmutadores, es decir,
exponenciemos Z(X,Y) — X — Y. Dada la serie en (2.37) tenemos algo de la forma

%([Xa[X,YH-F[Y,[Y,XH)+... (2.47)

1
exp[Z(X,Y)— X —Y] =exp i[X’ Y]+
Ahora en la ecuacién (2.47) sustituimos X = s, X’ y Y = t;Y*. Recordemos que
estamos usando la notacién de Einsten por lo que estamos sumando sobre todos los
elementos desde 1 hasta d. La expresion resultante es precisamente el simbolo que
estamos buscando.
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D(X,é¢,s,t) = eZ(XY)=X=Y
1 . . 1 . . , .
:=wmp{gﬁxanﬂ+gm(H&Xanﬂibxﬂ—naxanﬂﬁbxﬂ)+-~}
(2.48)

en donde las s; y t; ahora son escalares que podemos extraer del conmutador. Ademads,
dado que [X*, X7] se reduce a ¢;) X k obtenemos la simplificacién

1
D(X,é¢,s,t) = exp { Xkck sit; ﬁ (Xkc}ﬁmclj sisit; — XFmlcd s, tjtl) +-.-

(2.49)
De esta forma esperamos que los términos subsecuentes de la serie que define al simbolo
D sean de una naturaleza clara para obtenerse. No debe haber confusién acerca de la
exponenciaciéon ya que para los propésitos del simbolo, y de D, las X' estan siendo
interpretadas como coordenadas de g* y por lo tanto conmutan entre ellas. También
todos los otros términos ¢, s,t conmutan librem<e_nte entre si. Ahora, uno obtiene el

operador bi-diferencial D al reemplazar a s; por 0; y a t; por 0 ;. Esto obtiene

A 1 i =

D:I+§Xkc;€jai8j+'-- (2.50)
donde Z nos indica que el operador bi-diferencial a orden cero nos da la multiplicacién
de la funciones solamente. La ecuacién (2.50) nos dice que el producto estrella *;
definido por

f*19=D(f.g) (2.51)

nos da una deformacién completamente valida del producto. en la direccién de parénte-
sis de Poisson. En este desarrollo hemos deJado de lado el parametro €, pero este puede
ser introducido sustituyendo simplemente a ck por ecg

De la ecuacién (2.50) queda claro que el limite cldsico y semi-clasico se cumplen,
por lo que resta por demostrar sélamente que el producto es asociativo. Empezamos
por demostrar que el producto es asociativo para funciones de la forma exp(X), con
X € g. Consideremos el producto exp(s; X*) 1 exp(t; X7). Se sigue de la ecuacion (2.44)

y de la regla de derivar a la exponencial que
exp(s; X") x1 exp(t; X7)
= D(X,6,91, 02y D, D1, oy ey 8 a)(exp(s:X7), exp(t; X))
= D(X, ¢, (51,52, s 8a), (t1,t2, .-, ta)) exp(s; X ") exp(t; X7)

donde la tiltima igualdad se obtiene del hecho & exp(tX) = texp(tX). Ahora, usando
la ecuacién (2.48) tenemos

exp(s; X ") x1 exp(t; X7) = exp [Z(siXi, £ X7) — 5, X' — thj] exp(s; X") exp(t; X7)
= exp [Z(siXi,thj)] (2.52)
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Pero la ecuacién (2.52) nos dice que el producto estrella entre exponenciales corres-
ponde sélo al grupo de multiplicacién via la férmula BCH, comparemos a (2.52) con
(2.36). Esto obtiene la asociatividad para esta familia de funciones. Pero ya que estas
funciones separan todos los puntos de g*, x; es un producto bi-diferencial sobre g* vy,
por lo tanto su paréntesis define una estructura simpléctica para g*.

Al ser mas general el producto deformado obtenido por la férmula BCH que el de
Moyal, automaticamente queda demostrada la asociatividad del producto de Moyal. De
hecho el producto de Moyal se recupera por considerar simplemente que el conmutador
[X? X7] es constante para todo 4,7 € {1,...,d}.

2.3.5. Comentarios adicionales

En este capitulo hemos tanto motivado porque es necesario manejar algebras no
conmutativas como el estudio formal de un producto deformado el cudl incluye natural-
mente la no-conmutatividad. Vimos que a raiz del producto de Moyal y la construcciéon
de una estructura simpléctica para funciones en el espacio fase, es que se pudo definir
correctamente lo que es una deformacion del producto con su respectiva cuantizacion
y dar algunos ejemplos ttiles.

El formalismo construido en este capitulo se hizo exclusivamente para sistemas
con topologfa de R?, sin embargo, sistemas de interés fisico en los cuales construimos
coordenadas generalizas por lo general no tienen dicha topologia. De hecho, uno siempre
busca coordenas efectivas o transformaciones que faciliten la solucién de las ecuaciones
y/o estudio de las propiedades dindmicas, llevando inmediatamente a que la estructura
topolégica de las variables cambia, por lo que seria necesario extender este formalismo
a espacios con una estructura topdlogia méas general.

En el capitulo anterior vimos el método de Dirac para sistemas con constricciones a
fin de extender la cuantizacién candnica para aquellos sistemas singulares y que en un
principio dichas constricciones nos resultan desconocidas. Este formalismo trabaja muy
bien en una topologia R™. Uno de los problemas que se encuentran a la hora de cuantizar
en dicho formalismo es el de ordenamiento de operadores, esto por que el paréntesis de
Dirac de dos variables en general resulta no solo no-conmutativo sino que también en
ordenes cuadraticos o superiores, esto se verd en el siguiente capitulo. Una combinacién
entre el formalismo de Dirac y la cuantizacién BCH suena bastante asequible para el
estudio cudntico de sistemas con constricciones. Aunque aqui sélo trabajamos sistemas
con constricciones de segunda clase, puede verse que una cuantizacién usando BCH
para sistemas de primera clase usando el método de Dirac también es posible, ya que
en todos estos casos la reduccién de variables (y cambio de topologia) se da a nivel
cuantico.

Esto nos lleva a decir, que la cuantizacién sobre espacios curvos no sélo es un tema
que sigue abierto sino de vital importancia y mucha dificultad, sobre todo porque
la cuantizacién candnica presenta problemas muchas veces desde un primer intento e
incluso a veces en el mismo espacio plano sélo con cambiarse a coordenadas curvilineas.
En un sistema donde sus coordenadas no son las cartesianas, el Hamiltoniano de la
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particula libre es
1 ..

donde g% es el inverso de la métrica que en general depende de las coordenadas que
asociamos al sistema. Cuantizar candnicamente lleva a automaticos problemas de or-
denamiento, esto sin considerar aun siquiera propiedades mismas de la variedad en
cuestién: objeciones como si es compacta, tiene variables ciclicas o constricciones.

El primer paso que se da a fin de incluir sistemas con topologfa diferente a R? es
el tratamiento de sistemas con variables ciclicas. Clasicamente las ecuaciones por si
mismas no presentan problemas con la topologia del sistema ya que se pueden escribir
en coordenas que reproduzcan la ciclicidad del sistema, como por ejemplo el mapeo
exponencial exp{ex}, con x una coordenada, el cual es completo para el simple caso
donde puede haber coordenadas con ciclicidad. En estos casos el uso de la cuantiza-
cién BCH resulta muy 1til puesto que la cuantizacion canénica no reproduce dicha
topologia. Supongamos que 6; es una variable ciclica, su paréntesis de Poisson con su
respectivo momento es {0;, Py} = 1. Promover dichas variables a operadores y suponer
que dichas variables tienen un conmutador [6;, P;], genera un error ya que el operador
asociado 6 debe ser un observable fisico y 6; no reproduce la ciclicidad del “observable
posicién” de la particula. Una manera de hacerlo mejor es cuantizar con el operador e
el cudl de manera natural incluye la topologia del sistema y ademds esta bien definido
para cualquier valor de 6 en los reales. Es en este sentido que la cuantizacién BCH
se vuelve muy 1util, un ejemplo sencillo y claro de esta implementaciéon puede verse
en [12].

En el siguiente capitulo estudiaremos el caso de una particula libre restringida a
moverse sobre una esfera, esto ejemplificarda muy bien el uso del método de Dirac y
las precauciones que hay que tomarse cuando realizamos la cuantizacion candnica a
estos paréntesis. A fin de evitar problemas de ordenamiento de operadores a la hora
de cuantizar, primero reducimos el sistema a variables efectivas y luego cuantizamos.
Dado que identificaremos las variables reducidas con los momentos angulares conocidos,
podemos concluir que el camino seguido es bueno. Sin embargo, para sistemas mas
generales no siempre resulta equivalente:

Sist. cldsico extendido —— Sist. cudntico extendido —— Sist. cuantico reducido

Sist. cldsico extendido —— Sist. cldsico reducido — Sist. cudntico reducido

En general el problema viene a nivel cudntico. Si se cuantizd a nivel de sistema exten-
dido pueden existir muchas reducciones, y si se cuantiza el sistema reducido pueden
obtenerse muchas cuantizaciones, y en general no coincidir ninguna de ellas. Un trata-
miento extenso de estas cuantizaciones no-equivalentes se puede encontrar en [13].



Capitulo 3

Particula Libre Sobre una Esfera

En este capitulo se aplica todo el formalismo descrito en el Capitulo 1 al problema de
una particula libre restringida a moverse sobre una esfera de radio R centrada en el
origen. Una vez obtenidos los paréntesis de Dirac se aplican dos mapeos que reducen
la cantidad de variables del sistema de las 6 iniciales a 4, y cuyos paréntesis de Poisson
de las nuevas variables son los triviales. Con esto se estudia brevemente la particula
cuantica.

3.1. Sistema con Constricciones

La particula libre restringida a moverse sobre una esfera es un problema muy sencillo,
para el cudl el formalismo de Dirac resulta innecesario puesto que basta escribir el La-
grangiano de la particula en un sistema de coordenadas independientes, por ejemplo,
en coordenadas esféricas donde r = R es constante. Sin embargo, la complicacion de
escribirlo en coordenadas cartesianas para encontrar los paréntesis de Dirac y poste-
rioremente su cuantizacién, no sélo resulta un ejemplo muy ilustrativo de la aplicacion
del formalismo, sino que también como paso previo nos ayudaria ampliamente en la
generalizacién a usar estructuras simplécticas mas generales.

Sea L el Lagrangiano de una particula libre en coordenadas cartesianas y sea x1 =
r;2' — R? = 0 la constriccién (primaria) que indica que la particula debe moverse sobre
la esfera. Entonces tenemos que el sistema es descrito por

1 .
L= §mx,:cl — )\1X1 (31)

y en consecuencia el Hamiltoniano total es

1 . .
Hr = o pip’ + A1x1 (3.2)
m

donde 7 toma los valores 1, 2 y 3. Con este Hamiltoniano podemos evolucionar la

37
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constriccién y asi obtener las condiciones de consistencia, esto es:

. | . . 2 .. 2 .
X1 = Hrd = {ai!, o—pip? + M(wje’ — R?*)} = —a'p{aipj} = —ip' =0
Esto nos estd indicando que hay una nueva constriccién (secundaria) la cual también

hay que considerar, a saber: A
X2 =x;p' =0 (3.3)

Al evolucionar esta nueva constriccion podemos ver que ya sélo se estd fijando el
multiplicador de Lagrange

. o1 . .
X2 = {x2, Hr} = {wip’, o —pjp’ + M (wja’ — )}
1 . , . . 1 . .
= —p{aip’, pj} + 2M@’{zip’, v} = —pip’ — 2N’ =0
m m
ya que ésta ecuacién depende de A\1. Asi tenemos s6lamente dos constricciones y son de

segunda clase ya que el paréntesis de Poisson entre ellas es distinto de cero y esta dado
por

{x1,x2} = {wja? — R z;p'} = 227 {wj, 2;p'} = 2wix’ = 2R? (3.4)
por lo que la matriz del paréntesis de las constricciones es
Cos=( 0, oo (0 am (3.5)
=\ —2r* 0 "\ 0 '

Podemos notar que ésta matriz es no singular y por lo tanto su inversa estd bien
definida, de ahi que sean de segunda clase y con ellas podamos definir los paréntesis
de Dirac correctamente.

3.2. Paréntesis de Dirac Asociados

Una vez encontradas las constricciones y construida la matriz del paréntesis de Poisson
entre ellas, lo siguiente es construir los paréntesis de Dirac para cada una de las varia-
bles. Para ayudarnos en los cdlculos a continuacién se lista la manera en que actia el
paréntesis de Poisson entre las constricciones y las variables.

{z% x1} = {xi,xjacj — R’} =0 (3.6)
{pi,x1} = {pi,xja:j — R?} = —2z (3.7)
(o', x2} = (2" a0’} = &' (3.8)
{pis x2} = {puxjpj} = —Di (3.9)

(3.10)

Una vez hecho esto, inmediatamente se sigue de la definicién 1.31 que
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{a',27}* =0 (3.11)
ik s L g
{z",p;}* =95 — ookl (3.12)
. 1
{pi,pi}" = =g (wipj — ajpi) (3.13)

Como podemos ver, estos paréntesis de Dirac ya no son tan sencillos como los ini-
ciales, sin embargo tienen la propiedad de que estan bien definidos sin importar que
hagamos las constricciones fuertemente igual a cero. Entonces estos nuevos paréntesis
podrian considerarse buenos candidatos a realizarse cuinticamente. Se presentan va-
rios problemas, uno de ellos es que no podemos simplemente cambiar momentos por
derivadas y cambiar dichos paréntesis a conmutadores ya que el momento en algunos
de ellos aparece de ambos lados. Mas aun, la matriz simpléctica asociada es singular,
es decir, el determinante de la siguiente matriz es cero.

1
woB = (7%, 7Py = — %

R2
0 0 0 R? — x% —T1To —x1T3
0 0 0 —x1To R? — :L'% —ZIox3
0 0 0 —r1T3 —2oT3 R? — x%
—R? + 2% 12 123 0 —(z1p2 —x2p1) —(@1p3 — x3p1)
T2 —R*+ 13 wows (z1p2 — z2p1) 0 —(xops — x3p1)
T1T3 T2T3 —R?+ 2% (vips —x3p1)  (zops — z3p1) 0

Se ha tomado el indice « corriendo de 1 a 6, Z* = (z%,p;) para el caso especifico cuando la
dimensién de las variables es 3. Sin embargo, en el procedimiento anterior es completamente
valido para cualquier dimensién ya que el tnico lugar donde se ha tomado la dimensién como
3 es en construir esta matriz particular. No podemos invertir dicha matriz y en consecuencia
no se puede definir un potencial simpléctico con el cual elegir una buena base y cuantizar.
En este caso tenemos 3 coordenadas y 3 momentos ademéas de 2 constricciones por lo que un
sistema de 2 coordenadas y 2 momentos que sastifaga las condiciones debe contener una matriz
simpléctica invertible y ser un mejor candidado para realizarse cuaticamente.

3.3. Mapeo por Coordenadas Esféricas

Para evitar la singularidad de la matriz simpléctica encontrada arriba es conveniente hacer un
mapeo a variables reducidas. Lo primero que se ocurre por tratarse de una esfera, es evidente-
mente usar coordenadas esféricas. Entonces proponemos que

1 = Rsind cos ¢ (3.14)
9 = Rsind sin (3.15)
x3 = Rcosf (3.16)

Las nuevas coordenadas son (6, ¢) con dominio en [0, 27] y (0, 7) respectivamente. Estas coor-
denadas satisfacen la primera constriccién. También queremos que satisfagan la segunda cons-
triccién, sean canénicamente conjugadas a sus respectivos momentos (Py, P,) y por supuesto,
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reproduzcan los paréntesis de Dirac en su totalidad. Es conveniente entonces proponer que las
variables de espacio fase 2* = (0, ¢, Py, P,,) tienen una estructura simpléctica dada por

0 0 1 0

N N 0 0 01
JoP = {2 P = 10 0 0 (3.17)

0 -1 0 0

es decir, se propone que las variables z® sean canénicamente conjugadas. Notese bien que dado
que hay més ecuaciones diferenciales parciales que incognitas (P, P,), no es claro que haya una
solucién, si embargo si existe dicha solucién y es muy facil de obtenerla. Ahora nos disponemos
a encontrarla.

Recordando la definicién de paréntesis de Poisson para variables canénicamente conjugadas
se tiene que

0A 0B 0A 8B> <6A oB 0A GB)

AB = —_— _—
4.5} (ae 0P, 0P 00 9 OP, 0P, O

Dado que x3 sélo depende de #, la ecuacién anterior se reduce para los 3 momentos, esto
es
1 . 0xz3 Op; Op;
3t =63 8. = ZE . Rding 222
{z”,p;} i T YT = g op, sin 97,

De manera genérica esto nos indica que los momentos son lineales en Py

p; = Bt Py+G;(0,¢,P,) (3.18)
J Rsinf AN

Ya hemos encontrado la dependencia total de los momentos con respecto a Py, ahora tomemos
x! y veamos que

1 oz Op;  Ox' Op;

{xl,pj}*zél-——xlxj:—ﬂ gL b

7 R? 00 0Py = Oy OP,

1 1 ,..1,..
0 — @l %,

= Rcosf cosgp(— Rsing

) + (—Rsinf cos @)88%
©

Notemos que en ésta ultima igualdad se hace evidente que la dependencia de p; con respecto a
P, es lineal y entonces puede encontrarse que la soluciones ya particularizadas quedan como:

1 1 sinep

P = ECOSQ cosp Py — EmP¢+h1(9,cp)
1 . 1 cosyp

p2 = ECOSQ SIHQOPQ‘F Empw+h2(9,@)

1
P = = sin @ Py + hs(0, ¢)

Bien se puede hacer lo mismo y obtener resultados similares usando la variable z2, es decir,
esta misma solucién propuesta satisface las relaciones de comutacién {2, p; }* por lo que todos
los conmutadores entre {z’ p;}* son satisfechos por los nuevos momentos encontrados sin
importar como son las funciones h;. Es menester ahora satisfacer la relaciones {p;,p;}*, sin
embargo usando h,;(6, ¢) = 0, es meramente una tarea algebraica comprobar que se satisfacen
dichos paréntesis de Dirac de los momentos.
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Otro hecho también algebraico es comprobar que con h;(f, ) = 0 se satisface la segunda
constriccién x'p; = 0, por lo que se deja como solucién general:

1 1 singp
= — P, - = P 1
1 Rcos@ cos ¢ (Pp + u) Rsinﬁ( > + V) (3.19)
1 . 1 cosyp
p=g cosf sinp (Py +u) + Em(ﬂ, +0) (3.20)
1

donde u y v son constantes arbitrarias las cuales pueden ser fijadas por las condiciones iniciales
o incluso ponerse cero desde un principio sin afectar las relaciones de paréntesis, ya que sélo
corresponden a un corrimiento del valor inicial de los momentos. Puede encontrarse en la
referencia [14] un desarrollo similar, salvo que el momento entregado contiene un error que
aqui se corrige, sin embargo sus conclusiones para cuantizar son analogas a las aqui dadas.

3.3.1. El Hamiltoniano en las nuevas variables

Una vez obtenido un mapeo que satisface las relaciones de conmutacién correspondientes
a los paréntesis de Dirac y donde las nuevas variables son canénicamente conjugadas, lo que
resta es escribir tanto al Hamiltoniano en estas nuevas variables y con ellas obtener la dinamica
correspondiente. Veamos que, haciendo los pardametros arbitrarios v = v = 0, el Hamiltoniano
toma la forma:
1 . 1 1
H(2%) = —p;(2)p"(2%) = ——= | P} + ——P? 3.22
(%) = gt ) = i (P + 2 (3:22)
Con este Hamiltoniano podemos obtener la evolucién temporal de las variables lo cual resulta
en

1

0={0,H} = —P, 2
{0, H} pyoR i (3.23)
. 1 cosf

Py={Py,H} = — —— P> .24
b= {Fo, H} mR2 sin®0" ? (3:24)
. 1 P

p={pH} =03 —Sm‘Pa (3.25)
P,={P,,H} =0 (3.26)

Notemos que 6§ = 7 y P, = 0 es solucién del sistema de ecuaciones y corresponde a un
circulo méximo. Notemos por igual que el momento angular P, se conserva por lo que, la
solucién debe estar contenida en un plano. Asi, la solucién corresponde a la interseccion de la
esfera con un plano que pasa por el origen, es decir, las soluciones son circulos maximos.

3.3.2. Cuantizacién

Una definicién del operador Laplaciano para coordenadas curvilineas puede ser la del ope-
rador de Laplace-Beltrami, la cual simplemente toma a dicho operador como la divergencia
del gradiente. En un espacio curvo general con métrica g;; y determinante g, se define a la
divergencia de un campo vectorial X como

1D )
div X = e (\/@X ) (3.27)

Vgl
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donde z! son las coordenadas curvilineas y X* las componentes de X. El gradiente de una
funcién f es
of

(grad f)" = QW@

Por lo que el Laplaciano de una funcién queda definido como

19 w Of
/Tl 9zF (my o

En el caso aqui tratado, el de una esfera parametrizada por angulos esféricos, la métrica

se ve como
(10 4 (1 0
1= (o ko)== (0 0, ) 63

Con estas herramientas ya podemos escribir el Hamiltoniano cuédntico del sistema. Primero
realizamos la cuantizacién candnica, es decir, promovemos las variables a operadores

(3.28)

V2f = > (3.29)

N . 0 - 0
0— 0 — @ Py— Py=—-ih—, P,+— P,=—ih— 3.31
, ¢, D b= —ihgs P o= —ihas (3.31)
y cambiamos los paréntesis de Poisson por conmutadores
0, Py) = ih, [, P,] =ih, 0 otros casos (3.32)

Finalmente, para promover la funciéon Hamiltoniana a operador hay que tener en cuenta que
la definicién del Laplaciano toma la inversa de la métrica, y que /g = sin 6.

1 71 . 1 1
= gz g™ 600+ P (g e) |
. 1 |1 0 (. N 1 o, 0 1 .0
i = 2mR? _sinﬁ(_m)% <Sm9(_m)89) * sinﬁ(_m)% (sinﬁ(_m)&o)]
-r* [ 1 0 (. 0 1 02
" 2mR? |sinf 06 (Sm089> * sin293902] (8:33)

Este operador lo podemos aplicar a una funcién de estado (6, ¢) para generar las funciones
propias y asi obtener la descripcién cudntica, descripcién que es ampliamente conocida.

Hy = Ev (3.34)

3.4. Mapeo por Coordenadas Cilindricas

En la seccién anterior todo el desarrollo para poder cuantizar se llevé mediante el mapeo de
coordenadas esféricas, sin embargo, no es el inico mapeo posible a realizar ni mucho menos
la solucién es tnica. En principio, cualquier mapeo de dos variables y dos momentos con
estructura simpléctica y que satisfaga las constricciones, debe también satisfacer el algebra
de Dirac. Por supuesto, el problema radica en encontrar mapeos que ademas de satisfacer las
constricciones deben trivializar la operacion de paréntesis a ser candnicas para poder cuantizar
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adecuadamente. Como prueba de que la solucién encontrada no es tinica, a continuacién se hace
un desarrollo analogo al anterior usando ahora coordenadas cilindricas, en este caso obtenidas
como parametrizacién por superficie de revolucién alrededor del eje z, y que en el tratamiento
del caso no-conmutativo resultaran ligeramente més faciles de trabajar para la obtencién de
un mapeo que trivialice dicha no-conmutacién de las variables originales.

El mapeo a usar ahora es

x1 =V R? — 22 cosf (3.35)
29 =V R? — 22sinf (3.36)

T3 =2 (3.37)

Por conveniencia, el ordenamiento que tomaré es (z,0, P,, Py) dando lugar a 2z con el indice
corriendo de 1 a 4. Ahora el dominio de las coordenadas (z,0) es (—R, R) y [0, 27) respectiva-
mente. Notemos que esta parametrizacién automaticamente satisface la primera constriccion.
Ahora construyamos los respectivos momentos considerando que las nuevas variables satisfacen
los paréntesis de Poisson canénicos. Dado que z? solo depende de z, es nuestra primera eleccién

z - 8pj

: 1
{23 p;} = 5;’ - ﬁx%j = 6;’ — = ap., (3.38)
Lo que nos lleva inmediatamente a
z
p; = (0] = 25%5) P> + G;(2,0, P2) (3.39)

Usando ahora la variable z! se tiene
1 Oz dp;  Ox' Op;
Tl =gl = = plp. = 22 8 = 28y
{ohpih =0 = mves = 550 + 59 ap,

S ——' (CSJ3 — %xj) + (—\/msme) ;i

R2 _ 22 an

Con esta relacién ya quitamos toda la dependencia de los momentos y posiblemente ya sélo
puede tener sumado un término dependiente inicamente de las coordenadas. Como en el caso
de coordenadas esféricas, es meramente un hecho algebraico mostrar que dicha ecuacién ya
nos da una completa solucién que satisface todos los paréntesis de Dirac ademds de la seguna
constriccién. Asi, los momentos correspondientes estén dados por

z sin 6
pl:_ﬁ RQ—ZQCOSH(PZ+U)_W(P9+U) (340)
z . cosf
pzz—ﬁ RQ—ZQSIDH(PZ—I—U)-FW(PO‘F’U) (341)
22

donde u y v son también dos constantes arbitrarias, que quedan fijas por las condiciones iniciales
que se elijan para los momentos. Cabe remarcar, que esta solucién satisface todos los paréntesis
de Dirac tomando en cuenta que las relaciones de conmutacién entre las variables (z, 0, P,, Py)
son canonicas.
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3.4.1. El Hamiltoniano en estas variables

Como con el caso anterior de coordenadas esféricas, escribimos al Hamiltoniano en estas
nuevas coordenas haciendo los parametros u = v = 0, el cual resulta ser:

H) = 5 ) = s

2 _ 2\p2 R? 2
5 <(R )PZ + 2)P3> (3.43)

(R?2 — 2
y nuevamente obtener la evolucién temporal de cada una de las variables

1

i={z,H} = — (R* - 23)P, (3.44)
. > 2 p2
PPty = o (P s ) (3.45)

. Py

0=1{0,H} = (T (3.46)
Py={Py,H} =0 (3.47)

Una posible solucién a este sistema de ecuaciones es hacer, z = P, = 0y Py = cte # 0, con
esto nos resulta que 6§ es lineal en el tiempo y por lo tanto la solucién corresponde al circulo
maximo contenido en el plano xy. Dado que el momento angular Py se conserva en el tiempo,
todas las posibles soluciones al sistema de ecuaciones estardn contenidas en un plano dando
lugar a soluciones como la intersecciéon entre la esfera y un plano que pasa por su centro, es
decir, las soluciones siempre son circulos maximos.

3.4.2. Cuantizacién

Para poder cuantizar, como en el caso anterior, es preciso primero conocer la métrica del
cambio de coordenadas y con ella poder asegurarnos de que el ordenamiento es adecuado al
momento de cambiar las variables por operadores. La métrica de la esfera en estas coordenadas
no es algo comin de encontrar en la literatura pero puede obtenerse facilmente de la forma
en que cambia el tensor métrico de coordenadas cartesianas a curvilineas, es decir, la nueva
métrica inducida por la métrica plana es:

ozk ozt
gri(y) = Byt 0y (3.48)

considerando que la inversa de las coordenadas es

z=uwx3, 0= arctan (302) (3.49)
x1
obtenemos el tensor métrico
R% — 22 0
gij = O R2 (350)
R2—22

con esto vemos que /g = Ry ya estamos listos para escribir el Hamiltoniano cuéntico. Inicia-
mos por la cuantizacién candnica de las variables, es decir las promovemos a operadores

Py— Py = —inl

5 0 0 P, P, = —ih
zZ— Z, — 0, — i 20

5 (3.51)
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y cambiamos los paréntesis de Poisson por conmutadores
[2,P.] =ih, [0, P =ih, 0 otros casos (3.52)

ordenando adecuadamente las variables en el Hamiltoniano clasico para promoverlas a opera-
dores se tiene

H= Wlm {Pz (R*—2*)P.) + Py <R2R222Poﬂ —
H= Wlm [(—ih)aaz ((32 - z2)(—ih)aaz) + (—ih)% (RZR_QZQ(—m);H
= g 2 (= 5%) + oo 639

Notemos que la forma cudntica del Hamiltoniano en estas coordenadas es distinta al ob-
tenido en coordenadas esféricas. Sin embargo describe exactamente el mismo sistema ya que
ambos mapeos cubren el mismo dominio en la esfera, es decir, la cartas elegidas dejan fuera a
los polos de la esfera 23 = Ry 2> = —R y tienen una variable ciclica con el mismo dominio.

En el siguiente capitulo extenderemos este formalismo al caso de variables de espacio fase
con una estructura simpléctica deformada. Aunque los calculos se complican considerablemente,
veremos que el problema se resuelve exactamente de la misma manera. Una vez estudiadas las
propiedades de la estructura simpléctica deformada, se obtienen los paréntesis de Dirac para el
sistema de una particula libre sobre una esfera y se encuentra un mapeo que trivialice dichos
paréntesis para poder proponer la versién cuantica.
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Capitulo 4

Particula Libre en Variables
No-Conmutativas

En el capitulo anterior describimos la dindmica de una particula sobre la esfera. En ese caso
supusimos siempre que las coordenadas iniciales, cartesianas, eran canénicamente conjugadas a
los momentos correspondientes. El objetivo de este capitulo es modificar las relaciones candnicas
para incluir una no-conmutatividad tanto en las coordenadas asi como en los momentos, pero
que conserve todas las propiedades de un estructura simpléctica generalizada y desde luego que
se reduzca a la candnica cuando se anulen los parametros que definan la no-conmutatividad.
Posteriormente se estudiara la manera en que se debe cuantizar correctamente. Concluiremos el
capitulo mostrando una férmula que genera la serie del operador BCH de un &dlgebra especifica
a fin de definir un producto estrella y con él obtener la versién cuantica para una particula
libre no-conmutativa en 3 dimensiones.

4.1. Estructura Simpléctica Deformada

El problema a estudiar sera tratado en un principio de manera general con ligeras restricciones
para evitar la complicacion exagerada de los calculos. Hay que tener simpre presente que
pretendemos describir una particula libre sobre la esfera por lo cual tendrémos desde un inicio
dos constricciones en las variables aunque éstas sean no-conmutativas (recordemos que estamos
usando indistintamente no-conmutatividad y estructura simpléctica deformada debido a su
equivalencia vista en el Capitulo 2). Otra hipétesis que debemos considerar antes de proponer
una extensién a la estructura canénica es que las coordenadas formen por si solas un algebra
y los momentos por otro lado también formen su propia algebra, esto nos lleva a que la tnica
posibilidad de mezcla sea en los paréntesis entre coordenadas y momentos. Esta consideracion
se sigue del hecho que si las coordenadas son no-conmutativas los momentos no necesariamente
se modifican y viceversa, si hay no-conmutatividad en los momentos las coordenadas bien
pueden ser conmutativas y, este tltimo caso cuando la no-conmutacién entre los momentos
es constante da lugar a una descripcién del campo magnetico, por lo que la aplicacién fisica
es inmediata. Por supuesto estas consideraciones no son imprescindibles en una teoria méas
general. Una tltima consideracion que no estd a discusion es que la estructura extendida se
reduzca a la candnica cuando los parametros de los que dependa se hagan cero.

47
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Considerando lo anteriormente descrito podemos decir que una estructura simpléctica ge-
neral y abstracta tiene la forma

{zi, 25} = Aijray (4.1)
{zi,pi} = i + Cij + Oijrpr + Osjpar
{pi,pj} = Bijkpk (4.3)

notacion: dada la cantidad de indices que se manejan aqui, se relaja la condicion a dos indices
repetidos en un término se suman, esto nos ayudard a identificar las identidades de Jacobi mas
facilmente. De entrada notemos que tanto A;;, como B;jj, son antisimétricos en sus primeros
dos indices y que si hacemos los parametros de extension cero se reduce a la estructura canénica.
Por supuesto los paréntesis siguen cumpliendo las propiedades de bilinealidad y asociatividad.
El estudio de un algebra tan general lo iniciamos considerando cémo se verian modificadas las
constricciones del sistema de interés, es decir, un Hamiltoniano de particula libre restringida a
moverse sobre una esfera (y; = x;2° — R? ~ 0)

1 ,
Hrp = %pipl + A (za’ — R?) (44)

podemos evolucionar la constriccién (primaria) usando la nueva dlgebra

. i1 j j 1 i j i j
X1 = {x1, Hi} = {z2", %pjpj + M’} = %{Jﬁﬁ 00} A+ Maa', xja ) (4.5)
1 .. o
= oA’ {wi, pi} + Aa'e? {2, 25} (4.6)
2 _ o
= %xlpj (655 + Cij + Oijipr + Oijuar) + Ma'a? Ajpay, (4.7)
2 o o o
= (z'pi + 2'p? Cij + 062" D pi, + 052" p 1) (4.8)

Para seguir conservando las constricciones originales establecemos
Cij =0,  Oij = —0ij,  bijr = O (4.9)

quedando la estructura simpléctica como

{wi,z;} = Aijra (4.10)
{zi,pj} = 0ij + Oijipr + Oijrwk (4.11)
{pi,p;} = Bijipr (4.12)

y con esto aseguramos que independientemente de los parametros elegidos se tiene
1=zt —R*~0, ya=a'p;~0 (4.13)

Queremos que esta estructura generalizada cumpla la identidad de Jacobi. En las variables z’s
se ve como

{zi{zj, ot} + {on, {zi vy + {2y, {zw, 23} =0
{xi, Aja} + {on, Aiizr} + {x, Ak} =0
(AjkiAitm + AijiAkim + Ak Ajim) Tm =0
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Un tratamiento andlogo puede ser hecho a los paréntesis de los momentos, dando como resultado
que la identidad de Jacobi impone que las constantes de estructura A;;x y Biji deben de cumplir

Ak Aitm + Aiji Akim + AritAjim = 0 (4.14)
BjriBitm + BijiBrim + BraBjim =0 (4.15)

Para satisfacer la identidad de Jacobi en su totalidad nos hace falta ver las condiciones que
imponen otras dos ecuaciones, a saber

{zi:{zj,pe}} + ok, {zi, 253} + {2, {pr, 2:}} = 0 (4.16)
{zi, {pj P}t + {pr; {2, 05} + {pj, {pr, 2} = 0 (4.17)

Trabajar con estas expresiones es un poquito mas tedioso ya que los paréntesis mezclan a
coordenadas con momentos, sin embargo un desarrollo cuidadoso de la primer relacién lleva a
obtener

Oiki — Aiji — Oikj + (0810i0m — Aij1Oikm — 0ik10jim) Pm+
(05510i1m + Ok1 Aitm — AijiOem — Oiri0jim — Oii Ajim) T = 0

Dada la independencia entre las variables x’s, las p’s y la parte que no depende de dichas
variables, cada uno de los coeficientes debe anularse por separado, dando lugar a

Aijre = Ojgi — Oy (4.18)
Oir1bitm — Aijibikm — ir1Ojim = 0 (4.19)
05k10im + 051 Aitm — Aij1Okm — OikiOjim — Oiki Ajim =0 (4.20)

Un desarrollo muy similar se puede hacer para la ultima identidad de Jacobi lo cual serd un
conjunto de ecuaciones parecidas a las anteriores y a continuacion se muestran

Bjri = 0 — Oir;j (4.21)
BikiOitm — 0ijibikm + Oir1bijm =0 (4.22)
Bji0iim + 0551 Brim — 0:i5101km — Oiri Bjim + OigiOjim = 0 (4.23)

Estas constricciones son derivadas unicamente de las identidades de Jacobi sin importar la
dimension de las variables. A manera de ver més préctica la primer ecuacién de cada conjunto,
usamos la imposicién hecha por las constricciones y; y x2, ecuacién (4.9)

Aiji = Oijk — bjik (4.24)
Bijk = eijk — jSk (425)

4.2. Paréntesis de Dirac

Con las restricciones y relaciones encontradas en la seccién anterior es posible construir de
manera general los paréntesis de Dirac que obedecen a la no-conmutatividad propuesta para
una particula libre restringida a moverse sobre una esfera de radio R, ecuaciones (4.10), (4.11)
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y (4.12). Para ello primero calculemos como actian los paréntesis entre las variables y las
constricciones.

{z:yx1} = {=i, xjmj} = 2xj{xi,asj} =24k 2
Esto nos lleva a la relacion
{in, Xl} = 29jkixjxk (4.26)
lo mismo se hace para los momentos
{pi,x1} = {pi,zja?} = =227 {x;,p;} = —22;(6:;5 + Ojirpr + Ojinzy)
considerando la antisimetria en 6 tenemos
{pi,xa} = 2(=2; + Ojriz;pr) (4.27)

El caso para x2 es un poquito mas complicado ya que dicha constriccién involucra a los mo-
mentos

{zi,x2} = {zi,2'p;} = a/{wi, p;} + P/ {zi, 25} = 27 (635 + Ojinpr + Ojirzr) + P Aijre
usando la expresién de A en terminos de las 6’s, ecuacién (4.24), obtenemos
{zi, x2} = 2 + Ojkivp; + O T (4.28)
esto mismo se aplica al caso de los momentos
{pi,x2} = {pi-2"p;} = 2 {pi,p;} — V{2, pi} = 2 Bijipr — pj (8 + Ojixpi + Ojinr)
y finalmente usando la relacién de la B con las 0’s, ecuacién (4.25), se obtiene
{pis x2} = —pi + Oijex;pi + Ojkippi (4.29)

Antes de construir los paréntesis de Dirac necesitamos la matriz de paréntesis de las cons-
tricciones, pero con las herramientas anteriores es facil ver que

{x1.x2} = {x1,2'pi} = = {x1,pi} + p'{xa, i}
= —a'2(—x; + 0k T ipr) — Pi20,5iT Tk

= Zl’il'i — 29kjixixjpk — 20jkiszkpi = 2:131'1’1

Haciendo las constricciones fuertes, encontramos que

{x1,x2} = 2R? (4.30)
por lo que la matriz de constricciones da el mismo resultado que el caso conmutativo
— 0 2R? af _ 0 _#

Con estos resultados ya tenemos todos los elementos necesarios para construir los paréntesis de
Dirac. Iniciamos por mostrar como se construye el de las coordenadas. Los detalles algebraicos
se omiten ya que son tediosos y no contienen ningun truco que valga la pena mencionarse.

{zi, 25} = {zi, 25} + C (i, xaH{zy, xo} — {mo xoHzjo xa })
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Sustituyendo cada uno de los valores de los paréntesis y agrupando obtenemos

1
{xs, 25} =Agray — 72 [(Okiizj — Oprjas) e

+(9kli9mnj - ekljemni)xkxlxnpm + (ekliéjmn - ekljéimn)xkxlxmmn] (432)

Podemos ver que estos paréntesis ya son mucho més complicados que en el caso conmutativo.
Ahora veamos como cambian los paréntesis entre las coordenadas y los momentos

{i,p;}* = {2i,p;} + C* ({zi, xa Hpjs x2} — {zi, xaHps x1})

La sustitucion de cada uno de los paréntesis y la reagrupacion de cada uno de los términos en
la expresion anterior, si se hace con cuidado y paciencia, se llega a

* 1 0.
(@i ps}" =0ij — pawis + Oijepk + Oigrn
1
R
+ <9kli§jmn - emnjéikl)xkxlxmpn + (ekliem”j - Hk"jamli)xkxlpmpn} (433)

[(éimnl'j - emnipj)zml'n + (Gmnzz] - enmjxi)xnpm

Sélo nos resta ver la nueva estructura de los paréntesis de Dirac para lo momentos. Esto se
hace a través de un proceso similar a los anteriores

{pisp;}* = {pi,p;} + C" ({pi, xa Hps» x2} — {pis xaH{pjr xa})

La sustitucién de los paréntesis y ordenamiento de cada uno de los términos, exige un poco
mas de trabajo que los casos anteriores sin embargo todavia es posible hacerlo y se obtiene
como resultado

" 1
{pi, i} =— ﬁ(xipj — x;pi) + Bijrprk

1 _ _
- ﬁ [(0zmnx] - ejmn:m)‘rmpn + (emnixj - em,njxi)pm,pn + (lejpj - eklipj)l’kpl

+ (ekliéjmn - Hkljéimn)xmxk:plpn + (leiemnj - lejemni)xkplpmpn] (434)

Aunque la complejidad de las expresiones ha aumentado considerablemente, puede verse
que cuando los pardmetros que generan la no-conmutatividad se hacen cero (A;;r = Bijr =
Oijr = éijk = 0) estos paréntesis se reducen a aquellos del capitulo anterior, por lo que estas
expresiones son una generalizacion como se ha planteado desde un principio.

Otro hecho que ya se ha mencionado y vale la pena remarcar es que todo el desarrollo ante-
rior es independiente de la dimension y que en consecuencia la aplicabilidad de estos paréntesis
de Dirac es para una particula libre sobre una esfera n-dimensional o muchas particulas libres
sobre una esfera.

4.3. Estructura Simpléctica Particular

Dada la generalidad de las expresiones anteriores ya es imposible avanzar méas para poder
proponer algin mapeo como aquellos del capitulo anterior y estudiar la dindmica, el tratar de
hacerlo complicaria demasiado los célculos. Ahora nos proponemos encontrar una solucién al
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algebra que cumpla con todas las identidades de Jacobi asi como con las consistencias derivadas
de conservar la forma de las constricciones x1 y Xxa.

La solucién que se encuentra a continuacion es bastante sencilla pero no por ello deja de dar
resultados muy interesantes, y tampoco deja de advertir que los cdlculo se complican bastante
en cuanto aparece una no-conmutatividad. En la referencia [15] se encuentra esta solucién
particular aunque su enfoque es diferente al nuestro. A fin de comparar los nuevos resultados
con los encontrados en el capitulo anterior supondremos que la dimensién de la esfera es 2 y
por lo tanto tenemos 3 coordenadas cartesianas y sus respectivos momentos. Iniciemos con el
caso particular cuando By = éijk = 0. Esto nos lleva a satisfacer sdlamente las relaciones:

Ajjre = ki — Oirj, Oijte = —Oikj,
0511051m — Asji0km — Oiribim = 0,
At Aitm + AijiAgim + Ak Ajim =0 (4.35)

En vista de una solucién sencilla, vamos a suponer que cualquier § con indices repetidos es
cero, esto es
9iij = giji = ejii — Aiji = Ajii =0 (4.36)

y por supuesto esto implica que cualquier pardmetro con 3 indices repetidos debera ser nece-
sariamente nulo.

Enfocdndonos en la igualdad de en medio de las ecuaciones (4.35) podemos tomar tres
casos: 1 = j

OikiOitm — AiitOrkm — OikiOitm = 0
esta igualdad se satisface trivialmente; j = k
0;10itm — Aij1biim — 0ij10im = 0
= 0;1(0im — O1jm) + 05i1b1jm =0
esta igualdad ya no es trivialmente cero y nos impone condiciones sobre 8; e i = k
05i10i1m — Aijiblim — 0:010jim =0
= 0i1(Oitm + O1im) — 055101im =0
la cual equivale a un cambio de ¢ por j en la ecuacién anterior y por lo tanto son la mis-
ma. Para reducir atin maés la dificultad de estas dos ecuaciones haremos una tltima supo-
sicién: 01,5 = 0. Asi, todas las ’s que tengan indices repetidos 6 su primer indice sea 1
son nulas. Los posibles valores para (i,7) en cada una de las 2 ecuaciones anteriores son
(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2). Veamos el caso (1,2), recordemos que indices repetidos
se suman y notemos también que si dos indices ya estan fijos el tercero necesariamente debe
ser el faltante, entonces
0121(021m — O12m) + 0211012 = 0 = 02130321 = 0
0211 (010m + O11m) — 0121011m = 0 = 02130312 = 0
dada la antisimetria en 6,5, vemos que las dos condiciones anteriores en realidad son una sola.
Hagamos ahora el caso (2, 3)
0231(031m — O12m) + 0321012 = 0 = 02310312 = 0
0321 (021m + O12m) — 0231012 = 0 == 03210213 = 0
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Notemos nuevamente que estas dos ecuaciones en realidad son una y de hecho igual al caso
anterior. Continuar con los otros 4 casos solo dard exactamente el mismo resultado, es decir:

02130312 =0 (4.37)

Dicha ecuacién nos indica que uno de los dos necesariamente es cero. Hacer nulo cualquiera
de ellos es meramente convencional, porque como veremos, ya no hay ninguna otra imposicion
sobre los pardmetros. Asi la solucién que tomamos es

0312 =0, b33 = —b213=0a (4.38)

Finalmente consideremos el caso en que los 3 indices son todos distintos y volvamos a observar
la ecuacion

Oiribitm — Aijtbiem — 0iri0jim = 0

Notemos que en cada unos de los términos hay un pardmetro en donde dos de sus indices se
estan dejando fijos, esto implica que si queremos que sea no nulo entonces su tercer indice debe
tomar el valor restante, en todos los casos dicho indice es [. Sin embargo el otro pardametro
que acompana a cada uno de los términos contiene al otro indice fijo y a [ los cuales coinciden.
Asi, cada una de las ecuaciones generadas con los 3 indicies fijos distintos son trivialmente
satisfechas.

Con la solucién encontrada para los pardmetros 6;;;, podemos obtener los A;;; distintos de
cero (salvo la antisimetria).

0123 — 0213 = Ajo3 = —(—a) = a,  fa31 — 0321 = Aaz1 =a  y cero otros casos  (4.39)

Esta solucion obtenida para la A;j, debe satisfacer una ultima condicién y esa es dada por la
ecuacion

At Aitm + Aiji Akim + AgitAjim =0

Para el caso en que los tres indices (i.J, k) son diferentes, como en el caso anterior para 6, puede
verse que automaticamente se cumple esta ecuacién por lo que sélo falta por ver cuando dos
indices son iguales y el tercero es distinto. Notemos que para cualesquiera dos iguales de los
tres indices (4, j, k), un término se hace nulo automdaticamente y los términos restantes quedan
como

J=k= AijiAjim + AjuAjim =0
cuya igualdad se satisface trivialmente y sin siquiera usar la solucién encontrada para A;j.
A manera de dejar en claro la solucién aqui encontrada, a continuacion se da la forma en
que se escribe el dlgebra con By, = 0
{wi, 2} = Aijrwk
{zi,pj} = dij + Oijipr
{pi,p;} =0

y cuya solucién particular es tal que

9231 = —0213 =a A123 = —A213 = A231 = —A321 =a 0 otros casos (440)
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por lo que el dlgebra ya escrita de manera extendida es

{z1, @2} =axs  {p1,p2} =0 {z1,pmi}=1 {x2,p3} =ap {z1,p3} =0
{z9, 23} =ax1  {p2,ps} =0 A{xa,p2} =1 {x2,p1} =—aps {z3,p1} =0
{z1,23} =0 {p1,ps} =0 A{as,ps} =1 {x1,p2} =0 {z3,p2} =0 (4.41)

Para encontrar una soluciéon mds completa, que contenga tanto a A;;; como B distintos
de cero usaremos un truco muy simple: usar la transformacion

Ti—> P, Pi— —T; ar—b (4.42)
con estos cambios tendremos entonces

{p1,p2} =bps  {z1,22} =0 A{z1,pi} =1 {x3,p2}=—-bx1 {z2,p1} =0
{p2,p3} =bp1  {za,23} =0 {z2,p2} =1 {z1,p2} =bas {x2,p3} =0
{p1,p3} =0 {z1,23} =0 {x3,ps} =1 {x1,p3} =0 {3,p1} =0 (4.43)

de la forma en que se obtiene esta dlgebra es evidente que cumple con sus respectivas ecuaciones
de consistencia, tanto como las impuestas por las constricciones asi como las correspondientes
a la identidad de Jacobi

Bijk = Oij — ik
BjiBitm + BijiBrim + BriBjim =0
Bjibitm — 0i101km + 0iri01jm = 0

Juntando ambas soluciones obtenemos una soluciéon completa dada por

{1,202} = aws  {p1,p2} =bps {z1,p1} =1 {x2,p3}=ap1  {x1,p3} =0
{9, 23} = ax1  {p2,p3s} =bp1 {x2,p2} =1 {x2,p1} =—aps {x3,p1} =0
{z1,23} =0 {p1,p3} =0 {z3,p3} =1 {x1,p2} = b3 {xg,p2} = —bx1 (4.44)

Es una tarea meramente algebraica, tediosa pero sencilla, el comprobar que esta soluciéon
satisface todas las identidades de Jacobi, tanto las que contienen separados a los parametros a
y b como las que los mezclan. Asi ésta es un dlgebra completamente vélida para extender a la
candnica.

Cerraremos este capitulo encontrando el operador D que induce la férmula BCH para esta
algebra particular. El estudio de la dindmica que obedecerd la particula libre sobre la esfera de
acuerdo a esta estructura simpléctica lo dejamos para el siguiente capitulo.

4.4. Cuantizacion BCH

El dlgebra encontrada en la seccién anterior, independientemente de que se ajuste al objetivo de
estudiar una particula restringida a moverse sobre una esfera, por si sola conforma un algebra
que extiende la estructura simpléctica trivial de una particula libre en 3 dimensiones. En este
caso el Hamiltoniano sigue siendo el de particula libre

1

H=—p
5 PiP

%
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pero dada la no-conmutatividad implementada ya no podemos cuantizar canénicamente. El
camino que elegimos en este caso es la cuantizacién mediante la férmula de Baker-Campbell-
Hausdorff (BCH) visto de manera general en el Capitulo 2. Veremos que la serie resultante,
aunque no ha sido posible encontrar una férmula cerrada, se da una que permite calcular a
cualquier orden la serie y por lo tanto se una tiene cuantizacion por deformacion estrictamente
valida.

4.4.1. Una fé6rmula cerrada

Encontrar formulas cerradas de la serie de BCH para casos no triviales es una tarea bastante
complicada y sélamente se tienen pocos ejemplos hasta el momento. Uno de esos pocos casos
es el que encontramos en la referencia [16], donde se tiene el caso especial que el conmutador
de dos variables es

(X, Y]=uX +vY +cI (4.45)

dando como resultado que la serie se deduce a
Z(X,Y)=X4+Y + f(u,v)[X,Y] (4.46)
donde f(u,v) = f(v,u) es una funcién simétrica determinada por

(u —v)e"TV — (ue" — ve?)

uv(e* — e?)

f(u,v) = (4.47)
La manera que en dicha referencia obtuvieron esta férmula es usando un expresion diferente
a la obtenida en el Capitulo 2, pero en el caso del dlgebra con la que trataremos resulta mas
atil la férmula de Dynkin. Desde luego aqui se supone que X y Y son operadores, pero el
caso es analogo cuando se tienen variables conmutativas pero con una operacion de paréntesis
que satisface las mismas reglas que los conmutadores, es decir, se trata del ejemplo de una
estrucutra de Poisson visto en el capitulo antes mencionado y que resulté ser equivalente a un
algebra de Lie.

Para obtener una férmula cerrada que generan algunas variables particulares de nuestra
algebra, vamos a tratar un caso similar pero genérico. Sean u,v,w variables cuyo paréntesis
entre ellas estd dado por

{u,v} =cw, {v,w}=cu, y {u,w}=0 (4.48)

donde ¢ es simplemente una constante. Notemos que la serie asociada a Z(u,w) da como
resultado u + w ya que estas variables conmutan entre si. Entonces tenemos dos casos que
no son triviales Z(u,v) y Z(v,w). Ahora notemos un comportamiento muy particular en los
paréntesis anidados, y para ello tomemos el caso donde el paréntesis bésico es {u,v}

Hu,v},u} =0, {{u,0},w} =0, {Hu,v},v}=—-C*u (4.49)

Podemos notar que sélo un paréntesis no es cero, asi que para ordenes superiores donde {u, v}
es el fundamental sélo hay que considerar uno distinto de cero,

{{{u,v},v},u} =0, {{{u,v},v},w} =0, {{{u,v},v},v}=—-cw (4.50)

No es dificil darse cuenta que que el siguiente paréntesis anidado no nulo es

{{{u, v}, v}, v}, 0} = —c{w, v} = ctu (4.51)
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de aqui podemos enunciar entonces la siguiente
Proposicion. Sea «; cualquiera de las variables (u,v,w), de todos los posibles paréntesis
anidados de la forma
{-- A{u,v},a1} a0k, .. an} (4.52)

el tnico no nulo es aquél donde a; = v Vi € {1,2,...,n} y éste paréntesis estd dado por

(-1)2w  Para n par
i1 . (4.53)
(=1) 2 u Para n impar

{.. A{u,v},v}, v}, ..., 0} =c”+l{
—_——
n términos

para toda n > 0.

Demostracion. Esta consta de tres partes: demostrar la férmula para n par, para n impar y
que es en realidad el dnico término distinto de cero. Demostrar las tres partes resulta muy
sencillo por induccién.

a) Caso par.
Sea n = 0, ésto implica que sélo se tiene {u,v} y la férmula (4.53) se reduce a cw dando el
resultado correcto.
Suponemos vdlida dicha férmula para n — 2 (n par) y demostremos el caso para n, esto se da
mediante

(o A{wv),vh ol vk =L {wo) o).k ok ol = { T (=1) T w, ), vl
———— N—_———
n términos n—2 términos
= c"il(—l)%ﬁ{—cu,v} =212 w =T (=) Fw

lo cual demuestra la primer parte.

b) Caso impar.
Sea n = 1, ésto implica que tenemos {{u,v},v} y de la férmula (4.53) se tiene que es igual a
—c?u, lo cudl coincide con el resultado visto en (4.49).
Nuevamente suponemos valida la férmula para n — 2 (n impar) y demostremos el caso para n.
Anélogo al caso par, se tiene

_ n—1
{...{u,’U},’U},U},...,U} = {{u,v} ,U},...,’U},U},’U} = {cn 1(71) 2 u,v},v}
—_—— ————
n términos n—2 términos
= c"_l(—l)nT_l{cw, v} = —620"_1(—1)n51u = C”H(—l)n;lu

Por lo que la férmula queda completamente demostrada.

c) Unico término no nulo
Una vez comprobado que la férmula es correcta ya es facil demostrar que no sobrevive ningin
otro término en {...{u,v},a1},a2},...,a,}, v la demostraciéon nuevamente por induccién
sobre n. Para el caso n = 1, desde luego oy puede ser cualquiera de (u,v,w) en {{u,v}, a1},
pero de (4.49) queda claro que el unico término que sobrevive es cuando ag = v.
Suponemos validez para n—1 y demostremos para n. Usando la férmula ya demostrada vedmos
que

{.. {u,v},a1}b a0k, cyant = { . {u,v} v}, ... v}, an } = constante x {3, ay}
—_——
n—1 términos

en donde [ es igual a w si n es impar o u si n es par. En cualquiera de los dos valores de ( el
Unico paréntesis no nulo es cuando «,, toma el valor de v. Q.ED.
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Notemos que si hubiesemos iniciado con el paréntesis {v,w}, habrfamos obtenido algo
similar salvo un desplazamiento de signo en todos los términos ya que en este caso empezamos
con {w,v} = —cu, dicha fémula se ve como

_— (—1)";21; Para n par
{-. A{w,v},v},v},..., v} =¢ it . (4.54)
_— (=1)"> w Para n impar

n términos

donde queda claro el corrimiento del signo y el intercambio de w a impar y el de u a par.
En la referencia [10] encontramos que los términos de la forma

[...[X,Y],Y],....Y] (4.55)
es decir aquellos que contienen exactamente una X, se pueden agrupar en la férmula

Ady

SAdy —7(X) endonde Ady(X)=[V,X] (4.56)

Un simple desarrollo en serie tratando a dicho operador como funcién nos daria que

2 4 6
y 1-44.¥ Y Y (4.57)

ev—1 2712 720 30240

de donde se ve que salvo el primer orden, todos los ordenes superiores son pares. Toman-
do la equivalencia entre conmutadores de un &dlgebra de Lie y paréntesis en una estructura
simpléctica, ya estamos listos para escribir la férmula BCH de nuestro caso.
De los primeros términos de la serie BCH en (2.37), se tiene que para nuestras variables
(u,v) se desarrolla como
1 1 1
Z(u,v) =u+v+ i{u,v} + E{{u,v},v} — ﬁo{{{{u, vhohvho} 4+ (4.58)

haciendo uso de nuestra férmula encontrada anteriormente tenemos

1 1 1
Z(u,v):u—l—v—&—icw—l—ﬁ(—cQu)—%(C4u)+~-~
_ +1 +1_ + (1 ic ¢ ct
U e 2 12 720 “

notemos que la serie dentro del paréntesis es la misma que aquella en (4.57) donde sélo tenemos
que cambiar el argumento y por ic, con lo que la serie toma la forma cerrada
cw  icu ic
Z(u,v) =v+ — + — -
(u,v) * 2 2 + e —1

u (4.59)

El procedimiento para obtener la formula cerrada en las variables (w,v) es completamente
similar.

Z(w,0) = w+ v+ 3w, v} + 35 ({0}, 0h = = ({{{w, v}, o} vh o)+
1 1 1
=w+v-— gcu—ﬁ— E(—c2w) - ﬁ(c‘lw) +--

1 +1, 4 (1 ic ¢ c*
=v— —cu+ —icw ——————— = |w
2 2
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de lo cual obtenemos la férmula cerrada

cu  icw ic
Z =y - —+ — .
(wo)=v-F+5+Z

w (4.60)

Dadas las condiciones especiales de la solucién del dlgebra no-trivial que encontramos, y
la manera genérica trabajada a partir del dlgebra (4.48), las férmulas anteriores (4.53), (4.54),
(4.59) y (4.60) bien pueden aplicarse a cualquiera de las sub-dlgebras siguientes:

a) {x1,x9} = azxs, {2,723} = azy, {z1,23} =0 (4.61)
b) {p1,p2} = bps, {p2.ps} = bp1, {p1,p3} =0 (4.62)
c) {p1,x2} = aps, {72, p3} = ap, {p1,p3} =0 (4.63)
d) {x1,p2} = bxs, {p2, z3} = by, {z1,23} =0 (4.64)

donde en cuanquiera de los casos u toma el papel de la variable con etiqueta 1, v el de la
variable con etiqueta 2 y w el de la variable etiquetada con 3.

Desde luego, para cualesquiera dos variables que conmuten, como por ejemplo z;1 y z3, la
serie simplemente es

2(w1,T2) = 71 + T2 (4.65)

y para aquellas cuyo paréntesis sea constante, como por ejemplo x1 y p1, la serie resulta en

1
z(x1,p1) = z1+p1+ 3 (4.66)

Siendo andlogo para todos los otros casos.

4.4.2. Operador de cuantizacion

Construir el operador de cuantizacion mediante la formula BCH ya no es tan sencillo
como los casos anteriores donde se encuentra una féormula cerrada, sin embargo, es posible atin
dar una férmula que nos indique cémo calcular cualquier término de la serie del orden que
queramos. Siguiendo el desarrollo en el Capitulo 2, primero encontraremos el simbolo.

El punto de partida para calcular cualquier término de la serie BCH es primero obtener
el paréntesis {X,Y} = s;t;{2, 2;}. De (4.44) queda claro que todos los paréntesis distintos de
cero tendran dos contribuciones intercambiando indices entre s y t. En este caso los indices de
cada paréntesis corren de 1 a 6 por lo que tenemos

{X,Y} = (s1t4 — s4t1) + (sats5 — s5ta) + (s3t6 — Sets)
+ (a(sats — s3ta) — b(ssts — sst3)) 1 + (a(s1te — sat1) + b(s1ts — s5t1)) x3
+ (a(sate — set2) + b(sste — sets)) p1 + (—a(sats — sata) + b(sats — s5ta)) 3
= (s1ta — sat1) + (sa2t5 — ss5ta) + (s3te — set3)
+ ((asa + bss)ts — (ata + bts)ss) x1 + ((ate + bts)s; — (asa + bss)t1) 3
+ ((asa + bss)te — (atg + bts)se) p1 + (—(asa + bss)ts + (aty + bts)sq) ps

En el dltimo paso sélo hemos reacomodado los términos entre paréntesis de una manera que
nos sugiere definir

M(s) := asy + bss,  M(t) := ate + bty (4.67)
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Con ésta deinificién que resultard muy util en lo adelante, el célculo anterior se reduce a la
notacion
{X,Y} = (s1tq4 — s4t1) + (sats — s5t2) + (s3t6 — sets)
+ (M(s)t3 — M(t)s3)z1 — (M(s)t1 — M(t)s1)x3
+ (M(s)te — M(t)se)p1 — (M(s)tg — M(t)s4)p3 (4.68)
Notemos que este paréntesis nos redujo el niimero de variables a considerar para paréntesis

anidados de érdenes superiores, por lo que sélo necesitamos calcular como actuan (x1, x5, p1, P3)
con X y Y. Esto es,

{z1, X} = s{w1, 2} = so{w1, w2} + sa{z1,p1} + s5{z1,p2}
= 54 + M(s)x3

{21, Y} =ti{w, 2} = to{wr, 22} + ta{z1, p1} + ts{z1, p2}
=tq+ M(t)zs3

De la misma manera se puede célcular la accién del paréntesis en las otras 3 variables, resultando
la lista:

{1, X} = s4+M(s)z3 {z1,Y} = ta +M(t)zs (4.69)
{z5,X} = s —M(s)x1 {z5,Y} =t —M(t)x1 (4.70)
{p1, X} = —s1 +M(s)p3 {p1, Y} = —t1 + M(t)ps (4.71)
{ps, X} = —s3 — M(s)p1 {ps, Y} = —t3 — M)y (4.72)

Ahora nos proponemos calcular el paréntesis anidado de orden n en donde aparecen tanto
X, como Y. Para ello notaremos que la accién de X o de Y en cualquiera de las cuatro variables
(z1,x3,p1,p3) estd codificada sélamente en la variable s y ¢ respectivamente. Esto queda claro
en el ejemplo:

{{1’1, X}a X} = m(s){fﬂg, X}v {{1‘1, X}a Y} - 93?(5){9:3, Y}
{{z1,Y}, X} = M(t){zs5,Y}, {{z1,Y}, Y} =M(t){z5,Y} (4.73)
y para el caso con x3 la unica diferencia es un signo menos y el intercambio de indices
{{I37 X}a X} = _m(s){zlv X}’ {{x37 X}7 Y} = _m(s){xlv Y}
{{zs, Y}, X} = -M(t){x1,Y}, {{zs, Y}, Y} = -M(t){z1,Y} (4.74)

Para el caso de los momentos p; y ps es claro que sdlo basta cambiar x; por p; y x3 por p3
dejando todos los signos y las dependencias de 91 igual. Esto nos permite enunciar la siguiente:
Proposicion. Sea u y v dos variables cuyos paréntesis con X y Y estan dados por

{u, X} = ap(s) + ar(s)v, {u, Y} =ap(t) + ai(t)v
{U7 X} = 50(5) - O‘l(s)u’ {’U, Y} = ﬂO(t) - al(t)u (475)
entonces las siguientes férmulas

—1)2{u, X Para n par
{...{u,Y},X},Y},...,X}:al(s)””al(t)"y{( ){ J P
—_—

_ 4.76
e (4.76)

1
+ {v,X} Para n impar
Ng+ny=n
- n (-1)2{v,X}  Paran par
{ Ao Y1 XLV XY =aa(s) ™o (D)™ ap1 | (4.77)
(=1) 2 {u,X} Para n impar

Ng+ny=n
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son validas para cualquier valor de n > 0 y en donde n, y n, corresponden al nimero de veces
que X y Y aparecen en los paréntesis anidados respectivamente.

En este caso hemos iniciado el paréntesis anidado con Y y lo supondremos fijo ya que es
el caso de utilidad para obtener la férmula que nos proponemos. También se considera como
ultima variable en dicho paréntesis a X, sin embargo ésta se puede sustituir por Y cambiando
el lado derecho de cada una de las férmulas también a Y, ya que dicho factor no se usa.

Demostracion. Como en la demostracién anterior para la férmula (4.53), las férmulas se prue-
ban por induccién y se divide la prueba en casos n par y n impar. Dada la similitud de la
demostracién de las dos formulas de la propocién aqui sélo haré la prueba de la primer férmula
teniendo en cuenta que la segunda se prueba de manera andloga.

a) Caso n par.
Para n = 0 el lado izquierdo de la primer fémula se reduce a {u, X}, mientras que el lado
derecho también se reduce a {u, X} por lo que a este nivel la férmula es vélida.
Suponemos vélida la férmula para n—2 y la demostraremos para n (par). Dado que aumentamos
dos variables, hay cuatro posibilidades de extension

{ Auw, Y} X} o XEXE XY {0 A{uw, Y} X)L XY XY
——— ~———

Ng+ny=n—2 Ng+ny,=n—2

(o {w, Y1 XY, YL XX, L {u, Y X)L YY) XD
—_——— —_——
Ng+ny=n—2 Ng+ny=n—2

Haciendo uso de la hipétesis de induccion esto resulta respectivamente en

ar(s)"™ a1 ()™ (=1) "7 {{u. X} X} X}, aa(s)™an ()™ (=1)"7 {{u, X}, Y}, X},
ar(s)™ a1 ()™ (~1)"7 {{u, Y}, X}, X}, ar(9)™aa ()™ (-1)"F {{w, Y}, Y}, X}
donde n, + n, = n — 2. Haciendo uso de las ecuaciones (4.75) dos veces en cada uno de los

casos se tiene:
o (s)™ 0 (8)™ (1) "% (=D ()2 {u, X} = a1 ()" 20 ()™ (~1) % {u, X}
o (s)™ o ()™ (=1)"% (~Dau (s)ar () {u, X} = o ()" Lay ()" (—1) # {u, X}
o (5)™ 0 (8)™ (1) "% (~D)on (B)as () {u, X } = a1 ()" o (8" (—1) 3 {u, X}
on(s)™ o (8)™ (—1) "% (=D (1) {u, X} = (s)" o ()™ +2(~1) {u, X}

En cada uno de los casos s6lo se necesita renombrar los exponentes de a;(s) y as(t) ya que
entodas las instancias suman n y la férmula queda demostrada (para n par).
b) Caso n impar.

El caso base es n = 1, dado nuestra convencién de tomar al inicio Y entonces tenemos del lado
izquierdo de la primer férmula de (4.76) {{u, Y}, X} mientras que del lado derecho obtenemos
a1(s)(=1)= {v, X} = a1(s){v, X}, lo cudl es correcto si sustituimos directamente el valor de
{u,Y}. Suponemos valida la férmula para n — 2 y la demostraremos para n (impar). Como
en el caso anterior, se desarrollan cuatro casos al aumentar en dos el numero de paréntesis
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anidados, esto es:

n—3
2

{. {u, YL X}, .., XHE XX} =a1(8)™ a1 (8)" (—1)
—_——

Ng+ny=n—2

{{v, X}, X}, X}

= ai(s)™ar ()™ (~1) "7 (~1)an(s)?{v, X}
= ay(s)" 2y ()™ (~1)"F {v, X}

y los otros tres casos son similares

(o {u,YHL X} XHY LX) = a(s)™ar(t)™ (~1) "= {{v, X}, Y}, X}
Ng+ny=n—2
= a1(s)" a1 (£)" (1) "7 (=D (s)as (E){v, X}

= o ()" o (1) (-1) "

= {v, X}

{. {u, Y} X},.. .Y} X}, X} = al(s)"zal(t)”y(—l)"%s{{v,Y},X},X}
Ng+ny=n—2
= ay(s)™ ay (8)™ (~1) "7 (~L)au (H)au (s){v, X}
= ax(s)" oy (1) (=1)"F {v, X}

n—3
2

{Aw, Y1 XY, L VY] X = an(s) ™ aa (8)™(=1)
————

Ng+ny,=n—2

{{v, Y}, Y}, X}

= ay(s)"ay (t)™ (~1) " (~1)au(t)*{v, X}
= ay(s)™ an (8)™ 2 (~1) T {v, X}

Nuevamente sélo necesitamos renombrar los exponentes pasando de ng +n, = n — 2 a unos
tales que ng +ny = n y con eso se completa la demostracion. Q.ED.

De esta proposicién queda claro que se puede aplicar a ambos casos, tanto para (z1,z3),
como para (p1,ps). Con esto ya podemos obtener el valor de cualquier paréntesis anidado de
cualquier extensiéon en valores de X y Y. Por simplicidad supondremos que el iltimo paréntesis
anidado termina en X.

Tomando el valor del paréntesis {X,Y} de (4.68) y eliminado el término que no depende
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de las variables de grupo, obtenemos que

(L AXYL, YL XYL X = (M(s)ts — M(B)s3){... {z1, Y}, X},..., X}
nw—Q—ny:n nx—i-ny:n

— (M(s)ty — M()s1){.. {23, Y}, X}, ..., X}
nw—i-ny:n

+ (M(s)te — M(t)se){... {p1,Y}, X},.., X}
nm+ny:n

— (M(s)tg — M(t)sa){.. . {ps,. Y}, X},..., X}
————

Ng+ny=n

Al usar las férmulas (4.76) y (4.77) nos damos cuenta que el factor correspondiente a a; que
se obtiene en todos los casos es el mismo por lo que queda como

ne n (—1)2{z1, X} n par
{AX Y} YE XD XY = D)™™ | (M)t — M(t)ss)
—_——

Ng+ny=n

{(1)3{553,)(} n par
)
-1)2{p1, X}  npar
o
(=1)% {p3, X} n par

Para reducir un poco mas la notacién es conveniente hacer la siguiente definicion

M; = M(s)t; — M(t)s; (4.78)
Con esto el desarrollo anterior se reduce
{.. {X,) Y}, Y} X}, ..., X} =(s)"=M(t)" x
(=1)% (Ma{zy, X} — My {x3, X} 4+ Me{p1, X} — My{ps, X}) Para n par
. { (—1)"51 (M3{xs, X} + M1 {z1, X} + Me{ps, X} + M4{p1,X}) Para n impar

Notemos que en el caso de que el Ultimo paréntesis anidado en vez de contener X fuera con Y
sélo se cambiaria X por Y en el lado derecho de la férmula anterior.

Finalmente escribamos la férmula completa y ya reducida de manera genérica para cual-
quier término de paréntesis anidados de cualquier longitud. Esto es

(L AX YY), YL XY, Z) = () ()™
—_————

Ng+ny=n
(—1)% (1h3a(M,7) — 16 (M, ) + A (7)) Para n par
(—1)%1 (M36(m7 )+ Mg (O, ) + Agi)ﬁ(?")) Para n impar

X (4.79)

(=1)"7 {3, X} n impar
2 {x1,X} n impar

N {ps, X} n impar

(=1)"* {p1, X} n impar

)
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donde Z € {X,Y} y r; € {s;,t;}, y se han definido los operadores de intercambio de indices
Mg (M, 7) = Miry + My y M (I, r) = Miry — My (4.80)
y por simplicidad se definieron

Ay =Mz + Maxs + Mapr + Mepz Ao = Myxzz — Mazy + Myps — Mepr (4.81)

Un anélisis rdpido de la ecuacién (4.79) nos lleva a darnos cuenta que la longitud de los
paréntesis anidados solo esté codificada en los exponentes n, y n, y en si estos suman par o
impar. La otra informacion relevante es si el ultimo paréntesis anidado se realiza con X o con
Y y dicha informacién se queda guardada en la variable r; que tomard el valor s; si se trata de
X y t; sisetratadeY.

Mas alla de lo larga y tediosa que pueda parecer dicha férmula, teniendo en cuenta lo
anterior ya es posible calcular la serie BCH a cualquier orden, y con ella entregar el operador
bi-diferencial D. Desde luego la complejidad que ya trae consigo dicha féormula por la cantidad
de elementos que hay que sumar en todo orden no se puede evitar.

En esta notacién reducida que estamos tomando el paréntesis {X, Y} se ve como

{X,Y} = Mia(s,t) + Mas(s,t) + Mag(s,t) — Ay (4.82)

Para darnos una idea de como va la serie, tomemos los primeros términos mostrados en
(2.37). La férmula es aplicable a partir de tercer orden por lo que se tiene

HX,)Y)=Z(X,Y)- X -Y

= % Va5, ) + Vs (s, £) + Mso(s, £) — Ao
o (34 (O, 1) — (I, 1) + Ay(1))
— (34(M, 5) — 116(M, 5) + A1 9N(s))]
- 2714 | (s) (N (M, 1) + Nra(M, 1) + Ao(1) ) |
— 5 (1) [0 (g (O, 1) — a0, ) + A, (0))
— M(s)? (17134 (M, ) — 1716(M, 5) + A1 M(s))]
55 (~1) [R(E)? (uga (90, 8) — s (O, ) + Ay ()
— M(s)? (34 (, 1) — ringa(IM, £) + A M(D))]
+ 5 (1) (SIRED(s) (g4 (O, 1) — i (I, ) + Ay(1))
- M()IM(E) (s (M, 5) — 1inag (M, 8) + AL(s))) + -
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reduciendo los términos iguales tenemos
H(X,Y) = % [MM(S, £) + Mas(s, t) + Mag(s, t) — Az}
+ % (T34 (M, ) — 1a6(IM, T) + ArDN(E)) — (Maza (I, 5) — 1216(M, 5) + A1 (s))]
- iam(s) [MSG (9, ) + Mg (O, 1) + Asza)}

+ (Maa (I, 1) — 116 (MM, E) + AIN(1)) [ 1 M(t)? + Lim(s)2 + 1931(t)§m(s)]

720 360 120
— (34(M, 8) — M1e(M, s) + A1M(s)) [7;09171(5)2 + ﬁﬁﬁ(tﬁ + 1;0931(75)911(3)}

Como podemos ver, una vez conociendo cada término de la serie, es muy facil obtener el
correspondiente a nuestra dlgebra y debido a los patrones que mucho se repiten, resulta muy
sencillo simplificar.

Para obtener el operador bi-diferencial solo basta con sustituir en la expresién anterior a s;
por gl y at; por J;,y obtener la exponencial de dicha serie. Notemos que aunque es algo que
hay que hacerse con cuidado dada la expresién tan grande, esperamos que quede claro cémo
se calculan cada uno de los términos de la serie haciendo uso de (2.37).



Capitulo 5

Dinamica No-Conmutativa Sobre
la Esfera

En el capitulo anterior escribimos los paréntesis de Dirac para una particula sobre una esfera
en donde los paréntesis iniciales ya no son los canénicos de Poisson, sino que incluyen una
no-conmutatividad tanto en las coordenadas, como en los momentos. También encontramos
una solucién particular de estructura que cumpliera con todos los requisitos necesarios para
formar una variedad simpléctica y ademas dejara invariantes las constricciones que resultan
del caso conmutativo. En este capitulo estudiaremos la nueva dindmica que se sigue de dicha
no-conmutatividad y postularemos la cuantizacién de dicho sistema.

5.1. Sistema No-Conmutativo

Empezaremos por resumir alguns resultados vistos en los Capitulos 3 y 4 a fin de ver que el
procedimiento es igual al caso conmutativo y ademds también por completez de manera que
pueda ser visto con un capitulo lo més independiente posible.

Sea L el Lagrangiano de una particula libre en coordenadas cartesianas y sea y1 = z;z% —
R? =~ 0 la constriccién (primaria) que indica que la particula debe moverse sobre la esfera.
Entonces tenemos que el sistema es descrito por

1 .
L= §ml‘ll‘l - /\1X1

y en consecuencia el Hamiltoniano total es
1.
Hr = o—pip" + Aixa
m
Siguiendo nuestro objetivo, ahora proponemos que los paréntesis de Poisson no sean los canéni-
cos sino que estén dados por
{z1,22} =axs  {p,p2} =bps {z1,p1} =1 {x2,p3} =ap {z1,p3} =0
{w2, 23} = ax1 {p2,p3} =bp1  {z2,p2} =1 {wa,p1}=—aps {z3,p1} =0
{xl’x?’} =0 {pl’p?)} =0 {333ap3} =1 {$1,p2} = bxj {Ig,pg} = —bx,

65
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En el capitulo anterior ya vimos que ésta es una estructura simpléctica valida ya que cumple
con todas las propiedades requeridas. Dicha estructura se puede escribir de manera compacta
como

{wi, 25} = Aijrwg

{wi,p5} = 0ij + Osjpr + Oijrws,

{pispj} = Bijkpr

donde se tienen las antisimetrias 0;;, = —0;; ¥y éijk; = —ék]’i y los valores estan dados por
Ajog = —Ao13 = Agg1 = —Aso1 = a, 0231 = —0213 = a,
3123 = —3213 = B231 = —B321 = b 9123 = —9321 = b, 0 otros casos

La evolucién de la constriccién se hace ahora tomando en cuenta esta estructura simpléctica
por lo que

) 1 . , . , 2 . o
x1={x1, Hr} = %{xixz,pjp]} + A{ziz 2’} = Eﬂﬁzlﬂ{xz’,pj} + Mzte! {z;, x5}
2 ) o oo 2 )
= — (zip' + 2'P 0ijkpi) + Ma'a! Ajjpae = —xip' =0
m m
Con esto nos surge la nueva constriccién (seccundaria)
X2 = zip' &0

La evolucién de esta nueva constriccién ya solo nos estd fijando el multiplicador de Lagran-
ge, esto es

_ 1 . , . ,
X2 = {x2, Hr} = %{xm 00} A{xp', wa }
= (z'P{pi,p;} + p'P’ {xi.pj}) + M1 (27 {ws, 25} + 2'a/ {x;, p;})
1 - )
= (Bijrwipipi + pid’ + Oijepivjar) + M (Aigrpizjzr — wa" + 0;jw25py) ~ 0

Notando que haciendo fuerte las constricciones tendremos que z;2° = R?, lo que dird que el
coeficiente de A1 es no nulo y por lo tanto dicha ecuacion fijard su valor.
Entonces tenemos dos constricciones cuyo paréntesis estard dado por
(s xe} = {wia? 2’y = 22" (07 {wi, 25} + 2/ {wi, 0 })
=2 (@2 + Oijpwizpr + Aijrripjr) = 2z’
=2R?
Por lo tanto tenemos que la matriz de constricciones estd dada por
0 2R? 0 —5
Cup = — P = 21 5.1
Como ultima herramienta que necesitamos para construir los paréntesis de Dirac es el paréntesis
entre las variables y las constricciones

{z1,x1} = 2axo23 {z2,x1} =0 {zs,x1} = —2az122
{p1,xa} = —2(x1 — axaps) {p2,x1} = =222 {ps.xa} — 2(x3 + axapy)
{z1, x2} = 21 + (ap2 + bxy)w3 {z2,x2} = 22 {x3, X2} = 23 — (apz + bx2)11

{p1,x2} = —p1 + (ap2 + bx2)ps  {p2, X2} = —p2 {p3: x2} = —p3 — (ap2 + bz2)p:
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Ahora si, con los resultados anteriores construimos los nuevos paréntesis de Dirac, los cuales
estan dados por

{A,B}" ={A, B} - {A Xa}C*{x3, B}
= {A7B} 2R2 ({A Xl}{B X2} {A X2}{B Xl})

Ahora sélo nos resta introducir cada una de las 6 variables en sus diferentes combinaciones lo
que nos dard un total de 15 paréntesis, a continuacién se listan: para x con x tenemos

1 1 1
{z1,22}" = azs <1 — sz%) , {x1,23}" = —awxs (1 — sz%) , {xo, 23} = axy (1 — R2x§)

para x con p

1
{z1,p}" =1- ﬁ R2 0352(1’1]?3 + x3p1) — 72 (ap2 + bra)r173
% 1
{z1,p2}" = R2x1x2 + b ( RQxS)
" 1 1 b 2a
{z1,p3}" = — %183 ~ apz (1 - RQLL‘%) - ﬁxgxg T2 L122p1
1

L1
{z2,p1}" = Rz T1r2 — aps <1 R2$§>

1
{zo,p2}" =1— Vo 3

* 1 1
{72, p3}" = R2 —5;T23 + apy <1 - R2I3>

* 1 b
{za,m}" = R2x1x3 + aps (1 - R2x§> TEvire + R2 o wawaps
N 1
{.Tg,pg} R2 —5T2X3 — bl‘l (1 — R23’:§)
" 1
{z3,p3}" =1~ R2 s x5 — 2 CUd“z(ﬂl?ﬂl??, + x3p1) + " (sz + bxa) 173

y finalmente el paréntesis entre los momentos

1 1
{p1,p2}" = bps (1 - RQJ?§> i (z1p2 — T2p1)

T1p3 — T3p1) + 55 %2 (p% +p3 +p;23)

a
R2( R2

. 1 1
{p2,p3}" = bp (1 - QUC%) (z2p3 — T3p2)

N 1
{p1,p3}" = bp2ﬁ 52—

R R?

Podemos ver que ahora los paréntesis de Dirac son mucho méas complicados ya que todos
son no nulos e incluyen potencias de orden 3 por lo que un tratamiento con la formula BCH
o de manera directa se presagia muy tedioso. Utilizar un mapeo para reducir el numero de
variables de las 6 iniciales a 4 efectivas puede ser una opciéon mas viable. Sin embargo, dicho
mapeo es complicado de encontrar. A continuacién daremos un tratamiento en esta linea.
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5.2. Mapeo por Coordenadas Cilindricas

Al ver la complejidad de los nuevos paréntesis de Dirac lo primero que se ocurre es utilizar los
recusos que ya conocemos, por lo que utilzaremos el mapeo por coordenadas cilindricas con sus
respectivos momentos, esto es: el cambio de coordenadas esta dado por

1 =V R?2— 22cos@
To =V R?2— 22sin0

Tr3 =2
y para los momentos
— 2 /R* = 2cosOP _7sin0 P,
p1 = ‘R2 z -R24722 [’
z cos
__~ 2 2. _ Y
po = i R z2sind P, + R2722P9

22
b3 = (1 _’}{2> }2

Dado que las constricciones son las mismas que en el caso conmutativo ya no nos preocupa-
mos por ellas puesto que se satisfacen de igual manera. Entonces, dada la no-conmutatividad,
ahora la estructura simpléctica del mapeo ya no sera trivial sino que ahora serd mas complica-
da. Para poder calcularla recordemos que de manera general una estructura simpléctica posee
las propiedades siguiente:

= Satisface con la operacién de paréntesis dada por

(AG).BE) = g o 5.2

donde J*# es una matriz antisimétrica que puede depender de z (antisimetria del parénte-
sis).

= Linealidad.

= Existencia del elemento nulo.

» Se satisface la identidad de Jacobi, la cudl para el caso de una J*? que depende de las
coordendas y los momentos, estd dada por

oJBY oJre oJeps
ad Bd %)
d 029 +J 029 +J 029

(5.3)

Estas condiciones se satisfacen trivialmente para cualquier matriz antisimétrica constante.
En nuestro caso de interés veremos que la matriz obtenida es bastante complicada, sin embargo
si existe dado el mapeo elegido.

La condicién esencial que debe satisfacer la matriz simpléctica que buscamos, es que sa-
tisfaga los 15 paréntesis de Dirac de la cual se extraera. Veamos un esbozo de como se puede
obtener dicha matriz. La idea es extraer los coeficientes de la matriz de cada uno de los parénte-
sis de Dirac cuyas relaciones ya estan establecidas. Empezamos por el mas sencillo, el de las
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coordenadas. Notemos que en el sistema reducido z® tomara ya sélo dos valores de coordenadas
y dos de momentos

{1‘1(2)7.’17](2)} — agijkxk: (1 zz) — 2 (6371 8x] 81‘1 61']>

0z 00 00 0z

En este caso i, 7 toman los valores 1,2, 3, pero en cualquiera de las 3 combinaciones posibles,
el resultado es el mismo

agiirxr (1 — I—% 22
L (-%) S <—1 + <1 - ) sin? 9) (5.4)

(311‘ Oz; oz; Oz; ) R2

0z 00 00 0z

Ahora utilizando z3 y p3 podemos encontrar otro coeficiente, esto es

0x3 30D op 1
{z3,p3} = 8722 ﬁa—zz =J aPi =1- ?a:g B ax2(a:1p3 + x3p1) + Vo (apg + bxo)xiT3
lo cual nos lleva a tener
13 22 . z .
JP=1-al|1- VA cos@sinP, — mpg + bzcosfsind (5.5)

Ahora tomemos la variable p;, dada su dependencia de todas las nuevas variables tenemos que

Jlﬁ 8p1 apl

{z3,p1} = R JIQ(9 —l—Jl38p1 Jl48p1

OP, 0Py

De esta expresién la tinica cantidad que no conocemos atin es J™ por lo cual la despejamos.
Sustituyendo los valores obtenidos nos lleva a

2

: ) (2P, + cosOsinOPy) — b(R?* — 2?) cos* 0 (5.6)

14
JP=—-a (1 e

Notemos que el procedimiento es completamente andlogo usando ps y de hecho nos conduce
exactamente al mismo resultado para J'4. Con esto ya hemos calculado 3 coeficientes de la
matriz simpléctica, nos restan otros 3 de los 6 que hay en total.

Ahora es el turno de usar p3. Calculamos su paréntesis con z1 y eso nos lleva a obtener

Ox1 Ops | 13071 Ops 23021 Ops
090 0z 0z 0P, 00 0P,

12

{xl ) p3} = _J
En este caso el valor que no conocemos es J23, por lo que sustituyendo los valores encontramos
que

2 2
J2 = ﬁ {(1 —9 (1 - R?) sin? 9> 2P, — cosf sinf Py | + bﬁ sin20  (5.7)

En el desarrollo anterior si en vez de x1 colocamos x5 el procedimiento es el mismo y el resultado
también. Ahora para obtener J2* usamos el paréntesis de cualesquiera de las combinaciones de
1, T2 con p1, pe. Para ejemplificar aqui usamos x; con py, esto es

0z Op1 011 8p1:| 13% Op1 14%% 23% op1 24%%

_ g2 |9%19p1 071 0Py
{zi.p}=J {62 09 90 0z +J 0z OP, 0z 0Py 08 0P, 08 0Py
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de lo cudl inmediatamente obtenemos

2
z
JH=1+a ((1 R2> cosf sinf P, — R2—22P9> — bz cosf sinf (5.8)

Finalmente el tltimo coeficiente J3* lo obtendremos de realizar los paréntesis entre los
momentos, cualquiera de los tres nos llevara exactamente al mismo resultado. Tengamos en
cuenta que en este caso todos los coeficientes anteriores aparecen, por lo tanto la expresion
para calcular este ultimo coeficiente es mas larga asi como su resultado.

22 2 22+ (R? — 2%)sin® 0
I3 g [(_]%2 + (1 R2) sin 0) P? — ﬁ cosOsin 0Py P, + (222 Pg}
2., .2
s (zPZ _ % cos 6 Sin@Pg) (5.9)

Bien vale remarcar que el mapeo que se utilizé en todo momento es el mismo utilizado en
el Capitulo 3, por lo que el Hamiltoniano asociado en este caso es exactamente igual. A saber

1 , 1 R?
H(z%) = —p;(z)p'(2%) = —— | (R? P? 7P2
(%) = gt W ) = o (2 = P24 P
Sin embargo ahora las ecuaciones de movimiento ya no se calculan con la estructura simpléctica
trivial sino con la que aqui obtuvimos, esto es

. 0A OH

A={AH} = —J* — 5.10

{4, H} = 52 J% o5 (5.10)
Desde luego, dada la complejidad de la nueva estructura simpléctica ahora las ecuaciones de
movimiento son mucho méas complejas que en el caso conmutativo.
Para el caso de z tenemos

2
. 1 2 2 a ) ) ) 22 ,
z:mRz(R —Z)PZ—WCOSHSIHQ<P0—|—R l_ﬁ P?

—|—£c080 z 1—£ sinf P, — cos 0P,
m R2 z [’

Notemos que haciendo a y b cero recuperamos la ecuacién del caso conmutativo. De manera
similar se tienen las siguientes ecuaciones

- 9 R?P? b (22 z R%cos 6 sin 6
Pz _mR2 <Pz *m +* ﬁCOS@ SIHHP WPZP0+WP9
a 22 3 R? 3, zcosf . 5
_ msm@ <z (1 - RQ) cosf P, — R — z2)2P9 T2 P P? —sinf P? Pg)

: Py az 2 2 P(,Q b . 22 zcosf
sz(Rz_ZQ) R sin 9((1—R2)P +R2 +Esm9 V2 sinf P, — mpg

2 2] 2
mo}ﬁ sin @ <R2 (1 — ;2) sin P3 — ];COS P} +sin P,P; — 2z (1 - ;) c0s0P2Pg)

b 2 2 0
—|—% (2 (1—;) sin? @ P2 — (1—&—;) cosf sinf P, Pg—l—;COSP9>

By ——
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Nuevamente vemos que en todos y cada uno de los casos si hacemos los pardmetros a y b
idénticamente cero se recupera el caso conmitativo.

Dado que es imposible resolver analiticamente dicho sistema de ecuaciones, se obtuvo una
solucién numérica, la cudl se grafica para diferentes valores tanto de a como de b. En cada uno
de dichos casos se utilizan como condiciones iniciales z(0) = 0, §(0) = 0, P,(0) =0, Py(0) =1

0.5 0.0 _05

Figura 5.1: Se muestra la trayectoria de la particula libre modificada ante la
no-conmutatividad (Se toma R=m=1,a=1y b=0)

En cada una de las distintas gréficas podemos ver que las trayectorias cambian considera-
blemente en cuanto se modifican los pardametros. En este caso, hemos utilizado valores mayores
que la unidad para enfatizar el cambio que produce la no-conmutatividad a la trayectoria origi-
nal, la cual corresponde a un circulo maximo en el plano xy. Sin embargo dada la dependencia
de las ecuaciones de movimiento las cuales son proporcionales tanto a los pardmetros como a
los momentos, trayectorias de este tipo bien pueden ser obtenidas para valores pequenos de
los pardametros pero para condiciones iniciales grandes en los momentos, es decir, condiciones
mucho mayores que la unidad. Esto trae como consecuencia que las trayectorias dependen fuer-
temente de las condiciones iniciales, indicando que un tratamiento perturbativo sélo seria para
a vy b muy pequenos y condiciones iniciales no mucho mayores que la unidad.

Hasta ahora, podemos ver que las trayectorias siguen siendo cerradas, al menos numérica-
mente, por lo que no ha sido necesario indicar un tiempo especifico maximo en el que se grafica.
Mis adelante analizaremos con mas detalle para el caso donde a es idénticamente cero y sélo
b no nulo, es decir para el caso en que la no-conmutatividad inicial es s6lo en los momentos.
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Figura 5.2: Se muestra la trayectoria de la particula libre modificada ante la
no-conmutatividad (Se toma R=m=1,a=10y b =0)

5.3. No-conmutatividad Soélo en los Momentos

En todo el desarrollo anterior no se ha hecho ninguna aproximacién, tanto a¢ como b se han
supuesto arbitrarios, asi como condiciones iniciales y los momentos a no ser limitados. Dada
la complejidad de los calculos que esto ha traido y, para no perder el impetu de trabajar
sin ninguna aproximacién, vamos a suponer que a = 0. Veremos que este caso no sélo es
completamente tratable pero también cuantizable en una forma confiable.

Haciendo a = 0 en nuestros coeficientes de estructura simpléctica, estos quedan como:

J?=0
JY¥ =1+ bzcosfsinf
JY = —b(R* — 2*) cos? 0

52

23 _ .2
J —bmsln 0
J?* =1 —bzcos0 sind

24,2
I =_p (ZPZ - % cos 6 sin9P9>

Sélo para enfatizar, esta matriz simpléctica nos dice como actian los paréntesis entre las
variables del espacio fase, esto es

{2229} = J*%  donde 2* = (2,0, P., Pp)

Es el momento de dar el siguiente salto. Démonos cuenta que a excepcién de J3* todos los
otros coeficientes de la estructura no dependen de los momentos y que ademas las coordenadas
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Figura 5.3: Se muestra la trayectoria de la particula libre modificada ante la
no-conmutatividad (Se toma R=m=1,a=0y b=1)

conmutan entre si. Esto nos lleva a la idea de que para una funcién que dependa linealmente
de los momentos, su paréntesis con alguna coordenada sélo serd afectado entre la coordenada
y el momento. Por poner un ejemplo para clarificar esta idea, veamos

si fo(2%) = g.(2,0)P, + h.(2,0) Py = {2z, fo(z%)} = g.(2,0){z, P.} + h.(2,0){z, Py}

persiguiendo la meta de un sistema con estructura simpléctica trivial, tenemos que buscar una
solucién adecuada a la ecuacién anterior, y la correspondiente para el caso usando 6 en vez de
z, es decir, resolver las ecuaciones {z, fo(z4)} = 0y {0, f.(24)} = 0. La manera inmediata que
se ocurre de resolver esta ecuacion es suponer que

92(279) = a{ZaPO}v hz('z’a) = —a{z,Pz}
90(73’6) = B{aapﬂ}v hG(Zve) = 75{07Pz}

veamos que dichas soluciones de hecho son las soluciones siendo las constantes a = 8 = 1.
Esto es, definamos las siguientes funciones dependientes de las variables dindmicas

- . b2z?sin 6
P.(2%) = (1 —bzcosl sinb)P, — mPg
Py(2%) = b(R?* — 2%) cos®> O P, + (1 + bzcosf sin§) Py (5.11)

entonces tenemos que
{259}205 {vaz}zlv {Z7p9}:05 {05152}:07 {97P9}:13 {PZ;P9}:O (512)

Es decir, hemos encontrado un cambio de variables para los momentos a unos nuevos cuyo
paréntesis de Poisson es el trivial, es decir, las coordenadas (2,0, P,, Py) son un conjunto de
coordenadas candonicas del espacio fase.
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Figura 5.4: Se muestra la trayectoria de la particula libre modificada ante la
no-conmutatividad (Se toma R=m =1,a=0y b= 10)

Para poder encontrar la dependencia del Hamiltoniano en estos nuevos momentos, necesi-
tamos invertir a los momentos P, y Py en (5.11) en términos de los momentos con tilde. Esto
se da por

b2-2 _
z“sin 9P0
R2 — ;2

Py(2,0,P,,Py) = (1 — b(R? — 2%) cos? )P, — bz cosf sinf Py

P,.(z,0, P, f’g) = (14 bzcosd sin@)]sz +

Insertando estos valores para los momentos en el cambio de variables asociado a los mo-
mentos p; encontramos que se escriben como

2 N
P =— (z -b (1 - Z) cos 6 sin9> vV R? — 22 cosO P,

R2
. 2 B
__sinf (1 —bz <1 - ;2) cos 6 sin@) Py (5.13)

2 ~
Py =— (];sine—i—b cos (1 — (1 — ;) Sin29>> R? — 22P,

) .
+ (COSG—bz sin0<1— <1—|—;2> sin? 9)> \/% (5.14)

22

2 ~ ~
p3 = (1 - ;2) (1+bz cosf sinf) P, + bﬁ sin? 0 Py (5.15)

Se puede ver que si hacemos b = 0 en todos los casos se recupera el cambio de variables original.
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Figura 5.5: Se muestra la trayectoria de la particula libre modificada ante la
no-conmutatividad (Se toma R=m=1,a=5y b=5)

Finalmente ya podemos obtener el Hamiltoniano en estas nuevas variables
H(Zv gvpza 150)

2

(R2 — 2;2) Pz2 1 b2 sin 20 3R2 2 4R2 190 RQ 2 s 40
e + bz sin +§( +z° 4+ cos 260 + (R* — 2°) cos 46)
]302 . b2, 5 ) ) )
+W_22)<1—b2 sm29+W(R +32° —42°cos20 — (R* — 2 )00849))
bpzpe 2 2 2 2 bz 2 9 . 9 5 )
OmR2 ((R +2%)cos20 — (R° — 27) 1 (2(R? — 2°)sin 20 + (R* — 2%) sin 46)

(5.16)
Notemos que este Hamiltoniano tiene la forma
1 .. - L. .
H=—gipp, — — ( 1p2 4 912p 22P2) 1
59 PP =59 P +29 b+ 97 by (5.17)
En donde g% est4 jugando el papel de la inversa de una nueva métrica, la cudl estd definida
por los coeficientes
11_(R2722) 14+ b2~ sin 20 ﬁ 2, .2 2 0 2 .2 9
9= + bz sin2 +8(3R + 2% + 4R? cos 20 + (R* — 2°) cos 46)
b b
gt? =— SEE ((R2 + 2%) cos 20 — (R? — 2%) — ZZ (2(R? — 2%)sin 20 + (R* — %) sin49))
1 b22?
22 .
g M(l—bzst&-l—

P (R* +32% — 42° cos 20 — (R* — 2°) cos 40)) (5.18)
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y en consecuencia la métrica estd dada por

2
g1 = (R* —2%) (1 + bz sin260 + % (R* 4+ 2° + (R® — 2°) cos 26) cos 20)
g12 :g <R2 — 22+ (R* + 2*®) cos 260 — b; (R*+ 2° + (R® — 2%) cos 20) sin 29)

__ B 1—bzsin20+ b (R* 4+ 2° + (R® — 2°) cos 20) sin 20 (5.19)
922 =Rz —22) 9R? '

cuyo determinante de esta métrica es R?, independiente del pardmetro conmutativo b.

Visto el Hamiltoniano de esta forma, corresponde exactamente igual a la forma en que lo
vimos en el caso conmutativo por lo que la cuantizacion se hace ya de manera igual a aquel
caso, s6lo hay que tener cuidado porque la métrica (su inversa) ha cambiado un poco, por lo
que la cuantizacion se obtiene siguiendo el procedimiento usual: promovemos las variables a
operadores

2 0 ~ 2 0
22, 0+—0, P,— P, = —zhg, Py— Py = —zh% (5.20)

cambiamos los paréntesis de Poisson por conmutadores
[2,P.] =ih, [0, Py =ih, 0 otros casos (5.21)

y finalmente tenemos en cuenta que el ordenamiento correcto es
. 1 - o
H(ngvpzapﬁ) = Py ( |g|glk-Pi> (522)
2my/lg|
donde los coeficientes g% estdn dados en las relaciones (5.18) y g es el determinante de la
métrica. Dado que dicho determinante en nuestro caso es constante, la ecuacién anterior se
reduce a

1 - o
H=—Dn ( ““P) 5.23
2 k\9 i ( )
Notemos que en este caso dado que hay un término cruzado, y al promoverse los momentos

a operadores, las dos contribuciones ya no serdn la misma, esto debido a que la métrica (su
inversa) depende de las coordenadas,

- —h% | 0 R% — 22 b2 7]
H(z,0) =—— [ <(Z) (1 + bz sin26 4 ry (SR2 + 22 + 4R? cos 20 + (R? — 22)00549)> —

2m | Oz R2 8z>
O (b (12, 2 2 2, _bz 2 2y 2 oy 9
Py <2R2 ((R + 2%) cos 20 — (R* — 2%) 1 (2(R? — 2%)sin20 + (R® — z°) sin40) 20
_ % (% ((R2 +z2)C0329— (R2 — z2) _ % (2(R2 _ Z2)Sin29+ (R2 —Z2)Sin40)) g)

0z
1 2,2
+ 2 (m (1 — bz sin20 + % (R? + 322 — 422 cos 20 — (R? —22)00540)) 3)}

o))
5

Adicionalmente podemos encontrar el Lagrangiano a fin de ver como se ha modificado con
respecto al Lagrangiano conmutativo. Esto lo hacemos teniendo en cuenta que

L(z,0,%0) = P,z + Py — H (5.25)
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La derivada funcional de L con respecto a cada uno de los momentos P, y Py nos dara las
ecuaciones que deben satisfacer a fin de invertir Z y 6, dando respectivamente

f— g P~ 9By — 0
6 g7y - 9P, — 0

las cuales escritas en forma matricial se engloban en

3 1 12 p o .
(0):<§12 izz)(p‘:)ﬁgjpj: (5.26)

donde ¢' = z y ¢> = 0. Considerando que g;; y g/ son inversas podemos resolver para P, y Py
9ki9” P; = griq' = Py = grid’ (5.27)
Con esto podemos calcular el Lagrangiano
i D 1 i D D -4 .k 1 ij .k .m
L=q¢'F; = 59" PP = ¢'9irq" — 59" 9id" gimq

lo cual nos lleva directamente al resultado esperado
1 i g
L= 5 —9id'q (5.28)
En el cuédl sustituyendo los coeficientes de la métrica dados en (5.19) obtenemos
2

1
L= 3 {(R2 —2%) <1 + bz sin26 + % (R* 4+ 2° + (R® — 2°) cos 26) cos 29) #2

+b <R2 — 22 + (R? + 2%) cos 20 — b; (R* + 2° + (R? — 2%) cos 20) sin29> 0

R2 b22’2 .
o) (1 — bz sin260 + R2 (R* 4 2% + (R® — 2%) cos 20) sin 29) 92] (5.29)

Notemos que al hacer el paramentro b = 0 recuperamos en el Lagrangiano la métrica de la
esfera en coordenadas cilindricas.
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Capitulo 6

Conclusiones

Este trabajo tuvo como principal objetivo el describir un sistema fisico que obedece a una
especifica estructura simpléctica, la cudl es no trivial. A pesar de las dificultades técnicas que
trae dicho sistema, se logra describir su dindmica cldsica y encontrar una serie de mapeos a fin
de convertir la complejidad de la estructura simpléctica en una modificiaciéon del Hamiltaniano.

En el Capitulo 4 el primer resultado importante es el hecho de que una particula libre
restringida a moverse sobre una esfera admite todo un conjunto de posibles modificaciones
de la estructura simpléctica sin que las constriciones del sistema se vean modificadas, es de-
cir, los paréntesis de Dirac asociados siguen teniendo la misma estructura. Una vez tomado
un caso particular de modificacién a la estructura simpléctica candnica, el segundo resultado
importante que se obtiene es el encontrar una férmula que permite calcular la serie de Baker-
Campbell-Hausdorff a cualquier orden, y en general, calcular el término de cualquier orden sin
la necesidad de conocer los ordenes més bajos. Este resultado vélido para una particula libre en
3 dimensiones nos permite construir la versiéon cudntica de la particula libre no-conmutativa.

En el capitulo 5 se estudi6 la dindmica correspondiente a la particula libre sobre la esfera
con la estructura simpléctica no conmutativa. Debido a que fue posible construir los paréntesis
de Dirac de dicho sistema y a que encontramos un mapeo que reduce el niimero de variables a
las efectivas, es como pudimos escribir las ecuaciones de movimiento y encontrar (computacio-
nalmente) las trayectorias modificadas que sigue la particula. En dichas trayectorias se puede
apreciar que son cerradas, que dependen ampliamente de las condiciones iniciales asi como
del pardmetro no-conmutativo, siendo notable destacar que entre mayores sean las condiciones
iniciales y/o el pardmetro de no-conmutatividad las érbitas tienden a tener presencia sobre
toda la esfera.

El resultado mas importante de esta tesis es, que dada una no-conmutatividad en los
momentos para el sistema particular que trabajamos, se pudo encontrar un mapeo entre las
variables no-conmutativas y unas con estructura simpléctica trivial. El teorema de Darboux
nos garantiza que dada cualquier estructura simpléctica se puede encontrar un mapeo (local)
que la convierta a la canénica, sin embargo, no da manera alguna de como encontrar dicho
mapeo. Aqui hemos encontrado un ejemplo especifico donde se encuentra dicho mapeo. Estas
nuevas variables nos permitieron proponer una versién cudntica del sistema que estudiamos.

Hay dos puntos importantes derivados del desarrollo y de los resultados en esta tesis que
bien vale la pena discutir. El primero es sobre su trascendencia y el segundo sobre la utilidad
a futuro.

Bien podriamos preguntarnos si los resultados aqui obtenidos se ajustan mucho mejor a lo
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obervado en el experimento que a los ya existentes en la literatura para el caso conmutativo,
y aunque no existen ain experimentos realizados a una particula restringida a moverse sobre
una esfera, la respuesta més probable es NO. El hecho de haber modificado ligeramente la
estructura simpléctica agregando una no-conmutatividad muy particular que ni siquiera se
inspira en un fenémeno fisico no significa que existan experimentos fisicos que reproduzcan
dichos resultados.

La importancia de este trabajo radica en que se muestra un caso en el que se puede
incluir una no-conmutatividad considerando en todo momento al sistema fisico de manera no
aproximativa y obtener una teoria cuantica totalmente consistente y que cuando hacemos los
parametros de no-conmutatividad cero se recuperan los resultados esperados. Hasta ahora el
sistema no-conmutativo resuelto completamente es donde la no-conmutatividad es constante.
También se han estudiado otros casos més generales donde se desprecian términos a partir de
cierto orden en la no-conmutatividad [17]. Desde luego, se ha creado toda una amplia tecnologia
para estudiar sistemas con estructura simpléctica no-conmutativa, sin embargo la simplicidad
del sistema aqui tratado y el hecho de llegar a resultados analiticos concretos y sin ninguna
aproximacién convierte a este ejemplo en un punto de referencia para el estudio cudntico
de sistemas fisicos no-conmutativos en los que se usan métodos de cuantizacién diferentes al
candnico.

Lejos de ser este un ejemplo terminado, hay una gran utilidad que se le puede dar: el estudio
de la inequivalencia de distintos métodos de cuantizacion a nivel de sistemas no-conmutativos.
Un grande problema que suele hacerse presente a la hora de cuantizar es que diferentes métodos
de cuantizacién conducen a sistemas cudnticos no equivalentes [13]. Un sistema cuédntico que es
obtenido a través de un sistema clasico con constriciones, que primero es reducido a variables
efectivas y luego cuantizado; puede ser inequivalente al sistema cudntico obtenido a través de
hacer primero una cuantizaciéon y posteriormente una reducciéon a variables efectivas a nivel
cuantico. Dicha oportunidad de estudio se presenta aqui ya que la manera que se cuantizd a
la particula libre sobre la esfera fue haciendo primero una reduccién y posteriormente la cuan-
tizacién de la variables. Bien pudimos primero cuantizar y posteriormente hacer la reduccién
de variables a nivel cuantico. El hecho de contar con una férmula que nos permite conocer la
serie de Baker-Campbell-Hausdorff a todo orden, nos abre la posibilidad de estudiar el mismo
sistema usando esta cuantizaciéon hecha en el espacio extendido y posteriormente reduciendo
las variables a unas efectivas a nivel cudntico. Es posible que dicho tratamiento sélo se pueda
hacer de manera perturbativo, sin embargo, es un motivo para seguir estudiando dicho sistema
no-conmutativo particular en un futuro.

“What we have, in fact, is not a theory at all but a large collection of appro-
ximate calculations, together with a web of conjectures that, if true, point to the
existence of a theory.”

Lee Smolin
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