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Resumen

Se realizé una investigacién tedrica y numérica del fenémeno del Zitterbewegung en na-
noestructuras semiconductoras. En particular se hizo un estudio de la dindmica de paquetes
de onda electrénicos en gases electrénicos bidimensionales confinados en nanoestructuras
semiconductoras y que experimentan fuerte acoplamiento espin-érbita de Rashba y Dres-
selhaus. Nuestros estudios revelan que la presencia del acoplamiento espin-érbita tiene una
influencia cuantitativa importante en la evolucién dinamica y distribucion espacial de los
paquetes de onda electrénicos en tales sistemas. Especificamente para el caso en el que sélo
se tiene acoplamiento espin-6rbita de Rashba (o s6lo con Dresselhaus), encontramos que el
paquete de onda inicial se desdobla en dos paquetes axialmente simétricos y gaussianos pero
con velocidades de grupo distintas, separandose en direccién perpendicular a la direccién
de propagacion inicial. Este desdoblamiendo aparece debido a la presencia de dos bandas
en el espectro del electron correspondientes a los estados estacionarios con diferente helici-
dad. Se muestra que el valor esperado del operador de posiciéon como funcién del tiempo
es acompanado por oscilaciones del centroide del paquete en direcciéon perpendicular, i.e.
desarrolla el efecto Zitterbewegung. Se observa una fuerte dependencia del Zitterbewegung
con la interaccién de acoplamiento espin-érbita de Rashba. Se realizé también el estudio
incluyendo las contribuciones de los acoplamientos simultdaneos de Rashba y Dresselhaus,
donde la interacciéon de acoplamiento de Rashba es mayor que la interaccién espin-orbita
de Dresselhaus. Encontramos que el paquete de ondas gaussiano se separa en dos partes
simétricas con diferente direccién de la velocidad como en el caso sélo con Rashba, pero
con la misma amplitud de densidad de probabilidad. Sin embargo no se observa la simetria
circular como es el caso con la contribucién sélo de Rashba, si no que en este caso se exhibe
claramente dos elipses concéntricas rotadas para la densidad de probalidad. Nuestros estu-
dios del Zitterbewegung, polarizaciéon de espin y dindmica de paquetes de onda electronicos
podrian ser de gran interés para la simulacién e implementacién practica de nanodispositivos
espintrénicos basados en la manipulacion eléctrica del acoplamiento espin-orbita.

Aprobado

Dr. Francisco Mireles Higuera
Director de Tesis



Prefacio

En 1930 uno de los fundadores de la Mecanica Cuantica, el austriaco Erwin Schrodinger,
predice el fenémeno del Zitterbewegung [1]. Tal efecto estd asociado a las particulas
cuanticas moviéndose a velocidades cercanas a la velocidad de la luz, y se manifiesta
como un violento movimiento tembloroso de estas particulas cuanticas a medida que
se desplazan. La palabra Zitterbewegung consiste de la union de los términos, Zit-
ter, que significa “tembloroso” y bewegung que significa “movimiento” en el idioma
alemén [1]. La prediccién de Schrodinger estd basada, irénicamente, en la ecuacién
de Dirac, desarrollada por el fisico britanico Paul A. Dirac en 1928 y que incorpora
la relatividad especial a la Mecénica Cuéntica.®

Como noté Schrodinger originalmente, de la teoria cuantica-relativista de Dirac, se
desprende que en el movimiento de electrones libres relativistas, aparecen compo-
nentes altamente oscilatorias en la evolucion temporal de sus observables fisicas, tales
como la posicion, velocidad y momento angular de espin. Tal movimiento tembloroso

es totalmente inesperado y contraintuitivo desde el punto de vista clasico, pues se

'La ecuacién de Dirac fue derivada para obtener la generalizacién relativista de la propuesta de
Schrodinger de la fisica cudntica.



vi
presenta sin la presencia de fuerzas actuando sobre la particula. El origen del Zit-
terbewegqung estriba en la combinacién de dos efectos: el primero en el principio de
superposicion cuantica, el cual le permite a los objetos cudnticos estar en dos estados
o posiciones mutuamente exclusivas al mismo tiempo. La segunda es la existencia de
la antimateria (i.e, debido a la existencia de estados con energia negativa para toda
particula cudntica relativista). Asi pues, el Zitterbewegung se presenta debido a la in-
terferencia de los espinores con energia positiva y negativa soluciones a la ecuacion de
Dirac para la particula libre. Ademas sélo ocurre cuando estas componentes tienen un
traslape significativo en el espacio de posicion y de momento, por lo que el efecto esta
ausente en la mayoria de las circunstancias. El efecto ha mostrado ser extremada-
mente elusivo de observarse en el laboratorio, y a la fecha (2015), ain no ha sido
observado experimentalmente en fisica de altas energias. La razén en gran medida, es
consecuencia de las extremas condiciones para que el efecto se produzca. Resulta que
de acuerdo a la ecuacién de Dirac para la particula libre, las oscilaciones de Zitter-
bewegung asociadas tienen frecuencias del orden de wzp ~ 102! Hz, con longitudes de
onda del orden de la longitud Compton (Ac =~ 107*?m); condiciones fisicas en efecto
dificiles de conseguir simultaneamente en el laboratorio de manera controlada.

Sin embargo, un fenémeno andlogo al Zitterbewegqung de altas energias ha sido pro-
puesto que puede observarse similarmente en sélidos cristalinos, [2, 3] en particular en
semiconductores de brecha energética estrecha [4], nanotubos de carbén [5], capas de

Grafeno [6], superconductores [7, 8], y més recientemente en condensados atémicos
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de Bose-Einstein[11]. Todos estos sistemas estan caracterizados por tener un espec-
tro electronico de excitacion agrupados en dos bandas, separadas por una brecha
energética diferente de cero, por lo que su espectro de energias es similar al espectro
del Hamiltoniano de Dirac. Por ejemplo, un estudio tedrico reciente [9] de sistemas
electrénicos bidimensionales (2D) en heteroestructuras semiconductoras con inversion
asimétrica estructural, muestra la presencia de un movimiento oscilatorio analogo al
Zitterbewegung vy que surge del desdoblamiento de espin del espectro electréonico. El
desdoblamiento de espin correspondiente a la banda energética se desvanece cuando
el momento p — 0, formalmente analogo al espectro de Dirac para la particula libre.
Una situacion similar ocurre para excitaciones electrénicas en material tipo bulto para
una monocapa ideal de grafeno. [6]
Durante mas de 80 anos se ha debatido, inclusive, si el Zitterbewegung es un efecto
real (observable) o algo artificial —i.e. visto como una mera solucién matematica de la
ecuacién de Dirac sin conexion alguna con la realidad fisica—. No es sino hasta muy
recientemente que el efecto Zitterbewegung fue observado por vez primera en finos
experimentos realizados por Gerritsma y colaboradores (2010) usando iones atrapa-
dos (*°Ca™) con ldseres [10]. M4s recientemente, en 2013, LeBlanc y colaboradores
realizaron experimentos donde reportan la observaciéon del efecto Zitterbewegung en
condensados de Bose-Einstein formados por nubes atémicas de 3"Rb [11]. Ambos
experimentos demostraron la existencia inequivoca del efecto Zitterbewegung en el
laboratorio.

En este trabajo de tesis se realiza un andlisis tedrico y numérico sistematico del efecto
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Zitterbewegung a través del estudio de la dindmica de paquetes de onda electrénicos
en gases electrénicos bidimensionales confinados en nanoestructuras semiconductoras
de brecha energética estrecha. Sistemas donde la interaccion espin-érbita de Rashba y
Dresselhaus dictan el comportamiento del espectro energético y donde se ha predicho
la presencia del Zitterbewegung.
La tesis esta organizado de la siguiente forma: en el capitulo 1 se presenta la moti-
vacién que dio pie al desarrollo de esta tesis. Mas adelante en el capitulo 2 se presenta
la naturaleza del Zitterbewegung en sélidos. En el capitulo 3 se detalla la formulacion
de la interaccién espin-orbita. En el capitulo 4 se revisara el origen cuantico-relativista
del efecto del Zitterbewegung y su analogia en semiconductores. El modelo analitico
basado en funciones de Green se describe en el capitulo 5. Asimismo, en el capitulo 6 se
describe la metodologia numérica empleada para resolver el problema de la dindmica
de paquetes de onda en dos dimensiones en sistemas gobernados por la ecuacién de
Schrodinger con acoplamiento espin-érbita. El capitulo 7 expone los resultados y
discusiones. Finalmente, en el capitulo 8 se presentan las conclusiones de la tesis.
Con la intencién de que esta tesis fuera autocontenida en lo posible, se agregaron 5
apéndices que contienen aspectos de crucial importancia para el desarrollo de esta

tesis.
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Lista de Figuras

2.1 Experimento: Simulacién de la ecuacién de Dirac. En la figura se
muestra el valor esperado de la posicién (X ) respecto al tiempo para
particulas con diferentes masas. La curva lineal (cuadrados) representa
una particula sin masa moviéndose a la velocidad de la luz. Desde la
parte superior las otras curvas representan el incremento en el valor del
término de la masa. Las lineas solidas representan la solucién numérica.

Grafica tomada de la referencia de R. Gerritsma y colaboradores.[10]

XV
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2.2

3.1

Experimento: Observaciéon directa del Zittervewegung en un conden-
sado de Bose-Einstein. En la figura se muestra esquematicamente el
sistema que se utilizé para el experimento. La grifica a) muestra la
geometria esquematica de los laseres , b) el diagrama de niveles para
las transiciones Raman y c¢) dispersién de Dirac: las lineas puntadas
muestra la relacién de Dirac para particulas sin masa, para particulas
masivas como el electrén y positrén se muestra en las lineas sélidas.
La grafica del lado superior derecho muestra la posicién dependiente
del tiempo medida experimentalmente, mientras las lineas sélidas rep-
resentan la solucién numérica. En el experimento miden la posicién
dependiente del tiempo de la nube sujeta al Hamiltoniano de Dirac
para varios tiempos de vuelo (TOF, por sus siglas en inglés) .Grafica
tomada de la referencia de J LeBlanc y colaboradores [11]. . . . . . .
Heteroestructura semiconductora. Entre el material tipo n — AlGaAs
y el material intrinseco i — GaAs se forma un pozo triangular de po-
tencial que confina electrones en 2D. E. es la energia de la banda de
conduccién, E, la energia de la banda de valencia y E; la energia de

Fermi respectiva para cada tipo de material. . . . . . . .. .. .. ..

Xvi

14



3.2

3.3

Representacion esquematica de la estructura de bandas de GaAs. Donde
Ey representa la brecha energética principal del semiconductor y es la
diferencia entre la banda de conduccién y la energia de la banda de
valencia a k = 0. HH es la banda de huecos pesados, LH representa
la banda de huecos ligeros, SO es el split-off y A representa la brecha
entre la banda de huecos split-off y la banda degenerada HH y LH.
Representacion esquematica de la relacion de dispersion de una particula
libre con acoplamiento espin-6rbita de Rashba. a) Espectro de energias
como funcién de k; y ky, (ec.(3.12)) b) proyeccién de la dispersion en el
plano de momentos (a una energia constante). Las flechas indican la di-
reccién de polarizacién del espin la cual es perpendicular a la direcciéon
del vector de onda k = (k;, k) ¢) se muestra el espectro de energia
para el electrén libre sin acoplamiento espin-6rbita de Rashba y en d)
se muestra el espectro de energia pero con interacciéon de Rashba. Note

que la degeneracion de espin se rompe para el caso con acoplamiento

Rashba. . . . . .

xvii
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3.4

4.1

4.2

Representacion esquematica de la relacion de dispersién con interaccion
de Rashba y/o Dresselhaus. En la parte superior se muestra graficado
la estructura de bandas para los siguientes casos: a) Rashba é Dres-
selhaus, b) el pardmetro de intereaccién es igual para ambos casos y
c¢) cuando el pardmetro de acoplamiento espin-6érbita es diferente para
cada interaccion de acoplamiento. En la parte inferior de la figura se
muestra la representacion esquematica para la direcién de polarizacién
de espin para los casos anteriores. . . . . . . . ... ... ... ...
Diagrama esquemaético que muestra el movimiento de una particula
libre y relativista en direccién x (flecha azul). Las lineas punteadas
describen el movimiento oscilatorio alrededor de su trayectoria clésica,
esto es, alrededor del valor esperado de la posicién (x) a medida que
se propaga i.e. el fenémeno del Zitterbewegung. . . . . . . .. .. ..
[lustracién esquemadtica tipica de la estructura de banda de semicon-
ductores. Aqui se muestra la banda de conduccién (electrones) y banda
de valencia (huecos pesados) para el compuesto de GaAs en el cual su

brecha energética es de 1.42eV. . . . . . . ... ... ..
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5.1

5.2

9.3

Densidad de probabilidad electrénica p(x) = |¥1|?+|¥;|? con acoplamiento

espin-6rbita de Rashba para diferentes tiempos como funcién de la
posicién. A t; = 0 se considera un paquete de onda espin polarizado
con perfil gaussiano con oy = 10°cm. A t, = 1.57y ya se observa el
desdoblamiento del paquete de onda en dos parte simétricas aunque
con probabilidad disminuida. A t3 = 77y los paquetes con velocidades
opuestas finalmente se separan. Se utilizé %2 = 3.6 x 10°%cms™!, y
tiempos en unidades de 75 = v~ ! en unidades de 7o = 4.33ps. . . . . .
Densidad de probabilidad de espin en direcciéon z con acoplamiento
espin-6rbita de Rashba para diferentes tiempos, t; = 0, to = 1.5,
t3 =7 (o= 3.6 x 105cms™!, y tiempo en unidades de 75 = y71).

Variacion de las componentes de la velocidad media con el tiempo, (v,)
es la linea de color azul y (v,) es la linea de color rojo. Para las dos

graficas se utilizé kg = 2.5 x 10°cm ™.

La diferencia en cada gréfica
es el valor de la dispersién: a) se utilizd ¢ = 0y y para el caso b) se

utilizé o = 100 (con og = 1 x 107°cm), también se muestra el periodo

T= 2w—7r donde w = 2koa. . . . . .

XIX

39



7.1

7.2

Densidad de probabilidad electrénica p(z,y,t) = |[1|* + [¢|* para un
estado inicial del paquete gaussiano con kg = 0, oo = 1400A, a un
tiempo de t,q: = Tto. Del lado izquierdo de la figura, en a.1) se graficd
el caso sin acoplamiento espin-érbita como referencia, (i.e. agr = 0),
a.2) muestra la grafica del mapa de intensidades de p(z,y,t) en el
plano = — y. Del lado derecho de la figura en b.1) se observa que el
acoplamiento espin-orbita finito (ag = 20y) cambia cualitativamente
el caracter de la evoluciéon del paquete de ondas, produciendo durante
su evolucion temporal que el paquete gaussiano inicial se separe en dos
partes axialmente simétricos. En b.2) se observa un comportamiento
de circulos concéntricos bien definido p(x,y,t). . . . . . . . .. .. ..
Densidad de probabilidad electrénica p(z,y,t) = |1|* + |[¢)|* para
diferentes valores de acoplamiento espin-érbita de Rashba y diferentes
tiempos. Se observa que con una interaccién débil ar = ay, se necesita
mas tiempo en la evolucién temporal para que esta presente oscilaciones
mas definidas. El caso contrario, cuando el pardmetro de Rashba es
muy fuerte (g = 3ay), las oscilaciones en la estructura de la densidad
de probabilidad son mas pronunciadas. En la esquina superior de cada
grafica se muestra el mapa de intensidades de la densidad de proba-
bilidad correspondiente a cada grafica, mostrando una simetria anular

concétrica en cada CasO. . . . . ..o,

XX
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7.3

7.4

Densidad de probabilidad electrénica de espin S,(z,y,t) = [U1]* —
|4, |? para diferentes valores de acoplamiento espin-érbita de Rashba y
mismo tiempo de simulacién. En la figura con ar = ag se observan
oscilaciones para las diferentes contribuciones positivas y negativas de
S.(z,y,t). Para el caso cuando se incrementa el pardmetro de Rashba
a un valor relativamente fuerte (ag = 3y), las oscilaciones en la es-
tructura de la densidad de probabilidad son més pronunciadas. Se
muestra también, en la esquina superior de cada grafica el mapa de
intensidades correspondiente a cada gréafica, mostrando simetria circu-
lar concéntrica en cada caso para diferentes valores de la densidad de
probabilidad de espin. Todas las distribuciones fueron calculadas a un
tilempot =6tg. . . . . ..
a) Densidad de probabilidad electrénica p(z,y) = [¥1]* + |¢]%, vy b)
densidad de probabilidad electrénica de espin S, (x,y) = |1]* — |1 |?
para un tiempo final de t,,,. = 7ty en los que se considerd un paquete
gaussiano inicial espin polarizado en direccion +z con momento inicial
Poy = 0'Y Pox = hko con kg = 2.55 x 107m 1. El valor del acoplamiento
espin-6rbita es ar = 2ap. La dispersion inicial del paquete gaussiano

fue oo = 1400A. . . . .,

xx1
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7.5

7.6

7.7

a)Densidad de probabilidad electrénica p(x,y) = |[¢1|> + |[¢)]%, v b)
densidad de probabilidad electrénica de espin S, (z,y,t) = |1]* — |1 |?
a un tiempo final de t,,,, = 7ty para un estado inicial del paquete
Gaussiano tal que las componentes del vector de onda p,, = hky y
Doy = Nko con kg = 2.55 x 10"m™!. La dispersién inicial del paquete
gaussiano fué op = 14004 v ag = 29. Se muestra que la p(x,y,t) tiene
dos maximos (que viajan en direccién opuesta segin nuestros estudios

de la evolucién temporal de los paquetes), similarmente ocurre para

Evoluciéon temporal para el caso estacionario para un tiempo de t,,,, =
Tto, en a) se grafica la densidad de probabilidad electrénica, mostrando
que el paquete inicial se separa en dos partes formando dos paquetes
totalmente simétricos, pero con diferente direccion de la velocidad for-
mando dos elipses concéntricas y b) la densidad de probabilidad de
espin, del lado derecho de la grafica se muestra el mapa de intensidades
para cada caso. Simulaciones con oq = 1400A, ko = 0, e intensidades
de acoplamiento de Rashba y Dresselhaus de ar = 2ay y ap = 0.5y,
respectivamente. . . . ... Lo Lo oL
Densidad de probabilidad electrénica y de espin para un estado inicial
del paquete gaussiano con kg, = 2.5 x 107m ™", 0o = 1400A, ar = 2ay

y el parametro de Dresselhaus es de ap = 0.5¢. Simulacién al tiempo
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7.8

7.9

Mapas de intensidades para la densidad de probabilidad electrénica
para un estado inicial del paquete gaussiano con kg = 0, ag = ap =
0.5 para diferentes tiempos. [ (a) t =ty , (b) t = 2to, (¢) t = 3to,(d)
t =4ty (e) t =5tg, ()t =6tg, (g) t=Tto] . . . . . . . .. ... ...
El valor esperado de (y) respecto el tiempo t, para diferentes valores
de 09, con ko, = 4kg, siendo ko = 2.5 x 10"m™! |, ap = 4y, y tiempo
total de simulacion de t = 4.158ps. De la gréfica se extrae el periodo
de oscilacién para el caso con oo = 2100A es de 7 ~ 0.36ps, mientras
que para el caso cuando g = 1700A es de 7 ~ 0.46ps. Ambas graficas
muestran el comportamiento caracteristico del efecto del Zitterberwe-
gung de oscilaciones rapidas que decaen con el tiempo. Sin embargo se
observa que las oscilaciones decaen mas lentamente para el valor de la

dispersiéon mayor. . . . . . ...
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7.10

7.11

Al

A2

Zitterberwegung: FEl valor esperado de (y) respecto al tiempo ¢, para
diferentes valores de la intensidad de acoplamiento espin-érbita de
Rashba ag. Con el valor de la dispersién inicial de oy = 1700A,
kor = 4ko, siendo ky = 2.5 x 107m~!. De la gréficas se extrae que el
periodo de oscilacion para el caso con ag = o es de 7 ~ 1.45ps, para el
caso cuando ar = 2aq es de 7 ~ 0.725ps, para el caso cuando ag = 3ay
es de 7 ~ 0.476ps y para el caso de ar = 4ag es de 7 ~ 0.36ps. En
las graficas se muestran el comportamiento ca-racteristico del efecto
del Zitterberwegung de oscilaciones rapidas que decaen con el tiempo.
Asimismo la amplitud y el periodo de las oscilaciones dependen de la in-
tensidad de acoplamiento espin-orbita. Se observa que las oscilaciones
decaen mas lentamente para el valor de la intensidad de acoplamiento
espin-Orbita més pequeno (g = ayp). . . . . . oL
Densidad de probabilidad de espin S.(z, y,t) , con o = 1700A, k = 4k
para diferentes tiempos , con ko = 2.5 x 10"m ™! , ar = 4oy v t; = 20ty
to =30ty t3 =80tg t, =100tg . . . . . . . ...
Se muestra esquematicamente el espectro de los eigenvalores de la en-
ergia para la ecuacién de Dirac para la particula libre. El espectro de
energfa negativa con E < mgc? son ocupados por positrones. . . . . .
Se muestra los electrones con helicidad positiva a) y negativa b). En

ambos incisos se muestran las posibles rotaciones del electrén.
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1. Introduccion

De la teoria relativista de la mecanica cuantica de Dirac se desprende que el efecto
Zitterbewegung es consecuencia de la interferencia de los eigen-espinores asociados a
los valores de energia positiva y negativa de las particulas relativistas, lo que conduce
a un movimiento oscilatorio de estas particulas cuanticas en direccién perpendicular a
la trayectoria de su propagacion. Para un electrén libre relativista las oscilaciones de
su posicién tienen frecuencia del orden de 2mc? /h ~ 10*'Hz, (donde m es la masa del
electrén, ¢ la velocidad de la luz y & la constante de Planck), mientras que la amplitud
de las oscilaciones son del orden de la longitud de onda de Compton (107'?m). El
Zitterbewegung constituye por tanto un movimiento oscilatorio muy violento alrede-
dor de la trayectoria clasica de la particula libre; de hecho, las fluctuaciones son tan
violentas que su velocidad instantanea es ¢, aunque la velocidad asociada al desplaza-
miento efectivo de la particula con momento p y energia total £ es <%”> R <%>
A pesar de que no se ha podido verificar el Zitterbewequng en experimentos de altas
energias, se piensa que un efecto analogo puede presentarse en solidos, en particu-
lar en nanoestructuras semiconductoras con acoplamiento espin-orbita fuerte. Es-
pecificamente el acoplamiento espin-érbita del tipo producido por la ausencia de
simetria traslacional en heterostructuras (efecto Rashba)[12] y por la asimetria de

inversién espacial de la estructura cristalina del bulto en ciertos semiconductores

(efecto Dresselhaus) [13]. Asimismo en el contexto de la espintrdnica se ha demostrado



tedricamente una interesante conexién entre el fendémeno de Zitterbewegung y el efecto
Hall de espin (SHE por sus siglas en inglés), y que a su vez, depende fuertemente de
la inyeccion de electrones espin-polarizados en la barra Hall[14, 15]. Por ejemplo, si la
inyeccién electrénica es espin-polarizada, se predice un patrén de acumulacion de es-
pines opuestos en los bordes de la guia de onda, i.e. SHE; pero para el caso contrario,
cuando la inyeccion electrénica no es espin-polarizada, se predice una distribucion
de probabilidad con variacion especial oscilante asociada al efecto Zitterbewegung
16, 17].

Una extensién de esta idea (conexion del Zitterbewegung con otros fenémenos de espin)
es aplicada en materiales novedosos como el grafeno, que exhibe propiedades inusuales
y tiene un fuerte potencial para aplicaciones tecnoldgicas, especialmente como una
alternativa a la tecnologia actual basada en Silicio [18, 6, 19, 20]. En particular, se
sugiere fuertemente que el espin del electron puede ser acoplado selectivamente en
tales materiales. Cabe mencionar que el efecto espin-érbita de Rashba en grafeno,
(Ar ~ 0.011 meV) es cerca de 100 6rdenes de magnitud més grande que el parametro
de acoplamiento espin-drbita A\go intrinseco[21] y la semejanza del Hamiltoniano del
grafeno con el de Dirac lo hace candidato ideal para estudios del Zitterbewegung.

En este trabajo de tesis nos hemos enfocado al estudio teérico y numérico del fenémeno
del Zitterbewegung en gases de electrones bidimensionale formados en heterostructuras
semiconductoras de brecha energética estrecha (grupos II1 — V') en donde la inte-
raccion espin-érbita de Rashba y Dresselhaus son importantes. Para llevar a cabo esta

tarea, se estudié la dinamica de paquetes de onda electrénicos a través de la solucion



numérica de la ecuacién de Schrodinger bidimensional dependiente del tiempo en
presencia de la interaccién de espin-érbita Rashba y Dresselhauss. Utilizamos el
formalismo de diferencias finitas aplicado a ecuaciones diferenciales de segundo orden
bidimensionales y generalizadas para incluir el espin a través de los acoplamientos
espin-6rbita. El método nos conduce a sistemas de ecuaciones acopladas en espin
que fueron convenientemente desacopladas por medio de transformaciones unitarias
en cada paso de iteracion temporal. La introduccién de ciertas funciones auxiliares
dependientes del espin nos permitio resolver, de manera iterativa, la funcién de onda
electrénica para todo el espacio y tiempo dadas la condiciones iniciales y de frontera
del problema en dos dimensiones. A su vez, esto nos permitié estudiar la dindmica
de los paquetes de onda y los efectos del acoplamiento espin-orbita en la evolucion
temporal de los paquete de onda. Se calcularon numéricamente los valores esperados
de posicion en el tiempo, densidad de probabilidad y polarizaciéon de espin, entre otras
cantidades fisicas que nos permitio realizar un estudio sistematico del Zitterbewegung

en tales sistemas.



2. Zitterbewegung en sdélidos

Hemos visto hasta aqui que el fenémeno Zitterbwegung fue propuesto originalmente
por Erwin Schrodinger en el ano 1930. Sin embargo, el primer trabajo en sélidos que
se publico relacionado con este fenémeno no fue sino hasta 40 anos después por Lurie
y Cremer (1970) [22]. En este trabajo los autores se enfocaron a estudiar teéricamente
el comportamiento de cuasi-particulas en un material superconductor. Lurie y Cre-
mer encontraron que los superconductores pueden exhibir el efecto Zitterbewegung de
forma similar como el que se predice para electrones relativistas en el vacio. No es sino
hasta 20 anos después (1990) que un modelo similar fue aplicado para semiconduc-
tores usando un modelo de dos bandas de energia (Cannata et al. [23]). En particular
estudiaron la dindmica electron-hueco en sistemas semiconductores cuasi-relativistas
en donde se analizé el Zitterbewegung y su relacién con la transicién inter-bandas en
un cristal semiconductor [24, 25].

No fue si no hasta inicios del ano 2005, con el advenimiento de la espintronica, que
surgio un renovado interés en el estudio del fendémeno del Zitterbewegung de electrones,
en particular en semiconductores. Esto con la propuesta original de John Schlie-
mann y colaboradores [26] donde predicen el efecto Zitterbewegung de un paquete de
onda espin-polarizado en un gas de electrones bidimensional bajo la influencia del
acoplamiento espin-érbita de tipo Rashba y Dresselhaus en heteroestructuras semi-

conductoras [27]. Sus resultados sugirieron la posible observacién de este fendmeno



fundamental en heteroestructuras semiconductoras. Posteriormente, ese mismo ano,
W. Zawadzki et al. [18, 19] publicaron estudios tedricos del efecto Zitterbewegung para
nanoestructuras semiconductoras de brecha energética estrecha (grupos 111 — V),
mostrando que electrones cuasi-libres; (en un régimen no-relativista en sélidos) de-
berian experimentar un movimiento tembloroso en ausencia de un campo externo.
Con los trabajos de Schliemann y Zawadzki se detoné una gran actividad de investi-
gacion alrededor del Zitterbewegung que a continuacion se describe brevemente.
Célculos numéricos realizados por S.-Q. Shen[28] establecen la conexién del efecto
Hall de espin (SHE) y la fuerza transversal que experimentan los electrones en estos
sistemas semiconductores. Cabe mencionar que en el 2006, V. Sih y colaboradores [29]
realizaron estudios experimentales sobre la corriente de espin eléctricamente inducida
y que es generada por el efecto Hall de espin en estructuras de GaAs disenadas de tal
forma que distingue los efectos de borde que genera el transporte de espin. Ademaés en
el mismo ano, Q. Xu y colaboradores [30], realizaron estudios tedricos del transporte
de electrones espin polarizados con acoplamiento espin-o6rbita en geometrias tipo guia
de onda con multicanales, mostrando que el efecto Zitterbewegqung y el efecto Hall
de espin resultan como consecuencia del mismo mecanismo (i.e. acoplamiento espin-
6rbita) asociado a los estados coherentes de los electrones en la guia de onda.

Un trabajo tedrico importante, por su relevancia para este trabajo de tesis, es el
desarrollado por Frolova y colaboradores [17] en el que estudian analiticamente usando
el formalismo de funciones de Green, la evolucion temporal de paquetes de onda con

interaccion espin-érbita de Rashba en una y dos dimensiones.



Posteriormente Zawadzki y colaboradores [19] proponen la observacién experimental
del Zitterbewegung de los electrones en grafeno en presencia de un campo magnético
usando pulsos de laser ultra-cortos. Asimismo, Winkler y colaboradores [31] realizaron
el andlisis tedrico para diferentes Hamiltonianos con brecha energética estrecha y/o
con desdoblamiento de espin en el espectro de energias (incluyendo Hamiltonianos
de Rashba, Luttinger y Kane) que exhiben analogias del efecto Zittervewegung como
una caracteristica comun.

El ano 2010 fue un parte-aguas en la investigacion del Zittervewegung pues se verifico
experimentalmente por vez primera su existencia (Gerritsma y colaboradores [10]).
Curiosamente esto no se hizo ni en sélidos, ni en gases electronicos bidimensionales,
ni en grafeno, como originalmente se habia propuesto, sino en condensados atémicos
de Bose-Einstein. Gerritsma y colaboradores simularon experimentalmente el Zitter-
vewegung mediante la manipulacién de iones de “°C'a™ atrapados con laseres. Resulta
que el modelo matematico que describe la interaccién de los laseres con los iones tiene
una forma genérica idéntica a la ecuacién de Dirac. Asi, cambiando la frecuencia y
la intensidad de los laseres les permitié a los investigadores controlar finamente dos
propiedades importantes de la simulacién: la masa efectiva de la particula cuantica
(simulada por los iones de °Ca™), y la velocidad de la luz efectiva en el sistema.
El fino control de tales propiedades en el experimento les permitié producir y medir
velocidades del condensado de poco menos de 1 milimetro por segundo, lo suficien-
temente lentas como para detectar el Zittervewegung en el laboratorio (ver figura

2.1).
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Figura 2.1: Experimento: Simulacion de la ecuacion de Dirac. En la figura se muestra el
valor esperado de la posicion <X ) respecto al tiempo para particulas con diferentes masas.
La curva lineal (cuadrados) representa una particula sin masa moviéndose a la velocidad
de la luz. Desde la parte superior las otras curvas representan el incremento en el valor del
término de la masa. Las lineas sélidas representan la soluciéon numérica. Grafica tomada
de la referencia de R. Gerritsma y colaboradores.[10]

Mas recientemente (2013), LeBlanc y colaboradores [11] mostraron experimental-
mente seniales inequivocas de la presencia del efecto Zittervewegung en condensados
de Bose-Einstein constituidos por dtomos de Rubidio (Rb). En particular consiguie-
ron que los &tomos se comportaran como particulas relativistas sujetas a la ecuacion
de Dirac unidimensional. Asi observaron el movimiento oscilatorio esperado de estas
nubes atomicas, demostrando ademds, la utilidad de los gases cuanticos ultra-frios
para la simulacién de particulas de Dirac (ver figura 2.2).[11]

Las investigaciones tedricas y experimentales que se describieron anteriormente siguen
generando un enorme interés en el estudio del Zittervewegung en variedad de sistemas

fisicos. Asi pues, la fisica del fenémeno de transporte electronico particularmente en
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Figura 2.2: Experimento: Observacién directa del Zittervewegung en un condensado de
Bose-Einstein. En la figura se muestra esquematicamente el sistema que se utilizé para el
experimento. La gréfica a) muestra la geometria esquematica de los laseres , b) el diagrama
de niveles para las transiciones Raman y ¢) dispersién de Dirac: las lineas puntadas muestra
la relacién de Dirac para particulas sin masa, para particulas masivas como el electrén y
positrén se muestra en las lineas sélidas. La grafica del lado superior derecho muestra
la posicién dependiente del tiempo medida experimentalmente, mientras las lineas sélidas
representan la solucién numérica. En el experimento miden la posicion dependiente del
tiempo de la nube sujeta al Hamiltoniano de Dirac para varios tiempos de vuelo (TOF, por
sus siglas en inglés) .Gréfica tomada de la referencia de J LeBlanc y colaboradores [11].
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nanoestructuras semiconductoras con acoplamiento espin-orbita y su conexién con
el efecto Zittervewegung es un tema de investigacion de gran interés actualmente en

espintronica.
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3. Acoplamiento espin-Orbita

El acoplamiento espin-érbita es de origen puramente relativista y se presenta como
consecuencia del acoplamiento del momento orbital de los electrones con su momento
magnético angular intrinseco (espin) debido a la presencia de un gradiente de potencial
eléctrico [32]. Es uno de los pocos ecos de la fisica relativista emergente en el campo
de la materia condensada, gobernada la mayor parte por la fisica no-relativista y de
bajas energias. En la espintrénica de semiconductores, el acoplamiento espin-érbita
se utiliza como una fuente de manipulacién y generacion de espin en ausencia de
campos magnéticos. Constituye un ingrediente fundamental para fenémenos fisicos
como es el efecto Hall de espin y el efecto Hall anémalo, entre otros.

Analizaremos primero el origen del acoplamiento espin-érbita desde el punto de vista
de la electrodinamica relativista. Considere a un electrén moviéndose con velocidad v
en presencia de un campo eléctrico E. De acuerdo a la teoria de la relatividad especial
de A. Einstein, en el sistema de referencia del electrén en reposo se experimenta un

campo magnético dado por (ver J. D. Jackson ,3ra Ed.[33])
B=—71r (3.1)

donde v = |v| es su velocidad orbital y ¢ es la velocidad de la luz en el vacio. Sin

embargo, cuando consideramos a un electrén en presencia de un potencial radial como
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en el caso del atomo de Hidrégeno, entonces el argumento anterior (3.1) estd incom-
pleto, puesto que deja de lado las complicaciones que surgen debido a la aceleracion
centripeta del electrén, dando lugar al denominado término de precesiéon de Thomas
que introduce un factor de 1/2 a la ecuacién (3.1) [34]. Por consiguiente la expresién

correcta para la densidad de flujo magnético es entonces

B=——2% (3.2)

Si escribimos el momento magnético del electron como ., entonces la energia de
interaccion con B es

E=-p-B. (3.3)
Landé mostré que po = —%£2S, donde S = ga es el momento magnético intrinseco
(espin) de los electrones, o = (04, 0y, 0.) es el vector de las matrices de Pauli, pp es

eh
2moc

el magnetén de Bohr (up = ), por lo que

po = 05 (3.4

con gp = 2 para electrones y por tanto (3.3) se reescribe como

goB

Erq = S-B . (3.5)
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Usando la ecuacién (3.2), la ecuacién (3.5) se reescribe como

gopp FExwv go eh Exwv

Erq = oh | (3.6)

fi 902 1_12_2. :ﬁQmOCQCz 12

c2

donde my es la masa del electron libre. Para un electron no-relativista v < ¢, entonces
el Hamiltoniano de interaccién espin-érbita es
eh
Hsop =———F——(VV xp)ror —(VV xp)- o . (3.7)

2 2.2
Am3e 1 - % 4dmge

El término del acoplamiento espin-6rbita (3.7), derivado por argumentos electrodiné-
micos relativistas, se puede deducir formalmente de la ecuacion de Dirac al resolver el
problema genérico de la dindmica del electrén en presencia de un potencial eléctrico
externo V(r) tomando en cuenta los efectos relativistas hasta orden (v/c)?. Sin em-
bargo la ecuacién (3.7) es vélida para atomos, para el caso de sélidos la situacion
es obviamente mas complicada, sin embargo veremos que el efecto espin-orbita sigue
una forma funcional andloga a (3.7) donde las masas y los gradientes de potencial se
renormalizan.

En general, existen diferentes tipos de acoplamiento espin-6rbita dependiendo del ma-
terial. En la siguiente seccién se analizaran, dos tipos de acoplamiento espin-érbita
que son de importancia para este trabajo, los acoplamientos Rashba y Dresselhaus.

Estos constituyen los fenémenos fundamentales de mi estudio ya que dan lugar al
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efecto Zitterbewegung. Es por tanto importante revisar su origen fisico y su compor-

tamiento en semiconductores.

3.1 Efecto Rashba y Dresselhaus

En sélidos, los electrones cuasi-libres de la banda de conduccién, no experimentan
atraccion nuclear fuerte como ocurre en un atomo. Sin embargo, todavia pueden
experimentar un campo eléctrico (o gradiente de potencial) debido a los efectos in-
ternos. Por ejemplo, en un gas bidimensional de electrones (GE2D) formado en una
heteroestructura semiconductora (AlGaAs/GaAs) se forma un potencial eléctrico
asimétrico, lo cual se traduce en que los electrones presentan un gradiente de potencial
diferente de cero. Este gas de electrones bidimensional se muestra esqueméaticamente
en la figura 3.1. Por ejemplo, en la heteroestructura semiconductora, (AlGaAs/GaAs
, ver fig 3.1) si existe un campo eléctrico fuerte debido a un gradiente de potencial
interno (asociado con la discontinuidad de la banda de conduccién en la heteroestruc-
tura) o debido a la aplicacién de un campo eléctrico externo, este inducird una inte-
raccion espin-érbita del tipo dada por la ecuacién (3.7). Este problema fue examinado
por primera vez por E. I. Rashba en 1960 [12]; sin embargo su trabajo quedé olvidado
por mas de 30 anos. La interaccién espin-érbita asociada lleva su nombre (interaccion
de Rashba) y es debida a la asimetria de inversién estructural (SIA por sus siglas en
inglés). Rashba noté que un campo eléctrico externo o interno es responsable de

esta interaccién y que es entonces sintonizable. Otro tipo de campo eléctrico interno
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Figura 3.1: Heteroestructura semiconductora. Entre el material tipo n — AlGaAs y el
material intrinseco i —GaAs se forma un pozo triangular de potencial que confina electrones
en 2D. E. es la energia de la banda de conduccién, F, la energia de la banda de valencia y
Ey la energfa de Fermi respectiva para cada tipo de material.

puede surgir debido a la asimetria de inversién cristalografica del cristal (BIA, por sus
siglas en inglés). Este problema fue examinado por G. Dresselhaus en 1954 [13] y por
tanto la interaccién espin-drbita asociado lleva su nombre (interaccién Dresselhaus).
A continuacion explicaremos con méas detalle la fenomenologia de estos dos efectos.

El acoplamiento espin-6rbita de Rashba, equivalente a la ecuacién (3.7) estd descrita

por (Bychkov y Rashba, 1984 [36])
d

_UI_

Ty dy) (3.8)

Hgo = %(a X p), = iag(
donde ag es el parametro de la intensidad del acoplamiento espin-6rbita de Rashba
y depende del campo eléctrico efectivo (gradiente de potencial en la interfase) de la
heteroestructura semiconductora. El valor aproximado para el coeficiente de Rashba

apr para electrones en materiales 111 — V' tipo zinc-blenda, se puede estimar a través

de expresiones analiticas obtenidas de la teoria k - p empleando un modelo de Kane
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Figura 3.2: Representacién esquematica de la estructura de bandas de GaAs. Donde Ejy
representa la brecha energética principal del semiconductor y es la diferencia entre la banda
de conduccién y la energia de la banda de valencia a kK = 0. HH es la banda de huecos
pesados, LH representa la banda de huecos ligeros, SO es el split-off y Ag representa la
brecha entre la banda de huecos split-off y la banda degenerada HH y LH.

de 8 bandas. Explicitamente el valor de ar puede estimarse mediante la siguiente

expresion [37]

R A 2F, + Ag
N 2m* E(] (E(] + Ao)(gEO + 2A0)

aR ek (3.9)

donde m* es la masa efectiva de los electrones en el semiconductor, e es la magnitud de
carga del electrén, E es el campo eléctrico (E = EZ), Ey la brecha energética principal
del semiconductor, A corresponde a la brecha entre la banda de huecos splitt-off (SO,
por sus siglas en inglés) y la banda degenerada de huecos pesados-huecos ligeros (ver
figura 3.2). Esto hace posible modular la intensidad de este pardametro al variar el
campo eléctrico E; esto es, se puede modular ag y por tanto la interaccion espin-
orbita por medios puramente electrostaticos al aplicar voltajes de compuerta que

modifiquen el perfil del potencial de confinamiento. Es importante enfatizar que el
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efecto Rashba no puede producir una polarizacion espontanea de espin de los estados
electréonicos (Mireles y Kirczenow, 2001 [38]). Sin embargo, es capaz de inducir un
desdoblamiento de los estados de espin del gas de electrones en ausencia de campos
magnéticos (para k # 0). Este desdoblamiento de los estados de espin, es proporcional
al vector de onda de los electrones a la energia de Fermi y depende del campo eléctrico
efectivo en la interfase semiconductora como se verd en detalle a continuacién.

El Hamiltoniano total para el gas bidimensional de electrones (GE2D) ésta dado por

H=H,+ Hso (310)

2
fs* ), con p, v p, la proyeccién espacial del operado del momento

p2
con H, = (ﬁ—l— 5

lineal, reescribiendo la ecuacién (3.10) en forma matricial

A2 (/{,‘5 + k‘;) 'éOéRk?m + OéRk‘y

2m*

H= . (3.11)
—iagks + agky, oo (k2 + k2)

2m*

Este Hamiltoniano produce dos ramas de energia en la dispersion de los electrones, y
estan dadas por
h2

E*(k) = 2—m*k:2 + ark (3.12)

donde m* es la masa efectiva de los electrones y k = |k| = \/m , es la magnitud
del vector de onda en dos dimensiones (en el plano del GE2D). La ecuacién (3.12)
muestra que para un gas bidimensional de electrones, la interaccién espin-orbita de
Rashba introduce un rompimiento de la degeneracién de espin a cualquier k # 0. La

naturaleza del desdoblamiento es tal que permite que electrones con la misma energia
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Figura 3.3: Representacion esquematica de la relacién de dispersién de una particula libre
con acoplamiento espin-érbita de Rashba. a) Espectro de energias como funcién de k,
y ky (ec.(3.12)) b) proyeccién de la dispersién en el plano de momentos (a una energia
constante). Las flechas indican la direccién de polarizacién del espin la cual es perpendicular
a la direccién del vector de onda k = (k;, ky) c) se muestra el espectro de energfa para el
electrén libre sin acoplamiento espin-érbita de Rashba y en d) se muestra el espectro de
energia pero con interaccion de Rashba. Note que la degeneracion de espin se rompe para
el caso con acoplamiento Rashba.

tengan diferentes vectores de onda (k; y ko) (fig. 3.3d) , esto es , EY (ki) = E~(ko),

donde k; es el vector de onda asociado con la banda E~ con eigenvector |—) = (|1

NG
Y +11)), v ko representa al vector de onda asociado con la banda E* con eigenvector
|+) = %(|T> —11)) . En la parte superior de la figura 3.3a se muestra graficada
la ecuacién de dispersién (3.12) para ar # 0. Las flechas indican la direccién de

polarizacién del espin. Note que la direccién del espin rota (precesa) con el cambio

del momento.
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Como se mencionaba anteriormente, existen otras contribuciones al desdoblamiento
de los estados de espin, y se ha demostrado que es causado por la asimetria de inversion
en el bulto (BIA, por sus siglas en inglés)[13]. La contribucién del Hamiltoniano de
Dresselhaus es ctibica en momento, a diferencia del Hamiltoniano de Rashba que es
lineal en momento. Despreciando contribuciones a orden cuadratico, el Hamiltoniano
de Dresselhaus para un gas de electrones bidimendionales (GE2D) se linealizara y
estd dado por

«

HD - ?D(Umpm - pry) ; (313)

donde ap es el parametro de Dresselhaus. Similarmente, la interaccion de Dressel-
haus produce un desdoblamiento de los estados de espin electrénicos analogo a la
interaccion de Rashba [13]. Esto se muestra en las gréficas de la figura 3.4. En
la parte superior se graficé la dispersién de energias E(k,, k), considerando las dos
contribuciones de acoplamiento de espin-érbita Rashba y Dresselhaus para diferentes
casos: la figura 3.4a se muestra para el caso de Rashba 6 Dresselhaus, en la figura
3.4b se realizd para el caso donde el valor de los paramétros de acoplamiento son
iguales ap = ap y el caso de la figura 3.4c se consideraron valores distintos para
ambas contribuciones de acoplamiento ag # ap, modificando fuertemente la relacién
de dispersion para el sistema bidimensional.

Ahora bien, para la parte inferior de la figura 3.4, se muestra esquematicamente el
campo magnético effectivo y la orientacién de la polarizacién de espin, para ambas

contribuciones de los acoplamientos de Rashba y Dresselhaus, por medio de flechas
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Rashba 6 Dresselhaus Rashba = Dresselhaus Rashba # Dresselhaus
(d) (g)
ky Y
i 1 1y gy
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x <+ ky
Rashba Dresselhaus Rashba = Dresselhaus ol

Rashba # Dresselhaus

Figura 3.4: Representacion esquematica de la relaciéon de dispersiéon con interaccién de
Rashba y/o Dresselhaus. En la parte superior se muestra graficado la estructura de bandas
para los siguientes casos: a) Rashba é Dresselhaus, b) el pardmetro de intereaccién es igual
para ambos casos y ¢) cuando el pardmetro de acoplamiento espin-6rbita es diferente para
cada interaccion de acoplamiento. En la parte inferior de la figura se muestra la repre-
sentacién esquematica para la direcion de polarizacién de espin para los casos anteriores.
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en la figura 3.4d y 3.4e respectivamente. En el caso de la interaccion de Rashba
(fig.3.4d), las flechas indican la direccién de polarizacién del espin Sy = (Vg |o| W)
la cual es perpendicular a la direccién del vector de onda k = (k;, ky). En contraste
con el caso de interaccién de Dresselhaus, el angulo entre el vector de onda k y la
dependencia de espin, depende de la direccién del vector de onda k = (k,, k). Para
las figuras que incluyen los dos parametros de acoplamiento en el que se observa que
hay simetria circular (figura 3.4f) a diferencia del caso ag # ap se muestra simetria
eliptica concéntrica.

En la tabla 1, se muestran valores para los distintos coeficientes de acoplamiento espin-
érbita aff y o, (i.e. con ap = (E)al' vy ap = af (k?) , respectivamante) y para otras
constantes fisicas de interés (i.e. m}, Ey v Ap), de tres materiales semiconductores

diferentes ,(Winkler , 2003)[39]:

GaAs | AlAs | InAs

aft (eA?) | 5.206 | -0.243 | 117.1
af (eA®) | 27.58 | 18.53 | 27.18
m 0.067 | 0.0779 | 0.023
Ao (eV) | 032] 029 | 041

Eo (eV) | 1.43] 228 | 0.35
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Tabla 1 . Valores del coeficiente de Rashba (af) y Dresselhaus (o), donde
m* es la masa efectiva de los electrones, Ej la brecha energética principal del
semiconductor, Ag corresponde a la brecha entre la banda de huecos splitt-off y

la banda degenerada de huecos pesados-huecos ligeros, los parametros son para
diferentes materiales. Valores tomados de Winkler, 2003 [39]

En el siguiente capitulo se revisara el origen del fenémeno del Zitterbewegung y su
homélogo en semiconductores. Se explicard también la analogia entre la estructura de
banda de semiconductores de brecha estrecha y la ecuacion de Dirac para electrones
relativistas en el vacio, lo que sugiere fuertemente que los electrones en semiconduc-

tores experimentan el fénomeno del Zitterbewegung.



22

4. Zitterbewegung: descripcion

cuantico-relativista

4.1 Ecuacion de Dirac

Hemos mencionado que el fenémeno del Zitterbewegung fue propuesto originalmente
por Erwin Schrédinger (1930) [1]. Asimismo se establecié que de la teorfa cuantico-
relativista de Dirac se desprende que el Zitterbewequng es consecuencia de la in-
terferencia de las eigenfunciones asociados a la energia positiva y negativa de las
particulas libres relativistas; lo que induce entonces un movimiento oscilatorio de
las particulas perpendicular a la trayectoria de su propagacién. En este capitulo se
revisara en detalle el origen cuantico-relativista del fenémeno en cuestion, Zitterbewe-
gung. Esto lo haremos partiendo de la ecuacion de Dirac y siguiendo el razonamiento
de Schrodinger. Finalmente discutiremos su homélogo en semiconductores.

Iniciamos nuestro analisis considerando a una particula libre relativista gobernada

por la ecuacién de Dirac,

zhaa—i} = Hiy = (ca - p + moc®B)y (4.1)

donde c es la velocidad de la luz en el vacio y m, es la masa en reposo de la particula en
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cuestiéon. Los objetos ar y 3 son matrices de 4 x 4 escritas en términos de las matrices
de Pauli y de la matriz identidad (ver Apéndice A). Aqui ¢ denota un espinor de 1x 4.
Dado que el Hamiltoniano H es independiente del tiempo, entonces podemos escribir
la solucién de (4.1) de la forma (r,t) = ¢(r)e~ =, donde la cantidad £ describe la

energia total para un estado estacionario ¢ (r). Explicitamente podemos escribir

P
o )
= = (4.2)
3 X
Py

No es dificil deducir que el espectro de energias asociado a (4.1) esta determinado por

(ver apéndice A),
(€ =myc) 1 = (o p)lo-p)=0 , & =mgc" + (4.3)

esto es, los eigenvalores para la particula libre relativista estan dados por

e=+E,=)\E, , E,=c\/p*+mic*. (4.4)

donde los signos del factor A = +1 corresponden claramente a la energia positiva y
negativa de la solucién a la ecuacién de Dirac. El espectro e = AE, se muestra en
la ilustracién de la fig. 4.2 que exhibe una brecha energética de 2mgyc? que separa

el continuo de la energia positiva (51 = +E,), del continuo de energia negativa
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(ep—1= —Ep). !
Note que los valores negativos de la energia no se refieren a energias negativas del
electrén (éste siempre tiene energias positivas), sino a particulas que se encuentran
por debajo del nivel 0 de energias (antiparticulas). Entonces para cada momento p
existen 2 tipos de soluciones diferentes, una para A = +1, (¢ = +FE,) y otra para
A= —1, (¢ =—E,). A continuacién veremos, al estudiar el operador de velocidad y
de posicién, que esta es precisamente la superposicién de estos estados con energia

opuesta lo que conduce a las oscilaciones del fénomeno del Zitterbewegunyg.

4.2 Origen del Zitterbewegung

Es importante analizar algunas propiedades del vector de velocidad y de posicion de
acuerdo a la teoria de Dirac. Note primero que el conmutador de H con p (de la
particula libre) se anula,

dp i

o = 7P =0, (4.5)

y que implica por tanto que p es constante de movimiento. Por otro lado, para el

operador de velocidad en direccion z, en la representacién de Heisenberg tenemos,

dr 1 ic

—=—-|H,z|]=—a-|p,z|=co 4.6

= LH.a] = Yo [pa] = co, (16)
!Cabe sefialar que para la interpretacién de los estado con e = —FE,, Dirac propuso introducir la

nocién del positrén (i.e. particula elemental, que posee exactamente la misma cantidad de masa y
carga eléctrica que el electrén, pero con signo positivo).
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Figura 4.1: Diagrama esquematico que muestra el movimiento de una particula libre y rela-
tivista en direccién x (flecha azul). Las lineas punteadas describen el movimiento oscilatorio
alrededor de su trayectoria clésica, esto es, alrededor del valor esperado de la posicién (z)
a medida que se propaga i.e. el fendmeno del Zitterbewegung.

y dado que los eigenvalores del operador o, son +1, la expresién (4.6) nos indica
que la particula de Dirac se mueve siempre con una velocidad instantanea igual a
la velocidad de la luz ¢. Ademds, como o; (i =,z,y,2) no conmuta el resto de las
componentes de la velocidad v; (j # i), entonces estas no pueden ser medidas si-
multaneamente. Con el préposito de explicar el como es posible que la particula libre
se mueva siempre con una velocidad instantanea igual a ¢, Schrodinger introdujo el
concepto de Zitterbewegung, que como se vera méas claro adelante, consiste en un
movimiento oscilatorio del electrén (con velocidad ¢) alrededor de su trayectoria de
propagacién clasica (x) (ver figura 4.1). Esto como consecuencia de que las compo-
nentes de momento p son constantes de movimiento, mientras que las de posicion, en
este caso x(t), no lo son. Lo anterior es més evidente al integrar las ecuaciones de
movimiento en la representacion de Heisenberg, en general se tiene,

dae  1d%r i 2ic 2i

dt  cdt?  h
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y dado que [o, 5] # 0 ({i,5} = x,y,2), esto conduce a que las componentes de
la velocidad de la particula libre no conmutan, y por tanto no son constates de
movimiento (es decir, son cantidades fluctuantes). Para estudiar los cambios en la
velocidad se integra en el tiempo la ecuacién (4.7) para un eigenestado de H dado.

Si nos concentramos en la componente x, tenemos

dr _
dt

dl’(O) 62p> _2iH,
dt H

2
cam:%%—( e R (4.8)

e integrado una vez mas en el tiempo llegamos a

2(t) = 2(0) + SLt 4 ¢ e (4.9)

ihe [ da(0
conCp:m—c( z(0) _¢cp

s\ o H) Nétese que los dos primeros términos de (4.9) representan la
solucién clasica para la particula libre relativista, mientras que el tercero es evidente-
mente un término oscilatorio en el tiempo y es precisamente el que da lugar al efecto
Zitterbewegung. La frecuencia y la amplitud de las oscilaciones de la posicion de la
particula son del orden de 2mc?/h ~ 10*'Hz, y de la longitud de onda de Compton
(107 %cm para el electrén), respectivamente. El Zitterbewegung es, en consecuencia,
un movimiento oscilatorio sumamente rapido y violento alrededor de la trayectoria

cldsica (en el sentido relativista) de la particula libre.? Estas oscilaciones son de

2Es importante puntualizar que el término que da origen al Zitterberwegung es proporcional a
—2iHt . 7 3 1

e~ r , dado que es precisamente este término el que conduce a un acoplamiento entre los estados

con energias +E, y —E,; més sin embargo, su promedio sobre un estado con energia definida (+E,

o —E,) es cero.




27

o

Banda de Conduccion

Eg ?. s [T
1.42 eV para GaAs i
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Figura 4.2: Tlustracion esquematica tipica de la estructura de banda de semiconductores.
Aqui se muestra la banda de conduccién (electrones) y banda de valencia (huecos pesados)
para el compuesto de GaAs en el cual su brecha energética es de 1.42¢eV.

hecho tan violentas que, aunque la velocidad instantanea es ¢, sélo se detectaria la

velocidad asociada (<C;ﬁ> R~ <%>> al desplazamiento efectivo. La existencia del

efecto Zitterberwegung en la mecanica cuantica relativista y en la teoria cuantica de
campos ha sido un tépico recurrente de discusién en los ultimos anos, pues ha sido
practicamente inaccesible experimentalmente. A la fecha (2015), no ha habido ain
evidencia experimental de su existencia en Fisica de altas energias.

Sin embargo, la analogia entre la estructura de banda de semiconductores y la ecuacion
de Dirac para electrones relativistas en el vacio, sugiere fuertemente que los elec-
trones en semiconductores experimenten el efecto Zitterbewegung. Es bien sabido
que la brecha fundamental, entre la banda de conduccién y la banda de valencia
de algunos semiconductores es ~ 1eV  e.g. el valor para el GaAs es de 1.42¢V (ver
fig. 4.2), el cual es muy pequeno comparado con la brecha entre las soluciones po-
sitivas y negativas de la energia de la ecuacion de Dirac para un electron libre en

el vacfo (~ 1MeV), que corresponde a frecuencias ~ 10" Hz, lo que hace factible
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la observacion del Zitterbewegung en semiconductores. John Schliemann y colabo-
radores [26] fueron los primeros en proponer un experimento en donde éste fenémeno
deberia ocurrir en varias situaciones en solidos, en particular en gases de electrones
bidimensionales confinados en heteroestructuras semiconductores del grupo I —V
tipo Zinc-Blenda con fuerte interaccién espin-érbita de Rashba y Dresselhaus®. En
su trabajo, Schliemann et al. mostraron mediante el analisis mecanico-cuantico de la
evolucién temporal de paquetes de onda electrénicos, que el valor esperado del vector
de posicién experimenta un comportamiento oscilatorio caracteristico del Zitterbewe-
gung. Asimismo, encontraron que si el espin del electrén estd inicialmente polarizado
(direccién z, para un espin-6rbita en el plano), entonces el movimiento oscilatorio
del Zitterbewegung es siempre perpendicular a la velocidad de grupo del paquete de
ondas.

En el trabajo tedrico de S.-Q. Shen [28] se establecid la conexién del efecto Hall de
espin? y la fuerza transversal que experimentan los electrones en estos sistemas y el
Zitterbewegung. Subsecuentemente, Q. Xu y colaboradores [30] realizaron estudios
tedricos del transporte de electrones espin polarizados con interaccién espin-érbita en
geometrias tipo guia de onda con multicanales de transporte. Muestran que el efecto

Zitterbewegung y el efecto Hall de espin resultan del mismo mecanismo, esto es, son

3El efecto del Zitterbewegung deberia en principio aparecer en sélidos, en particular en semi-
conductores de brecha energética estrecha que se caracterizan por tener un espectro electrénico de
excitacién agrupados en dos bandas separadas por una brecha energética diferente de cero, por lo
que su espectro de energias es similar al espectro del Hamiltoniano de Dirac.

4En 2006 V. Sih y colaboradores [29] realizaron estudios experimentales sobre la corriente de
espin eléctricamente inducida y que es generada por el efecto Hall de espin (SHE) en estructuras de
GaAs. Sus experimentos fueron finamente disenadas de tal forma que distingue los efectos de borde
de aquellos generados por transporte de espin, SHE.
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formados a través de los estados coherentes de electrones espin orientados con espin
opuesto y provenientes de diferentes sub-bandas de espin dentro de la misma guia de
onda.

En un reciente trabajo teérico realizado por Frolova et al.[17], investigan dentro del
formalismo de funciones Green, la evolucién temporal de paquetes de onda electrénicos
en un sistema bidimensional en presencia de la interaccion de espin-érbita de Rashba.
En su trabajo consideran dos situaciones de interés, la dinamica de paquetes gaus-
sianos espin polarizados con fuerte interaccién espin-érbita de Rashba, tanto en una
(1D) como en dos dimensiones (2D). El primer caso (1D), tiene solucién exacta y re-
portan expresiones analiticas para el valor esperado de la posicién y de la polarizacion
de espin dependientes del tiempo que revelan la existencia del efecto Zitterbewegunyg.
El caso (2D) es resuelto numéricamente por no tener solucién analitica, sin embargo
de igual forma muestra las caracteristicas tipicas del Zitterbewegung. Su estudio es
de gran relevencia para el trabajo numérico de esta tesis, pues nos permitira realizar
un analisis sistematico y comparativo de algunos casos limites, ademdas de que a su
vez nos permitird establecer la exactitud y veracidad de nuestros calculos.

Habiendo dicho esto, en el siguiente capitulo se ofrece una descripcion resumida del
formalismo de funciones de Green empleado por Frolova et al. [17] y que serd de gran
importancia en nuestra implementacién numérica, analisis y discusiones de nuestros

resultados en los capitulos subsiguientes.
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5. Dinamica: formalismo con funciones de

Green

5.1 Dinamica de paquetes de onda con Rashba

En esta seccién consideramos especificamente la dindmica de paquetes de onda con
interaccion espin-orbita de Rashba usando el formalismo de funciones de Green desa-
rrollado por Frolova y colaboradores [17]. El Hamiltoniano total del sistema tomando

en cuenta la interaccion espin-orbita Hr (descrito en la ec. (3.8)), estd dado por

2
p QR
H=H,+ Hr = Dy + ?(pyam — Pa0y), (5.1)

donde p = |p| es la magnitud del momento de los electrones de masa efectiva m* y ag
es la constante de acoplamiento espin-orbita de Rashba. El espectro de eigenenergias
del Hamiltoniano (5.1) conduce a la siguiente expresion (descrita anteriormente en la

ecuacién (3.13)),

2
p QR

= + — 5.2
2m* P (5:2)

ex(p)

donde p = |/p2 + p;. Las eigenfunciones correspondientes a la ecuacién (5.1) son

1

1 iper
Dp,s(r) = 2\/5%716 ) (5.3)

—18€"%
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donde ¢ es el dangulo entre el momento p del electrén y el eje z, por lo que e =

Pz +ipy

o s = £l denota el indice de espin. Usando la definicion de velocidad en

la representacion de Heisenberg, tenemos v = dr/dt = i/h[H,r], que conduce a las

siguientes componentes del operador velocidad,

Pz R Dby QR
— —0y, Uy=-—+4 —0,. 5.4
m* oY Y ome h (54)

Vy =

Ahora procederemos a construir la funcién de Green asociada al Hamiltoniano (5.1),
y definida por G = (¢(p)1 — H)™!. Note que, por ser H dependiente del término de
espin-orbita, ésta genera una matriz de Green no-diagonal de dimensién de 2 x 2, de
la forma

G G

G = : (5.5)
G21 G22

donde los elementos de matriz de la funcién de Green (5.5) en términos de las solu-

ciones de los eigenestados de (5.1) se pueden escribir en su forma integral como;

Ginr,7',8) = 3 [ dpii(r,)65,,1",0) (5.6)

donde i, k = 1, 2 son los indices que denotan los elementos de la matriz de (5.5). Note
que la funcién de Green Gy (que representa aqui el propagador de movimiento del
sistema) depende de la eigenfuncién ¢;_;(r’,0) para un estado inicial ({, = 0) y para
un estado dependiente del tiempo t (¢,s,(7,t)). Esta dltima se puede obtener usando

la descripcién de Schrddinger para la evolucién temporal del operador ¢,s;(r,0), es

decir, a través de la ecuaciéon de evolucién temporal del estado,
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Gpsi(rt) = €T W, (1, 0). (5.7)

Sustituyendo las expresiones (5.7) y (5.3), en la ecuacién (5.6), se obtienen los ele-
mentos de matriz Gy. Estas se usaran en la siguiente seccién para conocer la funcién
de onda del sistema en una posicion y tiempo dado conociendo las condiciones ini-
ciales del problema. Por simplicidad matemaética se considera el caso unidimensional,

el caso bidimensional no tiene solucion exacta conocida.

5.2 Evolucién temporal en 1D con Rashba

En esta seccién se examina la solucion analitica del problema en una dimensién de
la evolucién dinamica de un paquete de ondas electrénico con Rashba. Se considera
como condicién inicial un paquete de ondas espin polarizado con perfil gaussiano, de

dispersién (a t = 0) o,, moviéndose en direccién x con momento p,

U(z,0)=ce ¥ " — f(x) (5.8)

con ¢ = (m)l/ >y donde L, es la longitud del sistema en direccién y. En este

caso, la desviacién cuadratica media del operador de posicion ((Azx)?) es igual a
o2 /2, mientras que la desviacién cuadratica media del operador de momento p, es
(Ap.)?) = %, con el promedio de p, igual a pg,. La descripcién de la evolucién
temporal que rige este sistema es obtenida con la ayuda de las funciones de Green.

Partimos de la funcién de onda para cualquier tiempo arbitrario que, en términos de
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las funciones de Green esta dada por
U(,t) = / dr'G(x, t: 2/, 0)W (2, 0) (5.9)

reescribiendo la ecuacién (5.9) en términos de su espinores, se lee

\Ifl(l’, t) \Ifl(l’/, 0)
~ [dr'Glat;a',0) (5.10)
\112(1’, t) \112(1’/, 0)

donde de la ecuacién (5.8) conocemos el valor para las condiciones iniciales Wy (z’, 0)

y Wa(2',0), por tanto podemos reescribir (5.8) de la siguiente forma

1 \Ifl(l’/,O)
U(2',0) = f(z") ( ) = ( ) (5.11)
0 Uy (2, 0)

por lo que la ecuacién (5.10) se rescribe como

Gll\Ifl l’ 0)—|—G12\112(l’ 0)
( ) / dz’ ( ) (5.12)

Ggl\Ifl(l’ 0)+G22\112(l’ 0)

y de las condiciones iniciales, ¥y (z’,0) = f(x) y Wa(z’,0) = 0, se simplifica a

Guf(x
( ) / dz’ ( ) . (5.13)
Go f(2')

Evidentemente solo resta conocer los elementos de matriz GG1; v G debido a que se

defini6 la polarizacién incidente de la forma ((1]) Ahora bien, de la ecuacion (5.6) se
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obtiene que en general en 2D los elementos de matriz estan dados por

1 o PPt L ip(r—r']) apt
Gu(r,r',t) = W/O e TR PR cos(%)dp (5.14)
1 o p?% p(r=r'] apt\ pg + ip
/ _ To—r 1 Y
G21(T,T ,t) = W‘/O € "2m*h h 5671(7) po (515)

donde a = S, que con ayuda la siguiente identidad en términos de funciones Bessel,

e = Jo(q) +2 Y Jan(g)cos(2n¢p) +2i Y Jan-1(@)sin((2n — 1)v)  (5.16)

n=1 n=1

se puede mostrar que las ecuaciones (5.14) y (5.15) se pueden escribir,

1 &) . 2t 7'77'/ t
Gu(r, v t) = W/o o )cos(%>pdp (5.17)

, (x—2')+i(ly — 1) /00 _i %ty plr—r']) (apt)
J— t m* _— d 518
Gor(r, 7' t) = (=) o e 'zmh  sen| —= |pdp, (5.18)

donde Jy y J; son funciones de Bessel de orden 0 y 1 respectivamente. Hasta aqui ya se
conocen los elementos de matriz G1; y G2; (aunque en forma integral). Sustituyendo
estas en la ecuacién (5.13) y resolviendo las integrales para el caso de Rashba en
1D, se llega a expresiones analiticas para las componentes del espinor U s(x,t) v
por tanto de la densidad de probabilidad electrénica py2(z,t) = |¥12(z,t)|* para

cualquier tiempo arbitrario. Estas iltimas dadas explicitamente por
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’ - [+ (52— 2’ [ — (58 + b))
. [1+ 2t P og(1 4 +%t?) tep| o2(1+~2t2) +
261’])[ o+ (5 — %)t]z‘l'[f — (% + ?nﬁl)t)]z] [ 2(kood + tx) J15
203(1 + 72t2) 0-0 1 + ’}/2t2
(5.19)
? ar _ Ik t2 — (2R hko t 2
|\I]2|2 ¢ T €$p—[$+(h m*)] +€l’p—[a’: (h _l_m*)] _
[1 + ’72t2]§ 0-3(1 + ’}/2t2) 0_3(1 T ’}/2t2)
Qezp[— v+ (5 - %)t]z+[aj — (5 ?nﬁl)t]z] 5[2(]{5003 + %x)%t]
206(1+7°%%) o3 (1 + 77t
(5.20)

con ¢ = (m)l/z, v = h/o2m* y hko = po.. Note que p;2(z,t) tienen un factor

que oscila en el tiempo (del argumento del coseno se puede extraer la frecuencia de

*Z(i

oscilaciones). Si definimos n = T la densidad de probabilidad electrénica

total p(x,t) = |¥1]? + |¥s|? toma la forma

22 —[o + %2 (1 - )]’ —[z — 821 4 2 )]’
plx,t) = = {exp[ T om 2;/_ ] +ezp[ T an 2;/25 ]}
H(%)ntz 0? + (%)*L 0%+ (92)*L
(5.21)

Es muy ilustrativo analizar ciertos casos extremos que nos daran informacion valiosa
del fenomeno de propagaciéon de los paquetes de onda bajo la presencia del efecto
Rashba asi como de la formacion del Zitterbewegung. Estas expresiones seran también

de utilidad més adelante para la verificacién de mis resultados numéricos.



36

5.2.1 Caso: acoplamiento Rashba débil

De la definicién de 7, considere << 1. Esto implica que (%%0¢) debe ser muy
pequeno para una dispersién oy dada, por tanto este limite implica tomar valores
del parametro ar pequenos. Si recordemos que el valor esperado del operador de
momento es ((Ap,)?) = % esto implica que se debe satisfacer ((Ap,)?) >> (m*%E)?,
mostrando que la densidad de probalidad electrénica exhibira un comportamiento sin

oscilaciones, al igual que el caso sin el término de Rashba (ver 5.19 y 5.20).

5.2.2 Caso: acoplamiento Rashba fuerte

Por otra parte, cuando n >> 1, implica valores de ap grandes ocasionando que el
paquete inicial se divida en dos partes conforme su evolucién temporal, las cuales
se propagan con velocidades de grupo diferente. Esto se ve mas claramente de las
ecuaciones (5.19) y (5.20). En la regién antes de la separacién de estos paquetes se
predice un traslape de las funciones de onda ¥, (x,t) y Wy(z,t) que es originado por

la interferencia entre los estados de las diferentes polarizacion de espin electronico.

5.3 Oscilaciones de Zitterbewegung

Regresando a las ecuaciones (5.19) y (5.20), se observa que el tercer término de cada
una, estd descrito por una exponencial modulada por una funcién coseno. Por tanto
del argumento del coseno se puede extraer la frecuencia de las oscilaciones de la

densidad de probabilidad. El periodo de estas oscilaciones, en la direccion x, esta
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dado por
TO0 (1 4 242 —mg(l + t) (5.22)
T = = — . .
ey sat\at

Para el andlisis de la dependencia temporal de estas oscilaciones consideramos los

siguientes casos, 7t << 1y ¢t >> 1. Claramente de la expresién (5.22) el término

*

4
dominante es % por lo que, 7 = &5 Ct%l indicando que el periodo de oscilacién depende

“k

de la dispersién y decrece conforme ¢ aumenta. Similarmente parant >> 1, el término

dominante de (5.22) es ¢, que conduce a T = ol?r?n - ¢ indicando que el periodo de
h

oscilacion no depende del tiempo ¢.

5.4 Evolucién temporal de la densidad electronica

Para ilustrar la evolucién temporal de la densidad de probabilidad electrénica p(x) =
|W1|% + | W%, se grafican las ecuaciones (5.19) y (5.20) en la Fig. 5.1. Los pardmetros
de simulacion fueron escogidos para un gas bidimensional formado en un sistema de
GaAs/InGaAs, estos fueron los siguientes: masa efectiva del electrén m* = 0.05my,
el pardmetro acoplamiento de Rashba $& = 3.6 x 10%ms~" (i.e. que corresponderian
a una ar = 2.369 x 107'*eV'm), dispersién inicial de oy = 10~°cm, y ntimero de

onda inicial ky = 2.5 x 10°cm 1.

Se muestran resultados para diferentes tiempos,
ty =0, to = 1.5, t3 = 7 (en unidades de 79 = v~1, con 79 = 4.33ps). Se observa
de la Fig. (5.1), que a medida que el paquete incial (t; = 0) evoluciona con el

tiempo, este se desdobla en dos paquetes gaussianos (t3) con velocidades diferentes

y eventualmente a tiempos suficientemente largos (t3), estos dos paquetes tienden
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t1=0

; “TR =3.6 x 10~ teym 1

x/a,

Figura 5.1: Densidad de probabilidad electrénica p(z) = |¥1|? + |¥2|? con acoplamiento
espin-Orbita de Rashba para diferentes tiempos como funcién de la posicién. A t; = 0 se
considera un paquete de onda espin polarizado con perfil gaussiano con oy = 10~ °cm. A
to = 1.579 ya se observa el desdoblamiento del paquete de onda en dos parte simétricas
aunque con probabilidad disminuida. A t3 = 77y los paquetes con velocidades opuestas
finalmente se separan. Se utilizé 32 = 3.6 x 10%cms™!, y tiempos en unidades de 79 = y~*
en unidades de 79 = 4.33ps.

a separarse espacialmente, esto al tiempo que su dispersiéon aumenta y su amplitud
decrece, como generalmente ocurre para el caso de la particula libre.

Asimismo, se realizo el estudio de otras propiedades importantes como es la dindmica
de espin. La evolucion temporal de la densidad de espin se calcula a través de la
siguiente expresién

(4

h * *
50.0) = 505, 0o

2 ) = %(|‘I’1(x7t)|2 — Wz, t)?) ;i =m,y,2  (5.23)

Es importante senalar que la expresion (5.23) en conjunto con (5.19) y (5.20) produce

un comportamiento oscilatorio de la densidad de espin como funcién de la poscién x
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Figura 5.2: Densidad de probabilidad de espin en direccién z con acoplamiento espin-érbita
de Rashba para diferentes tiempos, t; = 0, to = 1.5, t3 = 7 (a = 3.6 x 10%cms™!, y tiempo
en unidades de 79 = y71).

(ver Fig. (5.2)). Note que para cierto tiempo (t2), ademas de haber contribuciones
negativas y positivas de la densidad de espin, esta exhibe un comportamiento os-
cilatorio que decrecen conforme evoluciona con el tiempo. Nétese también que las
funciones de onda |11 2(z,t)| sélo dependen de la coordenada espacial z, por lo que
(py) =py =0.

Por otro lado la velocidad promedio en la coordenada espacial en z,y estan dadas

por (v, (t)) = (V|0 |¥), y explicitamente por

z7y

(V2(t)) = — (5.24)

(5.25)
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Figura 5.3: Variacién de las componentes de la velocidad media con el tiempo, (vy) es
la linea de color azul y (v;) es la linea de color rojo. Para las dos graficas se utiliz6
ko = 2.5 x 105%cm~!. La diferencia en cada grafica es el valor de la dispersién: a) se utiliza

o = 09 y para el caso b) se utilizé o = 100q (con o9 = 1 x 10~°cm), también se muestra el
periodo 7 = 2w—7r donde w = 2kga.



41
En la figura (5.3) se muestran las graficas de las velocidades promedio donde clara-
mente sélo la componente de la velocidad media (v, (t)) tiene dependencia temporal.
En particular para el caso de la componente de la velocidad (v,) (curva de color azul),
se observa que esta componente exhibe un comportamiento oscilatorio en direccion
transversal a su direccién de propagacion z, (i.e. Zitterbewegung) con frecuencia
2ko%E. La diferencia entre las graficas de la figura (5.3) es el valor de la dispersién
inicial, (5.3a) tiene una dispersién menor comparada con (5.3b), por lo que se observa

mm* o4

=22, que indica que el

mas oscilaciones. Esto se puede inferir de la relacion 7 =
periodo de oscilacion depende de la dispersion y decrece conforme t aumenta.

No es dificil mostrar que el caso de Dresselhaus 1D produce exactamente los mismos
resultados que el caso de Rashba 1D, por lo que se omitieron los calculos para este
caso. La situacion en 2D no tiene solucién analitica para ninguno de los dos casos.
Los resultados mostrados en este capitulo seran de gran utilidad méas adelante para la
verificacion de mis resultados numéricos de la evolucion dinamica y Zitterbewegung en

1D y 2D. A continuacién en el capitulo 6 se analizara la metodologia y procedimeinto

numérico que implementamos para tal fin.
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6. Modelo e implementacién numérica

6.1 Introduccion

Como se menciono en capitulos anteriores, es bien sabido que las caracteristicas del
fenémeno del Zitterbewegung en semiconductores son mucho mas favorables que en el
vacio, sin embargo en la practica resulta dificil seguir el movimiento de un solo electréon
por lo que tipicamente se estudia el movimiento de muchos electrones moviéndose en
fase. El modelo que se detallard a continuacién posee la caracteristica de que se
le puede incluir facilmente variedad de pardmetros fisicos (e.g. campos eléctricos
y magnéticos externos) de interés. Ademds la técnica numérica nos permite estu-
diar diferentes geometrias, con amplio rango de parametros de simulacién para los
efectos de Rashba/Dresselhaus. Asimismo el método permite imponer variedad con
condiciones fisicas iniciales y de frontera, asi como estados de polarizacién de espin
arbitraria.

En este capitulo, se describira el modelo numérico que se empled para el estudio de
la dindmica de paquetes de onda electrénicos. El método consiste fundamentalmente
en la solucién numérica de la ecuacion de Schrodinger bidimensional dependiente
del tiempo en presencia de la interaccion de espin-érbita Rashba y Dresselhauss.
Recuerde que la solucién a este problema no tiene solucion analitica exacta en 2D,

como se discutio en el capitulo anterior, aunque si el caso 1D. Otras limitaciones de
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la solucion analitica es por ejemplo su dependencia en el uso de paquetes de onda del
tipo gaussiano, ademds no es posible incluir efectos de campos externos (eléctricos ni
magnéticos), ni implementar el formalismo a geometrias mas complicadas.

En particular, en el esquema de céalculo utilizado escogimos a los paquetes de onda
electrénicos inicidentes con un perfil gaussiano bidimensional (este puede estar po-
larizado, o no, en espin). Aunque, como ya se mencioné mi esquema permite utilizar
paquetes de onda con perfil arbitrario.

La metodologia que describiremos en detalle mas adelante, consiste esencialmente en
utilizar la técnica de diferencias finitas aplicada a ecuaciones diferenciales de segundo
orden bidimensionales, en conjunto con el método de Goldberg y Schey [40] para
el estudio de la evolucién temporal, pero generalizado en 2D para incluir la depen-
dencia en espin a través de los acoplamientos espin-érbita. Se vera que la presencia
del acoplamiento espin-Orbita conduce a sistemas de ecuaciones acopladas en espin;
sin embargo estas pueden ser convenientemente desacopladas por medio de transfor-
maciones unitarias en cada paso de iteraccién temporal. La introduccion de ciertas
funciones auxiliares nos permitio resolver de manera iterativa la funcién de onda para
todo el espacio y tiempo dadas la condiciones iniciales y de frontera del problema.
Esto a su vez nos permitio estudiar la dindamica de los paquetes de onda y los efec-
tos del acoplamiento espin-Orbita en la evolucion temporal de los paquete de onda.
Se calcularon numéricamente los valores esperados de posicion en el tiempo, densi-
dad de probabilidad y polarizacion de espin, entre otras cantidades fisicas que nos

permitieron realizar un estudio sistematico de la dinamica de los paquetes de onda
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electrénicos y del Zitterbewegung en tales sistemas.

6.2 Modelo fisico y metodologia

El sistema en consideracién es un gas bidimensional electrénico (GE2D) definido en
el plano z-y de una heteroestructura semiconductora y en presencia de la interaccion
espin-orbita de Rashba y Dresselhaus. La ecuacion de movimiento de los vectores de
estado bidimensionales que gobierna el comportamiento de los electrones esta dada

por (en el esquema de interaccion)

(., 1)) = Hl (., 1) (6.1

donde el Hamiltoniano total del sistema esta dado por H = Hy + V(x,y;t) + Hs,
con Hy el Hamiltoniano que contiene el operador de momento, donde V (z,y;t) es
un potencial arbitrario, dependiente del tiempo en general. Por simplicidad en la
descripcion de la metodologia, lo consideraremos independiente del tiempo y cons-
tante a intervalos, es decir el potencial de confinamiento es traslacionalmente in-
variante en cualquier direccion perpendicular al eje z. Hg, es el Hamiltoniano que
contiene la interaccion de acoplamiento espin-orbita de Rashba Hg y Dresselhaus Hp

(Hso = Hr + Hp). Dado que podemos descoponer, explicitamente

R, h: /02 0?
Ho = Com* (P2 +p,) = Com* (% + 8—g/2>1 (6:2)



o , 0 0

Hp = ?R(ampy — Oyps) = iR (ay% — aza—?) (6.3)
o , 0 0

Hp = ?D(aypy — 0pz) = iap (am% - ay8—y> (6.4)

con m* la masa efectiva del electrén, para gases bidimensionales basados en GaAs,
m* ~ 0.067, p = (ps,py) donde p, = —z'h(% Yy Dy = —z'ha% son la proyeccién del
operador de momento lineal en el plano z — y, con o, y o, las matrices de Pauli y
finalmente agr v ap son los parametros de acoplamiento de Rashba y Dresselhaus
respectivamente. La solucién general a la ecuacién de movimiento (6.1) estd dada
por

_i(t—tg)H

(2, y,1)) = e [ih(0, 9o, L)) (6.5)

donde |1 (0, Yo, to)) representa el estado de la funcién de onda para la solucién inicial
i(t—tg) L

en el punto (z,yo) para un tiempo ty. Note que el operador e~ 7 es Hermitiano

pues H = H'. La proyeccién (zoyo| con el estado |¢(zq, yo, to)) nos produce la funcién

de onda W(zg,yo,t0). Las componentes de la funcién de onda |¢(x,y,t)), tiene la

forma de un eigenespinor de 2 x 1

WT ($> Y, t)>
ol = ( . (6:5)

(2, y,t))
No es dificil demostrar que si [p,,py,] = 0y V(z,y) es uniforme, los elementos del
Hamiltoniano H satisfacen las siguientes reglas de conmutacién; [H, p,| = [H, p,| = 0,

[Ho, Hr] = 0, [Ho, Hp] = 0, [Hy,V] =0, [Hg,V] =0, [Hp,V| = 0, de igual forma
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[Ho, Hso) = 0. Sin embargo, debido a la no conmutatividad de las matrices de Pauli
([o4, 05] = 2i€ijn0r);

Op = , Oy = , (6.7)

se obtiene que los Hamiltonianos de las interacciones de acoplamiento espin-érbita

L Hoot

tampoco conmutan i.e. [Hg, Hp] # 0. Por consiguiente la expresién': e %

—i(Hp+Hp)t __ —L1Hpt —L1Hpt [Hp Hplt?/2hH? 82 92
H( Rt D) = e r'Rl'eTh De[ R D] / con [HR7HD] HRD J_o- (ay W)

Similarmente e~ % (HotHso)t — o=7Hote=5Hsot dehido a que [Hy, Hso] = 0. Por con-
siguiente, expandiendo las exponenciales en (6.5), se puede reescribir de la siguiente

forma;
iHot 4yt _iHpt iHpt iHppt

W,y t)) =€ F e e e h e ho | ih(0, Yo, to)) (6.8)

Note ademas, que de la misma forma Hgr y Hp se pueden descoponer en la suma Hg =
T Y _ fie Y : T o g o) Yy ; o]
r + Hgy Hp = H}, + H}, respectivamente, en Hp = iagoy ;- , Hp = —IQROs g,

Hf = z'aDamg% y HY) = zaDaya Anélogamente debido a la anti-conmutacion de

. . . _ i y _ i y
las matrices de Pauli se tiene que: e"#Hrt = ¢ — s HEHHRE = o—wHi e~ i Hremm Hi HEt,

: ., : i
mientras que para el caso de Dresselhaus, la expresién se reescribe como; e~ #rt =

—Y(HE+HYY _ —itHT —LHY L[HZL HY]t T gy _ Y1 _
e A\V'DTHED) = e RDe h Dezh[L) D],donde[IIR,EﬁJ QQRO}ammI [IID,f{] =

8m8y

. 2 - 82 . Ty ﬁ
2O‘Dwz—azay definiendo, Hy' = o, 523y

O[z 7 .
>t y HYY = TDO’Z( & )t,(ver apéndice
C). Note que Hp’, depende explicitamente del tiempo. Reescribiendo la ecuacién

(6.8);

(@, y,)) =TT e v (0, 503 to)) (6.9)

u=0

Lusando la identidad de eA+8 = eAeBe~[4:B1/2
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con wy = Hy, wy = V(z,y;t), we = Hf, ws = HY, wy = HY, ws = HY,, we = H}),
wy = HY v wg = Hgp. Es decir obtenemos una ecuacién genérica para la sucesion
explicita de las exponenciales. Como quedara mas claro adelante, el reescribir la
solucién dada a la ecuacién de la funcién de onda (6.9) en términos de la multiplica-
toria de propagadores, nos permitird encontrar, la solucién a la ecuacion de onda total
en cada iteracion temporal de forma secuencial para cada uno de los propagadores a
través de la definicién de funciones auxiliares asociadas al propagador de la funcién

de onda conocida.

6.3 Implementacion numérica: caso Rashba

Siguiendo con la generalizacién de la ecuacién (6.9), para obtener la solucién general

a esta ecuacion se introduce primero el ket de la funcién auxiliar de ¢ tenemos que
|¢u), tal que;

[6u(t)) = e[ d-1(0)) (6.10)

donde |¢,-1(0)) representa el estado de la funcién de onda para la solucién inicial al
punto (zo,yo) a un tiempo ty, es decir, [1(zo, Yo, to))-

Siguiendo con el trabajo de Goldberg y Schey [46], se utiliza para el operador de
evolucién temporal la aproximaciéon de Cayley?, que cabe mencionar, es una trans-

formacién unitaria y tiene la conveniencia de ser correcta hasta el orden §¢2. Usando

2La unitariedad es la caracterfstica de la ecuacién de onda original, lo cual asegura que la norma-
lizacién de la funcién de onda no cambie con el tiempo. Una aproximacién unitaria simple para e~ **#
ésta dada por la forma de Cayley para el operador de evolucién temporal, que tiene la conveniencia
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Cayley la ecuacién (6.10) se reescribe de la siguiente forma

1—-w,
1 +aw,t

000) = | Tt 6,10 (6.11)

por lo que podemos escribir

(1 +dwut)|9u(t)) = (1 = twut)|$u-1(0)) = [x,-1(0)) (6.12)

reemplazando |¢,) — &, ¥V |Xxu—1) — Xu—1 sin pérdida de generalidad, la ecuacién

(6.12) se reescribe

(1 + iwut)pu(t) = (1 — iwut)9u-1(0) = xu-1(0) (6.13)

la expresién (6.13) es una ecuacién genérica para la sustitucion explicita de las w),’s
(wo = Ho, w1 = V(x,y;t), we = Hf, ws = H},...) que se resuelven por medio de
definir funciones auxiliares (¢’s, p’s, M’s, etc). Para resolver la ecuacién (6.13) se
procede a discretizarla y asi poder resolver el sistema de ecuaciones en diferencias
finitas. Esto conduce a la soluciéon numérica de sistemas tridiagonales y ecuaciones
de recurrerencia simples para cada iteracion de tiempo y para todo el espacio de

la funcién de onda, con la cual se calcularon numéricamente los valores esperados

de ser correcto hasta el orden 462,
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de posicién en el tiempo, densidad de probalidad y polarizacién de espin. La gene-
ralizacién del formalismo incluyendo ambos acoplamientos de espin-érbita, se realizé
y se agregd en detalle en el apéndice C. Cabe mencionar que la implemetacién de
esta técnica para el caso considerando solo la interaccién de Dresselhaus (ap # 0y

ar = 0) se hace de forma andloga al caso de Rashba.
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7. Resultados y discusiones

En este capitulo se analizaran los resultados numéricos obtenidos de nuestras simula-
ciones de la evolucién temporal de paquetes de onda gaussianos bidimensionales espin
polarizados en presencia del acoplamiento espin-Orbita para sistemas confinados en
heteroestructuras semiconductoras del tipo InAs/InGaAs. Empezamos con el caso
estatico kg = 0 en presencia de la interaccién de Rashba, posteriormente estudiamos el
caso ko # 0. Luego procedemos a estudiar la inclusién del acoplamiento Dresselhaus
y consideramos los casos agr = ap y ag # ap. Se calculan los valores esperados de la
posicién, densidad de probabilidad y polarizacion de espin como funcion del tiempo,
entre otras cantidades fisicas que nos permitieron realizar un estudio sistematico del

Zitterbewegung en tales sistemas.

7.1 Estado estacionario con interaccion de Rashba

Consideramos primeramente la situacién de un paquete gaussiano estatico (kg = 0)
polarizado en espin en la direccién +z que dejamos evolucionar en el tiempo en
presencia de la interaccién espin-6rbita de Rashba (ag # 0). Los pardmetros de la
simulacion empleados corresponden a un gas de electrones formado en un sistema
InAs/InGaAs, y fueron los siguientes: masa efectiva del electrén m* = 0.05my, in-

tensidad del acoplamiento Rashba ar = 2ag, con oy = 2 x 107 eVm, dispersién



51
inicial del paquete oo = 1400 A, y finalmente, el sistema se dejé evolucionar hasta un
tiempo MAxXimo t,,4, = Tto (con tg = 1.84ps). El célculo numérico se realizé con los
siguientes pardmetros de simulacién: éz = dy = 504, npzr = npy = 900 y ndt = 100
con §t = 2.31 x 107 s,

En la figura 7.1(a) se muestran la densidad de probabilidad p(z,y, tma.) del paquete
de onda electrénico como funcién de la posicién en ausencia de Rashba (agp = 0);
en 7.2(a) se muestra su correspondiente mapa de intensidad en el plano = — y. Note
que la densidad de probabilidad muestra un perfil gaussiano isotrépico, como era de
esperarse. Sin embargo, cuando se incluye el acoplamiento de Rashba (ap # 0),
se observa una cambio significativo en p(z,y, tne.) manifestindose como un patrén
de interferencia simétrico (figuras 7.1(b) y 7.2(b)). En el capitulo 3 se explicé que
la interaccion espin-érbita de Rashba introduce un rompimiento de la degeneraciéon
de espin de los estados a la energia de Fermi. Se explicé también la naturaleza de
este desdoblamiento es tal que permite que electrones con la misma energia tengan
diferentes vectores de onda (k; y ko), esto es , ET(k;) = E~ (ko). Esto produce que
se tengan dos paquetes de onda propagandose con dos numeros de onda diferente.
De hecho, la parte exterior de la distribucién concéntrica de p(z,y,t) se propaga con
velocidad de grupo mayor que ag/h mientras que la parte interior se mueve con ve-
locidad de grupo menor a ag/h, esto produce un traslape < W |V_g, ># 0 que
se manifiesta como un perfil tipo interferencia de p(z,y,t) (7.2(a)), y por ende, la
formacion de anillos concéntricos en el mapa de intensidad de la densidad de proba-

bilidad (7.2(b)). Estos resultados también son consistentes con el anélisis realizado en
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a.1) p(x,y,t) b.1) p(x,y,t)

¥/ 0o

x/0, 4l x/0, 40

Figura 7.1: Densidad de probabilidad electrénica p(z,y,t) = |[¢1]? + |¢|* para un estado
inicial del paquete gaussiano con kg = 0, og = 1400A, a un tiempo de tyqr = Tto. Del
lado izquierdo de la figura, en a.l) se graficé el caso sin acoplamiento espin-érbita como
referencia, (i.e. ag = 0), a.2) muestra la gréfica del mapa de intensidades de p(z,y,t) en
el plano x — y. Del lado derecho de la figura en b.1) se observa que el acoplamiento espin-
6rbita finito (ap = 2qq) cambia cualitativamente el caracter de la evolucién del paquete
de ondas, produciendo durante su evolucion temporal que el paquete gaussiano inicial se
separe en dos partes axialmente simétricos. En b.2) se observa un comportamiento de
circulos concéntricos bien definido p(x,y, t).
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el capitulo 5 acerca de los casos limites para el valor de ) (con n = —5-—="). En este
caso se satisface n >> 1 que implica que para valores de ap relativamente grandes,

el paquete inicial se divide en dos partes las cuales se propagan con velocidades de

grupo diferente conforme su evolucionan en el tiempo.!

7.1.1 Dependencia de la intensidad de acoplamiento Rashba

Para entender el efecto que introduce la intensidad del acoplamiento espin-érbita de
Rashba en el comportamiento del paquete de ondas gaussiano, en esta subseccién
se analizara el caso para diferentes valores del acoplamiento espin-6rbita de Rashba,
partiendo de una interaccién débil (g = ) a una interaccién relativamente fuerte
(g = 3ap) . En la figura 7.2 se muestra una gréfica de la densidad de probabilidad
electrénica para diferentes valores de ag y diferentes tiempos.

Note que para una interaccion espin-érbita débil con un parametro de Rashba ar =
ayp, se necesita mas tiempo en la evolucion temporal para que p(z, y, t) presente oscila-
ciones mas definidas, mientras que el caso contrario, cuando el parametro de Rashba
es grande (ar = 3wy), las oscilaciones en la estructura de la densidad de probabilidad
son més pronunciadas. Esto se debe a que la frecuencia de las oscilaciones (i.e. 2ko%E)
de la ecuacion (5.30) depende directamente del valor del parametro de Rashba.
Asimismo, como era de esperarse, se presenta claramente un fuerte comportamiento

oscilatorio en la densidad de espin, como se muestra en la figura 7.3, donde se grafico

IEsto se establecié para el caso 1D, pero igual aplica par el caso 2D.
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Figura 7.2: Densidad de probabilidad electrénica p(x,y,t) = |¢1]? + |¢||? para diferentes
valores de acoplamiento espin-érbita de Rashba y diferentes tiempos. Se observa que con
una interaccién débil arp = ag, se necesita mas tiempo en la evolucién temporal para que
esta presente oscilaciones mas definidas. El caso contrario, cuando el parametro de Rashba
es muy fuerte (ag = 3ay), las oscilaciones en la estructura de la densidad de probabilidad
son méas pronunciadas. En la esquina superior de cada grafica se muestra el mapa de
intensidades de la densidad de probabilidad correspondiente a cada grafica, mostrando una
simetria anular concétrica en cada caso.
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Figura 7.3: Densidad de probabilidad electrénica de espin S.(z,y,t) = |[¢1]? — |[¢]? para
diferentes valores de acoplamiento espin-érbita de Rashba y mismo tiempo de simulacién.
FEn la figura con ap = ag se observan oscilaciones para las diferentes contribuciones positivas
y negativas de S,(z,y,t). Para el caso cuando se incrementa el pardmetro de Rashba a un
valor relativamente fuerte (a«g = 3ay), las oscilaciones en la estructura de la densidad de
probabilidad son méas pronunciadas. Se muestra también, en la esquina superior de cada
grafica el mapa de intensidades correspondiente a cada grafica, mostrando simetria circular
concéntrica en cada caso para diferentes valores de la densidad de probabilidad de espin.
Todas las distribuciones fueron calculadas a un tiempo ¢ = 6t.
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a) p(x; }_’J t)

b) Sz(xi'yrt)

Figura 7.4: a) Densidad de probabilidad electrénica p(z, y) = |¢1]|?+ |||, y b) densidad de
probabilidad electrénica de espin S, (z,y) = [11|* —|¢|? para un tiempo final de t,4, = Tto
en los que se considerd un paquete gaussiano inicial espin polarizado en direccién +z con
momento inicial poy = 0y pos = hkg con kg = 2.55 x 10“m~!. El valor del acoplamiento
espin-6rbita es ap = 20p. La dispersién inicial del paquete gaussiano fue o = 1400A.

la densidad de probabilidad de espin S.(r) = 2(|W;(r,¢)|> — |¥s(r, t)[?) de la ecuacién
(5.23) para diferentes valores de ap para un mismo tiempo t = 6t;. Ademas de
haber contribuciones negativas y positivas de la densidad de espin, esta exhibe un

comportamiento oscilatorio que decrecen conforme el tiempo aumenta.

7.2 Dinamica con Rashba (ky, # 0y ko, =0)

Ahora se considera el caso en el que el paquete de onda inicial espin polarizado (a lo
largo del eje +z) se encuentra en movimiento. Escogemos la direccién de propagacién
a lo largo del eje x, por lo que la componente de momento inicial a lo largo del eje y

sea cero (po, = ko, = 0), mientras que p,, = hky # 0. Para nuestras simulaciones
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1 el resto de los pardmetros son idénticos a los usados

elegimos kg = 2.55 x 107"m~
en la Fig.7.1

La figura 7.4(a) muestra la densidad de probabilidad a un tiempo t,,., = Tty para
ar = 2ag. Note que ya no se presenta la simetria cilindrica tipo interferencia del caso
totalmente estético de la figura 7.1(b1), y se observa que el paquete inicial gaussiano
se separa en dos partes, mostrando dos maximos en la densidad de probabilidad de
diferente amplitud desplazandose en direccion del eje z, presumiblemente, con veloci-
dades diferentes. Claramente la eleccion de propagacién en una direccion preferen-
cial rompe la simetria entre los estados de espin con momento +£k,, lo que produce
diferentes velocidades de propagacién en direccion opuesta minimizando asi de forma
significativa el traslape de los paquetes de onda con espines opuestos, y por tanto,
suprimiendo el efecto interferencia. En la figura 7.4(b) se muestra la distribucién de

polarizacién de espin S,(x,y,t) que evidencia que los paquetes de onda observados

en la figuara 7.4(a) tienen polarizacién opuesta, como era de esperarse.

7.3 Dinamica con Rashba (k, = ko, # 0)

Ahora consideraremos un paquete de onda con componentes de momento inicial
idénticas (koz = ko, = 2.55 x 107m~!), mientras el resto de los pardmetros son
iguales a los empleados en la figura 7.4. La distribucion de ambas, la densidad de
probabilidad total y de la polarizacion de espin, presentan un comportamiento muy

similar al obtenido anteriormente para el caso con ko, # 0 y ko, = 0, ver figura 7.5,
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Figura 7.5: a)Densidad de probabilidad electrénica p(x,y) = |¢1]2 + 1|, y b) densidad de
probabilidad electrénica de espin S, (z,y,t) = [11|> — [¢||? a un tiempo final de tq: = Tto
para un estado inicial del paquete Gaussiano tal que las componentes del vector de onda
Pox = hko ¥y poy = Ikg con kg = 2.55 x 10"m ™. La dispersién inicial del paquete gaussiano
fué o9 = 14004 y ar = 20g. Se muestra que la p(z,y,t) tiene dos maximos (que viajan
en direccién opuesta segiin nuestros estudios de la evolucién temporal de los paquetes),
similarmente ocurre para S,(z,y,t).

pero rotado 7/4 en el plano respecto este, como era de esperarse. Las ligeras dife-
rencias entre ellos, mayormente notorias en S, (z,y,t) probablemente sean debidas a
que existe un factor de /2 entre el momento incial de ambos casos, i.e. |ko| = ko
en la simulacion de la figura 7.4, mientras que para la simulacién para la figura 7.5
tenemos |k,| = \/m = 2k g

Es importante apuntar que para el caso con unicamente interaccion tipo Dresselhaus
(en ausencia de Rashba) este calculo arrojard, por simetria, exactamente los mismos
resultados hasta aqui discutidos para Rashba finito, con la tnica diferencia que los
paquetes de onda se propagan en direccién opuesta (con signo opuesto). Por tal

motivo no se muestran esos resultados en esta tesis.
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7.4 Acoplamiento de Rashba y Dresselhaus

7.4.1 Interaccién de Rashba y Dresselhaus (caso estacionario)

Ahora procederemos a estudiar la situacién cuando las interacciones espin-érbita de
Rashba y Dresselhaus estan ambas presentes. Suponemos primero que el paquete de
onda inicial es estacionario (ko, = ko, = 0), hemos usado exactamente los mismos
parametros de simulacién que en las figuras anteriores con ar = 2a9 y ap = 0.5qy.
El caso agr = ap se analizarda mas adelante. En la figura 7.6, en la parte superior, se
graficé la densidad de probabilidad electrénica figura 7.6.(a), y su mapa de intensidad
7.6.(b). En la parte inferior se despliega los resultados para la polarizacién de espin.
La densidad de probabilidad total exhibe un comportamiento totalmente diferente
al caso con puro Rashba. El perfil de la densidad de probabilidad conserva ciertas
simetrias pero en vez de desarrollar un patrén de interferencia circularmente simétrico
como el caso con puro Rashba, en este caso, se forma una distribucién eliptica angular-
mente asimétrica. Esto se ve aun més evidente en el mapa de intensidad de p(z,y,t)
(ver figura 7.6.(b)) donde se notan claramente dos elipses concéntricas, presentando

en cada uno de los focos de la elipse interior los picos maximos de la p(z,y,t).

7.4.2 Dinamica con Rashba y Dresselhaus (ky, = 0)

En la figura 7.7 se muestra la densidad de probabilidad electrénica para el caso con
ar = 2ap y ap = 0.5ap con koy = 2.5 x 107m~! y ko, = 0. La amplitud de los dos

méaximos que se propagan en direccién contraria ahora notoriamente difieren (ver fig.
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Figura 7.6: Evolucién temporal para el caso estacionario para un tiempo de t,,q, = 7to, en a)
se grafica la densidad de probabilidad electrénica, mostrando que el paquete inicial se separa
en dos partes formando dos paquetes totalmente simétricos, pero con diferente direccién de
la velocidad formando dos elipses concéntricas y b) la densidad de probabilidad de espin, del
lado derecho de la grafica se muestra el mapa de intensidades para cada caso. Simulaciones
con o9 = 1400A, ky = 0, e intensidades de acoplamiento de Rashba y Dresselhaus de
ap = 200 y ap = 0.5aq, respectivamente.
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Figura 7.7: Densidad de probabilidad electronica y de espin para un estado inicial del
paquete gaussiano con koy = 2.5 x 10"m™!, o9 = 1400A, ar = 2aq y el pardmetro de
Dresselhaus es de ap = 0.5cg. Simulacién al tiempo t = 6.8 .

7.7). Fisicamente esto se debe a que las contribuciones de las dos interacciones de
acoplamiento espin-6rbita contribuyen asimétricamente a la p(x,y,t). Esto se ve mds

claro de la ecuacién para las energias caracteristicas del sistema dada por

h2k?
Bi=o & V(@rks — apk,)? + (ark, — apk,)? (7.1)

claramente se observa, que si la contribucién para el caso agr es mayor que el término
ap, la contribucion relativa es por tanto asimétrica en momento, lo cual es heredado

en la descripcion del espacio real de la densidad de probabilidad.

7.4.3 Caso con acoplamiento ap = ap

Considere ahora el caso donde los valores de la interaccion de acoplamiento espin-

orbita de Rashba y Dresselhaus son iguales con un paquete de onda inicial estacionario
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Figura 7.8: Mapas de intensidades para la densidad de probabilidad electrénica para un
estado inicial del paquete gaussiano con kg = 0, ap = ap = 0.5y para diferentes tiempos.
[ (a) 1= 2(:0 ) (b) 1= 2t07 (C) 1= 3t07(d) = 4t07 (e) 1= 5t07 (f)t = 6t07 (g) 1= 7t0]

(ko = 0). Es evidente, que la densidad de probalidad electrénica es independiente
del valor de kg, inclusive en presencia de la dependencia en espin. Es decir este
resultado coincide exactamente con el resultado tedrico conocido para los valores
de la energia caracteristica del sistema, considerando agp = ap de (7.5), se obtiene
Ey = Z%z + agrv2|k, + k|, resultado andlogo al obtenido en la figura 7.5. Se
consideraron diferentes tiempos con la idea de mostrar la evolucion temporal de la

densidad de probabilidad y como es que los paquetes de onda desdoblados se separan

a medida que transcurre el tiempo (figura 7.8).

7.5 El Zitterbewegung

Finalmente, en esta seccién se describiran los resultados obtenidos para el efecto del
Zitterbewegung en sistemas donde el acoplamiento espin-érbita de Rashba es el acopla-
miento de espin dominante. En los capitulos anteriores se puntualizé que el término
que da origen al Zitterberwegung es proporcional a e#, dado que es precisamente
este término el que conduce a un acoplamiento entre los estados con energias +E, y

—E,; mas sin embargo, su promedio sobre un estado con energia definida (+E, 0 —E},)
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es cero. Por lo que es necesario calcular el valor esperado del operador de posicion
en funcion del tiempo. En los siguientes célculos se considerd que el paquete de onda
inicial se propaga en direccién x con ko, = 4k,, siendo ky = 2.5 x 107m~'. Primero
estudiaremos el comportamiento del valor esperado de la posicion como funcion del
tiempo en direccién perpendicular a la propagacién, (i.e. a lo largo del eje y, (y(t)))
para diferentes dispersiones del paquete gaussiano inicial. Posteriormente se analizara
la dependencia de (y(t)) con la intensidad de acoplamiento espin-érbita de Rashba
QR.

Nuestros calculos numéricos de (y(t)) muestran el comportamiento caracteristico del
Zitterberwegung de oscilaciones réapidas que decaen con el tiempo (figura (7.9)). Se
grafican dos casos, para o, = 2100A y o, = 1700A. Notamos que las oscilaciones
decaen mas lentamente para el valor de la dispersion mas grande. El valor esperado
de la velocidad (v, (t)) (no mostrado aqui) produce un resultado similar, consistente

con la ecuacién (5.26),
aR - [%’t]
(vy(t)) = ——Sen[—agkot]e 0 (7.2)

que nos indica que las oscilaciones decaen mas rapido para dispersiones o, pequenas
(que es precisamente lo que se observa en la Figura 7.9). Claramente de (7.2), las os-
cilaciones tienen frecuencia w = %]{?QO(R, por lo que el periodo de las oscilaciones
(t = i}—”) disminuye al aumentar agr para una ko fija. Note que estas féormulas

fueron derivadas de un analisis unidimensional, esto es, para el caso que se tiene
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Rashba 1D. Nuestros calculos numéricos son en 2D, pero sin embargo podemos uti-
lizar tales formulas para estimar los periodos esperados. Esto lo hacemos notando que
en 2D, k, = \/m , vy notando que el problema con Rashba en 2D es axialmente
simétrico, por lo que podemos escoger k,, = ko y por tanto k, = V2kos, lo que
conduce a un factor de v/2 entre el k, de 2D y 1D. Luego entonces la frecuencia de
las oscilaciones en nuetras siumulaciones deberian obedecer w — @ = %%kgma r. De
nuestros cdlculos numéricos de (y(t)) (figura 7.9b) se puede extraer que el periodo de
las oscilaciones es 7 ~ 0.36ps, mientras que el esperado es 7 = i}—” = 0.37ps. Esta casi
perfecta concordancia del periodo de las oscilaciones de nuestros caculos numéricos
con los estimados analiticamente nos muestra una interesante idependencia de la
frecuencia de las oscilaciones para dispersiones oy < 1700A, ademds de corroborar
la exactitud de nuestros calculos numéricos. Note que para el caso con dispersion
0o = 2100A se extrae un periodo ligeramente mayor (~ 0.46ps) que corresponde a un
cambio relativo de los periodos de 0.46/0.37 = 1.243 que incidentalmente corresponde
al cambio relativo en las dispersiones 2100/1700 = 1.235.
También se realizé el andlisis de la dependencia de (y(t)) con la intensidad de acopla-
miento espin-érbita de Rashba ag. En la figura (7.10) se muestra el comportamiento
caracteristico del efecto del Zitterberwegung con oscilaciones rapidas que decaen con el
tiempo. Ademads se observa que la amplitud y el periodo de las oscilaciones dependen
de la intensidad de acoplamiento espin-Orbita. Se observa que las oscilaciones de-

caen mas lentamente para el valor de la intensidad de acoplamiento espin-érbita mas

pequeno (ag = ayp). Se estimé el valor del periodo de las oscilaciones que coincide
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Figura 7.9: El valor esperado de (y) respecto el tiempo ¢, para diferentes valores de o, con
koz = 4k, siendo ko = 2.5x10"m™! |, ar = 4y, y tiempo total de simulacién de t = 4.158ps.
De la gréfica se extrae el periodo de oscilacién para el caso con o = 2100A es de 7 ~ 0.36ps,
mientras que para el caso cuando oy = 1700A es de 7 ~ 0.46ps. Ambas graficas muestran
el comportamiento caracteristico del efecto del Zitterberwegung de oscilaciones rapidas que
decaen con el tiempo. Sin embargo se observa que las oscilaciones decaen més lentamente
para el valor de la dispersién mayor.

exactamente con los valores predichos por la férmula para 7 descrita anteriormente.
Por dltimo se muestra el resultado para la densidad de probabilidad de espin S, (z, y, t)
(figura (7.11)) para diferentes tiempos. Se observa que el paquete inicial se desdobla
en dos corespondientes a las dos contribuciones de la densidad de probabilidad de

espin que se separan simétricamente con velocidades opuestas.
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Figura 7.10: Zitterberwegung: El valor esperado de (y) respecto al tiempo ¢, para diferentes
valores de la intensidad de acoplamiento espin-orbita de Rashba agr. Con el valor de la
dispersién inicial de og = 17004, ko, = 4ko, siendo kg = 2.5 x 107m~t. De la gréficas se
extrae que el periodo de oscilacion para el caso con ag = g es de 7 ~ 1.45ps, para el caso
cuando ar = 2aq es de 7 ~ 0.725ps, para el caso cuando ag = 3ag es de 7 ~ 0.476ps y para
el caso de arp = 4ag es de 7 ~ 0.36ps. En las graficas se muestran el comportamiento ca-
racteristico del efecto del Zitterberwegung de oscilaciones rapidas que decaen con el tiempo.
Asimismo la amplitud y el periodo de las oscilaciones dependen de la intensidad de acopla-
miento espin-érbita. Se observa que las oscilaciones decaen méds lentamente para el valor de
la intensidad de acoplamiento espin-érbita mas pequeno (ag = ayp).
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Figura 7.11: Densidad de probabilidad de espin S,(z,y,t) , con o9 = 1700A, k = 4k para
diferentes tiempos , con kg = 2.5 x 10"m~! |, ap = 4ag y t1 = 20ty to = 30ty t3 = 80t
ty = 100t%g
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8. Conclusiones

Se realizo un estudio tedrico y numérico del fendémeno del Zitterbewegung en gases de
electrones bidimensionales formados en heterostructuras semiconductoras de brecha
energética estrecha (grupos III — V), en donde las interacciones espin-érbita de
Rashba y Dresselhaus son importantes. También se estudio la dindmica de los paque-
tes de onda con acoplamiento espin-érbita. Se calcularon numéricamente los valores
esperados de posicion en el tiempo, densidad de probabilidad y polarizacién de espin,
entre otras cantidades fisicas que nos permitieron realizar un estudio sistematico del
Zitterbewegung en tales sistemas.

Se mostré, mediante el andlisis mecanico cudntico de la evolucién temporal de paque-
tes de onda electronicos, que el valor esperado del vector de posicién experimenta un
comportamiento oscilatorio caracteristico del Zitterbewegung. Asimismo, se encontré
que si el espin del electrén esta inicialmente polarizado (direccién z, para un espin-
6rbita en el plano), entonces el movimiento oscilatario del Zitterbewegung es siempre
perpendicular a la velocidad de grupo del paquete de ondas.

Se encontro que se exhibe una fuerte dependencia del valor de ag en las oscilaciones
inducidas por el Zitterbewegung. FEs decir, cuando la interaccién de acoplamiento
espin-Orbita es débil (i.e.ar = ap), se necesita mas tiempo en la evolucién temporal
para que el paquete electréonico presente oscilaciones bien definidas. Por otro lado,

cuando el pardmetro de Rashba es relativamente fuerte (i.e.ar = 3ayp), las oscilaciones
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en la estructura de la densidad de probabilidad son més pronunciadas.
También se mostré que el acoplamiento espin-6rbita cambia cualitativamente el caracter
de la evolucion del paquete de ondas, y que durante su evolucién temporal, el paquete
gaussiano inicial se convierte en dos partes axialmente simétrico. La parte exterior
se propaga con una velocidad de grupo mayor que ag/h y la parte interior se mueve
con velocidad de grupo menor que ag/h. Este desdoblamiendo aparece debido a la
presencia de dos bandas en el espectro del electréon correspondientes a los estados
estacionarios con diferente helicidad.
Se realizé el estudio también las contribuciones de los acoplamientos simultaneos de
Rashba y de Dresselhaus, donde ar > ap. Se mostrd que el paquete de ondas gaus-
siano se separa en dos partes simétricas con diferente direccion de la velocidad como
en el caso de puro Rashba, pero con la misma amplitud de densidad de probabilidad.
No se observa la simetria circular como es el caso con la contribucién sélo de ag,
si no que en este caso se muestra claramente dos elipses concéntricas rotadas y en
los extremos del eje mayor de dicha simetria eliptica se observan dos maximos, la
intensidad de probabilidad eletrénica es mayor en los maximos en la elipse interior.
Hemos mostrado que el Zitterbewegqung de paquetes de ondas en nanoestructuras
con acoplamiento espin-6rbita puede ser observado experimentalmente en estructuras
de baja dimensionalidad. En particular este efecto deberia determinar la dindmica
del electrén y las caracteristicas de alta frecuencia del transistor de efecto de campo
por Datta y Das [49] y otros dispositivos espintrénicos. De acuerdo a las recientes

publicaciones de investigaciones tedricas el fenémeno del Zitterbewegung, este deberia
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en principio aparecer en solidos, en particular en semiconductores de brecha energética
estrecha.

Cémo trabajos a futuro para este modelo y método numérico que desarrollamos en
esta tesis seria por ejemplo el incluir dependencia temporal en el pardametro de in-
teraccion de Rashba. Otra implementacién seria por ejemplo generalizar el método
para otro tipo de material, como es el de monocapa y bicapa de Grafeno, debido a las
propiedades interesantes de este material. Se pueden incorporar sin mucha dificultad

efectos debidos a campos magnéticos y eléctricos externos.
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Apéndice A. Ecuacién de Dirac:

propiedades
La dinamica de particulas cuanticas-relativistas en ausencia de potenciales esta go-
bernada por la ecuacién de Dirac:

5 Hy = (ca- p+moc®B)yY (A.1)

donde c es la velocidad de la luz en el vacio y mg es la masa en reposo de la particula
en cuestiéon. Los objetos a y 3 son matrices de 4 x 4 escritas en términos de las

matrices de Pauli y de la matriz identidad 1.
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con
'l/)l 'l/)3
@ = y x= (A.3)
L Uy
donde
D(rt) = d(r)e (A.4)

siendo ¢ la energia total para los estados estacionarios. Sustituyendo (A.4) en términos

de (A.3) en (A.1) se llega a:

que conduce al siguiente par de ecuaciones acopladas,

gp = co - pX + Moty

eX = o - pp — MY (A.6)
sin pérdida de generalidad, los estados con p definido como momento, se pueden

(-6

por tanto (A.6) se reescribe de la siguiente forma

escribir

(e — moc®) 1y — co - pxo = 0



7

—co - ppo + (€ +moc®)1xo = 0 (A.8)

Sistema lineal de ecuaciones (A.8) homogeneas para ¢y y Xo tiene soluciones no-

triviales, por lo que el determinante de los coeficientes es

(e—moc®)l  —co-p

—co-p (e —mpc?)l

es decir

(e —mic) 1 — (o - p)(o-p) =0,

e =mict + *p?,
mas compactamente,

e=+E, , E,=+4c\/p*+mic*, (A.10)

los 2 signos del factor de evolucion temporal € corresponden a las soluciones positivas

y negativas de la ecuacién de Dirac. Por otro lado de la ecuacién (A.8), se tiene que
c(o - p)

= — A1l
Xo moc? 70 ( )
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Ahora bien, denotando el espinor ¢y de la forma

Ur
=U = A.12
®o <U2> ) ( )
con normalizacion
UU =UU + UsUy = 1 (A.13)

donde U; , U; son numeros complejos en general, usando la ec. (A.7) y (A.2) ob-
tenemos el conjunto completo de soluciones positivas y negativas de la ecuacién de

Dirac:

+ (p-z—AEpt)
Ul)“ (A.14)

U= N gy )

moc?+AEp
con \ = +1 caracteriza las soluciones positivas y negativas con el factor de evolucion

temporal € = AE),. El factor de normalizacién N se determina de la condicién

/‘I’;,\(L OV n(atyasz = oo (p — D) (A.15)
por consiguiente,
2
Nz( t TC(U'P)(U'P) >:1 A1l
viosv (moc? + )\Ep)2U (A.16)

o usando ec. (A.10):

2,2
* (moc? + \E,)?

2
N:J@gsgﬁﬁ (A.17)
p
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o Q2

o2

Figura A.1: Se muestra esquematicamente el espectro de los eigenvalores de la energia para
la ecuacién de Dirac para la particula libre. El espectro de energfa negativa con E < mgc?
son ocupados por positrones.

El espectro de €,), que corresponde al espinor W, (z,t), se muestra en la ilustracion
de la figura A.1, donde aparece un dominio de frecuencias negativas y positivas (ei-
genvalores de la energia), que exhibe una brecha energética de 2moc? que separa
el continuo de la energia positiva (¢,1 = +E,), del continuo de energia negativa
(ep,—1 = —E,). Cabe senalar que para la interpretacién de los estados con € = —E,,,
Dirac propuso introducir la nocién del positrdn (i.e. particula elemental, que posee
la misma cantidad de masa y carga eléctrica que el electron; sin embargo, ésta es po-
sitiva ). Los valores negativos de la energia no se refiere entonces a energias negativas
del electrén (i.e. dado que éste siempre tiene energias positivas) sino a particulas que

se encuentran por debajo del nivel 0 de energias. De la ecuacién (A.15), vemos que:

PV = p¥pa(z,1) . (A.18)

Para cada momento p existen 2 tipos de soluciones diferentes, una para A = +1(e =
+FE,) y la otra para A = —1(¢ = —FE,). Debido a esto, existen dos valores de

la velocidad con direccién opuesta (ver seccién 4.1). A su vez esta direccién de la
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velocidad depende de otro nimero cuantico, la Helicidad, y basicamente es usada

para clasificar los estados de una particula libre. Notamos que el operador

Y.p= -p (A.19)

S=-3=— (A.20)
es la generalizacion de 4-dimensiones del operador del vector de espin. Calculamos,
[H,% - p] = [ca-p+ Bmec®, % p] =clac-p, X - p| =0, (A.21)

por lo tanto [H,X - p] = 0 y naturalmente [p,%X-p] = 0 como ¥ -p, Hy p
conmutan simultaneamente, entonces comparten las mismas eigenfunciones y por lo

tanto pueden diagonalizarse conjuntamente. Lo mismo ocurre para el operador de
helicidad

n P P
A=2n. P _g. P A.22
2> =% (4.22)

La Helicidad tiene una interpretaccion evidente: es la proyeccién del espin en la
direccién del momento, como se ilustra en la figura A.2, es decir, hay un mismo valor

del momento, pero con Helicidad en direcciéon opuesta.
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Figura A.2: Se muestra los electrones con helicidad positiva a) y negativa b). En ambos
incisos se muestran las posibles rotaciones del electron.
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Apéndice B. Condiciones iniciales y a la

frontera

Para la solucién numérica de la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo se
represento el estado inicial de los electrones por un paquete Gaussiano espin polari-

zado:

[¥(x,y,0)) = ¢(x,y,0)[&) (B.1)

con |&,) polarizacién del espin, |&;) :((1]):|T> y |€) :((1]):|l>; por ejemplo para

polarizacién inicial |T) tendriamos,

—@-20)2 w-w? | 1

v i) = (m%)<1/z>€i(m+kyy)€ oo (B.2)

donde (zg,yo) es la localizacién inicial del centroide del paquete gaussiano en t = 0,
siendo oy la dispersién inicial del paquete con momento (k;,k,). Las condiciones
a la frontera para la funcién de onda v (x,y,t) se fijaran de la siguiente manera:
supondremos que la particula ésta confinada dentro de una caja bidimensional de

longitud L de tal manera que las funciones de onda para cada espin asociadas a estas
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particulas se anulen en las paredes de dicha caja, a todo tiempo t, i.e.,

U(w, Lit) = (L, y;t) = ¥(x,0;t) = 0,y : t) = 0; (B.3)

lo anterior es para todas las t’s. Tal condicién restringe por supuesto la eleccion de
los valores de la dispersién inicial (0g), y de la posicién del centroide del paquete
gaussiano (xo,yo) para que las funciones de onda sean despreciables cerca y en las
fronteras de la caja durante el tiempo de simulacion. Generalizando el formalismo de

Goldberg [46] para el caso bidimensional:

JA 2¢*
Fou = oy = (W) (A - E)
2
ON 4N€2
— ] =1 — | =1
(&) -+ (5)=

(kmre)z (kmye)z

= 1
12 12 <

Fone = by < g (B.4)

donde J es el valor maximo en el intervalo espacial y € = dx es el valor de cada
intervalo. Para el caso temporal, N es el valor maximo para cada intervalo 0t ,
similarmente oy es el valor de la dispersién en el intervalo N. Ademaés para el caso
del valor maximo del momento se utilizé k., y kmy. La precision de la simulacién
numérica depende de la eleccién arbitraria de estos valores en el rango de validez de

tales condiciones.



84

Apéndice C. Modelo e implementacion

numeérica

En este apéndice se detallara el método de integracion, que se utilizé para el estudio
del efecto Zitterbewegung, en el transporte electrénico bidimensional en materiales
semiconductores de tipo GaAs, en presencia de la interaccion del acoplamiento espin-

6rbita de Rashba y/o Dresselhaus. (capitulo 6)

C.1 Implementacién numérica: caso Rashba

En la seccién (6.2) se definié el valor de las las w,’s como : wy = Hy, wy = V(x,y;1),
we = HE, wy = HY, wy = HEY, ws = HY, we = HYy, wy = HYY y ws = Hrp. Se
resolvié la ecuacién (6.9) para las |¢,)’s.

Para el caso en el que el sistema sélo presenta la interaccién espin-orbita de tipo
Rashba (ap = 0, ausencia de la interaccién de Dresselhaus), se escribe de la siguiente

forma (aqui en adelante supondremos V' (x,y) uniforme, note que [Hy, V(z,y)] = 0)

. ST Y _GHTY
iHot v zHRt iHLt tHY 7t

[Y(z,y,t)) =e "7 e " €_T€_T€+|w($0>yo,to)> (C.1)

Procedemos ahora a discretizar las ecuaciones (C.1) para resolver el sistema de ecua-

ciones de diferencias finitas; para esto se introduce primero el ket de la funcién auxiliar
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de ¢ tenemos que |p(x,y, 1)), tal que;

iHot vt inB’t iHYt

[,y t)) = r e e TR e TR [y, 1)) (C.2)

con

ile:{yt

|6(2,y,)) = e |1b(x0, Yo, to)) (C.3)

usando Cayley la ecuacién (C'.3) se reescribe de la siguiente forma

o(z,9.0) = | —

[ inB’yt
1 2h

—] (0,50, £0)) (C.4)

por lo que podemos escribir

1 T e = 1= B oot = W) (€

discretizamos (C'.5) tal que las cordenadas espaciales x — jdx, y — mdy, mientras
el tiempo t — ndt con j,m y n enteros, (C.5) en diferencias finitas ( y reemplazando

[V) — 1, |¢) — ¢y |x) — x sin pérdida de generalidad)

(1+ WRUz)QS;L,m + WRUz(QS;’L—l,m—l - ¢;L—1,m - ¢§L,m—1) =

w;fm - 'i’}/RUZ (w?—i-l,m—i-l - w?—i-l,m - w;fm—i-l + w;tm) = X;L,m (06)

2
O[z .
con Y = % (%) . Las componentes de los espinores ¢7,, estan dados por ¢, ,, v
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@1j.m» POI tanto

O #X"' _wiR( n )
14,m (1+z"y ) 14,m (1+i’YR) 1j—1,m-1 1j—1,m 1jm—1
lim = A ) X & T gy Plimtam=t = Pljmtn = Fljomm) (C.7)

el sistema de ecuaciones (C.7) representa un sistema de ecuaciones de recursién para
las ¢’s, y se resuelve con las condiciones de frontera adecuadas para el valor de las
¢’s, que se analizaron mediante las condiciones de frontera de las 1’s; esto es: ¢,
o1 = Pio = &'y =0y ¢}y = ¢p,, para todo (j,m). Es decir sabemos que las
condiciones de frontera para las 1’s conducen las condiciones de frontera para las ¢’s,
de tal forma que ¢, = ¢9, = 0, similarmente para 9§ ; = ¢g ; = 0. Una vez conocida
la ;ffnl para todo j y m aplicamos la ecuacién (C.2) e introducimos otra funcién

auxiliar p(z,y,t) tal que;

iHgt iVt iHpt iHy,t
[(,y, 1)) = e e Ko e |p(a, y, 1)) (C.8)
con
iHY ¢
lp(z,y,t)) = 6_%|¢(Io,ymto)> (C.9)

Siguiendo con el andlisis anterior, se utiliza para el operador de evolucién temporal

la aproximacién de Cayley la ecuacién (C.9) se reescribe de la siguiente forma

iHY. 0t iHY. ot
1 J,m (e L L U 1
[ o ]f%m [ o |%im = Yim (C.10)
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discretizamos (C.10) y en diferencias finitas

Pim +NMRO (P = 0f 1) = O — MRO(Pjmt1 — Gjm) = Y7, (C.11)

con N = %]g—f. Note que (C.11) es una ecuacién de recursién para Pjm ¥ @ a

n
cual se conoce partiendo de las condiciones iniciales de la ¢ a un tiempo ¢y por ende

se conoce para todo espacion (j,m) y para n, por lo que conocemos el valor de gb?fno

en donde las componentes de los espinores esta dado por pf; ., v o1

n

Plim + 1RO m = Plim—1) = Y1jm

Plim TR 0 = Pm1) = Yjm (C.12)

el sistema de ecuaciones (C.12) representa un sistema de ecuaciones de recursion
para las p’s acopladas en espin. Para la solucién de (C.12) se desacoplaron las ecua-
ciones obteniendo un sistema de ecuaciones lineales desacopladas, que se resolvieron
numéricamente. Para lo anterior usamos una transformacion unitaria, U que conecte

a un nuevo espinor |07, ) con [p}, ), esto es

n 7
0L jm Prjm

—U (C.13)

0% im Pljm
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con
1 1 1
U=—> C.14
2\, (C.14)
tal que
n 1 n n
0Ljm = 7§(PTj,m + p7.m) (C.15)

con (C.15) y haciendo élgebra bdsica se reescribir el sistema de ecuaciones (C.12) de

tal forma que

1 IR
L ' O Yo J W S L B C.16

para poder resolver la ecuacién (C.16) necesitamos conocer el valor de Oy j 1, la

cual se obtiene de la ecuacién (C.15)

n

1 T T
+jm—1 = ﬁ(pT,j,m—l £ 07 jm—1) (C.17)

donde (C.17) se resuelve ficilmente usando las condiciones de frontera paralas pf ; ., 4

Y P} jm—1- Reescribiendo el sistema de ecuaciones (C.17)

7 1 n n
Prjm = 75(9+j,m +0%;.)
7 1 n n
Plim = ﬁ(e—l—j,m —0%5m) (C.18)

con el sistema de ecuaciones (C.18) obtenemos el valor de las p’s para cada intervalo

(,m) a un tiempo inicial ny = 0. De tal forma que hasta aqui conocemos el valor de
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las p’s y la ecuacién (C.8) se reescribe

_iHgt _ iV(zy)t _ iHpt
[z, y, 1)) = e e m e |p(wo, Yo, to)) (C.19)
| M(z..0))

analogamente se define una funcién auxiliar M, tal que |M (z,y,t))

iHELt

|M (2,y,t)) = e~ | p(z0, Yo. to)) (C.20)

Similarmente, utilizamos para el operador de evolucién temporal la aproximacion de
Cayley y en diferencias finitas

j— n
jam = Xjim

(C.21)

j7m -

g0t [ iHE 0t
l” oh ] l_ oh

reescribiendo (C.21)
M;,Lm - nRO-y(M;,Lm - Mjn—l,m) = p;L,m + 77R0y(/0j+1,m - pj7m) = X;,Lm (C22)

Note que (C.22) es una ecuacién de recursién para M},

Y Pjm, la cual se conoce
partiendo de las condiciones iniciales de la funcién de onda para un tiempo inicial ¢y
, por ende se conoce para todo el espacio (j,m) y para n, por lo que conocemos el

valor de pgffno y el valor de las X7 . Tal que las componentes de los espinores esta

dado por M, vy M,
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M7+ (M, — M) = X7
M5, — inr(My;,, — My ) = X750, (C.23)

analogamente el sistema de ecuaciones (C.23) representa un sistema de ecuaciones de
recursién para las M’s y estdn acopladas en espin, para resolver (C.23), primero se
desacoplan el sistema de ecuaciones obteniendo ecuaciones lineales desacopladas, que
se resolveran numéricamente. Para lo anterior usamos una transformacién unitaria,

U’ que conecte a un nuevo espinor |s7,,) con [M7, ), esto es

Kﬁrj,m MT"Jm
=U’ (C.24)
Kfjjm Ml"Jm
con
1 1 =
U =— (C.25)
V2 1 —
es decir

V2

con la ecuacién (C.26) y haciendo &lgebra bdsica podemos reescribir (C.23) de la
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siguiente forma

1

Nr
Rl = B XY ———K] (C.27)

1+ NR K’:I:j—l,m

para poder resolver la ecuacién (C.27) necesitamos conocer el valor de £y j_1m, €s

decir, reescribiendo la ecuacién (C'.26)

n 1 n N
R j—1m = 7§(MT,j—1,m +iM}; ) (C.28)

la ecuacion (C.28) se resuelve facilmente usando las condiciones de frontera para
conocer las M, , vy M['; . Ahora bien, reescribiendo el sistema de ecuaciones

(C.28)
n 1 n n

n 1 n n
lim = 7§(K+j,m — K ) (C.29)

con el sistema de ecuaciones (C'.29), obtenemos el valor de las M’s para cada intervalo

(j,m) a un tiempo inicial ny = 0. Reescribiendo la ecuacién (C.19)

iHgt _ iVt

(2, y,t)) = e 7 e [ M (20, Yo, to)) (C.30)

llegamos a una expresion que ya no depende del acoplamiento espin-érbita de Rashba

no hay términos acoplados en espin y como [Hy, V] = 0. Se puede reescribir Hy =
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HY 4+ H{; tal que la ecuacién (6.2),HY = 5—2(59—2) y HY = — 22 (2. Por lo que

T 2m* \ 9x2 T 2m* \ 92

(C.30) se reescribe como

iVt _ iHgt iHyt

[Y(z,y,t))=e me n e T |M(xo,yo,t0)) (C.31)
|N(z,,t))

analogamente se define la funcién auxiliar |[IN(z,y,t)), de tal forma que nos permita

escribir la ecuacién (C.31) de la siguiente forma

iHyt

[N (2,y,t)) = e 77" | M (20, Yo, %0)) (C.32)

siguiendo con el formalismo, utilizamos la aproximacién de Cayley y en diferencias

finitas
iHY ot iHY ot
1+ 2" |IN?P =|1—- 2" |M!r =P" .
[ + 2h ] J,m [ 2h ] J,m J,m (C 33)

reescribiendo (C'.33)

N;,Lm - Z)\(N;,Lm—l—l + N;,Lm—l - 2Nj7m) = M;,Lm +Z}‘(M;,Lm+1 + M;,Lm—l - 2Mj7m) = P;,Lm
(C.34)
con Ag = ; Z ” {;VT‘;;. Cabe senalar que la ecuacién (C.34) ya no depende de la interaccién

de acoplamiento espin-érbita , solo se evalia el valor de las M’s para cada intervalo

(j,m) y a su vez nos permite conocer el valor de las P’s para cada (7, m) a un tiempo
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inicial ¢ty = 0, y reescribiendo la ecuacién (C.31)

AN+ (L 200N+ —iANT =P (C.35)

7,m—1

Claramente el sistema de ecuaciones (C.35) es un sistema de la forma tridiagonal para
las IN'’s que se resuelve facilmente, conociendo los valores de P’s para cada intervalo
(j,m) a un tiempo inicial ty = 0. Ahora bien, de aqui conocemos todas N’s, por lo

que reescribiendo la ecuacién (C.34)

_iV(zw)t  iHgt
D

[(x,y,1)) =€ e+ [N(zo, Yo, o)) (C.36)

reescribiendo (C.36)

iV(z,y)t iHQt iV (z,y)t
" (a,y, 1) =" e F [N(zo, o, to)) (C.37)
|¢*($7yvt)> |N*((E,y,t0)>

siguiendo con el formalismo, se define del lado izquierdo de la ecuacion (C.37) |¢*(x, y,t))

y del lado derecho | N*(x, y,t)). Entonces reescribiendo las ecuaciones explicitamente;

iV (zy)t

[V (z,y,t) = e 2 |Y(z,y,t))
IN*(z,y,t0)) = e~ 5 | N (20, Yo, t0)) (C.38)

el conjunto de ecuaciones (C.38), interesantemente muestra la relacién que nos permi-

tira, conocer el valor de las N*’s que dependen del valor de las IN’s, que hasta aqui ya
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conocemos su valor, para todo espacio. Ahora bien, también muestra la dependencia

de las ¥*’s y 9’s, que permite reescribir (C.38) de la siguiente forma;

[0 (2, y, 1)) = e~ 7 [N* (20, Yo, to)) (C.39)

ciertamente de la ecuacién (C.39) se obtienen los valores para las 1*’s, los cuales
nos permitird, de la ecuacién (C.37), conocer las ¥’s. Similarmente, para la solucién
de este sistema de ecuaciones utilizamos para el operador de evolucién temporal la

aproximaciéon de Cayley de nuevo

o ZHOt
* — | 2n *
[V (x,y,1)) = [1 n thz ] IN* (0, Yo, o)) (C.40)

reescribiendo la ecuacién (C.40)

iHEt
2h

[t = 1= 8 i ot = Q) (Ca

i

en el esquema de diferencias finitas (C.41)

—ih (N6t .. NSt \ . ih (NGt\ ..
(o o (1 s i = (s )i -

4m* \ dz2 2m*dx2 4m*
ih (N0t 1hINOt ih [ NOt
— |N*" 1— N*™ — | —— |IN*" =
4m* <5$2 ) J+lm + ( 2m*5:£2> Jim + 4m* ( Sx2 ) Jj—1m
Q;{m (C.42)

evaluando todas las N’s para cada (j,m), se obtiene el valor de las Q’s y reescribiendo
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la ecuacién (C.38)

i [ NGt NGt ih (N6t\ §
( )w;ztm(w )w;ff;;l— (—)wj_ﬁan,,m (C.43)

4m* \ dx2 2m*dx2 4m* \ dz2

*M
J,m

la ecuacién anterior es un sistema tridiagonal para las que puede resolverse

facilmente conociendo Q7,, [48]. Regresando a la ecuacién (C.41) se tiene que

__iVING&t
2R

il (C.44)

+1 __
wglm =€ J,m

Finalmente hemos resuelto el sistema con interaccién de Rashba, en donde la ecuacién
(6.27), nos da el valor de la funcién de onda para todo el espacio (j,m) a un tiempo
(n 4+ 1), que depende del valor de la funcion auxiliar )* que ya se conoce. La im-
plemetacién de este formalismo para el caso considerando solo la interaccién de Dres-

selhaus . Recapitulando podemos escribir

iHgt iVt _ZHZB't _zHyE’t —iH"Yt

[Y(z,y,t))=e " e m e Thoe R e & |P(o,Y0,t0))
|¢(r7y7t)>

|p(r7y7t)>

|M(z,y.1))

8

[W(z,y, 1)) =TT e [v (w0, yoi to)) (C.45)

u=0
y resolver sucesivamente en cada iteracion de tiempo para las ¥, ¢, p, M, etc. Dadas

las condiciones iniciales y de frontera del problema.
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Apéndice D. Algebra de conmutadores

En este apéndice se incluye el algebra para los conmutadores de los Hamiltonianos de

Rashba y Dresselhaus de interés para este trabajo, en particular

OR ap
[HR> HD] = [?(Urpy - prm)> ?(pry - Umpm)]
QRO D
= 72 {[Urpzn pry] - [Urpya OuPz| — [prr> pry] + [prm> O]} (D.1)
con

_ 2 2 o 2 _ i o2 D
[02py, Oypy] = 020yp, — P,0y0z = |02, 0y|p, = 2i0.p, (D.2)
02y, Tapr] = 03 [py, pa] =0 (D.3)
[oype, oypy] = U;[pmpy] =0 (D.4)
(0yP2, Oapr] = =00, 0|p5 = —2i0.p] (D.5)

usando las ecuaciones anteriores (D.1) se reescribe compactamente de la siguiente

forma,

QQRQD

[HR>HD] = ( 72

Jioh— 1) (D.6)
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Partiendo de la interaccion de Rashba de Hp = S&(0,p, —0yp.) = Hf+ Hp , tenemos

lo siguiente

N a? a? a%
[H}, Hy) = h—?[azpw —0ypa] = —h—gpmpy (00,04 = —h—§2wzpzpy (D.7)

similarmente para el caso de Dresselhaus de Hp = %2(oyp, — 0.p.) = Hp + Hp,

llegamos a la siguiente expresién,

N s s ag,
[HD> H%] = h_g[aypy> _Umpm] = h_gpmpy [Uma Uy] = h_§2zazpmpy (D8)



98

Apéndice E. Esquema de diferencias

finitas

Sea f(z) una funcién definida en (a,b) que tiene hasta la k-ésima derivada, entonces
la expansién de f(z) usando series de Taylor alrededor del punto x; contenido en el

intervalo (a,b) serd
(z—a)td*f

o) (E.1)

(v — ;) df N (v —@)* df
dz? |, kI dat|,

1 dx| 2!
donde € = z; + O(x — ;) y 0 < 6 < 1. Existen distintas formas de generar la
aproximacion a la primera derivada, nos interesa, una que nos de la mejor precision
posible con el menor esfuerzo computacional. Considerando el caso para diferencias

progresivas, la ec.(E.1) con k = 2 y z = x; + Az, tenemos

Ax? d2f

flz; + Azx) = f(z;) + Axﬁ
dx

x; €p

de esta ecuacién obtenemos la siguiente expresién para aproximacion de la primera

derivada

df| _ flaitAz) — f(a)  Aa?d’f

dx N Ax 2! dx?

%

(E.3)

€p
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en este caso la aproximacién de f’(x) mediante diferencias progresivas es de primer

orden, o sea O(Ax). Siendo O,(Ax) el error local de truncamiento, definido como

A2 df

P

Es comin escribir la anterior expresion como

df | flei+ Az) — f(xy)
il o — 0,(Ax) (E.5)

1

como

para simplificar notacion.
Ahora bien, considerando el caso para diferencias regresivas la ec. (E.1) con k =2y

r = x; + Az, tenemos

2 J2
) (E.7)

d
flz; — Ax) = f(x;) — A:B—f o da?

dx

€r

de esta ecuacién obtenemos la siguiente expresién para aproximacion de la primera

derivada

daf | flw) = flei—Az)  Aa*df

dr| Ax 2! dx?

7

(E.8)

€r

en este caso la aproximacién de f'(z) mediante diferencias regresivas es de primer
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orden, o sea O(Axz). Siendo O,(Ax) el error local de truncamiento, definido como

A2 2 f
OrlBe) = =5 2

T

Es comin escribir la anterior expresion como

df _f(ffi)—f(ffi—Afﬂ)_

T

como

f/($z) _ fl _Aii—l-l

(E.9)

(E.10)

(E.11)

para simplificar notacién. Similarmente para el caso de diferencias centrada se con-

sidero la ec.(F.1) con k = 3 y escribiendo f(z) en x = z; + Az y x = z; — Az,

tenemos
sssarsoct] 2 L
y
flai — Ax) = f(;) — A:p% Asz fo - A?j:s fo |
restando la ec.(E.12) de la Ec.(E.13), se tiene
df &Bf

fai+ Az) = flzi — Ax) = 28—

N
3! | dzd

da3
i €p

(E.12)

(E.13)

(E.14)
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esta ultima expresién lleva a la siguiente aproximacién de la primera derivada medi-

ante diferencias centradas

df | _ f(zi+ Ax) — f(z; — Ax)
a0l = SAx + O (Ax?) (E.15)

T

con un error local de truncamiento de segundo orden O.(Az?), es decir

Oc(Az?) =

Az?[d3f
3! | da?

il ] (E.16)

dx3

€p

es comun encontrar expresada la derivada

df|  flai+ Az) - flz - Ax)
dr, = Az (E-17)
Ccomo
/ _ Jirn— fima

De forma analoga se construyen aproximaciones en diferencias finitas de orden dos,
aqui desarrollaremos la forma de calcular la derivada de orden dos en diferencias
centradas. Partiendo del desarrollo de Taylor y eliminando las derivadas primeras,

sumando las ecuaciones se encuentra que

Pay = Lo Z BOZHEI LI @A 2D B8 we)  ma)

asi, la aproximacion a la segunda derivada usando diferencias centradas con un error
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de truncamiento O.(Az?) es

fwi — Ax) = 2f(z;) + f(z; + Ax)
Ax?

es comun escribir la anterior expresién como

fic1 = 2fi + fina

f”(l’i) = A2 (E21)

Ahora bien para el caso de las derivadas en dos dimensiones, de forma andloga se
construyen aproximaciones en diferencias finitas de primer y segundo orden en dos
dimensiones. Usando el teorema de Taylor para funciones en dos variables z y y, es

posible escribir de forma exacta para el punto z; y y;

of (xi,y;) n gazf(ffi + Az, y;)

B Of (zi,y;) Ay 0*flaxy,y; + 0:Ay)
f(@i,y;+ Ay) = f(zi,y;) + Ay o o oy (E.23)
Asi, la aproximacion en diferencias hacia delante de df/0x y 0f/dy es
~ E.24
ox Ax ( )
Of(@iyy;) _ fxisy; + Ay) — f(wi, ;) (F.25)

dy Ay

o en su forma simplificada (para simplificar la notacién, asociamos Ax = hy Ay = k),



tenemos

Of (wi,y;) ~ fir1j — iy of (xi,y;) ~ figr1— fij
ox h 4 Oy a k '

La aproximacién en diferencias hacia atras de df/dx y df /0y es

Of (@iy) _ flwiy;) — fla — Az, y;))

ox Az

Of (@iyi) _ f@iyy) — flwiy; — Ay)

dy Ay

o en su forma simplificada, tenemos

Of (i yi) _ fig — fim1y y Of (@i y;) _ fij— figm
Ox h oy k '

Por ultimo la aproximacion en diferencias centradas de 0f/0z y 0f /0y es

Of (@iy;) _ floi+ Ax,y;) — flo — Az, y;)

ox 2Ax

Of (@i, y;)  f@iy; + Ay) — fzi,y; — Ay)

dy 2Ay

o en su forma simplificada, tenemos

O f (i, y;5) N fivrj — fic1j Of (i, y5) ~ Jigr1 — fij
ox 2h 4 oy 2k '
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(E.26)

(E.27)

(E.28)

(E.29)

(E.30)

(E.31)

(E.32)
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Por otro lado, la aproximacién en diferencias centradas de 9*f/0z% y 0 f/dy? es

Pf(wiy) o flo+ Avyy) — 2f (2, y;) + fla — Az, y))
D2 - : Ax? : : (E-33)
% 12~ 4 Ay d (E.34)

en forma simplificada, tenemos (ref. [50])

Pf(wiyy)  fivrg = 2fi5 + fimry Of (@i y;)  Juger = 2fig + fijor (E.35)
o 2 YTae T 2 o
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