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Centro de Nanociencias y Nanotecnoloǵıa de la UNAM
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Resumen

Se realizó una investigación teórica y numérica del fenómeno del Zitterbewegung en na-

noestructuras semiconductoras. En particular se hizo un estudio de la dinámica de paquetes

de onda electrónicos en gases electrónicos bidimensionales confinados en nanoestructuras

semiconductoras y que experimentan fuerte acoplamiento esṕın-órbita de Rashba y Dres-

selhaus. Nuestros estudios revelan que la presencia del acoplamiento esṕın-órbita tiene una

influencia cuantitativa importante en la evolución dinámica y distribución espacial de los

paquetes de onda electrónicos en tales sistemas. Espećıficamente para el caso en el que sólo

se tiene acoplamiento esṕın-órbita de Rashba (o sólo con Dresselhaus), encontramos que el

paquete de onda inicial se desdobla en dos paquetes axialmente simétricos y gaussianos pero

con velocidades de grupo distintas, separándose en dirección perpendicular a la dirección

de propagación inicial. Este desdoblamiendo aparece debido a la presencia de dos bandas

en el espectro del electrón correspondientes a los estados estacionarios con diferente helici-

dad. Se muestra que el valor esperado del operador de posición como función del tiempo

es acompañado por oscilaciones del centroide del paquete en dirección perpendicular, i.e.

desarrolla el efecto Zitterbewegung. Se observa una fuerte dependencia del Zitterbewegung

con la interacción de acoplamiento esṕın-órbita de Rashba. Se realizó también el estudio

incluyendo las contribuciones de los acoplamientos simultáneos de Rashba y Dresselhaus,

donde la interacción de acoplamiento de Rashba es mayor que la interacción esṕın-órbita

de Dresselhaus. Encontramos que el paquete de ondas gaussiano se separa en dos partes

simétricas con diferente dirección de la velocidad como en el caso sólo con Rashba, pero

con la misma amplitud de densidad de probabilidad. Sin embargo no se observa la simetŕıa

circular como es el caso con la contribución sólo de Rashba, si no que en este caso se exhibe

claramente dos elipses concéntricas rotadas para la densidad de probalidad. Nuestros estu-

dios del Zitterbewegung, polarización de esṕın y dinámica de paquetes de onda electrónicos

podŕıan ser de gran interés para la simulación e implementación práctica de nanodispositivos

espintrónicos basados en la manipulación eléctrica del acoplamiento esṕın-órbita.

Aprobado
Dr. Francisco Mireles Higuera

Director de Tesis
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Prefacio

En 1930 uno de los fundadores de la Mecánica Cuántica, el austŕıaco Erwin Schrödinger,

predice el fenómeno del Zitterbewegung [1]. Tal efecto está asociado a las part́ıculas

cuánticas moviéndose a velocidades cercanas a la velocidad de la luz, y se manifiesta

como un violento movimiento tembloroso de estas part́ıculas cuánticas a medida que

se desplazan. La palabra Zitterbewegung consiste de la unión de los términos, Zit-

ter, que significa “tembloroso” y bewegung que significa “movimiento” en el idioma

alemán [1]. La predicción de Schrödinger está basada, irónicamente, en la ecuación

de Dirac, desarrollada por el f́ısico británico Paul A. Dirac en 1928 y que incorpora

la relatividad especial a la Mecánica Cuántica.1

Como notó Schrödinger originalmente, de la teoŕıa cuántica-relativista de Dirac, se

desprende que en el movimiento de electrones libres relativistas, aparecen compo-

nentes altamente oscilatorias en la evolución temporal de sus observables f́ısicas, tales

como la posición, velocidad y momento angular de esṕın. Tal movimiento tembloroso

es totalmente inesperado y contraintuitivo desde el punto de vista clásico, pues se

1La ecuación de Dirac fue derivada para obtener la generalización relativista de la propuesta de
Schrödinger de la f́ısica cuántica.
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presenta sin la presencia de fuerzas actuando sobre la part́ıcula. El origen del Zit-

terbewegung estriba en la combinación de dos efectos: el primero en el principio de

superposición cuántica, el cual le permite a los objetos cuánticos estar en dos estados

o posiciones mutuamente exclusivas al mismo tiempo. La segunda es la existencia de

la antimateria (i.e, debido a la existencia de estados con enerǵıa negativa para toda

part́ıcula cuántica relativista). Aśı pues, el Zitterbewegung se presenta debido a la in-

terferencia de los espinores con enerǵıa positiva y negativa soluciones a la ecuación de

Dirac para la part́ıcula libre. Además sólo ocurre cuando estas componentes tienen un

traslape significativo en el espacio de posición y de momento, por lo que el efecto está

ausente en la mayoŕıa de las circunstancias. El efecto ha mostrado ser extremada-

mente elusivo de observarse en el laboratorio, y a la fecha (2015), aún no ha sido

observado experimentalmente en f́ısica de altas enerǵıas. La razón en gran medida, es

consecuencia de las extremas condiciones para que el efecto se produzca. Resulta que

de acuerdo a la ecuación de Dirac para la part́ıcula libre, las oscilaciones de Zitter-

bewegung asociadas tienen frecuencias del orden de ωZB ' 1021Hz, con longitudes de

onda del orden de la longitud Compton (λC ' 10−12m); condiciones f́ısicas en efecto

dif́ıciles de conseguir simultáneamente en el laboratorio de manera controlada.

Sin embargo, un fenómeno análogo al Zitterbewegung de altas enerǵıas ha sido pro-

puesto que puede observarse similarmente en sólidos cristalinos, [2, 3] en particular en

semiconductores de brecha energética estrecha [4], nanotubos de carbón [5], capas de

Grafeno [6], superconductores [7, 8], y más recientemente en condensados atómicos
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de Bose-Einstein[11]. Todos estos sistemas están caracterizados por tener un espec-

tro electrónico de excitación agrupados en dos bandas, separadas por una brecha

energética diferente de cero, por lo que su espectro de enerǵıas es similar al espectro

del Hamiltoniano de Dirac. Por ejemplo, un estudio teórico reciente [9] de sistemas

electrónicos bidimensionales (2D) en heteroestructuras semiconductoras con inversión

asimétrica estructural, muestra la presencia de un movimiento oscilatorio análogo al

Zitterbewegung y que surge del desdoblamiento de esṕın del espectro electrónico. El

desdoblamiento de esṕın correspondiente a la banda energética se desvanece cuando

el momento p→ 0, formalmente análogo al espectro de Dirac para la part́ıcula libre.

Una situación similar ocurre para excitaciones electrónicas en material tipo bulto para

una monocapa ideal de grafeno. [6]

Durante más de 80 años se ha debatido, inclusive, si el Zitterbewegung es un efecto

real (observable) o algo artificial –i.e. visto como una mera solución matemática de la

ecuación de Dirac sin conexión alguna con la realidad f́ısica–. No es sino hasta muy

recientemente que el efecto Zitterbewegung fue observado por vez primera en finos

experimentos realizados por Gerritsma y colaboradores (2010) usando iones atrapa-

dos (40Ca+) con láseres [10]. Más recientemente, en 2013, LeBlanc y colaboradores

realizaron experimentos donde reportan la observación del efecto Zitterbewegung en

condensados de Bose-Einstein formados por nubes atómicas de 87Rb [11]. Ambos

experimentos demostraron la existencia ineqúıvoca del efecto Zitterbewegung en el

laboratorio.

En este trabajo de tesis se realiza un análisis teórico y numérico sistemático del efecto
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Zitterbewegung a través del estudio de la dinámica de paquetes de onda electrónicos

en gases electrónicos bidimensionales confinados en nanoestructuras semiconductoras

de brecha energética estrecha. Sistemas donde la interacción esṕın-órbita de Rashba y

Dresselhaus dictan el comportamiento del espectro energético y donde se ha predicho

la presencia del Zitterbewegung.

La tesis está organizado de la siguiente forma: en el caṕıtulo 1 se presenta la moti-

vación que dio pie al desarrollo de esta tesis. Más adelante en el caṕıtulo 2 se presenta

la naturaleza del Zitterbewegung en sólidos. En el caṕıtulo 3 se detalla la formulación

de la interacción esṕın-órbita. En el caṕıtulo 4 se revisará el origen cuántico-relativista

del efecto del Zitterbewegung y su analoǵıa en semiconductores. El modelo anaĺıtico

basado en funciones de Green se describe en el caṕıtulo 5. Asimismo, en el caṕıtulo 6 se

describe la metodoloǵıa numérica empleada para resolver el problema de la dinámica

de paquetes de onda en dos dimensiones en sistemas gobernados por la ecuación de

Schrödinger con acoplamiento esṕın-órbita. El caṕıtulo 7 expone los resultados y

discusiones. Finalmente, en el caṕıtulo 8 se presentan las conclusiones de la tesis.

Con la intención de que esta tesis fuera autocontenida en lo posible, se agregaron 5

apéndices que contienen aspectos de crucial importancia para el desarrollo de esta

tesis.
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que parećıan ¡de nunca acabar!. Gracias por los valiosos conocimientos, comentarios

y sugerencias, los cuales siempre fueron constructivos para el desarrollo de esta tesis.

Por haberme guiado en el desarrollo de este trabajo y poder llegar a la culminación

del mismo; y por supuesto, gracias por tu amistad.

A mis maestros, gracias por su tiempo, por su apoyo aśı como la sabiduŕıa que me
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como parte de mi comité tutoral a Dr. Ernesto Cota y Dr. Manuel Herrera, a quienes

agradezco enormemente sus valiosas observaciones en este trabajo de tesis.

A los Drs. Armando Reyes Serrato, Francisco Mireles Higuera, Pedro Negrete Re-

gagnon, Julio Sheinbaum Pardo y Rubén Cesar Villarreal Sánchez por su participación

como sinodales en mi examen de grado.

Asimismo deseo agradecer también al posgrado de Ciencias e Ingenieŕıa de la UNAM
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La gráfica del lado superior derecho muestra la posición dependiente

del tiempo medida experimentalmente, mientras las ĺıneas sólidas rep-
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utilizó σ = 10σ0 (con σ0 = 1×10−5cm), también se muestra el periodo

τ = 2π
ω

donde ω = 2k0α. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40



xx

7.1 Densidad de probabilidad electrónica ρ(x, y, t) = |ψ↑|2 + |ψ↓|2 para un

estado inicial del paquete gaussiano con k0 = 0, σ0 = 1400Å, a un
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el caso sin acoplamiento esṕın-órbita como referencia, (i.e. αR = 0),
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gaussiano fué σ0 = 1400Å y αR = 2α0. Se muestra que la ρ(x, y, t) tiene
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y el parámetro de Dresselhaus es de αD = 0.5α0. Simulación al tiempo

t = 6.8t0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61



xxiii

7.8 Mapas de intensidades para la densidad de probabilidad electrónica

para un estado inicial del paquete gaussiano con k0 = 0, αR = αD =

0.5α0 para diferentes tiempos. [ (a) t = t0 , (b) t = 2t0, (c) t = 3t0,(d)

t = 4t0, (e) t = 5t0, (f)t = 6t0, (g) t = 7t0] . . . . . . . . . . . . . . . 62

7.9 El valor esperado de 〈y〉 respecto el tiempo t, para diferentes valores

de σ0, con k0x = 4k0, siendo k0 = 2.5 × 107m−1 , αR = 4α0, y tiempo

total de simulación de t = 4.158ps. De la gráfica se extrae el periodo
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1. Introducción

De la teoŕıa relativista de la mecánica cuántica de Dirac se desprende que el efecto

Zitterbewegung es consecuencia de la interferencia de los eigen-espinores asociados a

los valores de enerǵıa positiva y negativa de las part́ıculas relativistas, lo que conduce

a un movimiento oscilatorio de estás part́ıculas cuánticas en dirección perpendicular a

la trayectoria de su propagación. Para un electrón libre relativista las oscilaciones de

su posición tienen frecuencia del orden de 2mc2/h̄ ∼ 1021Hz, (donde m es la masa del

electrón, c la velocidad de la luz y h̄ la constante de Planck), mientras que la amplitud

de las oscilaciones son del orden de la longitud de onda de Compton (10−12m). El

Zitterbewegung constituye por tanto un movimiento oscilatorio muy violento alrede-

dor de la trayectoria clásica de la part́ıcula libre; de hecho, las fluctuaciones son tan

violentas que su velocidad instantánea es c, aunque la velocidad asociada al desplaza-

miento efectivo de la part́ıcula con momento p y enerǵıa total E es
〈

c2p
E

〉

≈
〈

p
m

〉

.

A pesar de que no se ha podido verificar el Zitterbewegung en experimentos de altas

enerǵıas, se piensa que un efecto análogo puede presentarse en sólidos, en particu-

lar en nanoestructuras semiconductoras con acoplamiento esṕın-órbita fuerte. Es-

pećıficamente el acoplamiento esṕın-órbita del tipo producido por la ausencia de

simetŕıa traslacional en heterostructuras (efecto Rashba)[12] y por la asimetŕıa de

inversión espacial de la estructura cristalina del bulto en ciertos semiconductores

(efecto Dresselhaus) [13]. Asimismo en el contexto de la espintrónica se ha demostrado
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teóricamente una interesante conexión entre el fenómeno de Zitterbewegung y el efecto

Hall de esṕın (SHE por sus siglas en inglés), y que a su vez, depende fuertemente de

la inyección de electrones esṕın-polarizados en la barra Hall[14, 15]. Por ejemplo, si la

inyección electrónica es esṕın-polarizada, se predice un patrón de acumulación de es-

pines opuestos en los bordes de la gúıa de onda, i.e. SHE; pero para el caso contrario,

cuando la inyección electrónica no es esṕın-polarizada, se predice una distribución

de probabilidad con variación especial oscilante asociada al efecto Zitterbewegung

[16, 17].

Una extensión de esta idea (conexión del Zitterbewegung con otros fenómenos de esṕın)

es aplicada en materiales novedosos como el grafeno, que exhibe propiedades inusuales

y tiene un fuerte potencial para aplicaciones tecnológicas, especialmente como una

alternativa a la tecnoloǵıa actual basada en Silicio [18, 6, 19, 20]. En particular, se

sugiere fuertemente que el esṕın del electrón puede ser acoplado selectivamente en

tales materiales. Cabe mencionar que el efecto esṕın-órbita de Rashba en grafeno,

(λR ∼ 0.011 meV ) es cerca de 100 órdenes de magnitud más grande que el parámetro

de acoplamiento esṕın-órbita λSO intŕınseco[21] y la semejanza del Hamiltoniano del

grafeno con el de Dirac lo hace candidato ideal para estudios del Zitterbewegung.

En este trabajo de tesis nos hemos enfocado al estudio teórico y numérico del fenómeno

del Zitterbewegung en gases de electrones bidimensionale formados en heterostructuras

semiconductoras de brecha energética estrecha (grupos III − V ) en donde la inte-

racción esṕın-órbita de Rashba y Dresselhaus son importantes. Para llevar a cabo esta

tarea, se estudió la dinámica de paquetes de onda electrónicos a través de la solución
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numérica de la ecuación de Schrödinger bidimensional dependiente del tiempo en

presencia de la interacción de esṕın-órbita Rashba y Dresselhauss. Utilizamos el

formalismo de diferencias finitas aplicado a ecuaciones diferenciales de segundo orden

bidimensionales y generalizadas para incluir el esṕın a través de los acoplamientos

esṕın-órbita. El método nos conduce a sistemas de ecuaciones acopladas en esṕın

que fueron convenientemente desacopladas por medio de transformaciones unitarias

en cada paso de iteración temporal. La introducción de ciertas funciones auxiliares

dependientes del esṕın nos permitió resolver, de manera iterativa, la función de onda

electrónica para todo el espacio y tiempo dadas la condiciones iniciales y de frontera

del problema en dos dimensiones. A su vez, esto nos permitió estudiar la dinámica

de los paquetes de onda y los efectos del acoplamiento esṕın-órbita en la evolución

temporal de los paquete de onda. Se calcularon numéricamente los valores esperados

de posición en el tiempo, densidad de probabilidad y polarización de esṕın, entre otras

cantidades f́ısicas que nos permitió realizar un estudio sistemático del Zitterbewegung

en tales sistemas.
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2. Zitterbewegung en sólidos

Hemos visto hasta aqúı que el fenómeno Zitterbwegung fue propuesto originalmente

por Erwin Schrödinger en el año 1930. Sin embargo, el primer trabajo en sólidos que

se publicó relacionado con este fenómeno no fue sino hasta 40 años después por Lurie

y Cremer (1970) [22]. En este trabajo los autores se enfocaron a estudiar teóricamente

el comportamiento de cuasi-part́ıculas en un material superconductor. Lurie y Cre-

mer encontraron que los superconductores pueden exhibir el efecto Zitterbewegung de

forma similar como el que se predice para electrones relativistas en el vaćıo. No es sino

hasta 20 años después (1990) que un modelo similar fue aplicado para semiconduc-

tores usando un modelo de dos bandas de enerǵıa (Cannata et al. [23]). En particular

estudiaron la dinámica electrón-hueco en sistemas semiconductores cuasi-relativistas

en donde se analizó el Zitterbewegung y su relación con la transición inter-bandas en

un cristal semiconductor [24, 25].

No fue si no hasta inicios del año 2005, con el advenimiento de la espintrónica, que

surgió un renovado interés en el estudio del fenómeno del Zitterbewegung de electrones,

en particular en semiconductores. Esto con la propuesta original de John Schlie-

mann y colaboradores [26] donde predicen el efecto Zitterbewegung de un paquete de

onda esṕın-polarizado en un gas de electrones bidimensional bajo la influencia del

acoplamiento esṕın-órbita de tipo Rashba y Dresselhaus en heteroestructuras semi-

conductoras [27]. Sus resultados sugirieron la posible observación de este fenómeno
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fundamental en heteroestructuras semiconductoras. Posteriormente, ese mismo año,

W. Zawadzki et al. [18, 19] publicaron estudios teóricos del efecto Zitterbewegung para

nanoestructuras semiconductoras de brecha energética estrecha (grupos III − V ),

mostrando que electrones cuasi-libres, (en un régimen no-relativista en sólidos) de-

beŕıan experimentar un movimiento tembloroso en ausencia de un campo externo.

Con los trabajos de Schliemann y Zawadzki se detonó una gran actividad de investi-

gación alrededor del Zitterbewegung que a continuación se describe brevemente.

Cálculos numéricos realizados por S.-Q. Shen[28] establecen la conexión del efecto

Hall de esṕın (SHE) y la fuerza transversal que experimentan los electrones en estos

sistemas semiconductores. Cabe mencionar que en el 2006, V. Sih y colaboradores [29]

realizaron estudios experimentales sobre la corriente de esṕın eléctricamente inducida

y que es generada por el efecto Hall de esṕın en estructuras de GaAs diseñadas de tal

forma que distingue los efectos de borde que genera el transporte de esṕın. Además en

el mismo año, Q. Xu y colaboradores [30], realizaron estudios teóricos del transporte

de electrones esṕın polarizados con acoplamiento esṕın-órbita en geometŕıas tipo gúıa

de onda con multicanales, mostrando que el efecto Zitterbewegung y el efecto Hall

de esṕın resultan como consecuencia del mismo mecanismo (i.e. acoplamiento esṕın-

órbita) asociado a los estados coherentes de los electrones en la gúıa de onda.

Un trabajo teórico importante, por su relevancia para este trabajo de tesis, es el

desarrollado por Frolova y colaboradores [17] en el que estudian anaĺıticamente usando

el formalismo de funciones de Green, la evolución temporal de paquetes de onda con

interacción esṕın-órbita de Rashba en una y dos dimensiones.
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Posteriormente Zawadzki y colaboradores [19] proponen la observación experimental

del Zitterbewegung de los electrones en grafeno en presencia de un campo magnético

usando pulsos de láser ultra-cortos. Asimismo, Winkler y colaboradores [31] realizaron

el análisis teórico para diferentes Hamiltonianos con brecha energética estrecha y/o

con desdoblamiento de esṕın en el espectro de enerǵıas (incluyendo Hamiltonianos

de Rashba, Luttinger y Kane) que exhiben analoǵıas del efecto Zittervewegung como

una caracteŕıstica común.

El año 2010 fue un parte-aguas en la investigación del Zittervewegung pues se verificó

experimentalmente por vez primera su existencia (Gerritsma y colaboradores [10]).

Curiosamente esto no se hizo ni en sólidos, ni en gases electrónicos bidimensionales,

ni en grafeno, como originalmente se hab́ıa propuesto, sino en condensados atómicos

de Bose-Einstein. Gerritsma y colaboradores simularon experimentalmente el Zitter-

vewegung mediante la manipulación de iones de 40Ca+ atrapados con láseres. Resulta

que el modelo matemático que describe la interacción de los láseres con los iones tiene

una forma genérica idéntica a la ecuación de Dirac. Aśı, cambiando la frecuencia y

la intensidad de los láseres les permitió a los investigadores controlar finamente dos

propiedades importantes de la simulación: la masa efectiva de la part́ıcula cuántica

(simulada por los iones de 40Ca+), y la velocidad de la luz efectiva en el sistema.

El fino control de tales propiedades en el experimento les permitió producir y medir

velocidades del condensado de poco menos de 1 miĺımetro por segundo, lo suficien-

temente lentas como para detectar el Zittervewegung en el laboratorio (ver figura

2.1).
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Figura 2.1: Experimento: Simulación de la ecuación de Dirac. En la figura se muestra el
valor esperado de la posición 〈X̂〉 respecto al tiempo para part́ıculas con diferentes masas.

La curva lineal (cuadrados) representa una part́ıcula sin masa moviéndose a la velocidad
de la luz. Desde la parte superior las otras curvas representan el incremento en el valor del

término de la masa. Las ĺıneas sólidas representan la solución numérica. Gráfica tomada
de la referencia de R. Gerritsma y colaboradores.[10]

Más recientemente (2013), LeBlanc y colaboradores [11] mostraron experimental-

mente señales ineqúıvocas de la presencia del efecto Zittervewegung en condensados

de Bose-Einstein constituidos por átomos de Rubidio (Rb). En particular consiguie-

ron que los átomos se comportaran como part́ıculas relativistas sujetas a la ecuación

de Dirac unidimensional. Aśı observaron el movimiento oscilatorio esperado de estas

nubes atómicas, demostrando además, la utilidad de los gases cuánticos ultra-fŕıos

para la simulación de part́ıculas de Dirac (ver figura 2.2).[11]

Las investigaciones teóricas y experimentales que se describieron anteriormente siguen

generando un enorme interés en el estudio del Zittervewegung en variedad de sistemas

f́ısicos. Aśı pues, la f́ısica del fenómeno de transporte electrónico particularmente en
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Figura 2.2: Experimento: Observación directa del Zittervewegung en un condensado de

Bose-Einstein. En la figura se muestra esquemáticamente el sistema que se utilizó para el
experimento. La gráfica a) muestra la geometŕıa esquemática de los láseres , b) el diagrama

de niveles para las transiciones Raman y c) dispersión de Dirac: las ĺıneas puntadas muestra
la relación de Dirac para part́ıculas sin masa, para part́ıculas masivas como el electrón y

positrón se muestra en las ĺıneas sólidas. La gráfica del lado superior derecho muestra
la posición dependiente del tiempo medida experimentalmente, mientras las ĺıneas sólidas

representan la solución numérica. En el experimento miden la posición dependiente del
tiempo de la nube sujeta al Hamiltoniano de Dirac para varios tiempos de vuelo (TOF, por
sus siglas en inglés) .Gráfica tomada de la referencia de J LeBlanc y colaboradores [11].
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nanoestructuras semiconductoras con acoplamiento esṕın-órbita y su conexión con

el efecto Zittervewegung es un tema de investigación de gran interés actualmente en

espintrónica.
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3. Acoplamiento esṕın-órbita

El acoplamiento esṕın-órbita es de origen puramente relativista y se presenta como

consecuencia del acoplamiento del momento orbital de los electrones con su momento

magnético angular intŕınseco (esṕın) debido a la presencia de un gradiente de potencial

eléctrico [32]. Es uno de los pocos ecos de la f́ısica relativista emergente en el campo

de la materia condensada, gobernada la mayor parte por la f́ısica no-relativista y de

bajas enerǵıas. En la espintrónica de semiconductores, el acoplamiento esṕın-órbita

se utiliza como una fuente de manipulación y generación de esṕın en ausencia de

campos magnéticos. Constituye un ingrediente fundamental para fenómenos f́ısicos

como es el efecto Hall de esṕın y el efecto Hall anómalo, entre otros.

Analizaremos primero el origen del acoplamiento esṕın-órbita desde el punto de vista

de la electrodinámica relativista. Considere a un electrón moviéndose con velocidad v

en presencia de un campo eléctrico E. De acuerdo a la teoŕıa de la relatividad especial

de A. Einstein, en el sistema de referencia del electrón en reposo se experimenta un

campo magnético dado por (ver J. D. Jackson ,3ra Ed.[33])

B =
E × v

c2
√

1 − v2

c2

(3.1)

donde v = |v| es su velocidad orbital y c es la velocidad de la luz en el vaćıo. Sin

embargo, cuando consideramos a un electrón en presencia de un potencial radial como
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en el caso del átomo de Hidrógeno, entonces el argumento anterior (3.1) está incom-

pleto, puesto que deja de lado las complicaciones que surgen debido a la aceleración

centŕıpeta del electrón, dando lugar al denominado término de precesión de Thomas

que introduce un factor de 1/2 a la ecuación (3.1) [34]. Por consiguiente la expresión

correcta para la densidad de flujo magnético es entonces

B =
E × v

2c2
√

1 − v2

c2

. (3.2)

Si escribimos el momento magnético del electrón como µe, entonces la enerǵıa de

interacción con B es

Erel = −µ · B . (3.3)

Landé mostró que µe = − g0µB

h̄
S, donde S = h̄

2
σ es el momento magnético intŕınseco

(esṕın) de los electrones, σ = (σx, σy, σz) es el vector de las matrices de Pauli, µB es

el magnetón de Bohr (µB = eh̄
2m0c

), por lo que

µe = −g0µBS

h̄
, (3.4)

con g0 = 2 para electrones y por tanto (3.3) se reescribe como

Erel =
g0µB
h̄

S · B . (3.5)
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Usando la ecuación (3.2), la ecuación (3.5) se reescribe como

Erel =
g0µB
h̄

E × v

2c2
√

1 − v2

c2

· S =
g0

2h̄

eh̄

2m0c

E × v

2c2
√

1 − v2

c2

· σh̄ , (3.6)

donde m0 es la masa del electrón libre. Para un electrón no-relativista v � c, entonces

el Hamiltoniano de interacción esṕın-órbita es

HSO = − eh̄

4m2
0c

2
√

1 − v2

c2

(∇V × p) · σ ≈ − eh̄

4m2
0c

2
(∇V × p) · σ . (3.7)

El término del acoplamiento esṕın-órbita (3.7), derivado por argumentos electrodiná-

micos relativistas, se puede deducir formalmente de la ecuación de Dirac al resolver el

problema genérico de la dinámica del electrón en presencia de un potencial eléctrico

externo V (r) tomando en cuenta los efectos relativistas hasta orden (v/c)2. Sin em-

bargo la ecuación (3.7) es válida para átomos, para el caso de sólidos la situación

es obviamente más complicada, sin embargo veremos que el efecto esṕın-órbita sigue

una forma funcional análoga a (3.7) donde las masas y los gradientes de potencial se

renormalizan.

En general, existen diferentes tipos de acoplamiento esṕın-órbita dependiendo del ma-

terial. En la siguiente sección se analizarán, dos tipos de acoplamiento esṕın-órbita

que son de importancia para este trabajo, los acoplamientos Rashba y Dresselhaus.

Estos constituyen los fenómenos fundamentales de mi estudio ya que dan lugar al
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efecto Zitterbewegung. Es por tanto importante revisar su origen f́ısico y su compor-

tamiento en semiconductores.

3.1 Efecto Rashba y Dresselhaus

En sólidos, los electrones cuasi-libres de la banda de conducción, no experimentan

atracción nuclear fuerte como ocurre en un átomo. Sin embargo, todav́ıa pueden

experimentar un campo eléctrico (o gradiente de potencial) debido a los efectos in-

ternos. Por ejemplo, en un gas bidimensional de electrones (GE2D) formado en una

heteroestructura semiconductora (AlGaAs/GaAs) se forma un potencial eléctrico

asimétrico, lo cual se traduce en que los electrones presentan un gradiente de potencial

diferente de cero. Este gas de electrones bidimensional se muestra esquemáticamente

en la figura 3.1. Por ejemplo, en la heteroestructura semiconductora, (AlGaAs/GaAs

, ver fig 3.1) si existe un campo eléctrico fuerte debido a un gradiente de potencial

interno (asociado con la discontinuidad de la banda de conducción en la heteroestruc-

tura) o debido a la aplicación de un campo eléctrico externo, este inducirá una inte-

racción esṕın-órbita del tipo dada por la ecuación (3.7). Este problema fue examinado

por primera vez por E. I. Rashba en 1960 [12]; sin embargo su trabajo quedó olvidado

por más de 30 años. La interacción esṕın-órbita asociada lleva su nombre (interacción

de Rashba) y es debida a la asimetŕıa de inversión estructural (SIA por sus siglas en

inglés). Rashba notó que un campo eléctrico externo o interno es responsable de

esta interacción y que es entonces sintonizable. Otro tipo de campo eléctrico interno
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Figura 3.1: Heteroestructura semiconductora. Entre el material tipo n − AlGaAs y el
material intŕınseco i−GaAs se forma un pozo triangular de potencial que confina electrones

en 2D. Ec es la enerǵıa de la banda de conducción, Ev la enerǵıa de la banda de valencia y
Ef la enerǵıa de Fermi respectiva para cada tipo de material.

puede surgir debido a la asimetŕıa de inversión cristalográfica del cristal (BIA, por sus

siglas en inglés). Este problema fue examinado por G. Dresselhaus en 1954 [13] y por

tanto la interacción esṕın-órbita asociado lleva su nombre (interacción Dresselhaus).

A continuación explicaremos con más detalle la fenomenoloǵıa de estos dos efectos.

El acoplamiento esṕın-órbita de Rashba, equivalente a la ecuación (3.7) está descrita

por (Bychkov y Rashba, 1984 [36])

HSO =
αR
h̄

(σ × p)z = iαR(σy
d

dx
− σx

d

dy
) (3.8)

donde αR es el parámetro de la intensidad del acoplamiento esṕın-órbita de Rashba

y depende del campo eléctrico efectivo (gradiente de potencial en la interfase) de la

heteroestructura semiconductora. El valor aproximado para el coeficiente de Rashba

αR para electrones en materiales III− V tipo zinc-blenda, se puede estimar a través

de expresiones anaĺıticas obtenidas de la teoŕıa k · p empleando un modelo de Kane
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Figura 3.2: Representación esquemática de la estructura de bandas de GaAs. Donde E0

representa la brecha energética principal del semiconductor y es la diferencia entre la banda
de conducción y la enerǵıa de la banda de valencia a k = 0. HH es la banda de huecos
pesados, LH representa la banda de huecos ligeros, SO es el split-off y ∆0 representa la

brecha entre la banda de huecos split-off y la banda degenerada HH y LH.

de 8 bandas. Expĺıcitamente el valor de αR puede estimarse mediante la siguiente

expresión [37]

αR =
h̄2

2m∗
∆0

E0

2E0 + ∆0

(E0 + ∆0)(3E0 + 2∆0)
eE (3.9)

donde m∗ es la masa efectiva de los electrones en el semiconductor, e es la magnitud de

carga del electrón, E es el campo eléctrico (E = Eẑ), E0 la brecha energética principal

del semiconductor, ∆0 corresponde a la brecha entre la banda de huecos splitt-off (SO,

por sus siglas en inglés) y la banda degenerada de huecos pesados-huecos ligeros (ver

figura 3.2). Esto hace posible modular la intensidad de este parámetro al variar el

campo eléctrico E; esto es, se puede modular αR y por tanto la interacción esṕın-

órbita por medios puramente electrostáticos al aplicar voltajes de compuerta que

modifiquen el perfil del potencial de confinamiento. Es importante enfatizar que el
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efecto Rashba no puede producir una polarización espontánea de esṕın de los estados

electrónicos (Mireles y Kirczenow, 2001 [38]). Sin embargo, es capaz de inducir un

desdoblamiento de los estados de esṕın del gas de electrones en ausencia de campos

magnéticos (para k 6= 0). Este desdoblamiento de los estados de esṕın, es proporcional

al vector de onda de los electrones a la enerǵıa de Fermi y depende del campo eléctrico

efectivo en la interfase semiconductora como se verá en detalle a continuación.

El Hamiltoniano total para el gas bidimensional de electrones (GE2D) ésta dado por

H = Ho + HSO (3.10)

con Ho = ( p2x
2m∗ +

p2y
2m∗ ), con px y py la proyección espacial del operado del momento

lineal, reescribiendo la ecuación (3.10) en forma matricial

H =






h̄2

2m∗ (k
2
x + k2

y) iαRkx + αRky

−iαRkx + αRky
h̄2

2m∗ (k
2
x + k2

y)




 . (3.11)

Este Hamiltoniano produce dos ramas de enerǵıa en la dispersión de los electrones, y

están dadas por

E±(k) =
h̄2

2m∗k
2 ± αRk (3.12)

donde m∗ es la masa efectiva de los electrones y k = |k| =
√

k2
x + k2

y , es la magnitud

del vector de onda en dos dimensiones (en el plano del GE2D). La ecuación (3.12)

muestra que para un gas bidimensional de electrones, la interacción esṕın-órbita de

Rashba introduce un rompimiento de la degeneración de esṕın a cualquier k 6= 0. La

naturaleza del desdoblamiento es tal que permite que electrones con la misma enerǵıa
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Figura 3.3: Representación esquemática de la relación de dispersión de una part́ıcula libre

con acoplamiento esṕın-órbita de Rashba. a) Espectro de enerǵıas como función de kx
y ky (ec.(3.12)) b) proyección de la dispersión en el plano de momentos (a una enerǵıa

constante). Las flechas indican la dirección de polarización del esṕın la cual es perpendicular
a la dirección del vector de onda k = (kx, ky) c) se muestra el espectro de enerǵıa para el
electrón libre sin acoplamiento esṕın-órbita de Rashba y en d) se muestra el espectro de

enerǵıa pero con interacción de Rashba. Note que la degeneración de esṕın se rompe para
el caso con acoplamiento Rashba.

tengan diferentes vectores de onda (k1 y k2) (fig. 3.3d) , esto es , E+(k1) = E−(k2),

donde k1 es el vector de onda asociado con la banda E− con eigenvector |−〉 = 1√
2
(|↑

〉 + |↓〉), y k2 representa al vector de onda asociado con la banda E+ con eigenvector

|+〉 = 1√
2
(|↑〉 − |↓〉) . En la parte superior de la figura 3.3a se muestra graficada

la ecuación de dispersión (3.12) para αR 6= 0. Las flechas indican la dirección de

polarización del esṕın. Note que la dirección del esṕın rota (precesa) con el cambio

del momento.
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Como se mencionaba anteriormente, existen otras contribuciones al desdoblamiento

de los estados de esṕın, y se ha demostrado que es causado por la asimetŕıa de inversión

en el bulto (BIA, por sus siglas en inglés)[13]. La contribución del Hamiltoniano de

Dresselhaus es cúbica en momento, a diferencia del Hamiltoniano de Rashba que es

lineal en momento. Despreciando contribuciones a orden cuadrático, el Hamiltoniano

de Dresselhaus para un gas de electrones bidimendionales (GE2D) se linealizará y

está dado por

HD =
αD
h̄

(σxpx − σypy) , (3.13)

donde αD es el parámetro de Dresselhaus. Similarmente, la interacción de Dressel-

haus produce un desdoblamiento de los estados de esṕın electrónicos análogo a la

interacción de Rashba [13]. Esto se muestra en las gráficas de la figura 3.4. En

la parte superior se graficó la dispersión de enerǵıas E(kx, ky), considerando las dos

contribuciones de acoplamiento de esṕın-órbita Rashba y Dresselhaus para diferentes

casos: la figura 3.4a se muestra para el caso de Rashba ó Dresselhaus, en la figura

3.4b se realizó para el caso donde el valor de los paramétros de acoplamiento son

iguales αR = αD y el caso de la figura 3.4c se consideraron valores distintos para

ambas contribuciones de acoplamiento αR 6= αD, modificando fuertemente la relación

de dispersión para el sistema bidimensional.

Ahora bien, para la parte inferior de la figura 3.4, se muestra esquemáticamente el

campo magnético effectivo y la orientación de la polarización de esṕın, para ambas

contribuciones de los acoplamientos de Rashba y Dresselhaus, por medio de flechas



19

Figura 3.4: Representación esquemática de la relación de dispersión con interacción de
Rashba y/o Dresselhaus. En la parte superior se muestra graficado la estructura de bandas

para los siguientes casos: a) Rashba ó Dresselhaus, b) el parámetro de intereacción es igual
para ambos casos y c) cuando el parámetro de acoplamiento esṕın-órbita es diferente para
cada interacción de acoplamiento. En la parte inferior de la figura se muestra la repre-

sentación esquemática para la direción de polarización de esṕın para los casos anteriores.
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en la figura 3.4d y 3.4e respectivamente. En el caso de la interacción de Rashba

(fig.3.4d), las flechas indican la dirección de polarización del esṕın Sk = 〈Ψk|σ|Ψk〉

la cual es perpendicular a la dirección del vector de onda k = (kx, ky). En contraste

con el caso de interacción de Dresselhaus, el ángulo entre el vector de onda k y la

dependencia de esṕın, depende de la dirección del vector de onda k = (kx, ky). Para

las figuras que incluyen los dos parámetros de acoplamiento en el que se observa que

hay simetŕıa circular (figura 3.4f) a diferencia del caso αR 6= αD se muestra simetŕıa

eĺıptica concéntrica.

En la tabla 1, se muestran valores para los distintos coeficientes de acoplamiento esṕın-

órbita αR0 y αD0 , (i.e. con αR = 〈E〉αR0 y αD = αD0 〈k2
z〉 , respectivamante) y para otras

constantes f́ısicas de interés (i.e. m∗
e, E0 y ∆0), de tres materiales semiconductores

diferentes ,(Winkler , 2003)[39]:

GaAs AlAs InAs

αR0 (eÅ2) 5.206 -0.243 117.1

αD0 (eÅ3) 27.58 18.53 27.18

m∗
e 0.067 0.0779 0.023

∆0 (eV ) 0.32 0.29 0.41

E0 (eV ) 1.43 2.28 0.35



21

Tabla 1 . Valores del coeficiente de Rashba (αR0 ) y Dresselhaus (αD0 ), donde
m∗ es la masa efectiva de los electrones, E0 la brecha energética principal del
semiconductor, ∆0 corresponde a la brecha entre la banda de huecos splitt-off y
la banda degenerada de huecos pesados-huecos ligeros, los parámetros son para
diferentes materiales. Valores tomados de Winkler, 2003 [39]

En el siguiente caṕıtulo se revisará el origen del fenómeno del Zitterbewegung y su

homólogo en semiconductores. Se explicará también la analoǵıa entre la estructura de

banda de semiconductores de brecha estrecha y la ecuación de Dirac para electrones

relativistas en el vaćıo, lo que sugiere fuertemente que los electrones en semiconduc-

tores experimentan el fénomeno del Zitterbewegung.
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4. Zitterbewegung : descripción

cuántico-relativista

4.1 Ecuación de Dirac

Hemos mencionado que el fenómeno del Zitterbewegung fue propuesto originalmente

por Erwin Schrödinger (1930) [1]. Asimismo se estableció que de la teoŕıa cuántico-

relativista de Dirac se desprende que el Zitterbewegung es consecuencia de la in-

terferencia de las eigenfunciones asociados a la enerǵıa positiva y negativa de las

part́ıculas libres relativistas; lo que induce entonces un movimiento oscilatorio de

las part́ıculas perpendicular a la trayectoria de su propagación. En este caṕıtulo se

revisará en detalle el origen cuántico-relativista del fenómeno en cuestión, Zitterbewe-

gung. Esto lo haremos partiendo de la ecuación de Dirac y siguiendo el razonamiento

de Schrödinger. Finalmente discutiremos su homólogo en semiconductores.

Iniciamos nuestro análisis considerando a una part́ıcula libre relativista gobernada

por la ecuación de Dirac,

ih̄
∂ψ

∂t
= Hψ = (cα · p +m0c

2β)ψ (4.1)

donde c es la velocidad de la luz en el vaćıo y mo es la masa en reposo de la part́ıcula en
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cuestión. Los objetos α y β son matrices de 4×4 escritas en términos de las matrices

de Pauli y de la matriz identidad (ver Apéndice A). Aqúı ψ denota un espinor de 1×4.

Dado que el Hamiltoniano H es independiente del tiempo, entonces podemos escribir

la solución de (4.1) de la forma ψ(r, t) = ψ(r)e−
iεt
h̄ , donde la cantidad ε describe la

enerǵıa total para un estado estacionario ψ(r). Expĺıcitamente podemos escribir

ψ =















ψ1

ψ2

ψ3

ψ4















=






ϕ

χ




 . (4.2)

No es d́ıficil deducir que el espectro de energias asociado a (4.1) esta determinado por

(ver apéndice A),

(ε2 −m2
0c

4)1 − c2(σ · p)(σ · p) = 0 , ε2 = m2
0c

4 + c2p2, (4.3)

esto es, los eigenvalores para la part́ıcula libre relativista están dados por

ε = ±Ep = λEp , Ep = c
√

p2 +m2
0c

2 . (4.4)

donde los signos del factor λ = ±1 corresponden claramente a la enerǵıa positiva y

negativa de la solución a la ecuación de Dirac. El espectro ε = λEp se muestra en

la ilustración de la fig. 4.2 que exhibe una brecha energética de 2m0c
2 que separa

el continuo de la enerǵıa positiva (εp,1 = +Ep), del continuo de enerǵıa negativa
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(εp,−1 = −Ep). 1

Note que los valores negativos de la enerǵıa no se refieren a enerǵıas negativas del

electrón (éste siempre tiene enerǵıas positivas), sino a part́ıculas que se encuentran

por debajo del nivel 0 de enerǵıas (antipart́ıculas). Entonces para cada momento p

existen 2 tipos de soluciones diferentes, una para λ = +1, (ε = +Ep) y otra para

λ = −1, (ε = −Ep). A continuación veremos, al estudiar el operador de velocidad y

de posición, que esta es precisamente la superposición de estos estados con enerǵıa

opuesta lo que conduce a las oscilaciones del fénomeno del Zitterbewegung.

4.2 Origen del Zitterbewegung

Es importante analizar algunas propiedades del vector de velocidad y de posición de

acuerdo a la teoŕıa de Dirac. Note primero que el conmutador de H con p (de la

part́ıcula libre) se anula,

dp

dt
=
i

h̄
[H,p] = 0, (4.5)

y que implica por tanto que p es constante de movimiento. Por otro lado, para el

operador de velocidad en dirección x, en la representación de Heisenberg tenemos,

dx

dt
=
i

h̄
[H, x] =

ic

h̄
α · [p, x] = cσx (4.6)

1Cabe señalar que para la interpretación de los estado con ε = −Ep, Dirac propuso introducir la
noción del positrón (i.e. part́ıcula elemental, que posee exactamente la misma cantidad de masa y
carga eléctrica que el electrón, pero con signo positivo).
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Figura 4.1: Diagrama esquemático que muestra el movimiento de una part́ıcula libre y rela-
tivista en dirección x (flecha azul). Las ĺıneas punteadas describen el movimiento oscilatorio

alrededor de su trayectoria clásica, esto es, alrededor del valor esperado de la posición 〈x〉
a medida que se propaga i.e. el fenómeno del Zitterbewegung.

y dado que los eigenvalores del operador σx son ±1, la expresión (4.6) nos indica

que la part́ıcula de Dirac se mueve siempre con una velocidad instantánea igual a

la velocidad de la luz c. Además, como σi (i =, x, y, z) no conmuta el resto de las

componentes de la velocidad vj (j 6= i), entonces estas no pueden ser medidas si-

multáneamente. Con el próposito de explicar el cómo es posible que la part́ıcula libre

se mueva siempre con una velocidad instantánea igual a c, Schrödinger introdujo el

concepto de Zitterbewegung, que como se verá más claro adelante, consiste en un

movimiento oscilatorio del electrón (con velocidad c) alrededor de su trayectoria de

propagación clásica 〈x〉 (ver figura 4.1). Esto como consecuencia de que las compo-

nentes de momento p son constantes de movimiento, mientras que las de posición, en

este caso x(t), no lo son. Lo anterior es más evidente al integrar las ecuaciones de

movimiento en la representación de Heisenberg, en general se tiene,

dα

dt
=

1

c

d2r

dt2
=
i

h̄
[H,α] =

2ic

h̄
p − 2i

h̄
αH, (4.7)
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y dado que [αi, αj ] 6= 0 ({i, j} = x, y, z), esto conduce a que las componentes de

la velocidad de la part́ıcula libre no conmutan, y por tanto no son constates de

movimiento (es decir, son cantidades fluctuantes). Para estudiar los cambios en la

velocidad se integra en el tiempo la ecuación (4.7) para un eigenestado de H dado.

Si nos concentramos en la componente x, tenemos

dx

dt
= cσx =

c2p

H
+
(
dx(0)

dt
− c2p

H

)

e−
2iH
h̄
t, (4.8)

e integrado una vez más en el tiempo llegamos a

x(t) = x(0) +
c2p

H
t+ ζpe

− 2iH
h̄
t (4.9)

con ζp = ih̄c
2H

(

dx(0)
cdt

− cp
H

)

. Nótese que los dos primeros términos de (4.9) representan la

solución clásica para la part́ıcula libre relativista, mientras que el tercero es evidente-

mente un término oscilatorio en el tiempo y es precisamente el que da lugar al efecto

Zitterbewegung. La frecuencia y la amplitud de las oscilaciones de la posición de la

part́ıcula son del orden de 2mc2/h̄ ∼ 1021Hz, y de la longitud de onda de Compton

(10−10cm para el electrón), respectivamente. El Zitterbewegung es, en consecuencia,

un movimiento oscilatorio sumamente rápido y violento alrededor de la trayectoria

clásica (en el sentido relativista) de la part́ıcula libre.2 Estas oscilaciones son de

2Es importante puntualizar que el término que da origen al Zitterberwegung es proporcional a

e
−2iHt

h̄ , dado que es precisamente este término el que conduce a un acoplamiento entre los estados
con enerǵıas +Ep y −Ep; más sin embargo, su promedio sobre un estado con enerǵıa definida (+Ep

o −Ep) es cero.
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Figura 4.2: Ilustración esquemática t́ıpica de la estructura de banda de semiconductores.
Aqúı se muestra la banda de conducción (electrones) y banda de valencia (huecos pesados)

para el compuesto de GaAs en el cual su brecha energética es de 1.42eV .

hecho tan violentas que, aunque la velocidad instantánea es c, sólo se detectaŕıa la

velocidad asociada
(〈

c2 p̂

Ĥ

〉

≈
〈

p̂
m

〉)

al desplazamiento efectivo. La existencia del

efecto Zitterberwegung en la mecánica cuántica relativista y en la teoŕıa cuántica de

campos ha sido un tópico recurrente de discusión en los últimos años, pues ha sido

prácticamente inaccesible experimentalmente. A la fecha (2015), no ha habido aún

evidencia experimental de su existencia en F́ısica de altas enerǵıas.

Sin embargo, la analoǵıa entre la estructura de banda de semiconductores y la ecuación

de Dirac para electrones relativistas en el vaćıo, sugiere fuertemente que los elec-

trones en semiconductores experimenten el efecto Zitterbewegung. Es bien sabido

que la brecha fundamental, entre la banda de conducción y la banda de valencia

de algunos semiconductores es ∼ 1 eV ,e.g. el valor para el GaAs es de 1.42eV (ver

fig. 4.2), el cual es muy pequeño comparado con la brecha entre las soluciones po-

sitivas y negativas de la enerǵıa de la ecuación de Dirac para un electrón libre en

el vaćıo (∼ 1MeV ), que corresponde a frecuencias ∼ 1015Hz, lo que hace factible
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la observación del Zitterbewegung en semiconductores. John Schliemann y colabo-

radores [26] fueron los primeros en proponer un experimento en donde éste fenómeno

debeŕıa ocurrir en varias situaciones en sólidos, en particular en gases de electrones

bidimensionales confinados en heteroestructuras semiconductores del grupo III − V

tipo Zinc-Blenda con fuerte interacción esṕın-órbita de Rashba y Dresselhaus3. En

su trabajo, Schliemann et al. mostraron mediante el análisis mecánico-cuántico de la

evolución temporal de paquetes de onda electrónicos, que el valor esperado del vector

de posición experimenta un comportamiento oscilatorio caracteŕıstico del Zitterbewe-

gung. Asimismo, encontraron que si el esṕın del electrón está inicialmente polarizado

(dirección z, para un esṕın-órbita en el plano), entonces el movimiento oscilatorio

del Zitterbewegung es siempre perpendicular a la velocidad de grupo del paquete de

ondas.

En el trabajo teórico de S.-Q. Shen [28] se estableció la conexión del efecto Hall de

esṕın4 y la fuerza transversal que experimentan los electrones en estos sistemas y el

Zitterbewegung. Subsecuentemente, Q. Xu y colaboradores [30] realizaron estudios

teóricos del transporte de electrones esṕın polarizados con interacción esṕın-órbita en

geometŕıas tipo gúıa de onda con multicanales de transporte. Muestran que el efecto

Zitterbewegung y el efecto Hall de esṕın resultan del mismo mecanismo, esto es, son

3El efecto del Zitterbewegung debeŕıa en principio aparecer en sólidos, en particular en semi-
conductores de brecha energética estrecha que se caracterizan por tener un espectro electrónico de
excitación agrupados en dos bandas separadas por una brecha energética diferente de cero, por lo
que su espectro de enerǵıas es similar al espectro del Hamiltoniano de Dirac.

4En 2006 V. Sih y colaboradores [29] realizaron estudios experimentales sobre la corriente de
esṕın eléctricamente inducida y que es generada por el efecto Hall de esṕın (SHE) en estructuras de
GaAs. Sus experimentos fueron finamente diseñadas de tal forma que distingue los efectos de borde
de aquellos generados por transporte de esṕın, SHE.
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formados a través de los estados coherentes de electrones esṕın orientados con esṕın

opuesto y provenientes de diferentes sub-bandas de esṕın dentro de la misma gúıa de

onda.

En un reciente trabajo teórico realizado por Frolova et al.[17], investigan dentro del

formalismo de funciones Green, la evolución temporal de paquetes de onda electrónicos

en un sistema bidimensional en presencia de la interacción de esṕın-órbita de Rashba.

En su trabajo consideran dos situaciones de interés, la dinámica de paquetes gaus-

sianos esṕın polarizados con fuerte interacción esṕın-órbita de Rashba, tanto en una

(1D) como en dos dimensiones (2D). El primer caso (1D), tiene solución exacta y re-

portan expresiones anaĺıticas para el valor esperado de la posición y de la polarización

de esṕın dependientes del tiempo que revelan la existencia del efecto Zitterbewegung.

El caso (2D) es resuelto numéricamente por no tener solución anaĺıtica, sin embargo

de igual forma muestra las caracteŕısticas t́ıpicas del Zitterbewegung. Su estudio es

de gran relevencia para el trabajo numérico de esta tesis, pues nos permitirá realizar

un análisis sistemático y comparativo de algunos casos ĺımites, además de que a su

vez nos permitirá establecer la exactitud y veracidad de nuestros cálculos.

Habiendo dicho esto, en el siguiente caṕıtulo se ofrece una descripción resumida del

formalismo de funciones de Green empleado por Frolova et al. [17] y que será de gran

importancia en nuestra implementación numérica, análisis y discusiones de nuestros

resultados en los caṕıtulos subsiguientes.
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5. Dinámica: formalismo con funciones de

Green

5.1 Dinámica de paquetes de onda con Rashba

En esta sección consideramos espećıficamente la dinámica de paquetes de onda con

interacción esṕın-órbita de Rashba usando el formalismo de funciones de Green desa-

rrollado por Frolova y colaboradores [17]. El Hamiltoniano total del sistema tomando

en cuenta la interacción esṕın-órbita HR (descrito en la ec. (3.8)), está dado por

H = H0 +HR =
p2

2m∗ +
αR
h̄

(pyσx − pxσy), (5.1)

donde p = |p| es la magnitud del momento de los electrones de masa efectiva m∗ y αR

es la constante de acoplamiento esṕın-órbita de Rashba. El espectro de eigenenerǵıas

del Hamiltoniano (5.1) conduce a la siguiente expresión (descrita anteriormente en la

ecuación (3.13)),

ε±(p) =
p2

2m∗ ± αR
h̄
p, (5.2)

donde p =
√

p2
x + p2

y. Las eigenfunciones correspondientes a la ecuación (5.1) son

φp,s(r) =
1

2
√

2πh̄
eip·r






1

−iseiϕ




 , (5.3)
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donde ϕ es el ángulo entre el momento p del electrón y el eje x, por lo que eiϕ =

px+ipy

p
; s = ±1 denota el ı́ndice de esṕın. Usando la definición de velocidad en

la representación de Heisenberg, tenemos v = dr/dt = i/h̄[H, r], que conduce a las

siguientes componentes del operador velocidad,

vx =
px
m∗ −

αR
h̄
σy, vy =

py
m∗ +

αR
h̄
σx. (5.4)

Ahora procederemos a construir la función de Green asociada al Hamiltoniano (5.1),

y definida por G = (ε(p)1 −H)−1. Note que, por ser H dependiente del término de

esṕın-órbita, ésta genera una matriz de Green no-diagonal de dimensión de 2 × 2, de

la forma

G =






G11 G12

G21 G22




 , (5.5)

donde los elementos de matriz de la función de Green (5.5) en términos de las solu-

ciones de los eigenestados de (5.1) se pueden escribir en su forma integral como;

Gik(r, r
′, t) =

∑

s

∫

dpφps,i(r, t)φ
∗
ps,k(r

′, 0) (5.6)

donde i, k = 1, 2 son los indices que denotan los elementos de la matriz de (5.5). Note

que la función de Green Gik (que representa aqúı el propagador de movimiento del

sistema) depende de la eigenfunción φ∗
ps,i(r

′, 0) para un estado inicial (t0 = 0) y para

un estado dependiente del tiempo t (φps,i(r, t)). Esta última se puede obtener usando

la descripción de Schrödinger para la evolución temporal del operador φps,i(r, 0), es

decir, a través de la ecuación de evolución temporal del estado,
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φps,i(r, t) = e
−i
h̄
ε(p)tφps,i(r, 0). (5.7)

Sustituyendo las expresiones (5.7) y (5.3), en la ecuación (5.6), se obtienen los ele-

mentos de matriz Gik. Éstas se usarán en la siguiente sección para conocer la función

de onda del sistema en una posición y tiempo dado conociendo las condiciones ini-

ciales del problema. Por simplicidad matemática se considera el caso unidimensional,

el caso bidimensional no tiene solución exacta conocida.

5.2 Evolución temporal en 1D con Rashba

En esta sección se examina la solución anaĺıtica del problema en una dimensión de

la evolución dinámica de un paquete de ondas electrónico con Rashba. Se considera

como condición inicial un paquete de ondas esṕın polarizado con perfil gaussiano, de

dispersión (a t = 0) σo, moviéndose en dirección x con momento pox

Ψ(x, 0) = ce
(− x2

2σ2
0

+ ipox
h̄

)





1

0




 = f(x)






1

0




 (5.8)

con c = ( 1
σ0Ly

√
π
)1/2 y donde Ly es la longitud del sistema en dirección y. En este

caso, la desviación cuadrática media del operador de posición 〈(∆x)2〉 es igual a

σ2
0/2, mientras que la desviación cuadrática media del operador de momento px es

〈(∆px)2〉 = h̄2

2σ2
0
, con el promedio de px igual a p0x. La descripción de la evolución

temporal que rige este sistema es obtenida con la ayuda de las funciones de Green.

Partimos de la función de onda para cualquier tiempo arbitrario que, en términos de
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las funciones de Green está dada por

Ψ(x, t) =
∫

dx′G(x, t; x′, 0)Ψ(x′, 0) (5.9)

reescribiendo la ecuación (5.9) en términos de su espinores, se lee






Ψ1(x, t)

Ψ2(x, t)




 =

∫

dx′G(x, t; x′, 0)






Ψ1(x
′, 0)

Ψ2(x
′, 0)




 (5.10)

donde de la ecuación (5.8) conocemos el valor para las condiciones iniciales Ψ1(x
′, 0)

y Ψ2(x
′, 0), por tanto podemos reescribir (5.8) de la siguiente forma

Ψ(x′, 0) = f(x′)






1

0




 =






Ψ1(x
′, 0)

Ψ2(x
′, 0)




 (5.11)

por lo que la ecuación (5.10) se rescribe como






Ψ1(x, t)

Ψ2(x, t)




 =

∫

dx′






G11Ψ1(x
′, 0) +G12Ψ2(x

′, 0)

G21Ψ1(x
′, 0) +G22Ψ2(x

′, 0)




 , (5.12)

y de las condiciones iniciales, Ψ1(x
′, 0) = f(x) y Ψ2(x

′, 0) = 0, se simplifica a






Ψ1(x, t)

Ψ2(x, t)




 =

∫

dx′






G11f(x′)

G21f(x′)




 . (5.13)

Evidentemente solo resta conocer los elementos de matriz G11 y G21 debido a que se

definió la polarización incidente de la forma
(

1
0

)

. Ahora bien, de la ecuación (5.6) se
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obtiene que en general en 2D los elementos de matriz están dados por

G11(r, r
′, t) =

1

(2πh̄)2

∫ ∞

0
e−i

p2t

2m∗h̄
+i

p(|r−r
′ |)

h̄ cos
(
αpt

h̄

)

dp (5.14)

G21(r, r
′, t) =

1

(2πh̄)2

∫ ∞

0
e−i

p2t

2m∗h̄
+i

p(|r−r
′ |)

h̄ sen
(
αpt

h̄

)
px + ipy

p
dp (5.15)

donde α = αR

h̄
, que con ayuda la siguiente identidad en términos de funciones Bessel,

eiqcosψ = J0(q) + 2
∑

n=1

J2n(q)cos(2nψ) + 2i
∑

n=1

J2n−1(q)sin((2n− 1)ψ) (5.16)

se puede mostrar que las ecuaciones (5.14) y (5.15) se pueden escribir,

G11(r, r
′, t) =

1

2πh̄2

∫ ∞

0
e−i

p2t

2m∗h̄
J0

p(|r−r
′ |)

h̄ cos
(
αpt

h̄

)

pdp (5.17)

G21(r, r
′, t) =

(x− x′) + i(y − y′)

2πh̄2(|r − r′|)

∫ ∞

0
e−i

p2t
2m∗h̄

J1
p(|r−r

′ |)
h̄ sen

(
αpt

h̄

)

pdp, (5.18)

donde J0 y J1 son funciones de Bessel de orden 0 y 1 respectivamente. Hasta aqúı ya se

conocen los elementos de matriz G11 y G21 (aunque en forma integral). Sustituyendo

estas en la ecuación (5.13) y resolviendo las integrales para el caso de Rashba en

1D, se llega a expresiones anaĺıticas para las componentes del espinor Ψ1,2(x, t) y

por tanto de la densidad de probabilidad electrónica ρ1,2(x, t) = |Ψ1,2(x, t)|2 para

cualquier tiempo arbitrario. Estas últimas dadas expĺıcitamente por
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|Ψ1|2 =
c2

[1 + γ2t2]
1
2

{

exp
[

− [x+ (αR

h̄
− h̄k0

m∗ )t]2

σ2
0(1 + γ2t2)

]

+ exp
[

− [x− (αR

h̄
+ h̄k0

m∗ )t]2

σ2
0(1 + γ2t2)

]

+

2exp
[

− [x+ (αR

h̄
− h̄k0

m∗ )t]
2
+[x− (αR

h̄
+ h̄k0

m∗ )t)]
2

2σ2
0(1 + γ2t2)

]

cos
[
2(k0σ

2
0 + γtx)αR

h̄
t

σ2
0(1 + γ2t2)

]}

(5.19)

|Ψ2|2 =
c2

[1 + γ2t2]
1
2

{

exp
[

− [x+ (αR

h̄
− h̄k0

m∗ )t]2

σ2
0(1 + γ2t2)

]

+ exp
[

− [x− (αR

h̄
+ h̄k0

m∗ )t]2

σ2
0(1 + γ2t2)

]

−

2exp
[

− [x+ (αR

h̄
− h̄k0

m∗ )t]
2
+[x− (αR

h̄
+ h̄k0

m∗ )t]
2

2σ2
0(1 + γ2t2)

]

cos
[
2(k0σ

2
0 + γtx)αR

h̄
t

σ2
0(1 + γ2t2)

]}

(5.20)

con c = ( 1
σ0Ly

√
π
)1/2, γ = h̄/σ2

0m
∗ y h̄k0 = p0x. Note que ρ1,2(x, t) tienen un factor

que oscila en el tiempo (del argumento del coseno se puede extraer la frecuencia de

oscilaciones). Si definimos η ≡ m∗2(
αR
h̄

)
2
σ2
0

h̄2 , la densidad de probabilidad electrónica

total ρ(x, t) = |Ψ1|2 + |Ψ2|2 toma la forma

ρ(x, t) =
2c2

√

1 +
(αR

h̄
)
2
t2

σ2
0η

{

exp

[−[x+ αR

h̄
(1 − σ0√

η
)t]

2

σ2 + (αR

h̄
)2 t2

η

]

+ exp

[−[x− αR

h̄
(1 + σ0√

η
)t]

2

σ2 + (αR

h̄
)2 t2

η

]}

.

(5.21)

Es muy ilustrativo analizar ciertos casos extremos que nos darán información valiosa

del fenómeno de propagación de los paquetes de onda bajo la presencia del efecto

Rashba aśı como de la formación del Zitterbewegung. Estas expresiones serán también

de utilidad más adelante para la verificación de mis resultados numéricos.
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5.2.1 Caso: acoplamiento Rashba débil

De la definición de η, considere η << 1. Esto implica que (αR

h̄
σ0) debe ser muy

pequeño para una dispersión σ0 dada, por tanto este ĺımite implica tomar valores

del parámetro αR pequeños. Si recordemos que el valor esperado del operador de

momento es 〈(∆px)2〉 = h̄2

2σ2
0

esto implica que se debe satisfacer 〈(∆px)2〉 >> (m∗αR

h̄
)2,

mostrando que la densidad de probalidad electrónica exhibirá un comportamiento sin

oscilaciones, al igual que el caso sin el término de Rashba (ver 5.19 y 5.20).

5.2.2 Caso: acoplamiento Rashba fuerte

Por otra parte, cuando η >> 1, implica valores de αR grandes ocasionando que el

paquete inicial se divida en dos partes conforme su evolución temporal, las cuales

se propagan con velocidades de grupo diferente. Esto se ve más claramente de las

ecuaciones (5.19) y (5.20). En la región antes de la separación de estos paquetes se

predice un traslape de las funciones de onda Ψ1(x, t) y Ψ2(x, t) que es originado por

la interferencia entre los estados de las diferentes polarización de esṕın electrónico.

5.3 Oscilaciones de Zitterbewegung

Regresando a las ecuaciones (5.19) y (5.20), se observa que el tercer término de cada

una, está descrito por una exponencial modulada por una función coseno. Por tanto

del argumento del coseno se puede extraer la frecuencia de las oscilaciones de la

densidad de probabilidad. El periodo de estas oscilaciones, en la dirección x, está
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dado por

τ =
πσ2

0
αR

h̄
γt2

(1 + γ2t2) =
πσ2

0
αR

h̄
t

(
1

γt
+ γt

)

. (5.22)

Para el análisis de la dependencia temporal de estas oscilaciones consideramos los

siguientes casos, γt << 1 y γt >> 1. Claramente de la expresión (5.22) el término

dominante es 1
γt

por lo que, τ = πm∗

αR
h̄
h̄

σ4
0

t2
indicando que el periodo de oscilación depende

de la dispersión y decrece conforme t aumenta. Similarmente para ηt >> 1 , el término

dominante de (5.22) es γt, que conduce a τ = πh̄
αR
h̄
m∗ e indicando que el periodo de

oscilación no depende del tiempo t.

5.4 Evolución temporal de la densidad electrónica

Para ilustrar la evolución temporal de la densidad de probabilidad electrónica ρ(x) =

|Ψ1|2 + |Ψ2|2, se grafican las ecuaciones (5.19) y (5.20) en la Fig. 5.1. Los parámetros

de simulación fueron escogidos para un gas bidimensional formado en un sistema de

GaAs/InGaAs, estos fueron los siguientes: masa efectiva del electrón m∗ = 0.05m0,

el parámetro acoplamiento de Rashba αR

h̄
= 3.6×106cms−1 (i.e. que correspondeŕıan

a una αR = 2.369 × 10−11eV m), dispersión inicial de σ0 = 10−5cm, y número de

onda inicial k0 = 2.5 × 105cm−1. Se muestran resultados para diferentes tiempos,

t1 = 0, t2 = 1.5 , t3 = 7 (en unidades de τ0 = γ−1, con τ0 = 4.33ps). Se observa

de la Fig. (5.1), que a medida que el paquete incial (t1 = 0) evoluciona con el

tiempo, este se desdobla en dos paquetes gaussianos (t2) con velocidades diferentes

y eventualmente a tiempos suficientemente largos (t3), estos dos paquetes tienden
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Figura 5.1: Densidad de probabilidad electrónica ρ(x) = |Ψ1|2 + |Ψ2|2 con acoplamiento

esṕın-órbita de Rashba para diferentes tiempos como función de la posición. A t1 = 0 se
considera un paquete de onda esṕın polarizado con perfil gaussiano con σ0 = 10−5cm. A

t2 = 1.5τ0 ya se observa el desdoblamiento del paquete de onda en dos parte simétricas
aunque con probabilidad disminuida. A t3 = 7τ0 los paquetes con velocidades opuestas
finalmente se separan. Se utilizó αR

h̄ = 3.6× 106cms−1, y tiempos en unidades de τ0 = γ−1

en unidades de τ0 = 4.33ps.

a separarse espacialmente, esto al tiempo que su dispersión aumenta y su amplitud

decrece, como generalmente ocurre para el caso de la part́ıcula libre.

Asimismo, se realizó el estudio de otras propiedades importantes como es la dinámica

de esṕın. La evolución temporal de la densidad de esṕın se calcula a través de la

siguiente expresión

Si(x, t) =
h̄

2
(Ψ∗

1,Ψ
∗
2)σi

(

Ψ1

Ψ2

)

=
h̄

2
(|Ψ1(x, t)|2 − |Ψ2(x, t)|2) , i = x, y, z (5.23)

Es importante señalar que la expresión (5.23) en conjunto con (5.19) y (5.20) produce

un comportamiento oscilatorio de la densidad de esṕın como función de la posción x
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Figura 5.2: Densidad de probabilidad de esṕın en dirección z con acoplamiento esṕın-órbita

de Rashba para diferentes tiempos, t1 = 0, t2 = 1.5 , t3 = 7 (α = 3.6× 106cms−1, y tiempo
en unidades de τ0 = γ−1).

(ver Fig. (5.2)). Note que para cierto tiempo (t2), ademas de haber contribuciones

negativas y positivas de la densidad de esṕın, esta exhibe un comportamiento os-

cilatorio que decrecen conforme evoluciona con el tiempo. Nótese también que las

funciones de onda |ψ1,2(x, t)| sólo dependen de la coordenada espacial x, por lo que

〈py〉 = py = 0.

Por otro lado la velocidad promedio en la coordenada espacial en x, y estan dadas

por 〈υx,y(t)〉 = 〈Ψ|υ̃x,y|Ψ〉, y expĺıcitamente por

〈υx(t)〉 =
h̄k0

m
(5.24)

〈υy(t)〉 = −αR
h̄
Sen

[

2k0
αR
h̄
t
]

e
−

[
αR
h̄

t

σ0

]2

(5.25)
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Figura 5.3: Variación de las componentes de la velocidad media con el tiempo, 〈υy〉 es

la ĺınea de color azul y 〈υx〉 es la ĺınea de color rojo. Para las dos gráficas se utilizó
k0 = 2.5× 105cm−1. La diferencia en cada gráfica es el valor de la dispersión: a) se utilizá
σ = σ0 y para el caso b) se utilizó σ = 10σ0 (con σ0 = 1 × 10−5cm), también se muestra el

periodo τ = 2π
ω donde ω = 2k0α.
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En la figura (5.3) se muestran las gráficas de las velocidades promedio donde clara-

mente sólo la componente de la velocidad media 〈υy(t)〉 tiene dependencia temporal.

En particular para el caso de la componente de la velocidad 〈υy〉 (curva de color azul),

se observa que esta componente exhibe un comportamiento oscilatorio en dirección

transversal a su dirección de propagación x, (i.e. Zitterbewegung) con frecuencia

2k0
αR

h̄
. La diferencia entre las gráficas de la figura (5.3) es el valor de la dispersión

inicial, (5.3a) tiene una dispersión menor comparada con (5.3b), por lo que se observa

más oscilaciones. Esto se puede inferir de la relación τ = πm∗

αh̄

σ4
0

t2
, que indica que el

periodo de oscilación depende de la dispersión y decrece conforme t aumenta.

No es d́ıficil mostrar que el caso de Dresselhaus 1D produce exactamente los mismos

resultados que el caso de Rashba 1D, por lo que se omitieron los cálculos para este

caso. La situación en 2D no tiene solución anaĺıtica para ninguno de los dos casos.

Los resultados mostrados en este caṕıtulo serán de gran utilidad más adelante para la

verificación de mis resultados numéricos de la evolución dinámica y Zitterbewegung en

1D y 2D. A continuación en el caṕıtulo 6 se analizará la metodoloǵıa y procedimeinto

numérico que implementamos para tal fin.
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6. Modelo e implementación numérica

6.1 Introducción

Como se mencionó en caṕıtulos anteriores, es bien sabido que las caracteŕısticas del

fenómeno del Zitterbewegung en semiconductores son mucho más favorables que en el

vaćıo, sin embargo en la práctica resulta dif́ıcil seguir el movimiento de un solo electrón

por lo que t́ıpicamente se estudia el movimiento de muchos electrones moviéndose en

fase. El modelo que se detallará a continuación posee la caracteŕıstica de que se

le puede incluir faćılmente variedad de parámetros f́ısicos (e.g. campos eléctricos

y magnéticos externos) de interés. Además la técnica numérica nos permite estu-

diar diferentes geometŕıas, con amplio rango de parámetros de simulación para los

efectos de Rashba/Dresselhaus. Asimismo el método permite imponer variedad con

condiciones f́ısicas iniciales y de frontera, aśı como estados de polarización de esṕın

arbitraria.

En este caṕıtulo, se describirá el modelo numérico que se empleó para el estudio de

la dinámica de paquetes de onda electrónicos. El método consiste fundamentalmente

en la solución numérica de la ecuación de Schrödinger bidimensional dependiente

del tiempo en presencia de la interacción de esṕın-órbita Rashba y Dresselhauss.

Recuerde que la solución a este problema no tiene solución anaĺıtica exacta en 2D,

como se discutió en el caṕıtulo anterior, aunque śı el caso 1D. Otras limitaciones de
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la solución anaĺıtica es por ejemplo su dependencia en el uso de paquetes de onda del

tipo gaussiano, además no es posible incluir efectos de campos externos (eléctricos ni

magnéticos), ni implementar el formalismo a geometŕıas más complicadas.

En particular, en el esquema de cálculo utilizado escogimos a los paquetes de onda

electrónicos inicidentes con un perfil gaussiano bidimensional (este puede estar po-

larizado, o no, en esṕın). Aunque, como ya se mencionó mi esquema permite utilizar

paquetes de onda con perfil arbitrario.

La metodoloǵıa que describiremos en detalle más adelante, consiste esencialmente en

utilizar la técnica de diferencias finitas aplicada a ecuaciones diferenciales de segundo

orden bidimensionales, en conjunto con el método de Goldberg y Schey [40] para

el estudio de la evolución temporal, pero generalizado en 2D para incluir la depen-

dencia en esṕın a través de los acoplamientos esṕın-órbita. Se verá que la presencia

del acoplamiento esṕın-órbita conduce a sistemas de ecuaciones acopladas en esṕın;

sin embargo estas pueden ser convenientemente desacopladas por medio de transfor-

maciones unitarias en cada paso de iteracción temporal. La introducción de ciertas

funciones auxiliares nos permitió resolver de manera iterativa la función de onda para

todo el espacio y tiempo dadas la condiciones iniciales y de frontera del problema.

Esto a su vez nos permitió estudiar la dinámica de los paquetes de onda y los efec-

tos del acoplamiento esṕın-órbita en la evolución temporal de los paquete de onda.

Se calcularon numéricamente los valores esperados de posición en el tiempo, densi-

dad de probabilidad y polarización de esṕın, entre otras cantidades f́ısicas que nos

permitieron realizar un estudio sistemático de la dinámica de los paquetes de onda
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electrónicos y del Zitterbewegung en tales sistemas.

6.2 Modelo f́ısico y metodoloǵıa

El sistema en consideración es un gas bidimensional electrónico (GE2D) definido en

el plano x-y de una heteroestructura semiconductora y en presencia de la interacción

esṕın-órbita de Rashba y Dresselhaus. La ecuación de movimiento de los vectores de

estado bidimensionales que gobierna el comportamiento de los electrones esta dada

por (en el esquema de interacción)

ih̄
∂

∂t
|ψ(x, y, t)〉 = H|ψ(x, y, t)〉 (6.1)

donde el Hamiltoniano total del sistema esta dado por H = H0 + V (x, y; t) + Hso,

con H0 el Hamiltoniano que contiene el operador de momento, donde V (x, y; t) es

un potencial arbitrario, dependiente del tiempo en general. Por simplicidad en la

descripción de la metodoloǵıa, lo consideraremos independiente del tiempo y cons-

tante a intervalos, es decir el potencial de confinamiento es traslacionalmente in-

variante en cualquier dirección perpendicular al eje z. Hso es el Hamiltoniano que

contiene la interacción de acoplamiento esṕın-órbita de Rashba HR y Dresselhaus HD

(Hso = HR +HD). Dado que podemos descoponer, expĺıcitamente

H0 = − h̄2

2m∗ (p2
x + p2

y) = − h̄2

2m∗

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)

1 (6.2)
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HR =
αR
h̄

(σxpy − σypx) = iαR

(

σy
∂

∂x
− σx

∂

∂y

)

(6.3)

HD =
αD
h̄

(σypy − σxpx) = iαD

(

σx
∂

∂x
− σy

∂

∂y

)

(6.4)

con m∗ la masa efectiva del electrón, para gases bidimensionales basados en GaAs,

m∗ ∼ 0.067, p = (px, py) donde px = −ih̄ ∂
∂x

y py = −ih̄ ∂
∂y

son la proyección del

operador de momento lineal en el plano x − y, con σx y σy las matrices de Pauli y

finalmente αR y αD son los parámetros de acoplamiento de Rashba y Dresselhaus

respectivamente. La solución general a la ecuación de movimiento (6.1) está dada

por

|ψ(x, y, t)〉 = e−
i(t−t0)H

h̄ |ψ(x0, y0, t0)〉 (6.5)

donde |ψ(x0, y0, t0)〉 representa el estado de la función de onda para la solución inicial

en el punto (x0, y0) para un tiempo t0. Note que el operador e−
i(t−t0)H

h̄ es Hermitiano

pues H = H†. La proyección 〈x0y0| con el estado |ψ(x0, y0, t0)〉 nos produce la función

de onda Ψ(x0, y0, t0). Las componentes de la función de onda |ψ(x, y, t)〉, tiene la

forma de un eigenespinor de 2 × 1

|ψ(x, y, t)〉 =

(

|ψ↑(x, y, t)〉
|ψ↓(x, y, t)〉

)

. (6.6)

No es d́ıficil demostrar que si [px, py] = 0 y V (x, y) es uniforme, los elementos del

HamiltonianoH satisfacen las siguientes reglas de conmutación; [H, px] = [H, py] = 0,

[H0, HR] = 0, [H0, HD] = 0, [H0, V ] = 0, [HR, V ] = 0, [HD, V ] = 0, de igual forma
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[H0, Hso] = 0. Sin embargo, debido a la no conmutatividad de las matrices de Pauli

([σi, σj] = 2iεijkσk);

σx =






0 1

1 0




 , σy =






0 −i

i 0




 , (6.7)

se obtiene que los Hamiltonianos de las interacciones de acoplamiento esṕın-órbita

tampoco conmutan i.e. [HR, HD] 6= 0. Por consiguiente la expresión1: e−
i
h̄
Hsot =

e−
i
h̄
(HR+HD)t = e−

i
h̄
HRte−

i
h̄
HDte[HR,HD ]t2/2h̄2

con [HR, HD] = HRD = αRαD

h̄
σz(

∂2

∂y2
− ∂2

∂x2 ).

Similarmente e−
i
h̄
(H0+Hso)t = e−

i
h̄
H0te−

i
h̄
HSOt, debido a que [H0, HSO] = 0. Por con-

siguiente, expandiendo las exponenciales en (6.5), se puede reescribir de la siguiente

forma;

|ψ(x, y, t)〉 = e−
iH0t

h̄ e−
iV t
h̄ e−

iHRt

h̄ e−
iHDt

h̄ e−
iHRDt

h̄ |ψ(x0, y0, t0)〉 (6.8)

Note además, que de la misma formaHR yHD se pueden descoponer en la sumaHR =

Hx
R + Hy

R y HD = Hx
D + Hy

D respectivamente, en Hx
R = iαRσy

∂
∂x

, Hy
R = −iαRσx ∂

∂y
,

Hx
D = iαDσx

∂
∂x

y Hy
D = −iαDσy ∂

∂y
. Análogamente debido a la anti-conmutación de

las matrices de Pauli se tiene que: e−
i
h̄
HRt = e−

i
h̄
(Hx

R
+Hy

R
)t = e−

i
h̄
Hx

Re−
i
h̄
Hy

Re
i

2h̄
[Hx

R
,Hy

R
]t,

mientras que para el caso de Dresselhaus, la expresión se reescribe como; e−
i
h̄
HDt =

e−
i
h̄
(Hx

D
+H

y

D
)t = e−

i
h̄
Hx

De−
i
h̄
H

y

De
i

2h̄
[Hx

D
,H

y

D
]t, donde [Hx

R, H
y
R] = −2α2

Rσz
∂2

∂x∂y
y [Hx

D, H
y
D] =

−2α2
Diσz

∂2

∂x∂y
definiendo, Hxy

R =
α2

R

h̄
σz

(

∂2

∂x∂y

)

t y Hxy
D =

α2
D

h̄
σz

(

∂2

∂x∂y

)

t,(ver apéndice

C). Note que Hxy
R,D depende expĺıcitamente del tiempo. Reescribiendo la ecuación

(6.8);

|ψ(x, y, t)〉 =
8∏

µ=0

e−iwµt|ψ(x0, y0; t0)〉 (6.9)

1usando la identidad de eA+B = eAeBe−[A,B]/2
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con w0 = H0, w1 = V (x, y; t), w2 = Hx
R, w3 = Hy

R, w4 = Hxy
R , w5 = Hx

D, w6 = Hy
D,

w7 = Hxy
D y w8 = HRD. Es decir obtenemos una ecuación genérica para la sucesión

expĺıcita de las exponenciales. Como quedará más claro adelante, el reescribir la

solución dada a la ecuación de la función de onda (6.9) en términos de la multiplica-

toria de propagadores, nos permitirá encontrar, la solución a la ecuación de onda total

en cada iteración temporal de forma secuencial para cada uno de los propagadores a

través de la definición de funciones auxiliares asociadas al propagador de la función

de onda conocida.

6.3 Implementación numérica: caso Rashba

Siguiendo con la generalización de la ecuación (6.9), para obtener la solución general

a esta ecuación se introduce primero el ket de la función auxiliar de φ tenemos que

|φµ〉, tal que;

|φµ(t)〉 = e−iwµt|φµ−1(0)〉 (6.10)

donde |φµ−1(0)〉 representa el estado de la función de onda para la solución inicial al

punto (x0, y0) a un tiempo t0, es decir, |ψ(x0, y0, t0)〉.

Siguiendo con el trabajo de Goldberg y Schey [46], se utiliza para el operador de

evolución temporal la aproximación de Cayley2, que cabe mencionar, es una trans-

formación unitaria y tiene la conveniencia de ser correcta hasta el orden δt2. Usando

2La unitariedad es la caracteŕıstica de la ecuación de onda original, lo cual asegura que la norma-
lización de la función de onda no cambie con el tiempo. Una aproximación unitaria simple para e−iδH

ésta dada por la forma de Cayley para el operador de evolución temporal, que tiene la conveniencia
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Cayley la ecuación (6.10) se reescribe de la siguiente forma

|φµ(t)〉 =

[

1 − iwµt

1 + iwµt

]

|φµ−1(0)〉 (6.11)

por lo que podemos escribir

(1 + iwµt)|φµ(t)〉 = (1 − iwµt)|φµ−1(0)〉 ≡ |χµ−1(0)〉 (6.12)

reemplazando |φµ〉 → φµ y |χµ−1〉 → χµ−1 sin pérdida de generalidad, la ecuación

(6.12) se reescribe

(1 + iwµt)φµ(t) = (1 − iwµt)φµ−1(0) ≡ χµ−1(0) (6.13)

la expresión (6.13) es una ecuación genérica para la sustitución expĺıcita de las wµ’s

(w0 = H0, w1 = V (x, y; t), w2 = Hx
R, w3 = Hy

R,...) que se resuelven por medio de

definir funciones auxiliares (φ’s, ρ’s, M ’s, etc). Para resolver la ecuación (6.13) se

procede a discretizarla y aśı poder resolver el sistema de ecuaciones en diferencias

finitas. Esto conduce a la solución numérica de sistemas tridiagonales y ecuaciones

de recurrerencia simples para cada iteración de tiempo y para todo el espacio de

la función de onda, con la cual se calcularon numéricamente los valores esperados

de ser correcto hasta el orden δ2,

e−ix =
e−

1

2
ix

e
1

2
ix

' 1 − i
2x

1 + i
2x
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de posición en el tiempo, densidad de probalidad y polarización de esṕın. La gene-

ralización del formalismo incluyendo ambos acoplamientos de esṕın-órbita, se realizó

y se agregó en detalle en el apéndice C. Cabe mencionar que la implemetación de

esta técnica para el caso considerando solo la interacción de Dresselhaus (αD 6= 0 y

αR = 0) se hace de forma análoga al caso de Rashba.
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7. Resultados y discusiones

En este caṕıtulo se analizarán los resultados numéricos obtenidos de nuestras simula-

ciones de la evolución temporal de paquetes de onda gaussianos bidimensionales esṕın

polarizados en presencia del acoplamiento esṕın-órbita para sistemas confinados en

heteroestructuras semiconductoras del tipo InAs/InGaAs. Empezamos con el caso

estático k0 = 0 en presencia de la interacción de Rashba, posteriormente estudiamos el

caso k0 6= 0. Luego procedemos a estudiar la inclusión del acoplamiento Dresselhaus

y consideramos los casos αR = αD y αR 6= αD. Se calculan los valores esperados de la

posición, densidad de probabilidad y polarización de esṕın como función del tiempo,

entre otras cantidades f́ısicas que nos permitieron realizar un estudio sistemático del

Zitterbewegung en tales sistemas.

7.1 Estado estacionario con interacción de Rashba

Consideramos primeramente la situación de un paquete gaussiano estático (k0 = 0)

polarizado en esṕın en la dirección +z que dejamos evolucionar en el tiempo en

presencia de la interacción esṕın-órbita de Rashba (αR 6= 0). Los parámetros de la

simulación empleados corresponden a un gas de electrones formado en un sistema

InAs/InGaAs, y fueron los siguientes: masa efectiva del electrón m∗ = 0.05m0, in-

tensidad del acoplamiento Rashba αR = 2α0, con α0 = 2 × 10−11eVm, dispersión
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inicial del paquete σ0 = 1400 Å, y finalmente, el sistema se dejó evolucionar hasta un

tiempo máximo tmax = 7t0 (con t0 = 1.84ps). El cálculo numérico se realizó con los

siguientes parámetros de simulación: δx = δy = 50Å, npx = npy = 900 y ndt = 100

con δt = 2.31 × 10−14s.

En la figura 7.1(a) se muestran la densidad de probabilidad ρ(x, y, tmax) del paquete

de onda electrónico como función de la posición en ausencia de Rashba (αR = 0);

en 7.2(a) se muestra su correspondiente mapa de intensidad en el plano x− y. Note

que la densidad de probabilidad muestra un perfil gaussiano isotrópico, como era de

esperarse. Sin embargo, cuando se incluye el acoplamiento de Rashba (αR 6= 0),

se observa una cambio significativo en ρ(x, y, tmax) manifestándose como un patrón

de interferencia simétrico (figuras 7.1(b) y 7.2(b)). En el caṕıtulo 3 se explicó que

la interacción esṕın-órbita de Rashba introduce un rompimiento de la degeneración

de esṕın de los estados a la enerǵıa de Fermi. Se explicó también la naturaleza de

este desdoblamiento es tal que permite que electrones con la misma enerǵıa tengan

diferentes vectores de onda (k1 y k2), esto es , E+(k1) = E−(k2). Esto produce que

se tengan dos paquetes de onda propagándose con dos números de onda diferente.

De hecho, la parte exterior de la distribución concéntrica de ρ(x, y, t) se propaga con

velocidad de grupo mayor que αR/h̄ mientras que la parte interior se mueve con ve-

locidad de grupo menor a αR/h̄, esto produce un traslape < Ψ+k1 |Ψ−k2 >6= 0 que

se manifiesta como un perfil tipo interferencia de ρ(x, y, t) (7.2(a)), y por ende, la

formación de anillos concéntricos en el mapa de intensidad de la densidad de proba-

bilidad (7.2(b)). Estos resultados también son consistentes con el análisis realizado en
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Figura 7.1: Densidad de probabilidad electrónica ρ(x, y, t) = |ψ↑|2 + |ψ↓|2 para un estado

inicial del paquete gaussiano con k0 = 0, σ0 = 1400Å, a un tiempo de tmax = 7t0. Del
lado izquierdo de la figura, en a.1) se graficó el caso sin acoplamiento esṕın-órbita como

referencia, (i.e. αR = 0), a.2) muestra la gráfica del mapa de intensidades de ρ(x, y, t) en
el plano x − y. Del lado derecho de la figura en b.1) se observa que el acoplamiento esṕın-

órbita finito (αR = 2α0) cambia cualitativamente el caracter de la evolución del paquete
de ondas, produciendo durante su evolución temporal que el paquete gaussiano inicial se

separe en dos partes axialmente simétricos. En b.2) se observa un comportamiento de
ćırculos concéntricos bien definido ρ(x, y, t).
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el caṕıtulo 5 acerca de los casos ĺımites para el valor de η (con η =
m∗2(

αR
h̄

)
2
σ2
0

h̄2 ). En este

caso se satisface η >> 1 que implica que para valores de αR relativamente grandes,

el paquete inicial se divide en dos partes las cuales se propagan con velocidades de

grupo diferente conforme su evolucionan en el tiempo.1

7.1.1 Dependencia de la intensidad de acoplamiento Rashba

Para entender el efecto que introduce la intensidad del acoplamiento esṕın-órbita de

Rashba en el comportamiento del paquete de ondas gaussiano, en esta subsección

se analizará el caso para diferentes valores del acoplamiento esṕın-órbita de Rashba,

partiendo de una interacción débil (αR = α0) a una interacción relativamente fuerte

(αR = 3α0) . En la figura 7.2 se muestra una gráfica de la densidad de probabilidad

electrónica para diferentes valores de αR y diferentes tiempos.

Note que para una interacción esṕın-órbita débil con un parámetro de Rashba αR =

α0, se necesita más tiempo en la evolución temporal para que ρ(x, y, t) presente oscila-

ciones más definidas, mientras que el caso contrario, cuando el parámetro de Rashba

es grande (αR = 3α0), las oscilaciones en la estructura de la densidad de probabilidad

son más pronunciadas. Esto se debe a que la frecuencia de las oscilaciones (i.e. 2k0
αR

h̄
)

de la ecuación (5.30) depende directamente del valor del parámetro de Rashba.

Asimismo, como era de esperarse, se presenta claramente un fuerte comportamiento

oscilatorio en la densidad de esṕın, como se muestra en la figura 7.3, donde se graficó

1Esto se estableció para el caso 1D, pero igual aplica par el caso 2D.
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Figura 7.2: Densidad de probabilidad electrónica ρ(x, y, t) = |ψ↑|2 + |ψ↓|2 para diferentes

valores de acoplamiento esṕın-órbita de Rashba y diferentes tiempos. Se observa que con
una interacción débil αR = α0, se necesita más tiempo en la evolución temporal para que

esta presente oscilaciones más definidas. El caso contrario, cuando el parámetro de Rashba
es muy fuerte (αR = 3α0), las oscilaciones en la estructura de la densidad de probabilidad

son más pronunciadas. En la esquina superior de cada gráfica se muestra el mapa de
intensidades de la densidad de probabilidad correspondiente a cada gráfica, mostrando una

simetŕıa anular concétrica en cada caso.
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Figura 7.3: Densidad de probabilidad electrónica de esṕın Sz(x, y, t) = |ψ↑|2 − |ψ↓|2 para

diferentes valores de acoplamiento esṕın-órbita de Rashba y mismo tiempo de simulación.
En la figura con αR = α0 se observan oscilaciones para las diferentes contribuciones positivas
y negativas de Sz(x, y, t). Para el caso cuando se incrementa el parámetro de Rashba a un

valor relativamente fuerte (αR = 3α0), las oscilaciones en la estructura de la densidad de
probabilidad son más pronunciadas. Se muestra también, en la esquina superior de cada

gráfica el mapa de intensidades correspondiente a cada gráfica, mostrando simetŕıa circular
concéntrica en cada caso para diferentes valores de la densidad de probabilidad de esṕın.

Todas las distribuciones fueron calculadas a un tiempo t = 6t0.
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Figura 7.4: a) Densidad de probabilidad electrónica ρ(x, y) = |ψ↑|2+ |ψ↓|2, y b) densidad de
probabilidad electrónica de esṕın Sz(x, y) = |ψ↑|2−|ψ↓|2 para un tiempo final de tmax = 7t0
en los que se consideró un paquete gaussiano inicial esṕın polarizado en dirección +z con

momento inicial p0y = 0 y pox = h̄k0 con k0 = 2.55 × 107m−1. El valor del acoplamiento
esṕın-órbita es αR = 2α0. La dispersión inicial del paquete gaussiano fue σ0 = 1400Å.

la densidad de probabilidad de esṕın Sz(r) = h̄
2
(|Ψ1(r, t)|2−|Ψ2(r, t)|2) de la ecuación

(5.23) para diferentes valores de αR para un mismo tiempo t = 6t0. Ademas de

haber contribuciones negativas y positivas de la densidad de esṕın, esta exhibe un

comportamiento oscilatorio que decrecen conforme el tiempo aumenta.

7.2 Dinámica con Rashba (k0x 6= 0 y k0y = 0)

Ahora se considera el caso en el que el paquete de onda inicial esṕın polarizado (a lo

largo del eje +z) se encuentra en movimiento. Escogemos la dirección de propagación

a lo largo del eje x, por lo que la componente de momento inicial a lo largo del eje y

sea cero (p0y = h̄k0y = 0), mientras que pox = h̄k0 6= 0. Para nuestras simulaciones
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elegimos k0 = 2.55 × 10−7m−1, el resto de los parámetros son idénticos a los usados

en la Fig.7.1

La figura 7.4(a) muestra la densidad de probabilidad a un tiempo tmax = 7t0 para

αR = 2α0. Note que ya no se presenta la simetŕıa ciĺındrica tipo interferencia del caso

totalmente estático de la figura 7.1(b1), y se observa que el paquete inicial gaussiano

se separa en dos partes, mostrando dos máximos en la densidad de probabilidad de

diferente amplitud desplazándose en dirección del eje x, presumiblemente, con veloci-

dades diferentes. Claramente la elección de propagación en una dirección preferen-

cial rompe la simetŕıa entre los estados de esṕın con momento ±kx, lo que produce

diferentes velocidades de propagación en dirección opuesta minimizando aśı de forma

significativa el traslape de los paquetes de onda con esṕınes opuestos, y por tanto,

suprimiendo el efecto interferencia. En la figura 7.4(b) se muestra la distribución de

polarización de esṕın Sz(x, y, t) que evidenćıa que los paquetes de onda observados

en la figuara 7.4(a) tienen polarización opuesta, como era de esperarse.

7.3 Dinámica con Rashba (k0x = k0y 6= 0)

Ahora consideraremos un paquete de onda con componentes de momento inicial

idénticas (k0x = k0y = 2.55 × 107m−1), mientras el resto de los parámetros son

iguales a los empleados en la figura 7.4. La distribución de ambas, la densidad de

probabilidad total y de la polarización de esṕın, presentan un comportamiento muy

similar al obtenido anteriormente para el caso con k0x 6= 0 y k0y = 0, ver figura 7.5,
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Figura 7.5: a)Densidad de probabilidad electrónica ρ(x, y) = |ψ↑|2 + |ψ↓|2, y b) densidad de

probabilidad electrónica de esṕın Sz(x, y, t) = |ψ↑|2 − |ψ↓|2 a un tiempo final de tmax = 7t0
para un estado inicial del paquete Gaussiano tal que las componentes del vector de onda

pox = h̄k0 y poy = h̄k0 con k0 = 2.55× 107m−1. La dispersión inicial del paquete gaussiano
fué σ0 = 1400Å y αR = 2α0. Se muestra que la ρ(x, y, t) tiene dos máximos (que viajan

en dirección opuesta según nuestros estudios de la evolución temporal de los paquetes),
similarmente ocurre para Sz(x, y, t).

pero rotado π/4 en el plano respecto este, como era de esperarse. Las ligeras dife-

rencias entre ellos, mayormente notorias en Sz(x, y, t) probablemente sean debidas a

que existe un factor de
√

2 entre el momento incial de ambos casos, i.e. |ko| = kox

en la simulación de la figura 7.4, mientras que para la simulación para la figura 7.5

tenemos |ko| =
√

k2
ox + k2

oy =
√

2kox.

Es importante apuntar que para el caso con únicamente interacción tipo Dresselhaus

(en ausencia de Rashba) este cálculo arrojará, por simetŕıa, exactamente los mismos

resultados hasta aqúı discutidos para Rashba finito, con la única diferencia que los

paquetes de onda se propagan en dirección opuesta (con signo opuesto). Por tal

motivo no se muestran esos resultados en esta tesis.
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7.4 Acoplamiento de Rashba y Dresselhaus

7.4.1 Interacción de Rashba y Dresselhaus (caso estacionario)

Ahora procederemos a estudiar la situación cuando las interacciones esṕın-órbita de

Rashba y Dresselhaus están ambas presentes. Suponemos primero que el paquete de

onda inicial es estacionario (k0x = k0y = 0), hemos usado exactamente los mismos

parámetros de simulación que en las figuras anteriores con αR = 2α0 y αD = 0.5α0.

El caso αR = αD se analizará más adelante. En la figura 7.6, en la parte superior, se

graficó la densidad de probabilidad electrónica figura 7.6.(a), y su mapa de intensidad

7.6.(b). En la parte inferior se despliega los resultados para la polarización de esṕın.

La densidad de probabilidad total exhibe un comportamiento totalmente diferente

al caso con puro Rashba. El perfil de la densidad de probabilidad conserva ciertas

simetŕıas pero en vez de desarrollar un patrón de interferencia circularmente simétrico

como el caso con puro Rashba, en este caso, se forma una distribución eĺıptica angular-

mente asimétrica. Esto se ve aun más evidente en el mapa de intensidad de ρ(x, y, t)

(ver figura 7.6.(b)) donde se notan claramente dos elipses concéntricas, presentando

en cada uno de los focos de la elipse interior los picos máximos de la ρ(x, y, t).

7.4.2 Dinámica con Rashba y Dresselhaus (k0y = 0)

En la figura 7.7 se muestra la densidad de probabilidad electrónica para el caso con

αR = 2α0 y αD = 0.5α0 con k0x = 2.5 × 107m−1 y k0y = 0. La amplitud de los dos

máximos que se propagan en dirección contraria ahora notoriamente difieren (ver fig.
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Figura 7.6: Evolución temporal para el caso estacionario para un tiempo de tmax = 7t0, en a)

se grafica la densidad de probabilidad electrónica, mostrando que el paquete inicial se separa
en dos partes formando dos paquetes totalmente simétricos, pero con diferente dirección de

la velocidad formando dos elipses concéntricas y b) la densidad de probabilidad de esṕın, del
lado derecho de la gráfica se muestra el mapa de intensidades para cada caso. Simulaciones

con σ0 = 1400Å, k0 = 0, e intensidades de acoplamiento de Rashba y Dresselhaus de
αR = 2α0 y αD = 0.5α0, respectivamente.
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Figura 7.7: Densidad de probabilidad electrónica y de esṕın para un estado inicial del
paquete gaussiano con k0x = 2.5 × 107m−1, σ0 = 1400Å, αR = 2α0 y el parámetro de

Dresselhaus es de αD = 0.5α0. Simulación al tiempo t = 6.8t0 .

7.7). F́ısicamente esto se debe a que las contribuciones de las dos interacciones de

acoplamiento esṕın-órbita contribuyen asimétricamente a la ρ(x, y, t). Esto se ve más

claro de la ecuación para las energias caracteŕısticas del sistema dada por

E± =
h̄2k2

2m∗ ±
√

(αRkx − αDky)2 + (αRky − αDkx)2 (7.1)

claramente se observa, que si la contribución para el caso αR es mayor que el término

αD, la contribución relativa es por tanto asimétrica en momento, lo cual es heredado

en la descripción del espacio real de la densidad de probabilidad.

7.4.3 Caso con acoplamiento αR = αD

Considere ahora el caso donde los valores de la interacción de acoplamiento esṕın-

órbita de Rashba y Dresselhaus son iguales con un paquete de onda inicial estacionario
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Figura 7.8: Mapas de intensidades para la densidad de probabilidad electrónica para un

estado inicial del paquete gaussiano con k0 = 0, αR = αD = 0.5α0 para diferentes tiempos.
[ (a) t = t0 , (b) t = 2t0, (c) t = 3t0,(d) t = 4t0, (e) t = 5t0, (f)t = 6t0, (g) t = 7t0]

(k0 = 0). Es evidente, que la densidad de probalidad electrónica es independiente

del valor de k0, inclusive en presencia de la dependencia en esṕın. Es decir este

resultado coincide exactamente con el resultado teórico conocido para los valores

de la enerǵıa caracteŕıstica del sistema, considerando αR = αD de (7.5), se obtiene

E± = h̄2k2

2m∗ ± αR
√

2|kx + ky|, resultado análogo al obtenido en la figura 7.5. Se

consideraron diferentes tiempos con la idea de mostrar la evolución temporal de la

densidad de probabilidad y cómo es que los paquetes de onda desdoblados se separan

a medida que transcurre el tiempo (figura 7.8).

7.5 El Zitterbewegung

Finalmente, en esta sección se describirán los resultados obtenidos para el efecto del

Zitterbewegung en sistemas donde el acoplamiento esṕın-órbita de Rashba es el acopla-

miento de esṕın dominante. En los caṕıtulos anteriores se puntualizó que el término

que da origen al Zitterberwegung es proporcional a e
−2iHt

h̄ , dado que es precisamente

este término el que conduce a un acoplamiento entre los estados con enerǵıas +Ep y

−Ep; mas sin embargo, su promedio sobre un estado con enerǵıa definida (+Ep o −Ep)
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es cero. Por lo que es necesario calcular el valor esperado del operador de posición

en función del tiempo. En los siguientes cálculos se consideró que el paquete de onda

inicial se propaga en dirección x con kox = 4ko, siendo k0 = 2.5 × 107m−1. Primero

estudiaremos el comportamiento del valor esperado de la posición como función del

tiempo en dirección perpendicular a la propagación, (i.e. a lo largo del eje y, 〈y(t)〉)

para diferentes dispersiones del paquete gaussiano inicial. Posteriormente se analizará

la dependencia de 〈y(t)〉 con la intensidad de acoplamiento esṕın-órbita de Rashba

αR.

Nuestros cálculos numéricos de 〈y(t)〉 muestran el comportamiento caracteŕıstico del

Zitterberwegung de oscilaciones rápidas que decaen con el tiempo (figura (7.9)). Se

grafican dos casos, para σo = 2100Å y σo = 1700Å. Notamos que las oscilaciones

decaen más lentamente para el valor de la dispersión más grande. El valor esperado

de la velocidad 〈υy(t)〉 (no mostrado aqúı) produce un resultado similar, consistente

con la ecuación (5.26),

〈υy(t)〉 = −αR
h̄
Sen

[
2

h̄
αRk0t

]

e
−

[

αR
h̄σ0

t

]2

(7.2)

que nos indica que las oscilaciones decaen más rápido para dispersiones σo pequeñas

(que es precisamente lo que se observa en la Figura 7.9). Claramente de (7.2), las os-

cilaciones tienen frecuencia ω = 2
h̄
k0αR, por lo que el peŕıodo de las oscilaciones

(τ = 2π
ω

) disminuye al aumentar αR para una k0 fija. Note que estas fórmulas

fueron derivadas de un análisis unidimensional, esto es, para el caso que se tiene
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Rashba 1D. Nuestros cálculos numéricos son en 2D, pero sin embargo podemos uti-

lizar tales fórmulas para estimar los peŕıodos esperados. Esto lo hacemos notando que

en 2D, ko =
√

k2
ox + k2

oy, y notando que el problema con Rashba en 2D es axialmente

simétrico, por lo que podemos escoger koy = kox y por tanto ko =
√

2kox, lo que

conduce a un factor de
√

2 entre el ko de 2D y 1D. Luego entonces la frecuencia de

las oscilaciones en nuetras siumulaciones debeŕıan obedecer ω → ω̃ = 2
h̄

1√
2
k0xαR. De

nuestros cálculos numéricos de 〈y(t)〉 (figura 7.9b) se puede extraer que el peŕıodo de

las oscilaciones es τ ∼ 0.36ps, mientras que el esperado es τ̃ = 2π
ω̃

= 0.37ps. Esta casi

perfecta concordancia del peŕıodo de las oscilaciones de nuestros cáculos numéricos

con los estimados anaĺıticamente nos muestra una interesante idependencia de la

frecuencia de las oscilaciones para dispersiones σ0 ≤ 1700Å, además de corroborar

la exactitud de nuestros cálculos numéricos. Note que para el caso con dispersión

σ0 = 2100Å se extrae un peŕıodo ligeramente mayor (∼ 0.46ps) que corresponde a un

cambio relativo de los peŕıodos de 0.46/0.37 = 1.243 que incidentalmente corresponde

al cambio relativo en las dispersiones 2100/1700 = 1.235.

También se realizó el análisis de la dependencia de 〈y(t)〉 con la intensidad de acopla-

miento esṕın-órbita de Rashba αR. En la figura (7.10) se muestra el comportamiento

caracteŕıstico del efecto del Zitterberwegung con oscilaciones rápidas que decaen con el

tiempo. Además se observa que la amplitud y el peŕıodo de las oscilaciones dependen

de la intensidad de acoplamiento esṕın-órbita. Se observa que las oscilaciones de-

caen más lentamente para el valor de la intensidad de acoplamiento esṕın-órbita más

pequeño (αR = α0 ). Se estimó el valor del periodo de las oscilaciones que coincide
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Figura 7.9: El valor esperado de 〈y〉 respecto el tiempo t, para diferentes valores de σ0, con

k0x = 4k0, siendo k0 = 2.5×107m−1 , αR = 4α0, y tiempo total de simulación de t = 4.158ps.
De la gráfica se extrae el periodo de oscilación para el caso con σ0 = 2100Å es de τ ∼ 0.36ps,

mientras que para el caso cuando σ0 = 1700Å es de τ ∼ 0.46ps. Ambas graficas muestran
el comportamiento caracteŕıstico del efecto del Zitterberwegung de oscilaciones rápidas que

decaen con el tiempo. Sin embargo se observa que las oscilaciones decaen más lentamente
para el valor de la dispersión mayor.

exactamente con los valores predichos por la fórmula para τ̃ descrita anteriormente.

Por último se muestra el resultado para la densidad de probabilidad de esṕın Sz(x, y, t)

(figura (7.11)) para diferentes tiempos. Se observa que el paquete inicial se desdobla

en dos corespondientes a las dos contribuciones de la densidad de probabilidad de

esṕın que se separan simétricamente con velocidades opuestas.
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Figura 7.10: Zitterberwegung : El valor esperado de 〈y〉 respecto al tiempo t, para diferentes

valores de la intensidad de acoplamiento esṕın-órbita de Rashba αR. Con el valor de la
dispersión inicial de σ0 = 1700Å, k0x = 4k0, siendo k0 = 2.5 × 107m−1. De la gráficas se

extrae que el periodo de oscilación para el caso con αR = α0 es de τ ∼ 1.45ps, para el caso
cuando αR = 2α0 es de τ ∼ 0.725ps, para el caso cuando αR = 3α0 es de τ ∼ 0.476ps y para

el caso de αR = 4α0 es de τ ∼ 0.36ps. En las gráficas se muestran el comportamiento ca-
racteŕıstico del efecto del Zitterberwegung de oscilaciones rápidas que decaen con el tiempo.
Asimismo la amplitud y el periodo de las oscilaciones dependen de la intensidad de acopla-

miento esṕın-órbita. Se observa que las oscilaciones decaen más lentamente para el valor de
la intensidad de acoplamiento esṕın-órbita más pequeño (αR = α0 ).
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Figura 7.11: Densidad de probabilidad de esṕın Sz(x, y, t) , con σ0 = 1700Å, k = 4k0 para
diferentes tiempos , con k0 = 2.5 × 107m−1 , αR = 4α0 y t1 = 20t0 t2 = 30t0 t3 = 80t0
t4 = 100t0
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8. Conclusiones

Se realizó un estudio teórico y numérico del fenómeno del Zitterbewegung en gases de

electrones bidimensionales formados en heterostructuras semiconductoras de brecha

energética estrecha (grupos III − V ), en donde las interacciones esṕın-órbita de

Rashba y Dresselhaus son importantes. También se estudió la dinámica de los paque-

tes de onda con acoplamiento esṕın-órbita. Se calcularon numéricamente los valores

esperados de posición en el tiempo, densidad de probabilidad y polarización de esṕın,

entre otras cantidades f́ısicas que nos permitieron realizar un estudio sistemático del

Zitterbewegung en tales sistemas.

Se mostró, mediante el análisis mecánico cuántico de la evolución temporal de paque-

tes de onda electrónicos, que el valor esperado del vector de posición experimenta un

comportamiento oscilatorio caracteŕıstico del Zitterbewegung. Asimismo, se encontró

que si el esṕın del electrón esta inicialmente polarizado (dirección z, para un esṕın-

órbita en el plano), entonces el movimiento oscilatario del Zitterbewegung es siempre

perpendicular a la velocidad de grupo del paquete de ondas.

Se encontró que se exhibe una fuerte dependencia del valor de αR en las oscilaciones

inducidas por el Zitterbewegung. Es decir, cuando la interacción de acoplamiento

esṕın-órbita es débil (i.e.αR = α0), se necesita más tiempo en la evolución temporal

para que el paquete electrónico presente oscilaciones bien definidas. Por otro lado,

cuando el parámetro de Rashba es relativamente fuerte (i .e.αR = 3α0), las oscilaciones



69

en la estructura de la densidad de probabilidad son más pronunciadas.

También se mostró que el acoplamiento esṕın-órbita cambia cualitativamente el carácter

de la evolución del paquete de ondas, y que durante su evolución temporal, el paquete

gaussiano inicial se convierte en dos partes axialmente simétrico. La parte exterior

se propaga con una velocidad de grupo mayor que αR/h̄ y la parte interior se mueve

con velocidad de grupo menor que αR/h̄. Este desdoblamiendo aparece debido a la

presencia de dos bandas en el espectro del electrón correspondientes a los estados

estacionarios con diferente helicidad.

Se realizó el estudio también las contribuciones de los acoplamientos simultáneos de

Rashba y de Dresselhaus, donde αR > αD. Se mostró que el paquete de ondas gaus-

siano se separa en dos partes simétricas con diferente dirección de la velocidad como

en el caso de puro Rashba, pero con la misma amplitud de densidad de probabilidad.

No se observa la simetŕıa circular como es el caso con la contribución sólo de αR,

si no que en este caso se muestra claramente dos elipses concéntricas rotadas y en

los extremos del eje mayor de dicha simetŕıa eĺıptica se observan dos máximos, la

intensidad de probabilidad eletrónica es mayor en los máximos en la elipse interior.

Hemos mostrado que el Zitterbewegung de paquetes de ondas en nanoestructuras

con acoplamiento esṕın-órbita puede ser observado experimentalmente en estructuras

de baja dimensionalidad. En particular este efecto debeŕıa determinar la dinámica

del electrón y las caracterist́ıcas de alta frecuencia del transistor de efecto de campo

por Datta y Das [49] y otros dispositivos espintrónicos. De acuerdo a las recientes

publicaciones de investigaciones teóricas el fenómeno del Zitterbewegung, este debeŕıa
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en principio aparecer en sólidos, en particular en semiconductores de brecha energética

estrecha.

Cómo trabajos a futuro para este modelo y método numérico que desarrollamos en

esta tesis seŕıa por ejemplo el incluir dependencia temporal en el parámetro de in-

teracción de Rashba. Otra implementación seŕıa por ejemplo generalizar el método

para otro tipo de material, como es el de monocapa y bicapa de Grafeno, debido a las

propiedades interesantes de este material. Se pueden incorporar sin mucha dificultad

efectos debidos a campos magnéticos y eléctricos externos.
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Apéndice A. Ecuación de Dirac:

propiedades

La dinámica de part́ıculas cuánticas-relativistas en ausencia de potenciales está go-

bernada por la ecuación de Dirac:

ih̄
∂ψ

∂t
= Hψ = (cα · p +m0c

2β)ψ (A.1)

donde c es la velocidad de la luz en el vaćıo y m0 es la masa en reposo de la part́ıcula

en cuestión. Los objetos α y β son matrices de 4 × 4 escritas en términos de las

matrices de Pauli y de la matriz identidad 1.

α =






0 σ

σ 0




 ; β =






1 0

0 −1




 con σ = (σx, σy, σz) y

σx =






0 1

1 0




 ; σy =






0 −i

i 0




 ; σz =






1 0

0 −1




 ;

ψ =






ϕ

χ




 , (A.2)
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con

ϕ =











ψ1

ψ2











y χ =











ψ3

ψ4











(A.3)

donde

ψ(r, t) = ψ(r)e
iεt
h̄ (A.4)

siendo ε la enerǵıa total para los estados estacionarios. Sustituyendo (A.4) en términos

de (A.3) en (A.1) se llega a:

ε

(

ϕ

χ

)

= c






0 σ

σ 0




 · p

(

ϕ

χ

)

+m0c
2






1 0

0 −1






(

ϕ

χ

)

(A.5)

que conduce al siguiente par de ecuaciones acopladas,

εϕ = cσ · pχ +m0c
2ϕ

εχ = cσ · pϕ−m0c
2χ , (A.6)

sin pérdida de generalidad, los estados con p definido como momento, se pueden

escribir
(

ϕ

χ

)

=

(

ϕ0

χ0

)

e
i
h̄
p·x (A.7)

por tanto (A.6) se reescribe de la siguiente forma

(ε−m0c
2)1ϕ0 − cσ · pχ0 = 0
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−cσ · pϕ0 + (ε+m0c
2)1χ0 = 0 (A.8)

Sistema lineal de ecuaciones (A.8) homogeneas para ϕ0 y χ0 tiene soluciones no-

triviales, por lo que el determinante de los coeficientes es

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(ε−m0c
2)1 −cσ · p

−cσ · p (ε−m0c
2)1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0, (A.9)

es decir

(ε2 −m2
0c

4)1 − c2(σ · p)(σ · p) = 0 ,

ε2 = m2
0c

4 + c2p2 ,

más compactamente,

ε = ±Ep , Ep = +c
√

p2 +m2
0c

2 , (A.10)

los 2 signos del factor de evolución temporal ε corresponden a las soluciones positivas

y negativas de la ecuación de Dirac. Por otro lado de la ecuación (A.8), se tiene que

χ0 =
c(σ · p)

m0c2 + ε
ϕ0 (A.11)
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Ahora bien, denotando el espinor ϕ0 de la forma

ϕ0 = U =

(

U1

U2

)

, (A.12)

con normalización

U †U = U∗
1U1 + U∗

2U2 = 1 (A.13)

donde U1 , U2 son números complejos en general, usando la ec. (A.7) y (A.2) ob-

tenemos el conjunto completo de soluciones positivas y negativas de la ecuación de

Dirac:

Ψpλ(x, t) = N

(

U
c(σ·p)

m0c2+λEp
U

)

e
i
h̄
(p·x−λEpt)

(
√

2πh̄)3
(A.14)

con λ = ±1 caracteriza las soluciones positivas y negativas con el factor de evolución

temporal ε = λEp. El factor de normalización N se determina de la condición

∫

Ψ†
pλ(x, t)Ψp′λ′(x,t)d3x = δλλ′δ(p− p′) (A.15)

por consiguiente,

N2
(

U †U + U † c
2(σ · p)(σ · p)

(m0c2 + λEp)2
U
)

= 1 (A.16)

o usando ec. (A.10):

N2
(

1 +
(c2p2)

(m0c2 + λEp)2

)

= 1

N =

√
√
√
√

(m0c2 + λEp)

2λEp
(A.17)
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Figura A.1: Se muestra esquemáticamente el espectro de los eigenvalores de la enerǵıa para

la ecuación de Dirac para la part́ıcula libre. El espectro de enerǵıa negativa con E < m0c
2

son ocupados por positrones.

El espectro de εpλ, que corresponde al espinor Ψpλ(x, t), se muestra en la ilustración

de la figura A.1, donde aparece un dominio de frecuencias negativas y positivas (ei-

genvalores de la enerǵıa), que exhibe una brecha energética de 2m0c
2 que separa

el continuo de la enerǵıa positiva (εp,1 = +Ep), del continuo de enerǵıa negativa

(εp,−1 = −Ep). Cabe señalar que para la interpretación de los estados con ε = −Ep,

Dirac propuso introducir la noción del positrón (i.e. part́ıcula elemental, que posee

la misma cantidad de masa y carga eléctrica que el electrón; sin embargo, ésta es po-

sitiva ). Los valores negativos de la enerǵıa no se refiere entonces a enerǵıas negativas

del electrón (i.e. dado que éste siempre tiene enerǵıas positivas) sino a part́ıculas que

se encuentran por debajo del nivel 0 de enerǵıas. De la ecuación (A.15), vemos que:

pΨpλ = pΨpλ(x, t) . (A.18)

Para cada momento p existen 2 tipos de soluciones diferentes, una para λ = +1(ε =

+Ep) y la otra para λ = −1(ε = −Ep). Debido a esto, existen dos valores de

la velocidad con dirección opuesta (ver sección 4.1). A su vez esta dirección de la
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velocidad depende de otro número cuántico, la Helicidad, y básicamente es usada

para clasificar los estados de una part́ıcula libre. Notamos que el operador

Σ · p =






σ 0

0 σ




 · p (A.19)

conmuta con el operador del Hamiltoniano de Dirac H, de aqúı

S =
h̄

2
Σ =

h̄

2






σ 0

0 σ




 (A.20)

es la generalización de 4-dimensiones del operador del vector de esṕın. Calculamos,

[H,Σ · p] = [cα · p + βm0c
2,Σ · p] = c[α · p,Σ · p] = 0, (A.21)

por lo tanto [H,Σ · p] = 0 y naturalmente [p,Σ · p] = 0 como Σ · p , H y p

conmutan simultáneamente, entonces comparten las mismas eigenfunciones y por lo

tanto pueden diagonalizarse conjuntamente. Lo mismo ocurre para el operador de

helicidad

Λs =
h̄

2
Σ · p

|p| = S · p

|p| (A.22)

La Helicidad tiene una interpretacción evidente: es la proyección del esṕın en la

dirección del momento, como se ilustra en la figura A.2, es decir, hay un mismo valor

del momento, pero con Helicidad en dirección opuesta.
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Figura A.2: Se muestra los electrones con helicidad positiva a) y negativa b). En ambos
incisos se muestran las posibles rotaciones del electrón.

.
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Apéndice B. Condiciones iniciales y a la

frontera

Para la solución numérica de la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo se

representó el estado inicial de los electrones por un paquete Gaussiano esṕın polari-

zado:

|ψ(x, y, 0)〉 = ψ(x, y, 0)|ξσ〉 (B.1)

con |ξσ〉 polarización del esṕın, |ξ↑〉 =
(

1
0

)

=|↑〉 y |ξ↓〉 =
(

0
1

)

=|↓〉; por ejemplo para

polarización inicial |↑〉 tendŕıamos,

ψ(x, y, t0) =
1

(πσ2
0)

(1/2)
ei(kxx+kyy)e

−(x−x0)2

2σ2
0

− (y−y0)2

2σ2
0











1

0











(B.2)

donde (x0, y0) es la localización inicial del centroide del paquete gaussiano en t = 0,

siendo σ0 la dispersión inicial del paquete con momento (kx, ky). Las condiciones

a la frontera para la función de onda ψ(x, y, t) se fijarán de la siguiente manera:

supondremos que la part́ıcula ésta confinada dentro de una caja bidimensional de

longitud L de tal manera que las funciones de onda para cada esṕın asociadas a estas
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part́ıculas se anulen en las paredes de dicha caja, a todo tiempo t, i.e.,

ψ(x, L; t) = ψ(L, y; t) = ψ(x, 0; t) = ψ(0, y : t) = 0; (B.3)

lo anterior es para todas las t’s. Tal condición restringe por supuesto la elección de

los valores de la dispersión inicial (σ0), y de la posición del centroide del paquete

gaussiano (x0, y0) para que las funciones de onda sean despreciables cerca y en las

fronteras de la caja durante el tiempo de simulación. Generalizando el formalismo de

Goldberg [46] para el caso bidimensional:

k0x = k0y =

(

Jλ

8Nε

)

;

(

λ =
2ε2

δt

)

(

σN
σ0

)2

= 1 +

(

4Nε2

λσ2
0

)

≥ 1

(kmxε)
2

12
=

(kmyε)
2

12
� 1

kmx = kmy �
π

ε
(B.4)

donde J es el valor máximo en el intervalo espacial y ε = δx es el valor de cada

intervalo. Para el caso temporal, N es el valor máximo para cada intervalo δt ,

similarmente σN es el valor de la dispersión en el intervalo N . Además para el caso

del valor máximo del momento se utilizó kmx y kmy. La precisión de la simulación

numérica depende de la elección arbitraria de estos valores en el rango de validez de

tales condiciones.
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Apéndice C. Modelo e implementación

numérica

En este apéndice se detallará el método de integración, que se utilizó para el estudio

del efecto Zitterbewegung, en el transporte electrónico bidimensional en materiales

semiconductores de tipo GaAs, en presencia de la interacción del acoplamiento esṕın-

órbita de Rashba y/o Dresselhaus. (caṕıtulo 6)

C.1 Implementación numérica: caso Rashba

En la sección (6.2) se definió el valor de las las wµ’s como : w0 = H0, w1 = V (x, y; t),

w2 = Hx
R, w3 = Hy

R, w4 = Hxy
R , w5 = Hx

D, w6 = Hy
D, w7 = Hxy

D y w8 = HRD. Se

resolvió la ecuación (6.9) para las |φµ〉’s.

Para el caso en el que el sistema sólo presenta la interacción esṕın-órbita de tipo

Rashba (αD = 0, ausencia de la interacción de Dresselhaus), se escribe de la siguiente

forma (aqúı en adelante supondremos V (x, y) uniforme, note que [H0, V (x, y)] = 0)

|ψ(x, y, t)〉 = e−
iH0t

h̄ e−
iV t
h̄ e−

iHx
R

t

h̄ e−
iH

y
R

t

h̄ e
−iH

xy
R

t

h̄ |ψ(x0, y0, t0)〉 (C.1)

Procedemos ahora a discretizar las ecuaciones (C.1) para resolver el sistema de ecua-

ciones de diferencias finitas; para esto se introduce primero el ket de la función auxiliar



85

de φ tenemos que |φ(x, y, t)〉, tal que;

|ψ(x, y, t)〉 = e−
iH0t

h̄ e−
iV t
h̄ e−

iHx
R

t

h̄ e−
iH

y

R
t

h̄ |φ(x, y, t)〉 (C.2)

con

|φ(x, y, t)〉 = e−
iH

xy
R

t

h̄ |ψ(x0, y0, t0)〉 (C.3)

usando Cayley la ecuación (C.3) se reescribe de la siguiente forma

|φ(x, y, t)〉 =

[

1 − iHxy

R
t

2h̄

1 +
iHxy

R
t

2h̄

]

|ψ(x0, y0, t0)〉 (C.4)

por lo que podemos escribir

[

1 +
iHxy

R t

2h̄

]

|φ(x, y, t)〉 =

[

1 − iHxy
R t

2h̄

]

|ψ(x0, y0, t0)〉 ≡ |χ(x, y, t)〉 (C.5)

discretizamos (C.5) tal que las cordenadas espaciales x → jδx, y → mδy, mientras

el tiempo t→ nδt con j,m y n enteros, (C.5) en diferencias finitas ( y reemplazando

|ψ〉 → ψ, |φ〉 → φ y |χ〉 → χ sin pérdida de generalidad)

(1 + iγRσz)φ
n
j,m + iγRσz(φ

n
j−1,m−1 − φnj−1,m − φnj,m−1) =

ψnj,m − iγRσz(ψ
n
j+1,m+1 − ψnj+1,m − ψnj,m+1 + ψnj,m) = χnj,m (C.6)

con γR =
α2

R

2h̄2

(

Nδt
δx

)2

. Las componentes de los espinores φnj,m estan dados por φn↑j,m y
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φn↓j,m, por tanto

φn↑j,m =
1

(1 + iγR)
χn↑j,m − iγR

(1 + iγR)
(φn↑j−1,m−1 − φn↑j−1,m − φn↑j,m−1)

φn↓j,m =
1

(1 − iγR)
χn↓j,m +

iγR
(1 − iγR)

(φn↓j−1,m−1 − φn↓j−1,m − φn↓j,m−1) (C.7)

el sistema de ecuaciones (C.7) representa un sistema de ecuaciones de recursión para

las φ’s, y se resuelve con las condiciones de frontera adecuadas para el valor de las

φ’s, que se analizaron mediante las condiciones de frontera de las ψ’s; esto es: φn0,0,

φn0,1 = φn1,0 = φn1,1 = 0 y φnj,0 = φn0,m para todo (j,m). Es decir sabemos que las

condiciones de frontera para las ψ’s conducen las condiciones de frontera para las φ’s,

de tal forma que ψ0
j,0 = φ0

j,0 = 0, similarmente para ψ0
0,j = φ0

0,j = 0. Una vez conocida

la φn=1
j,m para todo j y m aplicamos la ecuación (C.2) e introducimos otra función

auxiliar ρ(x, y, t) tal que;

|ψ(x, y, t)〉 = e−
iH0t

h̄ e−
iV t
h̄ e−

iHx
R

t

h̄ e−
iH

y
R

t

h̄ |ρ(x, y, t)〉 (C.8)

con

|ρ(x, y, t)〉 = e−
iH

y

R
t

h̄ |φ(x0, y0, t0)〉 (C.9)

Siguiendo con el análisis anterior, se utiliza para el operador de evolución temporal

la aproximación de Cayley la ecuación (C.9) se reescribe de la siguiente forma

[

1 +
iHy

Rj,mδt

2h̄

]

ρnj,m =

[

1 − iHy
Rj,mδt

2h̄

]

φnj,m ≡ Y n
j,m (C.10)
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discretizamos (C.10) y en diferencias finitas

ρnj,m + ηRσx(ρ
n
j,m − ρnj,m−1) = φnj,m − ηRσx(φj,m+1 − φj,m) = Yn

j,m (C.11)

con ηR = αR

2h̄
Nδt
δx

. Note que (C.11) es una ecuación de recursión para ρnj,m y φnj,m, la

cual se conoce partiendo de las condiciones iniciales de la φ a un tiempo t0 por ende

se conoce para todo espacion (j,m) y para n, por lo que conocemos el valor de φn=0
j,m

en donde las componentes de los espinores está dado por ρn↑j,m y ρn↓j,m

ρn↑j,m + ηR(ρn↓j,m − ρn↓j,m−1) = Yn
↑j,m

ρn↓j,m + ηR(ρn↑j,m − ρn↑j,m−1) = Yn
↓j,m (C.12)

el sistema de ecuaciones (C.12) representa un sistema de ecuaciones de recursión

para las ρ’s acopladas en esṕın. Para la solución de (C.12) se desacoplaron las ecua-

ciones obteniendo un sistema de ecuaciones lineales desacopladas, que se resolvieron

numéricamente. Para lo anterior usamos una transformación unitaria, U que conecte

a un nuevo espinor |θnj,m〉 con |ρnj,m〉, esto es











θn+j,m

θn−j,m











= U











ρn↑j,m

ρn↓j,m











(C.13)
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con

U =
1√
2






1 1

1 −1




 (C.14)

tal que

θn±j,m =
1√
2
(ρn↑j,m ± ρn↓j,m) (C.15)

con (C.15) y haciendo álgebra básica se reescribir el sistema de ecuaciones (C.12) de

tal forma que

θn±j,m =
1√

2(1 ± ηR)
(Yn

↑j,m ± Yn
↓j,m) ± ηR

1 ± ηR
θn±j,m−1 (C.16)

para poder resolver la ecuación (C.16) necesitamos conocer el valor de θ±,j,m−1, la

cual se obtiene de la ecuación (C.15)

θn±,j,m−1 =
1√
2
(ρn↑,j,m−1 ± ρn↓,j,m−1) (C.17)

donde (C.17) se resuelve fácilmente usando las condiciones de frontera para las ρn↑,j,m−1

y ρn↓,j,m−1. Reescribiendo el sistema de ecuaciones (C.17)

ρn↑j,m =
1√
2
(θn+j,m + θn−j,m)

ρn↓j,m =
1√
2
(θn+j,m − θn−j,m) (C.18)

con el sistema de ecuaciones (C.18) obtenemos el valor de las ρ’s para cada intervalo

(j,m) a un tiempo inicial n0 = 0. De tal forma que hasta aqúı conocemos el valor de
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las ρ’s y la ecuación (C.8) se reescribe

|ψ(x, y, t)〉 = e−
iH0t

h̄ e−
iV (x,y)t

h̄ e−
iHx

R
t

h̄ |ρ(x0, y0, t0)〉
︸ ︷︷ ︸

|M(x,y,t)〉
(C.19)

análogamente se define una función auxiliar M , tal que |M (x, y, t)〉

|M (x, y, t)〉 = e−
iHx

R
t

h̄ |ρ(x0, y0, t0)〉 (C.20)

Similarmente, utilizamos para el operador de evolución temporal la aproximación de

Cayley y en diferencias finitas

[

1 +
iHx

Rj,mδt

2h̄

]

Mn
j,m =

[

1 − iHx
Rj,mδt

2h̄

]

ρnj,m ≡ Xn
j,m (C.21)

reescribiendo (C.21)

Mn
j,m − ηRσy(M

n
j,m − Mn

j−1,m) = ρnj,m + ηRσy(ρj+1,m − ρj,m) = Xn
j,m (C.22)

Note que (C.22) es una ecuación de recursión para Mn
j,m y ρnj,m, la cual se conoce

partiendo de las condiciones iniciales de la función de onda para un tiempo inicial t0

, por ende se conoce para todo el espacio (j,m) y para n, por lo que conocemos el

valor de ρn=0
j,m y el valor de las Xn

j,m. Tal que las componentes de los espinores esta

dado por Mn
↑j,m y Mn

↓j,m
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Mn
↑j,m + iηR(Mn

↓j,m − Mn
↓j−1,m) = Xn

↑j,m

Mn
↓j,m − iηR(Mn

↑j,m − Mn
↑j−1,m) = Xn

↓j,m (C.23)

análogamente el sistema de ecuaciones (C.23) representa un sistema de ecuaciones de

recursión para las M ’s y están acopladas en esṕın, para resolver (C.23), primero se

desacoplan el sistema de ecuaciones obteniendo ecuaciones lineales desacopladas, que

se resolveran numéricamente. Para lo anterior usamos una transformación unitaria,

U’ que conecte a un nuevo espinor |κnj,m〉 con |Mn
j,m〉, esto es











κn+j,m

κn−j,m











= U ′











Mn
↑j,m

Mn
↓j,m











(C.24)

con

U’ =
1√
2






1 i

1 −i




 (C.25)

es decir

κn±j,m =
1√
2
(Mn

↑j,m ± iMn
↓j,m) (C.26)

con la ecuación (C.26) y haciendo álgebra básica podemos reescribir (C.23) de la
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siguiente forma

κn±j,m =
1√

2(1 ± ηR)
(Xn

↑j,m ± Xn
↓j,m) ± ηR

1 ± ηR
κn±j−1,m (C.27)

para poder resolver la ecuación (C.27) necesitamos conocer el valor de κ±,j−1,m, es

decir, reescribiendo la ecuación (C.26)

κn±,j−1,m =
1√
2
(Mn

↑,j−1,m ± iMn
↓,j−1,m) (C.28)

la ecuación (C.28) se resuelve fácilmente usando las condiciones de frontera para

conocer las Mn
↑,j−1,m y Mn

↓,j−1,m. Ahora bien, reescribiendo el sistema de ecuaciones

(C.28)

Mn
↑j,m =

1√
2
(κn+j,m + κn−j,m)

Mn
↓j,m =

1√
2
(κn+j,m − κn−j,m) (C.29)

con el sistema de ecuaciones (C.29), obtenemos el valor de las M ’s para cada intervalo

(j,m) a un tiempo inicial n0 = 0. Reescribiendo la ecuación (C.19)

|ψ(x, y, t)〉 = e−
iH0t

h̄ e−
iV t
h̄ |M (x0, y0, t0)〉 (C.30)

llegamos a una expresión que ya no depende del acoplamiento esṕın-órbita de Rashba

no hay términos acoplados en esṕın y como [H0, V ] = 0. Se puede reescribir H0 =
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Hx
0 + Hy

0 ; tal que la ecuación (6.2),Hx
0 = − h̄2

2m∗ (
∂2

∂x2 ) y Hy
0 = − h̄2

2m∗ (
∂2

∂y2
). Por lo que

(C.30) se reescribe como

|ψ(x, y, t)〉 = e−
iV t
h̄ e−

iHxt
h̄ e−

iHyt

h̄ |M(x0, y0, t0)〉
︸ ︷︷ ︸

|N(x,y,t)〉
(C.31)

análogamente se define la función auxiliar |N(x, y, t)〉, de tal forma que nos permita

escribir la ecuación (C.31) de la siguiente forma

|N(x, y, t)〉 = e−
iHyt

h̄ |M (x0, y0, t0)〉 (C.32)

siguiendo con el formalismo, utilizamos la aproximación de Cayley y en diferencias

finitas
[

1 +
iHy

j,mδt

2h̄

]

Nn
j,m =

[

1 − iHy
j,mδt

2h̄

]

Mn
j,m ≡ P n

j,m (C.33)

reescribiendo (C.33)

Nn
j,m− iλ(Nn

j,m+1 +Nn
j,m−1 −2Nj,m) = Mn

j,m+ iλ(Mn
j,m+1 +Mn

j,m−1 −2Mj,m) = P n
j,m

(C.34)

con λR = h̄
4m∗

Nδt
δx2 . Cabe señalar que la ecuación (C.34) ya no depende de la interacción

de acoplamiento esṕın-órbita , solo se evalúa el valor de las M’s para cada intervalo

(j,m) y a su vez nos permite conocer el valor de las P ’s para cada (j,m) a un tiempo
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inicial t0 = 0, y reescribiendo la ecuación (C.31)

−iλNn
j,m+1 + (1 + 2iλ)Nn

j,m + −iλNn
j,m−1 = Pn

j,m (C.35)

Claramente el sistema de ecuaciones (C.35) es un sistema de la forma tridiagonal para

las N ’s que se resuelve fácilmente, conociendo los valores de P ’s para cada intervalo

(j,m) a un tiempo inicial t0 = 0. Ahora bien, de aqui conocemos todas N’s, por lo

que reescribiendo la ecuación (C.34)

|ψ(x, y, t)〉 = e−
iV (x,y)t

h̄ e−
iHxt

h̄ |N(x0, y0, t0)〉 (C.36)

reescribiendo (C.36)

e
iV (x,y)t

2h̄ |ψ(x, y, t)〉
︸ ︷︷ ︸

|ψ∗(x,y,t)〉
= e−

iHx
0 t

h̄ e−
iV (x,y)t

2h̄ |N(x0, y0, t0)〉
︸ ︷︷ ︸

|N∗
(x,y,t0)〉

(C.37)

siguiendo con el formalismo, se define del lado izquierdo de la ecuación (C.37) |ψ∗(x, y, t)〉

y del lado derecho |N ∗(x, y, t)〉. Entonces reescribiendo las ecuaciones expĺıcitamente;

|ψ∗(x, y, t)〉 = e
iV (x,y)t

2h̄ |ψ(x, y, t)〉

|N ∗(x, y, t0)〉 = e−
iV (x,y)t

2h̄ |N(x0, y0, t0)〉 (C.38)

el conjunto de ecuaciones (C.38), interesantemente muestra la relación que nos permi-

tirá, conocer el valor de las N ∗’s que dependen del valor de las N ’s, que hasta aqúı ya
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conocemos su valor, para todo espacio. Ahora bien, también muestra la dependencia

de las ψ∗’s y ψ’s, que permite reescribir (C.38) de la siguiente forma;

|ψ∗(x, y, t)〉 = e−
iHxt

h̄ |N∗(x0, y0, t0)〉 (C.39)

ciertamente de la ecuación (C.39) se obtienen los valores para las ψ∗’s, los cuales

nos permitirá, de la ecuación (C.37), conocer las ψ’s. Similarmente, para la solución

de este sistema de ecuaciones utilizamos para el operador de evolución temporal la

aproximación de Cayley de nuevo

|ψ∗(x, y, t)〉 =

[

1 − iHx
0 t

2h̄

1 +
iHx

0

2h̄

]

|N∗(x0, y0, t0)〉 (C.40)

reescribiendo la ecuación (C.40)

[

1 +
iHx

0 t

2h̄

]

|ψ∗(x, y, t)〉 =

[

1 − iHx
0 t

2h̄

]

|N∗(x0, y0, t0)〉 ≡ |Q(x, y, t)〉 (C.41)

en el esquema de diferencias finitas (C.41)

−ih̄
4m∗

(

Nδt

δx2

)

ψ∗n+1
j+1,m +

(

1 +
ih̄Nδt

2m∗δx2

)

ψ∗n+1
j,m − ih̄

4m∗

(

Nδt

δx2

)

ψ∗n+1
j−1,m =

ih̄

4m∗

(

Nδt

δx2

)

N∗n
j+1,m +

(

1 − ih̄Nδt

2m∗δx2

)

N∗n
j,m +

ih̄

4m∗

(

Nδt

δx2

)

N∗n
j−1,m =

Qn
j,m (C.42)

evaluando todas las N’s para cada (j,m), se obtiene el valor de las Q’s y reescribiendo
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la ecuación (C.38)

−ih̄
4m∗

(

Nδt

δx2

)

ψ∗n+1
j+1,m +

(

1 +
ih̄Nδt

2m∗δx2

)

ψ∗n+1
j,m − ih̄

4m∗

(

Nδt

δx2

)

ψ∗n+1
j−1,m = Qn

j,m (C.43)

la ecuación anterior es un sistema tridiagonal para las ψ∗n
j,m que puede resolverse

fácilmente conociendo Qn
jm [48]. Regresando a la ecuación (C.41) se tiene que

ψn+1
j,m = e−

iV Nδt
2h̄ ψ∗n+1

j,m (C.44)

Finalmente hemos resuelto el sistema con interacción de Rashba, en donde la ecuación

(6.27), nos da el valor de la función de onda para todo el espacio (j,m) a un tiempo

(n + 1), que depende del valor de la funcion auxiliar ψ∗ que ya se conoce. La im-

plemetación de este formalismo para el caso considerando solo la interacción de Dres-

selhaus . Recaṕıtulando podemos escribir

|ψ(x, y, t)〉 = e−
iH0t

h̄ e−
iV t
h̄ e−

iHx
R

t

h̄ e−
iH

y

R
t

h̄ e
−iH

xy

R
t

h̄ |ψ(x0, y0, t0)〉
︸ ︷︷ ︸

|φ(x,y,t)〉
︸ ︷︷ ︸

|ρ(x,y,t)〉
︸ ︷︷ ︸

|M(x,y,t)〉

|ψ(x, y, t)〉 =
8∏

µ=0

e−iwµt|ψ(x0, y0; t0)〉 (C.45)

y resolver sucesivamente en cada iteración de tiempo para las ψ, φ, ρ, M , etc. Dadas

las condiciones iniciales y de frontera del problema.
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Apéndice D. Álgebra de conmutadores

En este apéndice se incluye el álgebra para los conmutadores de los Hamiltonianos de

Rashba y Dresselhaus de interés para este trabajo, en particular

[HR, HD] = [
αR
h̄

(σxpy − σypx),
αD
h̄

(σypy − σxpx)]

=
αRαD
h̄2 {[σxpy, σypy] − [σxpy, σxpx] − [σypx, σypy ] + [σypx, σxpx]} (D.1)

con

[σxpy , σypy] = σxσyp
2
y − p2

yσyσx = [σx, σy]p
2
y = 2iσzp

2
y (D.2)

[σxpy , σxpx] = σ2
x[py, px] = 0 (D.3)

[σypx, σypy] = σ2
y[px, py] = 0 (D.4)

[σypx, σxpx] = −[σx, σy]p
2
x = −2iσzp

2
x (D.5)

usando las ecuaciones anteriores (D.1) se reescribe compactamente de la siguiente

forma,

[HR, HD] =
(

2αRαD

h̄2

)

iσz(p
2
y − p2

x) . (D.6)
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Partiendo de la interacción de Rashba de HR = αR

h̄
(σxpy−σypx) = Hx

R+Hy
R , tenemos

lo siguiente

[Hx
R, H

y
R] =

α2
R

h̄2 [σxpy,−σypx] = −α
2
R

h̄2 pxpy[σx, σy] = −α
2
R

h̄2 2iσzpxpy (D.7)

similarmente para el caso de Dresselhaus de HD = αD

h̄
(σypy − σxpx) = Hx

D + Hy
D,

llegamos a la siguiente expresión,

[Hx
D, H

y
D] =

α2
D

h̄2 [σypy ,−σxpx] =
α2
D

h̄2 pxpy[σx, σy] =
α2
D

h̄2 2iσzpxpy (D.8)
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Apéndice E. Esquema de diferencias

finitas

Sea f(x) una función definida en (a, b) que tiene hasta la k-ésima derivada, entonces

la expansión de f(x) usando series de Taylor alrededor del punto xi contenido en el

intervalo (a, b) será

f(x) = f(xi) +
(x− xi)

1!

df

dx

∣
∣
∣
∣
∣
xi

+
(x− xi)

2

2!

d2f

dx2

∣
∣
∣
∣
∣
xi

+ ...+
(x− xi)

k

k!

dkf

dxk

∣
∣
∣
∣
∣
ε

(E.1)

donde ε = xi + θ(x − xi) y 0 < θ < 1. Existen distintas formas de generar la

aproximación a la primera derivada, nos interesa, una que nos de la mejor precisión

posible con el menor esfuerzo computacional. Considerando el caso para diferencias

progresivas, la ec.(E.1) con k = 2 y x = xi + ∆x, tenemos

f(xi + ∆x) = f(xi) + ∆x
df

dx

∣
∣
∣
∣
∣
xi

+
∆x2

2!

d2f

dx2

∣
∣
∣
∣
∣
εp

(E.2)

de esta ecuación obtenemos la siguiente expresión para aproximación de la primera

derivada

df

dx

∣
∣
∣
∣
∣
xi

=
f(xi + ∆x) − f(xi)

∆x
− ∆x2

2!

d2f

dx2

∣
∣
∣
∣
∣
εp

(E.3)
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en este caso la aproximación de f ′(x) mediante diferencias progresivas es de primer

orden, o sea O(∆x). Siendo Op(∆x) el error local de truncamiento, definido como

Op(∆x) = −∆x2

2!

d2f

dx2

∣
∣
∣
∣
∣
εp

. (E.4)

Es común escribir la anterior expresión como

df

dx

∣
∣
∣
∣
∣
xi

=
f(xi + ∆x)− f(xi)

∆x
− Op(∆x) (E.5)

como

f ′(xi) =
fi+1 − fi

∆x
(E.6)

para simplificar notación.

Ahora bien, considerando el caso para diferencias regresivas la ec. (E.1) con k = 2 y

x = xi + ∆x, tenemos

f(xi − ∆x) = f(xi) − ∆x
df

dx
|xi

+
∆x2

2!

d2f

dx2

∣
∣
∣
∣
∣
εr

(E.7)

de esta ecuación obtenemos la siguiente expresión para aproximación de la primera

derivada

df

dx

∣
∣
∣
∣
∣
xi

=
f(xi) − f(xi − ∆x)

∆x
− ∆x2

2!

d2f

dx2

∣
∣
∣
∣
∣
εr

(E.8)

en este caso la aproximación de f ′(x) mediante diferencias regresivas es de primer
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orden, o sea O(∆x). Siendo Or(∆x) el error local de truncamiento, definido como

Or(∆x) = −∆x2

2!

d2f

dx2

∣
∣
∣
∣
∣
εr

. (E.9)

Es común escribir la anterior expresión como

df

dx

∣
∣
∣
∣
∣
xi

=
f(xi) − f(xi − ∆x)

∆x
− Or(∆x) (E.10)

como

f ′(xi) =
fi − fi+1

∆x
(E.11)

para simplificar notación. Similarmente para el caso de diferencias centrada se con-

sidero la ec.(E.1) con k = 3 y escribiendo f(x) en x = xi + ∆x y x = xi − ∆x,

tenemos

f(xi + ∆x) = f(xi) + ∆x
df

dx

∣
∣
∣
∣
∣
xi

+
∆x2

2!

d2f

dx2

∣
∣
∣
∣
∣
xi

+
∆x3

3!

d3f

dx3

∣
∣
∣
∣
∣
εr

(E.12)

y

f(xi − ∆x) = f(xi) − ∆x
df

dx

∣
∣
∣
∣
∣
xi

+
∆x2

2!

d2f

dx2

∣
∣
∣
∣
∣
xi

− ∆x3

3!

d3f

dx3

∣
∣
∣
∣
∣
εr

(E.13)

restando la ec.(E.12) de la Ec.(E.13), se tiene

f(xi + ∆x) − f(xi − ∆x) = 2∆x
df

dx

∣
∣
∣
∣
∣
xi

+
∆x3

3!

[

d3f

dx3

∣
∣
∣
∣
∣
εp

+
d3f

dx3

∣
∣
∣
∣
∣
εr

]

(E.14)
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esta última expresión lleva a la siguiente aproximación de la primera derivada medi-

ante diferencias centradas

df

dx

∣
∣
∣
∣
∣
xi

=
f(xi + ∆x) − f(xi −∆x)

2∆x
+Oc(∆x

2) (E.15)

con un error local de truncamiento de segundo orden Oc(∆x
2), es decir

Oc(∆x
2) =

∆x2

3!

[

d3f

dx3

∣
∣
∣
∣
∣
εp

+
d3f

dx3

∣
∣
∣
∣
∣
εr

]

(E.16)

es común encontrar expresada la derivada

df

dx

∣
∣
∣
∣
∣
xi

=
f(xi + ∆x)− f(xi − ∆x)

2∆x
(E.17)

como

f ′(xi) =
fi+1 − fi−1

2∆x
(E.18)

De forma análoga se construyen aproximaciones en diferencias finitas de orden dos,

aqúı desarrollaremos la forma de calcular la derivada de orden dos en diferencias

centradas. Partiendo del desarrollo de Taylor y eliminando las derivadas primeras,

sumando las ecuaciones se encuentra que

f ′′(xi) =
f(xi − ∆x)− 2f(xi) + f(xi + ∆x)

∆x2
− ∆x2

12
f (4)(ξc) (E.19)

aśı, la aproximación a la segunda derivada usando diferencias centradas con un error
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de truncamiento Oc(∆x
2) es

f ′′(xi) =
f(xi − ∆x)− 2f(xi) + f(xi + ∆x)

∆x2
(E.20)

es común escribir la anterior expresión como

f ′′(xi) =
fi−1 − 2fi + fi+1

∆x2
(E.21)

Ahora bien para el caso de las derivadas en dos dimensiones, de forma análoga se

construyen aproximaciones en diferencias finitas de primer y segundo orden en dos

dimensiones. Usando el teorema de Taylor para funciones en dos variables x y y, es

posible escribir de forma exacta para el punto xi y yj

f(xi + ∆x, yj) = f(xi, yj) + ∆x
∂f(xi, yj)

∂x
+

∆x

2

∂2f(xi + θ1∆x, yj)

∂x2
(E.22)

f(xi, yj + ∆y) = f(xi, yj) + ∆y
∂f(xi, yj)

∂y
+

∆y

2

∂2f(xi, yj + θ2∆y)

∂y2
. (E.23)

Aśı, la aproximación en diferencias hacia delante de ∂f/∂x y ∂f/∂y es

∂f(xi, yj)

∂x
' f(xi + ∆x, yj) − f(xi, yj)

∆x
(E.24)

∂f(xi, yj)

∂y
' f(xi, yj + ∆y) − f(xi, yj)

∆y
(E.25)

o en su forma simplificada (para simplificar la notación, asociamos ∆x = h y ∆y = k),
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tenemos

∂f(xi, yj)

∂x
' fi+1,j − fi,j

h
y

∂f(xi, yj)

∂y
' fi,j+1 − fi,j

k
. (E.26)

La aproximación en diferencias hacia atrás de ∂f/∂x y ∂f/∂y es

∂f(xi, yj)

∂x
' f(xi, yj) − f(xi − ∆x, yj)

∆x
(E.27)

∂f(xi, yj)

∂y
' f(xi, yj) − f(xi, yj − ∆y)

∆y
(E.28)

o en su forma simplificada, tenemos

∂f(xi, yj)

∂x
' fi,j − fi−1,j

h
y

∂f(xi, yj)

∂y
' fi,j − fi,j−1

k
. (E.29)

Por último la aproximación en diferencias centradas de ∂f/∂x y ∂f/∂y es

∂f(xi, yj)

∂x
' f(xi + ∆x, yj) − f(xi − ∆x, yj)

2∆x
(E.30)

∂f(xi, yj)

∂y
' f(xi, yj + ∆y)− f(xi, yj − ∆y)

2∆y
(E.31)

o en su forma simplificada, tenemos

∂f(xi, yj)

∂x
' fi+1,j − fi−1,j

2h
y

∂f(xi, yj)

∂y
' fi,j+1 − fi,j−1

2k
. (E.32)
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Por otro lado, la aproximación en diferencias centradas de ∂2f/∂x2 y ∂2f/∂y2 es

∂2f(xi, yj)

∂x2
' f(xi + ∆x, yj) − 2f(xi, yj) + f(xi − ∆x, yj)

∆x2
(E.33)

∂2f(xi, yj)

∂y2
' f(xi, yj + ∆y)− 2f(xi, yi) + f(xi, yj −∆y)

∆y2
(E.34)

en forma simplificada, tenemos (ref. [50])

∂2f(xi, yj)

∂x2
' fi+1,j − 2fi,j + fi−1,j

h2
y

∂2f(xi, yj)

∂y2
' fi,j+1 − 2fi,j + fi,j−1

k2
. (E.35)
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