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Resumen

El desarrollo tecnológico han permitido monitorear la dinámica en el tiempo

de diferentes señales fisiológicas de una manera no invasiva y continuamente en el

tiempo. Avances y mejoras de estos elementos permiten una mayor calidad en las

mediciones y en la obtención de datos experimentales. La recolección y análisis de las

series de tiempo obtenidas han mostrado fluctuaciones temporales de las variables

mencionadas, permitiendo entender la dinámica subyacente del órgano y de los pro-

cesos adaptativos que generan las fluctuaciones. La serie de tiempo fisiológica mejor

estudiada es la del ritmo cardiaco, ésta es obtenida a través de un electrocardiogra-

ma (ECG), donde se ha observado pérdida de variabilidad con el envejecimiento o

con enfermedad. En el curso de 3 décadas, la llamada variabilidad del ritmo car-

diaco se ha convertido en un biomarcador no-sintomático que predice morbilidad y

mortalidad por causas cardiovasculares y generales. “No-sintomático”significa que

tal biomarcador no se basa en los śıntomas o pérdida de funcionalidad de la persona,

en contraste con la mayoŕıa de los biomarcadores cĺınicos, aśı que se puede aplicar

en etapas muy tempranas de la evolución de una enfermedad. Después del éxito de

la interpretación del ritmo cardiaco como serie de tiempo, la misma metodoloǵıa se

ha aplicado también a otras observables fisiológicas como la marcha, el equilibrio,

la temperatura corporal, la glucosa en la sangre, etc. En estos casos, se trata de la

evolución temporal de una observable individual o una serie de tiempo univariada.

En este trabajo estudiamos la variabilidad de señales cerebrales (brain signal varia-

bility) basada en la electroencefalograf́ıa (EEG), a partir de la correlación entre los

diferentes canales (series de tiempo multivariadas) se construyen redes funcionales

para visualizar la dinámica momento a momento, además se propone un método para

cuantificar el grado de variabilidad. Los registros EEG analizados son de personas
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RESUMEN VI

cĺınicamente sanas de diferentes edades. Las redes cerebrales funcionales obtenidas

muestran una perdida de variabilidad como función de la edad cronológica de las

personas, muy similar a la pérdida de variabilidad que se ha observado en estudios

del ritmo cardiaco. Queda todav́ıa abierta la pregunta ¿Cuál es la interpretación fi-

siológica de la pérdida de variabilidad de una red fisiológica cerebral? Inspirándonos

en la literatura de los sistemas complejos, sugerimos que el aumento de la rigidez

en la dinámica de las redes cerebrales funcionales es la reflexión de un sistema que

por una escasez de enerǵıa disponible se ve forzado a funcionar más eficientemente

sacrificando de esta manera capacidad de adaptación.



Caṕıtulo 1

Introducción

La medicina moderna ha tenido un enorme éxito en el diagnóstico y el tratamiento

de las llamadas enfermedades simples, estas enfermedades se dejan diagnosticar y

y tratar bien dentro del paradigma vigente de la ciencia en general y de la medicina

en particular, que se basa en el reduccionismo y en la alta especialización y donde

la relación causa-efecto es clara, tales como en el caso de las enfermedades agudas y

/o infecciosas p.ej. el caso de daño de órgano estructural o infecciones bacterianas.

Parte de este éxito se debe al desarrollo de nuevas tecnoloǵıas que permitan verificar

y, a menudo también visualizan la integridad de los diferentes órganos, y han sido

acompañados por la invención de los antibióticos y antivirales para defender el cuerpo

humano de los intrusos extranjeros.

Desde la década de 1970, se observa una transición epidemiológica, donde las

enfermedades crónicas y degenerativas no transmisibles se vuelven cada vez más

frecuentes [1]. Es probable que esta transición es provocada por la degradación del

medio ambiente, los hábitos adversos de la vida diaria tales como el estrés crónico,

la inactividad f́ısica y la mala alimentación, y aún más importante, el envejecimiento

de la población en muchos páıses del mundo.

Posibles ejemplos de enfermedades crónicas y degenerativas son el cáncer, la diabe-

tes, la fatiga crónica, fibromialgia y fragilidad relacionada con la edad; que tienden a

ser enfermedades complejas porque son multifactoriales, es decir, sin clara relación

causa-efecto y afectan muchos órganos al mismo tiempo, son dif́ıciles de diagnosticar

e incluso más dif́ıcil de tratar [2, 3]. Muchas veces, sobretodo en las etapas tempra-
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INTRODUCCIÓN 2

nas de estas enfermedades, no se puede detectar ningún daño estructural o ninguna

infección relacionada, aśı que se ha sugerido la hipótesis alternativa que estas enfer-

medades no son causadas por daño estructural o una infección, pero que se originan

en la degeneración de los mecanismos de adaptación del cuerpo humano, que pueden

ser reflejadas por los cambios en la dinámica de diversos procesos biológicos [3, 4]. Por

lo tanto, este tipo de enfermedades se llama a veces enfermedades dinámicas [5].

Otros avances tecnológicos permiten supervisar muchos observables fisiológicos en

una forma no invasiva y continua en el tiempo. Para analizar correctamente la infor-

mación dinámica contenida en los datos continuos son necesario métodos estad́ısticos

basados en el análisis de series de tiempo permiten evaluar la capacidad de adap-

tación del cuerpo humano y, posiblemente, que son capaces de detectar alteraciones

antes de que surjan los śıntomas [6–8].

Es posible que las ciencias de la complejidad constituyen un cambio en el para-

digma en el método cient́ıfico, ofreciendo nuevas herramientas estad́ısticas (series de

tiempo, teoŕıa de grafos, mineŕıa de datos, etc.), que permiten estudiar cómo inter-

actúan los diferentes órganos como partes del sistema del cuerpo humano y cómo se

adaptan a cambios de su entorno interno y externo [9].

1.1. Sistema complejo

Si bien es sabido que no existe una definición formal de lo que es un sistema

complejo sin embargo existen diferentes caracteristicas que permiten identificarlo.

Entre estas caracteristicas podemos mencionar que a diferencia de un sistema simple

éste es observado como una entidad constituida de muchos elementos cuyo compor-

tamiento global es más que la suma de sus interacciones individuales. La forma en

que actúa un sistema complejo no es predecible mediante el análisis de sus partes

por separado sin embargo actúan como un todo y además presentan propiedades que

no tendŕıan si actuaran de manera individual, estas propiedades son conocidas como

emergentes y depende únicamente de la estructura global.

En una forma para comprender las dinámicas aśı como los procesos a través de los

cuales los sistemas complejos se auto-mantienen y persisten frente a perturbaciones,
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Crawford Holling en 1973 introduce por primera vez el concepto de resiliencia en la

literatura. La resiliencia hace hincapié en las condiciones de un sistema complejo ale-

jado del equilibrio donde las inestabilidades pueden transformarlo y presentar otro

régimen de comportamineto. Aśı la resiliencia es medida por la magnitud de per-

turbaciones que pueden ser absorvidas por el sistema antes de que sea reorganizado

con diferentes variables y procesos [10]. Andrew Zolli y Ann Marie Healy en su libro

Resilience : Why things bounce back [11], exploran una metáfora pidiendo que ima-

ginemos un vasto paisaje lleno de colinas y valles extendiendose en todas direcciones,

cada valle en este panorama representa una variación significativa de circunstancias

presentes, cada colina en ese paisaje puede ser pensado como un umbral cŕıtico, una

vez que uno cruza se encontrá inevitablemente dentro de un rol con condiciones del

valle adyacente. La preferencia de encontrarse en un valle o en otro dependerá am-

pliamente de las necesidades y capacidades que uno tenga para enfrentar la nuevas

circunstancias. En este contexto aumentar la resiliencia es mejorar la capacidad de

mantenerse en un valle preferido a pesar de sufrir perturbaciones, fenómeno conocido

como robustez. En otras palabras, la de robustez se puede entender como la resis-

tencia que presenta un sistema al cambio. Se plantea a la robustez como la magnitud

de volatilidad que puede ser compenzada por el sistema antes de llegar al colapso,

refiriendose al colapso de sus caracteristicas, procesos y funciones principales [12].

Cambiar de valles en este paisaje, lo cual requiere de enfrentar circunstancias

nuevas o diferentes, sugiere cambiar de posibles estrategias o incluso aprenderlas pa-

ra poder hacer frente a los requerimientos a los que se enfreta, esta capacidad de

adecuarse a otros valles se le conoce como capacidad adpatativa lo que tambien hace

que la resiliencia se incremente. Sin embargo en medida que uno permanece en algún

valle a pesar de las perturbaciones presentes, no sólo depende de la capacidad de

enfrentar estas perturbaciones sino de la capacidad que tenga para recuperarse, es

decir, la capacidad de regresar al valle de preferencia.

Aśı la resiliencia se consive como la integración de las tres caracteristicas descri-

tas, es decir, robustez, adaptabilidad y recuperación.

Todos los sistemas complejos están expuestos a cambios graduales en el tiempo,
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generalmente se asume que los sistemas responden a los cambios de forma igual-

mente gradual y continua, es decir, el sistema responde a pequeños cambios cuando

las perturbaciones son pequelas y viceversa. Sin embargo estudios en lagos, ocea-

nos, bosques, han mostrado que esos cambios suaves pueden ser interrumpidos por

repentinos cambios drásticos a un estado reconfigurado [13]. Estudios recientes han

revelado que la estad́ıstica subyacente producto de estos cambios, tales como,

- aumento en las correlaciones

- aumento en la varianza

- mayor predominancia de las frecuencias bajas en el espectro de potencias.

contituyen señales de alerta temprana (early warning signals) que avisan contra un

posible colapso del sistema complejo en un futuro próximo.

El cuerpo humano es una red fisiológica integrada por órganos interconectados e

interactuantes entre ellos. El comportamiento de un componente del sistema puede

afectar a todos los demás componentes de la red. Debido a esta interacción, fallas en

un órgano puede desembocar cascadas de fallas a través de la red entera [14]. Estas

fallas pueden provocar cambios de estados fisiológicos en respuesta a las alteraciones

en los mecanismos de control subyacentes lo que induce a la pérdida de complejidad

y al aumento de fragilidad.

La fragilidad es un concepto reciente de la medicina geriatrica. Aunque no hay

todav́ıa un consenso en la literatura médica sobre una definición exacta de la fra-

gilidad, y menos aún sobre cómo medirla y cuantificarla, se describe la fragilidad

aproximativamente como “la susceptibilidad no-espećıfica” por resultados negativos

en la salud por factores múltiples como el envejecimiento, enfermedades y malos

hábitos [17]. Una desventaja de la definición cĺınica de la fragilidad es que se basa

en los śıntomas y en la pérdida de funcionalidad del paciente, aśı que sólo se detecta

cuando el paciente ya perdió capacidades.

Tanto cuerpo humano y sus órganos son muy robustos y resistentes, aśı que un de-

fecto individual no necesariamente causa un disfuncionamiento inmediato [15], pero

a largo plazo el efecto cumulativo de muchos defectos puede llevar a una disminución

de la eficiencia de procesos biológicos en el cuerpo humano. Esta interpretación de la

fragilidad parece concordar con la teoŕıa de envejecimiento del cuerpo desechable

de Kirkwood [16], que argumenta que la evolución darwiniana ha establecido en cada
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especie un equilibrio entre la inversión de enerǵıa y recursos en el mantenimiento y

la reparación somática, por un lado, y por otro, en una reproducción proĺıfica. En

este marco teórico, el envejecimiento se explica como el amontonamiento de daños

somáticos no espećıficos que no se reparan más.

Una manera alternativa para definir la fragilidad se basa en el concepto de la

“complejidad” donde la f́ısica recientemente encuentra sus aplicaciones en la fisio-

loǵıa [18–20]. Muchos órganos generan señales temporales o “series de tiempo”, como

los latidos del corazón o las ondas cerebrales, las cuales pierden “complejidad tempo-

ral” con la edad y las enfermedades. Pareceŕıa que hay una relación entre la pérdida

de complejidad y el aumento de la fragilidad. La teoŕıa del caos, de los fractales y

de la complejidad que son logros recientes de las ciencias exactas [21] que permiten

cuantificar objetivamente la complejidad espacial y temporal, y pueden ofrecer una

nueva manera para predecir, diagnosticar y cuantificar la fragilidad a partir de se-

ries de tiempo biológicas generadas por los órganos de interés; el órgano se puede

considerar como una “caja negra” y sólo se necesita “escucharlo”. Una definición y

diagnóstico de la fragilidad que se basa en la complejidad de series de tiempo seŕıa

objetiva, no invasiva y no costosa.

En la actualidad, avances en la medicina ocurren gracias al desarrollo de nuevas

tecnoloǵıas capaces de proporcionar información de diferentes observables fisiológicas

que fluctúan en el tiempo con una alta precisión. Por otro lado los avances logra-

dos son causa de la tendencia del pensamiento sistémico alcanzando, dentro de este

contexto, la identificación de nuevos biomarcadores no-sintomáticos. En la actua-

lidad los médicos basan sus diagnósticos cĺınicos en śıntomas o en la pérdida de

funcionalidad del paciente, logrando claramente excelentes resultados, sin embargo

los biomarcadores no-sintomaticos/no-funcionales, en su mayoŕıa, están basados en

análisis estad́ısticos de las señales fisiológicas. El razonamiento es que si un siste-

ma produce una señal o una serie de tiempo, es decir, un observable del cual se

puede estudiar su evolución en el tiempo, esta señal proporciona información sobre

la dinámica interna del sistema, sin necesidad de manipularlo o abrirlo, lo cual en

la medicina se llama un método no-invasivo [23]. Si la observable es constante en

el tiempo y por consecuencia la señal no fluctúa, el sistema debe de ser estático o

estacionario. Si la señal fluctúa, el sistema debe de ser dinámico, y la manera en la



INTRODUCCIÓN 6

cual fluctúa delata el tipo de dinámica interna.

1.2. Variabilidad del ritmo cardiaco

1.2.1. Intervalos entre latidos sucesivos.

La serie de tiempo fisiológica mayormente estudiada es la del ritmo cardiaco.

Los investigadores han aplicado diferentes técnicas de análisis que puedan describir

la dinámica subyacente de ciertas patoloǵıas. Un ejemplo de serie de tiempo es la

de intervalos entre latidos sucesivos. Los intervalos sucesivos son obtenidos con las

diferencias en las que ocurre una onda R, es decir, ∆tn = tn − tn−1.
Una herramienta matemática clásica para estudiar series de tiempo es con el

análisis de Fourier [26]. Una señal periódica tiene un espectro Fourier discreto, véase

Figura 1.1, con senos y cosenos, mientras que el ritmo cardiaco es mas bien un “ruido”

con fluctuaciones erraticas y que corresponde con un espectro Fourier continuo. Cuan-

do las series cardiacas son estudiadas con el análisis de Fourier, matemáticamente el

espectro de potencias se puede aproximar con una ley de potencias, P (f) = 1/fβ,

donde 0 ≤ β ≤ 2 [27]. Se ha verificado en diversos estudios que la dinámica de un

corazón sano es caracteristica de una estad́ıstica que sugiere propiedades complejas

donde se observa un exponente espectral β = 1, indicativo para un ruido 1/f, se ha

observado que, bajo condiciones adversas, esta estad́ıstica cambia y se vuelve más

aleatoria (con la enfermedad) donde econtramos que el exponente espectral es β = 0

o se vuelve más regular (con envejecimiento) donde encotramos un exponente espec-

tral β = 2, se observa una perdida de variabilidad en ambos casos. Ver Figura 1.2. En

la Figura 1.3 b) se muestra el cambio del valor de la pendiente ajustada al espectro

de pontencias escala logaritmica por causa de la degeneración en un caso debido al

envejecimiento (regular) o en otro caso debido una fibrilación arterial (aleatorio). La

hipótesis es que las series fisiológicas de personas sanas se encuentren en un lugar

intermedio entre las series regulares y las series aleatorias, éstas correspondeŕıan en-

tonces a series de tiempo las cuales tienen una estad́ıstica ”compleja” con un valor

par β = 1.
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a) b) c)

d) e) f)

Figura 1.1: a)Serie periódica seno con A=3, b) serie periódica coseno con A=1 y
c) suma de seno y coseno (a) y (b), d) Espectro de potencias seno, e) Espectro de
potenicas coseno y f) Espectro de potencias de la suma del seno y coseno

Figura 1.2: Espectro de potencias, en escala log-log, esquemático. Cuando el espectro
1/f pierde correlación, el valor de la pendiente se aproxima hacia cero. Si las corre-
laciones crecen al maximo se tendŕıa una serie completamente periódica, entonces el
valor de la pendiente es infinito [28].
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Figura 1.3: Espectros de frecuencia calculados a las series de tiempo cardiacas obteni-
das de 3 sujetos sanos (a) de 7, 29 y 76 años respectivamente. Espectro de frecuencia
calculado para una serie de tiempo cardiaca de un sujeto con fibrilación atrial (b).
Las imágenes fueron obtenidas de [29] y [31].

1.3. Actividad Cerebral

1.3.1. Lóbulos cerebrales y su función cognitiva

El cerebro es uno de los órganos más estudiados del cuerpo humano y sin em-

bargo uno de los menos entendidos. Se estima que el cerebro tiene una población de

neuronas de alrededor de 1011 densamente conectadas. La corteza cerebral, la parte

exterior del cerebro y, desde el punto de vista evolutivo, la parte más reciente del

cerebro, es un órgano muy complejo de aproximadamente dos cent́ımetros de espesor

y una superficie aproximada de 1600cm2. La corteza cerebral se divide en lóbulos



INTRODUCCIÓN 9

que se caracterizan por diferentes funciones. Una descripción de los lóbulos se hace

a continuación,

Lóbulo Frontal

Está encargado del pensamiento cognitivo, es decir, es el proceso responsable sobre

todo de las actividades intelectuales y por concecuencia de determinar la personali-

dad del individuo. En el ser humano el lóbulo frontal alcanza una madurez alrededor

de los 25 años. Algunas funciones del lóbulo frontal incluyen: razonamiento, plani-

ficación, organización, comportamiento, impulsos sexuales, emociones, resolución de

problemas y actividades motoras.

Lóbulo Parietal

El lóbulo parital es responsable de integrar la información sensorial de diferentes par-

tes del cuerpo. Funciones que se asocian a este lóbulo son: proceso de información,

orientación espacial, lenguaje, percepción visual, reconocimiento, dolor y sensación

táctil y cognición.

Lóbulo Occipital

Este lóbulo se encuentra en la parte posterior del craneo y se encarga de la percepción

visual y algunas de sus funciones son: procesamiento visual-espacial, movimiento y

reconocimiento de colores.

Lóbulo temporal

Está encargado de las tareas auditivas por encontrarse en la corteza auditiva pri-

maria. Contienen también una parte del hipocampo aśı que es responsable de la

formación y memoria a largo plazo y de la clasificación de información nueva. Entre

sus funciones estan: discriminación de olores y sonido, audición, habla y memoria.

Hemisferios

Por otro lado el cerebro se constituye por dos mitades, la mitad derecha llamada

hemisferio derecho y la mitad izquierda llamada hemisferio izquierdo. Cada he-

misferio se especializa en funciones diferentes y es por esta razón que uno de los
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aspectos fundamentales en la organización del cerebro lo constituyan los diferencias

funcionales que existen entre los dos hemisferios. Aśı la parte derecha del cerebro

está relacionada con la expresión no verbal. En esta región se ubica funciones re-

lacionadas con la percepción u orientación espacial, con la conducta emocional, in-

tuicón, reconocimiento y recuerdo de caras, voces y melod́ıas. Por su parte, la región

izquierda del cerebro esta relacionada con el lenguaje verbal. Entre sus funciones

relacionadas estan, la capacidad de análisis, capacidad de razonamiento lógico, abs-

tracción de resolución de problemas numéricos, aprendizaje de información teórica y

proceso deductivo. Véase la Figura 1.4

Figura 1.4: Anatomı́a del cerebro humano

1.3.2. Monitoreo del sistema nervioso central

La información sobre la estructura y funcionamiento del cerebro humano puede

ser obtenido de diversas técnicas de monitoreo. Entre las técnicas que dan más in-

formación sobre la estructura espacial del cerebro estan:
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Tomograf́ıa Computarizada (CT) Las regiones del cuerpo que se van a es-

tudiar por esta técnica son analizadas capa por capa mediante un haz delgado de

rayos X en forma de abanico. Detectores de radiación conectados a una computadora

miden la absorción de rayos X, aśı la información obtenida se procesa y se usa para

construir imágenes en tres dimensiones.

Imágenes de resonancia magnética (MRI) Muchas de las estructuras mo-

leculares forman dipolos eléctricos por lo que poseen una distribución asimétrica de

carga. Cuando se aplica un campo magnético los dipolos se desplazan en la misma

dirección (modelo de Ising), cuando se anula el campo magnético los dipolos regresan

a su posición original y env́ıan señales de radiofrecuencia que se pueden medir. De

esta manera se pueden crear imágenes de tanto de estructuras superficiales como de

estructuras profundas con alto detalle anatómico.

Entre las técnicas que dan información sobre la actividad temporal cerebral (fun-

cionalidad) están:

Imágenes de resonancia magnética funcional (fMRI) La fMRI se basa en

las propiedades paramagnéticas de la hemoglobina oxigenada y desoxigenada para

ver imágenes del cambio de flujo sanguineo en el cerebro o médula espinal, asocia-

do con la actividad neuronal. Esto permite la generación de imágenes que reflejan

estructuras del cerebro que están activadas durante la realización de diferentes tareas.

Tomograf́ıa por emisión de postrones (PET)

Este método requiere de la introducción a la circulación y al cerebro de sustancias

marcadoras externas (isótopos radioactivos) con la capacidad de emitir positrones

(electrones cargados positivamente), entre los más comunes estan 11C, 18F, 15O, 13N.

PET utiliza la detección de rayos gamma y es sensible al incremento del flujo sangui-

neo asociado al nivel de actividad neuronal. Los marcadores permiten la formación

de una imagen relacionada con los cambios regionales del flujo sanguineo y con los

del metabolismo de la glucosa en diferentes zonas del cerebro. Se considera que estos
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cambios son un reflejo de la actividad neuronal. La emisión de positrones es detecta-

da a lo largo de un plano cerebral, de tal manera que deben obtenerse y reconstruirse

varias rebanadas para localizar la posición de la fuente de emisión en el cerebro en

forma tridimensional.

Electroencefalograf́ıa

La EEG se puede utilizar para registrar la actividad elećtrica de grupos de células

nerviosas del cerebro. No se tratarán detalles del EEG ya que se tocará ampliamente

en la siguiente sección.

Hace un par de decenas de años se consideraba que un EEG era un método an-

ticuado (por su baja resolución espcial y la consecuente y burda aproximación de la

actividad eléctrica sobre muchos miles de millones de neuronas) pero actualmente

esta pasando por un renacimiento por la popularidad del concepto de redes funcio-

nales para la cual es necesaria una alta resolución temporal.

Sin ninguna duda, el avance tecnológico dedicado a la obtención de información

del funcionamiento del cerebro humano es un acontecimiento sin igual. Gracias a esto

se ha logrado revolucionar el conocimiento en la neuroloǵıa, neurofisioloǵıa, neuro-

psicoloǵıa, etc. Clinicamente ha sido muy importante para determinar la presencia

de tumores, hemorragias, traumatismos y deformaciones, sin embargo una gran limi-

tante de técnias como fMRI o PET es que no proporciona información oportuna de

la dinámica temporal de la actividad cerebral por lo que para obtener información

de ciertas respuestas dedicadas a tareas especificas se deben emplear métodos tales

como un electroencefalograma (EEG).

1.3.3. Un poco de Historia y convención de electrodos

Fue el Dr. R. Canton, profesor de fisioloǵıa en la Real Escuela de Medicina de

Liverpool quien confirma en 1875 que el cerebro es capaz de producir corrientes

eléctricas. Desde entonces los avances tecnológicos han permitido y ayudado a es-

tudiar la dinámica cerebral. Un claro ejemplo de estos avances tecnológicos es el

elctroencefalograma (EEG). Se considera a Hans Berger, neurologo alemán, el padre



INTRODUCCIÓN 13

Figura 1.5: Posición de electrodos conforme al sistema internacional 10-20 para 19
electrodos

de la electroencefalograf́ıa humana pues fue él quien realizó en 1924 el primer registro

de oscilaciones cerebrales de un joven de 17 años. El uso del EEG ha permitido cla-

sificar ciertas patoloǵıas y comportamientos que se asocian a oscilaciones cerebrales

particulares.

El origen de la señal eléctrica subyace en las células piramidales de la corteza

cerebral. La suma del flujo de corriente extracelular (potenciales de campo extra-

celulares) generado simultáneamente por millones de potenciales post sinápticos y

amplificada por los tejidos de sostén es registrada en la superficie del cuero cabelludo,

donde se colocan los electrodos que captan la diferencia de potencial. Aśı obtenemos

un registro EEG de manera no invasiva. Los datos utilizados en este trabajo fueron

obtenidos de este modo.

Existen diferentes sistemas o convenciones para situar los electrodos de un EEG

al momento de realizar un registro. La convención que utilizamos fue la del Sistema

Internacional 10-20, véase la Figura 1.5

Como convención, letras y números hacen referencia a lo siguiente:

Con números impares se hace referencia a electrodos colocados del lado izquier-

do del cuero cabelludo.

Con números pares se hace referencia a electrodos colocados del lado derecho
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del cuero cabelludo.

Electrodos colocados en la ĺınea media central se refieren con la letra ′′z′′.

Con la letra ′′F ′′ electrodos de los lóbulos frontales.

Con las letras ′′Fp′′ electrodos de los lóbulos frontoparietales.

Con la letra ′′T ′′ electrodos de los lóbulos temporales.

Con la letra ′′C ′′ electrodos de los lóbulos centrales.

Con la letra ′′P ′′ electrodos de los lóbulos parietales.

Con la letra ′′O′′ electrodos de los lóbulos occipitales.

De esta manera se logra tanto identificar el lóbulo y la posición.

1.3.4. Limpieza de señales EEG

Obtener un registro EEG no es una tarea sencilla. La adquisición de los datos de

un EEG puede ser fácilmente contaminado con señales que no se originan propia-

mente en el cerebro, a estas señales se les conoce con el nombre de “artefactos”.

Los artefactos pueden ser divididos en dos grupos: fisiológicos (endógenos) y no

fisiológicos (exógenos). Los artefactos fisiológicos se originan en el cuerpo pero fue-

ra del cerebro, estos pueden ser: Ocular (movimiento ocular, parpadeo, nistagmo),

músculo, sudor, lengua y boca (masticar, mioclono palatino), vascular (ECG, marca-

pasos), movimientos (temblor, respiración, facial, extremidades), defecto de cráneo.

Los artefactos no fisiológicos son aquellos que se originan fuera del cuerpo, estos

incluyen: Electrodos (metales, cables, conecciones, colocación), fuentes externas (60

Hz (corriente eléctrica), estática, equipo de medición, instrumentación (amplificador,

cables).

Algunos de los artefactos más comunes en un registro EEG se muestran en la

Figura 1.6
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a) b) c)

Figura 1.6: Artefactos t́ıpicos de un EEG que se presentan en un registro de multica-
nales. a) Artefacto del pulso cardiaco. b) Artefactos debido al parpadeo, c) artefacto
del movimiento ocular. Los monitoreos fueron obtenidos con un equipo con baterias,
el B-Alert en INGER con 9 canales, por esta razón no tiene el artefacto de la co-
rriente eléctrica.. En el eje vertical muestra escala en microvolts y el eje horizontal
el tiempo.

Figura 1.7: Registro EEG 19 canales bajo la convención 10-20 de un niño de 10 años,
muestra artefactos de corriente eléctrica (60 Hz). A la izquierda registro antes de
aplicar los métodos, a la derecha registro después de aolicar los métodos. El registro
se analizó y removió el artefacto de los 60 Hz con SSA (Apéndice B) y con MSSA
(Apéndice C). En el eje vertical muestra escala en microvolts y el eje horizontal el
tiempo.
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La identificación y exclusión adecuada de los artefactos es de extrema impor-

tancia para obtener un registro EEG apropiado. Algunos cuidados que se pueden

considerar para reducir el número de artefactos en un registro pueden ser la dismi-

nución o desconexión temporal de equipos de monitoreo innecesarios, trabajar con

equipos que utilicen baterias (corriente DC), el monitoreo con ojos cerrados reduce

considerablemente la frecuencia del parpadeo pero no los evita por completo, reducir

las tareas y el movimiento del sujeto ayuda a obtener un registro más limpio. La

eliminación de artefactos es extremadamente complicada y obtener un registro sin

ellos es poco probable y esta probabilidad disminuye cuando se realizan registros de

larga duración.

Los métodos de limpieza en un EEG es un campo de estudio en śı mismo y

su análisis ha sido tema de libros y tesis doctorales (ref). Entre los métodos más

comunes utilizados para el análisis de limpieza son análisis de componentes inde-

pendientes (ICA), descomposición de valores singulares (SVD), análisis de espectros

singular multicanal (MSSA), filtraje fourier (pasabandas, pasa-altas, pasa-bajas),

etc. La limpieza de señales de un EEG no fue tema principal en este trabajo de tesis,

por la naturaleza de la señal EEG es algo que no se puede evitar estudiar. Aqúı se

utilizó Fourier, SVD (ver Apéndice A), SSA (ver Apéndice B), MSSA (ver Apéndice

C) para limpiar diferentes artefactos.

1.3.5. Bandas espectrales caracteŕısticas en un EEG y su

significado fisiológico

El registro de un EEG se divide en bandas de frecuencia delta δ, theta θ, alfa α,

beta β gamma γ. Ver la Figura 1.8

La frecuencia delta δ son las ondas más lentas en un EEG, abarcan el rango

comprendido entre 0.5 Hz y 3 Hz. Esta actividad alcanza mayor amplitud en

las áreas posteriores y predomina en el sueño profundo
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La frecuencia theta θ abarca el rango comprendido entre 3 Hz y 8 Hz. La

actividad eléctrica en esta frecuencia es de baja o moderada amplitud, no

supera los 100 microvoltios. Se distribuye en todas las áreas siendo mayor

en la región fronto-centro-temporal. Esta actividad se observa sobre todo en

personas con somnolencia (etapa 1 de sueño). Altos niveles de onda theta son

conciderado anormales en adultos y está relacionado con déficit de atención

(AD) e hiperactividad (AH).

La frecuencia alfa α abarca el rango comprendido entre 8 Hz y 13 Hz. Este

rango de frecuencia domina con una mayor amplitud en la región occipital

donde en promedio y de acuerdo a la edad alcanza de los 50 a los 120 microvol-

tios. Caracteristicamente se atenúa o llega a bloquearse al abrir los ojos o con

est́ımulos auditivos. Esta frecuencia se asocia a actividades de sueño o vigilia.

La frecuencia beta β abarca el rango comprendido entre 13 Hz y 29 Hz. Esta

actividad presenta una dinámica de voltaje bajo, en general no supera los

15 microvoltios. Su actividad es predominante en áreas frontales y frontales

superiores. Son ondas asociadas con la concentración y actividades mentales

como toma de desicion o cálculos matemáticos.

La frecuencia gama γ abarca el rango comprendido entre 29 Hz y 50 Hz. Son

las ondas más rápidas del cerebro, se asocian con una mayor actividad mental

tales como momentos de extrema atención o concentración
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Figura 1.8: Imagen tomada de [30], muestra las frecuencias t́ıpicas de la dinámica
cerebral.

1.3.6. Variabilidad de señales cerebrales univariadas

Historicamente cuando la gente estudia series de tiempo de un EEG lo hace

con la técnica más popular que es el análisis espectral de Fourier. Los potenciales

eléctricos del cerebro son altamente variables y como una consecuencia el espectro

de potencias de Fourier puede cambiar de una forma importante en el tiempo. La

aproximación tradicional para calcular el promedio del espectro de potencias es pro-

mediar sobre segmentos sucesivos del registro, lo que en la literatura se conoce como

épocas, ver Figura 1.9, por otro lado se han realizado estudios de como el espectro de

Fourier cambia para series de tiempo de registros individuales con el envejecimiento

cronológico, véase la Figura, sin embargo en los últimos años esta variabilidad de

señales cerebrales de las series individuales ha atraido el interés de muchos investi-

gadores.
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Figura 1.9: Dos representaciones del espectro de potenicas. En (a) la dinámica del es-
pectro de potencias calculado para los canales C3, Cz y C4. (b) Espectro de potencias
promedio para todas las épocas. Imagen tomada de [32].

Figura 1.10: Promedios del espectro de potencias de la banda alfa occipital. El es-
pectro cambia en función a la edad [32].



Caṕıtulo 2

Variabilidad de señales cerebrales

multivariada

2.1. Red cerebral funcional promedio

El análisis de datos de un EEG puede ser tratado de manera colectiva y no sólo

por canales individuales como se trató anteriormente. Cada registro que se analiza

tiene una duración temporal de T segundos, la frecuencia de muestreo fmuestr y esta

determinada por el aparato de registro y mientras mayor sea esta, mejor resolución

tendrá. Aśı para la serie de tiempo de cada registro tenemos una longitudN = fmuestr·
T (número total de datos). Se usan ventanas sucesivas no-translapables de tamaño

∆N = fmuestr ·∆T para segmentar el registro en épocas. Existen varias herramientas

matemáticas que se pueden aprovechar para realizar un análsis multivariado que

permita estudiar como interactúan los diferentes lóbulos cerebrales cuando en cierta

época se observa una correlación entre series de tiempo de diferentes lóbulos, uno

puede argumentar que en ese fragmento de tiempo hay interacción entre tales lóbulos

sino hay correlaciónes entonces no hay interacción. Una de estas herramientas es la

matriz de correlación S la cual nos da una medida de correlación ĺıneal entre pares

de series de tiempo. Los elementos de la matriz de correlación S son determinados

por el coeficiente de correlación de Pearson. Considerando las series xi(n) y xj(n) en

función del tiempo n = 1, 2, , ..., N y para los canales i, j = 1, 2, ...,M los elementos

de matriz se obtiene de la siguiente manera,

20
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Sij =
1

N

N∑
n=1

(xi(n)− 〈xi〉)(xj(n)− 〈xj〉)
σiσj

(2.1)

donde σi es la desviación estandar de la serie xi(n), y σj es la desviación estandar

de la serie xj(n). Ver los paneles (a) y (b) de la Figura 2.1 y el Apéndice A para una

discusión más detallada de las matemáticas de la matriz de correlación.

Con propósitos de visualización, la matriz de correlación se puede representar co-

mo un grafo o una red. En esta sección se describirá del proceso que se realizó para

este fin.

Matriz Binaria. Con la finalidad de construir la red que nos permita visuali-

zar que canales estan más correlacionados se construye una matriz de correlación

binaria a partir de las matrices de correlación generadas de cada época. Entonces,

aplicando un criterio albitrario donde para cualquier Sij ≥ 0,5 ⇒ Sij = 1 y para

Sij < 0,5⇒ Sij = 0, vease el panel (c) de la Figura 2.1

Grafo. Un grafo se puede ver como una estructura que consta de dos partes;

nodos y aristas, éstas pueden ser dirigidas o no. Para cada matriz de correlación

binaria se construye un grafo en el que los nodos son los electrodos y la topoloǵıa

del grafo esta determinado por el arreglo que se ocupa para el registro, las aristas

quedaran determinadas por los valores de las entradas de la matriz binaria, entonces,

si consideramos a la matriz binaria como SB con entradas SBij entonces para cada

SBij = 1 existirá una arista entre el par de electrodos, en el caso en el que SBij = 0 no

existirá arista, vease el panel (d) de la Figura 2.1. En teoŕıa de grafos la matriz SB

también es conocida como matriz de adyacencias.

En principio, se debeŕıa estudiar la red para diferentes umbrales, para ver si

los resultados dependen del valor espećıfico elegido. Otra opción es estudiar la red

pesada, donde el valor de cada elemento de matriz indica la intensidad de cada arista,

lo cual resulta en un grafo con aristas de diferentes grosores. Para una discusión más
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profunda de este tema ver [39, 40]. En este trabajo la red solo sirve para fines de

visualización, con la metodoloǵıa propuesta, los resultsdos numéricos no dependerán

de tal umbral.

a) b)

c) d)

Figura 2.1: a) Época de tamaño t = 0,5 segundos (N = 100) de un EEG de 19 canales.
b) Matriz de correlación construida a partir de las series de tiempo mostradas en
a). En c) matriz de correlación binaria. d) Grafo construido a partir de la matriz de
correlación binaria.

Es posible estudiar la dinámica de las series de tiempo de un EEG como un siste-

ma o como una red funcional cerebral aplicando métodos de estad́ıstica multivariada

tales como las matrices de correlación [33–35] y usando este enfoque se han encontra-

do diferencias significativas para las redes funcionales promediadas entre adultos y

pacientes con daños de Alzheimer o stroke cerebro-vascular [36, 37], véase la Figura
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2.2.

Figura 2.2: Red funcional cerebral construida con pacientes de Alzheimer. En A se
muestra de forma esquemática las posiciones de los electrodos, B muestra el grafo de
sujetos de control, En C el grafo de pacientes de Alzheimer y D la diferencia entre
los dos grupos. Co-AD: son aristas que sólo se encuentran en el grupo de control y
AD-CO: aristas que sólo se encuentran en el grupo con Alzheimer. Ver discusión en
[36].

El análisis de datos de un EEG con modos normales ha sido aplicado desde la

década de 1980. Este enfoque no es usualmente aplicado a la actividad espontanea

de el cerebro, es decir en ausencia de estimulos externos porque la actividad es muy

erratica pero puede ser muy satisfactorio en el caso de potenciales evocados donde

el cerebro es estimulado con señales visuales o auditivas y se estudia las respuestas

caracterizticas de los diferentes lóbulos cerebrales. El uso de modos normales no sólo

permite la compresión de los datos también permite entender mejor la dinámica de
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el problema porque los modos normales usualmente representan las propiedades más

importantes de los datos. Hasta este punto el tema de la variabilidad en la estad́ıstica

multivariada de un EEG ha sido evitada calculando promedios sobre épocas sucesi-

vas de los datos. Recientemente, Leonardi[41] ha propuesto un método que permite

cuantificar la variabilidad de matirces de correlación de épocas sucesivas y aplicando

el método a imágenes de resonancia magnética (MRI).

La propuesta en este trabajo es estudiar la variabilidad de las redes funcionales

aplicando la misma metodoloǵıa a la variabilidad multivariada espontanea de los

datos de un EEG de personas cĺınicamente sanas en estado de reposo para estudiar

como esta variabilidad cambia con el envejecimiento humano.

Datos experimentales

Los datos para hacer el análisis en la presente contribuación fueron obtenidos del

laboratorio Fernandez de Miguel del Instituto de Fisioloǵıa Celular de la UNAM,

donde la actividad eléctrica cerebral fue monitoreada de personas que visitan el mu-

seo de arte prehispánico de la UNAM en Tlatelolco en la ciudad de México. El equipo

de EEG utilizado tiene un convertidor analógico-digital de la marca Grass con 19

canales el cual trabaja con una frecuencia de muestreo de fmuestr = 200 Hz. Las impe-

dancias mı́nimas aceptadas fueron de 10 MΩ. Los datos fueron procesados ′′offline′′.

Las señales fueron filtradas con un filtro pasabandas en un rango de 8-13 Hz (banda

α). Nos concentramos en la banda alfa por diferentes razones, primero es la banda

dominante para una persona en reposo con ojos cerrados y sin estimulos externos lo

cual permite evitar lo mas posible artefactos debidos a parpadeos y actividad muscu-

lar, en segundo lugar, la banda alfa son frecuencas intermedias entre las frecuencias

bajas del artefacto del parpadeo y las frecuencias altas del artefacto de la corerinete

electrica, asi que uno podŕıa pensar que aplicando un filtro pasabandas entre 8-13 Hz

daŕıa la actividad alfa y excluiria parpadeos y corriente eléctrica. Sin embargo, hemos

visto que filtrar de tal manera parpadeos puede ”crear” artificialmente oscilaciones

tipo alfa, aśı que la manera más segura para estudiar EEG parece ser primero excluir

los artefactos con metodos adaptativos, p.ej. SVD (Apéndice A), SSA (Apéndice B),

MSSA (Apéndice C), y luego aplicar un filtro pasabandas. Los primeros y últimos

100 puntos de los datos fueron descartados del estudio por posibles artefactos debi-
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do al proceso de filtrado. Cada registro que se analizó tiene una duración temporal

de 10 segundos (T=10), aśı para cada registro tenemos una longitud de 2000 datos

(N=2000). Se usaron diferentes longitudes de ventana no-translapables y en lo que

sigue vamos a mostrar resultados para diferentes ventanas para mostrar que los re-

sultados son consistentes y no dependen del tamaño de una ventana especifica. Se

consideró adecuado un tamaño de ventana no mayor a 1 segundo, de esta manera

se garantiza que la dinámica de la frecuencia analizada se puede estudiar adecuada-

mente, además en este intervalo de tiempo se puede suponer que la serie de tiempo

es estacionaria.

En la Figura 2.3 se muestra la matriz de correlación promedio y la red funcional

para un niño de 10 años y para una persona adulta mayor en el rango de 70-80

años, la matriz y la red fueron promediadas de épocas sucesivas. Claramente la red

de la persona adulto mayor es mucho más densamente correlacionada que la red del

niño. En las Figuras 2.4 y 2.5 se muestra época a época las matrices de correlación

momentaneas que fueron promediadas para obtener la red promedio (Figura 2.3) del

niño y adulto respectivamente, Claramente, la red del niño es mucho más variable

que la red de la persona mayor. En el caso del niño, conexiones se destruyen y

nuevas conexiones surgen de momento a momento. Puede ser que en una época

particular la red momentanea sea muy densa y correlacionada, sin embargo la época

siguiente la red puede cambiar completamente de aspecto y volverse mucho mas

diluida. Es claro que calculando la red promedio sobre épocas sucesivas, resultan

pocas conexiones duraderas. En el caso de la persona mayor, la red momentanea

siempre es muy correlacionada y tales correlaciones parecen mucho más estables,

persistentes o ŕıgidas en el tiempo. Calculando la red promedio, resulta una red

mucho más correlacionada, véase la Figura 2.3.
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a) Red promedio de niño de 10 años

b) Red promedio de adulto mayor de 70-80 años

Figura 2.3: Matriz de correlación (izquierda) y red cerebral funcional (derecha) para
a) un niño de 10 años y b) para un adulto-mayor 70-80 años. La matriz y la red
fueron promediadas sobre intervalos de épocas sucesivas ∆T= 0.5 segundos. Las
redes fueron obtenidos aplicando un umbral de 0.5 a la matriz de correlación.
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Figura 2.4: Variabilidad de la red cerebral sobre épocas sucesivas para un niño de 10
años (la duración de cada época es de ∆T = 0,5).
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Figura 2.5: Variabilidad de la red cerebral obre epocas sucesivas para un adulto
mayor de 70-80 años (la duración cada época es de ∆T = 0,5).
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2.2. Pérdida de variabilidad.

Cada matriz de correlación momentanea generada de la segmentación época por

época de los datos EEG es vectorizada, es decir, la información bidimensional es

mapeada a un vector columna unidimensional. Una ′′supermatriz′′ es construida la

cual contiene en cada columna la información de la matriz de correlación momenta-

nea. Leonardi [41] sugiere este método para visualizar mejor la variabilidad de la red

(Figuras 2.4 y 2.5), y a la vez sirve también como método para cuantificarla.

Figura 2.6: En a) se muestra la secuencia de matrices de correlación individuales,
genera un tensor con dos dimensiones espaciales y una temporal. En b) Superma-
triz formada de la vectorización de las matrices de correlación sucesivas con una
dimensión espacial y una temporal.
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La concatenación de matrices sucesivas creaŕıa un objeto tridimensional, o un

tensor, como se observa en la Figura 2.6 a) con dos dimensiones espaciales y una

temporal. Por otro lado, vectorizando cada matriz de correlacion, tomando única-

mente la parte triángular superior y colocando cada renglón en un vector, de esta

manera surge la supermatriz bidimensional de dimensión (M2 −M)/2× Tv , siendo

M = 19, es decir, el número de canales y Tv el número de ventanas obtenidas de ca-

da registro, vease Figura 2.7 Para análisar la supermatriz utilizamos una herrmienta

matemática comocida como Singular Value Decomposition (SVD) que es un método

de descomposición de matrices el cual se puede interpretar como la generalización

de la descomposición espectral de las matrices cuadradas y simétricas, este método

considera una matriz X rectangular real de dimensión M×N y de rango r=rango(X)

≤ Min(M,N), la descoposición se expresa como,

X = UΣVT =
r∑

k=1

σk
(
~uk ~vk

T
)

=
r∑

k=1

σkXk (2.2)

entonces, X se descompone como la suma de r matrices elementales Xk. Los detalles

de este método se describen en el Apéndice A. SVD es aplicado a la supermatriz para

cuantificar la variabiliad contenida en las matrices de correlación de épocas sucesivas.

Dada la construcción de la supermatriz, el eje vertical muestra las configuraciones

y el eje horizontal las épocas) podemos observar como las configuraciones cambian

momento a momento en niños de 10 años, en contraste con lo que se observa para la

supermatriz de un adulto mayor que parece tener casi la misma configuración época a

época. Se realizó el analisis para dos tamaños de ventana diferentes para mostrar que

el comportamiento del scree diagram, y más en particular el comportamiento relativo

entre niños, adultos jovenes y adultos mayores, parece no depender demasiado del

tamaño de la ventana.
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Figura 2.7: Super matriz construida con las matrices de correlación con ventas
∆T =0.5 segundos (∆N = 100) para un niño de 10 años (izquierda) y para un
adulto mayor de 70-80 años (derecha).

Figura 2.8: Diagrama de variazas parciales ordenadas λk de SVD aplicado a las
supermatrices de la Figura 2.7, en azul punteado niños 4 niños de 10 años, en azul
continuo el promedio de los mismos 4 niños. En negro punteado 4 adultos de 60 años,
en negro continuo el promedio de los 4 adultos. En rojo punteado 4 adultos mayores
de 70-80 años y en rojo continuo el promedio de los mismos 4 adultos mayores.
Individuos junto con promedio (izquierda) y promedios unicamente (derecha).
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Figura 2.9: Super matriz construida con las matrices de correlación con ventas ∆T =
0,1 segundos (∆N = 20) para un niño de 10 años (izquierda) y para un adulto mayor
de 70-80 años (derecha).

Figura 2.10: Diagrama de variazas parciales ordenadas λk de SVD aplicado a las
supermatrices de la Figura 2.9, en azul punteado niños 4 niños de 10 años, en azul
continuo el promedio de los mismos 4 niños. En negro punteado 4 adultos de 60 años,
en negro continuo el promedio de los 4 adultos. En rojo punteado 4 adultos mayores
de 70-80 años y en rojo continuo el promedio de los mismos 4 adultos mayores.
Individuos junto con promedio (izquierda) y promedios unicamente (derecha).
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En la Figura 2.8 y 2.10 el llamando diagrama de varianzas parciales ordenadas

(scree diagram) λk es mostrada para un grupo de participantes de 4 niños de 10 años

en comparación con 4 adultos de 60 años y 4 adultos mayores de 70-80 años, el scree

diagram parece inclinarse siempre más con la edad cronológica. Parece que con la

edad los modos mas lentos (frecuencias bajas) empiezan a predominar y que losmodos

mas rápidos (frecuencias altas) pierden su importancia. Para entender intuitivamen-

te el significado fisico de una menor o mayor inclinacion del scree diagram, en el

Apéndice A aplicamos el metodo SVD para descomponer algunas imágenes ”senci-

llas”(véase la Figura A.1 ) y otras mas çomplicadas”(véase la Figura ??). Notamos

que cuando una imagen está dominada por algunas ĺıneas guiadoras importantes

(una imagen ”sencilla”) se caracteriza por un scree diagram muy inclinado que pare-

ce obedecer una ley de potencias 1/kγ con γ = 2 y resulta fácil reconstruir la imagen

con relativamente pocos modos normales. En cambio, cuando una imagen carece de

unas cuantas ĺıneas guiadoras y cuando predominan mas bien los detalles (una ima-

gen çomplicada”) se caracteriza por un scree diagram poco inclinado que tambien

parece obedecer una ley de potencias 1/kγ pero ahora con γ = 1 y no resulta evidente

resumir la imagen con un numero pequeño de modos normales. La implicación para

la supermatriz parece ser que en el caso de los niños de 10 años la variabilidad de

su red cerebral funcional es compleja con la contribución de un número muy gran-

de de modos de oscilacion, mientras que con la edad parece perderse parte de esa

complejidad porque la variabilidad se reduce a unos cuantos modos que dominan

toda la dinámica. Es tentador tratar de aproximar la parte recta del scree diagram

en escala log-log de la supermatriz con una ley de potencias, aunque no es de todo

claro si tal aproximacion se justifique porque el rango sobre el cual se aprecia un

comportamiento lineal es muy reducido. Seŕıa interesante repetir el analisis actual

con series de tiempo EEG de mas duracion para ver si el comportamiento lineal se

extienda sobre un rango de escalas mayor.

En la Figura 2.11 se muestra el exponente espectral γ como función de la edad

cronológica de los participantes, y observamos como la dinamica parece degenerarse

de un ruido 1/f (γ = 1) para los niños hacia un ruido browniano (γ = 2) para

los adultos mayores. A reserva de la validez de la aproximación del scree diagram

con una ley de potencias, es interesante notar la analoǵıa entre el caso de perdida
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de variabilidad de este caso de estadistica multivariada de EEG con la pérdida de

variabilidad de series de tiempo fisiologicas univariadas como el ritmo caridaco (vease

la Figura 1.3), la marcha, el equilibrio, etc. como se ha discutido en la introduccion.

Figura 2.11: Diagrama del escalamiento del exponente γ de la ley de potencias del

diagrama de varianzas parciales ordenadas λk ∝
1

kγ
en función a la edad.

En la Figura 2.11 el exponente de escalamiento γ es mostrado para diferentes gru-

pos de edades pareceŕıa que la variabilidad es del tipo 1/f para el caso de los niños

(γ=1) que indica un tipo más complejo de variabilidad, el cual se vuelve más regular

y del tipo browniano (γ=2) con el envejecimiento humano. En la Figura 2.12 y la

Figura 2.13 muestran los primeros modos de variabilidad temporal (vectores singu-

lares ~vk) y espacial (vectores singulares ~uk) respectivamente de la supermatriz de la

Figura 2.9. Los modos normales espaciales y temporales que se muestran aqui carac-

terizan cambios en los correlaciones alrededor del patron de correlaciones promedio..

El primer modo es un patrón global de correlaciones entre todos los electrodos que se

vuelven más débiles o más fuertes. Los modos de más alto orden muestran cambios
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de correlación entre lóbulos particulares del cerebro. Por el momento no tenemos

muy claro cuál es el significado de tales modos espaciales y temporales, o si hay dife-

rencias significativas entre los modos del niño y de la persona mayor, a primera vista

parece ser son similares, es decir, parece tratarse de oscilaciones frontal-occipital, o

izquierdo-derecho, o oscilaciones más complejas. El color especifico (naranja o azul)

de una región particular de los modos normales espaciales ~uk mostrados en la Figi-

gura 2.13 no tiene importancia, porque el signo se determina multiplicandolo con el

modo normal temporal ~vk correspondiente; el signo es positivo (negativo) cuando una

region se correlaciona más (menos) que esa región en la red promedio. Cada modo

normal temporal ~vk muestra cómo la importancia del modo espacial correspondiente

~uk fluctúa en el tiempo.

Figura 2.12: Primeros k = 1, 2, 3 ~vk modos temporales correspondientes a un niño
de 10 años (columna izquierda), Primeros modos temporales correspondientes a un
adulto de 70-80 años (columna derecha).
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Figura 2.13: Primeros k = 1, 2, .., 5 modos espaciales ~uk correspondientes a un niño
de 10 años (columna izquierda), Primeros modos espaciales correspondientes a un
adulto de 70-80 años (columna derecha).



Discusión 37

2.3. Discusión

La serie de tiempo más estudiada es la del ritmo cardaico. El análisis de Fourier es

una herramienta matemática clásica utilizada para estudiar señales que fluctúan en el

tiempo. El análisis de Fourier aplicado a series de tiempo del ritmo cardiaco muestra

que el espectro de potenicas en escala log-log resultante se puede aproximar por una

ley de potencias, P (f) = 1/fβ. La estad́ıstica que caracteriza la dinámica del corazón

sano sugiere tener caracteristicas complejas (β = 1), sin embargo estas propiedades

cambian con el proceso de envejecimiento cronológico (β = 2), indicativo de pérdida

de variabilidad. El paisaje que pintan Andrew Zolli y Ann Marie Healy en su libro

Resilience : Why things bounce back [11], es como un paisaje de adecuación (fitness

landscape) del sistema complejo de la fisioloǵıa humana. Para un niño el paisaje

podŕıa corresponder con un valle ancho con múltiples cuencas a las cuales se puede

adaptar sin problema, la dinámica es compleja pero no necesariamente eficiente y no

se puede descomponer en algunos pocos modos dominantes. Para un adulto mayor, el

paisaje se vuelve más sencillo con pocas cuencas, la dinámica se vuelve más sencilla,

más predecible, trata de maximizar la eficienca y se puede resumir en unos pocos

modos dominantes. Esta analoǵıa se puede percibir mejor cuando descomponemos

las imágenes del Apéndice A en modos propios, la Figura A.1 se puede descompo-

ner en unos cuantos modos propios dominantes, el diagrama de varianzas parciales

(scree diagram) sigue una ley de potencias browniano (γ = 2), por otro lado imáge-

nes sin claras lineas dominantes como la Figura A.5 son mas dif́ıciles de comprimir

en un numero pequeño de modos dominantes, y su scree diagram sigue una ley de

potenicas 1/f (γ = 1), lo cual significa que los modos propios son muy detallados y

siguen contribuyendo de manera significativa. La variabilidad de las redes cerebrales

funcionales sugieren un comportamiento similar, el scree diagram parece inclinarse

más en función a la edad cronológica. En analoǵıa con los estudios con Fourier de la

variabilidad del ritmo cardiaco y la descomposicion de imagenes, intentamos ajustar

una ley de potencias a la parte recta del scree diagram, y encontramos en primera

aproximación un ruido 1/f aproximada para niños y una desviación gradual en fun-

ción de la edad hacia un ruido browniano.

Posible interpretación.
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Una analoǵıa: un niño es como una celula madre, no está especializada, todav́ıa puede

irse en todas las direcciones y se puede adaptar a diferentes circunstancias. Un niño

vive en un valle muy ancho con multiples cuencas donde puede sobrevivir y adaptarse

sin problemas, tiene una alta variabilidad y pasa de cuenca a cuenca. Hay mucha

enerǵıa disponible, aśı que no hay que cuidar en qué invertirlo. Con la edad tenemos

la tendencia de especializarnos en alguna(s) condicion(es) muy particular(es), nos

volvemos más eficientes y más productivos, pero al precio de menor capacidad de

adaptación a otras condiciones. Limitamos el número de cuencas que visitamos.

Nos volvemos más predecibles, la dinámica se correlaciona más. Con la edad más

avanzada, la enerǵıa disponible se vuelve más escasa, aśı que hay que volverse más

eficientes, y màs robustos para evitar que nos saquen de la cuenca donde somos lo

más eficiente. la dinámica se vuelve ŕıgida, más browniana.
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Conclusión y Perspectivas

Se sabe que las poblaciones de varios paises están evejeciendo a una velocidad muy

grande, muchas de estas poblaciones enfrentan el envejecimiento de manera no op-

tima, esto se ve reflejado a problemas de ı́ndole médica y social. La gente adulta

mayor presenta enfermedades crónicas no transmisibles sin embargo el sector de se-

guridad social se centra en la atención de estos padecimientos ya que están presentes

y esto lleva un costo monetario elevado, metodoloǵıas como la propuesta en este

trabajo podŕıa ayudar a intervenir oportunamente y que gente adulta mayor tenga

un envejecimiento sano, adecuado y funcional.

Con base al éxito que ha tenido el estudio de series de tiempo univariadas como en el

caso de las series cardicas, se han estudiado las series de un EEG de forma individual,

es decir, canal por canal obteniendo resultados que ya mostraba una pérdida en la

variabilidad con el envejecimietno sin embargo aqúı se estudia de manera conjunta,

todos los canales al mismo tiempo y se logra obtener un ı́nidce que permite cuantificar

esta pérdida.

Se logró cuantificar la variabilidad de redes funcionales construidas a partir de un

registro EEG con técnicas de análisis de estad́ıstica multivariada más especificamente

con SVD aplicado a una supermatriz contruida de matrices de correlación de épocas

sucesivas. Se encontró una diferencia entre niños y adultos mayores. Los resultados

muestran que el envejecimiento esta asociado una pérdida de variabilidad en personas

sanas.

Sin embargo el tamaño de muestras con las que se presentan los resultados es muy

39
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pequeña por lo que es indispensable obtener un número mayor aśı como ampliar

el rango de edades. Considerando que los potenciales provenientes de la dinámica

cerebral son altamente variables y que el equipo de registro es altamente sensible a

los diferentes aspectros artefactuales es indispensable determinar metodoloǵıas para

la limpieza adecuada y correcta de éstos. Se espera que con análisis de series de

tiempo resulte un avance en el conocimiento y en la obtención indicadores que para

determinar patoloǵıas que no son detectables con métodos tradicionales tales como

la fatiga o la fragilidad.

En este trabajo enfocamos el estudio y metodoloǵıa solamente a la banda de fre-

cuencia alfa (8-13 Hz) y con ojos cerradas en auscencia de estimulos externos. Para

futuros trabajos intentaremos responder preguntas como:

¿Qué pasa con las otras bandas, y en otras condiciones, cuando una persona esta

escuchando música o cuando está leyendo, que pasa en las diferentes fases del sueño?

Todas personas estudiadas aqui fueron sanas, o por lo menos funcionales, llegaron a

su propia fuerza al museo, y participaron por su propio interés en el estudio ”Arte

y Cerebro”, ¿Qué pasa con la variabilidad de las redes en diferentes enfermedades,

p.ej. déficit de atención en el caso de los niños, y demencia y Alzheimer en el caso de

los adultos mayores? ¿Qué pasa con la variabilidad en enfermedades que se pueden

presentar a cualquier edad como epilepsia o migraña?
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Análisis espectral de matrices

A.1. Producto de vectores y matrices

A.1.1. Producto de vectores

Producto interior. Dados ~u = (u1, u2, ..., un) y ~v = (v1, ~v2, ..., ~vn) dos vectores

de un espacio vectrorial V sobre el campo Rn El producto interno o producto escalar

se define como:

~u · ~v ≡ ~uT~v

=
(
u1 u2 ... un

)


v1

v2

...

vn


= u1v1 + u2v2 + ...+ unvn

=
n∑
i=1

uivi (A.1)

Producto externo Dado un vectores tipo columna ~u = (u1u2...un)T de dimen-

sion n y otro vector tipo columna ~v = (v1v2...vm)T de dimension m, el producto

exterior también es conocido como producto tensorial y es equivalente para un vec-

tor fila que es multiplicado por la izquierda por un vector columna.
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~u⊗ ~v ≡ ~u~vT

=


u1

u2

...

un


(
v1 v2 ... vm

)

=


(u1v1) (u1v2) ... (u1vm)

(u2v1) (u2v2) ... (u2vm)

(u3v1) (u3v2) ... (u3vm)

... ... ...

(unv1) (unv2) ... (unvm)

 (A.2)

A.1.2. Producto de matrices

Desde el punto de vista de las matemáticas, en particular del Álgebra Lineal,

el producto de matrices es una operación bilineal. No existe una forma única de

definir l amultiplicación de matrices. En esta sección describiremos de forma breve

dos formas de multiplicación de matrices, con el producto interno y con el producto

externo.

El producto de matrices puede expresarse en terminos del producto interno. Po-

demos suponer que una matriz U de tamaño n × m es descompuesta en vectores

renglón ~ui y una V de tamaño m×p es descompuesta en vectores columnas ~vj donde

i, j = 1, 2, ..., n de tal manera que

U =


(u11 u12 ... u1m)

(u21 u22 ... u2m)

(u31 u32 ... u3m)

(... ... ...)

(un1 un2 ... unm)

 =


~u1

~u2

~u3

...

~un

 (A.3)
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V =




v11

v21

v31

...

vn1




v12

v22

v32

...

vn2




...

...

...

...




v1p

v2p

v3p

...

vnp



 =
(
~v1 ~v2 ~v3 ... ~vp

)
(A.4)

Entonces

UV =


~u1

~u2

...

~un


(
~v1 ~v2 ... ~vn

)
=


(~u1 · ~v1) (~u1 · ~v2) ... (~u1 · ~vp)
(~u2 · ~v1) (~u2 · ~v2) ... (~u2 · ~vp)
(~u3 · ~v1) (~u3 · ~v2) ... (~u3 · ~vp)
... ... ...

(~un · ~v1) (~un · ~v2) ... (~un · ~vp)

 (A.5)

La manera para interpretar el producto matricial es útil para matrices que son

previstas como concatenaciones particulares de vectores fila o vectores columna como

las matrices ortogonales.

De igual manera se puede expresar el producto de matrices en términos del pro-

ducto exterior. Aśı la matriz U es descompuesta dentro de vectores columna ~ui y

a V como vectores renglón ~vi, entonces podemos suponer que una matriz U de ta-

maño n ×m es descompuesta en vectores renglón ~ui y una V de tamaño m × p es

descompuesta en vectores columnas ~vj donde i, j = 1, 2, ..., n de tal manera que

v =


(v11 v12 ... v1m)

(v21 v22 ... v2m)

(v31 v32 ... v3m)

(... ... ...)

(vn1 vn2 ... vnm)

 =


~v1

~v2

~v3

...

~vn

 (A.6)
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U =




u11

u21

u31

...

un1




u12

u22

u32

...

un2




...

...

...

...




u1p

u2p

u3p

...

unp



 =
(
~u1 ~u2 ~u3 ... ~up

)
(A.7)

UV =
(
~u1 ~u2 ... ~un

)


~v1

~v2

...

~vn


= ~u1 ⊗ ~v1 + ~u2 ⊗ ~v2 + ...+ ~un ⊗ ~vn

=
m∑
i=1

~ui ⊗ ~vi (A.8)

Aqui, el producto ~u ⊗ ~v da lugar a una matriz elemental, es decir, de rango 1.

Aqúı vemos que cualquier producto de matrices se puede escribir como la suma de

matrices elementales. Esta propiedad se utilizará mas adelante en este apendice en

la descomposicion matricial SVD, donde se eligirá una base particular de vectores

singulares ui y vi para realizar la descomposicion.

A.2. Descomposición espectral de matrices cua-

dradas y simétricas

A.2.1. Vectores propios derechos

Considermos una matriz cuadrada simétrica real A = AT con dimensiones N ×
N . El rango de la matriz es r=rango(A) ≤ N , es igual al número de número de

columnas o de renglones independientes. Representando a los vectores como columnas

y colocandolo del lado derecho de A entonces para cada vector propio ~vk de A con

k = 1, ..., r.



Descomposición espectral de matrices cuadradas 45

A~vk = λk ~vk (A.9)

Por ejemplo para el caso N = 2,

(
A11 A12

A21 A22

)(
vk1

vk2

)
= λk

(
vk1

vk2

)
. (A.10)

Los vectores propios ~vk constituyen una base ortonormal para el espacio Rr de A

es decir ~vk · ~vl = δkl para k,l=1,2,...,r. Se puede colocar a los vectores propios como

una matriz V de dimension N ×N , los valores propios λk pueden ser representados

como elementos de una matriz diagonal Λ de dimension N × N . De esta manera

podemos expresar la relación entre A y los vectores propios como,

AV = VΛ (A.11)

Considerando que V es una matriz ortogonal1 entonces V−1 = VT la matriz A

puede ser reescrita como una descomposición espectral, entonces,

A = VΛVT =
r∑

k=1

λk(~vk~v
T
k ) =

r∑
k=1

λkAk. (A.12)

Donde las matrices elementales (es decir, de rango 1) Ak están formados por

el producto tensorial de los vectores propios. La matriz A puede ser descompuesta

como una suma de matrices elelmentales. Por ejemplo para el caso de N = r = 2,

1Una matriz ortogonal cumple OOT = OTO = I
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A =

(
A11 A12

A21 A22

)
=

( (
v11

v12

)(
v21

v22

) )(
λ1 0

0 λ2

) (
v11 v12

)(
v21 v22

) 
=

(
λ1v

2
11 + λ2v

2
21 λ1v11v12 + λ2v21ν22

λ1v11v12 + λ2v21ν22 λ1v
2
12 + λ2v

2
22

)

= λ1

(
v211 v11v12

v11v12 v212

)
+ λ2

(
v221 v21v22

v21v22 v222

)
= λ1A1 + λ2A2

= A1 + A2 (A.13)

A.2.2. Vectores propios izquierdos

Similar a la sección anterior, los vectores propios izquierdos tipo columna ~uk de

la matriz simétrica real A = AT con dimensiones N ×N y rango r,

A ~uk = λk ~uk (A.14)

por ejemplo, para N=2,

(
uk1 uk2

)( A11 A12

A21 A22

)
= λk

(
uk1 uk2

)
(A.15)

Los vectores propios ~uk constituyen una base ortonormal para el espacio Rr de A. Se

puede entender a los vectores propios como una matriz U de dimension N ×N , los

valores propios λk pueden ser representados como elementos de una matriz diagonal

Σ de dimension N ×N . de esta manera podemos expresar la relación entre A y los

vectores propios como,

UA = ΛU (A.16)

Considerando que U es una matriz ortogonal entonces U−1 = UT y la matriz A

puede ser reescrita como una descomposición espectral, entonces,
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A = UTΛU =
r∑

k=1

λk(~u
T
k ~uk) =

r∑
k=1

λkAk (A.17)

donde las matrices A son mstrices elementales, es decdir, de rango r = 1 y están

formadas por el producto tensorial de los vectores propios ~uk. Por ejemplo para el

caso de N = r = 2,

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
=

( (
u11

u12

)(
u21

u22

) )(
λ1 0

0 λ2

) (
u11 u12

)(
u21 u22

) 
=

(
λ1u

2
11 + λ2u

2
21 λ1u11v12 + λ2u21ν22

λ1u11u12 + λ2u21ν22 λ1u
2
12 + λ2u

2
22

)

= λ1

(
u211 u11u12

u11u12 u212

)
+ λ2

(
u221 u21v22

u21v22 u222

)
= λ1A1 + λ2A2

= A1 + A2 (A.18)

A.3. Descomposición espectral de matrices cua-

dradas no-simétricas o matrices rectangula-

res

A.3.1. Singular Value Decomposition (SVD)

Singular Value Decomposition (SVD) es un método de descomposición de matri-

ces el cual se puede interpretar como la generalización de la descomposición propia

de las matrices tratadas en la sección anterior. Consideremos una matriz X rectan-

gular real de dimensión M ×N y de rango r=rango(X) ≤ Min(M,N). Dicha matriz

puede ser utilizada para almacenar en sus filas series de tiempo multivariada o hasta

la información de una imagen (vease sección siguiente). En particular, la series de

tiempo multivariadas pueden ser datos de un EEG, aśı N corresponde a la duración

del monitoreo, y m = 1, 2, ...,M con el número de orden de los electrodos colocados
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en una posición particular del cuero cabelludo según la figura 1.5. En el caso de

matrices cuadradas simétricas el espacio de columnas y el espacio de renglones es

idéntico, claramente en el caso de una matriz construida con datos de un EEG no

lo es: la información espacial estará contenida en el espacio de las columnas mien-

tras que la información temporal estará contenida en el espacio de los renglones. La

descomposición espectral tratada en la sección anterior puede ser generalizada de

utilizando (SVD) de la siguiente manera,

X = UΣVT =
r∑

k=1

σk
(
~uk ~vk

T
)

=
r∑

k=1

σkXk (A.19)

entonces, X se descompone como la suma de r matrices elementales Xk, la matriz

U de dimensión M ×M es una matriz ortogonal la cual contiene en sus columnas

a los vectores singulares izquierdos ~uk que forman una base ortogonal ~uk · ~ul para

k, l = 1, 2, ..., r para el espacio de columnas de X, es decir, para el grado de libertad

espacial. La matriz V es una matriz ortogonal de dimensión N ×N la cual contiene

en sus columnas a los vectores singulares derechos ~vk que forman una base ortogo-

nal ~vk · ~vl para k, l = 1, 2, ..., r para el espacio de columnas de X, es decir, para el

grado de libertad temporal. La matrix Σ es una matriz de dimensión M ×N la cual

contiene en su diagonal los valores singulares ordenados de manera descendente, es

decir, σ1 ≥ σ2 ≥, ...,≥ σr.

El conjunto ortonormal ~vk~vl = δkl constituye una base para el espacio fase de los

renglones de X. En el presente trabajo el espacio de renglones de X tienen una

interpretación fisiológica como la evolución temporal de las series de tiempo mul-

tivariadas. De esta manera los eigenvectores ~vk pueden ser interpretados como los

modos propios temporales de X.

El conjunto ortonormal ~uk~ul = δkl constituyen una base para el espacio fase de las

columnas de X. Las columnas iguamlmente tienen una interpretación fisiológica pa-

ra el presente trabajo. Cada columna muestra una configuración espacial de las M

observables por cada instante de tiempo. Los vectores propios ~uk pueden ser inter-

pretados entonces como los modos propios espaciales de X.
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Para el caso de matrices cuadradas simétricas, X = XT , para los vectores singula-

res izquierdos y los vectores singulares derechos son los mismos, es decir, ~uk = ~vk

k = 1, 2, ..., r y SVD puede ser considerado como una descomposición propa genera-

lizada de matrices no simétricas. Los vectores propios ~uk y ~νk aśı como los valores

singulares σk también pueden ser calculados haciendo uso de dos matrices de corre-

lación asociadas.

A.3.2. Matriz de correlación espacial

La matriz de correlación espacial puede ser descrita como:

Ss ∝ XXT (A.20)

con dimensión M ×M y con rango r=rango(XXT )=rango(XTX)=rango(X). Si la

matriz X contiene las series de tiempo en sus renglones, centradas en cero, xi(n) −
〈xi〉, el valor de cada una de las entradas de la matriz Ss queda determinado por el

coeficiente de correlación de Pearson. Si consideramos las series de tiempo xi(n) y

xj(n) con n = 1, 2, , ..., N y i, j = 1, 2, ...,M los elementos de matriz se obtienen de

la siguiente manera,

(Ss)ij =
1

N

N∑
n=1

(xi(n)− 〈xi〉)(xj(n)− 〈xj〉)
σiσj

(A.21)

Si las series de tiempo corresponden a la evolución temporal de i = 1, ...,M observa-

bles medidas en posiciones diferentes (ai, bi) y (aj, bj), entonces (Ss)ij cuantifica la

correlación espacial que existe en las series de tiempo multivariadas entre sus diferen-

tes posiciones, ver Figura 2.1 . Los elementos diagonales de la matriz son coeficientes

de autocorrelación por lo tanto (Ss)ii = 1. Sustituyendo la ecuación (A.20) en la

ecuación (A.19) podemos reescribirlas como,

Ss ∝ (UΣVT )(UΣVT )T = (UΣVT )(VΣTUT ) = UΣΣTUT (A.22)

entonces
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Ss ∝
r∑

k=1

σ2
k~uk~u

T
k (A.23)

tal que ~uk son los vectores propios de Ss con k = 1, 2, ..., r con valores propios asocia-

dos λk = σ2
k. Dado un sistema dinámico que se descompone en modos propios, este

tiene una varianza total λTot que corresponde a la varianza total de X, aśı entonces

la Traza(Ss)=
∑

k λk = λTot. Los valores propios λk pueden ser entendidos entonces

como varianzas parciales. Los vectores propios ~uk pueden ser interpretados como

los modos propios espaciales de las series de tiempo multivariadas X ya que dan

información sobre las correlaciones entre las diferentes i = 1, ...,M observables.

A.3.3. Matriz de correlación temporal

Análogamente a la matriz de correlación espacial, la matriz de correlación tem-

poral puede ser caracterizada como:

St ∝ XTX (A.24)

con dimensión N × N y rango r. Entonces (St)ij cuantifica la correlación temporal

entre los momentos i y j. Entonces e la ecuación y (2.10) podemos reescribir

St ∝ VΣTΣVT (A.25)

tal que ~vk = (~vk1, ~vk2, ..., ~vkN) son los eigenvectores de St con los mismos eigenvalores

asociados λk = σ2
k. Los eigenvectores ~vk pueden ser interpretados como los modos

propios temporales de las series de tiempo multivariada X.

A.4. Código en Mathematica

En el software Mathematica trae incorporado un algoritmo para aplicar SVD. La

forma para utilizar SVD es la siguiente.

{U, S, V}=SingularValueDecomposition[X]
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A.5. Aplicación de SVD a imágenes

En el caso de las redes funcionales cerebrales basadas en EEG no es obvio entender

los modos normales epaciales y los modos normales temporales, por lo que en esta

sección se propone un ejemplo donde se aplica SVD a una matriz construida con

valores de pixeles de imagenes diferentes ya que puede ser más intuitivo con modos

horizontales (tipo renglón) y modos verticales (tipo columna), además un proposito

importante, es entender que significa el valor del exponente espectral γ del diagrama

de varianzas parciales. Una imagen rectangular se puede interpretar como una matriz

con renglones y columnas, aśı el valor de cada pixel corresponde a un elemento de

matriz Las imágenes en color están codificadas en (R,G,B) (Red, Green, Blue) donde

para cada pixel se necesitan tres valores de intensidad, una para cada color, aśı una

imagen esta representada por tres matrices XR XG y XB, una imagen en color es la

superposicion de 3 ”subimagenes”, una en matices de rojo, otra en matices de verde,

y una en matices de azul. Aplicamos SVD a cada una de las ”subimagenes”, para

obtener sus vectores singulares izquierdo (tipo columna) uk y vectores singulares

derechos (tipo renglon) vk, asi que cada ”subimagen”se puede escribir como una

suma de eigenmodos (ukv
T
k ). El eigenmodo de orden k de la imagen en color no es

nada mas que la superposicion de los tres eigenmodos (ukv
T
k ) de orden k para cada

uno de los tres colores.

A.6. Ejemplo de descomposición de una imagen

”sencilla”

La Figura A.1 fue tomada por el Dr. Francisco Fernandez de Miguel para utilizar-

la de apoyo en su proyecto Arte y Cerebro. Con ella podemos construir una matriz

X de dimensión 1080×1920 (1080 renglones y 1920 columnas). A la matriz de datos,

creada con los pixeles de la imagen, se aplica SVD y se grafican los valores de las

varianzas parciales ordenadas λk, véase Figura A.2.

Por otro lado al aplicar SVD a la imagen obtenemos los modos propios ~uk (tipo

columna) y ~vk (tipo renglón). En el primer vector singular izquierdo ~u1 no se ve
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variacion, mas bien indica un valor constante sobre todo el grado de libertad vertical,

en cambio, el primer vector singular derecho ~v1 indica que si hay variación sobre

el grado de libertad horizontal. En la Figura A.3, podemos ver que en el primer

eigenmodo (~u1~v
T
1 ) de la imagen de la Figura A.1 de hecho la variación dominante es

en la direccion horizontal.

Figura A.1: Imagen SARA

Figura A.2: El diagrama de varianzas parciales ordenadas.
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a)

b)

Figura A.3: a)Primeros 3 modos ~uk tipo columna b)Primeros modos ~vk tipo renglón.
En el primer vector singular izquierdo ~u1 no se ve variación, mas bien indica un valor
constante sobre todo el grado de libertad vertical, en cambio, el primer vector singular
derecho ~v1 indica que si hay variación sobre el grado de libertad horizontal.

Al calular el producto tensorial de los modos propios, la reconstrucción de la

imagen consiste en sumar cada uno de estos productos hasta obtener la imagen

original, es decir X≈
∑kMax

k=1 λk~uk~v
T

k donde kMax se elige de tal manera para incluir

una fracción
∑kMax

k=1 λk/λTot lo suficientemente grande de la varianza total de los

datos. Ver la Figura A.4 .
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k=l 

k=2 

k=3 

k=4 

k=5 

k=6 

k=7 

k=B 
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k=9 

k=10 

k=l1 

k=12 

k=13 

k=14 

k=15 

k=16 
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Figura A.4: La primera columna corresponde al producto tensorial ~uk~v
T
k , la segunda

columna coresponde a
∑kMax

k=1 λk
(
~uk~v

T
k

)
con kMax indicado a la derecha de cada

renglón, la tercera columna es la imagen original

Después de reconstruir la imagen, podemos observar que sólo se requiere de utilizar

los primeros modos, en este caso los primeros 20 de un total de r 6Min[1080,1920],

para reconstruir con buena resolución la imagen.

A.7. Ejemplo de descomposición de imagen más

”compleja”

El ejemplo siguiente es un fragmento de una pintura mural del sitio prehispanico

de Cacaxtla, el cual representa una escena pacifica, utilizado en el proyecto ”Arte

y Cerebro” para estimular visualmente a los participantes en el estudio. Se trata de
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una imagen con dimensiones 1164 × 1160. De la misma manera que en el ejemplo

1, se obtiene una matriz de datos a partir de la imagen. Posteriormente se aplica

SVD para obtener por un lado las varianzas parciales ordenadas Figura A.6 y por

otro los modos propios, algunos de ellos son mostrados en la Figura A.7, en este

caso el primer vector singular izquierdo ~u1 no muestra variación, mas bien indica un

valor constante sobre todo el grado de libertad vertical, al igual que el primer vector

singular derecho ~v1 indica que tampoco hay variación sobre el grado de libertad

horizontal. En la Figura A.5, podemos ver que en el primer modo propio (~u1~v
T
1 ) no

hay dirección dominante.

Figura A.5: Imagen paćıfica Cacaxtla

Figura A.6: Diagrama de varianzas parciales obtenido con la imagen de Cacaxtla
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a)

b)

Figura A.7: a)Primeros 3 modos ~uk tipo columna b)Primeros modos ~vk tipo renglón.
En este caso el primer vector singular izquierdo ~u1 no muestra variación, mas bien
indica un valor constante sobre todo el grado de libertad vertical, al igual que el
primer vector singular derecho ~v1 indica que tampoco hay variación sobre el grado
de libertad horizontal.

En este ejemplo se consideró reconstruir la imagen con el mismo número de

modos que en el ejemplo pasado con la finalidad de mostrar que para este caso no es

suficiente tomar 20 modos, pues con esta cantidad no podemos reconstruir la imagen

de forma que se logren apreciar los detalles. Nuevamente realizamos la reconstrucción

de la imagen realizando el producto tensorial de los modos propios y realizando la

suma X≈
∑kMax

k=1 λk
(
~uk~v

T
k

)
Ver figura A.8
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k=l1 

k=12 

k=13 

k=14 

k=15 
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Figura A.8: La primera columna corresponde al producto tensorial ~uk⊗~νk, la segunda
columna coresponde a

∑kMax
k=1 λk

(
~uk~v

T
k con con kMax indicado a la izquierda de cada

renglón, la tercera columna es la pintura original

k=16 

k=17 

k=18 

k=19 

k=20 
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A.8. Comparación entre la imagen ”sencilla” y

la imagen ”compleja” e interpretación del

diagrama de varianzas parciales ordenadas

(scree diagram)

Lo anterior se puede entender cuando nos fijamos en la forma de diagrama de

varianzas parciales, la pendiente ajustada a los modos dominantes parece seguir una

ley de potencias es decir λk ∝ 1/kγ, En el caso de la imagen ”sencilla” Figura A.1

caracterizada por el scree diagram con ley de potencias γ ≈ 2, Figura A.2, necesi-

tamos sólo unos cuantos modos para reconstuirla casi en su totalidad, en contraste

con la imagen ”compleja” de Cacaxtla, figura A.5 del ejemplo 2, caracterizada por el

scree diagram de la Figura A.6 con ley de potencias con exponente espectral γ ≈ 1,

en la que necesitamos más modos para reconstruir la imagen.

El significado del valor del exponente espectral γ se puede entender considerando

la cantidad de detalles y el orden de los elementos que constituyen la imagen, es

decir, por un lado, la Figura A.1 tiene elementos de composición que le dan orden y

estructura, por otro lado, no tiene demasiados detalles que la describan. La imagen

del ejemplo 2 no tiene estos elementos de composición y tiene más detalles que

intervienen en su descripción. El valor del exponente espectral nos habla claramente

de este comportamiento, cuando la imagen es más ordenada y tiene pocos detalles

que la constituyen la pendiente es parecida a un valor espectral γ ≈ 2 pero si la

imagen no tiene un patrón aparente y tiene muchos detalles que la constituyen el

valor del exponente espectral es γ ≈ 1 es decir un ruido 1/f .

Se realizó este análisis para 4 imágenes incluyendo las 2 imágenes anteriores,

otro fragmento de la pintura mural de Cacaxtla, y una fotograf́ıa de las cascadas

de Iguazú en Brazil. Los resultados son similares a los dos ejemplos anteriores: las

fotos tienen una estructura clara con curvas globales importantes y detalles de menor

importancia, su descomposición SVD resulta en un scree diagram muy inclinada con

exponente espectral γ ≈ 2, y es fácil reconstruir la imagen con un número limitado

de modos; de otro lado, las pinturas murales tienen una estructura menos claro don-

de los detalles abundan, su descomposicion SVD resulta en un scree diagram más
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plano con exponente espectral γ ≈ 1, y la imagen sigue borrosa después de sumar

un número grande de modos, véase figura A.9

Figura A.9: Diagrama de varianzas parciales ordenadas (scree diagram). En negro y
rojo muestra la distribución de valores para las dos fotografias con ĺıneas de compo-
sición las cuales se pueden reconstruir con pocos modos la pendiente asociada a sus
modos más dominantes sigue ley de potencias tipo browniana. En azul y verde dos
imagenes de diferentes partes del mural prehispánico de Cacaxtla la cual tiene más
detalles y necesita más modos para su reconstrucción, la pendiente asociada a sus
modos dominantes sigue ley de potencias tipo 1/f .



Apéndice B

Singular Spectrum Analysis (SSA)

Singular Spectrum Analysis (SSA) es un método de análisis de series de tiempo

univariadas. SSA se puede considerar como una generalizacion del análisis espectral

Fourier. El análisis Fourier descompone una serie de tiempo en una base fija de

senos y cosenos de diferentes frecuencias, SSA descompone en componentes que son

adaptativos a los datos: distingue tendencia, (semi)periodicidades y ruido [42, 43].

SSA nos permite realizar tareas de extracción de artefactos como oscilaciones de 60

Hz.

Considere una serie de tiempo x(t) = (x1, x2..., xN) de valores reales los cuales

están registrados a intervalos de tiempo, no necesariamente equidistantes, de valor

N para cual se aplica la siguiente metodoloǵıa.

Paso 1. Encajamiento. El SSA es el equivalente de la descomposicion SVD de

matrices bidimensionales aplicado a series de tiempo unidimensionales. Para poder

aplicar el SVD a series de tiempo, el primer paso del metodo es la reconstruccion

del espacio fase de la serie de tiempo, lo cual se realiza encajando la serie de tiempo

en una matriz de datos X de dimension KxL, utilizando fragmentos retrasados de la

serie de tiempo con longitud L. Aqui, la ventana 2 6 L 6 N/2 es uno de los unicos

parametros de SSA, que se puede ajustar para mejor describir alguno(s) de los modos

de particular interés. Una de las restricciones en la elección del parametro L es que

no se pueden describir periodicidades más lentos que la longitud L. La finalidad del

retraso es construir un espacio fase que aproxime la dinámica del sistema, por esto

65
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L es conocida como dimensión de encajamiento. Al ordenar los vectores retrasados

en un arreglo matricial, cada uno de ellos ocupará una columna, de esta manera se

construye una matriz de trayectoria X.

X =


x1 x2 x3 x4 x5 ... xL

x2 x3 x4 x5 x6 ... xL+1

x3 x4 x5 x6 x7 ... xL+2

... ... ... ... ... ...

xK xK+1 xK+2 xK+3 xK+4 ... xN

 (B.1)

Esta matriz puede verse como una secuencia de vectores creada por las copias

retrazdas de una única serie de tiempo para formar una serie de tiempo multivaria-

da, aqui, además la simetŕıa de la matriz de trayectoria X, que tiene una estructura

Hankel, es decir, los elementos en las antidiagonales son idénticos por construcción,

es decir los elementos xi,j para los cuales i+ j = const.

Paso 2. Singular Value Decomposition (SVD).

Este paso consiste en expresar a la matriz de trayectoria X como una suma de ma-

trices de rango 1, ver ecuación A.19. Este paso se realiza aplicando SVD a la matriz

X como se comenta en el Apéndice A.

Paso 3. Reconstrucción.

Al inicio del estudio se convirtio la serie de tiempo en una matriz (espacio fase).

Ahora convertimos los subespacios fase de regreso en subseries de tiempo. Realizan-

do un proceso llamado ′′Hankelización′′ que consiste en hacer un promediado sobre

antidiagonales de la matriz de trayectoria, de esta manera se mapea cada una de las

matrices Xk en series de tiempo gk(t). Cada gk(t) tienen la misma longitud que x(t).

Al sumar de todas las componentes reconstruidas obtenemos nuevamente la serie ori-

ginal. Las matrices elementales obtenidas con la descomposicion SVD muchas veces

no tendrán la simetŕıa Hankel de la matriz de trayectoria X. En principio, habŕıa

que sumar las matrices elementales por grupos para obtener otra vez matrices con



SSA 67

estructura Hankel. Sin embargo, en la practica, uno puede posponer el agrupamiento

hasta el final del estudio. Visto de otro modo:

x(t) =
r∑

k=1

gk(t)

Paso 4. Agrupamiento. Śı en el paso 2 no se han agrupado y sumado las ma-

trices elementales, todavia se pueden agrupar y sumar los componentes gk(t) para

obtener componentes reconstruidos que mejor describen el comportamiento de la se-

rie de tiempo original x(t). En esta tarea, la llamada matriz de correlacion W nos

puede mostrar cuales son los grupos de componentes gk(t) que deberian de agrupar

y sumarse.

B.1. Código SSA en Mathematica

SSA[Serie_, L_] := (

Dim = Dimensions[Serie][[1]];

(* SVD *)

X = Partition[Serie, L, 1];

K = Dimensions[X][[1]];

r = MatrixRank[X];

{U, \[CapitalSigma], V} = SingularValueDecomposition[N[X], r];

(* scree diagram *)

\[Sigma] =

Table[\[CapitalSigma][[k, k]], {k, 1, r}];

\[Lambda] = \[Sigma]^2;

\[Lambda]Log =
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Table[{Log10[k] // N, Log10[\[Lambda][[k]]] // N}, {k, 1, r}];

(* matrices elementales *)

For[k = 1, k <= r, k++, {

XX[k] = \[Sigma][[k]]*

Outer[Times, Transpose[U][[k]], Transpose[V][[k]]];

XXX[k] = Transpose[Table[XX[k][[All, n]], {n, L, 1, -1}]]

}];

(* Modos reconstruidos *)

For[k = 1, k <= r, k++, {

g[k] = Table[

Mean[Diagonal[XXX[k], i]]

, {i, Min[K - 1, L - 1], -Max[K - 1, L - 1], -1}]

}];

(* wMatriz *)

w = {};

LL = Min[L, K];

KK = Max[L, K];

For[i = 1, i <= LL, i++, {

AppendTo[w, i]

}]

For[i = LL + 1, i <= KK, i++, {

AppendTo[w, LL]

}]

For[i = KK + 1, i <= Dim, i++, {

AppendTo[w, Dim - i]

}];

kMin = kkMin = 1; kMax = kkMax = 20;

wMatriz =

Table[Total[

w*g[k]*g[kk]]/(Sqrt[Total[w*g[k]^2]]*

Sqrt[Total[w*g[kk]^2]]), {k, kMin, kMax}, {kk, kkMin,

kkMax}];
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;)

B.2. Ejemplo

Consideremos una serie tiempo de un canal de un EEG de un niño de 10 años de

edad con las siguientes caracteristicas:

Canal Frec. de Muestreo (Hz) Duración (segundos)

O2 200 12

Figura B.1: Electrodo O2 de un registro de un niño de 10 años

Se usa el algoritmo SSA para descomponer la serie en sus modos de reconstruidos

con la finalidad de aislar los artefactos provenientes de la corriente eléctrica (60

Hz). De primera vista es neceario comentar que la serie de tiempo del canal O2

tiene un artefacto ocular entre los valores 600 6 i 6 1000, el cual nos gustaŕıa

eliminar, también trataremos de hacerlo. Aplicando el algoritmo arriba descrito,

usamos SSA[Serie, 100], donde Serie es la serie de tiempo correspondiente al

canal O2, figura B.1 y L=100, es el tamaño de la ventana.

En el diagrama de varianzas parciales figura B.4 no es del todo claro que modos

pertenencen a los 60 Hz con lo que podemos auxiliarnos construyendo una matriz

de correlación W con los primeros 20 modos para visualizar de mejor manera que

modos corresponden a los artefactos buscados, además graficar los modos recons-

truidos junto con su espectro de Fourier en forma alterna ayuda a reconocer modos

particulares como en este caso. Algunos de ellos son mostrados en la figura B.3
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Figura B.2: Los primeros modos reconstruidos gk(t)1 6 k 6 4 (columna derecha) y
su espectro de Fourier correspondiente (columna izquierda)
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Figura B.3: Los primeros modos reconstruidos gk(t)10 6 k 6 13 (columna derecha)
y su espectro de Fourier correspondiente (columna izquierda)
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a)

b)

Figura B.4: a) Diagrama de varianzas parciales despúes de aplicar SSA a la serie
de tiempo, no se aprecian claramente los modos correspondientes a los 60 Hz y b)
Matriz de correlación W construida con los modos reconstruidos

Sin embargo en la matriz de correlacion W, figura B.4 (b), se puede ver claramente

que los modos 12 y 13 se aislaron, es decir, no estan correlacionados con los demás,

y que se pueden excluir facilmente de la dinámica del trazo de EEG sin influir en

los demas modos. La Figura B.5 muestra la suma de los modos 12 y 13 que serán
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restados de la del la serie de tiempo:

Figura B.5: Suma del modo 12 y 13 correspondiente a 60 Hz

La figura B.6 muestra la serie de tiempo original junto con los modos correspondientes

a los 60 Hz, el paso siguiente es restar estos modos de la serie original para y de esta

manera obtendremos la serie libre del artefacto, véase figura B.7.

Después de aplicar SSA y reconstruir la serie de tiempo podemos garantizar que

los artefactos correspondientes a los 60 Hz ya no estan presentes en la serie. Un

paso alternativo para intentar aislar los artefactos en uno o dos modos es aplicar por

segunda ocación el método SSA y ajustar la longitud de la ventana L para intentar

eliminar las correlaciones. Figura B.8

Figura B.6: En anaranjado la suma de los modos 12 y 13 (60 Hz) en azul la serie
original
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Figura B.7: Serie después de quitar los 60 Hz

a) b)

c) d)

Figura B.8: Matriz de pesos después de aplicar por segunda vez SSA. a) Con L = 50,
en b) con L = 100, en c) con L = 200 y en d) con L = 300

Para las diferentes longitudes de L no se logró aislar el artefacto ocular en 1 o 2

modos por lo que se recomendaŕıa aplicar un metodo basado en el mismo principio

que SSA pero para un número n de series de tiempo. Ver Apéndice C.



Apéndice C

Multichannel Singular Spectrum

Analysis (MSSA)

Multichannel Singular Spectrum Analysis (MSSA) es una extensión de SSA pa-

ra series de tiempo multidimensionales [44]. Si consideramos un arreglo de series de

tiempo a(t) = (a1, a2, a3, ..., aN), b(t) = (b1, b2, b3, ..., bN) ... z(t) = (z1, z2, z3, ..., zN).

De cada serie de tiempo se construye su matriz de trayectoria como en la ecuación

(B.1), aśı obtenemos,

A =


a1 a2 ... aL

a2 a3 ... aL+1

a3 a4 ... aL+2

... ... ...

aK aK+1 ... aN

 B =


b1 b2 ... bL

b2 b3 ... bL+1

b3 b4 ... bL+2

... ... ...

bK bK+1 ... bN



... Z =


z1 z2 ... zL

z2 z3 ... zL+1

z3 z4 ... zL+2

... ... ...

zK zK+1 ... zN

 (C.1)

de todas las las matrices de trayectoria indiciduales, se contruye una matriz de tra-

yectoria global de la forma,

75
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X = [A,B, ...,Z]T (C.2)

con dimensión ML×K donde K = N −L+ 1 y M es el número de submatrices que

cumplen las caracteristicas vistas en el Apéndice B.

Descomposición. Para cada matriz de trayectoria A, B,..., Z, la expresamos

como una suma de rango 1, como se mostró en el Apéndice A. Para este caso se

aplica SVD a la matriz de trayectoria global X.

Agrupamiento. Se agrupa y se suman las matrices elementales gAk, gBk,..., gZk

para obtener componentes reconstruidos que mejor describen el comportamiento de

las series de tiempo a(t), b(t),..., z(t) respectivamente. El código para calular MSSA

fue realizado en el software ′′Mathematica′′ y se muestra a continuación.

C.1. Código MSSA en Mathematica

MULTICHANNEL SINGULAR SPECTRUM ANALYSIS CODE

MSSA[Matriz_, ListaCanales_, L_] := (

Clear[M, DDim, NumCanales, K, Serie, A, X, r, U, \[CapitalSigma] ,

V, \[Sigma], \[Lambda], \[Lambda]Log, XX, XXX, AAA, g, EP, w, LL,

KK, kMin, kMax, kkMin, kkMax, wMatriz];

{M, DDim} = Dimensions[Matriz]; (*

Matriz que contiene M series de longitud DDim *)

NumCanales = Dimensions[ListaCanales][[1]];

(* -------------------------------------------------- *)

(* trajectory matrix and augmented trajectory matrix *)

(* -------------------------------------------------- \
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K = DDim - L + 1; (*Numero de renglones de matriz de trayectoria *)

For[j = 1, j <= NumCanales, j++, {

Serie = Matriz[[ListaCanales[[j]]]];

A[j] = Partition[Serie, L, 1];

(*Matriz de trayectoria de serie univariada con dimension (KxL) *)

}];

X = Flatten[Table[A[j], {j, 1, NumCanales}], 1];

(*augmented trajectory matrix with dimensions (NumCanales x K) x L *)

(* SVD *)

r = MatrixRank[X];

{U, \[CapitalSigma], V} = SingularValueDecomposition[N[X], r]; (*

SVD matrix decomposition *)

\[Sigma] =

Table[\[CapitalSigma][[k, k]], {k, 1, r}]; (*

singular values *)

\[Lambda] = \[Sigma]^2; (* partial variances,

linear scale *)

\[Lambda]Log =

Table[{Log10[k] // N, Log10[\[Lambda][[k]]] // N}, {k, 1, r}]; (*

partial variances, log scale *)

(* -------------------- *)

(* matrices elementales *)

(* -------------------- *)

(* ... to calculate the reconstructed modes g[

k]...

... we need the anti-

diagonals of the elementary matrices of X ...

... or -

equivalently - the diagonals of the mirror image of X... *)
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For[k = 1, k <= r, k++, {

XX = \[Sigma][[k]]*

Outer[Times, Transpose[U][[k]], Transpose[V][[k]]]; (* k-

th order elementary matrix of X *)

XXX = Transpose[Table[XX[[All, n]], {n, L, 1, -1}]]; (*

mirror image of k-th order elementary matrix of X *)

For[j = 1, j <= NumCanales, j++, {

AAA[j][k] = Take[XXX, {(j - 1)*K + 1, j*K}]; (*

matrices elementales de las series univariadas *)

}]

}];

(*------------------------------------------------------ *)

(* Modos reconstruidos of A y su espectro de potencias Fourier *)

(*------------------------------------------------------ *)

For[j = 1, j <= NumCanales, j++, {

For[k = 1, k <= r, k++, {

g[j][k] = Table[

Mean[Diagonal[AAA[j][k], i]]

(*average over the diagonals of the mirror image of elementary matrix *)

, {i, Min[K - 1, L - 1], -Max[K - 1, L - 1], -1}];

EP[j][k] = Take[Abs[Fourier[g[j][k]]]^2, IntegerPart[DDim/2]]

}];

}];

(* -------------*)

(*parametros para calcular las matrices de correlacion wMatriz *)

(*-------------*)

w = {};

LL = Min[L, K];

KK = Max[L, K];
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For[i = 1, i <= LL, i++, {

AppendTo[w, i]

}]

For[i = LL + 1, i <= KK, i++, {

AppendTo[w, LL]

}]

For[i = KK + 1, i <= DDim, i++, {

AppendTo[w, DDim - i]

}];

kMin = kkMin = 1; kMax = kkMax = 20;

For[j = 1, j <= NumCanales, j++, {

wMatriz[j] =

Table[Total[

w*g[j][k]*g[j][kk]]/(Sqrt[Total[w*g[j][k]^2]]*

Sqrt[Total[w*g[j][kk]^2]]), {k, kMin, kMax}, {kk, kkMin,

kkMax}];

}]

;)

C.2. Ejemplo

El registro de la Figura C.1 pertenence a un niño de 10 años, el registro fue adqui-

rido por el grupo trabajo del proyecto Arte y Cerebro. Las caracteristicas técnicas se

describieron en el caṕıtulo 2. El registro consta de 19 series de tiempo, una por cada

electrodo, con una duración de 12 segundos (N=2200). El objetivo de este ejercicio

es eliminar el artefacto de los 60 Hz del registro para lo cual usaremos el código

arriba escrito para obtener los modos reconstruidos por cada matriz de trayectoria,

para este caso utilizaremos el valor de L = 100.

En la Figura C.2, C.3 y C.4 se muestran los primeros k=6 modos reconstruidos
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con el espectro de potencias Fourier correspondiente de 3 series particulares del EEG

con M=19 canales.

Figura C.1: Registro EEG 19 canales de un niño de 10 años
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Figura C.2: Primeros k=6 modos reconstruidos de la matriz de trayectoriaA (iz-
quierda), espectro de Potencias correspondiente (derecha)
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Figura C.3: Primeros k=6 modos reconstruidos de la matriz de trayectoria B (iz-
quierda), espectro de Potencias correspondiente (derecha)
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Figura C.4: Primeros k=6 modos reconstruidos de la matriz de trayectoria C (iz-
quierda), espectro de Potencias correspondiente (derecha)
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Figura C.5: Diagrama de varianzas parciales después de aplicar MSSA nos muestran
las varianzas parciales ordenadas comunes para las M=19 series del EEG.

Figura C.6: a) Matriz de pesos correspondiente a la matriz de trayectoria A, b)
Matriz de correlación W correspondiente a la matriz de trayectoria B, c) Matriz de
pesos correspondiente a la matriz de trayectoria C

A continuación identificamos los modos correspondientes a los 60 Hz que como

vemos en los espectros de potencia Fourier de las Figuras C.2, C.3 y C.4 claramente

se observan en los modos 5 y 6. Un detalle importante y una causa por la cual es

muy complicado eliminar los artefactos de un registro EEG es que al extraer los

modos nos aseguremos que estos no estén correlacionados con ningun otro modo,

de lo contrario estariamos eliminando posible información valiosa proveniente de la

dinámica cerebral por lo que en la figura C.6 podemos observar las matrices de

correlación W correspondientes a las tres primeras matrices de trayectoria la cual
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muestra que los modos 5 y 6 no están correlacionados con ningún otro modo por

lo que podemos eliminarlos y estar seguros que sólo eliminamos el artefacto de los

60 Hz. Después de eliminar los modos correspondientes a los 60 Hz obtenemos un

registro como en la figura C.7,

Figura C.7: Registro EEG 19 canales de un niño de 10 años

Figura C.8: Diagrama de varianzas parciales después de quitar los modos correspon-
dientes a los 60 Hz
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Figura C.9: a) Matriz de correlación W correspondiente a la matriz de trayectoria A,
b) Matriz de correlación W correspondiente a la matriz de trayectoria B, c) Matriz
de correlación W correspondiente a la matriz de trayectoria C todas ellas después
de quitar los modos correspondientes a 60 Hz

A primera vista no hay diferencias visibles sin embargo cuando aplicamos MSSA

a el nuevo registro los modos correspondientes a 60 Hz no estan presentes ni el

diagrama de variaxas parciales de la Figura C.8 ni en las matrices de correlación W

C.9.

Cómo último paso aplicamos MSSA nuevamente para intentar aislar el artefacto

ocular en 1 o 2 modos, esto no se logró hacer para el caso de SSA, en este ejemplo se

utilizaron diferentes longitudes de L. Se logró hacerlo para un valor de L = 30. En las

Figura C.10 se muestra el EEG después de eliminar el artefacto ocular, en la figura

C.11 las matrices de correlación W que identifican en el primer modo el artefacto

ocular aislado. Cabe mencionar que lo que se observa a tiempo intermedios en la

Figura C.10 es posiblemente un artefacto de avtividad muscular que se excluirá al

momento de filtrar con un pasabandas para obtener la banda espectral alfa.



MSSA 87

Figura C.10: Registro después de aplicar MSSA por segunda ocación sin artefacto
de 60 Hz no artefacto ocular. Se observa un posible artefacto de actividad muscular
que se exluirá con un filtro pasabandas

Figura C.11: a) Matriz de correlación W correspondiente a la matriz de trayectoria
A, b) Matriz de pesos correspondiente a la matriz de trayectoria B, c) Matriz de
pesos correspondiente a la matriz de trayectoria C todas ellas después de quitar los
modos correspondientes a 60 Hz
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J. C., and Frank A., Rev. Mex. F́ıs S55, 50–59 (2009).

[25] Landa E., Morales I. O., Fossion R., Stránský P., Veláquez V, López Vieyra

J.C., and Frank A., Phys. Rev. E 84, 016224 (5 pages) (2011).

[26] Asmar N.H. Partial differential equations with Fourier series and BVP (2ed.,

Pearson, 2005) pag. 398.

[27] S. C. Malpas (2002). Neural inuences on cardiovascular variability: possibilities

and pitfalls. Am J Physiol Heart Circ Physiol Vol. 282. No. 1. pp. H6-20.

[28] R. Fossion (2012). Medidas de la complejidad de series de tiempo fisiológicas.

p. 97. Memorias de la XIX Escuela de Verano de F́ısica. Eds. J. Récamier, R.
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