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Capitulo 1

Introduccion

“Music the dream, mathematics the working life.”
James Joseph Sylvester

Este trabajo de tesis trata sobre la vieja relacion entre musica y matematicas.
Esta se puede trazar hasta la época de Pitagoras. Y es justamente un prob-
lema iniciado por el filésofo de Samos el que me atane: la afinacién musical.
Como su debido entendimiento esta intimamente ligado a la compresion de la
serie armonica y de las proporciones entre frecuencias vibratorias, la musica
se estudiaba junto con la geometria, la aritmética y la astronomia. Sobre esto
se ha escrito mucho, y un libro en donde se puede ahondar al respecto es [3].

Ahora bien, mi propédsito es vincular la afinacién musical con el fenémeno
natural de la sincronizacién. Esta es bien conocida por los londinenses, al
menos los que recuerdan la inauguraciéon del Millenium Bridge, el puente del
milenio. En este video se puede observar lo sucedido: https://www.youtube.
com/watch?v=gQK215720SU. Lo que pasd, es que éste puente, aparentemente
rigido, empezé a bambolearse hacia los lados cuando las primeras (miles de)
personas lo cruzaron. Esto provocé que la gente empezara a caminar chis-
tosamente hacia los lados, empujados por el temor de no caer a las aguas del
Tamesis. Todos copiaron entre si la forma, el ritmo y el rumbo del siguiente
paso, para sentir la mayor estabilidad posible. ; Recuerdan la iltima vez que
estuvieron en un puente colgante con alguien més? ;Acaso ese alguien més
trato de balancear el puente para provocar su miedo? Pues entonces, se acor-
daran, que si trataron de moverse contrariamente al moviemiento del puente,


https://www.youtube.com/watch?v=gQK21572oSU
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efectivamente consiguieron una situacién alarmante, por lo que en caso de
querer avanzar, tuvieron que imitar los pasos de su querido o querida acom-
panante. Lo mismo le paso a los humildes londinenses, cuando entusiasmados
por tomar un camino mas corto para llegar al servicio, en la catedral de San
Pablo, se encontraron avanzando como patos; siendo que entre mas patos se
sumaban al movimiento, mas pronunciados los tambaleos.

Otro ejemplo de sincronizacion es el siguiente: https://www.youtube.
com/watch?v=W1TMZASCR-I. En este video se observan cinco metrénomos,
dispuestos cada uno para marcar el mismo nimero de golpes por minuto. Son
puestos en marcha por separado, procurando que no coincidan sus senales
sonoras (el tic-tac). Cuando la tabla donde estdn colocados, se dispone so-
bre un par de latas, éstas empiezan a moverse, produciendo cambios en sus
ritmos, hasta que eventualmente los metrénomos llegan a marcar el mis-
mo compas. Lo que sucedié fue un intercambio de informacién entre los os-
ciladores, por medio de su acoplamiento en la tabla y facilitado por las latas.
Este fenémeno fue descubierto por Huygens, y fue de vital importancia en la
historia de la medicion del tiempo, ya que dio origen al diseno y producciéon
de los primeros relojes de péndulo, ver [14, p. 1,2,3].

Durante el transcurso de la tesis, se analiza la interaccién de dos os-
ciladores auto sostenidos, a partir de la cual, se deduce el mapeo circular.
Dicho mapeo proveera de las frecuencias que a su vez formaran nuevos sis-
temas de afinacion musical. Para que éstas afinaciones formen temperamentos
(que se explicardn a su debido tiempo), se requerird de la periodicidad del
mapeo, que corresponde con la sincronizacion de los osciladores.

Partiendo del hecho de que el sonido es un fenémeno fisico, y como tal
susceptible a ser matematizable, en el capitulo dos se formalizan las nociones
musicales de altura, intervalo, escala y afinacién. La importancia de este
primer capitulo no es sélo la de presentar las bases de la actstica musical, sino
también la de motivar la construccion de nuevas afinaciones. Este capitulo
esta dirigido al publico en general, por lo que se no asume un conocimiento
musical previo.

El siguiente capitulo es una presentaciéon de la teoria cualitativa de los
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales y no lineales. Se abordan con-
ceptos esenciales para sistemas de una y dos dimensiones, a decir, el campo
vectorial, el espacio y retrato de fases, los puntos singulares y su clasificacion,
las condiciones para la linearizacién de sistemas no lineales en una vecindad


https://www.youtube.com/watch?v=W1TMZASCR-I
https://www.youtube.com/watch?v=W1TMZASCR-I

de un punto singular, la formacion de ciclos limites, entre otros. Ademas,
se incluyen algunas nociones de los sistemas dindamicos discretos. Todo este
material se utilizard en el andlisis de un sistema especifico: el mapeo circu-
lar, para el cual también se presentan las ideas de fase, frecuencia y periodo.
Asimismo, se procura siempre vincular todos los conceptos con su contra-
parte fisica, para ofrecer un entendimiento mas integral y por ser la usanza
en la literatura.

En el capitulo tres, dedicado al mapeo circular, se deduce su ecuacién
a partir del analisis de la interaccién de dos osciladores autosostenidos y se
plantean las propiedades concernientes al estado de sincronizacién de los os-
ciladores, haciendo especial énfasis en las regiones del espacio de parametros
del sistema donde se obtiene el acoplamiento de las fases, regiones conocidas
como lenguas de Arnold.

En el ultimo capitulo se analiza la aplicaciéon del mapeo circular en la
construccién de afinaciones musicales.
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Capitulo 2

Antecedentes musicales

2.1. Escalas

La traduccion al espanol del Ozford Companion to Music dice lo siguiente:
“Una escala no es una pieza musical, sino un elemento constructivo tedrico o
analitico [...] Los grupos humanos suelen adoptar en su musica expresiones e
inflexiones caracteristicas que, con el paso del tiempo adquieren entonaciones
con alturas e intervalos determinados [...] La escala se forma ya sea con una
seleccién o con todas las notas caracteristicas de la musica de un periodo,
cultura o repertorio determinados; la distribucién de las notas sigue un orden
ascendente o descendente de alturas sucesivas” [2, p. 532].

Aqui vale la pena detenernos un poco. Muchos aprendimos en la escuela
primaria que las notas de la escala son Do, Re, Mi, Fa, Sol, La, Si. Algunos
también habran visto la pelicula “La novicia rebelde” [6] y se acordaran de
la escena en que Maria, encarnada por Julie Andrews, lleva de paseo a los
ninos por las calles de Salzburgo, mientras cantan “Do-Re-Mi”. Por medio
de esta cancién, Maria les ensena las silabas del solfeo, desde Do hasta 5%
y cada una bien entonada (porque de eso se trata el solfeo). También les
explica que si aprenden a cantar esas notas pueden combinarlas para crear
millones de melodias, “You can sing a million tunes by mizing them up”.
Y precisamente a esto se refiere la definicién de escala que se menciona al
principio del parrafo; que las escalas no son una pieza musical o una cancién,
sino que son tan sélo un conjunto de notas con las cuales se componen las
obras musicales. Ahora bien, el tipo de escala subyacente a una pieza en
especifico depende de criterios enteramente culturales. Por lo tanto, no es de

7
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sorprederse que hayan tantisimas escalas. Las notas del solfeo son sélo un
ejemplo de escala, si bien es cierto que ésta es la de uso mas extendido en la
actualidad.

El Oxford Companion to Music continta diciendo: “Esto seria impreciso
si la musica se limitara exclusivamente al canto; sin embargo, la construccion
de instrumentos musicales que permitan tocar las mismas melodias requiere
de calculos intervalicos exactos organizados a manera de escala. En el mundo
occidental, desde hace aproximadamente 10 siglos, con su derarrollo musical
caracteristico, se introdujo el elemento de la armonia, que ha influenciado
en la seleccion y la definicion de las alturas que conforman las escalas de su
musica [...] La funcién bésica de las escalas es definir y regular las alturas que
conforman una interpretacién o una composiciéon” [2, p. 532]. Entonces, real-
mente se ha necesitado sistematizar todo conocimiento practico relacionado
a las escalas. Para ello hay que entender varios conceptos, y la manera en
que se abordaran sera desde la perspectiva de la acustica musical, es decir,
desde la naturaleza misma del sonido organizado.

Intervalos en las escalas

“La definicién formal de las notas musicales se expresa en términos de
frecuencias vibratorias” [2, p. 532]; a la percepcién de ellas se le conoce
como altura. Las alturas reciben distintos nombres en los varios sistemas de
afinacion existentes. “La altura intervadlica que separa dos notas se define
mediante la relacién entre sus dos respectivas frecuencias” [2, p. 532].

Cabe destacar que nuestro rango auditivo se encuentra entre los 20 a
los 20, 000 Hertz, es decir, que escuchamos frecuencias dentro de un espectro
sonoro cuyos limites estdn en una proporciéon de 1000 : 1. Sin embargo, con el
correr de los anos se va disminuyendo la capacidad para percibir los sonidos
mas agudos. Las pruebas para conocer el rango auditivo de cada persona se
conocen como audiometrias.

Al dividir una cuerda vibrante exactamente a la mitad, la cuerda com-
pleta vibra a una altura una octava més baja que la mitad de la cuerda,
“relacion expresada con la proporcion 2 : 1, que constituye la relacién pro-
porcional de frecuencias més elemental de la actistica musical [...] En muchas
culturas diferentes, hombres y mujeres, o bien adultos y ninos, al entonar
juntos una misma melodia, lo hacen en intervalos de octava de manera nat-
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ural, sin una intencién consciente o deliberada”[2, p. 532]. Lo anterior nos
sugiere la nocién musical de equivalencia de alturas, que ocurre cuando dos
notas estan separadas por una o varias octavas.

La frecuencia vibratoria de dos tercios de una cuerda vibrante eleva la
altura a un intervalo de quinta, relacion expresada con la proporcion 3 : 2;
mientras que un segmento de tres cuartos de longitud de la cuerda eleva la
altura a un intervalo de cuarta, relaciéon expresada con la proporcion 4 : 3.
Dichos intervalos son también comunes a muchas escalas.

Por otro lado, nuestro rango de vision, que va de los rojos a los violetas,
abarca un espectro de frecuencias cuyos limites estan en una proporcién de 2 :
1. Para ponerlo en otras palabras, la variedad de colores que observamos, con
todos sus infinitos matices, es un sistema que esta contenido en un intervalo
que cumple la proporcion 2 : 1. Son todos los colores que la naturaleza nos
permite ver y todos los colores que los artistas recrean en sus paletas. Por lo
tanto, si queremos crear una “paleta sonora”, ya tenemos dos argumentos que
nos sugieren la idea de dividir el rango auditivo en subrangos cuyos limites
tengan la proporciéon 2 : 1.

Una vez dispuesta la analogia entre sonidos y colores, queda por definir
como serian las alturas constituyentes de cada subrango, ya que la precision
requerida por una notacion musical que sea practica no permite una infinidad
de ellas.

2.1.1. Afinacién pitagorica

En la Grecia antigua, la escuela pitagérica estudiaba la astronomia, la
matematica, la musica y la filosofia. Esta escuela encontraba de especial
interés la nociéon matemaética de la proporcién. Motivados, pues, por las pro-
porciones, experimentaron con tinajas de agua, llendndolas a la mitad y com-
parandolas con el sonido que se escuchaba cuando la tinaja estaba llena por
completo; se encontraron asi con el intervalo de octava, el cual les parecié muy
estable y de hecho pudieron haber pensando que dos notas separadas por una
octava “sonaban igual”. Si el interés era construir un conjunto de notas su-
ficientemente rico para ser usado en la elaboracién de obras musicales, es
claro que con puras octavas no lo conseguirian. Probaron entonces llenando
la tinaja hasta los tres medios de su capacidad y al comparar el sonido con el
de la tinaja llena por completo, encontraron el intervalo que hoy conocemos
como “quinta” y que seria el segundo mas estable (o consonante) de todos
los intervalos que encontrarian mediante el procedimiento de probar con dis-
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tintas proporciones. Fue asi como sentaron las bases de la afinacién moderna,
mediante la construccién de un conjunto de notas {f,}, que es en realidad
una sucesion, donde la nota f,,1 es la quinta de la nota f,.

Figura 2.1: Los experimentos sonoros de Pitdgoras (Gaffurius,1492)

Lo ideal seria que con dicha afinacién, después de un numero entero de
pasos, la sucesion regresara a la nota inicial octavada, es decir, una o varias
octavas mas aguda. Esto seria muy conveniente, puesto que haria de la con-
struccion de instrumentos musicales un trabajo notablemente facil. Pero de-
scubrieron que no era asi: al aplicar el procedimiento para una nota inicial
cualquiera, después de 12 pasos se producia una nota que diferia un poco
de la nota inicial octavada siete veces; ver figura 2.2} A esta diferencia se le
conoce como la coma pitagorica. Para investigar méas sobre la coma pitagorica
y de como las diversas correcciones que se le han hecho generan otros incon-
venientes, se recomienda buscar en la entrada “temperamento” del Oxford
Companion to Music [2, p. 1499,1500].

Explicando el parrafo anterior con mas detalle, lo que deseaban los pitagori-
cos al construir una afinacién, era llenar el intervalo de una octava con mas
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Figura 2.2: Tomada de [3, p. 157]. Esta imagen estd basada en lo que se
conoce como el circulo de quintas. Como su nombre lo dice, si recorremos
la figura, encontramos un intervalo de quinta pura (3 : 2) entre cualesquiera
dos notas subsiguientes. Por ejemplo, entre C y G o entre Fb y Bbb hay una
quinta. Ahora bien, si la imagen tiene mas bien forma de espiral, es porque
al dar doce pasos no regresamos a la nota inicial, sino a una muy cercana.
Esta configuracion por quintas es esencial para la teoria musical occidental,
como se vera mas adelante.

notas, y la manera en que procedieron a hacerlo fue con el uso de quintas. A
continuacion se explica el algoritmo que emplearon. Sea f; la frecuencia de
referencia y llamémosle a ella la fundamental; también consideremos a 2f;,
que estd exactamente una octava arriba. La finalidad es llenar el intervalo
entre fi; y 2f; con nuevas frecuencias que formen intervalos armoniosos con
notas que ya estan en la afinacién. Como ya se menciond, por medio de los
experimentos con las tinajas de agua, los pitagéricos realmente escucharon la
serie arménica de una nota arbitraria (la fundamental); y por la consonancia
que se escuchaba al comparar el primer armoénico con el tercero, escogieron
esta altura intervalica como base para construir notas. Sin embargo, el tercer
armonico se encuentra afuera del intervalo entre f; y 2f;, por lo que divi-
dieron su frecuencia a la mitad, obteniendo una frecuencia exactamente una
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octava mas abajo que el tercer armonico. Asi se obtuvo una nueva nota, con
frecuencia fo = % f1- Después se obtuvo una tercer nota, con la frecuencia
f3=2f> =2 f1. Con este procedimiento, se forma la sucesién de notas {f,},
teniendo cuidado de dénde cae la nota nueva, puesto que si lo hace en una
octava superior habra que dividir su frecuencia entre alguna potencia de 2.
Lo que ahora queremos saber es si existe un niimero m natural tal que
fm = 2k f, para algin k natural, que es lo mismo que preguntarnos por si la
fundamental aparece de nuevo en la sucesion f,. La respuesta es negativa.
3 l)q, por lo que queremos saber si la ecuacion

La frecuencia f, es (—)p (3
P q
(3) (5) -1
2 2

2
tiene solucién en los enteros. Como 37 es impar y 2P19 es par, la ecuacién no
tiene solucién [I, p. 132]. Por lo tanto los pitagéricos no pudieron construir
una afinacién cerrada basada en quintas.

2.1.2. Escalas diatdnicas

De vuelta al Ozxford Companion to Music, encontramos: “La escala di-
atonica estd formada por siete alturas intervalicas, cuya suma es una octava,
y que se repite indefinidamente en otras octavas superiores e inferiores. Una
forma de la escala diatonica esta representada por las teclas blancas del tecla-
do del piano, comenzando y terminando en do; los siete intervalos de esta
forma tienen sélo dos tamanos, el tono entero, y el semitono o el medio tono
[...] El tamaiflo (en frecuencias) de los semitonos, vistos como intervalos, son
la mitad exacta de un tono entero; sin embargo, el origen de esta relacion ex-
acta, denominada temperamento igual, es relativamente reciente |[...] La escala
diaténica puede transportarse a todas las alturas del teclado, lo que implica
el uso de las teclas negras, siempre y cuando el patron de tonos y semitonos
no se modifique” [2, p. 533]. En cambio, la escala cromdtica esta conformada
por las doce alturas representadas en el teclado del piano, y por lo tanto, sus
doce intervalos son semitonos.

El desarrollo de la escala diaténica fue un proceso largo, y trataré de
hacer un analisis retrospectivo con el objeto de justificar la construccion de
nuevos temperamentos.

El sistema de alturas que se presentard a continuacién es conocido como
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temperamento justo, puesto que la diferencia entre cualesquiera dos frecuen-
cias se puede representar como una proporcion entre dos nimeros enteros.
La siguiente forma de derivar dicho temperamento (y la consiguiente escala
diaténica) toma como inspiracién las paginas de un libro ya algo viejo, pero
no olvidado, que fue escrito por Lord Rayleigh [4, p. 8,9].

El principio es el siguiente: todos escuchamos los primeros armoénicos de
una cuerda; solo basta con poner atencion. Y con un poco mas de curiosidad,
los comparamos. ;Cuédles son, pues, estos armoénicos? Desconozco la respues-
ta para la poblacién en general, pero sé¢ de primera mano, que los musicos
distinguen como minimo hasta el quinto armoénico. El primero f;, que es es-
cogido arbitrariamente, es también conocido como primer grado. El segundo
f2, que suena semejante al primero, decimos que forma un intervalo de una
octava con respecto a fi. El tercero f3, que también he mencionado antes,
es conocido como intervalo de quinta con respecto a fo. El cuarto fy, es fo
una octava arriba. Y por ultimo, sobre el quinto f5, decimos que forma un
intervalo de tercera con respecto a fy. Al hacer un arreglo con ellos (dentro
de una octava) nos quedamos sélo con tres, que ordenados de menor a mayor
altura son f1, f5/4 y f3/2. De esta manera obtenemos un conjunto de notas
que son base para la teoria musical occidental.A tal arreglo de notas se le
llama triada.

Definicién 1 La triada mayor (cominmente llamada el acorde mayor) estd con-
formada por un intervalo de tercera mayor (5 :4) y uno de quinta (3 : 2),
ambos con respecto a una nota de referencia (llamada la fundamental del
acorde).

Al construir la triada mayor sobre el primer grado (denotada como funcién
de tonica), la quinta ascendida (denotada como funcién de dominante) y la
quinta descendida (denotada como funcién de subdominante),
se obtienen 8 notas por total, que arregladas de menor a mayor altura, cor-
responden a la escala llamada diaténica mayor (ver figura y cuyas fre-
cuencias correspondientes se ilustran en el cuadro 2.1}

Al observar el cuadro [2.] nos enteramos de cémo se dan los nombres de
los intervalos, a decir, la sequnda, tercera, cuarta, quinta, sexta, séptima y
octava de una nota (en este caso de “do”). También cabe destacar que el
primer grado de la escala es parte de dos acordes, a decir, de la ténica y de la
subdominante, y que los calculos nos muestran que su frecuencia se respeta,
obteniendo asi una escala bien definida, al menos si la escala tiene a do como
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Figura 2.3: Triadas generadoras del modo mayor.
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Figura 2.4: Escala de Do mayor.

tonica. Pero, ;qué pasaria si la funcién tonica la tomara alguna de las otras
notas? Es aqui cuando hay que presentar el concepto de modo.

“Un modo es el subconjunto de una escala, en este caso de la escala
diatonica, que gira en torno a una altura determinada y sus transposiciones
a la octava, como la nota final o ténica. Dos modos, el jénico (cuya nota final
es do) y el edlico (con la como nota final), han sobrevivido como la escala
mayor y la escala menor (natural) modernas, respectivamente” [2, p. 533]. Los
cinco modos restantes son el dérico, el frigio, el lido, el mixolidio y el locrio.

Decimos que los modos son subconjuntos de una escala, puesto que estan
conformados por las mismas 7 notas. Sin embargo, si se pretendiera que en
cada modo se formen triadas puras, como en el caso del modo jénico, nos
encontrariamos con diferentes arreglos de notas. Tal es el caso del modo
edlico, que sera explicado a continuacion.

El modo edlico tiene a “la” como nota inicial y su estructura es de
TSTTSTT, por lo que se tiene que sus acordes de ténica, subdominante
y dominante son triadas menores. La triada menor pura estd conformada
por un intervalo de tercera menor (6 : 5) y uno de tercera mayor (5 : 4).
Al construir los acodes de tonica, subdominante y dominante de este modo,
también se obtienen ocho notas, que arregladas de menor a mayor altura
se ilustran en y cuyas frecuencias correspondientes se observan en el
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Cuadro 2.1: Frecuencias del modo mayor justo
Do Re Mi Fa Sol La Si Do

4
fe gfc ch gfc gfc gfc %fo 2fc

264 297 330 352 396 440 495 528

cuadro 2.2

t@’ib
0
0

ND
1
1
1
1
1
1
1
1

Figura 2.5: Escala de la menor.

Cuadro 2.2: Frecuencias del modo menor justo

La Si Do Re Mi Fa  Sol La

o Sia ofa ia ofa Sia 3fa 2

220 2475 264 29333 330 352 396 440

Comparando los cuadros, observamos como las notas que conforman am-
bos modos tienen las mismas frecuencias, a excepciéon de una: re. Por esto,
ambos modos no son parte de la misma escala, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto, no se puede tener una escala que contenga acordes puros para
todos sus modos. Una explicacion muy recomendable de este importante re-
sultado se puede encontrar en la serie de videos de John Crooks [5].
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2.1.3. Temperamentos

“Un temperamento es un sistema de afinacién en el que algunos interva-
los consonantes son ligeramente mas cortos que los intervalos actisticamente
puros”; ademas, se pretende que “esta inexactitud no signifique una desafi-
nacién desagradable para el oido” [2, p. 1499].

Se han construido muchos temperamentos, algunos orientados hacia la
percepcion musical y otros motivados por razones matematicas. El libro de
Barbour, es una guia muy detallada sobre un niimero enorme de temperamen-
tos histéricos [7]. Ya sea por una u otra razén (o por la siempre enriquecedora
combinacién) es necesaria la matematizacion de todo temperamento, esto si
se quiere construir un instrumento musical basado en él.

El temperamento més usado por la musica occidental durante los tulti-
mos doscientos anos es el llamado temperamento igual. El cual se construye
mediante la division de la octava en doce partes iguales, de tal manera que
la diferencia (medida en frecuencias) entre dos notas subsiguientes es la raiz
doceava de 2.

Ahora bien, si construimos triadas sobre cada grado de la escala, obten-
emos triadas mayores sobre el primer, cuarto y quinto grado. Asimismo en-
contramos triadas menores sobre el segundo, tercero y sexto grado. La triada
sobre el séptimo grado resulta diferente a las demas, puesto que esta con-
formada por dos intervalos de tercera menor; a una triada de este tipo se le
denomina acorde disminuido. Asi pues, hay tres tipos (o calidades) de triadas
sobre la escala diaténica: mayor, menor y disminuida. Es el intervalo de ter-
cera, ya sea mayor o menor, el que define la calidad del acorde; asi pues, su
importancia en la armonia diaténica es crucial.

Por todo lo anterior, un temperamento que busque la mayor claridad en la
percepcién de las distintas calidades, tendria, idéneamente, terceras mayores
y menores acusticamente puras; esto debido a que nuestros oidos son sensibles
a cambios tan pequenos como 3 o 4 hertz [5].

El problema con el temperamento igual se ilustrara a continuacion. Las fre-
cuencias correspondientes a sus notas se encuentran en el cuadro [2.3] y si
comparamos estos valores con los ilustrados en los cuadros 2.1y [2.2] nuestra
percepcion (que distingue diferencias de 4 hertz) nos dice que las terceras en
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el temperamento igual no son puras. Ademads, cabe notar que a medida que
las alturas crezcan, las diferencias intervalicas distaran cada vez mas de ser
puras.

Cuadro 2.3: Frecuencias del temperamento igual

Nota 0; Hertz

La 0 440
Laf 1/12 466.16
Si 1/6 493.88
Do 1/4 523.25
Dot 1/3  554.37
Re 5/12 587.33
Ref  1/2  622.25
Mi  7/12  659.26
Fa  2/3 698.46
Faf  3/4  739.99
10 Sol 5/6 783.99
11 Sol# 11/12 830.61
12 La 1 880

O 00 J O Ol W N~ O =

Surge asi la necesidad (perceptiva) de construir otros temperamentos. Tal
es el caso del temperamento justo. Sin embargo, como ya se analizé anteri-
ormente, éste no produce escalas consistentes con sus modos.

Conexién entre temperamentos y sistemas dinamicos

Para crear nuevos temperamentos, no esta de mas verlos desde una nueva
perspectiva, por ejemplo, desde la perspectiva de los sistemas dindmicos; tal
como se propone en [I]. Desde este punto de vista, el temperamento igual
estarfa representado por el conjunto de puntos en la circunferencia A = {6;},
con cada nota #; definida como:

i1 =0, +Q, para todoi e {0,...,12}, (mdd 1), (2.1)

donde 2 = 1/12 y la equivalencia de octavas esta representada por (mdéd 1).
Notese que éstas condiciones, implican que después de doce iteraciones (donde
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después de cada una se recorre lo mismo), se avanza justamente un giro (que
representa una octava).

Por lo tanto, el conjunto A representa las frecuencias del temperamento
igual de 12 notas, como se muestra en el cuadro [2.3] Aquf la condicién inicial
es 6y = 0, aunque cualquier niimero nos puede servir.

A las ecuaciones del tipo se les conoce como mapeos del circulo (sobre
estas ecuaciones nos ocuparemos con detalle en los capitulos siguientes). Por
eso es que este tipo de ecuacion representa bien un temperamento, o dicho
de otro modo, para que una afinacién sea un temperamento, justamente
queremos regresar al punto inicial, es decir, a la misma nota (octavada).
Ademds, como el valor 6; es diferente al de 6;,1, la ecuacién ({2.1)) representa
movimiento.

Existe una teoria matemadtica que estudia el movimiento anteriormente
descrito y otros mas, conocida como sistemas dindmicos. A grandes ras-
gos, hay dos tipos de sistemas dinamicos, los lineales y los no lineales. La
ecuacion es un sistema dindmico lineal, porque {2 tiene un valor con-
stante, y esto significa que los puntos se mueven siempre a la misma velocidad.

El otro tipo de sistemas dindmicos son los no lineales, y estos estdn con-
formados por movimientos con velocidades no constantes. En esta tesis se
plantea el uso de la dinamica no lineal como base para la construccion de
un temperamento. Ahora bien, este tipo de temperamentos podrian producir
escalas microtonales. Las escalas microtonales, formadas con la divisién de
la octava en més de doce intervalos, se han usado desde tiempos muy re-
motos en las culturas orientales (como las ragas de la India), y han sido
adoptadas también por algunos compositores occidentales (notablemente el
caso del mexicano Julidn Carrillo). Algunos les llaman escalas artificiales.

Cabe mencionar que dado el comportamiento que se obtiene a partir de
una ecuacion no lineal, el temperamento correspondiente no podria abordarse
desde la perspectiva de la musica tradicional occidental, por lo que habria
que construir toda una teoria musical que sea acorde a un temperamento tal.
Sin embargo, ésa es una aventura de dimensiones mayusculas y queda fuera
de las pretensiones de este trabajo.



Capitulo 3

Introduccion a la dinamica no
lineal

Dos ejemplos importantes de sistemas dinamicos son: las ecuaciones difer-
enciales y las funciones iteradas. Las ecuaciones diferenciales describen la
evolucién de sistemas en tiempo continuo, mientras que las funciones iteradas
son, entre otras cosas, usadas cuando el tiempo es discreto y son herramienta
para analizar soluciones periddicas o cadticas de ecuaciones diferenciales.

Caso continuo

Una manera general de describir las ecuaciones diferenciales es mediante
el sistema

d
% = fl(l'l, . ,CL’n)
(3.1)
dx,,
— = In\T15- -5 Tn),
8= fulans )
donde las funciones fi, ..., f, estan determinadas por el problema en cuestion
y cada una estd definida en el espacio de coordenadas 1, ..., x,.
Por ejemplo, la ecuacion del oscilador arménico amortiguado
d*x dx
m—s +b— +kx=0 3.2
dt? + dt * (32)

19
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se puede escribir en la forma ([3.1]), mediante la introduccién de las variables:
T =1, Ty = %. De tal manera que de ({3.2)) se tiene que

dl’g d2$1 b dl’l k

T T §

dt &2t mdt m
! . (3.3)
=T —T2 — —1,
m m

obteniendo el sistema equivalente

dl’l .
dr (3.4)
dxo b k '
T TmT T
Dicho sistema es llamado lineal, puesto que ambas funciones de evaluacién
fi=x0y fo = —%xg - %xl son lineales. De otro modo el sistema seria

llamado no lineal. Términos no lineales tipicos son productos, potencias y
funciones trigonométricas de las coordenadas x;.

Por ejemplo, el vaivén del péndulo de un reloj esta gobernado por la
ecuacion
d2
d—;: + %sen(:c) —0, (3.5)
donde x es el angulo que hace el péndulo con la vertical, g es la aceleracién
debida a la gravedad, y L es la longitud del péndulo. Dicho sistema, escrito

en la forma (3.1]) es no lineal:

dl’l

dt (3.6)
dzy _ 9 (1)

pr Lsen 1).

La no linealidad hace de la ecuacion del péndulo muy dificil de resolverse
analiticamente, puesto que es necesario el uso de funciones elipticas. La man-
era comun de sortear dicha dificultad es linealizando la ecuacién mediante la
ley de Hooke, es decir, haciendo muy pequeno el angulo con respecto a la ver-
tical para que el valor del seno de x sea aproximadamente x. Esto convierte
el problema en uno lineal que es notablemente mas facil de resolver, puesto
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que puede descomponerse en partes, después cada parte puede resolverse sep-
aradamente y finalmente sumada mediante el principio de superposicién. La
desventaja es que restringiendo x a valores muy pequenos descartamos casos
que son de sumo interés, por ejemplo, cuando el péndulo da giros completos.
Asi también, muchos fenémenos en la naturaleza se comportan de manera
no lineal. Cada vez que las partes de un sistema se interfieren, cooperan o
compiten, hay interacciones no lineales desarrollandose.

Puesto que el movimiento del péndulo es evidentemente simple, deberia de
haber una manera maés sencilla para resolver su ecuaciéon. Podriamos empezar
con la observaciéon del péndulo para extraer informacion geométrica.

Supongamos que conocemos una solucién del sistema del péndulo para
una condicién inicial particular. La solucién serfa un par de funciones z4(t) y
xo(t), que representan la posicion y la velocidad del péndulo, respectivamente.
En el espacio de coordenadas (x1,x9), la solucién (x1(t),z2(t)) corresponde a
un punto moviéndose a lo largo de una curva enél.

Dicha curva es llamada trayectoria, y el espacio es llamado el espacio fase
para el sistema. El espacio fase esta completamente lleno con trayectorias,
puesto que cada punto puede servir como condicién inicial.

Definicién 2 FEl espacio fase para el sistema general (3.1]) es el espacio con
coordenadas 1, . . ., T,. Puesto que dicho espacio tiene n dimensiones, a (3.1
se le denota como un sistema de n dimensiones.

Sin embargo, se podria pensar que la forma del sistema no es tan gen-
eral puesto que no incluye ninguna dependencia temporal explicita. ; Como
tratar entonces con ecuaciones que dependan del tiempo? Simplemente con
la introduccién de una nueva variable. Por ejemplo, la ecuacién del oscilador
armonico forzado es m‘%—l—b‘é—f—i—kx = Feos(t). Seam; =z, 10 = & y 3 = 1.
Entonces el sistema equivalente es

dl’l o

it~

dz 1

d_tQ = E(_kxl — bxy + Fcosxs) (3.7)
dl‘g

s

dt ’

que tiene 3 dimensiones. De manera andloga, cualquier ecuaciéon con depen-
dencia temporal y de dimensién n la convertimos a un sistema de dimensién
n + 1 sin dependencia temporal.
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La virtud de este cambio de variables es que nos permite tener una imagen
geométrica completa del comportamiento de las trayectorias.

Caso discreto

Otro tipo de sistemas dindamicos, aunque intimamente relacionado con
las ecuaciones diferenciales, son los mapeos iterados. A continuacién se abor-
daran algunas nociones de ésta teoria, en particular, las que tienen una sig-
nificacion paralela en el caso continuo. Sin embargo, si el lector desea conocer
con detalle los muy atractivos resultados de estas matematicas, se recomienda
consultar los libros [9] y [10].

Definicién 3 De manera mads general, decimos que si f es una funcion con-
tinua de la recta en si misma, f : R — R, entonces para cada punto x € R,
la orbita de x bajo f, es

o(z, f) = {z, f(z), f*(z), f*(z),..}, (3.8)

dondef™(x) representa la composicion de [ consigo misma n veces. A la
funcion f™ se le llama la n — ésima iteracion de f. Ademds, se define f°
como la funcion identidad en R.

Definicién 4 Una trayectoria encarna los datos bdsicos de un sistema dindmi-
co. Esta consiste de la lista de imagenes de un punto particular, llamado pun-
to incial, bajo las iteraciones de la funcion que genera el sistema dindamico.
Por lo tanto es una secuencia ordenada de puntos.

Al final del capitulo anterior se planteaba la conexién entre las funciones
en el circulo unitario y la afinacién o el temperamento de la escala musical.
Con mayor precisién, se tiene que el temperamento igual corresponde a una
rotacién racional en la circunferencia

Oip1 = 0; + (3:9)

donde # es un punto en la circunferencia (que vamos a pensar como una nota)
y donde el intervalo de octava esta representado por una vuelta. Dependiendo
del nimero de intervalos iguales en los que se desee dividir la escala, se escoge
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el valor de € racional. Por ejemplo, para el caso del temperamento igual, se
escogerfa ) = 1/12. Por otro lado, la afinacién pitagérica corresponde a una
rotacién irracional en la circunferencia, es decir, la que se obtiene para un
valor de € irracional.

Asi pues, en los casos del temperamento igual y de la afinacion pitagérica,
el mapeo iterado esta dado por la ecuacion , y la trayectoria del sistema
dinamico discreto que éste genera, corresponde al conjunto de puntos en la
circunferencia A = {6;}. A los puntos que conforman la trayectoria se les
conoce como orbita.

Para entender bien a bien qué queremos de éstas funciones, vale la pena
hacer un paréntesis,

Definicion 5 Sean f : R — R y xyp € R. Decimos que xy es un punto
periddico de f si existe n € N tal que f™(xg) = xg. Al conjunto de todos los
puntos periddicos de f lo denotamos con Per(f). Si x € Per(f), decimos
que o(x, f) es una orbita periddica.

Sea xy € Per(f). Decimos que xq tiene periodo k si

k=min{n € N: f" = x}. (3.10)

Entonces, si planteamos los mapeos del circulo en si mismo dentro del
contexto de los sistemas dindmicos discretos, lo que se busca (para evitar
la comma pitagdrica de una afinaciéon musical) es un mapeo periédico, es
decir, un mapeo para el cual exista un nimero n natural, tal que la n-ésima
iteracion de la funcion sea igual a la funcién identidad.

Resulta mas interesante probar con funciones periédicas que no sean lin-
eales, puesto que éstas proveerian de intervalos sonoros desiguales. Sin em-
bargo, la periodicidad de una funciéon no lineal no se obtiene trivialmente.
Parte del background fisico y matematico necesario para comprender la pe-
riodicidad de este tipo de funciones, sera explicado en paginas posteriores.

3.1. Atractores

En la linea
Caso continuo

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial
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dzx(t)
dt

Pensemos a t como el tiempo, x como la posiciéon de una particula imag-
inaria moviéndose a lo largo de la recta real y a ‘fl—f como la velocidad de la
particula. Entonces la ecuacion diferencial , representa un campo vec-
torial en la linea. Para esbozar el campo vectorial es conveniente graficar x

contra 92 y luego dibujar flechas en el eje  para indicar el vector velocidad

dt
para cada x. Las flechas apuntan hacia la derecha cuando % > 0 y hacia

la izquierda cuando ‘Zl—f < 0. En los puntos donde ili—’t” =0 la CIl)taurticulau no se
mueve; por lo que tales puntos son llamados puntos fijos.

La grafica del coseno nos muestra que una particula empezando en xy =
—m /4 se mueve a la derecha cada vez més rapido hasta que cruza x = 0 (donde
cos(x) alcanza su maximo). Entonces la particula empieza a desacelerar,
aproximéndose asintéticamente al punto fijo x = 7/2 por la izquierda, r =
/2 es un punto fijo estable. El mismo razonamiento aplica para cualquier
condicion inicial xy. La grafica del coseno muestra que si ‘fl—f > 0 en xo, la
particula se dirige hacia la derecha y asintéticamente alcanza al punto fijo
mas préximo. Similarmente, si Cfl—f < 0 en xg, la particula se aproxima hacia
el punto fijo més proximo a la izquierda. Simétricamente, en zo < —m/2 |
la particula se mueve a la izquierda cada vez mas rapido hasta que cruza
x = —m (donde cos(z) alcanza su minimo). Entonces la particula empieza a
desacelerar, aproximandose asintéticamente al punto fijo x = —37/2 por la
derecha, por lo tanto o = —7/2 es un punto fijo inestable. Un esbozo de las
soluciones se puede ver en la figura [3.1]

Por todo lo anterior, podemos deducir que los puntos fijos de la forma

(mod 27) son inestables y los de la forma 7(mod 27) son estables.

= cos(z(t)) (3.11)

_T

2

La manera en que se traté al sistema (3.11) puede ser extendida para
dx

cuaquier otro sistema de una dimensién %7 = f(x).

Definicién 6 En términos de la ecuacion diferencial original, los puntos fi-
jos representan soluciones en equilibrio (puesto que si x = x* inicialmente,
entonces x(t) = x* para todo t). Una solucion en equilibrio es estable si per-
turbaciones en una vecindad decrecen con el tiempo, es decir, si y(t) € U,
con U wvecindad del punto fijo x*, entonces lim;_, y(t) = z*. Contraria-
mente, las soluciones en equilibrio inestables son aquellas para las cuales las
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4

Figura 3.1: Campo vectorial del sistema . Se pueden ver dos tipos de
puntos fijos en la figura: los puntos cerrados representan puntos fijos estables
y los puntos abiertos representan puntos fijos inestables. Las flechas de colores
representan el flujo.

perturbaciones crecen con el tiempo.

Definicién 7 Una figura como|3.1, en donde se muestran todas la trayecto-
rias cualitativamente diferentes del sistema, es llamada retrato de fases.
Caso discreto

En esta seccién, f : A — A serd una funcién continua, donde A es un
intervalo en R. Decimos que 2y € R es un punto fijo de f si f(zg) = o.

Definicion 8 Sea xy € A un punto fijo de f. Decimos que xy es un punto
fijo atractor si existe un intervalo abierto (a,b), con zo € (a,b), tal que

f((a,b) MA) C (a,b) N A, (3.12)
y para toda x € (a,b) N A se tiene que lim,,_,, f"(z) = xq.

Definicién 9 Decimos que xqy es un punto fijo repulsor si existe un intervalo
abierto (a,b) con xy € (a,b) y tal que para cada x € (a,b), x # xo, eziste un
numero natural que depende de x, n(x) € N, tal que f"(z) ¢ ((a,b) N A).
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Proposicién 3.1.1 Sea xy € A tal que f(xg) = xo. Supongamos que f es
derivable en xg.

1. Si|f'(xo)| < 1, entonces xo es un punto fijo atractor.

2. Si|f'(x0)| > 1, entonces xo es un punto fijo repulsor.

En la circunferencia

La ecuaciéon

L0 (313
dt
corresponde a un campo vectorial en la circunferencia, donde # es un punto
en la circunferencia y fl—f: es el vector velocidad en tal punto, determinado por
f(6). Al igual que la linea, la circunferencia tiene una dimensién, pero tiene
una propiedad nueva e importante: al fluir en una direccién, una particula
puede regresar eventualmente al lugar desde el que empez6. Dicho de otra
manera, los campos vectoriales en la circunferencia proveen el modelo mas
basico de los sistemas que pueden oscilar.

Sin embargo, en todos los demés respectos, los flujos en la circunferencia
son similares a los flujos en la linea.

Por ejemplo, para la ecuacion & = sen(f), el campo vectorial se comporta

del siguiente modo. Primero enco;lllacramos los puntos fijos, definidos por % =
0. Estos son 6* = 0 y 8 = . Para determinar su estabilidad, nétese que
sen(f) > 0 en el semicirculo superior. Entonces Z—f > 0, por lo que el flujo
estd en el sentido contrario a las manecillas del reloj. Similarmente, el flujo
esta en el sentido de las manecillas del reloj en el semicirculo inferior, donde
% < 0. Asi obtenemos que 6* = 0 es inestable mientras que 6* = 7 es estable.

Definicién geométrica. Un campo vectorial en la circunferencia es una
regla que asigna un vector velocidad tinico para cada punto de la circunfer-
encia.

En la practica, se obtienen tales campos vectoriales cuando tenemos un
sistema de primer orden % = f(6), donde f(6)es una funcién real valuada y
con periodo 27. Ademds asumimos que f(6) es lo suficientemente suave para
garantizar la existencia y unicidad de las soluciones.
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El atractor mas socorrido en la circunferencia: El oscilador uni-
forme

Definicién 10 Un punto en una circunferencia es llamado fase.

El oscilador més simple de todos es por lo tanto uno en el que la fase 6
cambia uniformemente:

o _
dt

donde w es una constante. La solucion es

w, (3.14)

0(t) = wt + 6, (3.15)

que corresponde a un movimiento uniforme alrededor de la circunferencia con
una frecuencia angular w. Esta solucién es periédica, puesto que 6(t) regresa
al punto inicial después de un tiempo 7" = 27/w. A T se le llama el periodo
de oscilacion.

En el plano

En la subsecciones anteriores, se describieron cémo son los atractores en
la linea y en la circunferencia. Ahora se abordaran los atractores en el plano.
Hablando someramente, un atractor es un conjunto hacia el cual todas las
trayectorias vecinas convergen. Los puntos fijos estables (que se pueden ver
como un conjunto con un sélo elemento, o singulete) y los ciclos limites
estables son ejemplos. Mas precisamente, definimos a un atractor como un
conjunto cerrado A que cumple las siguientes propiedades:

1. A es un conjunto invariante: cualquier trayectoria x(t) que empieza en
A, permanece en A para todo t.

2. A atrae a un conjunto abierto de condiciones iniciales: existe U, un
conjunto abierto que contiene a A, tal que si z(0) € U, entonces la
distacia de z(t) a A tiende a 0 cuando ¢t — oo. El conjunto U més
grande con tal propiedad es llamado cuenca de atraccion de A.

3. A es minimo: no existe un subconjunto propio de A que satisfaga las
condiciones 1 y 2.
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Clasificacion de sistemas lineales

Queremos clasificar todos los retratos de fases que pueden ocurrir en
el plano. Se presenta aqui la deduccién de los tipos de puntos fijos para
ecuaciones diferenciales, aunque el caso de las ecuaciones iteradas es andlogo,
por lo que produce los mismos tipos de puntos singulares.

Ahora bien, para un sistema de dos dimensiones, los flujos en el plano
pueden provocar cuatro comportamientos tipicos diferentes. Con tipico nos
referimos a lo que puede suceder con probabilidad no nula en un sistema
dindmico. Una bonita y asequible explicacion de justo esto, se puede encon-
trar en el libro de Ian Stewart [I5, p. 137].

Para el caso general, es decir, para una matriz de 2x2 arbitraria, buscamos
trayectorias de la forma

x(t) = eMo, (3.16)

donde v # 0 es un vector fijo por determinar y A es una razén de crecimien-
to también por determinar. Si tales soluciones existen, corresponden a un
movimiento exponencial de la linea generada por el vector v.

Para encontrar las condiciones en v y A, sustituimos z(t) = e
Ax, obteniendo

A dx

t de _
ven =

Av = v, (3.17)

lo cual significa que tales soluciones lineales existen si v es un vector propio
de A con el correspondiente valor propio A. En este caso decimos que la

solucién (3.17)) es una solucién propia.
Con un poco de algebra lineal encontramos que para una matriz A de

2 X 2, los valores propios son:

4+ VT IR

)\1: 2
y
T =12 —4A
Ay = 5

donde
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T =traza de A

A = determinante de A. (3.18)

La situacién tipica es que los valores propios sean distintos: A\; # 9. En
este caso, un teorema de algebra lineal nos dice que los vectores propios cor-
respondientes v; y vy son linealmente independientes, y por lo tanto generan
todo el plano. En particular, cualquier condicion inicial xy puede escribirse
como

Tog = C1U1 + Covs. (319)

Estas observaciones nos permiten escribir la solucién general para z(t)

z(t) = crettvy + caeltus. (3.20)

. Por qué es ésta la solucion general? Primero, porque es una combinacién

de soluciones linealmente independientes de fl—f = Azx. Segundo, porque sat-
isface la condicién inicial 2(0) = xg, y entonces, por el teorema de existencia

y unicidad, es la tinica solucion.

Por otro lado, segin como sean los valores propios del sistema, podemos
obetener los siguientes comportamientos cerca de un punto fijo.

= Sillas de montar

Las sillas de montar se obtienen cuando A\; < 0 y Ay > 0. Por lo tanto
la primer solucién propia crece exponencialmente y la segunda solucion
propia decrece, provocando que haya estabilidad en una direccion e
inestabilidad en la otra.

El punto de en medio de la cruz, el punto silla propiamente dicho, es
(al igual que todas las trayectorias que se reducen a puntos tinicos) un
estado estacionario. Dos lineas de flujo se denominan las separatrices de
la silla. Se designan de esta forma porque separan el modo en que fluyen
puntos proximos. En realidad las separatrices no pasan por el punto
silla: si nos aproximamos al punto silla a lo largo de una separatriz,
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tomarfa un tiempo oo alcanzarlo. Asi, en las proximidades de dicho
punto, el flujo se vuelve infinitamente lento.

Una manera practica de visualizar un punto silla esta en el choque de
dos chorros de agua.

Nodo estable

Supongamos que los valorers propios cumplen que A\; < Ay < 0. En-
tonces ambas soluciones propias decaen exponencialemente. El punto
fijo es llamado un nodo estable.

Se define la direccion propia lenta como la direccion generada por el
vector propio de valor propio mas chico en valor absoluto. Por lo que
las trayectorias se acercan al origen tangencialmente a esta direccién.

Nodo inestable

Se obtiene cuando A; > Ay > 0. Por lo tanto su comportamiento es
contrario al del nodo estable.

Sumideros

Supongamos que los valores propios son complejos. Si ®(A) < 0 en-
tonces por la ley de Euler se encontraran oscilaciones decrecientes. El
punto fijo correspondiente es conocido como un sumidero, y es un lugar
en donde una linea de flujo degenera para convertirse en un tinico punto
hacia el cual confluyen todos lo puntos vecinos, es decir, si el sistema
comienza su movimiento por un punto proximo al sumidero, la trayec-
toria se movera hacia él. Esto significa que el estado estacionario en
un sumidero es estable. Los sumideros son, pues, estados estacionarios
estables.

Fuentes

Si los valores propios son complejos y se tiene que (A) > 0, entonces
sucederan oscilaciones crecientes. Al estado estacionario correspondi-
ente se le llama fuente. Ahora los puntos vecinos se alejan. Es como
maniobrar con una escoba.

Centros

Si los valores propios son piramente complejos (si se tiene que R(A) =
0), entonces las soluciones seran periddicas. Tales oscilaciones tienen
amplitud fija y el estado estacionario correspondiente es llamado centro.
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Definicién 11 Para todos los casos donde los valores propios cumplan que
R(\;) # 0, el punto fijo es llamado hiperbdlico.

3.2. Sistemas no lineales

Para sistemas no lineales vamos a aproximar el retrato de fases cerca de
un punto fijo por medio de la linealizacion del sistema.
Considérese el sistema

dx

s f )

a o (3.21)
y _

a g(fL',y)

y supongamos que (z*,y*) es un punto fijo.

Sean u = r—z*, v = y—y* los compomentes de una pequena perturbacion
del punto fijo. Para saber si la perturbacion crece o decrece con el tiempo,
observemos cémo son las ecuaciones diferenciales para u y v. La ecuacion de
la primera es:

du  Of  Of

priak + va—y + O(u?, v*, uv). (3.22)
Mientras que la ecuacion para v es
d
d_: = ug—z + vg—g + O(u?, v*, uv) (3.23)
Por otro lado, se tiene que la matriz
of of
_ | o0x Oy
R
or 0Oy

en (z*,y*) es la matriz Jacobana del sistema (3.21)), en el punto fijo (z*, y*).
Puesto que los términos cuadréticos en (3.22) y (3.23]) son muy pequenios,
es tentador eliminarlos. Si lo hacemos obtenemos el sistema linealizado

awl [0f Of
dt | _ |0z 0Oy u
& =1% &) <0]
dt or Oy
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Surge entonces la pregunta de si el sistema linealizado provee de una
imagen cualitativamente correcta del retrato de fases cerca de (z*,y*). Al
respecto de esto, se puede afirmar una implicacién: si el punto fijo para el
sistema linealizado es un punto hiperbdlico, entonces la linealizacion conserva
la cualidad del punto.

Los puntos fijos no hiperbdlicos (centros, nodos degenerados, estrellas, o
puntos fijos no aislados) son mucho més delicados, puesto que pueden ser
alterados por terminos no lineales pequenos.

El teorema de Hartman-Grobman establece que el retrato de fases cercano
a un punto fijo hiperbdlico es topologicamente equivalente al retrato de fases
de la linealizacién; en particular, el tipo de estabilidad que tiene el punto fijo
es fielmente capturada por la linealizacion.

Todo esto no significa que el retrato de fases de un centro siempre sea
estructuralmente inestable. Los sistemas conservativos (muy socorridos en la
teorfa del potencial) y los sitemas reversibles son ejemplos que muestran lo
contrario.

Con el material expuesto ya podemos analizar el movimiento del péndulo
de un reloj, cuya generalizacién, conocida como el oscilador autosostenido,
serd el objeto de estudio en el siguiente capitulo.

Habiamos quedado con que dicho péndulo esta descrito por el sistema

dﬂ?l

-1 =,
d‘ii (3.24)
=2~ —(g/D)senta).

Ahora bien, éste es un sistema conservativo de energia, es decir, las trayec-
torias que representan la energia total del sistema son constantes (respecto
al tiempo), y por lo tanto, la soluciones se encuentran dentro de ellas. Para
ver mas sobre la conservacién de energia, consiltese [I1], p. 172].

La ecuacién de tales trayectorias, llamadas curvas de energia es la sigu-
iente:

H(z,y)=y*+ /f(s)ds, (3.25)

donde y? indica la energfa cinética y [ f(s)ds indica la energfa potencial [11,
p. 174].



3.2. SISTEMAS NO LINEALES 33

Introducimos las variables w = (¢/L)"? y 7 = wt, que corresponden a la
frecuencia y al tiempo, respectivamente. Entonces la ecuacién se convierte
en

2

d=0
i = 3.26
0 + sen(f) =0, (3.26)

Y el correspondiente sistema en el plano es

o

—=v
dr (3.27)
dv
pri —sen(6),

donde v es la velocidad angular.

Los puntos fijos son de la forma (km, 0), con k£ € N. Como no hay diferencia
entre los angulos que distan por 27k, nos concentraremos en los puntos fijos
(0,0 y (m,0). En (0,0) el jacobiano es

(50)

por lo que el origen es un cero lineal. Y lo es puesto que el sistema es con-
servativo y la funcion de la energia

E9,v) =1/21% — cos(0)

tiene un minimo local en (0, 0).
Por otro lado, el jacobiano del punto fijo (7, 0) es

(V)

por lo que (7, 0) es un punto silla.

Para llenar el retrato de fases, calculamos las curvas de energia E(6,v) =
1/2v% — cos(0) para distintos valores de FE.

En el diagrama [3.2] estda dibujado el retrato de fases para el sistema del
péndulo. Las soluciones obedecen distintos comportamientos. Como es de
suponer, en una vecindad del origen las soluciones oscilaran en trayectorias
casi circulares de diferentes diametros. Por otra parte, si la condicion incial
estd en una isoclina entonces la solucién convergerd asintoticamente al punto
silla correspondiente. Si la condicién inicial se encuentra en una curva de
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energia E' > 1, la solucién correspondiente también rotara peridodicamente,
puesto que ¢ = 7 y § = —7 corresponden fisicamente a la misma posicion.
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Figura 3.2: Retrato de fases del péndulo

Notese cémo el flujo encaja en su conjunto: las flechas en las curvas cer-
canas estan muy bien alineadas. Esto significa que el movimiento es continuo.

Hay que senalar que si el péndulo no fuera autosostenido entonces sus
trayectorias serian cualitativamente diferentes, sin embargo el estudio de tales
sistemas va mas alla de las pretensiones de esta tesis.

Ciclos limite

Un ciclo limite es una trayectoria cerrada aislada. Esto significa que las

trayectorias vecinas no son cerradas.

Consideremos el sistema % = f(x), correpondiente a un campo vectorial

dt
auténomo. Una solucién no constante para tal sistema, x(t), es periddica si

existe una constante 7" > 0 tal que

w(t) = 2(t +T) (3.28)
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para toda t. El periodo de esta solucién esta definido como el minimo de tales
T. La imagen del intervalo de periodicidad [0,7] bajo x en el espacio de fases
R, es llamada orbita periddica o ciclo.

Una orbita periddica I' en un plano de fases es llamada un ciclo limite
estable, si para z ¢ I' y t — o0, el conjunto de puntos de acumulacién de
la trayectoria que pasa por z es exactamente I'. Tales érbitas corresponden
a un tipo especial de soluciones de sistemas dinamicos, los cuales modelan
osciladores autosostenidos. Ya hablaremos més de ellos més adelante.

Un ciclo limite inestable es una érbita periddica [' para la cual los puntos
proximos se alejan de ella.

Los ciclos limites son exclusivos de los sistemas no lineales, y aqui viene
el porqué del asunto. Supongamos que x(t) es una solucién periédica del
sistema lineal ‘fl—f = Az. Entonces cx(t) es también solucién del sistema,
para cualquier escalar ¢ # 0. Por lo tanto, x(t) estd rodeado de una familia
de érbitas cerradas. Consecuentemente, la amplitud de una oscilacién lineal
estd completamente definida por sus condiciones iniciales; cualquier pertur-
bacién de la amplitud permanecera indefinidamente. Por el contrario, los
ciclos limites estan determinados por la estructura del sistema; la trayectoria
regresara al ciclo, después de una peque na perturbacion de su amplitud.

Como en el caso del oscilador de Van Der Pol, un ciclo limite puede no
ser una circunferencia.

Orbitas estables

En el siguiente capitulo, se hard uso del mapeo de Poincaré para analizar
la estabilidad de un ciclo en el plano. La ventaja de dicho mapeo, es que nos
ofrece otra perspectiva para hacer el andlisis. Un enfoque desde la teoria los
sistemas dindamicos discretos; donde consideraremos los conceptos enunciados
a continuacion.

Sean f : R™ — R™ una funcién continua, y zo € R” tales que f(zg) = 0.
Si xy es atractor entonces los puntos cercanos tienen orbitas convergentes a
xo. Una situacion ligeramente diferente es la contenida en la siguiente defini-
cién.

Definicién 12 Decimos que el punto fijo xq es estable (o tiene orbita estable)
si para toda € > 0, existe § > 0 tal que para toda x € B(x,0), y para toda
n > 0, se tiene que

d(f"(x),x) < e. (3.29)
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Definicién 13 Un punto fijo xy no es estable (su oérbita no es estable) si
existe £g > 0 tal que para toda 6 > 0 existen x € B(xo,0) yn € N tales que

d(f"(z),z0) > eo. (3.30)

Definicién 14 Sea f : R"™ — R" una funcion continua. Decimos que un
punto o € R™ tiene orbita Liapunov estable, si para toda € > 0, existe § > 0
tal que para toda x € B(xg,0), y para toda n > 0, se tiene que

d(f"(z), [*(x0)) <e. (3.31)

Teorema de Poincaré-Bendixson

Nos interesa conocer qué condiciones requiere un sistema para que exis-
tan orbitas cerradas. Como ya se vio anteriormente, los sistemas lineales no
pueden presentar estos ciclos, por lo que éstos se forman sélo en sistemas no
lineales. Surgen ahora preguntas muy pertinentes, por ejemplo dénde y cémo
se forman estas érbitas. El siguiente teorema se utiliza como herramienta
para establecer que existen ciclos limites en ciertos sistemas.

Teorema de Poincaré-Bendixson. Supongamos que:

1. R es un subconjunto cerrado y acotado en el plano;

2. ‘fj—? = f(x) es un campo vectorial en un conjunto abierto que contiene

a R;
3. R no contiene puntos fijos;

4. Existe una trayectoria C' confinada a R, es decir, empieza en R y per-
manecera en R.

Entonces C' es una orbita cerrada, o se dirige en espiral hacia una érbita
cerrada cuando t — oo.

Asi pues, las posibilidades en el plano de fases estan limitadas: si una
trayectoria se encuentra en una region cerrada y acotada que no contiene
puntos fijos, entonces la trayectoria debe aproximarse a un ciclo limite. Y no
puede ser posible algo mas complicado. Por lo tanto, el teorema de Poincaré-
Bendixson descarta la formacién de atractores extra nos en el plano.
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Bifurcaciones

Una bifurcacién de un sistema dindmico es un cambio cualitativo de su
dindmica producido por una variacién de parametros.

Definicién 15 Considérese un sistema autonomo de de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias

d
d—f:f(x,)\),:ceR,xER (3.32)

para f continua. Una bifurcacion ocurre para el parametro A\ = \g si hay
parametros Ay arbitrariamente cercanos a Ay para los cuales el sistema tiene
una dinamica que no es topolégicamente equivalente a la dinamica en Ag.

Por ejemplo, el niimero o la estabilidad de puntos fijos o de érbitas periodi-
cas de f puede cambiar en una vecindad de Ag.

Atractores extranos

Los atractores extranos cumplen con dos propiedades que parecieran
dificiles de coexistir. Las trayectorias en el atractor se mantien acotadas en
el espacio fase, sin embargo se separan de las trayectorias vecinas exponen-
cialmente rapido (al menos inicialmente). ;Cémo puede suceder esto?

El mecanismo bésico consiste en extender y enrollar repetidamente. Se
explica con el siguiente ejemplo.

Considérense las siguientes hipdtesis: estamos en la cocina y somos ital-
ianos, pero no sélo italianos sino que napolitanos y como tales queremos
hacer pizza. Tenemos la masa de harina, la cual extendemos y aplanamos,
formando un bello circulo mediterraneo, pero entonces nos percatamos de que
solo contamos con unas gotas de aceite de ajonjoli, ingrediente esencial de la
pizza napolitana. ;Qué haremos entonces para repartir el preciado aceite en
toda la masa?

Primero probamos enrrollando la masa y nos damos cuenta de que como
pusimos la gota en el centro, la gota no hace otra cosa mas que permanecer en
dicho lugar en sucesivas extensiones y enrrolladas. Lo mas facil seria romper
la masa y mezclarla, pero una buena pizza napolitana no tolera tales sandeces,
por lo que cavilamos como hacerle para repartir la gota homogéneamente sin
romper la masa.
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Se nos ocurre pues doblar en forma de U, la masa ya extendida y aplanada,
después la volvemos a extender y aplanar, pero cuidando de no desfigurar la
forma de herradura, entonces la volvemos a doblar y asi sucesivamente hasta
que obtenemos una masa muy delgada, que ha sido enrollada lo suficiente
como para estar toda impregnada del aroma de sésamo. Entonces ya podemos
amontonar toda la masa para extenderla y aplanarla por ultima vez, teniendo
ya lista la base de nuestra de pizza.

La transformacion considerada anteriormente es conocida como el mapeo
de la herradura de Smale. En la figura se puede observar su primera
iteracion.

Consideremos la region de la izquierda, consistene de cinco componentes:
tres réctangulos B,C, D y dos figuras casi semicirculares A y E en cada
extremo. La figura tiene entonces una forma de “estadio”, llamémosle F'.

El mapeo de la herradura H, toma a F' dentro de si misma, de acuerdo
con el siguiente proceso. Primero, se contrae horizontal y linealmente a F' por
un factor 6 < 1/2, y luego se expande vertical y linealmente por un factor
1/6, de tal modo que S toma una forma larga y delgada. Posteriormente, se
coloca toda ésta dentro de F' como se muestra del lado derecho en [3.3

Las dindmicas de H dentro de F' son de lo mas interesantes y son muy
parecidas a las del mapeo logistico. Por ejemplo, al analizar las érbitas de
ambos mapeos, se pueden encontrar conjuntos de Cantor. En [12], p. 181], se
encuentran todos los detalles.

Posteriormente se ilustran el atractor de Lorenz|3.4]y el de Hénon [3.5 El
primero corresponde a un sistema de ecuaciones diferenciales y el segundo a
un mapeo iterado. Para el lector interesado en alguno de ellos, se recomienda
consultar [13| p. 304] y [12], p. 251], respectivamente.
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Figura 3.3: Herradura de Smale. Esta imagen fue producida por Bill Cas-
selman, editor de graficos de la revista Notices de la Sociedad Matematica
Americana. La imagen aparecién primero en un articulo de M. Shub en la
edicién de mayo de 2005 de la revista Notices de la Sociedad Matematica
Americana.
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Figura 3.4: La imagen arriba, muestra un vidrio con el atractor de Lorenz
grabado con laser y fue hecha por el escultor digital Bathsheba Grossman
(http://www.bathsheba.com/).
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Figura 3.5: Atractor de Hénon. Figura tomada de Pedro Miramontes.



Capitulo 4

Sincronizacion y lenguas de
Arnold

Sincronizacion

En este capitulo, vamos a entender el concepto de sincronizacion de la
siguiente manera: La sincronizacion es el ajuste de ritmos entre objetos os-
cilatorios, debido a su interaccion. Todo el analisis y las construcciones se
reduciran a interacciones débiles. Ahora bien, habria que aclarar a qué nos
referimos con estos términos.

Con objetos oscilatorios, nos referimos a osciladores autosostenidos. Tal
oscilador es un sistema activo. Contiene una fuente de energia interna que
es transformada en movimientos oscilatorios. Al aislarlo, el sistema continia
generando el mismo ritmo hasta que la fuente de energia se agota. Por men-
cionar algunos ejemplos de osciladores, se tiene el latir del corazon, los ritmos
diarios de secrecion de hormonas en el cuerpo y peligrosas vibraciones en
puentes y alas de avién.

La forma de la oscilacion estd determinada por los parametros del sis-
tema y no depende de como fue encendido, es decir, en la transicién a la os-
cilacion continua. Matematicamente se describe mediante un sistema dinami-
co autéonomo.

La oscilacion es estable bajo perturbaciones débiles, es decir, bajo una
accion externa (pero pequena), la oscilacién regresa pronto a su forma origi-
nal.

Ahora bien, el movimiento de un oscilador es ciclico y como tal tiene un
ritmo. Del ritmo de un oscilador autosostenido podemos decir que tiene pe-

41
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riodo y frecuencia. Todo oscilador autosostenido es peridédico, y su periodo T
es su princlipal caracteristica. Por ejemplo, en un reloj de péndulo, el mecan-
ismo que mueve las manecillas del reloj cuenta el nimero de oscilaciones del
péndulo, por lo que su periodo constituye la unidad bésica para medir el
tiempo.

A veces también es conveniente caracterizar el ritmo mediante el niimero
de ciclos por unidad de tiempo, obteniendo asi la frecuencia de oscilacion,

f:=1T. (4.1)

En la teoria es mas conveniente hablar de la frecuencia angular w = 27 f =
27 /T'. Posteriormente se vera que la frecuencia de un oscilador puede cambiar
bajo la accion de una fuerza externa o mediante la interaccién con otro
sistema. Para evitar ambigiiedades, llamaremos a la frecuencia del sistema
aislado (auténomo) la frecuencia natural.

Supongamos que un pianista y una violinista estan preparando una pieza,
que por conveniencia en lo que quiero explicar, es una pieza compleja, en
el sentido de que el compositor que la escribié modifica la percepcion del
tiempo del oyente; digamos por ejemplo una obra de Stravinsky o de Ravel.
Aunque se trate de la misma obra e incluso si el compositor hubiera escrito
multiples indicaciones, cada uno de los musicos tiene un background que
le permite abordar la pieza desde una perspectiva muy personal, lo cual
se ve reflejado en una articulacion, dindmica y ritmo particulares. Antes
de juntarse la estudian por separado, y como resultado de lo anterior, sus
tempos seran distintos. Eventualmente la ensayaran juntos, ;Qué es lo que
sucedera entonces? La respuesta no es del todo simpl; de lo que si estamos
seguros es de que habra discusién. Afortunadamente, llegaran a un acuerdo
y sus tempos coincidiran, siendo ésta una de las condiciones minimas para
presentar una obra.

Hay que aclarar que el concepto de ritmo en la misica es bastante com-
plejo.

Lo descrito anteriormente fue un proceso en el cual la interaccién de dos
sistemas provoco que sus ritmos se igualaran. Los musicos interactuan usando
el oido y la vista, con el afan de enganchar sus ritmos, entre otros parametros.

Lo que observamos en el ejemplo, fue un ajustamiento de ritmos como
resultado de una interaccién. Este fenomeno es, a menudo, descrito en térmi-
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nos de coincidencias de frecuencias y es conocido como enganchamiento de
frecuencias: si dos osciladores distintos con frecuencias f; y fo se acoplan,
ellos pueden empezar a oscilar con la misma frecuencia. Depende de los dos
siguientes factores el que ello suceda.

1. La fuerza de acomplamiento. Esta describe qué tan fuerte o débil es la
interaccién. En una situacion experimental no siempre es claro céomo
medir esta cantidad. Si los sistemas estan aislados, la fuerza de acoplamien-
to es cero.

2. La desintonizacion de frecuencias. La desintonizacion de frecuencias
A = f; — fy cuantifica qué tan diferentes son las oscilaciones de los
sistemas no acoplados. Este sf puede ser medido y variado facilmente en
experimentos con relojes de péndulo: uno puede cambiar la frecuencia
de un reloj alterando la longitud de su péndulo. Como consecuencia,
podemos encontrar como la interaccién resultante (si hay sincronizacién
o no) depende de la desintonizacién de frecuencias.

Imaginemos que llevamos a cabo el siguiente experimento. Primero
aislamos dos relojes de péndulo y medimos sus frecuencias f; y fo.
Habiéndolo hecho, ponemos a los relojes sobre una mesa, y medimos
las frecuencias F y F, de los osciladores interactuantes. Podemos hacer
estas mismas mediciones para diferentes valores de desintonizacion ini-
cial, obteniéndo asi la dependencia de AF = F| — F, en Af. Al graficar
tal relacién de dependencia, obtenemos una curva como la mostrada en
la figura [4.1] que es tipica de osciladores interactuantes, independien-
temente de su naturaleza. Al analizar esta curva, observamos que si la
desintonizacién de frecuencias no es muy grande, las frecuencias de los
relojes se igualan, es decir, la sincronizaciéon toma lugar. De manera
general, esperamos que la anchura de la regién de sincronizacién crezca
conforme se aumente la fuerza de acomplamiento.

Al examinar el estado de sincronizacion de dos relojes, nos enteramos
de que ésta puede suceder de diferentes formas. Podria suceder que am-
bos péndulos se balancearan de tal forma que alcancen la posicién extrema
izquierda casi al mismo tiempo y luego empiezen a moverse hacia la derecha,
para cruzar la vertical casi al mismo tiempo y llegar a la posicién extrema
derecha también casi al mismo tiempo. Alternativamente, uno podria encon-
trar los péndulos moviéndose siempre o casi siempre en direcciones contrarias:
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AF
1
- Af
< mmmmmm—mm =2 >
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region

Figura 4.1: Tomada de [14, p. 12]. La diferencia de frecuencias AF' de los
osciladores acoplados, contra la desintonizacion de frecuencias Af de los
sistemas desacoplados. Para un cierto rango de la desintonizacion, las fre-
cuencias de los osciladores acoplados son idénticas (AF = 0), indicando el
estado de sincronizacion.

cuando uno alcanza la posicién extrema derecha, el otro péndulo alcanza la
posicion extrema izquierda; de tal manera que cuando cruzan la vertical, se
mueven en direcciones contrarias. Para describir estos regimenes contrarios
hace falta presentar la nocién fundamental de la teoria de la sincronizacion,
llamese ésta la fase del oscilador.

La fase es una cantidad que aumenta en 27 cada ciclo de oscilacién,
proporcionalmente a la fraccién del periodo. La fase determina univocamente
el estado de un oscilador periddico; al igual que el tiempo, parametriza la
forma de onda dentro del ciclo.

Si dos péndulos se mueven en la misma direccién y casi simultaneamente
alcanzan una posicion extrema, por decir, la derecha, entonces sus fases ¢,
y ¢ estdn cercanas y este estado es llamado sincronizacion en fase. Al hac-
er una observacion precisa de los péndulos, nos encontramos con que sus
movimientos no son exactamente simultaneos, de tal manera que podemos
hablar de diferencia de fases entre dos oscilaciones.

Si los péndulos de dos relojes sincronizados se mueven en direcciones con-
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trarias, entonces le llamamos sincronizacion a contrafase. Claro que es posible
que los relojes no tengan un desfase de exactamente la mitad del periodo, de
tal manera que en el régimen de sincronizacion a contrafase pudiera existir
una pequena diferencia de fases adicional.

El comienzo de una relacion entre las fases de dos osciladores sincroniza-
dos a menudo es llamado enganchamiento de fases.

Este experimento imaginario (el de los relojes de péndulo) demuestra la
marca distintiva de la sincronizacion, a decir, al estar acoplados, dos os-
ciladores con frecuencias inicialmente diferentes y fases independientes ajus-
tan sus ritmos y empiezan a oscilar con una frecuencia comin; ésto define
una relacion entre las fases de los sistemas. Cabe resaltar que la igualdad de
frecuencias se obtine solo dentro cierto rango de desintonizacién inicial de
frecuencias, como muestra la figura 4.1|

La principal propiedad de objetos oscilatorios como el reloj de péndulo o
el corazén humano es que son sistemas activos, que al ser aislados, contintian
oscilando con su ritmos propios. Este ritmo es mantenido gracias a una fuente
interna de energia que compensa la disipacion del sistema.

Supongamos que observamos un oscilador que sigue un proceso periodi-
co; denotemos el valor del proceso como z(t). Por ejemplo, z(t) puede hacer
referencia al angulo de un reloj de péndulo. Ahora supongamos que quere-
mos describir el estado del oscilador en un instante t. No es suficiente con
conocer el valor de x, ya que, para un mismo valor de z, el proceso podria
incrementarse o decrecer. Asi pues, es necesaria la introduccién de nuevas
variables para determinar el estado del sistema sin ambigiiedad. Para el reloj
de péndulo, son necesarias las variables x(t) y y(t) que cuantifican el angulo
del péndulo con respecto a la vertical y la velocidad angular, respectivamente.
De tal manera, el comportamiento del sistema esta bien descrito por la evolu-
ci6n en el tiempo del par (z,y). Estas variables conforman las coordenadas
del espacio fase asociado al sistema. Como la oscilacién es periddica, z(t)
corresponde a una curva cerrada en el espacio de fases, que en el caso de un
oscilador, tiene el comportamiento de un ciclo limite.

Recapitulando, se tiene que en un sistema fisico, un ciclo limite corre-
sponde a un oscilador periédico, el cual al ser perturbado se reestablece en
su ciclo original. Esta propiedad también significa que las oscilaciones no de-
penden de las condiciones iniciales, aunque, como se vera mas adelante, la
fase si. La forma del ciclo, y por ende, la forma de la oscilacion, esta completa-
mente determinada por los pardametros internos del sistema. Si esta oscilacion
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tiene forma de onda, entonces el oscilador es llamado cuasi linear. En este
caso, el ciclo limite puede ser representado como el circulo unitario.

4.1. Sincronizaciéon de un oscilador periédico
por un forzamiento externo

En lo restante, vamos a suponer que el acoplamiento entre relojes de
péndulo es unidireccional, de tal modo que sélo un reloj tiene influencia sobre
el otro, y es precisamente el caso de forzamiento exterior el que se describira a
detalle. Esta no es sélo una simplificacién que hace la presentacion mas facil;
hay muchos fenémenos del mundo real que pueden ser entendidos de esta
manera.

Empezamos considerando un oscilador cuasi linear armonico forzado. Con
este ejemplo, se explica el enganchamiento por una fuerza externa y se discute
en detalle qué le pasa a la fase y a la frecuencia del sistema forzado en la
transicion a la sincronizacién. Después, se presenta la técnica estroboscépica,
la cual se usa para estudiar el enganchamiento de un oscilador por un tren
de pulsos, asi como para la sincronizacién de orden n : m, que es cuando
los osciladores interactuantes coinciden periédicamente, pero con un periodo
mayor que el periodo de cada uno.

Osciladores cuasi lineales débilmente forzados

Ahora se investiga con mas detalle qué le sucede a los osciladores au-
tosostenidos cuando son sujetos a una accién externa débil.

Por simplicidad de presentacién, empezamos con el caso en el que el
oscilador es cuasi lineal, z(t) = A sin(wot + ¢p), con frecuencia wy y amplitud
A, ademas la accién es armonica con la frecuencia w, es decir, la fuerza externa
varfa de la siguiente manera: € cos(w + ¢.), donde ¢, () = w(t) + ¢, es la fase
de la fuerza, € es la amplitud y ¢, la fase. Es importante que la frecuencia de
la fuerza w sea generalemente diferente que la del oscilador wy, la frecuencia
natural. La diferencia entre frecuencias w — wq es llamada disintonizacion.

., Cudl es la consecuencia de esta accion externa débil? Generalmente,
podriamos esperar que la fuerza externa trate de cambiar la amplitud y la fase
de la oscilacién. Sin embargo, z(t) es por hipétesis un oscilador autosostenido
(un ciclo limite), por lo que la amplitud es estable, mientras que la fase es
neutral (no es ni estable ni inestable, y esto lo veremos en un momento). Por
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lo tanto, una fuerza externa sélo puede influenciar la fase, no la amplitud
(ver figura ) Asi pues, podemos concentrarnos sélo en la dindmica de la

fase.
() i
Y ¢’ {t} (b) IEIEKH.HQHI‘ :
A i *;{?-. perturbation

Figura 4.2: Tomada de [14] p. 32]. Supongamos que el sistema de coordenadas
se mueve en el mismo sentido y con la misma frecuencia que la oscilacion.
(a) La oscilacién autosostenida esta descrita por la rotacién del punto fase a
lo largo del ciclo limite; sus coordenadas polares corresponden a la fase ¢(t)
y a la amplitud A de la oscilacién. Dada la forma en que se mueve el marco
de referencia, los puntos fase del oscilador permanecen inméviles. A esto le
llamamos oscilaciones estacionarias. (b) Las oscilaciones estacionarias cor-
responden al punto en reposo (el que se muestra en oscuro). Si este punto es
forzado fuera del ciclo limite, la amplitud de la perturbaciéon decae, mientras
que la perturbacion de la fase permanece; el estado perturbado y el estado
después de que la perturbacién decae se muestran como pequenos circulos
sombreados.

El oscilador auténomo y la fuerza en el marco de referencia que
rota

Consideremos un oscilador cuasi lineal forzado. Es conveniente estudiar la
dinamica de la fase del sistema forzado en un nuevo marco de referencia, que
rota en la misma direccién (digamos en el sentido contrario a las manecillas
del reloj) y con la frecuencia de la fuerza externa w.

Como primer paso, mostremos como aparece el oscilador auténomo en el
nuevo marco de referencia. Esto significa que por el momento suponemos que
la fuerza tiene amplitud cero (¢ = 0). Dependiendo de la relacién entre w y
wp,el punto en el nuevo marco de referencia o contintia rotando en contra de
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las manecillas del reloj (si wg > w), o permanece inmévil (si wy = w), o rota
en la direccién opuesta (si wy < w), como se ilustra en la figura 1.3

(b)

Figura 4.3: Tomada de [I4, p. 47]. En el marco de referencia que rota con
frecuencia w, la oscilacion del ciclo limite corresponde a un punto que rota
((a) y (¢)) o a uno que esta en reposo (b), dependiendo de la desintonizacién
wo — w. La posicién del punto esta caracterizada por el angulo ¢ — ¢, el cual
se incrementa en (a), se mantiene constante en (b) o decrece en (c).

Ahora consideremos ¢ # 0. La fuerza de oscilacién e cos(wt + @) estd rep-
resentada en el marco de referencia que rota (con la misma velocidad angular
w) por un vector constante de longitud ¢ que actiia con un dngulo ¢°. El efec-
to de esta fuerza en el punto fase del ciclo depende de la diferencia de fases
¢ — ¢, (figura ) De hecho, en los puntos 1 y 2 la fuerza es dirigida or-
togonalmente a la trayectoria, y por lo tanto no puede desplazar la fase del
oscilador. En los puntos 3 y 4 su efecto es maximo, y en los puntos 5-8 es
intermedio. Notese que en algunos puntos la fuerza tiende a mover al punto
fase en la direccién de las manecillas del reloj, mientras que otros puntos
ella actia en el sentido contrario de las manecillas. Es facil ver que los pun-
tos 1 y 2 corresponden a un equilibrio estable e inestable, respectivamente
(figura[4.4h). Més precisamente, el punto 1 es asitéticamente estable.

Los efectos separados de la desintonizacion de frecuencias y del forza-
miento exterior en el marco de referencia se resumen a continuacién.

= La desintonizacién sin fuerza externa corresponde corresponde a la
rotacion del punto fase con una velocidad angular wy — w. El efecto de
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Figura 4.4: Tomada de [14, p. 48]. (a) Una fuerza externa débil no puede
influenciar la amplitud del ciclo limite pero puede desplazar la fase ¢ del
oscilador. Nétese que todo punto en la vecindad del punto 2 es expulsado
por la fuerza. Por el contrario, en la vecindad del punto 1, todo punto fase
es atrido hacia esa posicién de equilibrio.

ésta también puede ser concebido como una particula resbalando por
un plano inclinado, cuya pendiente incrementa con la desintonizacion.

= La fuerza sin desintonizacion crea una posicion de equilibrio estable y
una inestable en el ciclo.

Ahora consideramos la acciéon conjunta de ambos factores, la fuerza y la
desintonizacién, y determinamos las condiciones en las que la fuerza puede
sincronizar al oscilador.

4.1.1. Enganchamiento de fases y de frecuencias

Sin pérdida de generalidad, supongamos que wy > w. Los efectos de la
fuerza y de la desintoniacion se contrarrestan: la fuerza trata de hacer las fases
o v ¢e+ ¢ iguales, mientras que la desintonizacién las separa. Dependiendo
de la relacién entre la desintonizacion wy —w y la amplitud del forzamiento ¢,
uno de los dos factores gana. Consecuentemente, se tiene que dos regimenes
cualitativamente diferentes son posibles; y los vamos a describir asumiendo
que ¢ esta fijo, pero que la desintonizacion varia.
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Desintonizacién pequena: sincronizacién

Aqui consideramos el efecto de una fuerza externa sobre un punto fase
que rota lentamente (fig . Como ya sabemos, el efecto del forzamiento
depende de la diferencia ¢ — ¢.. Claramente, en algunos puntos la fuerza
promueve la rotacién, mientras que en otros la frena. En un cierto valor de la
diferencia de fases A¢ = ¢ — ¢ — @° (ver el punto 1 en la ﬁgura la fuerza
balancea la rotacién y para al punto fase. Como resultado, la frecuencia del
oscilador forzado (que denotamos €2 y le llamamos la frecuencia observada)
se iguala a la frecuencia del forzamiento, ) = w, y una relacion estable entre
las fases se establece. A este movimiento le llamamos sincronizacion.

Hay que enfatizar que la sincronizacion aparece no como la igualdad de
las fases, sino como el comienzo de una diferencia de fases constante ¢ — ¢, =
#° + A¢, donde el dngulo A¢ es lamado corrimiento de fases. Existe ademds
otro punto donde la fuerza compensa la rotacién (punto 2 en la figura ,
pero este regimen no es estable.

Figura 4.5: Tomada de [I4, p. 50]. Desintonizacién pequena. La rotacién
del punto fase es afectada por la fuerza externa que acelera o desacelera la
rotacién dependiendo de la diferencia de fases ¢ — ¢.. La rotaciéon esta dibuja-
da con flechas dentro del circulo; aqui estd en sentido contrario a las manecil-
las del reloj, correspondiendo a la relacién wy — w. En el punto 1 la rotacion
se compensa con la fuerza, por lo que este punto se convierte en la posicién
de equilibrio estable. El equilibrio inestable se encuentra entonces en el punto
2. El punto fase es detenido por la fuerza y se mantiene un corrimiento de
fases A¢ estable.
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Gran desintonizacion: movimiento cuasiperiédico

Si la desintonizacién excede cierto valor critico, entonces el efecto de la
fuerza es demasiado débil para detener la rotacién. De hecho, si hacemos
una inspeccién de la figura [4.5] observamos que con un incremento de la
desintonizacion (es decir, de la velocidad de rotacién), los puntos de equilibrio
se desplazan hacia el punto 3, donde el efecto de frenado que tiene la fuerza
es maximo. Eventualmente, los equilibrios estable e inestable colisionan y
desaparecen alli, y el punto fase empieza a rotar con la llamada frecuencia
de beats €.

Aunque para la desintonizacion dada, la fuerza externa es demasiado débil
como para sincronizar el oscilador, si afecta su movimiento: la fuerza hace
que la rotacion sea no uniforme y en promedio la desacelera, de tal modo que
QO < wop — w.

Regresando al marco de referencia original, vemos que el oscilador tiene
la frecuencia w + €2, < wp, y que su incremento de fase estd modulado por la
frecuencia de beats €2;,. Tal movimiento esta caracterizado por dos frecuencias
(w+ Q¥ wp) vy es llamado cuasiperiodico. Mas precisamente, el movimiento
es cuasiperiddico si el radio (w + €2p) /€Y, es irracional, caso muy tipico por
cierto.

Enganchamiento de frecuencias y regiones de sincronizacion

Ya se ha visto que para un valor fijo de ¢, la frecuencia del oscilador
forzado depende de la desintonizacién w — wy. De tal manera que para una
desintonizacién suficientemente pequena, la fuerza externa engancha al os-
cilador, produciendo la igualdad €2 = w. Si la desintonizacién excede cierto
valor critico, la igualdad deja de ser cierta, como se muestra en la figura [4.6h.

Si hacemos una grafica de la familia entera de curvas 2 — w contra w
para los diferentes valores de la amplitud del forzamiento ¢ (figura |4.6p), las
curvas determinan una regién en el plano (w,e) para la cual la frecuencia
del oscilador es igual a la frecuencia de la fuerza externa, es decir, la re-
gién del dominio donde se obtiene el estado de sincronizacién del oscilador
(figuras ,b). Por tales razones, dichas regiones son nombradas region de
sincronizacion o lengua de Arnold.

La sincronizacién es a menudo descrita en términos de enganchamiento
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(a) (b)

Figura 4.6: Tomada de: [I4, p. 52]. (a) La diferencia de frecuencias entre la
del oscilador forzado €2 y la de la fuerza externa w, es vista como una funcién
de w para un valor fijo de la amplitud de forzamiento . En una vecindad
de la frecuencia del oscilador auténomo wy, {2 — w es exactamente cero; esto
se denota enganchamiento de frecuencias. (b) La familia de gréficas Q0 — w
contra w, para diferentes valores de la amplitud de forzamiento ¢, determina
el dominio donde la frecuencia del oscilador forzado €2 es igual que la del
forzamiento externo w. Este dominio, pintado en gris en (c), es conocido
como la region de sincronizacion o lengua de Arnold.

de fases. Esto, pues un movimiento no sincronizado corresponde a un crec-
imiento no acotado de la diferencia de fases, mientras que en el estado de
sincronizacién la diferencia de fases estd acotada y de hecho es constante:

o(t) — ¢e(t) = constante, (4.2)

donde la constante equivale a ¢°+ Ag. Cabe recordar que el &ngulo constante
¢° depende de la fase incicial de la fuerza externa y de cémo ésta afecta al
oscilador.

Transicion a la sincronizacion

Supongogamos que la amplitud del forzamiento esta fija. Con respecto
al dibujo de la lengua de Arnold, quisiéramos saber qué es lo que sucede
a lo largo de una linea horizontal. Podemos empezar con una igualdad de
frecuencuas, w = wy, y luego ir decrecienciendo gradualmente la frecuencia de
la fuerza externa w. Lo que observamos es cémo la sincronizacion desaparece
al cruzar la frontera de la lengua (figura . Al cumplirse la igualdad
de frecuencias, la diferencia de fases es igual a ¢ = 0. Con el incremento
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en el desajuste, aparece una diferencia de fases distinta de cero (pero ain
constante). Cuando el punto cruza la frontera de la lengua, ocurre la pérdida
de la sincronizacion, y la diferencia de fases crece infinitamente. Sin embargo,
tal crecimiento no es lineal. Lo que se obtiene son intervalos de tiempo donde
la diferencia de fases es casi constante, y otros, mucho més chicos, donde la
diferencia de fases cambia por 27 relativamente rapido. Tal cambio stbito del
comportamiento de la diferencia de fases es llamado deslizamiento de fase.

La alternancia significa que durante largos intervalos de tiempo, el sistema
oscila casi en sincronia con la fuerza externa, y luego hace un ciclo adicional
en un corto intervalo temporal (o pierde un ciclo, si el punto cruza la frontera
derecha de la lengua). Aqui se puede decir que la dindmica de la diferencia
de fases es intermitente.

Con incrementos posteriores en el desintonizaciéon de frecuencuas, la longi-
tud de los intervalos de tiempo donde casi se tiene la sincronia va decreciendo,
hasta que eventualmente el incrementeo de la diferencia de fases se vuelve
casi lineal. Toda la imagen descrita es simétrica con respecto al desajuste.

Técnica estroboscopica y Mapeo de Poincaré

La idea de ésta técnica es bastante simple: observemos la fase de un
oscilador periddico forzado ¢ cada tiempo tp = KT, con T el periodo de la
fuerza externa, y k=1,2,.. ..

El nombre proviene de los instrumentos 6pticos que miden la frecuencia
de rotacién u oscilacion de un objeto mecanico por medio de emitir flashes
de luz a intervalos de tiempo, de tal manera que el objeto pareciera estar fijo
si la frecuencia de los flashes de luz es igual a la del objeto medido.

Si el oscilador esta sincronizado con la fuerza externa, i.e., {2 = w, en-
tonces, al hacer la medicion estroboscépica con la frecuencia del forzamiento
w, nos encontraremos con el mismo punto en cada ocasion. Si el oscilador no
ha sido enganchado por la fuerza externa, y no existe relacion entre las fases,
se anticipa que para cada observacion se puede encontrar un valor arbitrario.

Aqui se tiene un ejemplo de interés en la musica electrénica: supongamos
que un DJ esta por mezclar dos tracks que por simplicidad tienen el mis-
mo numero de b.p.m.. Si el tiempo fuerte del primer track entra junto con
el tiempo fuerte del segundo, entonces la transicién serd natural (al menos
ritmicamente). Por el contrario, si los tiempos fuertes no coiciden, entonces
dependera de la pericia del DJ para mantener bailando a la concurrencia.
En este caso, son las métricas de cada track las que se comparan. donde el
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Figura 4.7: Tomada de [14], p. 54]. Dindmica de la fase en la transicién a la
sincronizacién. En (b) se muestra la diferencia de fases para difirentes val-
ores de la frecuencia de forzamiento; estos valores estan idicados en (a) con
los puntos 1-5, dentro y fuera de la zona de sincronizacion. En el estado de
sincronizacién (como en los puntos 1y 2), la diferencia de fases es constante
(con las lineas correspondientes 1 y 2 en (b)); es cero justo en el centro de la
lengua y distinta de cero en cualquier otro sitio. Justo afuera de la lengua,
la dindmica de la fase es intermitente: la diferencia de fases se comporta
como una secuencia de saltos rapidos, entremezclada con épocas de compor-
tamiente casi sincronizado (ver el punto y la curva 3). A medida que los
puntos se alejan del borde de la lengua, la dinamica de la fase tiende hacia
un crecimiento uniforme (puntos y curvas 4 y 5). La transicién en el borde
derecho ocurre simétricamente, en ese caso la diferencia de fases decrece.

tiempo fuerte de la primera siendo el andlogo de los flashes de luz.

La técnica estroboscépica es un caso particular de la aplicacién de Poincaré y
la ventaja que nos ofrece es que puede ser utilizado en el analisis de todo tipo
de osciladores autosostenidos, no solo cuasi linear, sino también en osciladores
de Van der Pool e incluso en osciladores cadticos.

Sea S una superfice de dimensién n — 1 transversal al flujo de un atrac-
tor de n dimensiones, la aplicacién de Poincaré P es una aplicacion de S
en si misma obtenida de cualesquiera dos intersecciones sucesivas de una
trayectoria con la superficie. Si x; denota la k-ésima interseccion, entonces
P esté definida como :

Lpt1 = P({L‘k), (43)

Si 2* es un punto fijo de P, i.e., P(z*) = z*, entonces la trayectoria que
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empieza y regresa a x* es una oOrbita cerrada. Al observar el comportamiento
de P cerca de este punto fijo podemos determinar la estabilidad de la o6rbita
cerrada.

La aplicacién de Poincaré convierte entonces problemas concernientes a
orbitas cerradas a problemas de puntos fijos de una aplicacién.

Enganchamiento por un tren de pulsos

La observacién estroboscépica (de periodo T') de una trayectoria en el
oscilador forzado (con un pulso de periodo T') se expresa por medio de la
relacién entre las fase después del n-ésimo pulso y la fase después del n + 1-
ésimo pulso:

¢n+1 = ¢n + v+ A<¢n + V)? (44)

donde v es el incremento constante de fase debido al desajuste de frecuencias
y A(¢n+1) es la accién del pulso sobre el oscilador (auténomo). Si se obtiene
la igualdad ¢,+1 = ¢, entonces se presenta la sincronizaciéon. Al mapeo
On — Gni1 se le conoce como el mapeo circular.

Sincronizacion de orden mayor

Si el mismo forzamiento efectia la observacion estroboscépica del os-
cilador pero ahora cada 27T, el incremento de fase debido al desajuste de
frecuencias serda de 2v. Asi entonces se puede lograr que un oscilador con
frecuencia wy sea enganchado por una fuerza con frecuencia cercana a w/2 y
de amplitud suficientemente grande. Entonces la sincronizacién surge con
el establecimiento de la igualdad 2w = 2. Tal régimen es llamado sin-
cronizacion de orden 2:1. Mas generalmente, podemos hablar de régimenes
de sincronizacion de orden n : m, con m pulsos por n ciclos.

4.2. Teoria del mapeo circular

Esta es la seccién donde se formalizara todo lo visto anteriormente en el
capitulo. Y para empezar, no estd de mas replantear las hipotesis.

Considérese el sistema autéonomo disipativo de dimensién n > 2
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dx
= fx), x=(x1,...,2,), (4.5)

y supongamos que este sistema tiene una solucién periddica estable zo(t) =
zo(t + Tp). En el espacio fase, esta solucién es una trayectoria atractora
cerrada aislada, es decir, un ciclo limite. El punto fase moviéndose a lo largo
del ciclo representa las oscilaciones auto sostenidas.

Ademas, se requiere que la fase crezca uniformemente, de modo que obe-
dezca la ecuacién

do _
dt

donde wy = 27/Tj es la frecuencia de las oscilaciones autosostenidas, también
llamada frecuencia natural.

Wo, (4.6)

Ahora consideramos el efecto de una fuerza externa, periddica y pequena
sobre el oscilador autosostenido. El sistema forzados se describe con la ecuacion:

W @)+ el ), (1.7
donde el forzamiento cumple con la igualdad ep(x,t) = ep(x,t + T), pero
donde T es por regla general distinto a T. Ademas el pardmetro € es pequeno.

La fuerza externa empuja hacia afuera a la trayectoria del ciclo limite,
pero puesto que ésta es pequena y el ciclo es estable, la trayectoria permanece
en una vecindad de éste. Contrario a ello, la perturbacion de la fase puede
ser grande, es decir, la fuerza puede hacer recorrer al punto fase a lo largo
del ciclo con facilidad. Tales propiedades apuntan a que la dindmica del
sistema perturbado pueda ser descrita con sélo usar la fase, lidiando con las
perturbaciones transversales al ciclo mediante el artificio de definir a la fase
no solo en el ciclo limite, sino también en una vecindad de él.

La idea principal es definir a la variable fase de tal manera que rote
uniformemente de acuerdo a la ecuacion , pero no solo en el ciclo, sino
también en su vecindad. Para lograrlo vamos a presentar las curvas isécronas.
Observemos el sistema dindmico estroboscépicamente a intervalos de
tiempo Tp, que es el periodo del ciclo limite. Obtenemos asi el mapeo

z(t) = z(t + Tp) = O(x). (4.8)
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Bajo tal aplicacion todos los puntos del ciclo limite son puntos fijos, y
todos los puntos en una vecindad del ciclo estan atridos a él. Sea x* en el
ciclo limite y considérense todos los puntos en su vecindad que son atraidos
hacia él bajo la accion de ®. Tales puntos conforman una hipersuperficie 1
de dimensiéon M — 1, llamada isécrona. Una hipersperficie is6crona puede
ser construida a partir de todo x en el ciclo limite; por lo que podemos
parametrizar las hipersuperfices de acuerdo a la fase como I(¢) (figura [4.8).
Ahora si que podemos extender la definicién de fase a la vecindad de un
ciclo limite, demandando que la fase permanezca constante en cada curva
isocrona. Aunque claro que esta definicién aplica sélo para la vecindad del
ciclo donde existen las curvas is6cronas.

Figura 4.8: Tomada de [I4], p. 179]. Curvas is6cronas I(¢) en la vecindad del
ciclo limite estable. Estas curvas son invariantes bajo el mapeo estroboscopico
(con el periodo del ciclo limite Tp), que esta formado por las trayectorias que
se muestran en lineas punteadas.

Habiendo definido la fase en una vecindad del ciclo limite, podemos re-
formular la ecuacién (4.6 en esta vecindad como

d(r) _
o = o (4.9)

Como la fase es una funcién suave con respecto a las coordenadas z,
podemos representar su velocidad como
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do 0¢ dxy,
— = — 4.10
dt Zk: axk dt ’ ( )
la cual junto con la ecuacién (4.5)), nos da la relacién
0
Zaﬁfk(x> = wy. (4.11)
. Ok

Ahora consideramos el sistema perturbado (4.7)), con el cual la ecuacién (4.10))
se convierte en

:Za—¢ x) +epp(z,t)) = W0+5Z§_ipk<xvt)' (4.12)

El segundo término en el lado derecho de la igualdad es pequeno (propor-
cional a ¢), y las desviaciones de z del ciclo limite xy son pequenias también.
Asi pues, en la primera aproximacion podemos despreciar tales desviaciones
y calcular el lado derecho en el ciclo limite:

dola) _, | 500l

dt — o ox k

pi(Zo, t). (4.13)

Puesto que los puntos en el ciclo limite estan en correspondencia 1 — 1
con la fase ¢, podemos obtener la siguiente ecuacion para la fase:

de

O i+ 2Q0.) (4.14)
donde
Q0.1 = 32 2 (90, (4.15)

k

Notese que @ es una funcién 2pi periédica de ¢ y T periddica de t. De
tal manera que el espacio de fases del sistema dinamico (4.14)) es el toro de
dos dimensiones 0 < ¢ < 27,0 < t < T. Este sistema de dos dimensiones
y de tiempo continuo se puede reducir a una aplicacién unidimensional de
la siguiente manera. Como la periodicidad respecto al tiempo esta explicita,
se puede aplicar la técnica estroboscopica cada tiempo T'. Escogiendo t = tg
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y con esto fijando una fase del forzamiento externo, podemos encontrar una
relacién inyectiva entre los puntos ¢(ty) y ¢(to + T'), por lo que la aplicacién

Q5n+1 = Qb + WQT + 6F(¢n>, (416)

estd bien definida. A ésta se le conoce como mapeo circular y es equivalente

a la ecuacién de la fase (4.14]).

Acerca de esta ecuacién hay varias observaciones por senalar.

1. La aplicacién es llamada mapeo circular puesto que estd definida en
el intervalo 0 < ¢ < 27. Para ser formales, habria que indicar que la
operacion del lado derecho de la ecuacion se debe de aplicar médulo
2m. Sin embargo, se omite la indicacién para simplificar la notacién.

2. El mapeo depende de la eleccion de ty y con ello de la fase de la fuerza
externa escogida para las observaciones estroboscépicas. Sin embargo,
todos los mapeos resultantes de distintas elecciones de ty son equiv-
alentes, puesto que estan contectados por una transformacién suave
o(to) — ¢(t) por medio de las soluciones de (4.14)).

3. Sie =0, se obtiene un deslizamiento circular. La dindmica del desliza-
miento depende del pardmetro wyT y es trivial. Si el cociente T'/T} es
racional, es decir, si wyT = 27p/q, toda isocrina es periédica con pe-
riodo ¢. Si la proporcién T'/Tj es irracional, entonces obtenemos una
rotacion cuasiperiddica en el ciculo.

4. En estan separados el término de desplazamiento y la funcién no
lineal con el objetivo de recalcar el significado fisico de los pardmetros
wq y €: ellos corresponden a la frecuencia y a la amplitud del forzamiento
exterior, respectivamente. Vale la pena recordar que tal separacion es
valida sélo para pequenos valores de e.

Pero la propiedad que més nos interesa de este mapeo es que para valores
de € # 0 existen orbitas periddicas. Si recordamos que la ecuacion describe la
interaccién de dos osciladores autosostenidos, lo que vamos a probar es que
efectivamente se puede obtener la sincronizacion.
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Nuimero de rotacién

El mapeo circular es uno de los modelos basicos de la dindamica no lineal.
El mapeo sinusoidal circular es un ejemplo muy ilustrativo del mismo

Gni1 = On + 1+ csen(oy,) (4.17)

y de él se mencionaran caracteristicas relacionadas al problema de la sin-
cronizacion.

Este mapeo depende de dos parametros, y su significado fisico se deriva di-
rectamente de . El parametro n = wyT" = 27T /Ty es la proporcién entre
el el periodo del forzamiento y el periodo de las oscilaciones autosostenidas.
Este varfa con la frecuencia de la fuerza externa. El parametro € es propor-
cional a la amplitud de la fuerza externa. Para ¢ = 0, obtenemos rotacion
lineal (el desplazamiento circular); y el valor de e controla el nivel de no
linealidad del mapeo (4.17)). El propésito es describir las dinamicas de (4.17))
en el plano de parametros (7, ), centrando la atencién en las regiones corre-
spondientes al estado de sincronizacion; la presentacion de las descripciones
se hace en forma de proposiciones.

1. Puesto que la fase se considera médulo 27, es decir, en el circulo
0 < ¢ < 2, las dindmicas no cambian si sumamos £27 al parametro 7.
Por lo tanto, en la literatura sélo se considera al intervalo 0 < n < 27
en el espacio de parametros. Sin embargo, para nuestros propositos, el
caso de la resonancia n ~ 27 (que significa que 7'~ Tj) es el més im-
portante. Nétese también que 27(n—1) = 2n(T' —Ty)/T} es equivalente
al pardmetro v que caracteriza la diferencia de frecuencias (v = w—wy).

2. El mapeo es invertible si |¢| < 1, y no es invertible si || > 1.
La linea ¢ = 1 es llamada una [linea critica: pueden ocurrir dinami-
cas caoticas por encima de ella. De hecho, en la vecindad de la linea
critica el mapeo circular deja de representar a la dindmica verdadera
del sistema forzado. Las dindmicas que se describiran seran para valores
e < 1.

3. Para valores positivos de ¢, la dinamica también se puede caracterizar
con un sélo parametro, llamado el nimero de rotacion. Para un punto
inicial dado ¢g, el nimero de rotacion esta definido como el promedio
de las diferencias de fases después de una iteracion:
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¢n - ¢0
= lim ——. 4.1
pdo) = lim —— (4.18)
El niimero de rotacién no depende de la condicion inicial ¢g y es el mis-
mo para iteraciones futuras (n — oo) y pasadas (n — —o0). Asi en-
tonces, p depende de los parametros del mapeo circular inicamente.
Claramente, si € = 0 el niumero de rotacién es p = 1/2.

Nos encontramos nuevamente con dos tipos de dinamica: la correspon-
diente a un ntimero de rotacién racional y la correspondiente a uno irra-
cional. Y dependiendo de ello, la rotacion sera peridédica o cuasiperiédi-
ca, respectivamente.

Antes de entrar en detalles, es pertinente interpretar el nimero de
rotacién en términos de oscilaciones del sistema original (4.17). El
nimero de rotacion puede ser reescrito como

donde se introduce €2, que es la velocidad media de rotaciéon de la fase

Q= 1im 20 =90 (4.20)

t—o00 t ’

y es llamada la frecuencia observada.

La relacién (4.19), nos muestra entonces que el nimero de rotacién
es el cocilente de la frecuencia observada de las oscilaciones entre la
frecuencia del forzamiento exterior.

4. Un nimero de rotacién irracional corresponde a una dindmica cuasiperiodi-
ca de la fase. De acuerdo con el teorema de Denjoy [Denjoy 1932], en
el caso de que p sea irracional, el mapeo circular no lineal puede
ser transformado con el cambio de variable ¢ = g(#) (con la obvia
propiedad g(f + 27) = 2w + g(#)) al desplazamiento de la fase

Opi1 =0, + 2mp. (4.21)

Por lo que la solucién al mapeo circular esta dada por
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bn = 9(0n) = g(bo + n2mp). (4.22)

La ecuaciéon (4.18)), nos dice que un valor irracional de p significa que
la frecuencia observada y la frecuencia de la fuerza externa son in-
conmesurables, y son éstas las dos frecuencias basicas del movimiento
cuasiperiodico.

. Si el mapeo circular tiene una Orbita periddica, entonces el niimero

de rotacion es racional. De hecho, en la orbita periédica el nimero de
rotacién es obviamente racional, y es independiente del punto incial.
Para rotaciones lineales ¢ = 0, todos lo puntos en la circunferencia
son periddicos, pero esta distribuicion desaparece en el caso no lineal
e # 0. Generalemente, los puntos periddicos de un mapeo no lineal
estan aislados. Si una érbita periddica tiene periodo ¢, y después de
q iteraciones la fase ¢ hace p rotaciones (de tal manera que ¢, 4, =

®n + 27p), entonces el nimero de rotacién es p = L

Ahora consideremos Orbitas periddicas, empezando con aquellas que
tienen periodo uno, es decir, con puntos fijos. Estos corresponden a la
resonancia principal T = Ty, por lo tanto fijamos p = 1 y miramos las
orbitas que cumplen ¢ = p = 1. Estas 6rbitas satisfacen

¢+2m =+ Wiy +cF(9) (4.23)

y son soluciones de la ecuacién

woT — 21 +eF(¢) = 0. (4.24)

La solucion existe si

—eFin < wT — 21 < eFga, (4.25)

mas ain, en esta region de parametros al menos hay dos soluciones. Es
facil checar que una es estable y la otra es inestable. Para funciones F'
que tienen mas de un minimo y un maximo, pueden haber mas de dos
soluciones con el mismo periodo, pero siempre aparecen en pares: una
estable y una inestable. Es importante mencionar que la relacion (4.25))
define la region de sincronizaciéon con ntimero de rotacién uno en el
plano de pardmetros (7, €).
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6. Las propiedades de las érbitas periddicas con periodos mas largos son
cualitativamente las mismas que las de de periodo uno. De hecho, al it-
erar la ecuacion q veces también obtenemos un mapeo cicular del
tipo (4.16)), pero con una dependencia mas compleja en los parametros
n v €. Un punto fijo de este mapeo iterado que satisface

Pq = ¢o + 27p (4.26)

es una orbita periédica del mapeo (4.16) con ntimero de rotacién p =
p/q-

La region de sincronizacién correspondiente al nimero de rotacion p =
p/q es la siguiente

— eFpin < woT — 272 < eFps (4.27)
q

y puede encontrarse en la aproximacion de primer orden en ¢.

7. Puesto que solo dos regimenes son posibles en el mapeo circular, lldmense
estos periddico y cuasiperidédico, podemos construir el diagrama de los
estados como se muestra en la figura 4.9 Todas las regiones de sin-
cronizacién tienen la formade lenguas verticales [Arnold 1961], hoy lla-
madas lenguas de Arnold. La punta de la lengua que emana del niimero
de rotacién p = p/q toca el punto £ = 0, = 27p/q. Todos los espa-
cios que se encuentran entre las lenguas corresponden a movimientos
cuasiperiédicos con ntumeros de rotacion irracionales.

Las lenguas de Arnold forman franjas verticales en el espacio de paramet-
ros, asi que el orden de niimeros racionales en la linea ¢ = 0 es levantado

sobre toda la region 0 < ¢ < 1. Esto siginifica que para cada ¢ , ten-

emos una secuencia ordenada intervalos de sincronizacion con todos los

numeros de rotacion posibles. En particular, estos intervalos son den-

sos en todas partes: entre dos regimenes cuasiperidédicos con diferentes

nimeros de rotacién, existe una region de sincronizacion.

Desde el punto de vista topologico, el régimen cuasiperiodico es in-
estable y el estado de sincronizacion es estable: para ¢ fijo y n libre,
la sincronizacién ocurre en los intervalos de 7, mientras que la cuasi
periodicidad es observada en puntos aislados. Esto significa que un
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estado cuasiperiédico puede ser destruido con una perturbacion pe-
quea arbitraria. Sin embargo, desde el punto de vista probabilistico, los
regimenes cuasiperiodicos son abundantes: como ha sido probado por
Arnold [1961], para valores de e pequeos, la medida de Lebesgue de
todos los intervalos de sincronizacién tiende a cero cuando € — 0; esto
significa que las perturbaciones que destruyen la periodicidad son mas
bien excepcionales.

1/2 3/62/3 3/4 i 5/4 4/37/5 32 T]/ZTC

Figura 4.9: Tomada de [14, p. 208]. Las lenguas de Arnold principales del
mapeo circular sinusoidal (4.17). Nétese la simetria n — 27 — 7.

8. Para una amplitud fija e, el nimero de rotacién p, como funcién del
parametro 7, tiene valores constantes dentro de las zonas de sincronizacion,
es decir, esta funcién toma valores constantes en un conjunto denso de
subintervalos. Esta funcién también es continua y mondtona [Katok y
Hasselblatt 1995], y es llamada la escalera del diablo (figura [4.10]). La
medida de todos intervalos racionales se hace cero para € — 0, pero es
igual a la medida completa en la linea critica ¢ = 1. La escalera del
diablo con una medida positiva de puntos entre los subintervalos con-
stantes is llamada incompleta, y el caso en el que la medida de todos
los subintervalos constantes es completa (es decir, igual a la medidad
de Lebesgue) es llamado escalera del diablo completa. El conjunto de
tipo de Cantor de todos los niimeros de rotacién irracionales puede ser
caracterizado por sus dimensiones fractales, para detalles ver [Jensen
et al. 1983].

9. La transicion hacia y desde la sincronizacién ocurre a través de la bi-
furcacion silla-nodo.



4.2. TEORIA DEL MAPEO CIRCULAR 65

o6~

1 | i |
0.6 1.0 1.4

n/2n

Figura 4.10: Tomada de [14, p. 209]. Escalera del diablo: dependencia del
nimero de rotacién en el pardmetro n para el mapeo circular con
e = 1. Las mesetas principales corresponden a los niimeros racionales 1, 1/2,
2/3,... . No todos los intervalos racionales estdn representados, por eso las
regiones cerca de los extremos de los intervalos grandes parecieran huecas.

La teoria del mapeo circular tiene aplicaciones inmediatas para las propiedades
de sincronizacién de osciladores forzados. Primero que nada, muestra una
descripcion cualitativa completa de la dindmica para forzamientes pequeos
y moderados. El mensaje principal es que no sélo existe la zona de sin-
cronizacion principal, donde la frecuencia de oscilacién coincide exactamente
con la de la fuerza externa, sino que también existen regiones de sincronizacion
de orden mayor del tipo

2_p (4.28)

w o q

donde la frecuencia observada estd en una relacion racional con la frecuencia
externa. En la practica, a medida que p y ¢ crecen, la region de engan-
chamiente de fases se vuevle mas angosta, e incluso en experimentos numéri-
cos so6lo pueden ser observados regimenes de sincronizacién con p y ¢ pequeos.
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Capitulo 5

Musica y lenguas de Arnold

Recordemos ahora que la intencion en el principio era la de motivar un
nuevo temperamento. Si se ha profundizado en el concepto de sincronizacién
es debido a que nos ofrece una herramienta analitica para comparar cua-
lesquiera dos movimientos que interactian entre si.

Si pensamos a las notas como eventos aislados, es decir, sin relacién al-
guna con otras notas, entonces estamos tratando con elementos inertes. Bien
podriamos decir que la nota se “mueve”, ya que ésta esta conformada por una
infinidad de ondas superpuestas; pero es aqui donde es necesario aclarar cual
es el marco de referencia. La finalidad de un temperamento, de una escala o
de una progresion es la de ofrecer un conjunto de notas que son materia pri-
ma para la composicién de musica. De tal manera que el marco de referencia
estd definido por su capacidad para producir musica. Segun toda tradicion
humana, una nota aislada no es musica; segin toda tradicién humana, es
necesario una sucecion de notas. Obteniendo asi el concepto mas natural de
movimiento en la musica: el ritmo.

L Qué tal si construimos un esquema ritmico en base a una sincronizacion
de orden mayor n : m? O més ambiciosamente, ;Qué tal si construimos una
familia de esquemas ritmicos para un orden de sincronizaciéon mayor n : m? Si
bien es cierto que las polirritmias ya hacen uso de la sincronizaciéon de orden
mayor, s6lo toman en cuenta el caso en el cual los intervalos de tiempo entre
cada pulso son idénticos. Explorar todas posibilidades que nos ofrecen las
lenguas de Arnold seria de lo méas interesante. Sin embargo, dada la precisién
requerida, el medio natural para reproducir tales esquemas ritmicos seria la
computadora.

67
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De regreso a la idea original, la de aplicar el concepto de sincronizacion
a la afinacién musical, tendremos que definir cémo es el movimiento en una
afinacién, o mas generalmente, en un conjunto de alturas. Sin duda esta idea
es mas abstracta y vale la pena ilustrarla con ejemplos.

Una linea melddica.

La estructura de Tono-Tono-Semitono-Tono-Tono-Tono-Semitono de la
escala mayor.

El circulo de quintas.

El tamano de los intervalos en un temperamento.

Aunque todos estos ejemplos estan definidos por distancias intervélicas,
es la sucesion de las notas en el tiempo la que genera la idea de movimiento.
Asi pues, si la intencién es construir un temperamento a partir de la teoria
de la sincronozacién, es natural considerar a los pulsos como las notas y a
los ciclos como las octavas.

Ahora, de regreso al mapeo circular

k
Gng1 = Op + 2 — %sen(%wn), (5.1)

se tiene la interesante propiedad de que existen érbitas periddicas para k > 0,
incluso para valores irracionales de €). Las regiones en el plano (€2, k) para las
cuales se cumple la periodicidad son las lenguas de Arnold de la ecuacion, y
son el dominio de interés para la construccién de nuestro(s) temperamento(s).
Tales regiones se denotan segun el racional §2 del cual emanan, es decir, del
par <§,O>.

Entonces, tenemos que cada punto dentro de una lengua corresponde a un
pardmetro (€2, k), que resulta en una érbita periddica para la ecuacion ;
esto es, una Orbita que se repite después de ¢ iteraciones. El valor de ¢
estd dado por el denominador del valor fraccionario de 2, por ejemplo, un
punto en la lengua definida por 2 = %, resulta en una o6rbita de periodo 7. Si
k > 0, los intervalos entre los puntos de la érbita tienen tamanos irregulares,
ofreciendo un comportamiento mas interesante que el obtenido para k = 0.
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Obtengamos ahora ejemplos de afinaciones a partir de la ecuacién . Y
para mostrar que efectivamente son posibles las desviaciones con respecto al
temperamento igual, escogamos puntos en la lengua de Arnold que emanada
desde ) = % Ya sabemos que al pardametro (Q = 1—12,0) le corresponden
las frecuencias del cuadro El punto (€2, k) = (0,0845,0,088942) también
esta en la lengua €2 = %, y genera las frecuencias del cuadro , ilustradas
en la figura [5.1

Cuadro 5.1: Tomado de: [I], p. 138]. Frecuencias generadas con el parametro
(9, k) = (0,0845,0,088942)

Nota 0; Hertz
La 0 440
Lag  0.07133  462.3
St 0.146206 486.93

?
0

1

2

3 Do 0.22683 514.91
4 Dot 0.314545 547.19
5 Re 0.409001 584.22
6 Reg 0.507379 625.44
7 M:  0.604795 669.14
8 Fa 0.696542 T713.07
9 Faf 0.780492 755.8
10 Sol 0.857399 797.18
11 Solg 0.929626 838.1
12 La 1 880

hay que senalar que a la fase inicial 0y se le asocia la frecuencia La = 440H z,
ya que por convencién, cualquier afinacion se realiza en referencia a tal nota.

Puesto que la érbita es periddica, la octava es justa (cumple la proporcion
de 2 : 1), mientras que los otros intervalos estan ligeramente perturbados
respecto a sus contrapartes del temperamento igual.

Ahora, escogiendo al punto (2, k) = (0,17,0,94), también en la Lengua
Q0= %, obtenemos un ejemplo mas extremo, puesto que las desviaciones con
respecto a la regularidad estan mucho mas pronunciadas. En el cuadro

se muestran las frecuencias asi producidas e ilustradas en la figura [5.2
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Figura 5.1: Gréfica de las iteraciones de la ecuacién (5.1)) para el pardmetro
(Q, k) = (0,0845,0,088942).

Sin embargo, dos cuadros con frecuencias podrian no ser suficientes para el
proposito de ejemplificar, por lo que a continuacion se presenta un cédigo en el
lenguaje SuperCollider [16]. Son las tres escalas construidas como secuencias
y listas para ser compiladas, escuchadas y juzgadas.

s.boot //encedemos el servidor
definicion de sintesis //construimos un sonido para las escalas

(
SynthDef (\tono,{|out=0,gate=1,frecuencia=200, amp=0.3|
var sen, env;
sen=SinOsc.ar(frecuencia,amp) !2;
env=EnvGen.kr (Env.perc(0,2),gate,doneAction:2);
Out.ar (out,sen*env)
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Cuadro 5.2: Tomado del articulo de Rob Sturman [I, p. 139]. Frecuencias
generadas con el pardametro (2, k) = (0,17,0,94)

Nota 0; Hertz

La 0 440

Lai  0.0205 446.295
Si 0.0429 453.2888
Do 0.0703 461.8654
Dot 0.1075  474.022
Re 0.1642 493.0243
Ret 02621 527.6412
Mi  0.4488 600.5624
Fa 0.7623 746.3641
Faf 0.9153 829.8334
10 Sol 0.9537 852.2127
11 Solt 0.9789 867.2337
12 ILa 1 830

© 00 O Ui W N~ O =

}) .send(s)
)
Synth(\tono)

//hacemos la secuencia para la primer escala, la temperada

(
t=[440, 466.16, 493.88, 523.25, 554.37, 587.33, 622.25, 659.26, 698.46, 739.99,
783.99, 830.61, 880];
Tdef (\escalal, {var cont=0, bpm=10;
inf.do{Synth(\tono, [\frecuencia, t[cont%t.sizel]);
cont=cont+1;
(60/ (bpm*4)) .wait
3
);

Tdef (\escalal) .quant_(0) .play //prendemos la secuencia
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Figura 5.2: Gréfica de las iteraciones de la ecuacién (5.1)) para el pardmetro
(Q,k) =(0,17,0,94).

Tdef (\escalal) .stop //apagamos la secuencia

//hacemos una secuencia para la segunda escala, la generada por el parametro (
0.088942)

(
e=[440, 462.30, 486.93, 514.91, 547.19, 584.22, 625.44, 669.14, 713.07, 755.8C
797.18, 838.10, 880];
Tdef (\escala2, {var cont=0, bpm=10;
inf.do{Synth(\tono, [\frecuencia, e[contle.sizell);
cont=cont+1;
(60/ (bpm#*4)) .wait
i3]
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);

Tdef (\escala2) .quant_(0) .play
Tdef (\escala2) .stop

//hacemos la secuencia para la terera escala, la generada por el parametro
(0.17, 0.94)

(
i=[440, 446.2950, 453.2888, 461.8654, 474.0220, 493.0243, 527.6412, 600.5624,
746.3641, 829.8334, 852.2127, 867.2337, 880];
Tdef (\escala3, {var cont=0, bpm=10;
inf.do{Synth(\tono, [\frecuencia, i[cont%i.size]]);
cont=cont+1;
(60/ (bpm*4)) .wait
i3s
);

Tdef (\escala3) .quant_(0) .play
Tdef (\escala3) .stop

Se pueden hacer muchos mas ejemplos, tomando en cuenta la propiedad
de que las lenguas de Arnold son densas en el espacio (2, k). Asi pues, para
un denominador ¢ cualquiera, la eleccién de una lengua en particular, dada
por p, y de la fuerza de la no linealidad, dada por 0 < k£ < 1, es enormemente
arbitraria.
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Capitulo 6

Conclusiones

Durante la elaboraciéon de este trabajo escrito he tenido la ocurrencia
de varios ejemplos y analogias que pudieran explicar mejor algunos concep-
tos. Asimismo, resulta imposible no hacer comparaciones con otras teorias
ya consolidadas. Tal es el caso del trabajo de mi asesor Pedro Miramontes,
quien estudia la duplicacion de genes desde una perspectiva de los sistemas
dindmicos. El define un espacio de fases en el cual los puntos son cade-
nas de genes y la distancia entre cualesquiera dos de ellos depende de la
similitud entre sus correspondientes cadenas; formando asi trayectorias que
cumplen las hipétesis de un teorema de Poincaré, para concluir con que toda
trayectoria pasard eventualmente tan cerca como se quiera de su condicion
inicial. Lo cual en términos bidlogicos significa que la cadena se replicara casi
idénticamente. Llevando estas ideas a la computadora, un alumno de Pedro
disend esquemas visuales que ofrecen una descripcion global de todo un gen.
En un nivel de analisis mas alto, lo que ofrece el trabajo del equipo de Pedro
es una herramienta novel para comparar genes de distintas especies.

La relevancia de lo anterior en mi trabajo se aclarara a continuacion.
En el capitulo de antecedentes musicales se mencionaron los acordes conoci-
dos como funciones, los cuales no son precisamente funciones matematicas,
pero si que pueden restrigir la eleccién del siguiente acorde. Algunos acordes
pueden tener distintas funciones, dependiendo de su nivel de consonancia o
disonancia. Los compositores (en su mayoria) escogen qué funcién darle a
cada acorde, de acuerdo a la necesidad que va creando la(s) linea(s) melédi-
ca(s). El desarrollo horizontal, es decir, el de las notas a lo largo del tiempo,
es el que manda en la musica, puesto que es la manera mas conveniente para
disear un discurso sonoro. Asi pues, la estructura de una obra es suceptible a

5
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ser caraterizada por la sucesién de funciones que la conforman. Ya tenemos
nuestro espacio de fases.

Durante el periodo clasico la musica se desarrollaba conforme a la con-
frontacién dialéctica. La forma sonata es la forma principal del clacisismo y
a pesar de tener varias vertientes, todas coinciden en lo siguiente: los temas
que se exponen al principio son reexpuestos al final (salvo transposicién). Lo
cual, en términos de la armonia, se traduce a una repeticion de la progresion
de funciones inicial. Por lo tanto, se tiene que la trayectoria conformada por
las funciones de una obra cldsica regresa a la condicion inicial.

Al observar el andlisis armoénico de toda una obra podremos encontrar
otras propiedades que nos sugieren el uso de herramientas de sistemas dinami-
cos, por lo que seria interesante disenar un programa que analice obras
desde esta perspectiva. El mismo programa podria servir para que musicos
matematicos disenen la estrucura de una obra, al escoger las hipdtesis que
ésta cumpliria vista como una trayectoria.

Por otro lado, cuando escribia el segundo capitulo, la finalidad no era
otra que la de explicar qué es una afinacion y por qué surge la necesidad
de los temperamentos. Yo tenia conocimientos basicos al respecto, como por
qué la afinacién pitagoérica no es cerrada y cémo se construye el temperamento
igual. Pero si bien si habia escuchado musica en diversas afinaciones, no
estaba muy enterado de la discusién al respecto, en gran parte porque el
temperamento igual estda muy arraigado en la actualidad y también porque
mi formacion musical ha sido casi exclusivamente en el piano, un instrumento
cuya afinacion es dificil de ajustar. Tan es asi que hay que estudiar una carrera
técnica para afinar pianos.

Entonces, para enterarme un poco mas del tema, consegui un libro llama-
do “Tuning and Temperament: A Historical Survey” de J. Murray Barbour.
El cual es sin duda una referencia muy completa, pero realmente poco ac-
cesible para un publico no experto. Asi que decidi escribir lo que conocia,
pensando que con ese poco bastaria. Sin embargo, durante ese proceso, me
nacié la sospecha de que habia un transfondo en conceptos como la escala
mayor y los modos. Después de todo, es natural preguntarse por qué la escala
mayor esta integrada por siete notas muy precisas y no otras.

Llegé entonces a mis manos, fortuitamente, el libro “Theory of Sound”
de Lord Rayleigh. En él se presenta una introduccién a la acistica musical.
En esa introduccién encontré que la escala mayor se planteaba como el re-
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sultado de multiplicar el valor de una frecuncia béasica por puras fracciones
racionales. Me enteré que esa construccién correspondia a un tipo muy es-
pecial de afinacién, conocida como afinacién justa. En una escala de este
tipo, cualesquiera dos notas estan relacionadas mediante una proporcién.
Me sobrecogioé entonces un huracan de ideas. Empecé a relacionar esto con
otros conceptos de teoria musical y con la construccién de los conjuntos de
numeros, hasta llegar a la conlusién de que no habia ninguna o casi ninguna
arbitrariedad en la eleccion de las notas de una escala. Al parecer los re-
sultados a los que llegué no eran del todo desatinados, puesto que un buen
dia encontré en internet una serie de clases llamada “Introduction to pitch
systems in tonal music”, dadas por John Crooks de la UC en Irvine; mucho
de lo que habia pensado estaba en esos videos.

Fue asi como me animé a escribir los antecedentes, haciendo hincapié en
la construccion de distintas escalas en base a principios actsticos. Me atrevi a
denotar ciertos acordes con el nombre “triadas generadoras”, por parecerme
de lo més conveniente. Al respecto de esta eleccion espero despertar alguna
inquietud en el lector.
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