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Resumen

En esta tesis se plantea el problema de estimación paramétrica en tiempo finito y esti-

mación exacta de un parámetro variante en el tiempo. Durante el estudio de este problema

se desarrollaron dos algoritmos, el primero es un algoritmo capaz de estimar una parámetro

variante en el tiempo de forma exacta, y el segundo es una algoritmo que estima multiples

parámetros constantes en tiempo finito. La idea para generar estos nuevos algoritmos parte

de la teoría clásica de control adaptable y se complementa con no linealidades obtenidas de

algoritmos por modos deslizantes, estos últimos aportan robustez, que permite la estimación

de un parámetro variante en el tiempo de forma exacta, y la convergencia en tiempo finito.

Para el primer caso, se provee una análisis similar al método Lyapunov para mostrar

convergencia, usando multiples funciones de Lyapunov en lugar de una. Se muestra que si el

coeficiente de la señal a ser estimada cumple con la condición de Excitación Persistente y su

número de cambios de signo es acotado en cualquier intervalo acotado de tiempo, entonces

el observador convergerá globalmente y uniformemente en tiempo finito al valor real. Para el

algoritmo estimador de multiples parámetros se toma como base el análisis de un estimador

lineal recursivo, y se complementa con técnicas usadas en el análisis para modos deslizantes,

en especial aquellas generadas a partir del algoritmo Super-Twisting.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Antecedentes y motivación

Dentro de la teoría de control, la estimación paramétrica es un campo ampliamente estu-

diado, ya que en muchas ocasiones el conocimiento completo de un sistema no es posible,

debido a variaciones desconocidas o no medibles de los parámetros. La estimación paramétri-

ca es el proceso de usar señales conocidas (medibles) de un sistema dinámico, para determi-

nar un conjunto de parámetros finito, los cuales sirven para desarrollar modelos matemáticos

que representen adecuadamente las características del sistema (Raol et~al., 2004). Cuando

los parámetros del sistema no cambian con el tiempo, la estimación se puede hacer fuera

de linea a través de la medición de la salida y la inyección de entrada conocidas, como se

hace en el control clásico. El interés por sistemas con parámetros no fijos nace en los 50’s,

cuando se comenzaron a estudiar los sistemas de pilotos automáticos en aeronaves, donde los

parámetros cambian dependiendo de las altitudes y rangos de velocidad, pero que pueden ser

representados por medio de sistemas lineales para un punto operativo dado (Ioannou y Sun,

1996; Ioannou y Fidan, 2006). A partir de entonces el control adaptable de sistemas se ha de-

sarrollado en diversas direcciones además del control, como observación adaptable (Narendra

y Annaswamy, 1989; Sastry y Bodson, 1989; Ioannou y Sun, 1996; Marino y Tomei, 1995;

Besançon, 2000; Ioannou y Fidan, 2006; Besançon, 2007), que a su vez se ha aplicado en

campos variados como detección de fallas y aislamiento (Besançon, 2007), o monitoreo de

procesos (Dochain, 2003; Krevaris et~al., 2013), en esta última área se menciona que uno

de los principales problemas en adaptación es la incertidumbre paramétrica que se genera

cuando los parámetros no han convergido al valor real, por lo que es importante diseñar algo-

ritmos para disminuir dichos tiempos de convergencia. Durante el desarrollo de las técnicas

de estimación se usaron varios métodos para el diseño de leyes de estimadores paramétricos,

uno de ellos que tuvo gran desarrollo durante los 70’s es el de diseño de Lyapunov. Dentro

de este enfoque destacan los trabajos de Morgan y Narendra (1977a,b), que caracterizan el

1



2 Capítulo 1. Introducción

comportamiento de las trayectorias solución de Sistemas Lineales y Variantes en el Tiempo

(SLVT), que aparecen frecuentemente en control adaptable clásico. En especial la ecuación

mostrada en el trabajo de Morgan y Narendra (1977a), la cual ha sido usada en esquemas de

Control Adaptable por Modelo de Referencia (CAMR), y Observadores Adaptable Lineales

y No lineales (Narendra y Annaswamy, 1989; Sastry y Bodson, 1989; Marino y Tomei, 1995;

Ioannou y Sun, 1996; Ioannou y Fidan, 2006; Besançon, 2007). Aunque el mencionado algo-

ritmo ha sido usado extensivamente por 4 décadas (ver el libro de Besançon (2007)), se sigue

usando en observadores de sistemas no lineales Lipschitz (Ekramian et~al., 2013), y sistemas

con parámetros que entran en forma no lineal al sistema (Tyukin et~al., 2013).

Por otro lado se tiene el Algoritmo Genérico de Segundo Orden (AGSO), con una estruc-

tura similar a la ya citada ecuación estudiada por Morgan y Narendra (1977a). El AGSO fue

introducido por Moreno (2011), y tiene como casos especiales al Algoritmo Super-Twisting

Generalizado (ASTG) (Moreno, 2009, 2011), y al Algoritmo Super-Twisting (AST), este

último un algoritmo de segundo orden por modos deslizantes propuesto originalmente por

Levant (1993). El AST tiene propiedades de convergencia y robustez sorprendentes, ya que

converge en tiempo finito y es insensible a perturbaciones no desvanecientes. Este algorit-

mo ha encontrado numerosas aplicaciones como diferenciador exacto (Levant, 1998, 2003),

controladores por retroalimentación de salida (Levant, 2003), y observadores (Davila et~al.,

2005, 2006). El AST también se ha usado para estimar parámetros de sistemas mecánicos

(Davila et~al., 2006; M’Sirdi et~al., 2008), sin embargo la señal de salida equivalente lin-

ealmente filtrada del AST se usa para obtener el regresor para luego usarlo en un algoritmo

recursivo lineal que identifica los parámetros asintóticamente.

En este trabajo se pretende tomar ventaja de las estructuras del SLVT analizado por Mor-

gan y Narendra (1977a); Narendra y Annaswamy (1989), y complementarlo con la estructura

del AGSO para generar un algoritmo cuyas trayectorias solución converjan al origen en tiem-

po finito, además de presentar cierta robustez ante variaciones temporales de los parámetros,

las cuales en este caso se consideraran perturbaciones.

En cuanto estimación paramétrica en tiempo finito destaca el trabajo de Adetola y Guay

(2008); Hartman et~al. (2010), el problema con el algoritmo presentado en este trabajo es

que se necesita evaluar en linea la invertibilidad de la matriz regresor, para calcular la matriz

inversa en el momento apropiado, y a partir de ella calcular los parámetros de forma exacta.

Entonces la principal motivación es tener un algoritmo con las ventajas de un algoritmo

recursivo; la estimación paramétrica se obtiene mientras evoluciona el sistema, y la esti-

mación en línea contiene toda la información provista por datos pasados; y las ventajas del

AGSO; convergencia en tiempo finito y dependiendo de ciertos parámetros, robustez ante

cierto tipo de perturbaciones.
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1.2. Objetivos

Como se mencionó en la introducción, en este trabajo, se pretende tomar ventaja de

las estructuras del SLVT Morgan y Narendra (1977a), complementarlo con no linealidades

tomadas del AGSO para generar algoritmos cuyas trayectorias solución convergen a cero

en tiempo finito, en algunos casos sean robustos ante ciertas perturbaciones, y que puedan

ser usados en el campo de estimación paramétrica. Con esta idea se definen el objetivos del

presente trabajo de tesis:

1.2.1. Objetivos principales.

Diseñar un algoritmo capaz de estimar un parámetro variante en el tiempo en tiempo

finito.

Diseñar un algoritmo capaz de estimar múltiples parámetros constantes en tiempo fini-

to.

Establecer las condiciones de convergencia de los algoritmos propuestos.

1.2.2. Objetivos particulares.

Para el algoritmo estimador de un parámetro variante en el tiempo.

Establecer convergencia en tiempo finito del nuevo algoritmo a través de funciones de

Lyapunov múltiples.

Establecer la convergencia en tiempo finito, cuando el nuevo algoritmo es afectado por

un cierto tipo de perturbaciones.

Describir el uso del nuevo algoritmo en la estimación paramétrica considerando las

variaciones temporales de dicho parámetro como perturbación.

Para el algoritmo estimador de múltiples parámetros constantes.

Retomar la teoría clásica para establecer la estabilidad del nuevo algoritmo no lineal

propuesto, a través de una función de Lyapunov.

Establecer las condiciones de convergencia en tiempo finito a través de la función de

Lyapunov negativa semidefinida, y varias herramientas clásicas.

Aplicar el algoritmo a la estimación paramétrica.

Utilizar el algoritmo propuesto en el problema clásico de Control Adaptable por Mod-

elo de Referencia (CAMR).
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1.3. Formulación del problema

Considere la clase sistemas descritos por la ecuación diferencial

ẋ1 = g1(x1,u)+B(t) x2

ẋ2 = g2 (x1, x2, t)+δ(t) ,

y= x1,

(1.1)

dondex1 ∈ R, x2 ∈ Rl , son los estados,u ∈ Rm es una entrada conocida yy ∈ R es la sali-

da medida.g1 es una función continua conocida yg2 corresponde a una función conocida

posiblemente discontinua o multivaluada, por últimoδ representa términos inciertos. Las

variables medibles sonx1, y la entrada conocidau. B(t) es una matriz de funciones conocidas

y acotadas, con la cota no necesariamente conocida. El problema se centra en proponer un

algoritmo capaz de estimar el estadox2 a partir del estado mediblex1, cuando el coeficiente

variante en el tiempoB(t) es conocido. A partir del la clase de sistemas propuesto (ecuación

(1.1)), y el algoritmo estimador se genera una dinámica de error, en esta última es donde se

centran los análisis de convergencia.

Para el caso lineal, el problema anterior ha sido ampliamente estudiado y utilizado como

herramienta en observación y control adaptable (Morgan y Narendra, 1977a; Sastry y Bodson,

1989; Narendra y Annaswamy, 1989; Ioannou y Fidan, 2006), un sistema lineal no autónomo

con coeficientes variantes en el tiempo, que representa una dinámica de error, queda descrito

por la siguientes ecuaciones,

ż1 = A(t)z1+B(t)z2

ż2 = C(t)z1 ,
(1.2)

dondezi ∈ Rci , i = 1,2, A(t), B(t) y C(t) son matrices de funciones continuas a tramos. Como

se mencionó arriba el problema se centra en estimar la trayectoriaz2 a partir del estado cono-

cido z1 y las matricesA(t), B(t)C(t). Normalmente el sistema (1.2) representa una dinámica

de error dondez1 es el error del estado medido yz2 es el error entre los parámetros medidos

y los estimados. El problema se centra en este caso en establecer las condiciones bajo las

cuales las trayectorias solución del sistema (1.2), convergen a cero. En este caso, las condi-

ciones indican como deben ser elegidas las matricesA(t), B(t) y C(t).

Un problema parecido al anterior plantea el mencionado AGSO (Moreno, 2011), que está

dado por el siguiente sistema no lineal,

ż1 = −k1φ1(z1)+z2+ς1(t,z)

ż2 = −k2φ2(z1)+ς2(t,z)
(1.3)

dondezi , i = 1,2 son variables de estado escalares,ki , i = 1, 2 son ganancias positivas a
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diseñar,ςi(t,z), i = 1,2 son perturbaciones variantes en el tiempo, y las no linealidadesφ1(z1)

y φ2(z1) son

φ1(z1) =µ1|z1|psigno(z1)+µ2|z2|qsigno(z1), µ1, µ2 ≥ 0, (1.4a)

φ2(z1) =µ2
1|z1|2p−1signo(z1)+µ1µ2(p+q)|z1|p+q−1signo(z1)+

+µ2
2|z1|2q−1signo(z1), (1.4b)

con µ1, µ2 ≥ 0 constantes no negativas, yq ≥ 1 ≥ p ≥ 1
2 números reales. Cuandop = 1

2 la

funciónφ2 tiene una discontinuidad acotada enz1 = 0, entonces las soluciones del sistema

(1.3) son trayectorias en el sentido de Filippov (Filippov, 1988). En la siguiente sección se

presentarán las características y condiciones de convergencia del AGSO, las cuales dependen

principalmente de los escalaresp y q. Por el momento lo interesante es que la formulación

de este problema, planteado a través del sistema (1.3), se puede plantear en los términos

manejados arriba: se estima el estado no mediblez2, a partir de la variablez1, funcionesφ1(z1)

y φ2(z1) conocidas, y determinados valores de las gananciask1(t), k2(t), µ1, µ2, lo anterior a

pesar de las perturbacionesςi(t,z), i = 1,2. Como caso particular el AGSO tiene el AST, éste

se recupera conp = 1
2 y B(t) = 1 (Levant, 1993; Davila et~al., 2005, 2006; Moreno, 2009;

Gonzalez et~al., 2012). Este algoritmo se puede ver como una dinámica de error generada a

partir de una cierta planta (similar a la forma (1.1)) y un observador, dondez1 representa el

error del estado conocido, yz2 el error entre un estado no conocido y uno estimado. Se puede

ver que el problema es parecido al planteado por la ecuación (1.2).

Con base en la estructura de los algoritmos (1.2) y (1.3), se desarrollaron algoritmos

estimadores de parámetros en tiempo finito y robustos ante ciertas perturbaciones. Lo que

resta de la sección se centrará en mostrar las dinámicas de error generadas a partir de los

nuevos algoritmos. Por otro lado, en cada uno de los capítulos se describe la clase de sistemas

para los cuales se puede diseñar el respectivo estimador.

El primer sistema propuesto se puede ver como un AST con coeficientes variables,

ż1 =−k1|b(t)|φ1(z1)+b(t)z2 (1.5a)

ż2 =−k2b(t)φ2(z1)+δ(t) (1.5b)

dondez1 ∈R, z2 ∈R son los estados,b(t) es una función escalar dependiente del tiempo,k1,

k2 son ganancias constantes a ser diseñadas,δ(t) representa una perturbación variante en el

tiempo, yφi(z1), i = 1, 2 están dadas como en (1.4). Para este algoritmo el problema se centró

en estimarz2 a partir dez1, b(t) conocidos, y a pesar de estar presentes cierto tipo de pertur-

bacionesδ(t). Cómo se vera más adelante el principal uso de este algoritmo es la estimación
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paramétrica. Aunque sólo se realizó el análisis para la estimación de un parámetro, la parte

interesante es que debido a la robustez del algoritmo este parámetro puede ser variante en

el tiempo. El propósito perseguido es demostrar que la convergencia del algoritmo a cero es

en tiempo finito, a pesar de la variaciones temporales del parámetro a estimar. El caso para

múltiples parámetros requiere un estudio más exhaustivo, ya que al parecer la no linealidad

definida por la funciónφ2(z1) combate la excitación persistente que satisface la funciónb(t)

para que los parámetros converjan, se podría decir que las propiedades de robustez y ex-

citación se combaten. Durante el proyecto de tesis no se lograron establecer la condiciones

para garantizar la convergencia del algoritmo (1.5) conz2 como vector.

La segunda dinámica planteada surge al utilizar los términos de bajo orden del AGSO

(aquellos donde la potencia a la que están elevados incluye ap en (1.4)), y cambiar el coe-

ficiente 1 que multiplica al estadoz2 en la ecuación (1.3), por un coeficiente variante en el

tiempoB(t), con el propósito de generar un sistema parecido al mostrado en (1.2) (una ganan-

cia, multiplicada por un término de inyección conocida, sumado con una función vectorial de

términos conocidos, multiplicando a la diferencia de términos a estimar, la segunda ecuación

es un término de inyección conocido multiplicado por una función vectorial de términos tam-

bién conocidos), que pueda ser usado en estimación paramétrica. La mencionada dinámica

está descrita por las siguientes ecuaciones,

ż1 =−k1|z1|psigno(z1)+BT(t)z2 (1.6a)

ż2 =−k2|z1|2p−1signo(z1)B(t) (1.6b)

dondez1 ∈ R, z2 ∈ Rna son variables de estado,k1, k2 son ganancias positivas a ser dis-

eñadas;12 < p< 1 es un número real, yB(t) es una matriz de funciones continuas y acotadas

de dimensiones 1×na. Note que el sistema (1.6) es continuo para casi todos los valores de

p, exceptuandop= 1
2. En este trabajo se restringe a1

2 < p< 1, ya que parap= 1
2 las condi-

ciones de convergencia se presumen diferentes, principalmente porque el lado derecho de la

ecuación (1.6b) es discontinuo. Por otro lado se tiene que parap= 1 se recupera un algoritmo

clásico (ver ecuación (1.2) conA(t) constante) comúnmente usado como estimador paramétri-

co (Narendra y Annaswamy, 1989; Sastry y Bodson, 1989; Ioannou y Sun, 1996). Entonces

el problema se centra demostrar que el sistema (1.6) converge a cero en tiempo finito y las

condiciones bajo las cuales sucede esto, tomando en cuenta las condiciones ya mencionadas;

z2 no conocida,z1 conocida, yB(t) un vector de funciones continuas a tramos y acotadas.

Como se ha venido diciendo la principal aplicación es la estimación paramétrica, dentro del

presente trabajo, primero se establecerá la convergencia del algoritmo, y posteriormente se

mostrará su aplicación.
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1.4. Contribuciones

Las contribuciones que se presentan en el trabajo de tesis, se listan a continuación:

Se proponen dos algoritmos estimadores; uno capaz de estimar parámetros constan-

tes y otro capaz de estimar un parámetro variante en el tiempo, la novedad en ambos

algoritmos es que convergen a los valores reales en tiempo finito.

El algoritmo estimador de parámetros constantes es fácil de implementar y entender, ya

que tiene la misma estructura que el algoritmo clásico estudiado por Morgan y Naren-

dra (1977a) (Narendra y Annaswamy, 1989; Ioannou y Fidan, 2006). Se podría decir

que al algoritmo clásico sólo se le agregaron algunas no linealidades, con las que se

logra tener una mayor velocidad de convergencia de las trayectorias solución, esto de-

bido a la propiedad de convergencia en tiempo finito que añaden las mencionadas no

linealidades.

El estimador de un parámetro variante en el tiempo, se puede ver como una exten-

sión de Algoritmo Super-Twisting Clásico (ASTC), es decir un ASTC con coeficientes

variantes en el tiempo, con lo cual se extiende la aplicación de dicho algoritmo.

Para la demostración de convergencia de ambos algoritmos se hace uso de herramientas

matemáticas clásicas y nuevas dentro de la teoría de control, dando como resultado téc-

nicas novedosas para el análisis de convergencia de algoritmos no lineales, y variantes

en el tiempo.

Al basarse en un estimador clásico, los nuevos algoritmos propuestos pueden ser inclu-

idos fácilmente en la teoría de control, observación, y las diferentes aplicaciones que

han encontrado estas dos herramientas.

1.5. Descripción de capítulos

El trabajo de tesis está dividido en 5 capítulos. En el capítulo 2 se repasan varios concep-

tos que se utilizan como herramientas de análisis a lo largo del trabajo; se repasará el concepto

de observabilidad de manera muy breve, la propiedad de excitación persistente en algoritmos

clásicos, el AGSO como lo presenta Moreno (2011), el Control Adaptable por Modelo de

Referencia (CAMR) clásico, y por último el tema de Elipsoides contenidas, que servirá para

relacionar las funciones de Lyapunov multiples usadas en el capítulo 3. En el capítulo 3 se

presenta el estimador de parámetro variante en el tiempo; se comienza mostrando la clase de

sistemas para los cuales se puede diseñar dicho estimador, para después generar una dinámica

de error, posteriormente se demuestra que las trayectorias de las dinámica de error convergen
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a cero en tiempo finito, diferenciando dos casos, con perturbaciones, y sin perturbaciones, se

finaliza mostrando algunos ejemplos con simulaciones del nuevo algoritmo. En el capítulo 4

se presenta el algoritmo estimador de parámetros constantes, primero se hace un análisis de

estabilidad de las trayectorias solución, y se establece la convergencia asintótica de una de

ellas, siguiendo los pasos del análisis para el caso lineal (Morgan y Narendra, 1977a; Naren-

dra y Annaswamy, 1989), después se establece convergencia de las trayectorias en tiempo

finito bajo la condición de excitación persistente, se finaliza el capítulo con algunos ejem-

plos con simulaciones, donde se muestra la aplicación del nuevo algoritmo como estimador

paramétrico.



Capítulo 2

Preliminares

2.1. Observabilidad

En esta sección se recuerda brevemente la definición se observabilidad y se repasa un

método de análisis para determinar si un sistema es observable.

La noción de observabilidad parte del concepto de indistinguibilidad (Nijmeijer y van~der

Schaft, 1990; Vargas~Casillas, 2002), dicho concepto indica que dos estados iniciales son

indistinguibles si generan la misma salida para cualquier entrada que se pueda poner en el

sistema. Es decir la salida no se diferencia a pesar de que las condiciones iniciales sean

diferentes. Antes de mostrar la definición formal, consideremos el sistema no lineal forzado

de una salida

ẋ= f (x,u), x(0)= x0 (2.1a)

y=h(x) (2.1b)

dondex∈Rn es el vector de estado,y∈R es la salida yu es la entrada exógena del sistema. La

siguiente definición de indistiguibilidad fue tomada del libro de Nijmeijer y van~der Schaft,

1990.

Definición 2.1. Dos estados x1, x2 ∈M se dicen indistinguibles (denotado x1Ix2) para (2.1)

si para cada función de entrada admisible u la función de salida t7→ y(t,0, x1,u) del sistema

para el estado inicial x(0)= x1, y la función de salida t7→ y(t,0, x2,u), t ≥ 0, del sistema para

el estado inicial x(0)= x2, son idénticas en su dominio común de definición.

A partir de la definición de indistinguibilidad 2.1, se puede definir la observabilidad como

sigue,

Definición 2.2. Un sistema se denomina observable si x1Ix2 implica x1 = x2.

9
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La definición 2.2 concluye que el sistema (2.1) es observable si la única forma en que dos

salidas sean iguales es que no haya diferencia entre los estados iniciales. En otras palabras, no

importa que entradau se utilize para el sistema, si tenemos dos estados iniciales diferentes,

las salidas también serán diferentes, es decir distinguibles.

Una vez establecida la definición, el siguiente paso es poder decir si un sistema es ob-

servable o no. El análisis de observabilidad se hace normalmente por medio del mapa de

r-observabilidad (Inouye, 1977; Zeitz, 1984; Vargas~Casillas, 2002), el cual relaciona el es-

tado x, y la saliday del sistema (2.1) yr − 1 de sus derivadas temporales. Se define de la

siguiente manera:

O(x,υ) =
[
L0

f h, L
1
f h, . . . , L

r−1
f h

]T
=

[
y ẏ . . .

(r−1)
y

]T
, (2.2)

dondeυ =
[
u u̇ . . .

(w)
u

T
]
, Lk

f h (conw suficientemente grande) son formas dependientes de

la entrada de las derivadas de Lie deh, definidas porL0
f h(x) = h(x)

Lk
f h(x) =

∂Lk−1
f h

∂x
f +
∂Lk−1

f h

∂υ

dυ
dt
, k≥ 1. (2.3)

u aparece explícitamente hasta la (r −w)-ésima derivada de Lie, mientras que la salida y

sus primerask derivadas temporales conk < r −w pueden ser expresadas como funciones

únicamente del estadox. La propiedad más importante de este mapa es la inyectividad. Un

mapa es globalmente inyectivo si cada punto en la imagen corresponde a un único punto en

el dominio. La inyectividad global implica la existencia de una inversa que mapea puntos

en la imagen a puntos en el dominio. Una condición suficiente para la observabilidad para

toda entrada es la inyectividad global para todaυ del mapa der-observabilidadO para alguna

r ≥ n.

Aunque generalmente, un sistema de una salida de ordenn tiene una un mapa der-

observabilidad inyectivo (Vargas et~al., 2002), conr ≤ 2n+ 1, en este trabajo se hará un

breve análisis de identificabilidad de un parámetro asumiendo quer = n, es decir con el

conocimiento de la salida yn− 1 de sus derivadas, lo cual se hace en muchos métodos de

diseño (Vargas et~al., 2002).

2.2. Excitación persistente

En el caso presentado en esta tesis, es de especial importancia la condición de excitación

persistente, la cual es necesaria para asegurar estabilidad uniforme y asintótica de ciertos

sistemas lineales.

Una primera ecuación diferencial encontrada con frecuencia dentro del estudio de sis-
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temas adaptables se presenta a continuación,

ẋ(t) = −U(t)UT (t)x(t) (2.4)

dondeU(t) : R→ Rn×m es una función continua a tramos y acotada. Si

Q(t) = U(t)UT (t) (2.5)

entoncesQ(t) es una matriz positiva semidefinida. Derivando temporalmente la candidata a

función de LyapunovV = xT x/2 a lo largo de las trayectorias de (2.4) sólo se puede demostrar

que el puntox= 0 es uniformemente estable, pero como muestra el siguiente teorema existen

condiciones suficientes y necesarias para que el sistema (2.4) sea uniforme y asintóticamente

estable.

Teorema 2.1.Las siguientes condiciones (1)-(4) son equivalentes y aseguran la estabilidad

uniforme y asintótica del punto de equilibrio x= 0 de la ecuación diferencial (2.4)

1. Existen constantes positivas t0, T0 y ε1 tal que para todo vector unitario w∈ Rn,

∫ t+T0

t
wTU(τ)UT (τ)wdτ ≥ ε1 ∀t ≥ t0 (2.6)

2. Existen constantes positivas t0, T0 y ε2 tal que para todo vector unitario w∈ Rn,

∫ t+T0

t

∥∥∥U(τ)UT (τ)w
∥∥∥ dτ ≥ ε2 ∀t ≥ t0 (2.7)

3. Existen constantes positivas t0, T0 y ε3 tal que para todo vector unitario w∈ Rn,

1
T0

∫ t+T0

t

∥∥∥UT(τ)w
∥∥∥ dτ ≥ ε3 ∀t ≥ t0 (2.8)

4. Existen constantes positivas t0, T0 y ε4 tal que

λi

[∫ t+T0

t
U(τ)UT (τ)dτ

]
≥ ǫ4 i = 1,2, ...,n, ∀t ≥ t0 (2.9)

dondeλi [A] denota el i-ésimo autovalor de la matriz A. △

Para la demostración del Teorema 2.1 se debe referir a los trabajos de Morgan y Narendra

(1977b); Narendra y Annaswamy (1989).

Pasemos al segundo caso, el cual es parte de la motivación del presente trabajo,
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ż1(t) = A(t)z1(t)+UT (t)z2(t)

ż2(t) = −U(t)z1(t)
(2.10)

dondez1 : [0,∞)→ Rm, z2 : [0,∞)→ Rn, A(t) y U(t) son matrices de funciones acotadas y

continuas a tramos de dimensionesn×n y n×m respectivamente, yA(t)+AT(t) es uniforme-

mente negativa definida, es decirA(t)+AT (t) ≤ −Q < 0. Como en la primera ecuación (2.4)

la atención se centra en analizar las condiciones necesarias y suficientes para las cuales el

sistema (2.10) es uniforme y asintóticamente estable. El siguiente Teorema establece dichas

condiciones (Morgan y Narendra, 1977a; Narendra y Annaswamy, 1989),

Teorema 2.2.El punto x= 0 de la ecuación (2.10) es uniforme y asintóticamente estable si,

y sólo si, existen constantes positivas T0, δ0 y ǫ0 con t2 ∈ [t, t+T0] tal que para cualquier

vector unitario w∈ Rn,

∥∥∥∥∥∥
1
T0

∫ t2+δ0

t2
UT(τ)wdτ

∥∥∥∥∥∥ ≥ ε0 ∀t ≥ t0 (2.11)

△

Cuando
∥∥∥U̇(t)

∥∥∥ es uniformemente acotado, la condición (2.11) puede ser relajada como

se muestra en el siguiente corolario.

Corolario 2.1. Si U(t) es suave,̇U(t) es uniformemente acotada, y U(t) satisface la siguiente

condición

1
T0

∫ t+T0

t

∥∥∥UT(τ)w
∥∥∥ dτ ≥ ε0 ∀t ≥ t0 (2.12)

para t0 ∈ R+, y constantes positivas T0 y ǫ0, y todos los vectores unitarios w∈ Rn, entonces

la solución x= 0 de la ecuación (2.10) es uniforme y asintóticamente estable.

△

Narendra y Annaswamy (1989) mencionan que bajo las condiciones dadas en el Corolario

2.1 paraU(t) la desigualdad (2.12) es equivalente a la siguiente desigualdad,

∫ t+T0

t
U(τ)UT (τ)dτ ≥ αI ∀ t ≥ t0 (2.13)

para constantes positivast0, T0 y α. Esta condición denominadaexcitación persistenteim-

plica que la integral de la matrizU(t)UT (t) sobre un intervalo finitoT0 es una matriz positiva

definida. Otra interpretación implica que la matrizU(t)UT (t), la cual tiene rango unidad en

cada instante, al ser integrada sobre un intervalo y cumplir con la condición dada en (2.13)

adquiere rango completo.
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Un caso especial de (2.10), donde la matrizA no es variante en el tiempo es mostrado

por Marino y Tomei (1995), este sistema es de importancia dentro de la tesis, ya que para

esta forma se puede garantizar convergencia uniforme y exponencial como se enuncia en el

siguiente Lema,

Lema 2.1. (Sastry y Bodson, 1989; Narendra y Annaswamy, 1989) Considere el sistema

lineal variante en el tiempo

ẋ = Ax+ΩT (t)z, x ∈ Rn (2.14)

ż = −ΛΩ(t)Px, z∈ Rp (2.15)

en el cual A es una matriz de n×n Hurwitz, P es una matriz de n×n, simétrica y positiva

definida tal que se satisface la igualdad ATP+PA= −Q, con Q simétrica y positiva definida,

yΛ es una matriz de p× p, simétrica y positiva definida. Si‖Ω(t)‖,
∥∥∥Ω̇(t)

∥∥∥ son uniformemente

acotadas yΩ(t) satisface la condición de excitación persistente, entonces(x,z) = 0 es un

punto de equilibrio global y exponencialmente estable. △

Por otro lado para que las condiciones de convergencia de (2.4) y (2.10) sean equiva-

lentes,u tiene que ser restringida, esto nos conducirá a la revisión de propiedades para la

convergencia del algoritmo propuesta en este trabajo. El primer paso, propuesto en Narendra

y Annaswamy (1989), es definir una clase de funciones a las cuales perteneceU

Definición 2.3. Sea Cδ un conjunto en[0,∞) para el cual existe unaδ > 0 tal que para

todo t1, t2 ∈ Cδ, t1 , t2 implica |t1− t2| ≥ δ. EntoncesP[0,∞) esta definido como la clase de

funciones reales valuadas en[0,∞) tal que para cada U∈P[0,∞), corresponde algúnδ y Cδ
tal que

1. U(t) y U̇(t) son continuas y acotadas en[0,∞)/Cδ y

2. para todo t1 ∈Cδ, u(t) y u̇(t) se tienen límites finitos cuando t↑ t1 y t ↓ t1 △

Cuando no se pueda asegurar queU(t) es acotada, se tiene que pedir que la planta sea

estable. Lo anterior para poder aplicar todos los conceptos explicados dentro del trabajo. Un

vectoru se dice que pertenece aP[0,∞) si cada componente deu pertenece aP[0,∞). Con

esta condición sobreu se pueden usar indistintamente las ecuaciones (2.11) y (2.12). Una

vez definida la condición de excitación persistente es de importancia para este trabajo señalar

una propiedad adicional. Para poder citarla a través de un lema es necesario la definición del

siguiente conjunto (Narendra y Annaswamy, 1989).
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Definición 2.4. El conjunto de todas las funciones u: R+→ Rn con u∈P[0,∞) que satisface

la condición en la desigualdad (2.13) sobre un periodo T0 para todo t≥ t0 es denotado por

Ω(n,t0,T0). △

Los subíndicesn, t0, y T0 en la Definición 2.4 se refieren a la dimensión del espacio,

el tiempo inicial, y el intervalo sobre el cual la funciónu es persistentemente excitada. En

muchos casos el tiempo inicial puede ser omitido, por lo que el conjunto se denotará como

Ω(n,T0).

Lema 2.2.

1. Si u:R+→ Rn y cualquier componente de u(t)→ a 0 cuando t→∞, ó pertenece aL1,

o pertenece aL2, entonces u< Ω(n,T) para cualquier T.

2. Si u1 ∈Ω(n,t0,T), u2 : R+→ Rn y u2→ 0 cuando t→∞, entonces u1+u2 ∈Ω(n,t1,T) para

algún t1 ≥ t0. El mismo resultado se mantiene si u2 ∈ L1 oL2.

3. Si u1, u2 ∈Ω(n,T), entonces u1+ǫu2 ∈Ω(n,T) para algúnǫ ∈ R suficientemente pequeño.

△

El Lema 2.2 indica que una señal de excitación persistente lo sigue siendo aunque se le

sumen señales en algún sentido pequeñas.

2.3. Algoritmo Genérico de Segundo Orden

Uno de los algoritmos que ayudarán a la construcción de algoritmos estimadores de pa-

rámetros en tiempo finito es el denominado Algoritmo Genérico de Segundo Orden (AGSO)

(Moreno, 2011), el cual está descrito por

ż1 =−k1φ1(z1)+z2+ς1(t, x) (2.16a)

ż2 =−k2φ2(z1)+ς2(t, x) (2.16b)

dondez1 y z2, son las variables de estado escalares,k1 y k2 son ganancias positivas a ser

diseñadas,ς1(t, x) y ς2(t, x) son perturbaciones variantes en el tiempo y/o no lineales, y las no

linealidadesφ1(z1) y φ2(z1) son,

φ1(z1) =µ1|z1|psign(z1)+µ2|z1|qsign(z1), µ1,µ2 (2.17a)

φ2(z1) =µ2
1p|z1|2p−1sign(z1)+µ1µ2(p+q)|z1|p+q−1sign(z1)+µ2q|z1|2q−1sign(z1), (2.17b)
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conµ1, µ2 ≥ 0 constantes no negativas yq≥ 1≥ p≥ 1
2 son números reales. Se debe notar que

cuandop= 1
2 la funciónφ2(x1) tiene una discontinuidad (acotada) enz1 = 0. Dado queφ2(z1)

no es necesariamente una función continua, en general la ecuación diferencial (2.16) no tiene

soluciones clásicas, de tal forma que las soluciones de (2.16) son todas trayectorias en el

sentido de Filippov (Filippov, 1988). Para diferentes valores de los parámetrosµ1, µ2, p, q

algunos casos en particular son recobrados:

Un algoritmo lineal se recobra cuandoµ1, µ2, p, q = 1, 0, 1, 1, de tal forma queφ1(z1)=

z1, φ2(z1) = z1.

El Algoritmo Super-Twisting Clásico (STC), originalmente propuesto por Levant (1993),

se obtiene paraµ1, µ2, p, q = 1, 0, 1
2, q, de tal forma queφ1(x1)= |x1|

1
2 sign(x1), φ2(x1)=

1
2sign(x1). En este casoφ2(x1) es una función discontinua.

Un algoritmo homogéneo (Baccioti y Rosier, 2001a; Levant, 2005) se obtiene cuando

µ2 = 0 y p≥ 1
2.

Para p = 1
2 y q = 1 se obtiene el Algoritmo Super-Twisting Generalizado (ASTG)

(Moreno, 2009).

Para los algoritmos citados en arriba, las gananciask1, k2 son constantes, pero estas tam-

bién pueden ser variables como muestran Davila et~al. (2010) y Gonzalez et~al. (2012).

Por otro lado una característica interesante del AGSO es que sus propiedades de conver-

gencia dependen de los valores dep y q.

Definición 2.5. El origen x= 0 del sistema(2.16)es (localmente) globalmente

Estable en Tiempo-Finito, si todas las trayectorias que empiezan en (una vecindad de

z= 0) R2 convergen a z= 0 en tiempo finito.

Exponencialmente estable, si todas las trayectorias que empiezan en (una vecindad de

z= 0) R2 convergen a z= 0 exponencialmente.

Asintóticamente estable, si todas la trayectorias que empiezan en (una vecindad de

z= 0) R2 convergen a z= 0 asintóticamente.

Uniformemente estable, si todas las trayectorias que empiezan enR
2 convergen a una

vecindad de z= 0 en tiempo finito, y la convergencia temporal es uniformemente aco-

tada (superiormente) con respecto a la condición inicial.

Robustamente estable, si todas las trayectorias que empiezan en (una vecindad de

z= 0) R2 convergen a z= 0 para una familia de perturbaciones desvanecientes en

el origen.
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Cuadro 2.1: Propiedades de convergencia del AGSO

Término de
bajo ordenp

Término de
alto ordenq

Tipo de estabilidad

p= 1 q= 1 Robusta, exponencial No uniforme, práctica
1
2 < p< 1 q= 1 Robusto, Tiempo finito No uniforme, práctica
p= 1

2 q= 1 Tiempo finito, exacto No uniforme, práctica
p= 1 q> 1 Exponencial, robusto Uniforme, práctica
1
2 < p< 1 q> 1 Robusto, Tiempo finito Uniforme, práctica
p= 1

2 q> 1 Robusto, Tiempo finito Uniforme práctica

Exactamente estable, si para todas las trayectorias que empiezan en (una vecindad de

z= 0) R2 convergen a z= 0 en tiempo finito, para una familia de perturbaciones que

son no desvanecientes en el origen.

Prácticamente estable, si todas las trayectorias que empiezan en (una vecindad de

z= 0) R2 convergen a un vecindario de z= 0 en tiempo finito, para una familia de

perturbaciones no desvanecientes en el origen.

Con estas definiciones Moreno (2011) presenta una tabla (ver tabla 2.1) donde se presen-

tan las propiedades de convergencia dependiendo de los valores dep y q.

A partir de la tabla 2.1 (Moreno, 2011) se explica que el tipo de convergencia recae

en el término de bajo ordenp, mientras que el término de alto orden es responsable de la

uniformidad de la convergencia con respecto a la condición inicial. Por otro lado se aprecia

que parap = 1
2 la robustez de la estabilidad es exacta con respecto a las perturbaciones.

Esta robustez es consecuencia de la discontinuidad, lo cual distingue a los algoritmos STC y

ASTG.

2.3.1. Convergencia en tiempo finito de AGSO

Cuando el exponente del término de bajo orden se encuentra entre los valores1
2 ≤ p< 1

las trayectorias del AGSO con ganancias constantesk1, k2 convergen al origen robustamente

y en tiempo finito. Y parap= 1
2 esta convergencia se logra a pesar de las perturbaciones.

Para demostrar este tipo de convergencia, Moreno (2011) utiliza la siguiente función de

Lyapunov (robusta) cuadrática,

VQ(z) = ζTPζ, (2.18)

dondeζT = ΦT(z) = [φ1(z1),z2], y P = PT > 0 es la única matriz solución positiva definida

de la Ecuación Algebraica de Lyapunov (EAL)ATP+PA= −Q, conA una matriz Hurwitz
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y una matriz arbitraria positiva definida y simétricaQ= QT > 0. Y hace notar queΦ(z) es un

homeomorfismo global para cada (p,q), con1
2 ≤ p≤ 1, y parap= 1 este es un difeomorfismo.

Moreno (2011) también hace una importante observación sobre la naturaleza de la fun-

ción de LyapunovVQ (2.18), la cual es clave para hacer el análisis de convergencia.VQ es

continua pero no localmente Lipschitz, entonces las versiones usuales del Teorema de Lya-

punov (Filippov, 1988; Baccioti y Rosier, 2001a; Orlov, 2005) no pueden ser usadas con

esta función de Lyapunov, pero menciona que es posible mostrar queVQ(ϕ(t, x0)) es una

función absolutamente continua (AC) del tiempo a lo largo de las trayectoriasϕ(t,z0) de la

ecuación diferencial (2.16). Esto implica que es diferenciable casi en todas partes. Entonces,

si la derivadaV̇Q es negativa definida casi en cualquier parte, entoncesVQ(t,z0) es monó-

tonamente decreciente y converge a cero, la cual es la condición requerida en el Teorema de

Zubov (Poznyak, 2008, Teorema 20.2, p. 568).

El siguiente teorema es el resultado obtenido del análisis de convergencia sin perturba-

ciones,

Teorema 2.3.Considere el sistema(2.16)conµ1> 0, y ganancias constantes k1, k2. Entonces

las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El origen z= 0 de(2.16)es asintóticamente estable.

2. La matriz A de la EAL es Hurwitz, i.e. todos sus autovalores tienen parte real negativa.

3. Las ganancias constantes son positivas, i.e. k1 > 0, k2 > 0.

4. Para cada matriz positiva definida y simétrica Q= QT > 0, la EAL mencionada arriba

tiene una única solución positiva definida y simétrica P= PT > 0.

En este caso la función(2.18)es una función de Lyapunov fuerte y global para el sis-

tema(2.16). La derivada temporal̇VQ de la función de Lyapunov, tomada a lo largo de las

trayectorias del sistema, satisface las ecuación diferencial

VQ ≤ −γ(Q,µ1)V
3p−1

2p

Q (z)−γ(Q,µ2)|x1|q−1VQ(z), (2.19)

dondeγ1(Q,µ1) , µ1p
λ{Q}λ

1−p
2p

min {P}
λmax{P} , γ2(Q,µ2) , µ2

λmin{Q}
λmaxP

, son escalares dependientes de la se-

lección de la matriz Q yµ1, µ2. △

Lo más importante de este Teorema es que a pesar de los elementos no lineales, dependi-

endo de los exponentes pueden ser discontinuos, la estabilidad del punto de equilibrioz= 0

de la ecuación 2.16 es completamente determinada por la estabilidad de la matrizA.

Por otro lado el tiempo de convergencia se puede calcular de la ecuación (2.19) y queda

descrita es la siguiente proposición (Moreno, 2011).
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Proposición 2.1.Suponga que k1 > 0, k2 > 0, y µ2 ≥ 0. Entonces una trayectoria del AGSO

(2.16)empezando en z0 ∈ R2 converge al origen en tiempo finito12 ≤ p ≤ 1 (µ1 > 0), y ésta

alcanza dicho punto en un tiempo menor a

T(z0) =



2p
(1−p)γ1(Q,µ1)V

1−p
2p

Q (z0) si µ2 = 0 ó q> 1,

2p
(1−p)γ2(Q,µ2) ln

(
1+ γ2(Q,µ2)

γ1(Q,µ1)V
1−p
2p

Q (z0)

)
si µ2 > 0 y q= 1

(2.20)

donde VQ(z), γ1(Q,µ1) y γ2(Q,µ2) son dadas en el Teorema 2.3. Cuando p= 1 (µ1 > 0) la

convergencia es exponencial. △

También se caracteriza la robustez del AGSO cuando presenta perturbaciones variantes

en el tiempo y/o no lineales,

ż1 = −k1φ1(z1)+z2+ς1(t,z)

ż2 = −k2φ2(z1)+ς2(t,z).
(2.21)

Usando el vectorζ (2.18) es posible escribir (2.21) como

ζ̇ = φ′1(z1)


−k1φ1(z1)+ x2+ς1(t,z)

−k2ς2(z1)+ ς2(t,z)
φ′1(z1)

 = φ
′
1(z1)(Aζ + ς̃), (2.22)

con ς̃(t, ζ) =


ς1(t,z)(

1
pµ1|z1|p−1+qµ2|x1|q−1

)
ς2(t,z)


z=ϕ−1(ζ)

La clase de de perturbaciones que puede combatir el sistema queda definida por la trans-

formaciónς̃(t, ζ), la cual satisface las condiciones de sector (ver Moreno (2011)).

Y el análisis de convergencia del sistema (2.21) queda definido en el siguiente teorema

Teorema 2.4.Suponga que existe una matriz P= PT > 0 simétrica y positiva definida, cons-

tantes positivasθ1, θ2 > 0 y ǫ > 0 tal que la desigualdad matricial (DM)


ATP+PA+ ǫP+R PB

BTP −Θ

 ≤ 0, (2.23)

o equivalentemente, la Desigualdad Algebraica de Riccati (DAR)

ATP+PA+ ǫP+R+PBΘ−1BTP≤ 0, (2.24)

son satisfechas, donde B=


1 0

0 1

, B=


1

0

, B=


0

1

,

dependiendo de siς1(t,z) y ς2(t,z), sólo ς1(t,z), o sóloς2(t,z) están presentes, respectiva-

mente. En este caso el origen es global y robustamente estable, de tal forma que las trayec-

torias el sistema(2.21)convergen al origen para todas las perturbaciones que satisfacen las
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condiciones (ver (Moreno, 2011, 4.4.1 Clases de perturbacion)),

|ς1(t,z)| ≤ g1(µ1|z1|p+µ2|z1|q), con g1 > 0

|ς2(t,z)| ≤ g2(pµ2
1|z1|2p−1+ (p+q)µ1µ2|z1|p+q−1+qµ2

2|z1|2q−1), con g2 > 0,
(2.25)

y la forma cuadrática VQ= ζTPζ es una función de Lyapunov fuerte y robusta para el sistema

(2.21). Para1> p≥ 1
2 y µ1 > 0 cada trayectoria alcanza el origen en un tiempo finito menor

a

T(z0) =



2

(1−p)ǫµ
1
p
1 λ

1−p
2p

min {P}
V

1−p
2p

Q (z0) si µ2 = 0 o q> 1

2p
(1−p)qǫµ2

ln

1+
qµ2

pµ
1
p
1 λ

1−p
2p

min {P}

 si µ2 > 0 y q= 1

, (2.26)

△

2.4. Control Adaptable por Modelo de Referencia

La estructura básica del Control Adaptable por Modelo de Referencia (CAMR) se mues-

tra en la Fig. 2.1. Como se mencionó, el modelo de referencia se elige para generar la trayec-

toria deseada,ym, que la salida de la plantayp tiene que seguir. El controlC(θ) en el CAMR di-

recto tiene una estructura que depende de los parámetros constantes desconocidos, los cuales

son actualizados por una ley de adaptación. Este tipo de diseño permite manipular el con-

trol C(θ) tal que el análisis de estabilidad de la dinámica de error puede ser hecho a través

del enfoque EPR-Lyapunov (de las siglas Estrictamente Positivo Real), para poder generar la

mencionada ley de adaptación.

Modelo de
Referencia

Mecanismo
de Ajuste

Planta

+

∑
e

e

YpUp

Up

r

Up
Yp

Controlador

Figura 2.1: Estructura general del CAMR (Ioannou y Sun, 1996).

Para el CAMR directo clásico (Narendra y Annaswamy, 1989; Ioannou y Sun, 1996), se

considera la planta de Una Entrada y Una Salida (UEUS) y Lineal e Invariante en el Tiempo
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(LIT)

ẋp = Apxp+Bpup

yp =CT
p xp

(2.27)

dondexp ∈ Rn; yp, up ∈ R1 y Ap, Bp, Cp tienen las dimensiones apropiadas, que pueden ser

descritas en la forma de entrada/salida

yp =Gp(s)up (2.28)

con la función de transferenciaGp(s) expresada en la forma

Gp(s) = kp
Zp(s)

Rp(s)
(2.29)

dondeZp, Rp son polinomios mónicos ykp es una constante referida como “ganancia de alta

frecuencia”. Se asume que la planta tiene grado relativon∗ = 1. El cason∗ ≥ 2 no es consid-

erado, ya que para aplicar el nuevo algoritmo presentado en este trabajo, se requiere que la

salida de referencia aparezca en la primera derivada de la salida. Un modelo de referencia, se-

leccionado por el diseñador para especificar las características del lazo cerrado, está descrito

por

ẋm= Amxm+Bmr, xm(0)= xm0

ym=CT
mxm

(2.30)

dondexm ∈ Rpm para algún enteropm; ym, r ∈ R1 y r es la entrada de referencia, la cual se

asume como una función del tiempo, continua a tramos y uniformemente acotada. La función

de transferencia del modelo de referencia está dada por

ym=Wm(s)r (2.31)

que se expresa en la misma forma que (2.29),

Wm(s) = km
Zm(s)
Rm(s)

(2.32)

dondeZm(s), Rm(s) son polinomios mónicos ykm es constante.

Cuando los parámetros de la planta son conocidos, el problema de Control por Modelo

de Referencia (CMR) consiste en determinar la entrada de la plantaup de tal forma que todas

las señales son acotadas y la salida de la plantayp sigue la salida del modelo de referencia

ym para cualquier entrada de referencia dadar (t) de la clase definida arriba. Para alcanzar el

objetivo del CMR se asume queGp(s) y Wm(s) satisfacen las siguientes suposiciones:

A1 Una cota superiorn de gradonp deRp(s) es conocida.
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A2 El grado relativon∗ = np−mp deGp(s) es uno, i.e.n∗ = 1.

A3 Zp(s) es un polinomio mónico y Hurwitz de gradomp = np−1.

A4 El signode la ganancia de alta frecuenciakp es conocido.

B1 Zm(s), Rm(s) con polinomios mónicos y Hurwitz de gradoqm, pm, respectivamente, donde

pm ≤ n. El grado relativon∗m = pm−qm deWm es el mismo que el deGp(s), i.e.,n∗m =

n∗ = 1.

Bajo estas condiciones, si los parámetros de la planta (2.27) son conocidos, el problema

de CMR puede ser resuelto por la ley de control dada por Narendra y Annaswamy (1989);

Ioannou y Sun (1996)

ẇ1 = Fw1+gup, w1(0)= 0 (2.33a)

ẇ2 = Fw2+gyp, w2(0)= 0 (2.33b)

up = θ
∗Tw (2.33c)

dondew1,w2 ∈ Rn−1,

w=
[
wT

1 wT
2 yp r

]T
, θ∗ =

[
θ∗T1 θ∗T2 θ∗T3 c∗0

]T
(2.34)

F =



−λn−2 −λn−3 −λn−4 · · · −λ0

1 0 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 · · · 1 0



, g=



1

0

0
...

0



, (2.35)

λi son los coeficientes de

Λ (s) = sn−1+λn−2sn−2+ · · ·+λ1s+λ0 = det(sI−F) ,

que es un polinomio arbitrario mónico y Hurwitz de gradon−1 que contiene aZm(s) como

un factor, i.e.,Λ (s) = Λ0 (s)Zm(s), siendoΛ0 (s) mónico, Hurwitz y de gradon0 = n−1−qm.

θ∗ es un vector de valores nominales de los coeficientes del controlador, que en general no

son únicos, y pueden ser elegidos de tal forma que la función de transferencia en lazo cerrado

formado der ayp es igual aWm(s).

Cuando los parámetros de la planta son desconocidos, el objetivo del Control Adaptable

por Modelo de Referencia (CAMR) es diseñar la variable de controlup de tal forma que se
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consiga el mismo objetivo que le CMR. Es bien sabido (Sastry y Bodson, 1989; Narendra

y Annaswamy, 1989; Ioannou y Sun, 1996) que el objetivo es logrado si la ley de control

(2.33c) se remplaza por

up = θ
T (t)w (2.36)

dondeθ(t) es el estimado deθ∗ en el tiempot generado por la ley de adaptación

θ̇ (t) = −Γe1wsigno
(
ρ∗

)
, (2.37)

donde

e1 = yp−ym, signo
(
ρ∗

)
= sign

(
kp

km

)
, Γ = ΓT > 0. (2.38)

Este es un resultado clásico en Control Adaptable (Narendra y Annaswamy, 1989; Ioan-

nou y Sun, 1996)

Teorema 2.5. Bajo las condiciones establecidas (asumiendo que Wm(s) es Estrictamente

Positiva Real (EPR)) el esquema de CAMR dado por (2.36-2.38) garantiza que:

1. Todas las señales en lazo cerrado son acotadas y el error de seguimiento e1 converge

a cero asintóticamente con el tiempo para cualquier señal de referencia r∈ L∞.

2. Si r es suficientemente rica de orden2n, ṙ ∈ L∞ y Zp(s), Rp(s) son relativamente copri-

mas, entonces el error paramétrico|θ̃| = |θ− θ∗| y el error de seguimiento e1 converge

a cero exponencialmente rápido.

�

2.5. Funciones de Lyapunov múltiples

En esta sección se hace un breve repaso de una técnica usada en en sistemas híbridos

Liberzon (2003), que será utilizada en el capítulo 3.

Considere dos sistemas ˙x = f1(x) y ẋ = f2(x) asintóticamente (globalmente) estables, y

permita queV1 y V2 sean sus respectivas funciones de Lyapunov (radialmente no acotadas).

La parte de interés en este caso es establecer estabilidad del sistema conmutado (switched)

usando ambas funciones de LyapunovV1 y V2. Para definir un sistema conmutado (switched)

se necesita la noción de señal cambiante (switching signal). Esta es una función constante a

tramos̟ : [0,∞)→D. Dicha conmutación̟ tiene una número finito de discontinuidades

(las cuales se llamarántiempos de conmutación(switching times)) en cada intervalo acotado

y toma un valor constante en cada intervalo entre dos tiempos de cambio consecutivos. El

papel de̟ es especificar, en cada instante de tiempot, el índice̟(t) ∈ D del subsistema
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activo, es decir, el sistema de la familia (f1 ó f2) que está siendo seguido. Entonces un sistema

conmutado con tiempo de conmutación dependiente puede describirse por la ecuación,

ẋ(t) = f̟(x). (2.39)

En ausencia de una función de Lyapunov común, las propiedades de estabilidad del

sistema conmutado (2.39) en general dependen de la señal cambiante̟. Permita queti ,

i = 1, 2, . . . sean los tiempos de conmutación. Si sucede que los valores deV1 y V2 coinciden

con cada tiempo de cambio, i.e.,V̟(ti−1)(ti) = V̟(ti)(ti) para todoi, entoncesV̟ es una fun-

ción de Lyapunov continua para el sistema cambiante, y se concluye estabilidad asintótica.

En general la funciónV̟ es discontinua. Mientras cadaVd decrece cuando el subsistemad-

ésimo es activo, ésta puede crecer cuando el subsistemad-ésimo es inactivo. A continuación

se describe la idea para establecer estabilidad asintótica; considere los valores deVd al inicio

de cada intervalo en el cual̟= d. Para que el sistema cambiante sea asintóticamente estable,

los valores mencionados deben formar una secuencia decreciente para cadad. Esta es la idea

a seguir para demostrar convergencia a cero del algoritmo propuesto en el capítulo 3.

2.6. Elipsoides contenidas

La información presentada en esta sección es una consecuencia del Procedimiento-S usa-

do en el análisis de DML Boyd y Vandenberghe (2004). La técnica mostrada a continuación

se usará en el capítulo 3.

Una elipsoideE ⊆Rn con interior no vacío puede representarse como el conjunto de nivel

de una función cuadrática,

E = {x|xTFx+2gT x+h≤ 0}, (2.40)

dondeF es una matriz simétrica, positiva definida, yh−gTF−1g< 0. Suponga quēE es otra

elipsoide con una representación similar,

Ē = {x|xT F̄ x+2ḡT x+ h̄≤ 0}, (2.41)

conF̄ una matriz simétrica positiva definida,h̄− ḡT F̄−1ḡ< 0. Por el Procedimiento-S, se sabe

queE ⊆ Ē si y sólo si existe unaλ > 0 tal que


F̄ ḡ

ḡT h̄

 ≤ λ


F g

gT h

 (2.42)

Entonces si la desigualdad (2.42) se cumple se tiene que la elipsoideE está contenida

dentro de la elipsoidēE, lo cual se usará en el capítulo 3.



Capítulo 3

Estimador de un parámetro variante en

el tiempo

3.1. Tipo de sistema en estudio y estimador

El nuevo algoritmo presentado en este capítulo puede ser considerado un observador.Se

plantea de esta forma debido a que incluye varios algoritmos utilizados en la literatura como

observadores, tales como el de Alta Ganancia (AG), Super-Twisting Clásico (STC), Algo-

ritmo Super-Twisting Generalizado (ASTG), además del Diferenciador Uniforme (DU) y

un estimador paramétrico clásico, pero la principal aportación se encuentra en el campo de

la identificación. El nuevo algoritmo tiene la capacidad de estimar Parámetros constantes y

Variantes en el Tiempo, lo cual logra debido a que dentro de su estructura considera no linea-

lidades como las del Algoritmo Super-Twisting Clásico (ASTC). Las no linealidades usadas

en los algoritmos del tipo STC, conceden propiedades como convergencia en tiempo finito y

robustez ante cierto tipo de perturbaciones, o como se menciona en la comunidad de modos

deslizantes “insensibilidad” ante perturbaciones acotadas. El análisis mostrado en el capítulo

tiene el propósito de evidenciar que la propiedad de robustez permite hacer estimación exacta

de Parámetros Variantes en el Tiempo (PVT), mientras que la propiedad de convergencia en

tiempo finito genera una mayor velocidad de convergencia comparada con uno de los esti-

madores lineales clásicos estudiado por Morgan y Narendra (1977a), Narendra y Annaswamy

(1989), Sastry y Bodson (1989) entre otros.

Para comenzar, considere el sistema de segundo orden dado por las ecuaciones diferen-

ciales,

25
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ẋ1 = f1 (x1, u)+b(t, u, y) x2 ,

ẋ2 = f2 (x1, x2, u)+δ (t) , (3.1)

y= x1

dondex1 ∈ R, x2 ∈ R son los estados,u ∈ Rm es una entrada conocida yy ∈ R es la sali-

da medida.f1 es una función continua conocida yf2 corresponde a una función conocida

multivaluada o posiblemente discontinua.δ representa términos desconocidos. Las variables

medidas sonx1 y la entrada conocidau. b(t,u,y) es una función conocida con cota inferior y

superior, es decir,

−bM ≤ b(t,u,y) ≤ bM . (3.2)

Cabe notar queb(·) puede cambiar de signo (no es de signo definido) y puede volverse

cero en algunos intervalos. Se asume que el sistema (3.1) tiene soluciones en el sentido de

Filippov (Filippov, 1988).

Primero se hará un pequeño análisis de identificabilidad del algoritmo (3.1), para ello se

usará el siguiente mapa el mapa de observabilidad,

O (x, u,w) =


y

ẏ

 =


x1

f1 (x1, u)+b(t, u, y) x2

 , (3.3)

el cual es claramente global e invertible para cada entrada conocida y desconocidau y δ en

algún instante de tiempo, sib(t, u, y) , 0. Si durante algún intervalot ∈ [t1, t2] sucede que

b(t, u, y) = 0, entonces es imposible estimar el valor dex2 (t) for t ∈ [t1, t2].

El objetivo principal dentro del capítulo es estimar el estado no mediblex2 utilizando

el estado mediblex1, cuando el coeficiente variante en el tiempob(t, u, y) es conocido. Se

puede inferir del mapa de observabilidad, que el estadox2 será exactamente estimable sólo

si,

1. b(t, u, y) , 0 para todo tiempo, i.e. su signo no cambia,

2. ó b(t, u, y) cambia de signo perox2 no cambia durante periodos de tiempo cuando

b(t, u, y) = 0.

La primera situación, está dada por el Super-Twisting Clásico (STC), cuando es usado

como diferenciador, originalmente propuesto por Levant (1993) (ver también los trabajos

de Levant (1998, 2005); Fridman y Levant (2002)). En este caso el coeficienteb(t, u, y) es

constante (e igual a uno). Un observador basado en el AST es presentado por Davila et~al.
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(2005), y un punto de vista basado en la función de Lyapunov es propuesta por Moreno y Oso-

rio (2008); Moreno (2011); Moreno y Osorio (2012); Gonzalez et~al. (2012); Moreno (2013),

donde se ha mostrado que una función de Lyapunov cuadrática con matrizP constanteper-

mite asegurar la convergencia del observador en tiempo finito, a pesar de las perturbaciones,

usando ganancias constantes o variantes en el tiempo.

El segundo caso es motivado por la situación en la cualx2 es un parámetro (constante)

a ser identificado, yb(t, u, y) es el regresor, el cual puede cambiar de signo. Si el parámetro es

constante es posible (de acuerdo con la ecuación (3.3) acerca de la observabilidad/identificabilidad

del parámetro) estimarlo exactamente para un coeficiente variante en el tiempob(t, u, y)

siempre y cuando este no sea permanentemente cero. Un resultado clásico en este caso es

provisto por un algoritmo lineal capaz de identificar el parámetro constantex2, en caso de

queb(t, u, y) es de Excitación Persistente (EP) (ver la condición (3.14) abajo) (Morgan y

Narendra, 1977a; Narendra y Annaswamy, 1989; Sastry y Bodson, 1989; Marino y Tomei,

1995). La condición de EP implica (informalmente hablando) queb(t, u, y) sea diferente de

cero de vez en vez, así el parámetro puede ser estimado independientemente de la condición

inicial. Note que los estimadores paramétricos lineales (Morgan y Narendra, 1977a; Narendra

y Annaswamy, 1989; Sastry y Bodson, 1989; Marino y Tomei, 1995) son incapaces de esti-

mar exactamente (y después de un tiempo finito) el valor del parámetro. Aun más, si el valor

de x2 cambia durante los intervalos de tiempo cuandob(t, u, y) es diferente de cero, estos

algoritmos lineales son sólo capaces de seguir el valor real con un error acotado, aunque es

teóricamente posible reducir dicho error de acuerdo con el análisis de observabilidad. En este

capítulo se mostrara gracias a los términos no lineales y discontinuos (como las presentes en

los Observadores ST presentados por Levant (1993); Davila et~al. (2005); Moreno (2013)),

que el estimador propuesto permite la estimación exacta y en tiempo finito del parámetro

x2 cuando el regresorb(t, u, y) es de EP y si no hay demasiados cambios de signo en una

ventana de tiempo fija, pero móvil. Si la variablex2 no es constante durante los tiempos

cuandob(t, u, y) es diferente de cero, entonces el observador propuesto es capaz de estimar

su valor de forma exacta y en tiempo finito. Durante los tiempos cuandob(t, u, y) es cero,

entonces el observador no será capaz de estimar los valores correctamente debido a la falta

de identificabilidad.

Además del estimador de parámetros clásico mencionado arriba, en la literatura hay al-

gunos casos donde es deseable saber el comportamiento de PVT desconocidos, como la efi-

ciencia volumétrica en un motor diésel engine (Dovifaaz et~al., 2002), el rango de rotación

variante en el tiempo de un giroscopio dinámico (Dong y Leland, 2005), o el coeficiente de

potencia de un modelo de turbina de tiempo (Villanueva y Alvarez-Icaza, 2009).

En un trabajo reciente (Battista et~al., 2011), el AST fue usado para estimar un PVT

(tasa específica de crecimiento). Una suposición importante es que se considera el regresor
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b(·) > 0 (en ese caso la concentración de biomasa). En el algoritmo mostrado en este capítu-

lo, se considera queb(t) puede cambiar de signo y bajo algunas condiciones puede ser cero,

además el análisis de convergencia mostrado en este trabajo es más sencillo cuando el regre-

sor b(t) no cambia de signo, porque puede hacerse con funciones de Lyapunov parecidas a

las cuadráticas (cf. con el trabajo de Moreno (2009)).

Otra contribución es que en la demostración se deja en claro que la robustez, heredada

de las no linealidades del AST, es la propiedad que hace al nuevo algoritmo capaz de estimar

PVT. Esta propiedad distingue al Observador Super-Twisting (OST) de estimadores tales

como el Observador de Alta Ganancia (AG) Gauthier et~al. (1992); Khalil (2002); Besançon

(2007), el cual no es capaz de converger con la presencia de perturbaciones no desvanecientes.

Las pruebas de los resultado mencionados son hechas en un marco de Lyapunov. Cuando

b(t, u, y) es variante en el tiempo pero no cambia de signo, se usa una función de Lyapunov

(variante en el tiempo) para mostrar que el observador converge exactamente y en tiempo

finito al verdadero valor del estadox2, a pesar de las variaciones en el tiempo, siempre y

cuando éstas sean acotadas y las ganancias del observador apropiadamente seleccionadas.

Cuandob(t, u, y) no cambia su signo se usa una función de Lyapunov múltiple para mostrar

la convergencia al origen. Este último procedimiento es novedoso incluso para el caso lineal.

Para la planta dada en la forma (3.1), el Observador ST propuesto tiene la siguiente forma,

˙̂x1 = −k1 |b(t, u, y)|φ1 (e1)+ f1 (x̂1, u)+b(t, u, y) x̂2 ,

˙̂x2 = −k2 b(t, u, y)φ2 (e1)+ f2 (x̂1, x̂2, u) ,
(3.4)

dondee1 = x̂1− x1, y e2 = x̂2− x2 son los errores de estimación de estado;k1 y k2 son ganan-

cias constantes del observador, seleccionadas para asegurar la convergencia al origen del

observador. Las no linealidades inyectadasφ1 y φ2 tienen la forma parap= 1
2 (compare con

(2.17))

φ1 (e1) = µ1 |e1|
1
2 sign(e1)+µ2 |e1|qsign(e1) , µ1 , µ2 ≥ 0 , (3.5)

φ2 (e1) =
µ2

1

2
sign(e1)+µ1µ2

(
q+

1
2

)
|e1|q−

1
2 sign(e1)+µ2

2 |e1|2q−1sign(e1) , (3.6)

dondeµ1 y µ2 son constantes no negativas, mayores a cero, yq≥ 1
2 ∈ R. Note queφ1 y φ2 es-

tán relacionadas, debido a queφ2 (e1) = φ′1 (e1)φ1 (e1), ambas son funciones monótonamente

crecientes dee1, y φ1 es continua, mientrasφ2 es discontinua ene1 = 0. La soluciones del

observador (3.4) se entienden en el sentido de Filippov (Filippov, 1988). Los errores de es-

timación de estado (i.e. el vector de error de estimacióne= [e1, e2]T) satisface la ecuación

diferencial
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ė1 = −k1 |b(t, u, y)|φ1 (e1)+b(t, u, y)e2+ρ1 (t, e)

ė2 = −k2b(t, u, y)φ2 (e1)+ρ2 (t, e) ,
(3.7)

donde

ρ1 (t, e1) = f1 (x1+e1, u)− f1 (x1, u) (3.8)

ρ2 (t, e) = f2 (x1+e1, x2+e2, u)− f2 (x1, x2, u)−δ (t) . (3.9)

Cada término de la perturbaciónρ1 y ρ2 tiene dos componentes

ρ1 f = f1 (x1+e1, u)− f1 (x1, u), ρ2 f = f2 (x1+e1, x2+e2, u)− f2 (x1, x2, u) son debido a

los términos dinámicos. Note que (en ausencia de ruido) los términosρ1 f = f1 (x1+e1, u)−
f1 (x1, u) pueden ser eliminados si se usaf1 (y, u) en lugar def1 (x̂1, u) en el observador

(3.4).

ρ2δ = −δ debido al término de incetidumbre/perturbaciónδ.

Cada término tiene una influencia diferente en el comportamiento del observador, y está será

discutida abajo.

Para lograr una perfecta estimación se imponen las siguientes condiciones de crecimiento

para los términos de perturbación:

Suposición 3.1.Se asume que existen dos funciones no negativas g1 (t) ≥ 0, g2 (t) ≥ 0, tales

que1

|ρ1 (t,e)| ≤ g1 (t) |b(t, u, y)| |φ1 (e1)| (3.10a)

|ρ2 (t,e)| ≤ g2 (t) |b(t, u, y)| |φ2 (e1)| , (3.10b)

para cada x∈ Rn y t≥ 0.

Resalta la dependencia deb(t, u, y) en la cota de la perturbación (3.10b), la cual puede

parecer extraña a primera vista. Sin embargo, cabe notar de la dinámica de la planta (3.1), que

en el casob(t, u, y) = 0 para un intervalo de tiempot ∈ [t1, t2], un cambio en el estado variable

x2 no causa ningún efecto en el valor de la variable medidax1, i.e. x2 no es observable desde

x1. Por lo tanto es imposible estimarx2 durante este intervalo de tiempo. Entonces es claro

que estimar el estadox2 sin error para todos los tiempos, es necesario que durante los tiempos

cuandob(t, u, y) = 0, la perturbaciónρ2 (t, x) también se tiene que desvanecer. Por otro lado,

la dependencia de la cota de la perturbación (3.10a) del términob(t, u, y) recae en el término

de correcciónk1 |b(t, u, y)|, ya que se debe notar de (3.5)-(3.6) queρ1 (t, e) se desvanece en

1g1(·) y g2(·) pueden depender de señales conocidas, por ejemploy, u, e1 o x̂.
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el origen, i.e.ρ1 (t, 0) = 0, mientrasρ2 (t, e) es no desvaneciente en el origen cuandoµ1 > 0

debido a los términos discontinuos enφ2 (e1). Esto último permite converger al algoritmo

a pesar de la perturbaciónρ2 (t, e) actuando persistentemente. Esto es una de la principales

características del OST.

3.2. Convergencia del estimador con regresor con signo definido

Primero considere el caso donde el coeficienteb(t, u, y) no cambia de signo, i.e. puede

ser no negativob(t, u, y) ≥ 0 o no positivob(t, u, y) ≤ 0 para todo tiempo. En particular,

cuandob(t, u, y) es una constante positiva o negativa, es común usar una función (no suave)

de Lyapunov cuadrática, como en Moreno y Osorio (2008); Moreno (2011); Moreno y Osorio

(2012); Moreno (2012, 2013), para probar convergencia al origen en tiempo finito y robustez

(insensibilidad) contra perturbaciones.

Se demostrará para el caso de signo definidob(t, u, y), que una función de Lyapunov

fuerte, cuadrática (no suave), invariante en el tiempo, con una apropiada selección de ganan-

cias, y considerando las variaciones de las perturbaciones y el coeficienteb(t,u,y), lleva a

concluir que el origen es un punto de equilibrio global, y robustamente estable en tiempo

finito, bajo ciertas condiciones parab(t,u,y). Más aún esexactamenteestable.

Teorema 3.1.Considere el OST(3.4), y suponga que las perturbaciones satisfacen(3.10),

para algunas funciones conocidas g1 (t) ≥ 0, g2 (t) ≥ 0. Asuma que b(t,u,y) es acotada como

en (3.2), y que es de signo definido, i.e. puede ser no negativa b(t, u, y) ≥ 0 o no positiva

b(t, u, y) ≤ 0 para todo tiempo. Elija las ganancias como

k1 > α1,k2 > α2, (3.11)

dondeα1 y α2 se toman de las igualdades

ρ1 (t, x) =α1 (t, x) |b(t, u, y)|φ1 (e1) (3.12)

ρ2 (t, x) =α2 (t, x) |b(t, u, y)|φ2 (e1) (3.13)

Asuma que el coeficiente variante en el tiempo b(t, u, y) satisface la siguiente condición

de excitación persistente (PE):

Existen constantes positivasε > 0 y T > 0 tales que

∫ t+T

t
|b(τ)|dτ ≥ ε , ∀t ≥ t0 . (3.14)

Entonces e= 0 es un punto de equilibrio global, uniforme (del tiempo inicial) asintótica

y robustamente estable, así todas las trayectorias del sistema(3.7)convergen al origen para
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todas la perturbaciones. Siµ1 > 0 o siµ2 > 0 y 1
2 ≤ q< 1 entonces la convergencia al origen

es en tiempo finito, y siµ2 > 0 y q= 1 la convergencia es al menos exponencial. La forma

cuadrática V+ (e) para el caso no negativo (V− (e) para el no positivo)

V+(e) = ζTP+ζ ,
(
V−(e) = ζTP−ζ

)
, (3.15)

donde

ζT = ΦT (e) =
[
φ1 (e1) , e2

]
, (3.16)

y P+ (P−) es una matriz constante positiva, P± = PT
± > 0, están dadas por

P+ =


p1 −1

−1 p2

 ,
P− =


p1 +1

+1 p2



 , p1 > 0, p2 =
p1+k1

k2
, p1p2 > 1, (3.17)

es unafunción de Lyapunov fuerte y robusta. △

Demostración.En este apartado se desarrollará sólo la prueba para el caso no negativo

b(t, u, y)≥ 0, el caso no positivo es idéntico. Considere como una candidata a función de Lya-

punov la forma cuadrática (3.15) con constanteP+. V+ (e) (3.15) es Absolutamente Continua

y continuamente diferenciable donde sea excepto en el conjuntoS =
{
(e1,e2) ∈ R2 | e1 = 0

}
.

Note que debido a (3.10) podemos escribirρ1 (t, x)= α1 (t, x) |b(t, u, y)|φ1 (e1), y ρ2 (t, x)=

α2 (t, x)

|b(t, u, y)|φ2 (e1) para algunas funciones|α1 (t, x)| ≤ g1 (t) y |α2 (t, x)| ≤ g2 (t). Usando estas

funciones y notando queφ2 (e1) = φ′1 (e1)φ1 (e1), dondeφ′1 (e1) = 1
2µ1 |e1|−

1
2 + pµ2 |e1|q−1, se

puede mostrar que

ζ̇ = |b(t, u, y)|φ′1 (e1)


− (k1−α1 (t, x)) , 1

− (k2−α2 (t, x)) , 0

ζ = |b(t, u, y)|φ′1 (e1)A (t, x)ζ ,

para cada punto enR2\S, donde esta derivada existe. La matrizA (t, x) está dada por

A (t, x) =


−k̃1 (t, x) , 1

−k̃2 (t, x) , 0

 ,

dondek̃1 (t, x) = k1−α1 (t, x), k̃2 (t, x) = k2−α2 (t, x). De forma similar se puede calcular la

derivada deV+ (e) en el mismo conjunto como

V̇+ = |b(t, u, y)|φ′1 (e1)ζT
(
AT (t, x)P++P+A (t, x)

)
ζ = −|b(t, u, y)|φ′1 (e1)ζTQ+ (t, x)ζ ,

(3.18)



32 Capítulo 3. Estimador de un parámetro variante en el tiempo

donde

Q+ (t, x) =


2k̃1 (t, x) p1−2k̃2 (t, x) k̃2 (t, x) p2− k̃1 (t, x)− p1

k̃2 (t, x) p2− k̃1 (t, x)− p1 , 2

 ,

.

Entonces se tiene que demostrar


2k̃1p1−2k̃2 −p1− k̃1+ k̃2p2

−p1− k̃1+ k̃2p2 2

 ≥ 0 (3.19)

conk̃1 ≥ 0 y k̃2 ≥ 0. Se tienen las siguientes desigualdades,

2k̃1p1−2k̃2 ≥0⇒ k̃2

k̃1
≤ p1 and (3.20)

(4k̃1p1−4k̃2)− (−p1− k̃1+ k̃2p2)2 ≥ 0 (3.21)

Para que la desigualdad (3.21) se cumpla, se puede proceder conp2=
p1+k̃1

k̃2
, y es lo mismo

paraQ−. Con esta selección dep2, Q+ se tiene la siguiente ecuación,

Q+ =


2k̃1p1−2k̃2 0

0 2

 ≥ 0, (3.22)

de tal formaλQmax= 2k̃1p1−2k̃2 y λQmin= 2, esto es porque el valor dep1≫ 0. Se puede

elegir p1 lo suficientemente grande para asegurar convergencia. Así, la condición que debe

ser garantizada es queA sea Hurwitz,

det(λ−A) = det


λ+ k̃1 k̃2

−1 λ

 = λ2+ k̃1λ+ k̃2. (3.23)

Por lo tanto, se debe cumplir que los autovalores sean negativos

λ1,2 =

−k̃1±
√

k̃2
1−4k̃2

2
(3.24)

porquek̃1, k̃2 > 0 se debe mantener que

k̃2
1−4k̃2 ≥0 (3.25)

k̃2
1 ≥4k̃2 (3.26)

La desigualdad (3.26) es el análogo del análisis presentado por Moreno (2009, 2011). Y
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también se debe mantener que,

−k̃1+

√
k̃2

1−4k̃2 ≤0, (3.27)

k̃2
1 ≤ k̃2

1+4k̃2⇒0≤ k̃2. (3.28)

Note que paraP+ > 0 se requiere quep1p2 > 1.

Se puede mostrar queQ+ (·) es positiva definida, i.e.Q+ (t, x) ≥ νI para alguna constante

ν > 0, siP+ se selecciona como en (3.17) y las ganancias son como en (3.11). Recordando la

desigualdad estándar para formas cuadráticas

λmı́n{P+} ‖ζ‖22 ≤ ζ
TP+ζ ≤ λmáx{P+} ‖ζ‖22 ,

donde

‖ζ‖22 = φ
2
1 (e1)+e2

2 = µ
2
1 |e1|+2µ1µ2 |e1|

1
2+q+µ2

2 |e1|2q+e2
2

es la norma euclidianaζ, y notando que la desigualdad

|e1|
1
2 ≤ 1
µ1
|φ1 (e1)| ≤ 1

µ1
‖ζ‖2 ≤

V
1
2
+ (e)

µ1λ
1
2
mı́n{P+}

(3.29)

se satisface para cadaµ1 > 0, y por lo tanto

−|e1|−
1
2 ≤ −µ1λ

1
2
mı́n{P+}V

− 1
2
+ (x) .

También la desigualdad

|e1|1−q ≤
(

1
µ2
|φ1 (e1)|

) 1−q
q

≤
(

1
µ2
‖ζ‖2

) 1−q
q

≤


V

1
2
+ (e)

µ2λ
1
2
mı́n{P+}



1−q
q

(3.30)

se satisface que para cada1
2 ≤ q< 1 y µ2 > 0, y por lo tanto

−|e1|q−1 ≤ −


V

1
2
+ (e)

µ2λ
1
2
mı́n{P+}



q−1
q

.

Note queλmı́n{Q+} = ν+. Esto muestra que para12 ≤ q ≤ 1 (se usa la identidadφ′1 (e1) =
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1
2µ1 |e1|−

1
2 +qµ2 |e1|q−1)

V̇+ = −|b(t, u, y)|φ′1 (e1)ζTQ+ (t, x)ζ ≤ −ν+ |b(t, u, y)|φ′1 (e1)ζTζ

≤ −ν+ |b(t, u, y)|
(
1
2
µ1 |e1|−

1
2 +qµ2 |e1|q−1

)
ζTζ

≤ −γ1 |b(t, u, y)|V
1
2
+ (e)−γ2 |b(t, u, y)|V

3q−1
2q
+ (e) ,

donde

γ1 = µ
2
1

λ
1
2
mı́n{P+}ν+

2λmáx{P+}
, γ2 = µ

1
q

2

qλ
1−q
2q

mı́n{P+}ν+
λmáx{P+}

. (3.31)

Paraℓ = 3q−1
2q > 1 se usa solamente el primer término en el lado derecho de la desigualdad. Es-

to muestra queV+ (ϕ (t,e0)) es no creciente, y el origen es uniformemente estable. La solución

de la ecuación diferencial

v̇(t) = −γ (t)vℓ (t) , v(t0) = v0 > 0, (3.32)

conγ(t) = γ1|b(t,u,y)| (o γ(t) = γ2|b(t,u,y)|, if ℓ > 1), puede ser fácilmente obtenida por sep-

aración de variables, y está dada por

v1−ℓ (t) =máx

{
v1−ℓ (t0)− (1− ℓ)

∫ t

t0
γ (τ)dτ, 0

}
,

1
2
≤ ℓ < 1, (3.33)

v(t) = e
−
∫ t
t0
γ(τ)dτ

v(t0) , ℓ = 1.

En el caso de queµ1 > 0 o µ2 > 0 y 1
2 ≤ ℓ < 1, por el principio de comparación Khalil

(2002), se sigue que bajo la condición (3.14),V+ (t) es monótonamente decreciente y alcanza

el cero en tiempo finito. Más aun, esto pasa uniformemente de la condición inicialt0. Esto

implica que el origen es global y uniformness estable en tiempo finito. Paraµ1 = 0, µ2 > 0 y

q= 1 la convergencia es exponencial. �

3.3. Convergencia del estimador con regresor con signo in-

definido

Ahora se considerará el caso cuando el coeficienteb(t, u, y) puede cambiar de signo, i.e.

es no negativob(t, u, y) ≥ 0 para algunos intervalos de tiempo y no positivob(t, u, y) ≤ 0 para

algunos intervalos de tiempo. Para un señal dadab(t, u, y) se asocia la secuencia creciente de

tiemposS = {t0, t1, t2, · · · , tN, · · · }, tal quet0 ≤ t1 < t2 < · · · < tN < · · · , de acuerdo a la sigu-
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iente regla:b(t, u, y) ≥ 0 durante el intervalot ∈ (t2i , t2i+1) y b(t, u, y) ≤ 0 durante el intervalo

t ∈ (t2i+1, t2i+2) parai = 0, 1, 2, · · · . Note que se ha asumido inicialmente queb(t, u, y) ≥ 0,

pero si este no es el caso se puede proponert0 = t1. La secuenciaS puede ser finita o infini-

ta. Los intervalos positivosI+ (S) = ∪ j∈Z+
[
t2 j , t2 j+1

]
corresponden a la unión de intervalos

dondeb(t, u, y) ≥ 0 (un conjunto de medida cero), y su correspondiente para los intervalos

negativosI− (S) = ∪ j∈Z+
[
t2 j+1, t2 j+2

]
. Es importante mencionar que los intervalos pueden

cambiar porque la funciónb(t, u, y) puede depender de la trayectoria de estadox1(t), y dicha

trayectoria cambia su comportamiento dependiendo de las condiciones iniciales del sistema

3.1.

Hasta este punto se ha mostrado queV+ (V−) es no creciente durante los intervalos de

tiempob(t, u, y) ≥ 0 (b(t, u, y) ≤ 0) y decrece sib(t, u, y) > 0 (b(t, u, y) < 0). Sin embargo,V+
(V−) puede crecer durante los intervalos de tiempo dondeb(t, u, y) ≤ 0 (b(t, u, y) ≥ 0). En lo

subsecuente se usarán estas dos funciones de Lyapunov (parciales),V+ y V−, para encontrar

condiciones sobreb(t, u, y) de tal forma que se pruebe que el error de estimación converge al

origen (ver Branicky (1998)). En el mencionado análisis se considerarán dos subcasos: uno

con perturbaciones y otro sin ellas.

3.3.1. Caso sin perturbaciones:ρ1(t, e) = ρ2 (t, e) = 0

Este caso aparece, por ejemplo, cuando en (3.1)x2 representa un parámetro constante,

i.e. ẋ2 = 0, que se desea identificar,b(t, u, y) corresponde al regresor, y por lo tanto ambos

f2 (x1, x2, u) = 0 y δ (t) = 0.

En este caso se considera una función de Lyapunov adicional para el error de estimación

(3.7):

V0(e) = ζTP0ζ , (3.34)

dondeζ está dada por (3.16) yP0 es una matrix constante, positiva definidaP0 = PT
0 > 0,

dada por

P0 =


p1 0

0 p2

 , p1 > 0, p1 = p2k2 , (3.35)

donde

V̇0 (e) = 2p1φ1 (e1)φ′1 (e1) (−k1 |b(t, u, y)|φ1 (e1)+b(t, u, y)e2)−2p2k2b(t, u, y)φ2 (e1)e2

= −2p1k1 |b(t, u, y)|φ′1 (e1) |φ1 (e1)|2 ≤ 0.

Debido aV̇0 (e)≤ 0 para cada valor deb(t, u, y), se sigue que el origene= 0 es un punto de

equilibrio uniformemente estable. Ahora la tarea se centra en probar convergencia asintótica

en tiempo finito.
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Para mostrar convergencia a cero, se revisarán las dos funcionesV+ (t) y V− (t), definidas

en el Teorema 3.1, a lo largo de las trayectorias del sistema de error (3.7). Ya que dichas

funciones no son Lipschitz continuas, su derivada en algunos puntos tiende a infinito (hay

una división entre|x1|, como se puede ver en (3.18)), y por lo tanto no se puede usar la

desigualdad deV+ (V−) durante los tiempos cuando|x1| = 0 para calcular su crecimiento, ya

que dicha desigualdad no está acotada.

Considere por ejemplo el comportamientoV+ durante un intervalo negativo. En este caso

ζ̇ = |b(t, u, y)|φ′1 (e1)


−k1 −1

k2 0

ζ = |b(t, u, y)|φ′1 (e1)A−ζ ,

y la derivada deV+ (e) es igual a

V̇+ = |b(t, u, y)|φ′1 (e1)ζT
(
AT
−P++P+A−

)
ζ = −|b(t, u, y)|φ′1 (e1)ζTQ∗ζ ,

donde

Q∗ =


2(p1k1+k2) p1−k1− p2k2

p1−k1− p2k2 −2

 .

Q∗ no tiene signo definido, porqueV+ puede crecer durante un intervalo negativo, y lo mismo

ocurre conV− durante intervalos positivos.

Para librar este problema, se usa la siguiente idea, al final del intervalo positivot ∈
(t2i , t2i+1) la funciónV+ ha alcanzado algunos valoresV+ (t2i+1). Se tiene que establecer un

valor inicial par la funciónV− en los tiempost2i+1, i.e.V− (t2i+1). Se asignan comoV− (t2i+1)

la energía del conjunto de nivel de la funciónV+ con energíaV+ (t2i+1). Se procede de la

misma forma (sólo cambiando roles) al final de los intervalos negativost ∈
(
t2i+1, t2(i+1)

)
.

De esta forma se puede calcular el decrecimiento deV+ (V−) durante los intervalos positivo

(negativo)I+ (S) (I− (S)). Si V+ (t) o V− (t) converge a cero, entoncese(t) lo hará también.

Debido a que los conjuntos de nivelV+ (V−) son elipsoides (en las coordenadasζ), en-

tonces se puede obtener una expresión explícita paraV− (t2i+1) como una función deV+ (t2i+1)

(o V+ (t2i) como una función deV− (t2i)). Esto se hace en le siguiente Lema.

Lema 3.1. Considere las elipsoides definidas porE+κ =
{
x ∈ R2 | xTP+x≤ κ

}
y E−ς =

{
x ∈ R2

| xTP−x≤ ς
}
, donde P+ y P− están dados en(3.17). EntoncesE+κ ⊆ E−ς y las fronteras son

tangentes si y sólo si

ς = ακ , α ,

√
p1p2+1
√

p1p2−1
. (3.36)

También,E−ς ⊆ E+κ y las fronteras son tangentes si y sólo siκ = ας. △



3.3. Convergencia del estimador con regresor con signo indefinido 37

Demostración.Usando el procedimiento-S (S-procedure, S-p) (Boyd y Vandenberghe, 2004,

p. 655, Example B.1) se sigue queE+κ ⊆ E−ς si y sólo si∃ λ > 0 tal que


P− 0

0 −ς

 ≤ λ


P+ 0

0 −κ

 .

Esto es equivalente aς ≥ λκ y


(λ−1) p1 (λ+1)

(λ+1) (λ−1) p2

 ≥ 0. Note que en la última de-

sigualdadλ > 1, porque conλ = 1 la matriz no es positiva semidefinida. La última desigual-

dad es por lo tanto equivalente a(λ−1)2 p1p2 ≥ (λ+1)2. Esto es equivalente a
√

p1p2 ≥ λ+1
λ−1,

y finalmente aλ ≥
√

p1p2+1√
p1p2−1.

Para que las fronteras sean tangentes se tiene que elegir el valor mínimo posible para

λ, en este casoα =
√

p1p2+1√
p1p2−1. El segundo casoE−ς ⊆ E+κ nos lleva exactamente a las mismas

desigualdades. �

Para probar convergencia del observador se requiere que la funciónb(t, u, y) cumpla,

además de la condición usual de excitación persistente (3.14), una condición en la “densi-

dad” de cambios de signo, que estos sean el menor numero posible respecto a la tasa de

convergencia. Se define la “densidad” de cambios designo para una señalb(t, u, y), si existe,

como sigue,

Definición 3.1.Una señal b(t, u, y), con una secuencia de tiempos asociadaS= {t0, t1, t2, . . . ,
tN, · · · }, se dice que tiene una densidad de cambios de signo finita si existe una constante pos-

itiva σ > 0 tal que el número de cambios de signo en un intervalo[t0, t0+ t], dado por

S = cardinalidad{S∩ [t0, t0+ t]} ,

satisface para todo t≥ t0
S ≤ σ (t− t0) .

△

Ahora se puede establecer el resultado principal.

Teorema 3.2.Considere el OST(3.4), y suponga que no hay perturbaciones, i.e. se satisface

(3.10) con g1 (t) = g2 (t) = 0. Asuma aun más que b(t,u,y) es acotada como en(3.2), y que

ésta cambia de signo de acuerdo con la secuenciaS = {t0, t1, t2, . . . , tN, · · · }.
Escoja las ganancias k1 > 0, k2 > 0, p1 > 0, y p1p2 > 1.

Asuma que el coeficiente variante en el tiempo b(t, u, y) satisface la condición de ex-

citación persistente (PE)(3.14), y que b(t, u, y) tiene una densidad de cambios de signoσ

(ver Definición 3.1).
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Entonces cuandoµ2 , 0 y ℓ = 1 el origen e= 0 para el sistema(3.7) es un punto de

equilibrio global y exponencialmente estable siσ es un número finito, es decir, si satisface

σ <
ǫ

γ2 ln(α)T
. (3.37)

dondeσ se presenta en la Definición 3.1,ǫ y T son tomadas de la condición de excitación

persistente(3.14), α se define en la ecuación(3.36), y γ2 es definida en(3.31). Si µ1 , 0 o

µ2 , 0 y q< 1 entonces es local y uniformemente estable en tiempo finito. Siµ1 , 0, µ2 , 0

y ℓ = 1 entonces el origen e= 0 es un punto de equilibrio global y uniformemente estable en

tiempo finito, siσ es un número finito, i.e. satisface(3.37). △
Note que la condición (3.37) impone un límite superior para la densidad de cambios. Este

límite superior es más grande entre más pequeño esα. Es evidente que comoα→ 1+ entonces
ǫ

ln(α)T →∞, aunque el rol deγ2 no es completamente claro. La siguiente proposición muestra

que para cualquier valor positivo de las gananciask1, k2, es posible seleccionarp1 y p2 tal

queα pueda ser seleccionada arbitrariamente cerca de 1, también es posible notar queγ2 es

más pequeña conformep1 se hace más grande y por lo tanto la desigualdad (3.37) puede ser

satisfecha para cualquier señal de EP con densidad de cambios de signo definida.

Proposición 3.1.Suponga que k1 > 0 y k2 > 0 son dadas, entonces es posible seleccionar

p1 ≫ 0, p2 > 0 tal que p1p2 > 1 (y por lo tanto las matrices P+ y P− definidas en(3.17)

son positivas definidas) y Q en(3.49) es positiva definida y tal que el producto p1p2 es

arbitrariamente grande, por lo tanto para cualquierε̄ > 0 el valor deα en(3.36)esα = 1+ ε̄,

y γ2→ 0 como p1→∞. △
Demostración.Se defineη = p1p2. Usando (3.11) se obtiene

4(k1p1−k2) >
(
k2
η

p1
− (k1+ p1)

)2
,

o equivalentemente

(
k1+ p1−2

√
(k1p1−k2)

)
p1
k2
< η <

(
k1+ p1+2

√
(k1p1−k2)

)
p1
k2
.

Así, por ejemplo, seleccionandoη como

η = (k1+ p1) p1
k2
, this meansp2 =

k1+p1
k2

,

se satisfarán las desigualdades. Se ve inmediatamente de las última ecuación, que para las

ganancias dadask1, k2, si η es arbitrariamente grande, entonces es posible seleccionar unp1

positivo tal que las desigualdades son satisfechas, porque la función en el lado derecho de la

desigualdad crece sin cota cuandop1 lo hace. Dado queα en (3.36) esα = (η+1)/ (η−1) es

posible seleccionarα arbitrariamente cerca de (y mayor que) 1.
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Dadas las matrices simétricas, positivas definidasP+ y P−

P+ =


p1 −1

−1 p2

 andP− =


p1 1

1 p2

 , (3.38)

sus autovalores son dados por las raíces del siguiente polinomio en ambos casos,

ζ2− (p1+ p2)ζ + p1p2−1= 0 (3.39)

Las raíces son,

ζ1 =
p1+ p2+

√
(p1+ p2)2−4(p1 ∗ p2−1)

2
(3.40)

ζ2 =
p1+ p2−

√
(p1+ p2)2−4(p1 ∗ p2−1)

2
(3.41)

Esto puede ser deducido deζ2 = λmin{P+} (o ζ2 = λmin{P−}) y ζ1 = λmax{P+} (o ζ1 =

λmax{P−}), entonces tenemos

λℓ̄min{P±}
λmax{P±}

=

(
p1+ p2−

√
(p1+ p2)2−4(p1 ∗ p2−1)

)ℓ̄

p1+ p2+
√

(p1+ p2)2−4(p1 ∗ p2−1)
(3.42)

con ℓ̄ = 1−q
2q (ver ec. (3.31)), la ecuación dentro de la raíz cuadrada puede ser escrita como√

(p1− p2)2+4, así (3.42) es

λℓ̄min{P±}
λmax{P±}

=

(
p1+ p2−

√
(p1− p2)2+4

)ℓ̄

p1+ p2+
√

(p1− p2)2+4
(3.43)

Escogiendop2 =
p1+k1

k2
, se tiene

λℓ̄min{P±}
λmax{P±}

=

(
p1(1+ 1

k2
)+ k1

k2
−

√
(p1(1− 1

k2
)− k1

k2
)2+4

)ℓ̄

p1(1+ 1
k2

)+ k1
k2
+

√
(p1(1− 1

k2
)− k1

k2
)2+4

(3.44)

parap1≫ 0 se tiene

λℓ̄min{P±}
λmax{P±}

≈ 1

p1−ℓ̄
1 21−ℓ̄kℓ̄2

(3.45)

Por lo tanto, escogiendop2 =
p1+k1

k2
andp1≫ 0, el cociente

λℓ̄min{P±}
λmax{P±} ≈

1
p1−ℓ̄

1 21−ℓ̄kℓ̄2
. Así, se



40 Capítulo 3. Estimador de un parámetro variante en el tiempo

tiene

γ2 =µ
1
q

2

qλℓ̄min{P±}ν+
λmax{P±}

(3.46)

≈µ
1
q

2

qν+

p1−ℓ̄
1 21−ℓ̄kℓ̄2

(3.47)

Por lo tanto la constanteσ,

σ <
ǫ

γ2ln(α)T
≈
ǫp1−ℓ̄

1 21−ℓ̄kℓ̄2

µ
1
q

2qν+ln(α)T
(3.48)

Es claro que la cota de cambios de signo es independiente de las gananciak1 y sólo

depende dek2, pero dicha cota puede ser tan grande como se desee, debido a que el valor de

p1 puede ser elegido arbitrariamente. La única condición para los cambios de signo es que

deben ser finitos en un intervalo, porque nip1 puede ser infinito niln(α) puede ser cero. �

Observación 3.1.La condición de excitación persistente(3.14)y la densidad del cambio de

signo (Definición 3.1) requeridas para convergencia de las trayectorias al origen del presente

algoritmo, son el análogo de la condición de excitación persistente necesaria para probar

estabilidad asintótica del algoritmo lineal que se presenta en Morgan y Narendra (1977a),

Narendra y Annaswamy (1989). En los mencionados artículos, la condición de excitación

persistente requerida es satisfecha por una función suave, continua a tramos, con derivada

acotada y número finito de conmutaciones donde la función es discontinua. Tal condición de

excitación persistente es suficiente y necesaria para concluir estabilidad uniforme y asintóti-

ca del del algoritmo lineal presentado en dichos documentos, y las características de la señal

son ilustradas por un ejemplo que usa una función que incrementa el numero de cambios de

signo conforme el tiempo crece (comparar con un ejemplo similar en Anderson (1977)). En

este sentido se considera que la condición de densidad de cambio de signo es suficiente y

necesaria.

Demostración.(Teorema 3.2) Se usan las mismas variables que en la prueba anterior (Teo-

rema 3.1), la derivada deV+ (e) durante los intervalos positivosI+ (S) es igual a la derivada

deV− (e) durante los intervalos negativosI− (S), y están dadas por

V̇± = −|b(t, u, y)|φ′1 (e1)ζTQζ ,

donde
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Q=


2l1 l2− p1

l2− p1 , 2

 . (3.49)

Durante los intervalos respectivos se satisfacen la desigualdades diferenciales

V̇± ≤ −γ |b(t, u, y)|V
3q−1

2q
± (e) ,

dondeγ = γ1 definido en (3.31) en el casoµ1 , 0 oγ = γ2 en (3.31) en el casoµ1 = 0,µ2 , 0 y
1
2 ≤ q≤ 1, yλmı́n{Q} = ν+. Note queγ1, γ2 y ν+ son iguales paraV+ y V− porque hay una sola

matriz Q, y los autovalores deP+ y P− son iguales. Note que no se usan las desigualdades

diferenciales deV+ (V−) durante el intervalo negativo (positivo)I− (S) (I+ (S)). Porque de

la función de LyapunovV0 se sabe que el origene= 0 es uniformemente estable. Por lo que

ahora es necesario probar convergencia.

Se considera queµ1 > 0 o queµ2 > 0 y 1
2 ≤ q< 1. Para calcular una cota superior del valor

de las funciones de LyapunovV+ y V− se usa el principio de comparación Khalil (2002) con

la ayuda de la ecuación diferencial (3.32), con la solución dada (3.33). Durante los intervalos

positivosI+ la funciónV+ se decrementa como

V1−ℓ
+ (t) ≤máx

{
V1−ℓ
+ (t2i)− (1− ℓ)

∫ t

t2i

γ (t)dt , 0

}
, t2i ≤ t ≤ t2i+1 (3.50)

mientras en los intervalos negativosI− la funciónV− se decrementa como

V1−ℓ
− (t) ≤máx

{
V1−ℓ
− (t2i+1)− (1− ℓ)

∫ t

t2i+1

γ (t)dt , 0

}
, t2i+1 ≤ t ≤ t2(i+1) , (3.51)

dondeγ (t) = γ1,2 |b(t, u, y)|.
Para cada intervalo las condiciones iniciales se establecen como sigue: Para el tiempo

inicial V+ (t0) dado. Al final del intervalo positivo, en el instantet1, la función ha alcanzado

el valorV+ (t1), que puede ser calculado usando (3.50). Se sabe que el estadoeestá en el con-

junto de nivel deV+ con energía de nivelV+ (t1). Este conjunto de nivel deV+ está contenido,

de acuerdo al Lema 3.1, en el conjunto de nivel de la funciónV− con energíaαV+ (t1), donde

α es dado por (3.36). Así, se puede establecer con certeza el valor inicial deV− (t1) para el

intervalo negativo comoV− (t1) = αV+ (t1). Se calculaV− (t2) usando (3.51), yV+ (t2) se es-

tablece comoV+ (t2) = αV− (t2), debido a que este conjunto de nivelV+ contiene el conjunto

nivel V− con energíaV− (t2). Y se procede en esta forma sucesivamente.

Considere la ecuación diferencial
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v̇(t) = −γ (t)vℓ (t) , v(t0) = v0 , v
(
t+i

)
= αv

(
t−i

)
, (3.52)

dondeγ (t) = γ1,2 |b(t, u, y)|, y la cual es actualizada en cada instante de tiempo el la secuen-

cia de tiemposS.

Por el principio de comparación se sabe que siV+ (e0) ≤ v(t0) entoncesV+ (t) ≤ v(t)

durante los intervalos positivosI+ (S) y V− (t) ≤ v(t). Y por lo tanto siv(t)→ 0 entonces

V+ (t)→ 0 o V− (t)→ 0 (o ambas) si el número de conmutaciones en la secuenciaS no tiene

puntos de acumulación, esto es, si el número de conmutaciones en la secuenciaS dentro de

cualquier intervalo compacto de tiempo es finito. En este caso se sabe también quee(t)→ 0,

y por lo tantoe= 0 es un punto de equilibrio asintóticamente estable para el punto (3.7). La

solución de (3.52) está dada por

v1−ℓ (t) = v1−ℓ (t+i
)
− (1− ℓ)

∫ t

ti
γ (τ)dτ,

1
2
≤ ℓ < 1,

v(t) = e
−
∫ t
ti
γ(τ)dτ

v
(
t+i

)
, ℓ = 1,

para cada intervaloti ≤ t ≤ ti+1 (siempre quev(t) ≥ 0. Cuandov(t) alcanza el cero, permanece

en cero). Haciendo una composición de soluciones con la actualización de las condiciones

iniciales, se obtiene una expresión para la solución en el instanteti ≤ t ≤ ti+1 en términos de

la condición inicialv(t0)

v1−ℓ (t) =αi(1−ℓ)v1−ℓ (t0)− (1− ℓ)
i−1∑

j=0

α(i− j)(1−ℓ)
∫ t j+1

t j

γ (τ)dτ+

− (1− ℓ)
∫ t

ti
γ (τ)dτ,

1
2
≤ ℓ < 1, (3.53)

v(t) = αie
−
∫ t
t0
γ(τ)dτ

v(t0) , ℓ = 1. (3.54)

Se mostrara que siγ (t) satisface (3.14) y si su densidadσ de cambios de signo es sufi-

cientemente pequeña, entoncesv(t)→ 0 comot→∞ en el casoℓ = 1 o que existe un tiempo

Θ > 0 tal quev(t) = 0 parat ≥ t0+Θ en el caso1
2 ≤ ℓ < 1.

Se comienza considerando el casoℓ = 1. Es fácil ver que (ver también Morgan y Narendra

(1977a)) que la condición (3.14) es equivalente a la existencia de una constantec tal que

∫ t

t0
γ (τ)dτ ≥ ǫ

T
(t− t0)+c.

Más aun, porqueα > 1 existe unaβ > 0 tal queα = eβ. Ya que en (3.53)i ≤ σ (t− t0) se
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puede escribir

v(t) = αie
−
∫ t
t0
γ(τ)dτ

v(t0) ≤ eβσ(t−t0)e−
ǫ
T (t−t0)+cv(t0) ,

= exp
{
−
(
ǫ

T
−βσ

)
(t− t0)+c

}
v(t0) ,

y de esta ecuación se sigue quev(t)→ 0 comot→∞ para cadav(t0) siσ < ǫ
βT =

ǫ
ln(α)T .

Porque en este casoγ (t) = γ2 |b(t, u, y)| esto es equivalente a que se satisfaga (3.37).

Ahora, para el caso12 ≤ ℓ < 1, y porqueα > 1,

i−1∑

j=0

α(i− j)(1−ℓ)
∫ t j+1

t j

γ (τ)dτ+
∫ t

ti
γ (τ)dτ ≥

∫ t

t0
γ (τ)dτ ≥ ǫ

T
(t− t0)+c, ∀t ≥ t0 ,

y se puede escribir la siguiente ecuación, considerando (3.53),

v1−ℓ (t)≤αi(1−ℓ)v1−ℓ (t0)−(1− ℓ)
(
ǫ

T
(t− t0)+c

)
≤ exp{βσ (t− t0)}v1−ℓ (t0)−(1− ℓ)

(
ǫ

T
(t− t0)+c

)

la cual converge a cero en un tiempo finitoΘ si

v1−ℓ (t0) ≤ (1− ℓ)
(
ǫ

T
Θ+c

)
exp{−βσΘ} = (1− ℓ)

(
ǫ

T
Θ+c

)
α−σΘ . (3.55)

Esto significa que dado cualquierǫ, T, σ,α, c existe un tiempo finito de convergenciaΘ

para condiciones iniciales lo suficientemente pequeñasv(t0).

Ya queb(·) satisface (3.14) y tiene una densidad finita de cambios de signoσ, entonces

cuandoµ2 , 0 y q = 1 el origene= 0 es un punto de equilibrio global y exponencialmente

estable, siσ es pequeña, i.e. satisface (3.37). Siµ1 , 0 o µ2 , 0 y q = 1 entonces el origen

e= 0 es un punto de equilibrio global, y uniformemente estable en tiempo finito, siσ es

pequeña, i.e. satisface (3.37). �

3.3.2. Caso perturbado:ρ1(t, e) , ρ2 (t, e) , 0

Esto es un caso importante, el cual aparece, por ejemplo, cuando en (3.1),x2 representa

un parámetro variante en el tiempo, i.e. ˙x2 , 0, a ser identificado, yb(t, u, y) corresponde al

regresor. Para ser identificable el parámetrox2 no puede cambiar cuando el regresorb(t) es

cero. En este caso la función (3.34) no es de Lyapunov porque su derivada no está definida.

Así, se tiene que relacionar la función de Lyapunov múltiple para mostrar convergencia del

observador,
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Teorema 3.3.Considere el OST(3.4), y suponga que las perturbaciones satisfacen (3.10).

Asuma que b(t,u,y) es acotada con en(3.2), y que cambia de signo de acuerdo con la se-

cuenciaS = {t0, t1, t2, · · · , tN, · · · }. Elija las ganancias como(3.11)con p1 > 0, p1p2 > 1.

Asuma que el coeficiente variante en el tiempo b(t, u, y) satisface la condición de ex-

citación persistente (EP)(3.14), y que tiene un densidad de cambios de signoσ finita. En-

tonces cuandoµ2 , 0 y q= 1 el origen e= 0 para el sistema(3.7) es un punto de equilibrio

global y exponencialmente estableσ es pequeño, i.e. si satisface(3.37). Siµ1 , 0 o µ2 , 0 y

q< 1 entonces es local, uniformemente convergente en tiempo finito para cualquier pertur-

bación. Ifµ1 , 0, µ2 , 0 y q= 1 entonces el origen e= 0 es un punto de equilibrio global, uni-

formemente convergente en tiempo finito siσ es pequeña, i.e. satisface(3.37), para cualquier

perturbación. △

El resultado anterior asegura la convergencia exacta del error de estimación a cero, a pesar

de las perturbaciones, cuando las ganancias son diseñadas apropiadamente. Sin embargo, se

requiere que las perturbaciones, en particularρ2 (t, e), se desvanezca cuando el coeficiente

b(t,u,y) se desvanece. Como se comenta al principio del capítulo esto es inamovible, dado

que la condición es equivalente a una condición de observabilidad (identificabilidad). Si la

perturbaciónρ2 (t, e) no se desvanece cuandob(t,u,y) es cero, entonces el error de estimación

se incrementa (deja de ser cero si el observador ya había convergido) durante el tiempo que

b(t,u,y) está cerca de cero. Una vez queb(t,u,y) se vuelve diferente de cero el observador

converge una vez más. Esto puede ser probado usando argumentos parecidos a los Lyapunov

de los teoremas anteriores y conceptos de acotamiento final y uniforme como en el Teorema

4.3 presentado por Moreno (2011). El comportamiento mencionado se ilustra más abajo con

algunos ejemplos en simulación.

Demostración.La idea de la prueba es muy similar a la hecha para los Teoremas 3.1 y 3.2.

La derivada deV+ (e) durante los intervalos positivosI+ (S) es igual a la derivada deV− (e)

durante los intervalos negativosI− (S) y están dados por

V̇± = −|b(t, u, y)|φ′1 (e1)ζTQζ ,

donde

Q+ (t, x) =


2k̃1 (t, x) p1−2k̃2 (t, x) k̃2 (t, x) p2− k̃1 (t, x)− p1

k̃2 (t, x) p2− k̃1 (t, x)− p1 2

 ,

con k̃1 = k1−α1(t, x), k̃2 = k2−α2(t, x) como en el Teorema 3.1. Durante los respectivos in-

tervalos se satisfacen las desigualdades diferenciales

V̇± ≤ −γ |b(t, u, y)|V
3q−1

2q
± (e) ,
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dondeγ = γ1 definida en (3.31) en el casoµ1 , 0 oγ = γ2 en (3.31) en el casoµ1 = 0,µ2 , 0

y 1
2 ≤ q≤ 1, y λmı́n{Q} = ν+. Note queγ1, γ2 y ν+ son el mismo paraV+ y V− debido a que

hay una sola matrizQ y los autovalores deP+ y P− son el mismo. El resto de la prueba es la

misma que la del Teorema 3.2.

�

3.4. Ejemplos en simulación.

3.4.1. Regresor con cambio de signo y perturbación

Como se mencionó la principal motivación para el desarrollo del trabajo es cuandox2

(considerando la planta (3.1)) corresponde a una constante o a un parámetro variante en el

tiempo a ser estimado (Morgan y Narendra, 1977a; Narendra y Annaswamy, 1989; Sastry y

Bodson, 1989; Marino y Tomei, 1995).

El ejemplo tiene dos propósitos; mostrar que en los intervalos donde se hace la suposición

3.1 no es satisfecha, el algoritmo no es capaz de seguir el valor real del parámetro, y que a

pesar de esta desventaja el intervalo donde el algoritmo presentado no puede alcanzar el valor

deseado es más pequeño cuando se incrementan las gananciask1 y k2.

Considere el sistema descrito por la ecuación diferencial

ẋ1 = f1(x1,u)+b(t,u,y) x2(t) (3.56a)

y=x1 (3.56b)

dondey ∈ R es una señal medible,b(t,u,y) : R→ R es una función conocida acotada y con-

tinua a tramos, yx2(t) : R→ R es un parámetro continuo desconocido variante en el tiempo

a ser identificado. El nuevo algoritmo se restringe al caso dondey es una variable escalar. El

objetivo es estimarx2 en tiempo finito siempre quey(t) y b(t,u,y) sean conocidos, yb(t,u,y)

es EP (3.14). El nuevo algoritmo (3.4) conduce a un estimador paramétrico en tiempo finito

de la siguiente forma

˙̂y= −k1|b(t,u,y) |φ1 (e1)+b(t,u,y) x̂2(t)+ f1(x1,u)
˙̂x2 = −k2φ2 (e1)b(t,u,y)

(3.57)

dondeφ1 (e1) , φ2 (e1) son como en las ecuaciones (3.5), (3.6) ye1 = ŷ− y = x̂1− x1 es la

salida del error de estimación.k1 > 0 y k2 > 0 son constantes positivas escalares y ˆx2 es

el parámetro estimado. Defina el error de estimación paramétrica comoe2 = x̂2(t)− x2(t),

entonces la dinámica de estimación de error puede ser escrita como
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ė1 = −k1|b(t,u,y) |φ1 (e1)+b(t,u,y)e2 (3.58a)

ė2 = −k2φ2 (e1)b(t,u,y)− ẋ2 , (3.58b)

donde ˙x2 corresponde a una perturbación generada por la dinámica de error debida a la

variación en tiempo del parámetrox2. Se debe notar que cuandox2(t) es constante, la derivada

no aparece en la ecuación (3.58b) y el sistema no tiene la perturbación. Ahora, comparando

con la ecuación (3.10b) en la suposición 3.1, se tiene queρ2(t,e) puede ser escrita como

|ρ2(t,e)| = ẋ2

|b(t,u,y)|φ2(e1)
|b(t,u,y)|φ2(e1), (3.59)

comparado con (3.10b), tenemos que el algoritmo converge cuandoα2(t, x) es acotada por

la funcióng1(t) como está establecido en la prueba del Teorema 3.1, el problema es cuando

|b(t,u,y)| = 0, porqueα2(t, x) = ∞. Con el sistema en estas condiciones, se tiene que pedir

que la funciónb(t,u,y) no permanezca en cero por mucho tiempo. En el ejemplo está claro

que el estimador no puede alcanzar la trayectoria del parámetro real en el intervalo cerca de

b(t,u,y) = 0, pero después de este lapso de tiempo la convergencia es recobrada. Es claro que

el algoritmo no converge en el intervalo donde la suposición 3.1 no se cumple, y el intervalo

es más pequeño entre más grande esk2.

Considere la dinámica de un péndulo simple con fricción y un soporte movible, como en

el caso de un péndulo unido a un carro movible (ver e.g. Astrom y Furuta (2000))

ż1 =x1 (3.60)

ẋ1 =−
1
l
cos(z1)ϕ(t)− g

l
sin(z1)− k

ml2
x1 (3.61)

dondez1 es el ángulo entre la linea vertical y el péndulo,x1 es la velocidad angular,l es la

barra sin masa,g es la aceleración de la gravedad,m es la masa de la punta de la barra,k es

el coeficiente de ficción viscosa en el pivote, yϕ(t) representa la aceleración del pivote. Se

asume que el movimiento del pivote es conocido, y se considera la aceleraciónϕ(t) como un

parámetro desconocido y posiblemente variante en el tiempo. Se asume que ambos estados

z1 y x1 son medibles.

El estimador propuesto es,
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Figura 3.1: Parámetro variante en el tiempo y sus estimados con algoritmos no lineal y lineal.

˙̂x1 = −k1|b(z1)|φ1(e1)+b(z1) x̂2(t)− g
l
sin(z1)+

1

ml2
u (3.62)

˙̂x2 = −k2φ2(e1)b(z1) (3.63)

dondee1 = x̂1− x1 es el error de estado,b(z1) = 1
l cos(z1) es el regresor, ˆx2(t) es el parámetro

a estimar,φ1 (·) y φ2 (·) están dados como en (3.5,3.6), conq= 1.

Para los resultados de la simulación se supone que el desplazamiento del pivote está dado

por una señal−Asin(wt), donde la amplitudA se varía para ejemplificar diferentes compor-

tamientos del péndulo, y la frecuencia esw = 1 rad
s . Los otros parámetros conocidos están

dado porg = 9.81 m
s2 , l = 1m, m= 1kg, k = 0 kgm2

s , el parámetro variante en el tiempo es

ϕ(t) = w2sin(wt) y el regresor está dado porb(z1) = 1
l cos(z1). El comportamiento del algorit-

mo clásico lineal (Morgan y Narendra, 1977a; Narendra y Annaswamy, 1989), conµ1 = 0,

µ2 = 1, k1 = 4, k2 = 10, es comparado con el comportamiento del algoritmo convergente en

tiempo finito, obtenido con los siguiente valoresµ1 = 1, µ2 = 0, k1 = 4, k2 = 10.

La Figura 3.1 muestra la convergencia de ambos estimadores el lineal y no lineal. Aparente-

mente el algoritmo no lineal es capaz de estimar el parámetro variante en el tiempo exacta-

mente y en tiempo finito, mientras el estimador paramétrico es incapaz de seguir el valor real

del parámetro. Se nota que esta simulación el regresor (ver Fig. 3.2) no cambia su signo.

Modificando la aceleración del pivote el regresor cambia su signo, como se muestra en la
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Figura 3.2: Regresor

figura 3.3, donde también se muestra se muestra el comportamiento del estimador no lineal,

para gananciask1 = 4, k2 = 10 (figura superior), yk1 = 6 y k2 = 30 en la figura inferior. El

algoritmo lineal no es presentado, ya que este siempre tiene un error de seguimiento. Es claro

que el estimador converge inicialmente en tiempo finito, pero cuando el regresor está muy

cerca de cero el error de estimación crece una vez más, y regresa a cero después de que el

valor del regresor se ha incrementado. También se ve que durante los cruces por cero el error

se reduce al incrementar las ganancias del observador.

En la figura 3.4 se puede ver la estimación lineal del mismo parámetro que en la figura 3.3.

El estimador lineal es generado con el nuevo algoritmo presentado en este capítulo, generado

al escoger la gananciask1 =, k2 = 30,µ1 = 0, µ2 = 2. Se puede ver que el algoritmo lineal es

incapaz de generar la estimación exacta, se genera una estimación, se genera una estimación

con error acotado.

3.4.2. Cambio de signo y perturbación

En el ejemplo previo, las condiciones requeridas en el Teorema 3.3 no son completamente

satisfechas, porque la perturbación, dada por la derivada del PVT a estimar, no cumple con la

condición (3.10b) en algunos pequeños intervalos. En el ejemplo mostrado en esta sección,

todas las suposiciones del Teorema 3.3 se cumplen. El propósito del ejemplo es mostrar que

las ganancias del estimador no lineal son escogidas para compensar la perturbación, y que la
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Figura 3.3: Parámetro variante en el tiempo, su estimado y el regresor.
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Figura 3.4: Parámetro variante en el tiempo, y su estimado con algoritmo lineal

densidad de cambio es una suposición técnica suficiente. Entonces, considere el sistema,

ẋ1 = −2x1+ux2(t) (3.64)

dondex2(t) es un parámetro conocido a ser estimado, dado porx2(t)= u2sin(u). Un estimador

para el sistema (3.64) es

˙̂x1 =−k1|u|φ1(e1)−2x1+ux̂2(t) (3.65a)

˙̂x2 =−k2φ2(e1)u (3.65b)

dondek1 y k2 son escogidas por el diseñador,e1 = x̂1− x1, e2 = x̂2− x2, φ1(·) y φ2(·) están

dadas como en (3.5,3.6), conq = 1. El error dinámico entre las ecuaciones (3.64) y (3.65)

está dado por la siguientes ecuaciones

ė1 =−k1|u|φ1(e1)+ue2 (3.66a)

ė2 =−k2φ2(e1)u− ẋ2(t) (3.66b)
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Figura 3.5: α2(t, x) y su cota superior.

donde las variables son a las mencionadas arriba. Para las simulacionesu= sin(t), k1 = 2 y

k2 = 2.63, la perturbación es analizada en la siguiente ecuación

ρ2(t,e) = −ẋ2(t) = α2|b(t, x,y)|φ2(e1) (3.67)

dondeα2(t, x) = −2u−2u̇sin(u)+uu̇cos(u)
|u|sign(e1) . El propósito de la gananciak2 es compensar la pertur-

baciónα2(t, x). En la parte superior de la figura 3.5 (y acercamiento parte inferior), se puede

notar que el valor máximo deα2(t, x) es aproximadamente 2.63, asík2 ≥ 2.63. Con esta cota

se puede revisar la desigualdadk2|u|φ2(e1) ≥ ρ2(t,e) gráficamente en Fig. 3.6. Por último, la

convergencia del valor estimado al valor real de la función puede verse en la figura 3.7. Las

gananciask1 y k2 fueron elegidas de forma exacta porque en este ejemplo se conoce la cota

superior mínima de la perturbación, y dicha perturbación cumple la ecuación (3.10b) de la

suposición 3.1.
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3.4. Ejemplos en simulación. 53

0 2 4 6 8 10
−2

−1

0

1

2

3

4

Tiempo 

C
o
n
v
er

g
en

ci
a

 

 

θ Real
θ̂ No lineal

Figura 3.8: Convergencia del estimador no lineal con regresor con periodo de 10s

3.4.3. Número de cambios de signo

En la proposición 3.1 se afirma que no importa como se elijan las gananciask1 y k2,

siempre existe un númeroσ y su correspondiente cota superior tal que la desigualdad (3.37)

se mantiene. En (3.37) se puede notar que entre más grande esp1, más grande es la cota

superior deσ (ver la prueba de la proposición 3.1), yγ2 es más pequeña (cf. ecuaciones

(3.31) y (3.48)), lo cual reduce la velocidad de convergencia. El siguiente ejemplo muestra

que cuando el numero de cambios de signo incrementa, el tiempo de convergencia también

incrementa. Consider el sistema

ẋ1 = −2x1+ux2(t) , (3.68)

dondex1 se mide,x2(t)= sin(t) es una señal desconocida, yu es un pulso cuya amplitud varía

entre−1 y 1, tiene un ciclo de trabajo del 50%. Un estimador para el sistema (3.68) es

˙̂x1 =−k1|u|φ1(e1)−2x1+ux̂2 (3.69)

˙̂x2 =−k2uφ2(e1) (3.70)

conφ1(·) y φ2(·) como en (3.5), (3.6). El periodo de la señalu en el sistema (3.68), se varía

para apreciar como la velocidad de convergencia decrece, debido al incremento del cambio

de signo (ver figuras 3.8, 3.9). Al comparar las figuras 3.8 y 3.9, se puede notar que entre

mayor es la frecuencia, el tiempo de convergencia es más grande.
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Figura 3.9: Convergencia del estimador no lineal con regresor con periodo de 0.01s

El estimador presentado en este capítulo es capaz de estimar un parámetro variante en el

tiempo. Dicha propiedad se logró gracias a los términos no lineales parecidos al ST y al AG-

SO. Estos términos hacen que el algoritmo propuesto sea robusto ante ciertas perturbaciones,

que en este caso se generan en el algoritmo debido a las variaciones temporales del parámetro

a estimar. Se analizaron las perturbaciones analíticamente, y se presentaron algunas simula-

ciones que mostraron como sólo es posible estimar el parámetro cuando el regresor (en este

caso la funciónb(t)) es diferente de cero. El nuevo algoritmo agrega una ventaja a las téc-

nicas recursivas; la estimación de parámetros variantes no lentos. El nuevo sistema también

se puede considerar como una generalización de varios observadores de segundo orden pre-

sentes en la literatura, como el de Alta Ganancia, Super-Twisting, Diferenciador Uniforme y

el Super-Twisting Generalizado.



Capítulo 4

Estimador de múltiples parámetros

constantes en tiempo finito

4.1. Tipo de sistema en estudio y estimador

En esta sección se presenta un algoritmo recursivo para la estimación de parámetros cons-

tantes convergente en tiempo finito. El nuevo algoritmo se basa en el un algoritmo de esti-

mación clásico (Morgan y Narendra, 1977a; Narendra y Annaswamy, 1989; Sastry y Bodson,

1989; Marino y Tomei, 1995; Ioannou y Sun, 1996) y en los términos de bajo orden tomados

del Algoritmo Genérico de Segundo Orden (AGSO) (Moreno, 2009, 2011).

Como se mencionó al inicio del trabajo, en los años setenta se presentan dos trabajos

(Morgan y Narendra, 1977a,b) que describen el comportamiento de las trayectorias solución

de un Sistema Lineal Variante en el Tiempo (SLVT) que aparecen constantemente en el con-

trol adaptable clásico. En particular el siguiente sistema lineal, no autónomo con coeficientes

variantes en el tiempo (Morgan y Narendra, 1977a)

ẋ1 = A(t) x1+B(t) x2

ẋ2 = C(t) x1 ,
(4.1)

dondex1 ∈ Rc1, y x2 ∈ Rc2, son las variables de estado,A(t), B(t) y C(t) son matrices de

funciones acotadas y continuas a tramos. Normalmente cuando (4.1) se aplica a la estimación

paramétrica,x1 representa la dinámica de error entre el estado estimado y el estado conocido

y x2 representa el error en entre los parámetros constantes estimados y los y los conocidos.

Los objetivos perseguidos en este capítulo son utilizar el sistema (4.1) en la estimación de

multiples parámetros constantes y darle una mayor velocidad de convergencia, al otorgarle la

propiedad de tiempo finito, por medio de términos no lineales de bajo orden presentes en le

AGSO introducido en Moreno (2011), y restringiendoc1 = 1 para el espacio de la variable

de estadox1. Dicho algoritmo es una extensión del Algoritmo Super-Twisting Generaliza-

55
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do (ASTG) (Moreno, 2009, 2011), y el Algoritmo Super-Twisting (AST), un algoritmo por

modos deslizantes de segundo orden propuesto originalmente por Levant (1993). Como se

mencionó, las propiedades de convergencia y robustez del AST son notables, puesto que

converge en tiempo finito y es insensible a perturbaciones no desvanecientes.

La principal aportación que presenta este apartado es la prueba de convergencia de un

algoritmo que puede ser usado como estimador paramétrico. La prueba se logra con técnicas

clásicas mostradas por Narendra y Annaswamy (1989) y argumentos como los presentados

por Moreno y Osorio (2012). La idea principal es mostrar que el algoritmo lineal puede adop-

tar las propiedades de convergencia del AGSO con sólo añadir algunos términos no lineales.

Es importante mencionar que para algunos algoritmos se puede concluir convergencia de las

trayectorias solución usando técnicas de homogeneidad Levant (2005, 2007); Orlov (2005,

2009); Baccioti y Rosier (2001b), pero en este caso el algoritmo estudiado no es homogéneo,

debido a la dependencia directa del tiempo. La estimación en tiempo finito fue lograda por

el algoritmo por mínimos cuadrados presentado por Adetola y Guay (2008) y Hartman et~al.

(2010), pero el punto de vista presentado aquí puede ser visto como una extensión no lineal

de un algoritmo clásico, donde la inyección no lineal mejora la convergencia haciéndola en

tiempo finito.

Considere el siguiente sistema, el cual es una combinación de los términos de bajo orden

del AGSO (Moreno, 2011), y el algoritmo lineal clásico analizado en Morgan y Narendra

(1977a); Narendra y Annaswamy (1989),

ẋ1(t) = −k1|x1|psign(x1)+BT(t)x2(t) (4.2a)

ẋ2(t) = −k2p|x1|2p−1sign(x1)B(t) (4.2b)

dondex1 ∈ R, x2 ∈Rn1 son las variables de estado;k1, k2 son ganancias positivas a diseñar;
1
2 ≤ p≤ 1 es un número real, yB(t) es una matriz de funciones acotadas y continuas a tramos

den1×n2. Note que el sistema (4.2) es continuos, excepto cuandop= 1
2. En este trabajo se

restringe1
2 < p < 1 para el análisis, porque cuandop = 1

2, las condiciones de convergencia

son diferentes, ya que el lado derecho de (4.2b) es discontinuo. Además sip= 1
2 andB(t) = 1

se recupera el AST. Por otra parte sip= 1, tenemos el algoritmo clásico lineal comúnmente

usado como estimador en la literatura (Morgan y Narendra, 1977a; Narendra y Annaswamy,

1989). Las técnicas de homogeneidad para establecer la existencia de una función de Lya-

punov no pueden ser usadas, (Baccioti y Rosier, 2001b; Levant, 2005; Orlov, 2005; Levant,

2007; Orlov, 2009), a causa del vector funciónBT(t).

El resultado principal de este capítulo es la siguiente afirmación acerca del sistema (4.2)

Teorema 4.1.Considere el sistema (4.2) con1
2 < p< 1, n1 = 1, n2 ≥ 1; k1, k2 > 0, y que B(t)
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sea un vector de funciones acotadas y continuas a tramos,

1. Entonces la trayectoria solución x1 del sistema (4.2) tiende a cero cuando t tiende a

infinito.

2. Si hay constantes positivas T0, ǫ0 y δ0 , y una t2 ∈ [t, t+T0] tal que un vector unitario

w ∈ Rn

1
T0

∣∣∣∣∣∣

∫ t2+δ0

t2
B(τ)wdτ

∣∣∣∣∣∣ ≥ ǫ0, (4.3)

entonces cada trayectoria de (4.2) converge al origen x= 0 en tiempo finito. �

4.2. Estabilidad y Análisis de Convergencia

En esta sección, siguiendo las ideas exhibidas en Narendra y Annaswamy (1989), se

presenta la prueba del Teorema 4.1, en tres partes; la primera parte trata sobre la estabilidad

del punto de equilibrio del sistema (4.2) y la convergencia asintótica de la trayectoriax1(t) a

cero; la segunda parte es acerca del comportamiento de la trayectoriax1(t), la cual es usada

como una herramienta en la tercera parte; en la última parte se prueba que las trayectorias

solución del sistema (4.2) convergen a cero en tiempo finito.

Para comenzar, note que el sistema (4.2) es continuo, pero no es Lipschitz enx1 = 0,

entonces no tiene soluciones clásicas, de tal forma que las soluciones de (4.2) son trayectorias

en el sentido de Filippov.

4.2.1. Convergencia asintótica dex1(t)

Para establecer que el punto equilibrio del sistema (4.2) es estable, se propone la siguiente

candidata a función de Lyapunov,

V(x) =LTL = |x1|2p+
2
k2

xT
2 x2 (4.4)

conLT =
[
L1 L2

]T
=

[
|x1|psign(x1) 1√

k2
x2

]
, y la derivada en el tiempo,
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V̇(x) =2p|x1|2p−1sign(x1)ẋ1+
1
k2

ẋT
2 x2 (4.5a)

=2p|x1|2p−1sign(x1)(−|x1|psign(x1)+B(t)x2)+

+
2
k2

x2

(
−k2p|x1|2p−1sign(x1)BT(t)

)T
x2

=−2pk1|x1|3p−1+2p|x1|2p−1sign(x1)B(t)x2+

−2p|x1|2p−1sign(x1)B(t)x2

=−2pk1|x1|3p−1 (4.5b)

Debido a quėV(x) ≤ 0, el punto de equilibrio del sistema (4.2) es global y uniformemente

estable.

Se demostrará quex1→ 0 comot→∞, usando el siguiente lema tomado de Ioannou y

Sun (1996) (caso especial del Teorema de Barbalat donde se pide queḟ sea uniformemente

continua, también véase Slotine y Li (1991)).

Lema 4.1. Si f , ḟ ∈ L∞ y f ∈ Lp para algún p∈ [1,∞), entonces f(t)→ 0 como t→∞. �

Inicialmente, note que las ecuaciones (4.4) y (4.5b) implican queV(x) es acotada y por

lo tanto x1 y x2 son acotadas, consecuentementex1 ∈ L∞. Considerando quex1 y x2 son

acotadas, es claro de la ecuación (4.2a), que ˙x1 es acotada, entonces ˙x1 ∈ L∞. Considerando

quex1 y x2 son acotadas, es claro de la ecuación (4.2a), que ˙x1 son acotadas, entonces ˙x1 ∈
L∞. Finalmente, se puede deducir de (4.5b) quex1 ∈ L2. De lo previo se infiere cuando se

toma en cuenta que la derivada de la función de Lyapunov (4.5b) puede ser reescrita como

V̇(x) = −2pk1
1

|x1|−3p+3 |x1|2; considerando que−3p+3 ≥ 0 si p≤ 1; y − 1
|x1|−3p+3 ≤ − 1

V
−3p+3

2p (x0)
,

dondex0 es el vector de estado valuado en el tiempot0.

Todas la condiciones del Lema 4.1 son satisfechas, aun másx1→ 0 comot→∞.

Observación 4.1.Debido a que x1(t)→ 0 cuando t→∞, entonces existe un tiempo Tx tal

que

|x1| ≤ |x1|p ≤ |x1|2p−1. (4.6)

La última desigualdad es válida para2p−1≤ p, (p≤ 1), en una región cerca de x1 = 0. Lo

anterior es claro cuanto la primera parte de la ecuación es analizada,
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|x1| ≤ |x1|p

|x1|
|x1|p

= |x1|1−p ≤ 1. (4.7)

debido a que ambos lados son positivos,
(
|x1|1−p

) 1
1−p ≤ 1

1
1−p

|x1| ≤ 1 (4.8)

La desigualdad es válida para pequeños valores, específicamente|x1| ≤ 1. Lo mismo puede

ser hecho para la segunda parte de la desigualdad

|x1|p ≤ |x1|2p−1

|x1|p
|x1|2p−1

= |x1|1−p ≤ 1.

la cual es igual a la desigualdad (4.7). Con p= 1 la desigualdad (4.6) es trivial. △

4.2.2. Análisis de la trayectoriax1(t)

En este apartado se analiza el comportamiento de la trayectoriax1(t). Primero se notará

que la desigualdad|x1| ≤ |x1|p ≤ |x1|2p−1 (con p ≤ 1) siempre se cumple parat > Tx (ver

secciones previas), dado quex1→ 0 cuandot→∞. Por otro lado, de la ecuación (4.2a) se

tiene que six1 = 0 y BT(t)x2(t) = 0, entoncesx1 permanece en cero hasta queBT(t)x2(t) ,

0. Entonces primero se demostrará quex1 , 0 periódicamente, aun más, será probado que

cuandoBT(t) cumple la condición de excitación persistente (4.3),x1 adquiere grandes valores

en un instante de tiempo, dentro del intervalo [t, t+T0]. Así, aunquex1 permanece en cero por

algún tiempo, la acción de la excitación persistente previene que la trayectoria permanezca

ahí para todo tiempo futuro.

La prueba es hecha por contradicción, primero se asume que la hipótesis|x1|2p−1 <

c‖L(x, t)‖ =
√
|x1|2p+ 1

k2
xT

2 x2 es verdadera,∀t ≥ Tx y c∈ (0,1), entonces usando algunas des-

igualdades se deduce que existe un instante de tiempot2 ∈ [t0, t0+T0] y un número positivo

δ0, tal que|x1(t2+δ0)|2p−1 > c‖L(x, t2+δ0)‖. En consecuencia, con la última desigualdad y de

acuerdo con la expresión|x1| ≤ |x1|p≤ |x1|2p−1, se puede escribir|x1(t2+δ0)|> c‖L(x, t2+δ0)‖,
lo cual dice que en un instante de tiempot2+δ0, |x1| es más grande que alguna fracción de la

magnitud del vector‖L(x, t)‖, de tal forma que la magnitud sólo puede ser cero en el origen,

en consecuencia mientrasx2 , 0, |x1| no puede ser cero durante el intervalo [t0, t0+T0]. Lo

anterior puede ser hecho para cada intervalo [t, t+T0], ∀t > Tx, en presencia de la condición
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de excitación persistente (4.3) cuando no hay excitación persistentex1→ 0 ast→∞, y x2

permanece acotada.

Ahora, considere la condición de excitación persistente,

∥∥∥∥∥∥
1
T0

∫ t2+δ0

t2
B(τ)wdτ

∥∥∥∥∥∥ ≥ ǫ0, o (4.9)
∥∥∥∥∥∥

∫ t2+δ0

t2
B(τ)wdτ

∥∥∥∥∥∥ ≥ ǫ0T0 (4.10)

conw= x2(t)
‖x2(t)‖ . Otra desigualdad es

∥∥∥∥∥∥

∫ t2+δ0

t2
B(τ)(w‖x2(τ)‖− x2(τ))dτ

∥∥∥∥∥∥ ≤Bmax

∫ t2+δ0

t2
‖x2(t2)− x2(τ)‖dτ

≤Bmaxδ0 sup
τ∈[t2,t2+δ0]

‖x2(t2)− x2(τ)‖

≤Bmaxδ0

∫ t2+δ0

t2
‖ẋ2(τ)‖dτ

=Bmaxδ0

∫ t2+δ0

t2

(
−k2p|x1(τ)|2p−1sign(x1(τ))BT(τ)

)
dτ

∥∥∥∥∥∥

∫ t2+δ0

t2
B(τ)(w‖x2(τ)‖− x2(τ))dτ

∥∥∥∥∥∥ ≤B2
maxδ

2
0k2 sup
τ∈[t2,t2+δ0]

|x1(τ)|2p−1 (4.11)

Reescribiendo la desigualdad anterior

‖x2(t2)‖
∥∥∥∥∥∥

∫ t2+δ0

t2
B(τ)wdτ

∥∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥∥

∫ t2+δ0

t2
B(τ)x2(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥ ≤

≤B2
maxδ

2
0k2 sup
τ∈[t2,t2+δ0]

|x1(τ)|2p−1

y reordenando,

∥∥∥∥∥∥

∫ t2+δ0

t2
B(τ)x2(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥ ≥‖x2(t2)‖
∥∥∥∥∥∥

∫ t2+δ0

t2
B(τ)wdτ

∥∥∥∥∥∥+

−B2
maxδ

2
0k2 sup
τ∈[t2,t2+δ0]

|x1|2p−1 (4.12)

Por otro lado, tomando la ecuación (4.2a) e integrando sobre el intervalo [t2, t2+δ0],
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ẋ1(t) = −k1|x1(t)|psign(x1)+B(t)x2(t)
∫ t2+δ0

t2
ẋ1(τ)dτ =

∫ t2+δ0

t2

(−k1|x1(τ)|psign(x1(τ))+B(τ)x2(τ)
)
dτ

x1(t2+δ0) =
∫ t2+δ0

t2

(−k1|x1(τ)|psign(x1(τ))+B(τ)x2(τ)
)
dτ+ x1(t2)

|x1(t2+δ0)| =
∥∥∥∥∥∥

∫ t2+δ0

t2

(−k1|x1(τ)|psign(x1(τ))+B(τ)x2(τ)
)
dτ+ x1(t2)

∥∥∥∥∥∥

≥
∥∥∥∥∥∥

∫ t2+δ0

t2
B(τ)x2(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥∥x1(t2)+

∫ t2+δ0

t2
−k1|x1(τ)|psign(x1(τ))dτ

∥∥∥∥∥∥ (4.13)

Usando las desigualdades (4.12) y‖a+ b‖ ≤ ‖a‖ + ‖b‖ o equivalentemente−‖a+ b‖ ≥
−‖a‖−‖b‖, tenemos

‖x1(t2+δ0)‖ ≥‖x2(t2)‖
∥∥∥∥∥∥

∫ t2+δ0

t2
B(τ)wdτ

∥∥∥∥∥∥−B2
maxδ

2
0k2 sup
τ∈[t2,t2+δ0]

|x1(τ)|2p−1+

−
∥∥∥∥∥∥

∫ t2+δ0

t2
−k1|x1(τ)|psign(x1(τ))dτ

∥∥∥∥∥∥−‖x1(t2)‖

Usando la desigualdad (4.10)

≥ǫ0T0|x2(t2)| −B2
maxδ

2
0k2 sup
τ∈[t2,t2+δ0]

|x1(τ)|2p−1+

−k1δ0 sup
τ∈[t2,t2+δ0]

|x1(τ)|p− |x1(t2)| (4.14)

Usando la función de Lyapunov (4.4) y sabiendo quex1 asume grandes valores en algunos

instantes de tiempo, puede ser demostrado queV(x) decrece periódicamente cada intervalo

de tiempo [t, t+T0], y alcanza el cero en tiempo finito. Se sabe por el análisis de estabilidad

y por la hipótesis inicial que

|x1(t)| ≤ |x1(t)|p ≤ |x1|2p−1 < c‖L(x(t))‖ entonces

sup
τ∈[t2,t2+δ0]

|x1(τ)| ≤ sup
τ∈[t2,t2+δ0]

|x1(τ)|p ≤ sup
τ∈[t2,t2+δ0]

|x1|2p−1 < c sup
τ∈[t2,t2+δ0]

‖L(x(τ))‖,

y porque‖L(x(t))‖ es decreciente, se puede escribir

c sup
τ∈[t2,t2+δ0]

‖L(x(τ))‖ ≤ c‖L(x(t2))‖

(4.15)

También,
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‖L(x(t))‖2 =|x1(t)|2p+
1
k2
‖x2‖2

‖x2(t)‖2 =k2‖L(x(t))‖2−k2|x1(t)|2p

with the hypothesis|x1(t)|p < c‖L(x(t))‖
‖x2(t)‖2 >k2‖L(x(t))‖2−k2c2‖L(x(t))‖2

|x2(t)| >
√

k2−k2c2‖L(x(t))‖

Entonces, se puede escribir la desigualdad (4.14) como,

|x1(t2+δ0)| ≥ǫ0T0|x2(t2)| −B2
maxδ

2
0k2c‖L(x(t2))‖+

−k1δ0c‖L(x(t2))‖−c‖L(x(t2))‖

|x1(t2+δ0)| ≥
[
ǫ0T0

√
k2−k2c2+

−c
(
B2

maxδ
2
0k2+k1δ0+1

)]
‖L(x(t2))‖ (4.16)

c2 puede ser elegido tal que el coeficiente del lado derecho es positivo, y usando el hecho

‖L(x(t2+ δ0))‖ ≤ ‖L(x(t2))‖ (debido a la función de Lyapunov (4.4) es decreciente). Con

c2 =
k2T2

0ǫ
2
0

k2T2
0ǫ

2
0+(1+b)2

y b= B2
maxδ

2
0k2+k1δ0+1, se puede escribir (4.16),

‖x1(t2+δ0)‖ ≥ c‖L(x(t2+δ0))‖ (4.17)

Ya que|x1(t)|2p−1 ≥ |x1(t)|p ≥ |x1(t)| ∀t ≥ Tx, se puede escribir,

|x1(t2+δ0)|p ≥ c‖L(x(t2+δ0))‖ (4.18)

lo cual contradice la hipótesis inicial, y en consecuencia existe un instante de tiempo

t2+δ0, cada intervalo de tiempo [t, t+T0], dondex1 es grande.

4.2.3. Análisis de Convergencia en Tiempo Finito

Ahora utilizando la derivada en el tiempo de la función de Lyapunov (4.5b) y el resultado

de la sección anterior, se mostrará queV(x, t) decrece cada intervalot ∈ [t, t+T0]. Considere

la derivada

V̇(x, t) = −2pk1|x1|3p−1
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Integrando sobre el intervalo [t1, t1+T] ∈ [t0, t0+T0], se tiene,

V(t1+T)−V(t1) ≤ −2pk1

∫ t1+T

t1
|x1(τ)|3p−1dτ

= −2pk1

∫ t1+T

t1

1

|x1(τ)|1−p
|x1(τ)|2p

Usando el hecho− 1
|x1|1−p ≤ − 1

V
1−p
2p (t1)

, se puede escribir,

V(t1+T)−V(t1) ≤ −2pk1
1

V
1−p
2p (t1)

∫ t1+T

t1
|x1(τ)|2pdτ (4.19)

Ahora, integrando la ecuación (4.2a) sobre el intervalo [t1, t],

x1(t)− x1(t1) =
∫ t

t1
−k1|x1(τ)|psign(x1)dτ+

∫ t

t1
B(τ)x2(τ)dτ

|x1(t)| ≥ |x1(t1)| −
∥∥∥∥∥
∫ t

t1
k1|x1(τ)|psign(x1)dτ+

+

∫ t

t1
B(τ)x2(τ)dτ

∥∥∥∥∥

≥|x1(t1)| − (t− t1)k1 sup
τ∈[t1,t]

‖L(x(τ))‖+

− (t− t1)Bmax sup
τ∈[t1,t]

‖L(x(τ))‖

si el intervalo es restringido a [t1, t1+T], se tiene (t− t1)≤T y porque‖L(x(t))‖ es decreciente,

se cumple‖L(x(t))‖ ≤ ‖L(x(t1))‖ para todot ∈ [t1, t1+T], entonces

|x1| ≥|x1(t1)| −Tk1‖L(x(t1))‖−T Bmax‖L(x(t1))‖ (4.20)

para todot ∈ [t1, t1+T]

Usando la desigualdad|x1| ≤ |x1|p y (4.20),
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|x1|p ≥ |x1(t1)| −Td‖Lx(t1)‖,
with d= k1+Bmax, t1 = t2+δ0

|x1|p ≥ c‖Lx(t1)‖−Td‖Lx(t1)‖

= (c−Td)V
1
2 (t1), is positive ifT ≤ c

d

Entonces se puede escribir

|x1|2p ≥ (c−Td)2V(t1) (4.21)

Ahora substituyendo (4.21) en (4.19),

V(t1+T)−V(t1) ≤−2pk1
1

V
1−p
2p (t1)

∫ t1+T

t1
(c−Td)2V(t1)dτ

=−2pk1
1

V
1−p
2p (t1)

T(c−Td)2V(t1)

=−2pk1T(c−Td)2V
3p−1

2p (t1) (4.22)

Así T < c
d, y de [t1, t1+T] ⊂ [t0, t0+T0] se sigue queT < t0+T0− t1. De lo anterior, se

puede escribir (4.22), paraT =min(c/d, t0+T0− t1) y γ = 2pk1T(c−Td)2, como sigue,

V(t1+T) ≤ V(t1)−γV
3p−1

2p (t1). (4.23)

Considerando la desigualdad (4.23), y queV(t) es decreciente y una función positiva

definida, entonces se puede escribir,

V(t0+T0) ≤ V(t1+T) ≤ V(t1)−γV
3p−1

2p (t1) < V(t0), (4.24)

es evidente que para el intervalo [t, t+T0], la funciónV(t) es cada vez más pequeña.

Arreglando la ecuación (4.23),

V(t0+T0) ≤ V(t1)

1−γ
1

V
1−p
2p (t1)



notando queV(t1) ≤ V(t0)⇒− 1

V
1−p
2p (t1)

≤ − 1

V
1−p
2p (t0)
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V(t0+T0) ≤ V(t0)

1−γ 1

V
1−p
2p (t0)



V(t0+T0) ≤ V(t0)−γV
3p−1

2p (t0)

Ahora, se puede demostrar que la función de LyapunovV(t) converge a cero en tiempo

finito. Primero note queV(t) decrece cada intervalo [t0, t0+T0] (ver Fig. 4.1), entonces puede

ser escritot0+ nT0 indicando el principio de cada intervalo de decrecimiento, conn ∈ N.

Tomando en cuenta la expresión (4.25), se puede generar una desigualdad diferencial,

V(t+nh) ≤ V(t)−γVq(t), (4.25)

conq= 3p−1
2p , t ∈R, y h= T0.

Figura 4.1: Decremento de la funciónV(t).

Ahora, vamos a establecer, gráficamente, algunos hechos acerca del lado derecho de la

desigualdad (4.25). Definiendo dos ejes rectangulares,V(t) horizontalmente yV(t+nh) ver-

ticalmente (ver Fig. 4.2). La línea punteada representaV(t+nh) = V(t). Ahora, se analiza el

lado derecho de (4.25) como una función deV, ϕ(V) = V− γV
3p−1

2p y omitiendo por un ins-

tante que 0< V− γV
3p−1

2p . Permita queV sea pequeña, por otro lado obteniendo la derivada

deϕ(V) con respecto aV, ϕ′(V) = 1− γ
(

3p−1
2p

)
V

p−1
2p , así la ecuaciónϕ(V) tiene un mínimo

o un máximo en un valor̃V, que satisfacẽV
1−p
2p = γ

(
3p−1

2p

)
. Obteniendo la segunda deriva-

da ϕ′′(V) = −γ
(

3p2−4p+1
4p

)
V−

p+1
2p , el término 3p2−4p+1

4p es negativo para12 < p < 1 y V(t) es

siempre positivo, así el puntõV es un mínimo. Por otro lado, cuandoV es grande, el térmi-

no dominante esV, entoncesϕ(·) es positivo. Deϕ(V), se sabe que existe un valorV que

satisfaceV
1−p
2p = γ, entoncesV es valor dondeϕ(V) = 0. También es importante notar que

V(t) > ϕ(V(t)) donde sea, excepto cuandoV(t) = 0. Usando esta información se puede cons-
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truir la gráficaϕ(V(t)) como en la Fig. 4.2. Tomando en cuenta queϕ(V(t)) es más grande que

cero y decreciente, cuandoV(t) = V, V(t+h) = 0 y permanece ahí para todo tiempo futuro.

Figura 4.2: Función decrecienteV(t).

La desigualdad (4.25) también puede ser analizada de forma clásica (Levy y Lessman,

1961). SeaV(t0) = V(t+0h) = V(t) el valor inicial deV(t), entoncesϕ1 es el valor enV(t+

h). Se dibuja el segmentoϕ1V1 para intersecar la rectaV(t+ h) = V(t) en V1, trazando una

perpendicular con el ejeV(t) deV1 hasta encontrar la curvaϕ1 y los ejes enV(t+h). Trazando

una línea horizontal deϕ1 hasta encontrar la rectaV(t + h) = V(t) en V2, una vez más se

genera una perpendicular desde el ejeV(t) hasta encontrar la curvaϕ2 y el ejeV(t+2h), y así

sucesivamente. Siguiendo este procedimiento hay un intervalo [V(t+ (n̄−1)h),V(t+ n̄h)] tal

que la línea perpendicular con el ejeV(t) lo cruza, lo cual significa que durante ese intervalo

la curvaV(t) alcanza el cero. Por lo tanto la funciónV(t) alcanza el cero en tiempo finito,

consecuentemente el estadox alcanza el origen en tiempo finito.

4.3. Aplicación al problema de Identificación Paramétrica

Varios problemas en control adaptable pueden ser convertidos a uno de la forma clási-

ca presentado por Narendra y Annaswamy (1989). Se considerará dentro de este trabajo la

formulación del problema de identificación paramétrica. Considere el sistema descrito por la

siguiente ecuación diferencial,

ẏ= BT (t)θ (4.26)

dondey es una señal medible,BT (t) es un vector conocido de funciones acotadas y continuas

a tramos, yθ es un vector desconocido de parámetros constantes a ser definidos. El trabajo

desarrollado durante este capítulo se restringirá al caso dondey es una variable escalar. El
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objetivo es estimarθ en tiempo finito sabiendo quey(t) y BT (t) son conocidos, yBT (t)

cumple con la condición de EP (4.3). Debido a la estructura de (4.2) se tiene un estimador

parametrico en tiempo finito con la siguiente estructura

˙̂y= −k1|ey|psign(ey)+BT (t) θ̂
˙̂θ = −k2|ey|2p−1pB(t)

(4.27)

dondeey = ŷ−y es una estimación del error de salida.k1 > 0 y k2 > 0 son escalares positivos

constantes a ser diseñados yθ̂ es el vector paramétrico estimado. Definiendo el error de

estimación comoeθ = θ̂− θ, la dinámica de error puede ser escrita como

ėy = −k1|ey|p+BT (t)eθ (4.28)

ėθ = −k2p|ey|2p−1B(t) , (4.29)

lo anterior tiene la misma estructura que (4.2). El teorema 4.1 implica que para cualesquiera

valores dek1 > 0 y k2 > 0, y si B(t) cumple la condición de EP, entonces ambosey y eθ
convergen a cero en tiempo finito.

4.4. Ejemplos de simulación

Como ilustración de la aplicación y el desarrollo del algoritmo propuesto en este capítulo,

se presentan dos ejemplos.

4.4.1. Estimación de parámetros en péndulo simple

Considere la dinámica del péndulo simple

ẋ1 = x2 (4.30)

ẋ2 = θ1x2+ θ2sin(x1)+ θ3u (4.31)

dondex1 es el ángulo con la línea vertical,x2 es la velocidad angular,θ1 = −k/m ≤ 0,

θ2 = −g/l < 0, θ3 = 1/ml2 > 0 son constantes. Asuma que ambos estados son medibles y

queθ =
[
θ1 , θ2 , θ3

]
es el vector de parámetros desconocidos. El estimador de parámetros

propuesto es
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Figura 4.3: Estimación del parámetroθ1 = −0.2 con el algoritmo lineal y el AGSO (no lineal).

˙̂x2 = −k1|ex2|psign(ex2)+BT (x,u) θ̂ (4.32)

˙̂θ = −k2|ex2|2p−1sign(ex2)B(x,u) (4.33)

whereex2= x̂2−x2 is the state error,B(x,u)=
[
x2 , sin(x1) , u

]
es el regresor,̂θ es el vector

de parámetros estimados.

Para la simulación los parámetros han sido elegidos comoθ1 = −0.2, θ2 = −10.9, θ3 =

1.12. El comportamiento del algoritmo (clásico) lineal conp= 1, k1 = 50,k2 = 100, es com-

parado con el comportamiento del AGSO (no lineal) (4.2), conp= 2
3, k1 = 50, k2 = 100. La

señal de entrada ha sido seleccionada comou= 3sin(t)+3sin(10t), que asegura la condición

de excitación persistente.

La Fig. 4.3 muestra la convergencia de ambos algoritmos al parámetro realθ1 = −0.2.

De forma similar, las figuras 4.4 y 4.5 muestran la convergencia de los parámetros a los

valores reales correspondientesθ2 y θ3. Es claro que los términos no lineales en el AGSO

incrementan la velocidad de convergencia, así los parámetros estimados alcanzan el valor

original en tiempo finito.

4.4.2. Estimación del estado y parámetros constantes

En el ejemplo anterior fue necesario medir ambos estados, la posición angularx1 y la ve-

locidad angularx2 del péndulo, para identificar los parámetros desconocidos. Sin embargo, en
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Figura 4.4: Estimación del parámetroθ2 = −10.9 con el algoritmo lineal y el AGSO (no lineal).
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Figura 4.5: Estimación del parámetroθ3 = 1.12 con el algoritmo lineal y el AGSO (no lineal).

muchos casos los estados no directamente medible. En esta caso se considerará la velocidad

como el estado no medibles, por lo tanto se deberá hacer uso de un observador para obtener

un valor estimado de la velocidad, y después el estimado de los parámetros del planta.

Moreno (2009) propone que el ASTG dado por
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Σ1 :


˙̂x1 = −k1φ1 (ex1)+ x̂2s

˙̂x2s= −k2φ2 (ex1)+BT (t,y,u, x̂2s) θ̂
(4.34)

con

φ1 (ex1) = µ1 |ex1|
1
2 sign(ex1)+µ2ex1 ,

φ2 (ex1) =
µ2

1

2
sign(ex1)+

3
2
µ1µ2 |ex1|

1
2 sign(ex1)+µ2

2ex1 ,

y µ1> 0 ,µ2≥ 0 con constantes no negativas arbitrarias, es posibles estimarx2 en tiempo finito

cuando sólo es mediblex1, y a pesar de la incertidumbre paramétrica del sistema. Usando el

valor estimado ˆx2s dex2 y el estimador de parámetros previamente diseñado se tiene,

Σ2 :


˙̂x2p = −k3|ex2|psign(ex2)+BT (t,y,u, x̂2s) θ̂
˙̂θ = −k4p|ex2|2p−1sign(ex2)B(t,y,u, x̂2s) ,

(4.35)

es posible estimar, en tiempo finito, la velocidad angularx2, y los parámetros del péndulo.

En (4.34-4.35)ex1 = x̂1− x1 , ex2 = x̂2p− x̂2s , BT (t,y,u, x̂2s) =
[
x̂2s , sin(x1) , u

]
es el

regresor con el valor estimado ˆx2s dex2.

Para la simulación se considera que la velocidad es estimada porΣ1 (4.34), conµ1 = 1,

µ2 = 1, k1 = 2, k2 = 5. Como estimador paramétricoΣ2 (4.35) se considera otra vez el esti-

mador no lineal conk3 = 50,k4 = 100. Las figuras 4.6, 4.7 y 4.8 muestran el comportamiento

de las trayectorias generadas por los algoritmos para los parámetrosθ1, θ2 andθ3, respec-

tivamente. Las figuras muestran que los parámetros son estimados en tiempo finito por el

algoritmo no lineal, y que se tiene un resultado similar al mostrado cuando ambos estados

son medidos.

En este capítulo se presentó un estimador capaz de estimar múltiples parámetros en tiem-

po finito. La convergencia en tiempo finito se logró gracias a las no linealidades parecidas al

AGSO. Debido a la estructura parecida de la dinámica de error no lineal, al algoritmo clási-

co (4.1), el nuevo algoritmo se puede usar en observadores y controladores clásicos (como

se presenta en el siguiente capítulo). También, a causa de esta estructura fue posible utilizar

en esencia el método clásico de convergencia, el cual se complemento algunas técnicas para

poder concluir convergencia de las trayectorias solución de la dinámica de error a cero en

tiempo finito.
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Figura 4.6: Estimación del parámetroθ1=−0.2 con el algoritmo lineal y el AGSO (no lineal), con sólo medición
de la posición.
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Figura 4.7: Estimación del parámetroθ2 = −10.9 con el algoritmo lineal y el AGSO (no lineal), con sólo
medición de la posición.



72 Capítulo 4. Estimador de múltiples parámetros constantes en tiempo finito

0 5 10 15 20 25 30
−2

−1

0

1

2

3

Tiempo (s)

A
m

p
li
tu

d
e

 

 

θ̂ No lineal

θ Real

Figura 4.8: Estimación del parámetroθ3= 1.12 con el algoritmo lineal y el AGSO (no lineal), con sólo medición
de la posición.



Capítulo 5

Aplicación al Control Adaptable por

Modelo de Referencia (CAMR)

En este capítulo se presenta una aplicación del algoritmo estimador de parámetros cons-

tantes. Con el objetivo de mejorar el tiempo de convergencia y darle cierta robustez al Control

Adaptable por Modelo de Referencia (CAMR) clásico, se añaden algunas no linealidades a

la ley de control, las cuales se recuperan del AGSO (Moreno, 2011; Moreno y Osorio, 2012).

En general se trata de obtener mejores propiedades de convergencia del algoritmo clásico por

medio de las técnicas presentadas en el capítulo 4.

Uno de los propósitos de desarrollar el estimador paramétrico presentado en el capítulo

anterior es heredar la propiedad de convergencia en tiempo finito a todos los algoritmos que

utilizan el algoritmo de estimación clásico (Narendra y Annaswamy, 1989; Sastry y Bodson,

1989; Ioannou y Sun, 1996). Al igual que en el capítulo anterior, se cambia el error del estado

conocido por algunas no linealidades tomadas del AGSO.

En el presente capítulo se muestra una aplicación del algoritmo estimador de múltiples

parámetros (capítulo 4) al problema de CAMR (sección 2.4), aunque no se presentan las

demostraciones de convergencia, por medio de simulaciones se muestra que al hacer la retro-

alimentación no lineal, el tiempo de convergencia a los valores deseados se ve disminuido en

comparación con el algoritmo clásico.

5.1. Simulación con Modelo de Referencia sin ceros

El controlador y la ley de adaptación para el CAMR, mostrado en la sección 2.4, se

modifican de la siguiente forma,

73
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up =θ
T (t)w−k1φ1 (e1)sign

(
ρ∗

)
(5.1a)

θ̇ (t) =−Γφ2 (e1)wsign
(
ρ∗

)
(5.1b)

dondee1 = yp−ym, y ρ∗ =
kp

km
(ver sección 2.4)

φ1 (e1) = |e1|psign(e1)

φ2 (e1) = |e1|2p−1sign(e1)
(5.2)

y p es una constante a elegir en el intervalo.

Si k1= 0, p= 1 yΓ = 1 se recupera el CAMR clásico (2.36-2.37). Los términos continuos,

no Lipschitz extras|e1|psign(e1) enφ1, y |e1|2p−1sign(e1) enφ2 son capaces de acelerar el

error de seguimientoe1 y el error en los parámetros̃θ, aunque hay una idea general para

demostrar la convergencia en tiempo finito no se ha podido desarrollar completamente. La

principal contribución de este capítulo es mostrar por medio de ejemplos y simulaciones que

esquema de CAMR dado por (5.1a-5.1b) cumple que:

1. Todas las señales de la planta en lazo cerrado están acotadas y el error de seguimiento

e1 converge a cero asintóticamente con el tiempo para cualquier entrada de referencia

r ∈ L∞.

2. Si r es suficientemente rica de orden 2n, ṙ ∈ L∞, entonces el error paramétrico|θ̃| =
|θ− θ∗| y el error de seguimientoe1 converge convergen más rápido que el algoritmo

lineal, posiblemente en tiempo finito.

También se muestra que el lazo de control es robusto contra perturbaciones aditivas en

el canal de control, i.e. perturbaciones acotadas que entran en el canal del control, causan un

error de control acotado.

Para comparar los controladores con términos lineales y con los términos no lineales pro-

puestos en esta investigación, considere la planta de segundo orden (ya usada como ejemplo

en Narendra y Annaswamy (1989))

yp =
kp(s+b0)

s2+a1s+a0
up . (5.3)

Los valores para las constantes desconocidas usadas en la simulación sonkp = 1, b0 = 1,

a1 = −3 y a0 = 1, y el signo dekp > 0 es conocido. El modelo de referencia está dado por

ym=
1

s+1
r . (5.4)
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Un controlador nominal que logra el objetivo dado por Narendra y Annaswamy (1989);

Ioannou y Sun (1996)

ẇ1 = −2w1+up, w1(0)= 0

ẇ2 = −2w2+yp, w2(0)= 0

up = θ1w1+ θ2w2+ θ3yp+c0r ,

(5.5)

dondeθ =
[
θ1 θ2 θ3 c0

]T
, w =

[
w1 w2 yp r

]T
, y los valores nominales de los pa-

rámetros sonθ∗ =
[
θ∗1 θ

∗
2 θ

∗
3 c∗0

]T
=

[
0, 6, −5, 1

]T
. Se presentarán tres casos en sim-

ulación.

5.1.1. Condiciones de excitación persistente, sin perturbaciones

Para las simulaciones la señal de referenciar ha sido seleccionada comor = 5cos(t)+

10cos(5t), esta es suficientemente rico para el sistema, así que el regresorw es persistente-

mente excitante. El Control Adaptable por Modelo de Referencia clásico (lineal) está dado

por (2.36-2.38), dondeΓ se estableció como una matriz identidad de dimensión 4. El CAMR

(no lineal) está dado por (5.1a-5.2), donde las ganancias se han seleccionado comok1 = 10 y

k2 = 1. La figura 5.1 muestra la salida de referencia dada por el modeloym (línea continua) y

la salida de la plantayp (línea punteada) con el esquema de CAMR (clásico), mientras la figu-

ra 5.2 muestra las mismas figuras para el CAMR (no lineal) propuesto. La figura 5.3 muestra

el error de seguimientoe1 = yp−ym para los esquemas de CAMR clásico (arriba) y el prop-

uesto (abajo). La variable de control correspondienteup se muestra en la figura 5.4. De estas

figuras es claro que el controlador (no lineal) propuesto converge muchos más rápido que el

clásico. Más aun, el parámetro converge, como se muestra en la figura 5.5, es alcanzado en

tiempo finito y mucho más rápida que el algoritmo clásico.

5.1.2. Condición de excitación persistente, con perturbaciones

Se mostró en la prueba del Teorema, que el algoritmo de CAMR (no lineal) propuesto

(5.1a-5.2) es robusto contra perturbaciones aditivas en el control de entrada y en los pará-

metros, debida por ejemplo a variaciones lentas en los parámetros. Para ilustrar estas carac-

terísticas se ha hecho una simulación con una perturbaciónp(t) = 5sin(6t), entrando en el

canal de control de la planta. La figura 5.6 muestra el error de seguimientoe1 = yp−ym para

los esquemas de CAMR clásico (arriba) y el propuesto (abajo). Es claro que los términos

adicionales no lineales del algoritmo propuesto conducen a un error de seguimiento más pe-

queño. Más aun, la estimación paramétrica (mostrada en la figura 5.7) es más rápido para el

algoritmo propuesto que par el clásico. Es interesante notar que para el algoritmo no lineal la
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Figura 5.1: Salida del modelo de referenciaym (línea continua) y salida de la plantayp (línea punteada), con el
CAMR clásico, con señal de referenciar = 5cos(t)+10cos(5t).
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Figura 5.2: Salida del modeloym (línea continua) y salida de la plantayp (línea punteada), con el CAMR no
lineal y señal de referenciar = 5cos(t)+10cos(5t).
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Figura 5.3: Error de seguimientoe1 = yp−ym para el CAMR clásico (arriba) y el propuesto (abajo), con señal
de referenciar = 5cos(t)+10cos(5t).
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Figura 5.4: Control variableup para CAMR clásico (línea continua) y el CAMR no lineal propuesto (línea
punteada) con señal de referenciar = 5cos(t)+10cos(5t).
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Figura 5.5: Convergencia de la estimación paramétrica a los valores reales con señal de referenciar = 5sin(t)+
10sin(5t). A) θ∗1 = 0, B) θ∗2 = 6, C)θ∗3 = −5 and D)c∗0 = 1
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estimación paramétrica oscila alrededor del valor verdadero, mientras la estimación tiene un

sesgo.
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Figura 5.6: Error de seguimientoe1 = yp− ym para el CAMR clásico (arriba) y el no lineal (abajo), con señal
de referenciar = 5cos(t)+10cos(5t), y perturbaciónp(t) = 5sin(6t).

5.1.3. Ausencia de condición de excitación persistente

Es bien sabido que las propiedades del CAMR son débiles cuando la condición de ex-

citación persistente no es satisfecha. Para una señal de referencia constanter (t) = 6, la figura

5.8 muestra que salida de referencia dada por el modeloym (línea continua) y la salida de

la plantayp (línea punteada) con el esquema de CAMR (clásico), mientras la Figura 5.19

muestra los mismos resultados para el CAMR (no lineal) propuesto. La variable de control

correspondienteup se muestra en la figura 5.10. Es notable que la convergencia del CAMR

no lineal propuesto es mucho más rápida también es este caso.
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Figura 5.7: Convergencia paramétrica a los valores reales con señal de referenciar = 5sin(t)+ 10sin(5t), y
perturbaciónp(t) = 5sin(6t). A) θ∗1 = 0, B) θ∗2 = 6, C)θ∗3 = −5 and D)c∗0 = 1.
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Figura 5.8: Salida del modeloym (linea continua) y salida de la plantayp (linea punteada) con el CAMR clásico,
y con señal de referenciar = 6.
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Figura 5.9: Salida del modeloym (linea continua) y salida de la plantayp (linea punteada) con el CAMR no
lineal, y señal de referenciar = 6.
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Figura 5.10: Variable de controlup para el CAMR (linea continua) y el nolineal (linea punteada) con señal de
referenciar = 6.

5.2. Simulación con Modelo de Referencia con ceros.

En este ejemplo se considera una modelo de referencia con ceros, pero se sigue conser-

vando el grado relativo 1. Considere la planta,

yp =
kp(s+b0)

s2+a1s+a0
up . (5.6)

Los valores constantes desconocidos usados en la simulación sonkp = 1, b0 = 1, a1 = −3 y

a0 = 1, y el signo dekp > 0 es conocido. El modelo de referencia está dado por

ym=
s+1

s2+5s+6
r . (5.7)

Un controlador nominal que alcanza el objetivo de seguimiento dado por (2.33a, 2.33b, 5.1a),

dondeF = −1, θ =
[
θ1 θ2 θ3 c0

]T
, w=

[
w1 w2 yp r

]T
, y los valores nominales de los

parámetros sonθ∗ =
[
θ∗1 θ

∗
2 θ

∗
3 c∗0

]T
=

[
−1, 4, −8, 1

]T
.

Al igual que en la sección anterior se presentan tres escenarios diferentes de simulación.

5.2.1. Condición de excitación persistente, sin perturbaciones

Para las simulaciones la señal de referenciar ha sido seleccionado comor = 5sin(0.5t)+

10cos(5t), tratando de hacer que sea suficientemente rica, de tal forma que el regresorw

cumpla con la condición de excitación persistente.
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El CAMR clásico (lineal) está dado por (2.36), dondeΓ ha sido establecido como la una

matriz identidad de dimensión 4. El CAMR propuesto (no lineal) está dado por (5.1a-5.2),

donde la ganancia ha sido establecida comok1 = 15, y p ha sido seleccionada arbitrariamente

como2
3. Fig. 5.11 muestra el error de seguimientoe1 = yp−ym para los esquemas de CAMR

clásico (arriba) y el propuesto (abajo). La correspondiente variable de controlup se muestra

en la Fig. 5.12. De estas figuras, es claro que el algoritmo propuesto en este trabajo (no lineal)

es más rápido que el clásico. Para la convergencia paramétrica, mostrada en la Fig. 5.13, se

tiene que el tiempo de convergencia es menor para el algoritmo no lineal en la mayoría de los

casos.
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Figura 5.11: Error de seguimientoe1 = yp− ym para el CAMR clásico (arriba) y el propuesto (abajo) con una
señal de referenciar = 5sin(0.5t)+10cos(5t).

Salida de la planta con ruido: La Fig. 5.14 muestra el error de seguimiento cuando una

señal de ruido de aproximadamente 5 % de la salida de la planta es sumado. Note que el

CAMR no lineal aun converge más rápido que el lineal, y el efecto de ruido una vez que se

establece la señal es similar en ambos sistemas.

5.2.2. Condición de excitación persistente, con perturbación

Con esta simulación se muestra que el nuevo algoritmo propuesto, puede agregar ciertas

propiedades de robustez a la técnica donde se incorpore. Para ilustrar está característica, se
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Figura 5.12:Variable de controlup para el CAMR clásico (linea continua) y el CAMR no lineal (linea punteada)
con señal de referenciar = 5sin(0.5t)+10cos(5t).

ha agregado una perturbaciónp(t) = 5sin(6t), que entra por el canal de entrada de la planta.

La Fig. 5.15 muestra el error de seguimientoe1 = yp−ym para el esquema de CAMR clásico

(arriba) y el propuesto (abajo). Es claro que los términos no lineales del algoritmo propuesto

llevan a un error de seguimiento más pequeño. Más la estimación paramétrica (mostrada en

la Fig. 5.16) es más rápida para el algoritmo no lineal que para el clásico. Es interesante

notar que el algoritmo no lineal la señal de estimación paramétrica se aproxima más al valor

nominal, mientras que la estimación lineal tiene una desviación más grande.

5.2.3. Ausencia de excitación persistente

Es bien sabido que las propiedades de CAMR son debiles cuando la condición de ex-

citación persistente no es satisfecha. Para una señal de referencia constanter (t) = 1, Fig.

5.17, se muestra la referencia de salida dada por el modeloym (linea continua) y la salida de

la plantayp (linea punteada) con el CAMR clásico, mientras en la Fig. 5.18 se muestran los

mismos resultados para el esquema no lineal propuesto. La variable de controlup se muestra

en la Fig. 5.19. Cabe hacer notar que la convergencia del algoritmo no lineal también es más

rápida en este caso.
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Figura 5.13: Convergencia parametrica a los valores reales con señal de referenciar = 5sin(0.5t)+10sin(5t).
A) θ∗1 = −1, B) θ∗2 = 4, C)θ∗3 = −8 and D)c∗0 = 1
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Figura 5.14: Error de seguimientoe1 = yp−ym para el CAMR clásico (arriba) y el propuesto (abajo), con una
amplitud máxima de ruido 0.25 sumada a la salida de la planta.

0 5 10 15 20 25
−2

−1

0

1

2

Tiempo

E
rr

or
de

se
gu

im
ie

nt
o

0 5 10 15 20 25
-2

-1

0

1

2

Tiempo

E
rr

or
de

se
gu

im
ie

nt
o

Figura 5.15: Error de seguimientoe1 = yp− ym para el esquema de CAMR clásico (arriba) y el propuesto
(abajo), con señal de referenciar = 5cos(t)+10cos(5t), con perturbaciónp(t) = 5sin(6t).
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Figura 5.16: Convergencia paramétrica a los valores reales con señal de referenciar = 5sin(t)+10sin(5t), y
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Figura 5.17: Salida del modeloym (linea continua) y salida de la plantayp (linea punteada) con el CAMR
clásico, y con señal de referencia constanter = 1.
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Figura 5.18: Salida del modeloym (linea continua) y salida de la plantayp (linea punteada) con el CAMR no
lineal, y señal de referenciar = 1.
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señal de referenciar = 1.



Capítulo 6

Conclusiones

Se diseñaron dos algoritmos con coeficientes variantes en el tiempo, cuyas trayectorias

solución son capaces de converger en tiempo finito a valores desconocidos de una sistema.

Estos algoritmos encuentran aplicación en el área de estimación paramétrica.

La convergencia en tiempo finito se logra al agregar no linealidades como las utilizadas

en el AGSO, a uno de los algoritmos de estimación paramétrica clásicos.

En primer lugar se logró desarrollar un algoritmo estimador de un parámetro variante

en el tiempo, el cual también se puede ver como una generalización de observadores para

sistemas de segundo orden. Una de las porpieades interesantes de este nuevo sistema es la

robustez, ésta es heredada de las no linealidades discontinuas del ST, y permite compensar

en ciertos casos las variaciones temporales del parámetro a estimar, haciendo que el nuevo

algoritmo converja exactamente y en tiempo finito al parámetro variante desconocido.

La propiedad de convergencia en tiempo finito se mostró a través de dos funciones de

Lyapunov, tomando la idea de sistemas híbridos, lo cual es un método novedoso para el

estudio de convergencia de sistemas discontinuos. Dicha demostración también enseña que la

discontinuidad robustece el algoritmo contra cierto tipo de perturbaciones, las cuales pueden

tomarse como variaciones temporales en el caso de estimación de parámetros.

El segundo algoritmo desarrollado es capaz de estimar múltiples parámetros constantes

en tiempo finito. El nuevo algoritmo se basó en un sistema clásico de estimación y las no

linealidades del AGSO. Para mostrar que las trayectorias del nuevo algoritmo convergen en

tiempo finito, y establecer las condiciones bajo las cuales lo hace, se retomó la teoría clásica

y se complemento con técnicas para el análisis de convergencia del AGSO. Por medio de

simulaciones se logró establecer que el nuevo algoritmo tiene una velocidad de convergencia

mayor a la de los algoritmo lineales clásicos. Se mostró que el algorimo se puede utilizar

en el problema de estimación de parámetros constantes, como se ha hecho con uno de los

sistemas de estimación clásicos. Siguiendo esta idea se aplicó el nuevo estimador al problema

de CAMR, haciendo más veloz la convergencia de la salida de la planta al sistema deseado,
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y proporcionando cierta robustez a la entrada de la planta.
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