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Resumen

Se selecciona una matriz en S Ly (Z) con dos autovalores reales distintos y se cons-
truye una 3-variedad que fibra sobre el circulo con toros ponchados. Se considera
la triangulacién de Farey del plano hiperbdlico y la geodésica hiperbdlica que une
los puntos fijos de la transformacion asociada a la matriz dada inicialmente; ésta
geodésica intersecta una familia biinfinita de tridngulos de Farey que engendran
una 3-variedad foliada por toros ponchados y es teselada por tetraedros ideales.

Palabras clave: Triangulacién de 3-variedades no compactas, Triangulacin de
Farey, espacio hiperbdlico.



Abstract

A matrix is selected in SLo(Z) with two distinct real eigenvalues and 3 -variety
that fiber over the circle with torus punctured built. Farey triangulation of the
hyperbolic plane and the hyperbolic geodesic joining the fixed points of the
transformation matrix associated with the given initially considered; this geode-
sic intersects a bi-infinite family of Farey triangles engender a 3 -variety foliated
by torus punctured and is tessellated ideal tetrahedra.

Keywords: triangulation Farey, Triangulation of non compact 3-manifolds, hy-
perbolic space.
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INTRODUCCION

Triangular una 3-variedad es hacer una descomposicion de la misma, de tal forma que ella
se vea como el pegado de tetraedros donde cada cara de un tetraedro se identifica de manera
Unica con la cara de otro tetraedro.

Elegida cualquier 3-variedad, contar con una triangulacion de la misma puede facilitar el es-
tudio de sus propiedades. Si la variedad seleccionada resulta ser no compacta, se aspira poder
encontrar una triangulacién por tetraedros ideales (tetraedros sin vértices), sin embargo no
es algo que se pueda hacer de manera trivial.

Este trabajo tiene como objetivo estudiar una triangulacién de una 3-variedad que fibra sobre
el circulo con toros ponchados (toros menos un punto). Esta triangulacién fue descubierta por
Floyd y Hatcher [1] , sin embargo para la elaboracién de esta tesina se toma como referencia
principal [2].

Considerar las siguientes dos interpretaciones del grupo SLy(7Z) aportard en gran manera a
la elaboracién de este trabajo. Primero, el hecho de que SLo(Z) actiie en R? preservando
a Z? permite considerar cada uno de sus elementos como difeomorfismo del toro ponchado
(R?* — Z?)/Z*. Finalmente, SLy(Z) se interpreta como un grupo que actia en el plano hi-
perbdlico H? preservando la triangulacién de Farey.

Este trabajo consta de dos secciones.

En la primera seccién, se considera una matriz en SLy(Z) con autovalores reales distintos.
La interseccion de la geodésica hiperbdlica que une los puntos fijos de la transformacion de
Mobius correspondiente y los tridngulos de Farey de H? determinan una factorizacién de la
matriz dada como producto de las matrices

(1) » (1)

Este es el Teorema 1 del trabajo. Creemos que la demostracion que se realiza es original.
De hecho, no fue posible encontrar una demostracion completa de este teorema en ninguna
referencia publicada, aunque es un resultado conocido. Esta seccién esta expresada en un
lenguaje hiperbdlico, para el cual una referencia estandar pueder ser [4].

En la segunda seccion, se considera nuevamente un elemento en SLs(Z) con dos autovalo-
res reales distintos. La descomposcion de éste dada por el Teorema 1 define una 3-variedad
triangulada por un nimero finito de tetraedros ideales. Se verificard que esta 3-variedad fibra
sobre el circulo con fibra el toro ponchado y que la monodromia de la fibracién es la matriz
dada inicialmente entendiéndola como un difeomorfismo del toro ponchado.



1. DESCOMPOSICION DE AUTOMORFISMOS DEL TORO PONCHADO

1.1. PSLy(Z) y el Plano Hiperbdlico. De aqui en adelante se consideraré el modelo del
espacio hiperbélico H? dado por el semi-plano superior.

Se identificard a PSLy(R) con el grupo de isometrias de H? que preservan la orientacién via
el isomorfismo ¥ definido por:

U: PSLyR) — Isom (H?)
dz +c
bz +a

)

A — Paiz—

a b
dondeA:(c d>'

. . . ., az+b
Normalmente se identifica una matriz en PSLy(Z) con la transformacion ¢4(z) =

cz+d
En este caso, por ser una manera inusual de identificar a PSLy(R) con el grupo de isometrias
de H? se verificard que efectivamente ¥ es un isomorfismo de grupos via el homomorfismo f
de grupos.

f: PSLy(R SLy(R)
a b
c d

entonces,

pa) = (g a0 ) (32 ) = ),

aias + bicy aq Qs

El homomorfismo f implica que V¥ es efectivamente un isomorfismo de grupos.

Para A € SLy(Z) con dos autovalores reales distintos, los dos puntos fijos de ¢4 son los
reales:
(d—a)++/(a+d)?—4 (d—a)—+/(a+d)?—4
s 29 = .
2b 2b
Dado que ¢/4(z1)¢’4(22) = 1, se deduce que dicha transformacién tiene un punto fijo atractor
y otro repulsor.

1 =

1.2. Triangulacion de Farey. Todo ntimero racional serd denotado de manera tinica por

0
g con (p,q) =1y q> 0. Se acuerda designar al cero como 1Y al infinito como o Cada vez

. . p ’ 7 e . 771
que se seleccionen dos racionales =, — en la frontera de H? se trazara la geodésica hiperbdlica

I wi1=

que los une siempre que |ps — qr| 1. Bajo estas indicaciones, se observa que los tnicos
racionales unidos con infinito son los niimeros enteros.
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Las aristas que se definen segiin esta condicion se conocen como aristas de Farey.

Pa

-1 =

P =
B =
B e

F1GURA 1. Teselacién de Farey

Proposicion 1. Las aristas de Farey determinan una triangulacion del semi-plano superior.

Demostracion. Para evidenciar este hecho se tendra en cuenta que la accién de PSLy(Z)
envia la recta real en ella misma y se procederd constatando lo siguiente:

» PSLy(Z) preserva las aristas de Farey.

Se eligen £, § dos elementos en la frontera de H? que estdn unidos por una arista de

d
Farey y A € PSLy(7Z) donde ¢4(z) = bzi € con a,b,c,d € 7, entonces:
z+a
r dr + cs P dp + cq
Pa <—> = pal=|= ;
S br + as q bp + aq

y
(dr +cs)(bp + aq) — (br + as)(dp + cq) = ps —rq = £1.

Las aristas de Farey no se intersectan.

T

Se seleccionan 7y, s;, p;, ¢; enteros tales que — estd unido por la arista de Farey ~; con
S;

bi para i = 1,2. Se supone que v; N ¥y # ().

qi

Bajo estas consideraciones se generan dos posibles situaciones dependiendo de si algin

1
vértice es 0 no 0’ estas son:

1. La geodésica vy, es una recta al infinito si se supone que s; =1, ¢ = 0 y 72 es un
semicirculo que lo intersecta. Bajo estas circunstancias se elige un elemento A en
PSLy(Z) de modo que ¢a(r1) =0y ¢pa(oco) = 0.

No existen racionales con signos contrarios unidos por una arista de Farey. En

. .. . rp . .
efecto, si existieran racionales —, = unidos por una arista de Farey tal que s,p,q €
S q
7" y r € Z~ se generarian dos opciones:

rqg=1+spo6rqg—sp=-—1.
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El primer caso nunca se da debio a que r¢ < 0y 1+ sp > 0, en consecuencia

rq — sp = —1 de lo cual se obtendria que rq = 0, esto no es posible ya que r < 0y
q > 0.
'Y1 é7,)
@
—
5 &7,
r2 T Pz T2 ] Pz
2 4z $2 q
FIGURA 2.

2. Se supone ahora la situacién de todos los vértices finitos, es decir, dos semicirculos
intersectados. Se considera A un elemento en PSLy(Z) de tal forma que ¢a(z) =

—S512 + 11 , T D1 : . ,

—— , asi ¢4y (— =0y ¢pa|— ) = o0, esto implica que se esta en las
41z —pP1 S1 0

mismas condiciones que el caso anterior.

&)
o
—_—
T : 3 i T,1
mn rz P Pz B(12) 0 @(Pz)
81 L] q dz FT s !
FIiGura 3.

» Todo punto de H? se encuentra en algtin triangulo.

El tridangulo con vértices en cero, uno e infinito contiene la regién fundamental del
grupo modular, éste hecho se puede consultar en [3], ello prueba que todo punto de H?
estd en un tridangulo de Farey.

O

Lema 1. Si dos vértices de Farey § y < con § < % se encuentran conectados por una arista

de Farey entonces 2 y © tambien se encuentran conectados con 2L y 2 < 2L ¢
q s q-+s q q-+s s
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Demostracion. Como ps — rq = £1, se tiene de manera inmediata que

plg+s)—qlp+r)==xl=s(p+r)—rlg+s),

por lo tanto 2 y ~ se conectan con 2~
q S q-+s
Por otro lado se tiene
p p+r T
q<—q+s<s = ps<rq
& Bl
q S

O

Lema 2. Para A un elemento de SLy(7Z) con dos autovalores distintos en R*, los puntos
fijos de ¢4 son irracionales.

Demostracion. La prueba se hara por contradiccion.

Si se supone que 3 = v/a2 — 4 es un ntimero entero con o? = (a + d)? , entonces

(a - 5)((X+6) = 47
de donde se deducen los siguientes sistemas:

a—0p=2 a—-0f=-2 a—-0p=4 a—-pF=-4 a—-0=1 a—-pF=-1
a+pf=2 a+p=-2 a+p=1 a+p=-1 a+p=4 a+pf=-4"

Los dos primeros sistemas se descartan, pues en caso que se diera cualquiera de ellos se

tendria que 3 es igual a cero y por tanto los nimeros fijos de ¢4 iguales.

3
Si sucediera que se satisface el tercer o quinto sistema, al resolverlos se tendria que § = :|:§

respectivamente, lo cual contradice que [ es un nimero entero.

. : : 5 .
Si por el contrario se asumen el cuarto o sexto sistema se concluye que § = :|:§ respectiva-

mente y nuevamente se infiere la misma contradiccién. Por lo tanto 5 no es un entero.

En general la raiz cuadrada de un numero entero que no es entero debe ser irracional. En
efecto, si para n € Z se supone que y/n € Q, entonces,

V=L con (pg)=1.
q

. . e . . 2 2 2
Si la descomposicién en potencias de primos de n fuera de la forma n = pi*'p3™..p."",

entonces
— 1 Qe
\/_ = pl pk s
. ) . 201 +1
contradiciendo el hecho de que \/n no es un entero. Asi, se tiene que n = py* .. p2e+1)2,

. 2 .
Debido a que n = Z—Q se deduce que p* = p;...p,\2, que es un absurdo, pues al considerar la
descomposicién en factores primos de p? se obtienen solo potencias pares de primos.

Por lo tanto 8 es un numero irracional y en consecuencia los puntos fijos de ¢4 tambien.
OJ
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Teorema 1. Para A un elemento de SLy(Z) con dos autovalores distintos en R*, se tiene
que la clase de conjugacion de A en SLo(Z) contiene un elemento de la forma

-1 _ 1&1 1 0 1a2 1 0 1Cln 1 0
BAB _j:(O 1)(1)1 1)(0 1)(b2 1)"'(0 1>(bn 1)’

donde n > 0 y los a; y b; son enteros positivos. Ademdas el lado derecho es unico hasta

permutaciones ciclicas de los factores ( (1) Cii ) ( ; (1) )

Demostracion. Se probard que la descomposicién es cierta al pasar al cociente P.SLy(Z), esto
en SLy(Z) se traduce como el + que antedece a la descomposicién de la matriz dada luego
de conjugar.

Se considera ¢4(z) = Zj 1_2 con dos autovalores reales distintos. Sus puntos fijos estan dados
por:
(d—=a)++/(a+d)>—4 (d—=a)—+/(a+d)>—4
o 2b T 2b '

Sea £ la geodésica hiperbdlica que los une orientada del punto fijo repulsor al atractor.

Teniendo en cuenta que los vértices de la triangulacién de Farey (denotada por §) son racio-
nales y los puntos fijos de ¢4 son irracionales, £ define una sucesion bi-infinita de triangulos
(...t_1,t0,t1,...) en el orden en el que se van cruzando.

Se puede describir este comportamiento con una palabra bi-infinita
Q= ..LRRRLRLL...

donde la k-ésima letra es R (o L) si £ sale de t; a la derecha (o izquierda) de donde entro.
Se designa con ty a cualquier tridngulo fijo que sea abandonado por la derecha.

La palabra €2 contiene al menos una R y una L, pues los puntos extremos de £ son distintos.
Si se diera el caso que todas las letras fuesen R o L se tendria que £ es una curva cerrada (lo
que se conoce como oriciclo), hecho que contradice que £ es una geodésica hiperbdlica. Esta
situacion se evidencia de manera clara si se considera el triangulo con vértices en 0,1 e co; al
caminar bi-infinitamente hacia la derecha (izquierda) se obtiene una curva cerrada. El hecho
de poder enviar cualquier triangulo de Farey al antes mencionado bajo la conjugacién de un
elemento de SLy(7Z), implica que basta con saber que sucede en él para saber que sucede en
general. Por tanto, siempre se puede, salvo conjugacion, denotar al triangulo con vértices en
0, 1 e co como tg.

La imagen de ty bajo ¢4 es un determinado ¢,, ( m > 1, pues la geodésica esta orientada
hacia el punto atractor) y Q es periédica de periodo m, pues la palabra queda totalmente
determinada por los puntos fijos de ¢4 y al ser £ un conjunto invariante bajo la accién de
¢4 se infiere que la palabra es invariante bajo su accion.

Ahora, se definen las siguientes matrices R y L mediante

11 10
R=(g 1) we=(179)
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las cuales son transformaciones parabdlicas de H? con puntos fijos 0 e oo respectivamente
(el abuso de notacién respecto a las letras de la palabra ) y las matrices ahora definidas es
totalmente voluntario). Se observa que para cualquier subpalabra M de € de longitud m es
el producto de matrices L y R, por tanto se ve como un elemento de SLy(7Z).

De aqui en adelante se denotard por A(zx,y, z) al tridngulo con vértices en z, y, z.

Se procedera a comprobar que caminar desde ¢, segtin la palabra = R® L. R Lt 6 apli-
car la transformacién dada por el producto

GG )G )-m)( )

a ty es exactamente lo mismo, es decir, se llega al mismo triangulo.

Para verificar esto se tienen en cuenta las siguientes observaciones.

Observacion 1. Al elegir el tridngulo de Farey A(%, %, ;—i) y realizar a; movimientos a

la derecha segquidos de by movimientos a la izquierda se obtiene al triangulo

A <p1 +bi(r1 +aip1) pr+bi(r +aip) i +apr r+ a1p1)
@ +bi(s1+a1q) @ +bi(si+aq) +s1+aq’ s1+aq

Ver figura[4).

Ahora, teniendo en cuenta los vértices de los extremos del tridngulo A(E, 2L 1Y se cons-

g1’ q1ts1’ s1
truye la matriz
A= 1 S1
o)
Se observa que al realizar el producto
@ s I a L 0N _ ([ at+bi(si+aiq) sitaq
P11 0 1 by 1 pr+bi(ri+aip) ritap )’

de las columnas de la matriz resultante se pueden deducir los vértices de los extremos del
triangulo

A (p1 +bi(r1 +aip1) pr+bi(r +aip) +r+apr r+ a1p1)
g tbhi(sitaq) g+bhl(sitaq)+si+aqa si+aq)’

de la misma manera como a partir del tridngulo inicial se construye A.
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B ahtn p+r ry n i+ P+ hapm+p+r WAL TN

a1 mit81 g+ s 5 a1 aygy + @1 + 51 hyayg +q +5 ©10+5

FIGURA 4. Partiendo del tridngulo A(z—i, %, 1) se realizan a; movientos a

la derecha seguidos de b; movientos a la izquierda. Aplicando el primer lema de
manera iterada a  + b se obtiene el tridngulo
p1+bi(ri+aip1) pi+bi(rit+aipi)+ri+aipr ri+aip:
q1+bi(s1t+aiqr)’ qi+bi(sit+aiqi)+si+aiqi’ sitaiqn )°

Observacion 2. En particular, si se considera el tridngulo A(0,1,00) la matriz dada por
los vértices de los extremos es la identidad.
Al elegir vértices de Farey %’ y = tal que 0 < § < % < 1 siempre es posible determinar un

camino de tal forma que:

o) (ow)Cat)-Gor) o v)-(57)

Se denota por = R LY. .R™ L la palabra que describe estos movimientos.

Observacioén 3. Seleccionada una matriz en SLy(Z) se determinan los puntos fijos de la
transformacion asociada y la geodésica hiperbolica orientada que va del punto fijo repulsor
2o al punto fijo atractor xy.

St tg no es intersectado por esta geodésica o es intersectado pero sale por la parte izquierda
de la arista por donde entra se conjuga la matriz inicial por una matriz cuya transformacion
de Mobius asociada envia x1 en un nimero x; tal que 0 < 2} < 1 y x5 en un nimero negatico.

De esta manera se obtiene una matriz de la forma

(Z ’ > € SLy(Z),

tal que al considerar los racionales L; y = se tenga 0 < ’é <t <1lconqr—sp=1ydeesta

manera determinar la descomposicion de la Observacion 2.

En conclusién, dada una matriz en SLy(Z), se observa su imagen mediante el isomorfismo
U y se encuentra una descomposicion de dicha transformacion relacionada directamente con
la palabra por ella definida. Como ¥ es un isomorfismo de grupos, esta descomposicién
se traduce en una descomposicion de la matriz inicial salvo conjugacion, puesto que, dado
cualquier tridngulo de Farey se conjuga para trabajar desde to (la matriz que se obtiene es
precisamente una matriz que satisface las propiedades descritas en la ultima observacién) ,
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ademas la palabra determinada por cada transfomacion es unica. Esto prueba la existencia
y unicidad de los enteros a; y b;.

O
Ejemplo 1.
Se observa que la matriz
5 7
2 3
satisface que todas sus entradas son positivas y los vértices de Farey determinados por sus

columnas se encuentran entre 0 y 1. Esto indica que se puede considerar to = A(0, 1, 00)
y estimar los movimientos necesarios para cruzar la arista de Farey con vértices % y % Ver

figura o]

0

1
3

| b
bed | =

FiGURA 5. Partiendo del tridangulo ¢y, debo realizar dos movimientos a la de-
recha seguido de dos movimientos a la izquierda y finalmente uno a la derecha
para intersectar al tridngulo de Farey cuyos vértices extremos son % y %

Entonces, la descomposicién descrita en la segunda observacién es:

)G G663
a=(723).

el isomorfismo ¥ define la transformacién ¢ (z) = 32=I. Sus puntos fijos estdn dados por:

32 3+V2

2 2T Ty

Ejemplo 2.

Para la matriz

21
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donde z; resulta ser el punto fijo atractor y z, el repulsor.

De todos los triangulos de Farey intersectados por la geodésica que une z; con z se elige
cualquiera que cumpla que la geodésica lo abandona por la derecha de donde lo intersecta,
en este caso, se considera el tridngulo A(3,2,1).

Se requiere encontrar una transformacién ¢ en SLy(Z) que envie A(%, g, 1) a ty. Si se supone
que

3/4 — 0
4/5 — 1,
1 — o
entonces ¢(z) = fzz—fl y su matriz asociada es

1 -1
-3 4 )
Se procede ahora a realizar la conjugacion
1 -1 -9 4 4 1\ (-5 -1
-3 4 -7 3 3 1) \ -4 -1 )"
De esta manera, se estd bajo las condiciones que se necesitan para encontrar la trayectoria
que desde t; intersecta a la arista de Farey con vértices % y 1;

0

] =
L

F1GURA 6. Iniciando de £, se realiza un movimiento a la derecha y cuatro a la
izquierda para intersectar a la arista de Farey cuyos vértices son ‘51 y 1.

HIGHEDRED]

Finalmente se logra la siguiente expresion.
ry_ (11
1) 0 1

(535!

por lo tanto

N
—_ o
~_
I
N

W
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2.  CONSTRUCCION DE UNA 3-VARIEDAD A PARTIR DE UN ELEMENTO DE SLs(Z)

Primero, se selecciona una matriz A € SLy(Z) de tal forma que ¢4 tiene dos autovalores
distintos en R*. ¢4 define los tridngulos ...tg, t1, ... que son interceptados por la geodésica £
que une los dos puntos fijos.

Ahora, se considera T' := (R? — Z?)/Z? el toro ponchado y por cada vértice de Farey £ se

traza la recta en R? — Z? que tiene esa pendiente. En el cociente, dicha recta describe una
curva con pendiente g.

Lema 3. Los vértices de cada tridngulo de Farey definen tres rectas en R? — Z? con esas
pendientes. Al pasar al cociente se obtienen tres curvas en T correspondientes a una trian-
gulacion ideal.

p ptr r

) un tridngulo de Farey. Al considerar las rectas
q’ qts’ s

_D
y=-z

q

Demostracion. Sea A\(

y=-x
S

_p+r
g+
en R? — 72 se requiere verificar que las tres curvas en el cociente 7' no se intersectan, es decir,
no existe solucién no entera comtn para las tres rectas en R? — Z2.

Yy i

Si (zo, yo) solucién de
Yy=-x,
entonces, yo = £xo. Supongamos que existen enteros m y n tal que (zo+m, yo+n) es solucién
de
Yy=-x,
s
entonces
r
Yo +mn = g($o+m)

gxg +n= g(xo +m)
Spxg + gsn = qrxg + grm
(ps = rq)wo = q(rm — sn)
+x9 = q(rm — sn),
lo que implica que zy € Z. Como yy = gmo se tiene que yo = p(rm — sn) € Z, es decir, la

solucién es entera.

De manera andloga se obtiene de las otras dos posibles combinaciones que la solucién siempre
es entera. Por lo tanto, estas tres curvas en el cociente determinan una triangulacion ideal.

O
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Cualquiera de estas triangulaciones determinadas por un triangulo de Farey tiene un vértice
(la ponchadura), tres aristas (cada arista corresponde a cada uno de los vértices de Farey del
tridngulo de Farey senalado) y dos triangulos.

Cuando se cruza de un tridngulo de § a otro, exactamente un vértice es reemplazado (ver
parte izquierda de la figura . Estos dos triangulos de Farey adyacentes determinan dos
triangulaciones de T'. Estas triangulaciones estan relacionadas de la siguiente manera: la
triangulacién inicial (la correspondiente al tridngulo de Farey de donde se parte) es sometida
a un intercambio de diagonal, es decir, se borra una arista e de tal forma que se obtiene un
cuadrilatero, de donde e era una diagonal, entonces se inserta su otra diagonal. (ver la figura

)

g1t

P1try

=N

1 I, + 11 Piiry r 2.3 Pitry ity
q1 D . q1+51 q1.+51

FiGURA 7. En la primera figura de izquierda a derecha se observa el triangulo
de Farey A(z—i, Zifr;, %), los vértices de este determinan una triangulacién en
T descrita en la siguiente figura. Al cruzar de este tridngulo de Farey a otro,
este nuevo define una nueva triangulacion de T que se obtiene de la inicial

borrando la diagonal he intersectando su otra diagonal.

Dada una arista e se define la triangulacién superior (o inferior) 7, e (7_e) del toro ponchado
T como la asociada con el tridngulo de Farey cruzado justo después (o antes) de la arista e.
Un intercambio diagonal separa la triangulacién 7.e y 7_e. El automorfismo de 7" definido
por A envia la triangulacién de T dada por ty en la triangulacién dada por t,, (donde m es
el periodo de la palabra). Por otro lado del teorema 1 se observa que la triangulacién dada
por t,, se puede obtener a partir de la dada por ¢y a través de cambios de diagonales.

Se origina un tetraedro A(e) por cada arista e de la triangulacién de Farey de la siguiente
manera: las aristas de A(e) tienen asociadas las pendientes de los vértices de Farey que la
componen. Al identificar las aristas de la misma pendiente la frontera de A(e) se puede ver
como dos toros ponchados (superior e inferior) triangulados segin 7. (e) y 7_(e) respectiva-
mente (ver figura . Existen dos aristas especiales opuestas de A(e) que corresponden a las
pendientes de los vértices reemplazados.

Si m es el periodo de ¢4, dicho periodo engendra m tetraedros, uno por cada arista que cruza
£ en la triangulacién de Farey. Las caras de estos tetraedros se identifican si todas las pen-
dientes asociadas a sus aristas coinciden, entonces A; := A(e;) y A4 tiene exactamente dos
caras identificadas correspondiente a un toro plegado. El hecho de que € (palabra definida
por el periodo de ¢4) es periddica implica que un toro plegado de A; se identifica con un



16

toro plegado de A,,.

Hi

9 + 1 Pi+ry 1
2+ 5 7171 1

o=

1

r
L

sz

FI1GUura 8. El tetraedro A(e) esta determinado por dos tridngulos de Farey
adyacentes por la arista e. Cada arista de A(e) tiene la etiqueta de uno de los
vértices de los tridangulos de Farey y existen dos aristas especiales correspon-
dientes a los vértices reemplazados.

Este pegado de m tetraedros genera una 3-variedad que denotaremos como V4.

2.1. Combinatoria del Toro Frontera. Se evidenciard a continuacién que la frontera
de una vecindad de los vértices de los tetraedros A; identificados forman un toro topoldgico
bidimensional (ver figura [9).

Si en lugar de considerar los toros ponchados plegados como antes, se considera quitar una
vecindad de la ponchadura se tiene que pensar en tetraedros truncados. Cada tetraedro A;
truncado tiene cuatro vértices, contribuyentes exactamente con cuatro triangulos a una su-
perficie triangulada 2. Los vértices de 2 corresponden a aristas de A; y como cada tetraedro
A; tiene dos aristas especiales (las que corresponden al cambio de diagonal), cada uno de los
cuatro triangulos aportados por A; tiene un vértice especial. A este vértice se llama cuspide
y a la arista opuesta base. Las cuatro bases forman un circulo poligonal de cuatro segmentos
alrededor de la ponchadura y de las cuatro ctspides dos pertenecen al toro plegado inferior
y las otras dos al toro plegado superior. Ver figura [9]
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cispide

F1GurA 9. Truncar cada tetraedro aporta cuatro triangulos enlazados con una
linea que en 7" se ve como una curva cerrada alrededor de la ponchadra.

Al pegar el tetraedro A; con el A;;; segin como indican las pendientes de sus aristas, la
cadena de cuatro triangulos proporcionada por A; se pega a la cadena correspondiente de
Ajyr.

n

Si Q= RuLP. R [ esla palabra que describe el perfodo de ¢4, el pegado de >~ (a; + b;)
i=1

n

tetraedros genera las 4 > (a; + b;) caras de 2. Doce aristas son contribuidas por cada ca-

i=1

dena de triangulos, pero estan identificadas por pares, por lo tanto 2 tiene exactamente

n
6> (a; + b;) aristas.

i=1
Cada vértice de 2 corresponde a una arista de Farey de algiin A; compartida por unos pocos
tetraedros consecutivos. Esta arista a su vez corresponde a un vértice de Farey compartido
por unos pocos tridangulos de Farey consecutivos. La unién de todos los tridangulos de Farey
adyacentes al vértice dado v forman un abanico. Por ejemplo, en la figura [4] se observan dos
abanicos; uno correspondiente a letras R y otro de letras L.

Los vértices de 2 corresponden exactamente a subpalabras de € de la forma RL'R o LR*L
(donde a,b > 1). Cada una de tales subpalabras corresponden en realidad a dos vértices de
2l debido a que las aristas de A; tienen dos extremos.

De esta manera, la palabra = R LY. R% [’ define una banda que describe todos los
abanicos de 2. Al realizar una rotacion por 7 alrededor de cada vértice se obtiene el teselado

2 (ver figura [L0]).
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a a

T

a1 +as+ -+ ay

bl

by, by +ba+ -+ by

R/ (11

Qn ar+ax+---+ay,

d bn by +ba+ -+ by

FicuraA 10. Teselacion 2

n

De la figura [10[ se infiere que hay exactamente 2 ) (a; + b;) vértices ya que las lineas azules
i=1

se identifican. Al calcular la caracteristica de Euler de 2 se concluye que es un toro topoldgico.

2.2. Fibracion. El interior de cada tetraedro A; esta foliado por toros que se obtienen
realizando una homotopia de 7, (e) a 7_(e).

FI1GURA 11. homotopia de 7. (e) a 7_(e).
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Dicha foliacién define una familia de curvas en los cuatro tridangulos que este aporta a 2. En
cada cadena la familia de curvas se ven como en figura [12)).

F1GURA 12. Familia de curvas en tridngulos de 2l determinadas por la foliacién
en el tetraedro.

Dado que los vértices de 2 corresponden exactamente a subpalabras de 2 de la forma RL'R
o LR*L (donde a,b > 0) implica que en cada vértice de 2 se tiene exactamente dos cispides,
correspondientes a la letra R (o L) en el caso de la subpalabra RLR (o LR®L) ver figura[L0]
Esto permite arreglar la foliacién singular a través de una rectificacion en una vecindad de
cada vértice. Obteniendose asi una foliacién no singular que permite concluir que el pegado
de estos tetraedros definen una 3-variedad foliada por toros ponchados que fibran sobre el
circulo, pues la funcién de monodromia A pega el toro ponchado plegado inferior de ¢y con
el toro ponchado plegado superior de t,,.

FicuraA 13. Foliacion en los tridangulos de 2 definida por la palabra RL. Es
claro en este ejemplo la singularidad que existe a primera vista en cada vértice
de 2, sin embargo tambien es evidente que se puede rectificar y eliminar la
singularidad observada.
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Ejemplo 3.

Para

2 1
(1)
_ ozl

matriz en SLy(R) se considera su imagen mediante ¥ dada por ¢4(z) = Z55. Los puntos fijos
de ésta estan dados por

—14++5 —-1—-+=5

21 = B Z9 = 9

Debido a que |¢'4(z1)| es menor que 1y |¢'4(22)| es mayor que 1, z; es el punto fijo o atractor
y 2 el repulsor.

Z -1 o 12z 23 1

FiGcura 14.

La imagen de ¢y mediante ¢4 es el triangulo A(%, %, 1), esto implica que ¢4 define la palabra

RL de periodo dos. Dicha palabra tiene asociada la transformacion obtenida de realizar el

producto
11 10
01 1 1)

que es precisamente ¢ 4. Los vértices de cada uno de los triangulos intersectados por la palabra
RL desde t; define la variedad V,,, teselada con 2 tetraedros ideales los cuales se obtienen al
someter a un cambio de diagonal la triangulacién inicial definida por t,.
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FiGcura 15.

FiGurA 16. En la figura se muestra la foliaciéon en 2 y la manera como se
pegan las dos cadenas aportada por cada uno de los tetraedros.

Cada uno de estos tetraedros aporta una cadena de cuatro tridngulos que conforman a 2. Se
denota por .5 al j-ésimo triangulo de la cadena aportada por el tetraedro A; parai = 1,2. Si
se observa en la figura el triangulo 1.1, la arista cuyos vértices son 1y % pertenecen también
al triangulo 2.1. Esta aclaracién evidencia la manera como se deben pegar las dos cadenas.
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1z

FiGcura 17.

Si en lugar de A se hubiera considerado —A, aunque las dos definan exactamente la misma
transformacién bajo el isomorfismo W, ellas definen distintos difeomorfismos de 7. Por lo
tanto las maneras de pegar las dos cadenas generadas por los dos tetraedros que se obtienen
al ver la imagen de t; mediante ¢_ 4 = ¢4 son distintas.

(3,2)

A (1,1)
(2,1) BN 2.1)

1.1 (1,0)
FicurA 18. La imagen del tridngulo 1.1 mediante —A es un tridngulo que en
el cociente es equivalente al tridangulo 2.3.

La imagen de los vectores (1,0), (1,1) y (0,1) mediante la matriz A definen una homotopia
de T', que indica que la arista con vértices 1, % del tridangulo 1.1 aportado por A; debe ser
pegada a la arista del triangulo 2.1 de A, que tiene los mismo vértices. Si se fija ahora en la
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matriz — A, la homotopia que ahora se define de T' indica que la arista con vértices 1, % de
1.1 debe ser pegada con la arista del tridngulo 2.3 que tiene los mismos vértices.

w1z

w12

FicurA 19. La figura muestra como el triangulo 1.1 se pega mediante la
funciéon de monodromia con el triangulo 2.3.
Ejemplo 4.

Dada la palabra R?L?; ésta tiene la siguiente representacién matricial

()61

242
2245

21:—1+\/§ 22:—].—\/5

Bl

a la cual se le asocia la transformacién ¢4(z) = y los puntos fijos vienen dados por:

R

i

L

Za ] E] o 13 2 2 1

Los tridngulos senalados en la triangulacién de Farey definen una variedad teselada por cua-
tro tetraedros ideales, que como se ha mencionado anteriormente, se obtienen haciendo un
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cambio de arista de A;.

En este caso, obtenemos cuatro cadenas de triangulos que conformaréan la teselacién 2.

12
! 12

12
/ / " S 3T
o []
/ / 13 ./ 25
= 1
v 13

12

12 12

1 \ o "

12

w12

N2 12

Apilando tales cadenas, teniendo en cuenta la combinatoria previamente descrita por los
vértices obtenemos:
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F1GUurA 20. Rectificacidén en los vértices de 2.

En este ejemplo se ve claramente la familia de curvas en los triangulos de 2l generados
por la foliacién de los tetraedros por toros ponchados. El comportamiento de las curvas
en los vértices permiten realizar la rectificacion que permite concluir que el pegado de estos
tetraedros ideales es una 3-variedad donde la monodromia de la fibracion es la transformaciéon
asociada a A mediante el isomorfismo ®
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