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Introduccion

El segundo teorema fundamental del calculo nos dice que si f es una fun-
ci6én integrable en el intervalo [a,b] y f = ¢’ para alguna funcién g, entonces

b
/ f =) - ga)

Una forma muy simple y vaga de dar a entender la idea del teorema- antes
de probarlo- es decir que la derivacion e integracion son operaciones inversas;
es decir, si nosotros derivamos y luego integramos (o viceversa) cierta funcion,
obtendremos, en principio, la funcién original.

Con esta idea en mente, muchos de los calculos que se realizan para obte-
ner ciertas integrales se simplifican bastante, ya que, en esencia, el teorema
nos dice que si queremos calcular cierta integral definida sélo tenemos que
encontrar una funcién tal que al derivarla obtengamos la funcién que esta-
mos integrando. Sin embargo, como ocurre en muchas ocasiones, esta tarea
resulta un tanto complicada, por no decir, imposible. Es entonces, cuando
en nuestros cursos de calculo se nos hace saber que ciertas integrales son
imposibles de calcular en el sentido que acabamos de explicar, por lo cual,
debemos recurrir a métodos numéricos o de aproximacién para poder resol-
ver el problema. No obstante, muchos de los estudiantes desconocen la razén
por la cual dichas integrales son imposibles de expresar en términos elemen-
tales, esto es, en términos de una funciéon g como la del teorema que sea una
combinacién algebraica finita de las funciones que conocemos (exponenciales,
polinomios, raices, senos, cosenos, logaritmos, etc.).

La cuestién de saber cudndo la integral de una funcion es elemental, a
pesar de ser una pregunta de formulacion sencilla y natural, no fue tratada
con rigurosidad hasta el siglo XIX (aunque es sabido que desde los tiempos de
Newton y Leibniz se empezaron a encontrar integrales que presentaban este
tipo de problema, asi como varios de los algoritmos y métodos para calcular
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integrales que cominmente conocemos hoy en dia).

Fue Joseph Liouville (1809-1882) quien comenzé a atacar el problema de
la integracién finita de forma seria mediante una serie de articulos publicados
entre los anos de 1833 y 1841; en estos articulos, aparte de dar las bases
para atacar el problema (lo que entenderemos por una funcién elemental,
sus propiedades, etc.), Liouville encuentra algunos resultados que ayudan a
determinar la naturaleza no elemental de cierto tipo de funciones y, mas aun,
resuelve casi por completo el problema. Debido a esto, las contribuciones a
la teoria —que hoy se conoce como integracion en términos finitos— y a los
trabajos de Liouville fue muy escasa en lo que resté del siglo. Fue hasta los
inicios del siglo XX que la disciplina fue retomada nuevamente.

Entre los anos de 1900 y 1930, los trabajos de D.D Mordukhai-Boltovskoi
y Joseph Fels Ritt reavivaron el interés en el problema al observar, principal-
mente, las aplicaciones en el campo de las ecuaciones diferenciales. Asi mismo,
se empezo un trabajo de recopilacién y exposicion por parte de personas co-
mo Gino Loria y el propio Ritt con el fin de divulgar los trabajos de Liouville
entre la comunidad matematica de su tiempo. Ya en el terreno tedrico, la
mas importante contribucion a la teoria de la integracién en términos finitos
fue dada algunos anos mas tarde (en 1946) por el matemético ruso Alexan-
dre Ostrowski, quien, extendiendo el resultado clasico obtenido por Liouville,
logré tratar el problema desde un punto de vista algebraico y ya no analitico,
tal y como en su momento llegd a plantearlo el propio Liouville.

La idea de Ostrowski fue la que simplifico, significativamente, muchas de
las pruebas de los resultados obtenidos por Liouville. De esta forma, entre
1968 y 1970, los articulos escritos por Maxwell Rosenlicht y R.H. Risch dieron
la puntilla final al lograr, abstracta y algebraicamente, establecer varios de
estos resultados de una forma mucho mas general y simple.

El objetivo de esta tesis es desarrollar la teoria necesaria para responder
—al menos, para cierto tipo de casos— la pregunta de cuando la integral
de una funcién elemental es elemental y, asi mismo, demostrar que algunas
integrales de funciones conocidas y que suelen aparecer a menudo, son no
elementales. La tesis se divide en tres capitulos y una seccion de apéndices
con las nociones y resultados necesarios para abordar la lectura de la misma.

En el capitulo 1 se introducen los conceptos de campo diferencial, exten-
sion de campo diferencial y extension de campo elemental, asi como algunas
propiedades y resultados.

El capitulo 2 estd enfocado en el enunciado y la respectiva demostracion
del teorema de Liouville en su version general.
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En el capitulo 3 se aterrizan gran parte de las definiciones y resultados al
campo de funciones meromorfas que es en el que estaremos interesados y se
muestran varios ejemplos de funciones sin primitiva elemental.

La tesis termina con una serie de conclusiones y recomendaciones para
el lector interesado en los temas relacionados con la teoria desarrollada y no
desarrollada en el presente trabajo.

Es importante recalcar que aunque la tesis trata de considerar las cues-
tiones principales de la teoria de integracién en términos finitos, ésta no
abarca todo lo relacionado y desarrollado en la misma ya que, como ocurre
en muchas ocasiones, el material resulta abundante y extenso. Sin embargo,
esperamos que las anotaciones y recomendaciones resulten suficientes para el
lector curioso e insatisfecho.
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Capitulo 1

Conceptos basicos del algebra
diferencial

En este primer capitulo definiremos y trabajaremos con la herramienta
necesaria para abordar el Teorema de Lioville que se vera en el capitulo 2.
Dicha herramienta consta de algunas definiciones y resultados basicos del
algebra diferencial.

1.1. Campos diferenciales

Enunciamos, primeramente, la definicién de campo diferencial, asi como
algunas observaciones de la misma.

Definicién 1.1.1 (Campo diferencial). Sea F' un campo y + : F X F — F,
- X F — F las operaciones suma y producto respectivas sobre el mismo.
F es un campo diferencial * si y sélo si existe un operador del campo en el
campo, d : F — F, tal que satisface las siguientes condiciones

i) d(a+b) =d(a)+d(b)

i) d(ab) = d(a)b+ d(b)a

IEn realidad, el concepto de campo diferencial se engloba dentro de un concepto més
general que es el de anillo diferencial (véase [4]), del cual pueden obtenerse varios de los
resultados que aqui probaremos. Sin embargo, para nuestros fines, no sera necesario ir tan
lejos.



2 Conceptos basicos del algebra diferencial

para todo par de elementos a,b € F. A dicho operador le llamaremos una
derivacion sobre F'y, convenientemente, denotaremos (cuando no se preste a
confusion) la imagen de un elemento bajo el operador d por d’, i.e. d(a) = d'.

Las condiciones i) y ii) de la definicién de campo diferencial nos hacen
pensar rapidamente en las propiedades conocidas de la derivacién de las fun-
ciones del calculo. No deberia extranarnos entonces, que otras propiedades
obtenidas a partir de éstas se satisfagan también para los campos diferen-
ciales. Antes de enunciar la proposiciéon que encierra dichas propiedades,
daremos una definicion técnica para distinguir ciertos elementos especiales
de un campo diferencial.

Definicién 1.1.2. Sea F un campo diferencial. Dado un par de elementos
a,b € F diremos que

i) a es una constante (respecto a la derivacion con la que estemos tra-
bajando en F') si y solo si a’ = O, donde O es el cero del campo F.
(Muchas veces obuviaremos el subindice F, salvo que se preste a confu-
sion,).

it) a es una exponencial de b (0 b es un logaritmo de a) si y sdlo si b’ = %
Aqui asumimos la restriccion a # Op.

Proposicion 1.1.1. Sea F' un campo diferencial. Entonces para todo par de
elementos a,b € F se cumple que:

1) (3) = a/bb_zab/, si b # 0p. (Regla del cociente).

2) (0p) =0p y(1p) = 0p. Donde 1 es el neutro multiplicativo del campo
F.

3) (a™) =na"'d' para todan € Z. Donde na y a™ corresponden a la no-
tacion aditiva y multiplicativa en los campos, respectivamente. Cuando
n < 0 supondremos que a # Op.

4) (—a) = —(d'). Donde el — indica el inverso aditivo del elemento en F.
5) (ab) = a(V') si a es una constante.

Demostracion. Utilizaremos las propiedades de la derivacién enunciadas en
la definicién.



Campos diferenciales 3

1) Dado que b # OF, consideremos su inverso multiplicativo !, tal que
bb~! = 1. Entonces, a’ = (1pa) = ((bb~')a)’ = (b(b~'a))’, por lo cual

d=V(0b"a)+b0b a)
despejando el término que queremos, concluimos que

_ _ _ ab Va
(ab™V =ab ' V(b1 a = R
2) Tenemos que (0r)' = (0p +0r)" = (0F) + (0p)’, entonces, por la ley de
cancelacién para la suma, concluimos que (0r)" = 0p. Ahora, (1) =
(1p-1p) = 1p(1p) + 1p(1r) = (1) + (1r)’, entonces, nuevamente,
cancelando, obtenemos que (1p)" = Op.

3) Haremos la prueba por induccién para el caso n € N. El caso n = 0 se
sigue considerando que Oa = O para cualquier elemento de F'.
Si n = 1, entonces, dado que a' = a, tenemos que (a')’ = d/, pero

la'™la' = 1a% = 1(1pd’) = d'.

H.I. Para n = k, tenemos que (a*)’ = ka*~1d/.

P. d. que (a**) = (k + 1)a*d’.

Sabemos que (a**1) = (a - a*) = (a*)'a + d’a*, entonces, aplicando la
H.I., concluimos que

(a*Y = (ka*'d")a + d/(a¥) = ka"d’ + d(a*) = (k + 1)d"d.

Ahora, para el caso m = —n con n € N, bastard con recordar que

a™" = (a~!)" para toda n € N, y aplicar el caso ya probado para a™*.

4) Tenemos que Op = a + (—a) para todo a € F, entonces, por 1), Op =
(0r) = (a+ (—a)) =d + (—a)’, por lo tanto, (—a) = —(d’).

5) Sia es una constante, entonces a’ = Op, por lo cual, (ab)’ = a(b')+ad'b =
a(b).

]

A continuacién, demostraremos otra propiedad importante de la deriva-
cion en F.



Conceptos basicos

Proposicion 1.1.2. Sea F' un campo diferencial, aq,
no nulos y vy, ...,v, € Z. Entonces

(a7 ...
ai' ...

Demostracion. Por induccién sobre n.

del algebra diferencial

...,a, € F elementos

v1ys vi—1 7/
. . a ria a
Sin = 1, por 2) del teorema anterior, tenemos que ( hl) = 2o
ay ay
’
— 4
=1 oL
. (aft..aky a .
H.I Paran =k, se tiene que —o—b= =11t + ... + 1t
k
vy Yk+1vr / /
at...a ) a a
Pd. que ——E > =2+ ...+ v kL
! ail...a:’fﬁl Lay + + L
Pero
V1 Vi41\/ [z Vi VE+1\/ V41 V1 VE\/
(a7" ... a5Y) (ar" - ") (@) + (a5 ) (el - apt)
V1 Vi+1 V1 Vi+1
a'...aply a'...aply
121 Vi Vk+1\/ 121 Vi \/
(ai* .. apf)(a, ) (af ... afr)
v V41 V1 [Z3
a' ..., ap ay’ .. .a

usando la H.I., el inciso 2) de la proposicién anterior y cancelando algunos

factores, obtenemos

7

Qg

1 Vk+1\/ Vi+1\/ 4
(af" ... Apq ) (ak—H ) ay ag,
= +(mn—=+... +u—)
V1 Vkt1 - Vkt+1 1 a cee k
ay - Opyq Apt1 1
I !
a gy
= 1/1—1—|-...+Vk+1 +.
3] AR+1

Ahora que hemos visto
veamos algunos ejemplos.

algunas propiedades de los

Ejemplo 1.1.1. Dado un campo F, podemos definir
F'— F como sigue

dt(a) = OF

O

campos diferenciales

una derivacion d; :

Es muy fdcil ver que d; funciona como una derivacion para F. Dicha

derivacion es conocida como la derivacion trivial.



Extensiones de campos diferenciales y extensiones de campos elementales 5

Ejemplo 1.1.2. Sea F' = C(z) el campo de las funciones racionales. Con-
siderando la derivacion compleja usual, se tiene que C(z) es un campo dife-
rencial.

Maés adelante trabajaremos con otro campo que tendra a C(z) como sub-
campo y que sera, de igual forma, un campo diferencial.

El siguiente ejemplo nos muestra, de forma anticipada, que la caracteristi-
ca del campo con el cual trabajemos jugara un papel importante en lo que
desarrollemos.

Ejemplo 1.1.3. Si F' es un campo finito de caracteristica p y d : F — F
es una derivacion para F, entonces d = d; (la derivacion trivial).

Para corroborar lo que afirmamos, consideremos la transformacion ¢, :
F — F dada por ¢p(a) = a?. Esta transformacion es conocida como el au-
tomorfismo de Frobenius. Usaremos el hecho de que, como su nombre indica,
¢p €s un isomorfismo de F en F'.

Dado b € F, como ¢, es suprayectiva e inyectiva, tenemos entonces que
existe un unico elemento a € F tal que ¢,(a) = a? = b. Aplicando la deriva-
cion d a esta ultima identidad y el inciso 3) de la proposicion 1.1.1 obtenemos
que

d(b) = d(a?) = pd(a)a?~*.
Como F' es de caracteristica p, concluimos que d(b) = 0 para todo b € F,

con lo cual, concluimos que d = d;.

Antes de avanzar a una nueva seccién, proponemos al lector el siguiente
resultado relacionado con la estructura del conjunto de las constantes en un
campo diferencial dado. La prueba de dicho resultado no es complicada, por
lo cual, se omite.

Proposicién 1.1.3. Sea F' un campo diferencial. Denotemos por C = {a €
F:d =0g}. Entonces, C es un subcampo de F.

1.2. Extensiones de campos diferenciales y ex-
tensiones de campos elementales

Al estudiar ciertas estructuras matematicas como espacios vectoriales,
espacios topoldgicos, espacios de medida, etc. y sus respectivas transforma-
ciones o funciones entre ellos, surge, naturalmente, la pregunta de si es posible
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extender dichas transformaciones a conjuntos mas grandes (que contengan
al conjunto base), de tal forma que las propiedades de la transformacién ori-
ginal se preserven. Entre algunos de los resultados que ejemplifican la idea
anterior tenemos el teorema de Hahn-Banach, el teorema de extension de
Caratheodory o el teorema de extension de Tietze; asi pues, podemos pre-
guntarnos, del mismo modo, si es posible extender la derivacién de un campo
diferencial F'; a un conjunto mas grande que, para nuestro caso, seria una
extension de campos de F'. Como veremos en esta seccion, esto es posible
y, bajo ciertas condiciones, podremos construir y garantizar la unicidad de
la extension de la derivacién inicial. Primero enunciaremos la definicién de
extension diferencial para un campo dado.

Definicién 1.2.1 (Extension diferencial). Dado un campo diferencial F y
K una extension de F', diremos que K es una extension diferencial de F si y
solo st K posee una deriwacion sobre si misma que extiende a la de F. Esto
es, existe D : K — K derivacion sobre K, tal que D|p = d, donde d es la
derivacion en F.

En general, se puede probar (véase [4]) que dado un campo diferencial
F' de caracteristica cero y K una extension de F', es posible extender la
derivacién de F' a todo K, de tal forma que K sea una extension diferencial
de F, sin embargo, para nuestros fines, nos bastara con probar el caso en
el que K sea una extension algebraica de F' o una extension trascendente
simple de F'.

Probaremos primeramente una proposicién que muestra la relacién en-
tre la caracteristica del campo y la posible anulacién de la derivada de los
polinomios con coeficientes en el campo.

Proposiciéon 1.2.1. Sea F' un campo y F[z]| el correspondiente anillo de
polinomios. Consideremos el operador Dy : Fx] — F[z]| dado por:

n n

Dl(z a;x") = Z ja;rt !

i=0 i=0
entonces

1) Di(p(x)+q(x)) = Di(p(z))+D1(q()) y Di(p(x)q(x)) = p(z) D1 (q(z))+
q(x)D1(p(z)) para todo par p(x),q(x) € F|x].

Sip(x) € Flz] es un polinomio de grado n > 1, entonces
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2) p'(x) = Dy(p(x)) tiene grado n — 1 (en particular, p'(x) # 0) cuando
la caracteristica de F' es cero.

3) Cuando la caracteristica de F es k > 0, p'(z) = 0 si y solo si p(x) =
Yot gaixt, donde 0 =a; € F si k no divide a i.

Demostracion. Consideremos dos polinomios p(x), ¢(x) € F[z] y expresémos-
los como p(x) =3 " aix’ y q(x) = 377" bja’ con ay y by, distintos de cero.

1) Notemos que este inciso nos dice que el operador D; se comporta,
esencialmente, como una derivacién sobre el anillo de polinomios F'[z].

La prueba de que Dy (p(x) + q(z)) = D1(p(x)) + D1(q(z)) la omitimos
debido a que es un calculo directo sin muchas complicaciones. Teniendo
como base el caso para dos polinomios, una rapida inducciéon o una
reduccién de sumandos garantizan el resultado para [ polinomios (I €
N). Veamos la prueba del producto.

Primero, expresemos el producto de los polinomios de esta forma

p@)g(z) = Y aig(z)a’

i=0
m m m
= a g bjx! + arx E bjx’ + ...+ aya” 5 bz’
j=0 7=0 7=0
m m m
= E apbjz’ + g albijJ’l + ...+ g anbjxj+”.
Jj=0 j=0 j=0

Como cada uno de los sumandos de la iltima igualdad es un polinomio
en Flx] y por lo que mencionamos inicialmente, al aplicar el operador
Dy a p(z)q(x) obtenemos:

D (p(z)q(z)) = D1(Z aghj? + Z arbjr?™ L+ Z anb;z?tm)
=0 =0 =0

= Dl(z aobjl'j) + Dl(z (Ilbjxj‘f‘l) +...+ Dl(z anbjxj-i-n)
Jj=0 =0

=0
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= Zjaobjxj*1 + Z(] + 1)albjwj + ..+ ZO 4 n)anbjxjﬁr(nfl)
7=0

Jj=0 J=0

esta ultima expresion, al partir las sumas, es equivalente a
Zjaobjxj_l—l—[z:jalbjxj—l—z arbjx?]+. . .+[Zjanbjxj+("_1)+z na,bz? Y]
§=0 §=0 5=0 5=0 §=0

que al reacomodar los sumandos resulta en

m

Zjaobjxj_l + Zjalbja:j o Zjanbjxj+("_1) +S (1.1)

=0 =0 =0

donde el sumando S corresponde a los sumandos restantes y sera trata-
do en unos momentos. Mientras notemos que en la otra suma se pueden
factorizar algunos términos, de tal forma que (1.1) es equivalente a

ag Zjbj$j_1 + a1z Zjbjxj_l oo apa” Zjbjzvj+_1 +95
=0 =0

=0

esto ultimo en realidad es
[aoD1(q(z)) + arxDy(q(x)) ... + apz"Dy(q(x))] + S

que al factorizar D;(q(x)) resulta

Dy (q(x))p(z) + S.

Ahora bien, la suma S es

Z arbjz’? + ...+ Z na,bz/ =Y
=0 =0

que, nuevamente, admite una factorizacién como

m m m
, , - ,
a E bz’ + 2asx E bjx’ + ...+ nayx E bx’
j=0 j=0 7=0
que como Vemos es

a1q(x) + 2a97q(x) + . .. +na,a""q(x) = q(x) D1 (p(x)).

Esto concluye la prueba de 1).
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2) Supongamos que la caracteristica de F' es cero.
Considerando la expresion de p(z), al aplicar el operador D; vemos que

n

p(z) = Ziaixi_l

1=0

ahora bien, el término na,x" ! no es cero, ya que como 0p # a, € F

y F' es de caracteristica cero, obliga a que na, # Op. Por lo tanto,
P (z) # 0y el grado de p'(z) es n — 1.

3) Supongamos que la caracteristica de F' es k > 0.

Obsérvese que p'(x) =0 < ia; = 0 para toda i € {1,...,n} < a; =0
si k no divide a 1.

]

Ya probada nuestra proposicién, pasemos a la prueba de uno de los re-
sultados principales del capitulo.

Teorema 1.2.1. Sea F' un campo diferencial de caracteristica cero y K =
F(t) una extension trascendente simple de F'. Entonces es posible extender
la derivacion de F a todo K. Mas aun, st k € K es un elemento arbitrario,
es posible encontrar una derivacion 0p en K que extienda a la de F y que
cumpla que 0(t) = k (esta dltima propiedad muestra, en particular, que la
extension de la derivacion de F' a K no es inica).

Demostracion. Si consideramos el anillo de polinomios F'[z], a partir de éste
podemos considerar el anillo de evaluaciones (que es, en realidad, un dominio
entero) sobre el elemento ¢, esto es, el conjunto F[t| = {p(t) : p(z) € Flz]} vy
su respectivo campo de cocientes F'(t).

De la proposicién anterior, consideraremos al operador D;, pero esta vez
sobre el anillo F[t] y definiremos otro operador Dy : F[t] — F[t] como sigue

n n
AN /41
DQ( E azt) = E ait
i=0 i=0
donde la ’ indica la derivacion de F.
De manera muy similar a la prueba del inciso 1) de la proposicién anterior,
se comprueba que el operador Dy se comporta como una derivaciéon sobre el
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anillo de evaluaciones F'[t]. Ademds obsérvese que Dy(t) = 0y D;(t) = 1;
por otro lado, Dy(a) = a’ y Dy(a) =0 para toda a € F.

Sea k € K arbitrario. Definamos un nuevo operador Dy : F[t] — K =
F(t) como sigue

Dy(p(t)) = Do(p(t)) + kD1 (p(t)).

De las observaciones previamente mencionadas, vemos que Dg(t) = k y
Dy(a) = d para toda a € F. Mas aun, del hecho de que Dy y D; se compor-
tan como derivaciones en F'[t], se puede ver muy facilmente que Dy también
lo hace.

Ahora, como Dy, tiene como dominio a F[t], hacemos una tltima extensién
a todo K = F(t). Para ello, como todo elemento en K es un cociente de un
par de elementos en F[t], definimos el operador 0 : K — K como

donde ¢(t) # 0.
Afirmamos que esta es la derivacién para K que buscamos.

Primero veamos que 0, estd bien definida para todo elemento o € K.

Tomemos dos posibles representaciones de «, es decir, sean 2t Z—; y

demostremos que d;(2) = 6,(2). (Hemos omitido la evaluacion sobre ¢ para

= =

no cargar la notacién).

Como p—i = Z—z, entonces p1ga = p2qi, por lo cual:
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5k(p1) P2G2 @1 Di(p1) — p1Di(1)
a1 P2g2 (Q1)2

P2q192Dr(p1) + p2q1p1 Di(q2) — p2q1p1 Dy (q2) — p2gap1 Di(q1)
P2G1G142

P2q1[q2 Dy (p1) + p1Dr(q2)] — p2q1p1 Dr(q2) — p2q2p1 Di(q1)

P1924192
P21 Di(p192) — p2q1p1 Dk (g2) — p2g2p1 Di(q1)
p1€11(Q2 2

q
2

)
P2q1 Dy (p2q1) — p2¢1p1 Di(q2) — p2gep1 Di(q1)
P1491(q2)
P2q1(q1 Dy(p2) + p2Di(q1)] — p2qup1 Di(q2) — pagepi Di(qn)
p1Q1(Q2)2
P2q1q1 Di(p2) + p1gopaDi(q1) — p2q1p1 Dk (g2) — p2gap1 Di(q1)
P11(q2)?
P2q1q1 Dy (p2) — p2qip1 Di(q2)
P1q1(g2)?
g1 [Q2Dk(p2) - psz(Ch)]
P141(q2)?
_ @Di(p2) — p2Di(q2) 5. (P2
- 2 - k(_>
(g2) q2

Por lo tanto, & esta bien definida.
Ahora, obsérvese que si p(t) € F[t], entonces

(1) = 52 = Dy p(0)

por lo que podemos concluir que 0x(t) = k y dx(a) = da' para toda a € F.
Soélo resta ver que d, cumple las propiedades de la derivacién.

Pero esto se sigue de la observacién de que D se comporta como una
derivacién. Primero realizamos la suma entre los cocientes, entonces

pi(t) | pa(t) p1(t)qa(t) + a1 (H)p2(?) )
q1 (t) q2 (t) q1 (t)Q2 (t)

con lo cual (omitimos, nuevamente, la ¢ para evitar cargar las expresiones)

Ok (

) = 0
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P, P2y @@Dr(pige + @ip2) — (P1g2 + q1p2) Di(q1q2)
h(—+=—) = 5
T (0142)
_ 0@Di(p142) + 0192 Di(q1p2) — (P192 + 1p2) Di(6142)
(Q1)2(Q2)2
_ 0145 Di(p1) — P16 Di(q1) + 4142 Di(p2) — ¢3p2Di(q2)
(¢1)%(g2)*
N 1Dy (p1) — p1Di(q1) | q2Dr(p2) — p2Di(q2)
- 2 + 2
(q1) (¢2)
b1 P2
= Op(—) 4+ 0(=
k(Q1) k(QQ>

de igual forma, para el producto se tiene que

6k(& ) ]2) _ G192 Dk (p1p2) — pip2Di(01¢2)
@1 Q2 (11G2)*
. 611(]2]?2Dk(p1) + q1q2p1 Dy, (p2) - p1p2Q2Dk(Q1) - p1p2Q1Dk(Q2)
B (QIQQ)2
_ 0Pil@Di(p2) = 2Di(g)] | g2p2ln Di(p1) — 11 Di(q1)]
(1)*(a2)? (¢1)*(q2)?

P1o D2 P2 D1
= —0(=) + —0(—)
0 q2 a2 41
lo cual concluye la prueba de que ¢, es una derivacion para K que cumple
las condiciones del teorema. O

A continuacién, probaremos un lema que sera de ayuda para la demos-
tracion del otro teorema principal de este capitulo. Este lema, es en realidad
la version del teorema anterior para el caso algebraico.

Lema 1.2.1. Sea F' un campo diferencial de caracteristica cero y K una
extension algebraica simple de F. Entonces es posible extender la derivacion
de F' a todo K de manera unica.

Demostracion. Sea’: ' — F la derivacién sobre F'. Consideremos el anillo
de polinomios Fz| y los operadores Dy : F[z]| — Flx] y Dy : F[x] — F[z]
anteriormente definidos

n n

Do(i a;x") = i axt DI(Z a;x") = Ziaixi’I
i=0 i=0

=0 i=1
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donde a; € F paratodai=1,...,n.

Hemos visto que estos operadores se comportan como derivaciones en el
anillo F[x].

Ahora bien, por hipdtesis, K es una extensién algebraica simple de F,
entonces K = F(k) para alguna k € K; mas aun, dado que k es algebraico
sobre F'; K = F(k) = F[k]. Con base en los operadores Dy y Dy, definiremos
un nuevo operador D : F[z] — F[z] como sigue

D(A) = Do(A) + g() D1(A)

donde A, g(z) € Flz] con g(x) fijo. Veremos en unos momentos c6mo escoger
adecuadamente este polinomio g(z).

Dado que Dy y Dy se comportan como derivaciones en F'[z], resulta claro
que D(A+ B) = D(A)+ D(B)y D(AB) = BD(A) + AD(B) YA, B € Fx].
Ademas, notemos que para toda a € F', D(a) = d'.

Consideremos el homomorfismo evaluacién asociado a k, ¢y : Flz] —
F[k] = K, dado por ¢x(A(x)) = A(k) y que cumple con las siguientes con-
diciones: 1) ¢p(F) = F, ii) ¢p(x) = k, iil) ¢y, es suprayectivo sobre F[k] = K
y iv) el niicleo de ¢, es (p(z)), donde p(x) es el polinomio minimo asociado
a k sobre F'y (p(x)) es el ideal generado por dicho polinomio en F[z]. No-
sotros aseguramos que para cierto g(z) € F[z], el operador D satisface que
D({p(a))) € (plx)).

Esencialmente, para que D({p(x))) C (p(x)), nos basta con garantizar
que D(p(z)) € (p(x)), puesto que todos los polinomios en el ideal generado
por p(x) son multiplos de éste. Pero D(p(x)) € (p(x)) < (D(p(x)))(k) =0
< Do(p(x)) (k) + g(k) Di(p(2)) (k) = 0 < g(k) Di(p(x)) (k) = —Do(p(x)) (k).
Ahora bien, el operador D; reduce en 1 el grado de todo polinomio no cons-
tante (a los polinomios constantes los manda a 0), entonces debe ocurrir que
Di(p(z))(k) # 0, ya que el polinomio minimo de k no es constante y es el
polinomio de menor grado que se anula en k (aqui también hemos ocupado
la hipdtesis de que F' es de caracteristica cero, ya que con ello garantiza-
mos que Di(p(z)) no es el polinomio cero). Por lo cual, D(p(x)) € (p(x))

— _ Do(p)(k). Do (p(x)) (k) —
< g(k) = —'m, pero —#x)‘)(k) e K = F[k], ent‘onceé, dado que ¢y,
es suprayectivo sobre F[k] = K, existe al menos un polinomio g(z) € F[z]
tal que g(k) = —%. Considerando a uno de estos g(z) en particular,

podremos garantizar que D({p(x))) C (p(z)).

Dejando fijo nuestro g(z) anterior (y por consiguiente, dejando ya bien
definido a nuestro operador D), veamos cémo dicho operador induce una
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derivacién sobre K que extiende a la de F. Nuevamente, como K = F[k],
entonces para toda a € K existe un f, € F[z], tal que fo(k) = . Definamos
entonces d : K — K como

d(a) = (D(fa)) (k).

Afirmamos que d es una derivacién para K que extiende a la de F.

Primero veamos que d estd bien definida.

Sean f,, h, € Flz] tales que f,(k) = a = ho(k). Veamos que (D(f,))(k) =
(D(ha))(k). Pero (D(f))(k) = (D(ha))(k) & (D(fa — ha))(k) = 0
D(fo —ha) € (p(x)). Como f,(k) = a = ho(k), entonces (fo — ha) € (p(x)),
y como D({p(z))) C (p(z)), entonces D(fo, — ha) € (p(x)), que es lo que
querfamos. Por lo tanto, d estd bien definida. Como comentario, obsérvese
que para determinar el valor d(a), nos basta con encontrar un polinomio
adecuado f, € F[x], tal que f,(k) = a.

El hecho de que d sea una derivacién sobre K que extiende a d se deduce
del hecho de que D se comporta como una derivaciéon en F[z], de que para
toda a € F, D(a) = @ y de la tltima observacién hecha. Asi pues, d es la
derivacion buscada.

Ahora veamos la unicidad de dicha derivacion.

Supongamos que existe d; : K — K derivacién sobre K, tal que d;|r =
d. Considerando nuevamente los operadores Dy y Dy, afirmamos que para
todo A(z) € F[z] y para toda o € K

T(A(a)) = (Do(Ax)) (@) + (Dy(A())(@) - Tr(a)
En efecto, si A(z) = > , a;x", entonces

I(A() = di() aa')= Zd_l(az-a") = laja’ + aidi(a)

= Za’oﬁ—l—Zazdl aa’ +sz ) («
= (Do(A(x))(a) + (D (()() ()

Ahora, si A(z) es reemplazado por el polinomio minimo f(x) € F[z] asociado
a « tenemos que

0= di(f(a)) = (Do(f(x))(a) + (D1(f(2))(a) - di ()
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o lo que es igual

—(Do(f(2))(@) = (D1 (f (2))(@) - di ().

Nuevamente, como el operador D; reduce en 1 el grado del polinomio que
evaliay Di(f(x)) no es el polinomio cero, podemos afirmar que (D1 (f(z))(«) #

0, por lo cual
—(D
) —DoF@))
(D1(f(2))(a)
Esto prueba la unicidad de la derivacién sobre K y concluye la prueba del
lema. [

El lema anterior nos permite concluir nuestro teorema principal.

Teorema 1.2.2. Sea F' un campo diferencial de caracteristica cero y K una
extension algebraica de F'. Entonces es posible extender la derivacion sobre
F a todo K de manera unica.

Demostracion. Para demostrar este teorema recurriremos al Lema de Zorn.
SeaD={d: K; — K; |i)K > K;> Fy K es ext. algebraica de F,
ii)d es derivacion sobre Ky, iii)d|p = d}. Notemos que D # (), ya que
d € D, donde d es la derivacién en F' (incluso hay otros elementos diferentes
de d gracias al lema anterior). Definamos una relacién < en la familia D.
Dados dy,d; € D, diremos que d; < dy < a)Ky, < K4, y b)d_2|Kd1 = d,. No
es dificil comprobar que < es un orden parcial para D.
Consideremos una cadena C C D. Veamos que C tiene una cota superior
enD.Si C = {dy}aer, con I un conjunto de indices, definimos Kp = U K-
acl
y D: Kp — Kp como D(a) = du(a) sia € K.

0) D estd bien definida.
Sia€ Kz-ya¢€ K@, entonces K- < K@ 4 K@ <Kz Si Kz < K@,
entonces dg(a) = ds|k, (a) = da(a), ya que a € K- < Kg;. Por lo
tanto, D esta bien definida.

1) Del hecho de que C es cadena en D, se sigue que Kp < K.

2) Es claro que F' < Kp y que Kp es una extension algebraica de F,
puesto que cada uno de los uniendos de Kp lo es.
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3) D es derivacién sobre Kp.

Dados a,b € Kp, como C es cadena, entonces existe K- tal que a,b €
Ky Por lo cual, D(a+b) = do(a+b) = da(a) + da(b) = D(a) + D(b)

por ser d, derivacién sobre Kgz-. Concluimos también que D(ab) =
bD(a) + aD(b). Por lo tanto, D es una derivacién sobre Kp.

4) D|p =d.
Sia € F, entonces a € K- para toda a € I. Entonces, D(a) = d,(a) =
d(a).

De 1), 2), 3) y 4) concluimos que D € D es una cota superior para la cadena
C. De lo anterior, concluimos que toda cadena en D tiene una cota superior,
entonces, por el Lema de Zorn, existe un elemento méaximo D : K5 — K5
en D.

Afirmamos que K7 = K. Si probamos esta igualdad habremos extendido
la derivacion sobre F' a todo K.

Es claro que K5 C K, supongamos que K5 C K. Entonces existe al me-
nos un kg € K tal que ky ¢ K. En particular, este elemento ky es algebraico
sobre F', puesto que K es una extension algebraica de F. Considerando el
campo Kp5(ko), tenemos que K5(ko) es una extensién algebraica simple de
K+ que contiene propiamente a K. Aplicando el lema anterior, es posible
extender la derivacion D a todo K3 (ko) de forma tnica. Si D; es dicha deri-
vacién, es claro que D o D;. Esto es una contradiccién puesto que D es un
elemento maximal de D. Por lo tanto, K57 = K, y D es la extension buscada.

Ahora, para ver la unicidad de la extension, obsérvese que en la prueba de
la unicidad en el lema anterior no usamos para nada el hecho de que K fuese
una extension simple, sélo ocupamos el hecho de que K fuese una extensién
algebraica de F'. Por lo cual, la misma prueba (definiendo los operadores D
y Dy) sirve para concluir la demostracion del teorema. O

Antes de dar la definicién de extensién elemental para un campo diferen-
cial, probaremos una proposicién relacionada con las torres de extensiones
diferenciales para el caso en el que las extensiones son simples.

Proposicién 1.2.2. Sea F' un campo diferencial. Si F' < F(t) < K, donde
K es una extension diferencial de F, F(t) es una extension simple de F
cont € Ky ': K — K es una derivacion sobre K que extiende a la

de F entonces la restriccion '|py) es una derivacion para F(t) siy sélo si
t' e F(t).
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Demostracion. Veamos las dos implicaciones.

= | Esta es inmediata, ya que si '|p¢) es una derivacién sobre F(t),
entonces '|pp(a) € F(t) para toda a € F(t) (las derivaciones son

cerradas por definicién), en particular para a = t. Por lo tanto, t' €
F(t).

< | Supongamos que ¢’ € F(t).

'| (1) se comporta, esencialmente, como una derivacién sobre F'(t) (abre
sumas y cumple la regla del producto), puesto que ’ es una derivacién
sobre Ky F(t) < K. Lo tnico que hay que garantizar es que para toda
a € F(t) se tiene que a’ € F(t).

Ahora bien, recordemos que F'(t) es el campo de cocientes del dominio
entero F[t], que es el conjunto de las evaluaciones de todos los polino-
mios en F[z] sobre t. Asi pues, dado un elemento a € F(t), entonces

a = % donde p(x),q(z) € Flz] y q(z) no es idénticamente nulo. En-

tonces o' = (p(t))/q((z)(;’;(;)(q(t))/. Nétese que p(t),q(t) € F[t] C F(t), asi,
si garantizamos que (p(t))’, (q(t))" € F(t), entonces podremos garan-
tizar que o’ € F(t), puesto que F(t) es un campo. Ahora, para ver
que (p(t))" € F(t) para todo p(z) € F[z], nos basta con garantizar que
(at™)" € F(t) para toda « € F'y para toda n € N y ocupar nuevamente

el hecho de que F(t) es campo. Pero

(at™) = a't" + not't" !

con o« € F (por lo cual, o/t" € F[t] C F(t)) y con nat',t"' € F(t)
(por lo cual, nat't"" € F(t), asf pues, la suma de estos dos elementos
vuelve a estar en F'(t) y, por lo tanto, (at™)" € F(t). De esta forma,
a’ € F(t) para toda a € F(t), lo cual concluye la prueba.

]
Esta ultima proposicién puede generalizarse de la siguiente forma.

Proposicién 1.2.3. Sea F' un campo diferencial. Si FF < F(tq,...,t,) < K,
donde K es una extension diferencial de F, F(ti,...,t,) es una extension
de F con ty,.. ;t, € Ky ': K — K es una derivacion sobre K que
extiende a la de F' entonces la restriccion '|pw,, . +,) €5 una derivacion para
F(ty,...,ty) siysolo sit, € F(ty,...,t,) para todai=1,... n.
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La prueba de dicha proposicién es semejante a la realizada en 1.2.2, por
lo cual, se omite.

Ahora si, enunciaremos a continuacién la definicién de elemento elemental
y extension elemental para un campo diferencial dado.

Definicién 1.2.2 (Extensién elemental). Sea F' un campo diferencial, K una
extension diferencial de F' y k € K. Diremos que el elemento k es elemental
sobre I si y solo si existe una torre de campos

F CF(t)) CF(ti,t) C... C F(ty,...,tny) C K (1.2)

tal que k € F(t1,...,tn) y para cada i = 1,...,N se tiene alguno de los
siguientes tres casos

i) t; es algebraico sobre F(ty,... t;_1).
i) t; es el logaritmo de algin elemento en F(t1,...,t;_1).
i11) ot; es la exponencial de algin elemento en F(t1,... t;_1).

Diremos que la extension diferencial K de F es una extension elemental de
F siy solo si K = F(ty,...,ty). (Para nosotros, F(ty) = F).

Observacion: De la definiciéon de extension elemental puede concluirse
(usando la proposicién 1.2.3) que cada elemento F'(¢y,...,t;) es una exten-
sion diferencial de F' y de todos los anteriores contenidos en él; ya con esto,
también resulta claro que cada F'(ti,...,t;) es una extensién elemental de F'.

Algunos ejemplos de extensiones elementales seran vistos en el capitulo
3, ya que seran sobre los que basaremos nuestros resultados.

1.3. Cuatro lemas importantes

Para terminar con el capitulo demostraremos cuatro lemas que nos seran
de ayuda en los capitulos siguientes.

El primer lema nos ayudara a ver el comportamiento de ciertos polinomios
en las extensiones trascendentes de un campo diferencial dado.

Lema 1.3.1. Sea F' un campo diferencial, K = F(t) una extension diferen-
cial de F' con t trascendente sobre F'y ' : K — K una derivacion sobre K
que extiende a la de F. Supongamos que F y K tienen el mismo subcampo
de constantes respecto a'. Entonces
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1) Sit' € F, entonces para cualquier polinomio f(t) € F[t] de grado posi-
tivo se cumple que (f(t))" es un polinomio en F[t] del mismo grado que
f(t) o de un grado menor exactamente, dependiendo de si el coeficiente
principal de f(t) es o no constante.

2) Si t—t/ € F', entonces para cualquier elemento a € F distinto de cero y
para cualquier entero n no cero, se tiene que (at™)" = ht" para alguna
h € F no cero. Ademds, para cualquier polinomio f(t) € F[t] de grado
positivo, (f(t))" es un polinomio en F[t] del mismo grado que f(t), y
es multiplo de f(t) siy sélo si f(t) es un monomio.

Demostracion. Antes de comenzar la prueba conviene hacer saber lo que
entenderemos por polinomios en F[t]. Realmente, la idea es la misma que
en los polinomios F[z]; as{ pues, una expresion de la forma Y  a;t" donde
a; € F paratodai=0,...,ny a, # 0 serd considerada como un polinomio
de grado n en F[t], con n entero no negativo.

1) t € F.
Sea f(t) € F[t] un polinomio de grado positivo. Supongamos que f(t) =
S gaitt cona; € Fparatodai =0,...,n,a, # 0yn € N. Derivando,
obtenemos

n n

(PO =D (ait') = D lait + (') a) = D ait' + 3 iast't' ™,

1=0 =0 =

Notemos que si g(t) y h(t) son polinomios en F[t], entonces g(t) +
h(t) también lo es. Entonces, sélo debemos garantizar que Y . at’
Y Do gtait't™ son polinomios en F[t] para que (f(t))" lo sea. Pero

a;, € F para toda i =0,...,n, ya que la derivacién de F'(t) extiende a
la de F, entonces, claramente . ajt’ € F[t]; por otro lado, también

ocurre que ia;t’ € F ya que por hipdtesis, ¢ € F' y a; € F para toda
i=0,...,n, por lo cual, Y "  iq;t't""' € F[t].

Ahora estudiemos el grado de (f(¢))’. Dado que el grado mayor de
(f(t)) recae en la suma Y. ajt* (puesto que la otra a lo més es de
grado n — 1), entonces habrd que analizar el término a,t". Si a, €
F no es una constante (respecto a la derivacién), entonces a, # 0,
por lo cual, podemos garantizar que, en efecto, el grado de (f(t))" es

n; si a, es una constante, entonces a,, = 0, por lo cual, el grado de
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(f(t)) es alo més, n — 1. Veamos, sin embargo, que es exactamente
n — 1. Como la suma Y i, ia;t't""* también colabora con el sumando
na,t't"~!, tenemos que el coeficiente que acompaiia a t"~! en (f(t))’ es
[al_, +na,t’]. Si suponemos que [a,_; + na,t’] = 0, entonces dado que

(nant + an—1) = (nat)' +a,_; =a,_; +na,t’' =0

concluimos, entonces, que el elemento na,t+a,_; es una constante. Sin
embargo, por hipétesis, tanto F' como F'(t) tienen el mismo subcampo
de constantes (en particular, dicho subcampo esta contenido en F), por
lo cual debe ocurrir que na,t+a,_1 € F' < na,t € F'<t € F, lo cual
contradice la trascendencia de t. Por lo tanto, si a/, = 0, el grado de
(f(t)) es exactamente n — 1.

LeF.
Sea a € F distinto de cero y n un entero distinto de cero, entonces

t/
(at™) = a't" + nat't" ' = (a' + nat't " t" = (d' + na?)tn'
v

t

¢/ A .
~ € F por hipétesis. Veamos que h # 0.

Observemos que si h = a’ + na*, entonces h € F, ya que a’,a € F'y

Si suponemos que h = 0, entonces (at™) = 0, esto nos dice que el
elemento at™ es constante y, en consecuencia, at™ € F' o lo que es igual
(dado que a no es cero) t" € F. Pero esto tltimo es una contradiccion
a la trascendencia de ¢, ya que si t* € F y n € N, entonces f(x) =
" —t" € Flx], pero f(t) = 0, por lo cual, ¢ es algebraico sobre F. El
caso en el que n es un entero negativo llega al absurdo de que t~1 es
algebraico. Por lo tanto, h # 0.

Sea, ahora, f(t) € F[t] un polinomio de grado positivo. Supongamos
como antes que f(t) = Y 1 a;t" con a; € F para toda i = 0,...,n,
an # 0y n € N, entonces (f(t)) = Y1 (a;it"), pero para cada (a;t")’
con a; no cero, por el resultado anterior, (a;t')’ = hit', con h; € F;
en particular, como a, # 0, concluimos que h,, # 0, por lo cual, el
grado de (f(t)) es m. Por la misma observacion, podemos garantizar
que (f(t)) € F[t], ya que los coeficientes nulos de f(t) no agregan

sumandos a (f(t))".

Ya sélo resta probar que (f(¢)) es un multiplo de f(¢) siy sélo si f(¢)
es un monomio, i.e., f(t) es de la forma at™ con n € N.
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Una de las implicaciones es sencilla. Si f(t) es de la forma at™ con
n € N, ya vimos que (f(t)) = (at™) = ht" con h € F, lo cual, muestra
claramente que (f(t))" es un multiplo de f(t).

Ahora bien, si (f(t)) es un miltiplo de f(t), significa que (f(t)) =
g(t)f(t) para algin ¢(t) € F[t]. Como f(t) # 0, entonces g(t) = (]}((?))l,
pero por lo visto anteriormente, sabemos que f(t) y (f(¢))" tienen el
mismo grado, por lo cual, el grado de g(t) es cero. Ahora bien, los tinicos
polinomios en F[t| de grado cero son los elementos de F' C F'[t] (no los
llamamos constantes para no confundirlos con las constantes respecto
a la derivacién). Entonces g(t) = a € F. Reescribiendo la igualdad
(f(t)) = g(t)f(t) y sustituyendo la expresién de f(t) y de (f(t)) con

los coeficientes h; , tenemos que

(f(1) = af(t) & i hit' = i aait’ < i(hi —aa;)t' =0.
1=0 1=0 1=0

Donde h; = (a + iai%) para toda i =0,...,n.

Nétese que (h; — aa;) € F para toda i = 0,...,n. Esto dltimo conlleva
a que (h; — aa;) = 0 para toda i = 0,...,n, ya que de no ser asi, ¢
serfa algebraico sobre F. Entonces h; = (a; + iai%) = «a,; para toda

1=20,...,n.

Supongamos que f(t) no es un monomio. Entonces, f(¢) tiene al menos
dos términos a,t" y a,t™, con a, y a,, no cero, n,m € Ny m # n (sin
pérdida de generalidad, m < n). Usando los hechos anteriores, tenemos
que (ant") = (a, + na, )" = aa,t" y (amt™) = (al, + ma,)tm =
aan,t™. Cancelando las respectivas potencias de ¢t y despejando «;, con-
cluimos que

(al, + na,%) - (al, + man,5)
G A

o lo que es igual

al, t’ ar, t

— o Bl —|=0.

[an+nt] [am+mt]
Pero . ) y ) y .

ant™ a, a,, ant™
(—) =" +n-] - [ +m_]) =0

A, t™ Qy, t A, t Ay t™
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de lo cual concluimos que el elemento “"t es constante < “"t e F
& L€ F, es decir, ("™ € F con (n - m) natural y mayor o igual
que 1, lo cual, como ya hemos visto, supone una contradiccion a la
trascendencia de t. Por lo tanto, f(¢) debe ser un monomio.

[]

Para la demostracién del lema siguiente necesitaremos una proposicién
auxiliar que enunciamos y demostramos a continuacién.

Proposicién 1.3.1. Sea K un campo y A(z), P(z),Q(z) € K|z|, con P(x)

y Q(z) primos relativos. Si la fraccion P(I)(Q(x € K(x) es propia, entonces

A _A) | Qi)
P@)Q) ~ Plo) | QW

donde las fracciones 1((90)) Y Q(( )) son propias.

Demostracion. Para no cargar la notacion en la prueba, omitiremos la inde-
terminada x.

Dado que P y ) son primos relativos, tenemos entonces que (P, Q) =
y, ademas, es posible expresar a 1 como

1=PT+Q@QS
donde T, S € K|x].
Al multiplicar esta tltima expresion por la fraccion PQ, obtenemos
A AT L A5 AS
PQ Q P

En caso de que los polinomios AT y AS tengan grados mayores a los de Q) y
P respectivamente, hacemos la division sintética para obtener

L@
PQ TQ

donde fi, fo € K|[z] y los grados de Py y (1 son menores que los de Py
() respectivamente.

Para terminar la prueba, de la hipdtesis de que la fraccion PQ es propia,
podemos concluir que la suma f; + f5 es el polinomio cero, ya que de no ser

=fi+fot



Cuatro lemas importantes 23

asi, al hacer la suma con las fracciones £+ b N 9 obtendriamos un numerador
con grado mayor o igual al de P@Q. Por lo tanto

A _BK &

PQ P Q
con las especificaciones que requeriamos. O

Nuestro siguiente lema tiene que ver con un resultado conocido del calculo,
el cual nos permite poder descomponer una funcién racional (cociente de
polinomios) como la suma de fracciones simples. Dicho resultado tiene como
fin el poder integrar funciones racionales de forma mas sencilla.

Lema 1.3.2. Sea K un campo y z(z) € K(x). Entonces z(x) puede descom-
ponerse de forma unica como

+zzf“ v) (1.3)

zlglplx

donde f, fij,pi € K[x], los polinomios p; son mdnicos, irreducibles y distintos
dos a dos y fi; es nulo o tiene grado menor que p;, pero fi,, # 0. La expresion
(1.83) se dice que es la descomposicion en fracciones simples de z(x) sobre K.

Demostracion. Recordemos que K (x) es el campo de cocientes del anillo de
polinomios K[z], por lo cual, para z(x) € K(x), se tiene que z(x) = %
con u(x),v(x) € K[x] y v(z) no nulo. Para facilitar la notacién en la prueba,
omitiremos la indeterminada x.

Supongamos que u y v son primos relativos entre si y que v es moénico. Si
v = 1, entonces no hay nada que hacer, tomamos f = u y la descomposicion
esta lista. Supongamos ahora que el grado de v es mayor o igual a uno vy,
nuevamente, que v es de la forma v = pi*, con p; ménico e irreducible y
r1 € N (en particular, el grado de p; es mayor o igual a uno).

Observemos, primeramente, que si el grado de u es mayor o igual al grado
v, podemos hacer la divisién sintética y obtener que

Uu Uq
Z=—=a+ —
v v

donde el grado de u; es menor que el de v y a € K|z|. Por lo cual, podemos
suponer sin pérdida de generalidad, que el grado de u es menor que el de v
(el polinomio a formara parte del polinomio final f).
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De la representacion z = = pqil , podemos concluir que si el grado de w es
1
menor que el grado de p;, entonces, nuevamente, tenemos la descomposicion
de z en fracciones simples; para esto, nos bastara con tomar fi,, =uy fi; =0
para toda j € {1,...,r; — 1}. De esta forma, obtendremos

flj
-yl

]lpl

que es un caso particular de la expresién (1.3).
Supongamos ahora que el grado de u es mayor o igual que el de p;. Por
el algoritmo de la divisién tenemos que

u=pig1 + by (1.4)

donde ¢;,b; € Klz| y el grado de b; es menor que el grado de p; o by es
cero. Sin embargo, dado que estamos suponiendo que vy v = pj* son primos
relativos, en particular, v y p; también lo son; por lo tanto, b; no es el
polinomio cero, pero si de grado menor al de p;.

Al dividir (1.4) entre p}', obtenemos

u_u g b
voopl ot
La fraccién 2% ya puede formar parte de las fracciones simples que bus-

1
camos; de hecho, tomaremos f1,, = b;. Ahora bien, podemos suponer que g,
y p1 son primos relativos y aplicar el razonamiento usado en la fraccion z%

1
a =2 (si el grado de g; es mayor o igual que el de p}'~ ! hacemos la divi-
)51

sion sintética y al polinomio resultante lo separamos para que forme parte
del f final de la representacién), entonces podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que el grado de g; es menor que el de p'~!. Nuevamente, si el
grado de g; es menor que el de pq, la fraccion r1 r va puede formar parte de

la representacién en fracciones simples de z (tomese 91 = f1r,—1) y habremos
terminado. De no ser asi, al aplicar el algoritmo de la divisién obtenemos

g1 = p1g2 + by

con g9, by € K|z]| y by igual a cero o de grado menor al de p;. Dividiendo esta
tltima igualdad entre p' ', obtenemos
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g 92 ba
T T g T

Aqui, la fraccion Tl —21 ya puede formar parte de la representacién en fraccio-

nes simples (tomando by = f1r,—1). Ahora, obsérvese que al ir aplicando este
razonamiento, los grados de los g; resultantes van disminuyendo, es decir, el
grad(u) > grad(g,), el grad(g,) > grad(gz), etc., por lo cual, el procedimien-
to acaba en un nimero finito de pasos (de hecho, nos basta con obtener un
grado de g; menor al de p; para acabar). En resumen, obtenemos que

fl]
. Z

con las especificaciones del lema. Los posibles polinomios que surgieran de
las divisiones ﬁ los omitimos en esta representacion final, ya que como

hemos dicho, formaran parte del polinomio final f.

Ataquemos el caso general: z = =, donde el grado de v es mayor o igual
a uno y u y v son primos relativos.

Primero hacemos la divisién sintética (en caso de que el grado de u sea
mayor o igual al de v), por lo que

=ty (1.5)
v v

con f € K|x]. En esta expresién el grado de u; es menor al de v y, por ser u
y v primos relativos, u; y v también lo son.

Consideremos la descomposicién en irreducibles de v (esto es posible ya
que K[z] es un DFU?), entonces v = pi*...p", conr; € N, p; € K|x], ménico
e irreducible para toda ¢ € {1...,n} y p; distinto de p; si i # j.

De esta forma

(A} . Uu
v P p
Como pi*, py?,..., y pi» son primos relativos (por serlo los p;) y el grado de

uy es menor que el de v = pi'...pl~, al aplicar la proposicién 1.3.1 repetida-
mente, obtenemos que

2Dominio de factorizacién tnica, véase el teorema A.2.4 del apéndice de 4lgebra.
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Ut C1 C

v pl nn
donde ¢; € Klz] y las fraccione n} Por
lo que hemos trabajado anterlormente sabemos que cada fraccién <% admite

7

la descomposicion

—zf“
m
Jj=1 i

con las propiedades del lema. Entonces

CRD I LS B B BB

le

Sustituyendo esta identidad en (1.5), concluimos que

Jij
eyl 1o
i=1 j=1 pl
con las propiedades requeridas en el lema.
Veamos ahora la unicidad de la expresién (1.6). Supongamos que existen
dos descomposiciones para z en fracciones simples, de tal modo que

D e R D B

zljlpl zl]lql

con las especificaciones del teorema. La primera de estas expresiones podemos
suponerla tal y como la hemos construido anteriormente, es decir, los p;
son todos los factores que aparecen en la descomposicién en irreducibles
de v. Veamos que la segunda representacion no dista mucho de la primera.
Recuérdese que podemos considerar z = = con u y v primos relativos y v
monico.

Siz=%=g+> ", Z “C;” simplificaremos la doble suma para hacer
los anélisis correspondlentes.

Para cada 2 = 1,...,m, al hacer los quebrados, tenemos que

Zgz] _ i

Jj= 1qZ 4
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donde k; = ¢ 'gi + ... + Gis,-

Notese que ¢; no divide a k; para toda ¢ = 1,...,m, ya que ¢; divide
a todos los sumandos de k; excepto a g;s,, que, por las especificaciones del
lema, es de grado menor a ¢; y no nulo. Entonces

Nuevamente, al hacer la suma de quebrados obtenemos

v (@)t A (@ g R (@ i)Y
v (@ g)
Llamemos % = (qu'"qfnm)k1+'"+(q;:1mq:§:1)km+(qil"'qﬁ”m)g.
v (q1 ~~~Q'n;n)

!
Observemos que, para ¢;, todos los sumandos del numerador de % son

multiplos de ¢;, excepto el correspondiente (¢;* ... ¢ ' qi .. @5 ) ks qéle he-
cho, ¢; no divide a este sumando, ya que, en caso de hacerlo, como los ¢; son
primos relativos entre si y distintos dos a dos, si ¢; dividiese a este sumando,
obligaria a que ¢; dividiese a k;, lo cual no puede ocurrir por lo que hemos
mencionado anteriormente. Por lo tanto, podemos concluir que ¢; no divide
al numerador u' para todai=1,...,n.

De la igualdad ¢ = Z—: (que se da si y sélo si uv’ = u'v), podemos concluir
que v = v, ya que la igualdad uv’ = u'v nos dice, por un lado, que v divide
a uv' y, por el otro, que v’ divide a u/v; pero u y v son primos relativos, por
lo tanto, v|v’; de igual forma, del hecho de que ¢; no divide al numerador u’
y que ¢; es irreducible para toda i = 1,...,n, podemos concluir que v’ y v’
son primos relativos, por lo cual, v'|v. Finalmente, como v y v’ son ménicos
y v[v" y v'|v, concluimos que pi*...pim =v =0 =¢* ... ¢,

Ahora bien, recordemos que la expresién en irreducibles es unica salvo
por el orden y posibles constantes, pero como v es moénico, podemos concluir
que

A:f+22£j:z:g+22%:3. (1.7)

i—1 j=1 Pi i=1 j=1

Para terminar, nos restarfa probar que f = g y que f;; = ¢;; para toda iy j.
Sea [ la cantidad de sumandos en la doble suma de A y B (esto es, sin
contar a f y g). Haremos la prueba por induccién sobre [.
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i) Sil =0, entonces se cumple, trivialmente, que f = g.

ii) H.I. Si tenemos dos representaciones en fracciones simples para z, con
las especificaciones del teorema y tal que la cantidad de sumandos en
la doble suma de A’ y B’ es [ — 1, entonces las representaciones son
iguales.

iii) P.d. que para [ también se cumple lo anterior.

Supongamos que la cantidad de sumandos en la doble suma de Ay B
es [.

Al hacer los quebrados y las sumas correspondientes, tenemos que
(Py2 -y it APy D+ (01 P (052 o k(P e (PP g
pit..pp o pit..pp
o, equivalentemente, (py? ... pr"Yhi+. . .+ ... o ) o +(P . P ) f =

(P pr )k A0 D k(00 L pim)g, donde by = pliTt fi

...+fm.yki:pgi_lgﬂ—i—...—kgm para todai=1,...,n.

Desarrollando los productos (pi*...p;{'pii ... pir)h; (v los respecti-

vos a k;) podemos observar que

72 T _ 72 T
fim (P52 ... o) + = g1 (P32 ...00") +
maultiplos de p1 maultiplos de p1

Por lo cual, al despejar fi,, (p5*...p0") v g1 (P52 ... 0", concluimos
que (fir, —g1r,) (D52 . .. pin) es divisible por py. Pero p; es primo relativo
con los restantes p;, por lo tanto, p; | (fir, — g1r,); ahora recuérdese
que los grados de fi,, ¥ g1, son menores que el de p;, entonces, si
| (fir, — 911, ), debe ocurrir que (fi,, — g1,) = 0, lo cual sucede si y

, . flr gir
sélo si f1,, = g1-,- Ya con esto, como p'f'll = p,,ll, podemos cancelar en
1 1

(1.7) dicho sumando en las respectivas sumas dobles; en consecuencia,
tendremos una igualdad de representaciones en fracciones simples cuyas
dobles sumas tienen [ — 1 elementos y con las propiedades del teorema,
entonces, por H.I. deben ser iguales y esto concluye la prueba del lema.

[]

El siguiente lema técnico nos dice qué es lo que ocurre con la repre-
sentacién en fracciones simples de v cuando las condiciones del campo son
adecuadas.
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Lema 1.3.3. Sea F' un campo diferencial, K = F(t) una extension diferen-
cial de F' con t trascendente sobre 'y ' : K — K wuna derivacion sobre
K que extiende a la de F. Supongamos que para cada p(t) € Flt] ocurre
que (p(t)) € Ft] y que, si p(t) es monico e irreducible, el grado de (p(t))’
es menor que el de p(t). Entonces, para cada v € K, la descomposicion en
fracciones simples de V' tiene como denominadores los mismos polinomios
wrreducibles de v, pero el exponente mdrimo con que cada uno de ellos apa-
rece en v’ es una unidad mayor al que aparece en v. En particular, dicho
exponente siempre es mayor o igual a 2.

Demostracion. Dado v € K, consideremos su representacion en fracciones

simples. Entonces
v=Ff4+> Y p—j (1.8)

donde f, fi;, pi € F[t], los polinomios pi son ménicos, irreducibles y distintos
dos a dos y f;; es nulo o tiene grado menor que p;, pero f;., # 0.
Derivando la identidad (1.8), tenemos que

Vo= f+zz Ly (1.9)

11] 1 p,
(fis) 3(pi) fis
= f+zz -, (1.10)
=1 j=1 p’b pl

Analicemos los cocientes 22 J)J i<
P;

k3

Afirmamos que dicho cociente no es exacto, esto es, p{“ no divide a
Jj(pi) fij, cuando fi; es no nulo (sabemos que, al menos, f;, no es nulo).
Primeramente, observemos que cuando f;; no es nulo, ocurre que p; 1 fi;, ya
que, por las propiedades de la representacion en fracciones simples, el grado
de f;; es menor al de p;; luego, dado que p; es ménico e irreducible, entonces
el grado de (p;)" es menor al de p;, por lo cual, también podemos garantizar
que p; 1 (p;)’. Por lo tanto, dado que p; es irreducible, no puede ocurrir que
pi | 7(pi)' fij, ya que tendria que dividir a alguno de los dos factores. Entonces,
al efectuar el algoritmo de la divisién, tenemos que

—j(pi) fij = gipi + hij (1.11)

con h;; no nulo y de grado menor al de p;.
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Sustituyendo (1.11) en (1.10), obtenemos

o= pey e by

lel pz

i +Zj
S ey it +zz

i=1 j=1 7,1]1

donde los polinomios p; son ménicos, irreducibles y distintos dos a dos y h;;
es nulo (para el caso en el que f;; era nulo) o tiene grado menor que p;, pero
hir, # 0.

Notese que en esta expresion, el grado méaximo con el que aparecen los
polinomios p; (este grado maximo era r; en v, respectivamente) se ha elevado
en uno, ademas, todos los sumandos de la segunda doble suma de la igualdad
anterior entran dentro de la descomposicién en fracciones simples de v'. Ahora
bien, los sumandos de la primera doble suma son de la forma pim con q,p €
F[t] y p ménico e irreducible y m € N; la expresién de dichos sumandos en
fracciones simples, como hemos visto en lema anterior, es de la forma ¢ +
> e 25 conc, f;, € Ft] y las condiciones del lema. Entonces, al expresar cada
sumando en su descomposicién en fracciones simples y agrupar los polinomios
y potencias correspondientes, obtendremos la descomposicion en fracciones
simples para v’, pero sin agregar potencias mayores o iguales a r; + 1 del
polinomio p; correspondiente y sin agregar nuevos polinomios irreducibles
distintos de los que aparecian en v. Esto concluye la prueba del lema. O]

Nuestro ultimo lema nos brinda una condicién para garantizar la trascen-
dencia de ciertos elementos.

Lema 1.3.4. Sea F' un campo diferencial de caracteristica cero, K una ex-
tension diferencial de F'y ' : K — K una derivacion sobre K que extiende
a la de F. Supongamos que F y K tienen el mismo subcampo de constantes
respecto a'. Sil € K\ F cumple quel' € F', entonces | es trascendente sobre

F.

Demostracion. Sea C = {a € F : ' = 0p} C F el subcampo de constantes
respecto a la derivacién de F. Sit € K\ F y t' € F, podemos concluir que
t' # 0, ya que de lo contrario garantizariamos que [ € C C F, lo cual es una
contradiccion.
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Supongamos que t es algebraico sobre F'. Consideremos el polinomio mini-
mo asociado a t, " + a,,x™ + ...+ ag = p(x) € Flz], tal que

"+ apt™.. . +ag=0 (1.12)

donde n > 1 (Si n = 1 llegarfamos a que t € F') y 0 < m < n. Notemos
que a,, # 0, ya que de lo contrario concluiriamos que ¢ = 0 lo cual es otra
contradiccion.

Derivando la ecuacién (1.12), obtenemos que

nt't" 4 (al "™ 4+ mant't" ) + .. 4 apy = 0. (1.13)

Ahora bien, de esta ultima ecuacion, al recordar la desigualdad 0 < m < n
vemos que solo existen tres posibles casos:

1) n—1>m.
2) n—1=mynt' +al, #0.
3) n—1=mynt +a, =0.
Veamos que con cualquiera de los tres llegamos a una contradiccién.

1) Sin—1 > m, vemos de (1.13) que ¢ satisface al polinomio nt'z" ! +
(al 2™+ mant'z™ ) + ...+ ay € F[x] (por hipétesis t' € F') de grado
n — 1 (esto dltimo se sigue del hecho de que nt’ # 0, ya que t' # 0 y el
campo F' es de caracteristica cero). Esto es una contradiccién para el
grado del polinomio minimo de t que es n.

2) Sin—1=mynt +a,, # 0, reescribimos (1.13) como
(nt' +a )" '+ ... +a,=0
lo cual nos lleva a la misma contradiccién del caso 1).

3) Por ultimo, sin—1 = m y nt'+a,, = 0 obsérvese primero que nt+a,, €
K\ F, ya que, de estar, concluirfamos, al despejar, que t € F'. Por otro
lado, (nt+a,,) = nt’+al, = 0, lo cual nos lleva a concluir que nt + a,,
es una constante. Esto contradice lo inicialmente dicho.

Todas estas contradicciones concluyen la prueba del lema. ]






Capitulo 2

El teorema de Liouville

Ya establecidos los resultados necesarios en el capitulo anterior, aborda-
remos la prueba del teorema de Liouville en su version general.

2.1. El primer teorema de Liouville

Generalmente, cuando se comienza con la investigacion de cierto tipo de
propiedades, se suele observar primero el comportamiento de éstas en las
estructuras mas simples y basicas, para después tratar de generalizar los
resultados obtenidos a una familia més grande elementos. El calculo de pri-
mitivas es un buen ejemplo de esto; asi pues, cuando comenzamos a integrar
(en el sentido de encontrar primitivas) suele empezarse con las funciones més
simples posibles (constantes y polinomios), para después pasar a funciones
mé&s complicadas y realizar una clasificaciéon de funciones (o de integrales)
que nos ayude a saber si las funciones que estamos integrando tienen solu-
cién conocida y, méas aun, si poseen primitivas elementales. En este sentido,
el método de las fracciones simples (o parciales) que conocemos de nuestros
cursos de calculo garantiza la inclusion de las funciones racionales dentro de
aquellas que tienen primitivas elementales’.

En un sentido mas general, el teorema de Laplace, que enunciamos a
continuacién, garantiza (ya dentro del terreno de las funciones de variable
compleja) que la integral de cualquier funcién racional es elemental y, mas

I Aunque no hemos dado la definicién de funcién elemental, intuitivamente, las funciones
elementales son aquellas que podemos expresar, mediante un niimero finito de operaciones,
en términos de las funciones e*, In(z), p(z) € C(x), potencias, etc., o sus composiciones.

33
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atin, muestra la forma general que ésta tendra.

Teorema 2.1.1 (Laplace, 1812). La integral de una funcion racional y(z) =
, donde P(z),Q(z) € Clz] y Q(2) no es idénticamente nulo, es siempre
una funczon elemental. Ademds dicha integral se puede expresar como la suma
de una funcion racional mas una suma finita de maltiplos de logaritmos de
funciones racionales. Fsto es

/y(z)dz = / ggz; dz = R(z) + Zcilog(ri(z)) (2.1)

donde R(z) € C(z2), ¢; € C y ri(2) es una funcion racional compleja no
idénticamente nula para cadat=1,...,m.

Demostracion. Al considerar el campo de las funciones racionales complejas
C(2), por el lema 1.3.2, tenemos que cualquier funcién y(z) € C(z) se expresa
de la forma

y<z>=gj +zszz

zl]lplz

donde f, fi;, pi € C|z], los polinomios p; son mdnicos, irreducibles y distintos
dos a dos y f;; es nulo o tiene grado menor que el de p;, pero f;, # 0. Ahora
bien, sabemos que los p; son todos los factores irreducibles de @ (que podemos
suponer monico), pero en C(z) los polinomios irreducibles son precisamente
los de grado uno. Es decir, en realidad la descomposicion en fracciones simples
de y es

61]
CED D IE

=1 j5=1

con oy, B;; € C para toda ¢ y j. Al integrar esta tltima identidad concluimos
que

/ dz_/f dz+ZZ/Zf”% dz).

=1 j=1

Al ser f un polinomio, la integral [ f(z)dz vuelve a ser un polinomio (que
denotaremos por ¢(z)); por otro lado, al ser las 3;; constantes, las integrales



EL primer teorema de Liouville 35

i = B Oz -dz son féciles de resolver: cuando j = 1, la solucién es S;ln(z — o)

y cuando 7 > 1, la solucién es —1 Bij

GGy T (las constantes las agrupamos

con el polinomio g). Por lo tanto

/y(z ZZ T Zf_a +Zﬁﬂln

i=1 j=2

Tomando R(2) = g(z) — > 1, >0, % € C(2), i =Bnyriz) =
(z — o) se sigue el resultado. O

El teorema de Laplace fue llevado a una forma més general por Liouville
en un articulo publicado en 1834. Este resultado, que es conocido como el
primer teorema de Liouville sobre integracion finita establece lo siguiente:

Teorema 2.1.2 (Liouville, 1834). Sea y(z) una funcion algebraica cuya in-
tegral es elemental. Entonces

/y(z) dz = vy + c1log(vi(2)) + ... + ¢ log(v,(2)) (2.2)
donde r es un entero positivo, ¢; € C para toda i = 1,...,17 y v;(2) es una
funcion algebraica para toda 7 =0,...,7r.

La primera generalizacién del teorema de Liouville fue obtenida por el
mismo un ano mas tarde en 1835.

Teorema 2.1.3 (Liouville, 1835). Si F' es una funcion algebraica de z,y1, . . ., Ym,
donde cada y; es una funcion de z, dy;/dz es una funcion algebraica de

2,1, Ym para cada i = 1,...,m, y la integral /F(Z,yl,...,ym)dz es

elemental, entonces

/F(z, Yly -y Ym) dz = vg + Z cjlog(vj)

j=1
donde las c; € C y las v; son funciones algebraicas de z,y1,. .., Ym.

Las pruebas de estos teoremas (rigurosas, pero lejos de ser simples) des-
cansan en resultados del anélisis complejo (especialmente, en prolongacién
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analitica a lo largo de curvas) y las propiedades analiticas de las funciones
algebraicas. Nosotros obtendremos estos resultados como corolarios en la si-
guiente seccion, aunque, nuevamente, si el lector gusta consultar las pruebas
analiticas de los teoremas 2.1.2 y 2.1.3, puede encontrarlas en [21]. Nétese
que el teorema 2.1.2 se obtiene como consecuencia del teorema 2.1.3 al tomar
F=y.

Basado en la idea de lo que hoy conocemos como campo diferencial, la
siguiente generalizacion del teorema de Liouville fue obtenida por Alexandre
Ostrowski y publicada en su articulo Sur lintégrabilité élémentaire de quel-
ques classes d’expressions, en el cual garantiza el resultado del teorema 2.1.3
para una familia mas amplia de funciones: las funciones meromorfas.

Teorema 2.1.4 (Ostrowski, 1946). Sea R un campo Liouvilliano sobre una
region del plano comlejo. Sea ¢(z) una funcion en R cuya integral indefinida

b(z) = / 6(2)dz (2.3)

estd contenida en una extension Liouvilliana de rango r elemental de R.
Entonces la funcion (z) se puede expresar de la forma

/ Bz = 3 ciln(ui(2)) + o(2) (2.4)

donde las ¢; son constantes y u;,v € R para toda i € {1,...,n}

Antes de enunciar el teorema principal de este capitulo y dar su corres-
pondiente demostracion, conviene aclarar la terminologia empleada por Os-
trowski y ver como el teorema 2.1.4 generaliza al teorema 2.1.3.

Primeramente, el concepto que Ostrowski denominé como campo Liouvi-
lliano no es mas que una version particular del concepto de campo diferencial
que hemos dado en el capitulo 1. Asi, un campo Liouvilliano sobre una re-
gién D es un conjunto de funciones complejas holomorfas sobre la regién D
(salvo por un conjunto numerable de singularidades aisladas) que es cerrado
bajo la derivacién usual, que contiene a las constantes complejas y que es
un campo con las operaciones usuales de funciones. Seguido, tenemos que
una extensién Liouvilliana para un campo R Liouvilliano es una extension
de campos de R que es Liouvilliana. Por ultimo, una extensién elemental
Liouvilliana de rango r, es una extension Liouvilliana de R que es obteni-
da mediante la adjuncion de r elementos a R; dichos elementos deben ser
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algebraicos, exponenciales o logaritmos de algunos elementos de R. De este
modo, si comparamos estos conceptos con las definiciones 1.2.1 y 1.2.2 dadas
en el capitulo anterior, veremos que las hipotesis de la version general del
teorema de Liouville que demostraremos en la siguiente seccion se satisfacen
para la versién de Ostrowski.

Como tltimo comentario, la versién de Ostrowski implica al teorema 2.1.3
al considerar la extension R = C(2, 41, .+, Ym, Yy - - - Yo, F') de C(z) y la de-
rivacion usual compleja. Primero, observemos que R es un campo Liouvilliano
(al tomar una regiéon adecuada para las y;), puesto que, con la derivacién com-
pleja usual, la derivada de z y de cada una de las y; vuelve a quedar en R;
luego, para ver que la derivada de cada y; vuelve a ser un elemento de R nos
basta con recordar la observacion hecha en la definicion 1.2.2 para el caso

algebraico (por hipétesis, cada y, es algebraica en z,41,. .., y,); por otro la-
do, ocupando la hipétesis de que F' es algebraica en z,yq, ..., ymn, podemos
extender la derivaciéon sobre C(z,91,. .., Ym, Y1, ---,Y.,) a R de forma tnica

(vuelve a ser la derivacién usual compleja) y garantizar que F” € R. Ahora,
es claro que C C R y que R es un campo. Todo esto garantiza que R es un
campo Liouvilliano.

Tomando F' = ¢ en el teorema de Ostrowski (que es elemental por hipdte-
sis), concluimos que

n
/F(z, Yly -y Ym)dz = v+ Zcilog(ui)
i=1
donde las ¢; son constantes y u;,v € R.

Para terminar de ver la implicacion hay que garantizar que cada u; y v
son funciones algebraicas de z,y1, ..., Ym, pero esto se sigue de la hipotesis
de que y, y F son funciones algebraicas de z,y1,...,y, vy de que cada ele-
mento de R se expresa como el cociente de sumas de productos finitos de

Z:y17"'7ym7y17"‘)y;nyF'

2.2. La generalizacion de Rosenlicht

En noviembre de 1972, en la edicion correspondiente al mes de la Ameri-
can Mathematical Monthly aparecié un articulo escrito por Maxwell Rosen-
licht en el que se exhibia una generalizacion abstracta del resultado obtenido
por Ostrowski, cuya prueba era, netamente, algebraica, aunque este resulta-
do habia aparecido, esencialmente, cuatro anos atras en la edicion de mayo
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de la Pacific Journal of Mathematics en un articulo escrito por el mismo
Rosenlicht. A continuaciéon, enunciamos el teorema y procedemos con su de-
mostracion.

Teorema 2.2.1 (Rosenlicht, 1972). Sea F' un campo diferencial de carac-
teristica cero y o € F. Si la ecuacion iy’ = « tiene al menos una solucion en
alguna extension elemental K de F', tal que K y F tienen el mismo campo
de constantes, entonces existen constantes (respecto a la derivacion en K)

Cly...,Cn ¥y elementos uy, ..., u,,v € I tales que
n o
a=)» ¢—+ 2.5
2 9

Demostracion. Como hemos hecho a lo largo del capitulo, denotemos por
" K — K a la derivacién sobre K que extiende a la de F' (d: FF — F
denotard la derivacién sobre F).

Por hipoétesis, existe una torre de campos diferenciales

F C F(ty) C F(ti,t2) C... C F(ty,...,tn) = K (2.6)

tal que y € K, donde 3/ = a. Probaremos el teorema por induccién sobre N.
Antes de comenzar, observemos que todos los campos de la torre de campos
en (2.6) tienen el mismo subcampo de constantes que F'y K.

El caso N = 0 nos dice que la solucién y de ¢y = « estd en F', es decir,
y € F. Tomando ¢; = 0, u; € F no nulo y v = y, es claro que se tiene la
identidad (2.5) con las especificaciones del teorema.

Nuestra hipotesis de induccién nos dird que si k = N — 1 y tenemos la
torre de campos de N elementos con las hipotesis del teorema, entonces, el
resultado se cumple. Veamos qué pasa cuando k = N.

De nuestra torre de campos

F CF(t;) C F(t1,t2) C ... C F(t1,...,tny) =K

que tiene N + 1 elementos, sabemos que existe y € K tal que ¢y = . Como
F C F(t;) y a € F por hipdtesis, entonces, al considerar la subtorre de
campos de N elementos

F(t)) C F(t1,ta) C ... C F(t1,...,tn) = K

podemos aplicar la H.I. verificando que se cumplen las hipdtesis del teorema
para dicha subtorre. Por lo cual, existen ¢y, ..., ¢, constantes en F' C F(t;)
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(dado que todos los campos de nuestra torre tienen el mismo subcampo de

constantes) y ui, ..., u,,v € F(t1), tales que
n u
a = ci— +v'. 2.7
D cin + (27)
=1
Nos gustaria garantizar que uq,...,u,,v € F o encontrar a partir de ellos

una expresion para « que satisfaga las condiciones del teorema. Veremos que
esto, en efecto, es posible.

Por hipétesis, dado que K es una extension elemental de F', entonces se
cumple alguno de los siguientes tres casos

i) ¢ es algebraico sobre F.
ii) t; es el logaritmo de algiin elemento de F.
iii) 6 t; es la exponencial de algin elemento de F.
Analicemos los tres casos.

i) t; es algebraico sobre F.

Sabemos que si ¢; es algebraico sobre F', entonces F'(t;) = F[t;], por lo
cual, para los uy,...,u,,v € F(t;) existen polinomios Uy, ..., U,,V €
Flx] tales que U;(t,) = u; paratodai=1,...,ny V(t;) = v.

Consideremos el polinomio minimo p(x) € F[z]| asociado a t; y to-
dos los conjugados distintos de ¢; (esto es, las demés raices diferentes
de p(x)). Sean ty,ts,...,ts dichos elementos. Sabemos que es posible
construir una extensién algebraica de F'(¢1) (y de F' en particular) tal
que contenga a todos estos elementos (a saber, la extensién algebraica

F(ti,...t,)).

Ahora, dado que los elementos %1, ts, ..., t, son algebraicos sobre F'y F
es de caracteristica cero, entonces es posible encontrar? un elemento u €
F(ty,...,ts), de tal forma que F(u) = F(t,...,ts). Tenemos entonces
la torre de campos

F C F(ty) C F(u).

Obsérvese ademds que para toda j =1,...,s F C F(t;) C F(u).

2Véase el teorema A.1.3 del apéndice de algebra.
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a2

El teorema A.1.5 del apéndice de élgebra nos garantiza que F'(t;) =
F(t;) para toda j = 1,...,s. Denotemos por ¢, al isomorfismo entre
F(t1) y F(t;). Dicho isomorfismo cumple que ¢;(f) = f para toda f €
Fy¢i(t1) =t;. Como F(t1), F(t;) C F(u), entonces, dicho isomorfismo
puede extenderse a un automorfismo de F'(u) (donde, por extender,
entenderemos que dicho automorfismo preserva las propiedades de ¢,
al restringirnos adecuadamente).?

Consideremos entonces dicho automorfismo ¢; : F(u) — F(u) que
cumple i)¢;(t1) = t;, ii)¢;(f) = f para toda f € F y iii)d;|pu,) = ¢5.
Como F'(u) es una extension algebraica de F'(t1) y, ésta a su vez lo es de
F', por el teorema 1.2.2, es posible extender la derivacion d : F' — F
de F' a todo F(t;) y ésta, de igual forma, extenderla a una sobre F'(u)
de forma tnica. Sea * : L — L dicha derivacién, donde L = F'(u).

Definamos < : L — L como sigue

-1 —

(N =6; 1(&()]

para toda y € L.

Observemos que < esta bien definida, por ser ¢; isomorfismo. Ademas
< es una derivacién para L. Esto ultimo se sigue del hecho de que * lo
es y de que tanto ¢; como su inversa son isomorfismos (abren sumas y

productos). Veamos que <, de hecho, es una derivacién que extiende a
d.

Dada v € F, tenemos que (7)¢ = ¢_j71[(¢7(7))*] = %71[(7)*} =

¢_j71[d(’y)] = d(v), puesto que tanto ¢; como su inversa fijan a F y

* extiende a d.

Entonces, por la unicidad de *, tenemos que para toda v € L

& 1G] =)0 =7 (2.8)

aplicando ¢; a (2.8) concluimos que

(65 (1) = &;(v")

para toda v € L y para toda j =1,...,s.

3Véase el teorema A.1.6 del apéndice de algebra para ver este hecho.
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Ahora, afirmamos que para toda j =1,...,s

a= z”: CZM + (V(t;))". (2.9)
: Ui(t;)

Antes de ver esta afirmacion, observemos que por la proposiciéon 1.2.3,
'| Pty €s una derivacion para F(t;); ahora, por como construimos a *,
*|p(t,) también es una derivacién para F'(¢;), entonces por la unicidad
de la derivaciones en el caso algebraico, tenemos que ’| Flt) = | Ft)-

Para ver que la afirmacién (2.9) es cierta, primero veamos que U;(t;) =
¢;(U;(t1)). Para ello supongamos que U;(x) = Y/ aiz!, con a} € F
para toda 7, [. Entonces

= ia? Zal ¢J tl ¢J Zal tl (tl))
=1

Hemos usado fuertemente que gb_j es isomorfismo y que cumple con
1)p,;(t1) = t; y il)¢,;(f) = f para toda f € F. De manera andloga y
usando la identidad seguida de (2.8) se puede probar que (U;(t;))* =

@((Ui(tl))*),que‘/(tj)zaj( (1)) y que (V(t;))" = ¢;((V(t1))") para

toda 3 =1, ..
Como Ul(tl) ( 1
o ((Ui(t))) v (V(

~ (Ui(ty) R N () D ,
;cl ) V) —Z:; O T @),

Usando nuevamente las propiedades de qb_J y la hipétesis de que o € F,
concluimos que para toda 7 =1,...,s

) € F(t1) v '[pi) = *[p@), entonces, (Ui(t;))" =
t;)* = ¢;((V(t1))"). Por lo cual,

—~ (Ui(ty)) . e (Ut )
ZCiWJF(V(tj)) = ¢j(;cz’m+((v(t1)))
= B et ) =)

que es nuestra afirmacion.
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Ahora, sumando sobre s obtenemos que

sa = ch[w — M] + (V) + .. 4+ (V(ts))"]

~ " Ui(h) Ui(ts)
de lo cual
NG ih) Uits)), | [(V{E))" + ...+ (V(Es))']
O‘_;Z[ Uy o) 5

y, dado que * es derivacién (en particular, se cumple la proposicién
1.1.2, obtenemos

o Zn: Ci [<Ui(t1) e Ui<t5>)*] [(V(t)+ ...+ V(ts)]*‘

s+ Ui(ty) ... Ui(ts) s

(2.10)

i=1
Para concluir la prueba del caso i), afirmamos que, si U;(t1) ... Ui(ts) =
A,y V(t))+.. . +V(ts) = Q, entonces A;, Q2 € Fparatodai=1,...,n.

Nuevamente la herramienta algebraica entrara en juego. Consultandose
las definiciones y resultados del apéndice de algebra, podemos afirmar
lo siguiente:

. Claramente, L es un campo de escisién (o un campo de descomposicion)

sobre F' para el polinomio minimo p(z) asociado a t;, por lo cual,
podemos afirmar que L es una extension normal de F'.

. De la definicién de extension normal, concluimos que el campo fijo

Corzy = {a € Flo(a) = a,Vo € G(%)} = F, donde G(%) es el grupo
de automorfismos de L.

Entonces, si queremos asegurar que A;,{2 € F para todai=1,...,n,
nos basta con demostrar que para toda o € G(l%) y para toda ¢ =
1,...,n, ocurre que o(4A;) = A; y o(Q2) = Q.

Sea o € G(%£) y Ui(t1) ... Ui(ts) = A;, entonces
por ser ¢ un automorfismo que deja fijo a F'y porque U; € F[z].

Si demostramos que o({t1,...,ts}) = {t1,...,ts}, entonces podremos
afirmar que o(4;) = A,.
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i)

Entonces todo se reduce a verificar que o(t;) es raiz de p(z) para toda
j=1,...,s5 Como t; es raiz de p(z), ocurre que p(t;) = 0, entonces
0=0(0) =0o(p(t;)) = p(o(t;)), ya que o es un automorfismo que deja
fijoa F'y p € Flz|. Por lo tanto, podemos concluir que A;, 2 € F. (Un
razonamiento similar se aplica para ver que 2 € F'). En particular, si
A;, Q2 € F, la identidad (2.10) se transforma en

0= S0 U G (V) + 4 Vi)
i—1 S Uz(tl) . Uz(ts) S

que es la expresion buscada para a.

Para los dos casos que nos faltan, supondremos que ¢ es trascendente

sobre F.

t; es el logaritmo de algin elemento de F'. Es decir, para algin a € F'

no cero, tj = “E/ En particular, ¢| € F.

Al recordar la expresion (2.7), tenemos que

a:ZCi%%—v' (2.11)

con ¢y, ..., c, constantes en F' C F(t1) y uy,...,u,,v € F(t;). Enton-
ces, paracadai=1,...,n
wy = fi(t1)
gi(th)

con f;,g; € F[z] y g; no nulo. Descomponiendo tanto a f; y g; en sus
factores irreducibles, tenemos que

il Til;
PPy,
Ui == Simg *

i - Dim,

Simplificando lo que se pueda, podemos concluir que

__ mal Tiw;
U; = Fil .. szl

donde ny1, ..., N, € Z y los F}j son polinomios monicos irreducibles
(salvo por uno que podria ser un elemento de F') y distintos dos a dos.
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Sustituyendo esta descomposicién en (2.11), obtenemos

- (quﬂ ce F:Z;:JZ)/ / - (El)/ (Ewi)/ ’
a= Zz:;czz[ F |4+ = ;cz[nﬂ 7 . N, F |+v
donde los F}; € F[t;] C F(t;) y cumplen las propiedades antes mencio-
nadas. De esto, podemos suponer, entonces, sin pérdida de generalidad,
que en (2.11) cada w; es un polinomio ménico irreducible en F[t;] o un
elemento de F. Si alguno de los Fj; se repitiera, podemos agruparlos
sin problema, por lo cual, también supondremos, sin pérdida de gene-
ralidad, que en (2.11) los u; son distintos dos a dos. Despejando, v' de
(2.15), tenemos

n u,

vVV=a— E ci—. (2.12)
. Uy
=1
Afirmamos que ésta es la descomposicion en fracciones simples de v’
sobre F'.

De esta ultima identidad, saquemos los sumandos que cumplan que
u; € F'y agrupémoslos con « para formar el polinomio f de la descom-
posicion en fracciones simples. Veremos que los restantes u; también
estan en F.

Dado que u; es moénico y t' € F, estamos dentro de las condiciones del
lema 1.3.1, por lo cual podemos afirmar que el grado de ) es exac-
tamente menor en una unidad al de w; (al multiplicarlo por —¢; no
cambia el grado), por lo cual —c;u; es de grado menor a u;. Con es-
to podemos garantizar que (2.12) es, en efecto, la descomposicién en
fracciones simples de v’.

Ahora, del lema 1.3.3, s6lo habria que verificar una hipétesis para po-
der ocuparlo en v'. Esta consiste en ver que si p(t) € F[t1], entonces
(p(t))" € F[t1]. Pero se cumple precisamente por el lema 1.3.1 inciso 1).
Ya comprobadas las hipotesis de lema 1.3.3, éste nos garantiza que los
grados maximos de los denominadores de la descomposicién de v’ deben
aparecer con exponente mayor o igual a dos, lo cual no ocurre. Esto
nos llevaria a una contradiccién salvo que la descomposiciéon de v" no
contenga fracciones simples, es decir, que u; € F paratodai=1,...,n.

Para terminar este caso, solo resta ver que v € F'. Pero como u; € F
y a € F| entonces de (2.12) concluimos que v’ estd en F. Ademds,
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iii)

la observacién de los grados de los denominadores de v" nos ayuda a
garantizar que v € F[t;] (sabiamos que v € F'(t1)). Nétese que por el
lema 1.3.1 el grado de v es cero o uno (no hay otra posibilidad); si v
es de grado cero, entonces v € F' y obtendriamos la representacion de
a buscada. Si el grado de v es uno, entonces v = v(t) = ¢t + d con
¢,d € F y ¢ # 0; derivando, obtenemos que v = 't + t'c + d’, pero el
grado de v’ es cero, entonces debe ocurrir que ¢’ = 0, es decir, ¢ es una
constante (respecto a la derivacién), por lo cual

"o "o "o a

a= E cG—+v = E ci—+ (' +d) = E c—+c—+d
X U; 4 U; 4 Ui a
=1 =1 =1

con u;,a,d € F'y ¢; y ¢ constantes, ya que, por hipétesis, t' = %/ con

a € F. Esta tultima igualdad es la representacién buscada para a.

t; es la exponencial de algin elemento de F'. Es decir, % = b/, para
algin b € F. En particular, % € F. Nétese, ademas, que b no es una
constante respecto a la derivacion.

Nuevamente consideremos la identidad
n U
V= — ci—. 2.13
2, 21

Como en el caso ii) podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

los u; son irreducibles, moénicos (salvo por algunos que estarian en F)

y distintos dos a dos. Los u; que estdn en F' no nos interesan ya que

podemos sacarlos de la suma y agruparlos con a. De igual forma, si
’ ' / . .

algiin u; = t, entonces CZ-Z—z € F ya que % € F, por hipdtesis, por lo

!
u;

cual, ¢;—+ puede agruparse con « también. Veamos qué ocurre con los
7
u; que, aparentemente, no estan en I’y que cumplen que u; # t.

Dado que u; € Flt1]y t—t/ € F, el lema 1.3.1 nos dice que u} tiene el mis-
mo grado que u;, por lo cual, (2.13) no es la representacién en fracciones
simples de v'. Obsérvese que como cada u; es ménico e irreducible, !
es multiplo de u; < u; = t. Esta observacion equivale a decir que u; # ¢
< u; 1 u;. Entonces, para estos u; # t, se tiene que u; = g;u; +r; con r;
no nulo y de grado menor al u;. Sustituyendo en (2.13) y reagrupando
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adecuadamente, obtenemos que

- T
a-y czu—z (2.14)

=1
que es la representacién, ahora si, en fracciones simples de v'.

Aqui ya no podemos aplicar el lema 1.3.3 como en el caso ii), sin em-
bargo, si se observa la prueba de dicho lema, podemos percatarnos que
la hipétesis si p(t) es ménico e irreducible, el grado de (p(t))’ es menor
que el de p(t), se ocupa en la prueba para garantizar que p(t) 1 (p(t))’,
lo cual ocurre para nuestros u; # t. Es decir, si reemplazamos la men-
cionada hipétesis por p(t) 1 (p(t))’, la conclusién del lema sigue siendo
valida. Por lo tanto, tomando como validas las consecuencias del lema
1.3.3 a los factores irreducibles de v (que tienen que ser forzosamente los
u; # t por la unicidad de la expresion (2.14), nuevamente tendriamos
que los grados méaximos de los w; en (2.14), deberfan ser mayores o
iguales a dos, lo cual no ocurre. Entonces, como en el caso ii), los u;
distintos de t estan en F.

Ya con esta conclusion, de (2.14) deducimos que v" estd en F. Como
consecuencia del lema 1.3.1 inciso 2) y de lo anterior, ocurre que v
tiene grado cero (la observacion de los grados en la descomposicién de
v" obliga a que v € F[t;]). Por lo tanto v € F.

Entonces, la situacién se encuentra como sigue

n /

_ ui /
o= c— +v
° U;

=1

con u;,v € F si u; # ty ¢; constante respecto a la derivacién. Supon-
gamos que u; =t para alguna ¢ = 1,...,n; sin pérdida de generalidad,
supongamos que u; = t. Tenemos entonces que

=
a = clm—l—;clm V=0 +chu1—|—v
= Zc, +clb'+v —Zc, (c1b+v)

’L

con cib+v € F, ya que bV = tt—, y b € F. Esta ultima identidad es la
expresion buscada para «. Esto concluye la prueba del teorema.
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]

Como consecuencias inmediatas del teorema de Liouville, tenemos la ver-
sion de Ostrowski, ya que como hemos comentado anteriormente, los concep-
tos involucrados en las hipdtesis del resultado de Ostrowski se corresponden
con las hipotesis del teorema 2.2.1, por lo cual, sélo resta tomar ¢ = «,
y =1 = [ay derivar la identidad (2.5) con las especificaciones anteriores.

Para terminar con el capitulo, veremos que la versién general del teorema
de Liouville en realidad es una doble implicacién, es decir:

Teorema 2.2.2. St F' es un campo diferencial de caracteristica cero, d :
F — F es una derivacion sobre F' y o € F' es un elemento que se expresa
de la forma

"L d(uy)
a= Z ci—= +d(v)

i=1 ‘
donde las ¢; son constantes respecto a la derivacion d en F y uq, ..., U,, U €
F, entonces existe una extension diferencial K de F y un elemento y € K

tal que y' = «, donde ' es una derivacion sobre K que extiende a d.

Demostracion. Para probar el regreso del teorema de Liouville ocuparemos
el teorema 1.2.1.

Para ello, recordemos que el campo C(x) se puede considerar como una
extension trascendente de C. Basandonos en esta idea, consideremos una
extension trascendente simple F'(z1) de F'. Como d(uLll) € F (porque u; € F),
por el teorema 1.2.1, es posible encontrar una derivacién 6; en F(x1) que
extienda a la de F'y tal que §;(x;) = d(u—ull),
Uuq.

Ahora, consideremos al campo diferencial F(z1). Tomando nuevamen-
te una extensién trascendente simple F(x1)(xe) = F(x1,25) de F(x1), ex-

tendemos la derivacién 0; a una nueva dy sobre todo F(x1,z3), tal que

es decir, x; es un logaritmo de

da(z2) = %22) = d(uL;). Es decir, x5 es un logaritmo de us.

Siguiendo este razonamiento, construimos la torre de campos diferenciales
FCF(r) C...C F(xy,29,...,2,) = K

que es, ademas, una torre de campos elementales ya que cada x; es un loga-
ritmo de un elemento en el campo anterior (a saber, de u; € F), por lo cual,
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si consideremos al elemento

n

y:ZCiIi-i—UGf(

i=1

vemos que al derivarlo (respecto a la derivaciéon’ = 4, sobre F(xq, xa, ..., z,) =
K que extiende a d) obtenemos

y =0 arit+v) = ZcZ—/ tv= Zcid%) Tdl) =a

i=1 i=1 g i=1 !

lo cual, concluye la demostracion. O



Capitulo 3

Funciones elementales

Ya probada la generalizacién del teorema de Liouville en el capitulo an-
terior, estamos en condiciones de ver, al fin, algunas funciones sin primitiva
elemental.

Antes de proseguir, conviene hacer la aclaracion de que en este capitulo
trabajaremos con funciones de variable compleja para detectar la naturale-
za no elemental de ciertas integrales. La razon de ello se debe a que como
suele verse en los cursos de variable compleja, las funciones trigonométricas
y muchas mas suelen expresarse en términos de exponenciales, logaritmos y
potencias de la funcién identidad, lo cual nos ayudara, significativamente, a
simplificar los cdlculos. Mas adelante, veremos cémo establecer las ideas que
desarrollaremos al caso real.

Primeramente, aterricemos nuestros resultados y definiciones al campo
que nos concierne, es decir, al campo de las funciones racionales complejas
y su correspondiente extension diferencial, el campo de las funciones mero-
morfas.

Estos campos nos serviran como ejemplos de las definiciones que hemos
dado a lo largo del capitulo. Asi pues, C(z) = {’;gg :p(2),q(z) € Clz],q(2) #
0} (el campo de las funciones racionales complejas) es un campo diferencial
con la derivacién que conocemos de los cursos de variable compleja. Se puede
ver que el subcampo de constantes respecto a la derivacion compleja es preci-
samente C. Luego, como las funciones racionales son funciones meromorfas,
es natural considerar la torre de campos

C(z) c M(C) c M(D) (3.1)

donde M(C) es el campo de las funciones meromorfas del plano complejo y

49
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M(D) es el campo de las funciones meromorfas sobre cierta regiéon D C C.
Noétese que la derivacién compleja funciona perfectamente, tanto para C(z)
como para M(D), por lo que podemos afirmar que M(D) es una extensién
diferencial de C(z).

3.1. Funciones elementales complejas

Basados en la definicién de extension elemental para un campo diferencial
que dimos en el capitulo 1, daremos a continuacién la definicién de funcién
elemental compleja.

Definicién 3.1.1 (Funcién elemental compleja). Considerando la extension
de campos diferenciales C(z) C M(D), donde D es una region del plano
complejo, diremos que una funcion f € M(D) es una funcion elemental
compleja si y solo si existe una torre de campos

C(z) € C(z,t1) C C(z,t1,t3) C ... C C(z,ty,...,txy) C M(D) (3.2)

tal que f € C(z,t1,...,tn) y para cada i = 1,..., N se tiene alguno de los
siguientes tres casos

i) t; es algebraico sobre C(z,t1,...,t;_1).
ii) t; es el logaritmo de algin elemento en C(z,t1,...,t;_1)
iii) 0 t; es la exponencial de algin elemento en C(z,t1,...,t;_1).

Para el caso i =1 entenderemos C(z) = C(z,1).

Ademds, diremos que una funcion f € M(D) tiene una primitiva ele-
mental (o, equivalentemente, que la integral ffdz es elemental) si y sélo si
existe una funcion elemental compleja g tal que, ¢ = f.

Nétese que la definicion 3.1.1 depende de la regién D que consideremos
para garantizar si alguna funcion es elemental o no.

Ahora, como ejemplos de funciones elementales complejas, tenemos tri-
vialmente, que toda funcién racional compleja es elemental. Mas atn, si f
es una funcion algebraica sobre C(z), entonces f es elemental al conside-
rar la extensién C(z, f). También tenemos que las funciones e* y In(z) son
elementales (ésta tltima sobre una regién adecuada), ya que cumplen las
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definiciones de logaritmo y exponencial dadas en 1.1.2. Por ejemplo, en la
extensién C(z, e?) la funcién e” es una exponencial de z € C(z) ya que

Lo mismo para el logaritmo en la correspondiente extension C(z,in(z)).

(n(z)y =L =&

z z

Existen mas funciones elementales complejas, aunque para ver otros ejem-
plos sera necesario demostrar algunas proposiciones.

De la definicién de funcién elemental compleja notemos que si tenemos
dos funciones elementales, las respectivas torres de campos en la definicién
3.1.1 para cada una de ellas no tienen que ser, en principio, las mismas. Sin
embargo, la primera proposiciéon que demostraremos, nos dice que, en efecto,
podemos considerar una misma torre para ambas.

Proposicién 3.1.1. Sean f1,..., f, € M(D) funciones elementales comple-
jas. Entonces existe una torre de campos

C(2) C C(2,41) C C(z,t1,) ... C Clzyth, ... tx) C M(D)  (3.3)

que cumple las propiedades de la definicion 3.1.1 tal que fi,...,f, €
(C(Z, tl, ce ,tN).

Demostracion. Haremos la prueba por induccién sobre n.

El caso n = 1 se sigue directamente de la definicién de funcién elemental
compleja.

H.I. Paran =k, si fi,..., fr € M(D) son funciones elementales comple-
jas, entonces existe una torre de campos

C(z) € C(z,u1) C C(z,us,uz) C ... C C(z,uy,...,u.) CM(D) (3.4)

que cumple las propiedades de la definicién 3.1.1 y tal que fi,...,fx €
Clz,ug, ..., up).
Veamos que ocurre lo mismo para n = k + 1.
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Sean fi, ..., fi, fre1 € M(D) funciones elementales complejas. Para las
primeras k, por H.I., tenemos que existe una torre de campos

C(z) C C(z,u1) C C(z,uy,u2) C ... C C(z,uq,...,u) C M(D) (3.5)

que cumple las condiciones de 3.1.1 y tal que fi,..., fr € C(z,uq,...,u,).
Ahora, como fr,1 es elemental compleja, entonces existe, por definicion,
una torre de campos

C(z) € C(z,v1) C C(z,v1,v2) C ... C C(z,v1,...,05) CTM(D)  (3.6)

que cumple las propiedades de 3.1.1 y tal que fri1 € C(z,v1,...,0s).
Consideremos la torre de campos dada por

C(z)C...CcC(z,uq,...,u.) CC(zupy...,up,vy) C ...
C C(z,ug, .y Up, vy, ..., 05) C M(D).

Esta torre es una torre de campos diferenciales. Por otro lado cumple las
propiedades de 3.1.1, ya que hasta C(z,uq,...,u,) las caumple por H.I.; de
ahf en adelante, se satisfacen al hacer la observacién de que C(z,vy,...,v;) C
C(z,u1,...,up,v1,...,v;) para toda j € {1,...,s}. Finalmente, observamos
que fi, ..., fr, ka1 € C(z,u1, ..., up,v1,...,0s). Esto concluye la prueba de
la proposicién. O

El hecho de poder encontrar una extension elemental que contenga a dos
funciones elementales complejas dadas nos ayuda a ver muchos mas ejemplos
que los que mencionamos. Esto se establece en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1.2. El subconjunto E C M(D) de las funciones elementales
complejas es un subcampo con las operaciones usuales de suma y producto
para funciones. Mds aun, dicho subcampo es, con la derivacion usual, un
campo diferencial.

Demostracion. Si f, g son funciones elementales complejas, entonces, por la
proposicion anterior, existe una torre de campos

C(Z) - C(Z,tl) C C(Z,tl,tg) Cc...C (C(Z,tl,. .. ,tN) C M(D)
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que satisface las propiedades de la definicién 3.1.1 y tal que f, g € C(z,t1,...,tN).
En particular, nétese que C(z,t,...,ty) es un campo y que sus elementos
son claramente funciones elementales complejas. Asi pues, este campo con-
tenido en E contiene, en particular, a f + g, —f, —g, fg, %, %, % y !% (cuando
éstas son no nulas). Esto prueba que E es un subcampo de M(D).

Que E sea un subcampo diferencial de M(D) se sigue del hecho de que
si f € E, entonces f estd en una extensién elemental de C(z) como en
la definicién 3.1.1, que como ya hemos comentado anteriormente, es una
extension diferencial de C(z) (en particular, es cerrada bajo la diferenciacién),

por lo cual, f’ se encuentra también en dicha extension elemental, es decir,

f' € E. O

Ya con esto, podemos concluir que muchas otras funciones son elementales
sin necesidad de recurrir a la definicion. En particular, tenemos que el seno
y el coseno complejo son funciones elementales, recordando que

1z

et? — e—iz eiz + e—iz

sen(z) = 5 cos(z) = 5

3.2. Funciones elementales reales

Recordemos que lo que motivo este trabajo fue, inicialmente, el ver que
algunas funciones reales conocidas no poseen una primitiva elemental, por
lo cual, al definir, el concepto de funcién elemental compleja quizd no se
esté sobre el terreno que quisiéramos: las funciones reales. Sin embargo, como
veremos a continuacién, existe una manera muy sencilla y natural de resolver
este inconveniente.

Definicién 3.2.1. Dada una funcion continua f : [a,b] — R, diremos que
f es elemental si y solo si existe una funcion meromorfa f : D — C, tal
que

i) D es una region de C que contiene a [a,b]
ay = f

iii) f € M(D) es elemental compleja.

ii) f extiende a f, i.e. f

Esta definicién no deberia tomarnos por sorpresa, ya que, si uno recuerda,
al inicio de los cursos de variable compleja, cuando se comienzan a definir
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algunas de las funciones complejas con las que se ha de trabajar (como e?,
sen(z), cos(z), etc.), se busca que éstas extiendan a sus similares de variable
real. De este modo, si queremos garantizar que ciertas integrales del célculo
no son elementales, bastara con aplicar nuestros resultados a las extensiones
complejas pertinentes.

De la definicién de funcion elemental real que acabamos de dar y vistos los
ejemplos de funciones complejas elementales que dimos y comentamos, pode-
mos concluir que las funciones reales f(x) = z,z", €%, In(x), sen(x), cos(z),
etc. son funciones elementales reales.

A continuacién, antes de probar el resultado que establecera la relacion
entre la definicion de funcién elemental real y funcién elemental compleja,
probaremos un lema que nos sera de ayuda en dicha prueba.

Lema 3.2.1. Si f,g : [a,b] — R son dos funciones elementales reales,
entonces existe una region D del plano complejo tal que [a,b] C D y tal que
f vy g se extienden a funciones holomorfas elementales sobre D.

Demostracion. Por definicién, como f y g son elementales reales entonces
existen funciones meromorfas 7 y g, respectivamente, que extienden a éstas
sobre ciertas regiones Dy y Dy del plano complejo. Dichas regiones contienen
al intervalo [a, b].

Ahora, las extensiones f y § no tienen polos sobre el intervalo [a, b], puesto
que, por definicién, f y g son continuas. Por otro lado, el conjunto de polos
de las extensiones es un conjunto discreto, por lo cual, dicho conjunto no
posee puntos de acumulacién. Con esto, podemos garantizar, entonces, que
para cada x € [a, b] existe un disco D, (que en particular es una regién) tal
que no contiene ningtn polo tanto de f como de §. Denotemos por D a la
union J, ¢, 4 D

No es dificil convencerse de que D es una regién del plano complejo que
contiene al intervalo [a,b] y que estd contenida tanto en D; como en Ds.
Ademés, las restricciones de f y g sobre D son holomorfas (ya que aqui no
hay polos de ninguna de las dos funciones). Sélo nos resta ver que dichas
restricciones son elementales complejas.

Para ello basta con observar que el conjunto de funciones meromorfas
M(D;) esta contenido en el respectivo M(D) (y que éste ademds es un
subcampo diferencial de M(D)), por lo que, si f que es elemental com-
pleja, cumple la definicién 3.1.1, entonces el monomorfismo de campos ¢ :
M(Dy) — M(D) dado por ¢(h) = h|p, genera un torre de campos para la
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restriccién de f a partir de la torre inicial de f con las mismas condiciones de
la. definicién 3.1.1. Esto prueba que f|p es elemental sobre C(z). El mismo
razonamiento sirve para g|p. Esto concluye la prueba del lema. ]

La proposicion que cierra esta seccién es la clave para el estudio del
caracter elemental o no elemental de las integrales reales que veremos mas
adelante, via la informacién que obtengamos de la integral de su correspon-
diente extension meromorfa.

Proposicién 3.2.1. Sea f € C([a,b]) una funcién elemental real y f : D —
C> la extension meromorfa de f de la definicion 3.1.1. Si f no admite una
primitiva elemental en alguna region Dy C D (esto es, la integral ffdz no
es elemental en ninguna region Dy C D sobre C(z)) entonces [ f(x)dx no
es elemental.

Demostracion. La prueba es por reduccion al absurdo.

Supongamos que f f(z)dz es elemental, esto quiere decir, entonces, que
existe una funcién g : [a,b] — R elemental tal que ¢'(z) = f(z) para toda
x € [a,b]. De la definicién de funcién elemental real, tenemos entonces que
existe una funcién meromorfa g : Dy — C* tal que i) Dy es una regién de
C con [a,b] € Dy, ii) gljan = g y iil) g € M(D) es elemental sobre C(z).

Tenemos que f y g son elementales, entonces, por el lema anterior, existe
una regién Dy C (D N Dy) del plano complejo que contiene al intervalo [a, b]
y sobre la cual las funciones f y g son holomorfas.

Ahora bien, en [a,b] C D, se cumple que g =g, f = f v ¢'(z) = f(z),
lo cual nos lleva a concluir que ()'(z) = f() en [a,b] para toda x € [a, b];
entonces, por el teorema de identidad! (g)’ = f en todo Dy C D, es decir, f
admite una primitiva elemental sobre Dy C D, lo cual es una contradiccién.
Esto concluye la prueba de la proposicion. O

3.3. Algunas integrales reales no elementales

Ya establecida nuestra definicién de funcién elemental real, por fin, esta-
mos en condiciones de ver algunos de los ejemplos mas conocidos de integrales
no elementales.

Primero, demostremos dos proposiciones auxiliares que garantizan la exis-
tencia de una infinidad de funciones trascendentes sobre el campo C(z). En

1Véase el teorema B.1.5 del apéndice de variable compleja.
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particular, estas proposiciones muestran que las funciones e* y In(z) son
trascendentes sobre C(z).

Proposicién 3.3.1. Sea g(z) una funcion racional compleja no constante.
Entonces la funcion e9%) es trascendente sobre C(z).

Demostracién. Por comodidad, escribiremos simplemente ef en lugar de e92).
Haremos la prueba por reduccion al absurdo.

Supongamos que e es algebraica sobre C(z). Considerando el polinomio
minimo asociado a €9, tenemos que €9 satisface una ecuaciéon de la forma

e +ae™ V4 4a,=0 (3.7)

donde n € Ny a; € C(2) para toda i € {1,...,n}. Obsérvese que a, # 0, ya

que de ser asi, encontrariamos un polinomio de menor grado que anularia a

e9, lo cual seria una contradiccién para el polinomio minimo de e9.
Derivando la ecuacién (3.2), obtenemos que

0 = nge™+de™ V9 1ay(n—1)ge V4. +d
= ng'e" 4 [d) + (n — Dayg]e™ V9 + .. +d
= bpe™ + b9+ 4,

donde cada b; € C(z) (puesto que cada a; € C(z) y g € C(z)). Esta serie
de identidades nos dice que ef también satisface al polinomio ¢(y) = boy™ +
biy" ' + ...+ b, € C(2)[y]. Entonces, el polinomio minimo de ¢’ divide al
polinomio boy™ + byy™ ' + ... + b,; es decir, po(y) = ¥y + ay™ ' + ...+ a,
divide a ¢(y). Nétese que by = ng’ # 0, ya que g no es constante.

Ahora, como ambos polinomios tienen el mismo grado, el miltiplo por el
que hay que multiplicar a po(y) para obtener ¢(y) tiene que ser, necesaria-
mente, el término by = ng’, de lo cual, podemos concluir que a], = ng'a,, o,
lo que es igual, que ng’ = %

Como consecuencia del teorema fundamental del algebra, podemos des-
componer a a, € C(z) como sigue

an =0ap(z —a)"™(z—a)™ ... (2 — o)™ (3.8)

donde n;, € Z\ {0} y a; # o y ayya9 € Csid,j € {1,...,r} ei # j.
Entonces, usando la proposicion 1.1.2 se tiene que
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o (e —an) (5= )"

(ng) =ng =" (ao(z —a1)™(z — ag)™ ... (z — ay)r)
Codh, mG—a)t (e —a)t)
B 040+ ! (z —aq)™ et (z — ay.)mr

Obsérvese que Y 17 n Goman ©8 la descomposicién en fracciones simples de
(ng)" sobre C.

Por otro lado, como podemos considerar a C(z) como una extension sim-
ple trascendente de C y ademds ocurre que para cada p(z) € C[z] se cumple
que (p(z)) € Clz] y si p(z) es ménico e irreducible entonces el grado de
(p(z))" es menor al grado de p(z), entonces podemos aplicar el lema 1.3.3 a
ng € C(z), el cual nos diria que los grados maximos de los denominadores de
la descomposicién en fracciones simples de (ng)” deben ser mayores o iguales
a 2, lo cual como vemos, no ocurre. Esta contradiccion concluye la prueba de
la proposicién.

O

Proposicién 3.3.2. Sea g(z) una funcion racional compleja no constante.
Entonces la funcion In(g(z)) es trascendente sobre C(z).

Demostracion. Para la prueba de nuestra proposicién, ocuparemos el lema
1.3.4, observando que (In(g(2))) = ‘Z]((j)) € C(z). Por lo cual, nos basta con
demostrar que In(g(z)) ¢ C(z) para demostrar que In(g(z) es trascendente

sobre C(z).
Supongamos que In(g(z)) = R(z) € C(z). Notemos que la funcién R(z)
no es constante, por lo cual, al tomar la exponencial

oIn(9() — g(2) = eBE) o GR(2) g(z) =0. (3.9)

Esta ltima igualdad nos indica que la funcién efi?) es algebraica sobre

C(z), donde R(z) € C(z) no es constante. Lo cual representa una contradic-
ci6én a la proposicién anterior que hemos probado. Por lo tanto, In(g(z)) ¢
C(z). Esto concluye la prueba de la proposicion. O
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Los siguientes dos teoremas nos brindardn condiciones necesarias y su-
ficientes para garantizar la naturaleza elemental (o no elemental) de cierto
tipo de integrales. En la prueba de ambos usaremos la version general del
teorema de Liouville.

Teorema 3.3.1 (Liouville, 1835). Sea D una region del plano complejo y
f.9 € C(2) con g no constante y sin polos en D. Entonces, la integral [ fe?dz
es elemental compleja si y solo si existe una funcion R € C(z) tal que f =

R + Rg'.
Demostracion. Veamos las dos implicaciones.
< | Supongamos que existe una funcién racional compleja R(z) tal que

f = R'+Rg'. P.d. que existe una funcién elemental complejay € M(D)
tal que vy = fev.

Al multiplicar la identidad que tenemos por hipdtesis por €9, vemos que

fed = R'e? + Rg'e?.

Integrando esta ultima igualdad obtenemos que

/fegdz:/R’egdz+/Rg’egdz. (3.10)

Ahora bien, podemos resolver la integral [ R'e’dz si utilizamos inte-
gracion por partes, por lo cual

/R’egdz = Re? — /Rg’egdz. (3.11)

Al sustituir (3.11) en (3.10), concluimos que

/fegdz = Re9 — /Rg'egdz + / Rg'e?dz = Ref. (3.12)

Por lo que, al considerar la funciéon y = Re9 garantizariamos el re-
sultado, siempre y cuando, y fuese una funciéon elemental compleja en
M(D). Pero esto tltimo es cierto, ya que la funcién e9 es holomorfa en
D, puesto que por hipdtesis g no tiene polos en D (los cuales son sus
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unicas singularidades), y, en consecuencia, las unicas posibles singula-
ridades de la funciéon ReY sobre D son las que R posea en dicha region,
las cuales son tnicamente polos. Por lo tanto, y € M(D).

Por 1ultimo, y es claramente una funcién elemental compleja, puesto
que pertenece a la extensién elemental C(z,e9) de C(z). Esto ultimo
concluye la prueba de esta implicacion.

= ] Supongamos ahora que la integral [ fe’dz es elemental. Veamos que
existe una funcién R € C(z) tal que f = R+ Ryg'.

Denotemos por t = €9 y consideremos la extension elemental C(z,t) de
C(z). Por lo discutido en la prueba del regreso, tenemos que t € M(D).
Entonces tenemos la torre de campos elementales

C(z) € C(z,1) € M(D). (3.13)

Notemos que C(z, t) es un campo diferencial de caracteristica cero y que
C(z,t) y M(D) tienen el mismo subcampo de constantes (a saber, C).
Ademds, como por hipétesis la [ fedz es elemental, entonces, existe
una funciéon y € M(D) elemental tal que v’ = ft. Con todo esto,
entramos dentro de las condiciones de la versién general del teorema
de Liouville, por lo cual, podemos expresar a ft como

n !
t= i— 4+ 3.14
donde ¢; € Cy v,u; € C(z,t) para toda i € {1,...,n}.

Al igual que en las pruebas de los casos ii) y iii) del teorema 2.2.1, po-
demos suponer que en la ecuacién (3.14), los u; son polinomios ménicos
irreducibles y distintos dos a dos o elementos de C(z). De igual forma,
dado que t es trascendente sobre C(z) (debido a la proposicién 3.3.1),
al considerar los campos C(z) y C(z,t), podemos (siguiendo el mismo
razonamiento de la prueba del inciso iii) del teorema 2.2.1) concluir
que todos los u; # t estan en C(z). Ademads, para los u; = t ocurre que

u ’ . .

e =9c€ C(z), por lo que podemos concluir, con todo lo anterior, que
n u

2 im1 Gyt € C(2).

Por otro lado, obsérvese que si v tuviese un polinomio ménico irreduci-

ble p(t) # t en su descomposicién en fracciones simples, dicho polinomio
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tendria que aparecer en la descomposicion en fracciones simples de v’
con exponente mayor o igual a dos, cosa que como hemos visto, no
ocurre. Por lo tanto, v necesariamente debe ser de la forma

v = i bjtj

j=-r
con 7 € Ny b; € C(z) para toda j € {—r,...,n}. Con lo cual, al

ocupar el lema 1.3.1 inciso 2), obtenemos

n

v = Z (b + jg'b)¥ (3.15)

j=—r

ahora, si sustituimos v" en (3.14) por lo obtenido en (3.16) concluimos
que

ft=Q+ > U+ jgb)t

j=—r

donde Y1, c,Z—/ = @ € C(z). Esta tultima expresién, vista como una
igualdad de polinomios en C(z)[t], nos dice que (al igualar el coeficiente

de t)

f = b/1 + g/bl.

Tomando R = b € C(z) se sigue el resultado buscado. Esto concluye
la prueba del teorema.

]

El siguiente resultado es una generalizacion de un resultado debido a G.

H. Hardy y que aparece en [8].

Teorema 3.3.2 (Hardy, 1905). Sean f,g € C(z) con g no constante. En-
tonces la integral [ fin(g(z))dz es elemental compleja si y sélo si existe una

funcion Ry € C(z) y una constante C' € C tales que f = %"/ + Rj.

Demostracion. Nuevamente veamos las dos implicaciones.
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< | Supongamos que f = %‘7,—1—1%’1 con Ry € C(z)y C € C. P.d. que existe
una funcién elemental compleja y € M(D) tal que y' = fin(g(2)).

Al igual que en la ida del teorema anterior, integraremos directamente
y usaremos el método de integracion por partes para proponer a la
funcién y buscada.

De la hipdtesis, al multiplicar por in(g(z)) e integrar, vemos que

/fln(g(z))dz:C’/Mdz—i-/ﬁlln(g(z))dz

pero

o [Linta, €

: S (In(g(2)))

por lo cual

[ fntglends = Sinlg:)? + [ Biing(a))az

Aplicando el método de integracién por partes en la tltima integral de
la igualdad anterior, obtenemos que

Rig
g

/R'lln(g(z))dz = Ryln(g(z)) — / dz. (3.16)

tegral [ %“fdz es elemental. Entonces, proponemos y = £ (In(g(z)))? +

Pero la funcion € C(z), entonces, por el teorema de Laplace, la in-

Riln(g(z)) — [ Rng/dz como la funcién buscada.

Ahora bien, sobre una regién D adecuada, £ (In(g(z)))?, Riln(z), [ Rngldz
€ M(D), por lo cual, podemos garantizar que y € M(D). Final-
mente, es claro que y es una funcion elemental compleja puesto que

£(In(g(2)))? y Riln(z) se encuentran en la extensién elemental de C(z),
Rig’

C(z,In(g(z))) que, al sumarse con la funcién elemental | &dz, prue-

ban que y es elemental. Esto concluye la prueba del regreso.
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] Supongamos que la integral [ fln(g(z))dz es elemental. Demostremos
que f = ch/ + R} para alguna C € Cy Ry € C(z).

Sea t = In(g(z)). Consideremos la extensién de campos diferenciales

C(z) € C(z,1) € M(D)

donde D es una regién adecuada para el In(g(z)). Al igual que en el
teorema anterior al ocupar la hipétesis de que la integral [ fln(g(z))dz
es elemental, podemos ocupar el teorema de Liouville para el elemento
ft, con lo cual

n o
t: i—l !
f ;cm—l—v
con ¢; € Cyv,u; € C(z,t) para todai € {1,...,n}.

Del mismo modo que en la prueba del caso ii) del teorema 2.2.1, po-
demos suponer, sin pérdida de generalidad, que los u; son polinomios
monicos irreducibles en C(z)[t] o elementos de C(z) y, en consecuen-
cia, siguiendo el mismo razonamiento que en la prueba del teorema,
concluir que los wu; pertenecen a C(z). De este modo, tenemos que

v'=ft+R (3.17)
donde R € C(z).

Siguiendo la misma prueba del inciso ii) del teorema 2.2.1, al hacer el
analisis de los grados de los denominadores de v' podemos garantizar
que v € C(2)[t]. Es decir, v = Y7 ja;t" con a; € C(z) para toda
i €{0,...,n} y a, # 0. Ahora bien, por lema 1.3.1, dado que ¢ es
trascendente (por la proposicién 3.3.2), vemos que sé6lo hay dos posibles
expresiones para v. Es decir, v = ag + a1t + ast? o v = ag + a;t.

Veamos el caso v = ag + a;t + ast?. Derivando esta tltima igualdad e
igualdndola a la ecuacién (3.17), obtenemos que

ft+ R =ay+ djt + ayt’ + aht® + 2at't

de lo cual, al igualar los coeficientes de cada potencia de ¢, podemos
concluir que a3y = 0, es decir, ay € Cy que
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2 /
f=d, + 20t =d + a;g . (3.18)

Tomando Ry = a; € C(z) y C = 2ay € C, se sigue el resultado. La
construccién del caso restante se obtiene de la ecuacién (3.18). Esto
concluye la prueba del teorema.

]

La siguientes proposiciones exhiben una gran cantidad de integrales reales
no elementales.

Proposicién 3.3.3. La integral [ 22 dx no es elemental para todon € Z
y para toda a € R\ {0}.

Demostracion. Ayudados por la proposicién 3.2.1, consideremos la extension
meromorfa compleja Z2neas’ y comprobemos que la integral [ 22 0z no
es elemental compleja.

Si dicha integral fuese elemental, por el teorema 3.3.1 tendriamos que

2" = R+ R2az (3.19)

para cierta R € C(z). Supongamos que R = § para ciertos p,q € Clz] con
q # 0. Sin pérdida de generalidad, supongamos que p y ¢ son primos relativos
entre si.

Como . .
p=ri_4r (3.20)
q
al sustituir (3.20) en (3.19) obtenemos
P
pn - P4 P Z 7> Qazg & 2" =plq—q'p+2azpq (3.21)
lo cual puede reescribirse como

q(qz"" —p' — 2az2p) = —¢'p. (3.22)

Veamos que ¢ no puede ser un polinomio de grado mayor o igual a uno.
Supongamos, entonces, que zy es una raiz de multiplicidad £ > 1 de g,
es decir, ¢ = (2 — 29)*q; donde q; € C[z],el grado de q; es menor al de q y
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2o no es raiz de ¢;. Notemos, con lo anterior, que la multiplicidad de la raiz
2z en el miembro izquierdo de la ecuacién (3.22) es mayor o igual a k (esto
dependerd de si zp es rafz o no de ¢z** — p’ — 2azp), pero la multiplicidad
de la raiz en el miembro derecho de la misma ecuacion es k — 1, puesto que
q = k(z—20)""1q1 + ¢} (2 —20)* (aqui la multiplicidad de 2y es, por definicién,
igual a k—1) y p y ¢ son primos relativos (zy no puede ser raiz de p). Esto nos
lleva a una contradiccion, por lo tanto, ¢ no tiene raices, es decir, ¢ es una
constante. Supongamos entonces que ¢ € C y, sin pérdida de generalidad,
que g = 1.

Bajo esta suposicion, la ecuacién del lado derecho en (3.21) se transforma
en

2" = p/ + 2azp. (3.23)

Veamos que no existe un polinomio p € C|[z] que pueda satisfacer dicha
ecuacion. El caso n = 0 es claro.

Primeramente, observemos que si n € Z~, entonces la ecuacién (3.23) no
tiene una solucién p € C[z], ya que el miembro derecho de la misma es un
polinomio y 22" € C(z) \ C[z].

Ahora analicemos el caso en el que n € Z™. El grado del miembro izquier-
do de (3.23) es 2n. Esto obliga a que el grado de p sea 2n —1 (z estd multipli-
cando a p y lo que aporte p’ no nos interesa, ya que el grado de p’ se reduce al
derivar), por lo cual, tenemos que p = Zfﬁg 'b;2%. Derivando y sustituyendo
el resultado en (3.23), obtenemos

2n—1 2n—1
2 = E ibizzfl—i-g 2ab; 2!
i—1 —0

2n—1 2n
= b1 + Z ibizifl + 2ab¢,1zi
=2 i=1

2n—2 2n—2
= bl + Z (Z -+ 1)bi+12i + Z 2abi712’i + 2ab2n,2z2n71 + 2aan,122n
i=1 i=1
2n—2
= bl + Z [Q(Zbi_l + (’l + 1)bl+1]22 + 2ab2n_222"_1 + 2ab2n_122".
i=1
Con esta tltima expresion, al igualar los coeficientes, concluimos que b; = 0,
bon—o = 0, 2aby,—1 = 1y 2ab;_1 + (i + 1)b;y; = 0 para toda i € {1,...,2n —
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2}. Ahora, partiendo de que b; = 0 y que 2ab;—1 + (i + 1)b;y1 = 0 para
toda i € {1,...,2n — 2}, podemos concluir para i = 2 que by = 0; luego,
con este hecho, para ¢ = 4, concluir que b5 = 0, y, recursivamente, que
bej—1 = O paratoda j € {1,...,n}. En particular, para j = n, concluimos que
ban—1 = 0, sin embargo, 2aby, 1 = 1 < by, 1 = ﬁ # 0. Esta contradiccién
prueba la imposibilidad de (3.23), con lo cual concluimos la prueba de la
proposicion. ]

Proposicién 3.3.4. La integral [ 2~ "e"*dx no es elemental para todo entero
positivo n y para toda a € R\ {0}.

Demostracion. Nuevamente, ayudados por la proposicion 3.2.1, consideremos
la extensiéon meroforma z"e* y veamos que la integral [z "e®dz no es
elemental compleja.

Si suponemos que la integral [z "e®*dz es elemental, entonces, por el
teorema 3.3.1, tenemos que

2" =R +aR (3.24)

para cierta R € C(z). Suponiendo que R = § conp,qg€Clz],q#0ypyq

primos relativos, al derivar y sustituir en (3.24), obtenemos
/. / /
ey e 2qp+a£ e —zm+dl 1B o q_120 (3.25)
q q q q q

que, al multiplicar por 2" y ¢?, nos queda

z

—¢*+2"pq+a"pg = 2"¢'p & q(—q+2"p +a"p) =2"¢p. (3.26)

De la ecuacién (3.24), al asumir que R = §, notamos que ¢ no puede ser
constante, ya que, de lo contrario, tendriamos una igualdad entre un polino-
mio y 27" que, claramente, es imposible. De este modo, podemos concluir
que ¢ es un polinomio de grado positivo. Con esto, consideremos entonces,
al igual que la proposiciéon anterior, una raiz zy de ¢ de multiplicidad k. Su-
pongamos que zg # 0. De la ecuacién del lado derecho en (3.26), podemos
concluir que z es una raiz de multiplicidad mayor o igual a k (dependiendo
de si z es raiz de —q+ 2"p' +az"p o no), sin embargo, como p y g son primos
relativos y zg no es raiz de 2™, podemos garantizar al igual que en la proposi-
cién anterior, que 2y es una raiz de multiplicidad k£ — 1 del miembro derecho
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de la identidad en (3.26). Esta contradiccién nos lleva a concluir que ¢ tiene
como tnica rafz a 2y = 0, por lo cual, ¢ = cz¥ con ¢ € C\ {0}. Sustituyendo
esta igualdad en la identidad derecha de (3.26), obtenemos

F(—c¥ + 2" + az"p) = k2" p. (3.27)

Analicemos esta ultima igualdad:

Caso i)

Caso ii)

Caso iii)

n < k. El producto zFz"p’ en el lado izquierdo de (3.27), nos garantiza
que zp = 0 es una raiz de multiplicidad mayor o igual a n + k (ya que
para este caso, n+k < 2k). Pero el lado derecho de la misma igualdad,
al ser p y ¢ primos relativos, nos dice que zy es una raiz de multiplicidad
n + k — 1. Esto nos lleva a una contradiccion.

n > kyn # k+ 1. Bajo esta hipdtesis, como n + k > 2k, podemos
concluir que zy es una raiz de multiplicidad 2k del lado izquierdo de
(3.27), mientras que el lado derecho nos dice que zy es una raiz de
multiplicidad n + k& — 1, con lo cual tenemos que 2k = n+k —1 <
k + 1 = n. Esto representa otra contradiccion.

n = k + 1. Sustituyendo en (3.27) y factorizando el término z* obtene-
mos

M (—c4zp +azp) =kFp & —c+zp fap=kp

es decir

2 =kp—azp+c (3.28)

pero esta ultima igualdad es claramente imposible para el polinomio
p, puesto que el grado del miembro izquierdo de (3.28) es una unidad
menor al del polinomio del lado derecho.

Todas estas contradicciones finalizan la prueba de la proposicién. ]

A continuacion, mostraremos varios ejemplos de integrales reales no ele-
mentales. La simpleza de muchas de ellas resulta increiblemente llamativa.
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Ejemplo 3.3.1 (Funcién de distribucién normal). La integral [ e’ dz no
es elemental real.

Por la proposicion 3.3.3 (tomando n = 0 y a = —1), al considerar la
extension meromorfa e vemos que la integral fe_z2dz no es elemental
compleja, entonces, por la proposicion 3.2.1, fe_“/’gda: no es elemental real.

Ejemplo 3.3.2. La integral [ %dx no es elemental real.
Al considerar la extension meromorfa %, vemos que, de la proposicion
3.3.4, al tomar n =1 = a, la integral [ %dz no es elemental compleja.

Ejemplo 3.3.3. La integral [ VIn x dz no es elemental real.

Consideremos el cambio de variable t2 = Inz. Entonces ei” = x Yy oet” =
dx. De esta forma, tenemos que

/\/ln x dr = 2/t26t2dt.

. ., 2 -y
Al considerar la extensidn meromorfa z*e*", vemos que, por la proposicion
. 2 .
3.3.3, al tomarn =1 = a, la integral f 22e*"dz no es elemental compleja. Por

lo tanto, 2 [ 2"’ dt no es elemental real y, por lo tanto, [\/In x dx tampoco
lo es.

Ejemplo 3.3.4. La integral [ \/;Txdz no es elemental real.

Considerando el mismo cambio de variable que en el ejemplo anterior,
obtenemos que

1 2
dsz/et dt.
/\/lnx

Esta dltima integral no es elemental por la proposicion 3.2.1 al considerar la
extension meromorfa e y tomarn =0 ya =1 en la proposicion 3.3.5.

Ejemplo 3.3.5. La integral [ %dw no es elemental real.
Proponiendo el cambio de variable t* = x vemos que 2tdt = dx, por lo

que
/%dsz/etgdt

que por el ejemplo anterior, sabemos que no es elemental.
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Ejemplo 3.3.6. La integral feexdw no es elemental real.
Considerando el cambio de variable t = €*, vemos que In(t) = x y que

4t — dx, por lo cual
t
/eezd:v—/e—dt.
t

t
En el ejemplo 3.3.2 se vio que esta ultima integral no es elemental.

Ejemplo 3.3.7. La integral f ﬁdm no es elemental real.
Considerando el cambio de variable t = In x vemos que ¢! = x y que

eldt = dx, por lo cual
t
/ —dz = / St
Inx t

que como ya hemos visto, no es elemental.

Ejemplo 3.3.8. La integral [ In(In z)dx no es elemental real.
Utilizando el método de integracion por partes, tomando v = In(ln z) y
dv =1 tenemos que du = yv=ux, con lo cual

zln
/ln(ln x)dx = zln(ln x) /—d:c
Inx

esta ultima integral es no elemental por lo visto en el ejemplo anterior.
Ejemplo 3.3.9. La integral [ e®ln x dz no es elemental real.

Usando el método de integracion por partes, tomando u = In x y dv = e”,
vemos que du = % yv==¢e", con lo cual

/exln xrdr = e'lnx— / % (3.29)

cuya ultima integral, como hemos visto, no es elemental.

Ejemplo 3.3.10. La integral [ £ no es elemental real para toda a € R\ {0}
(para a = 0, se tiene que [ 2 = 2(ln r)?).
Por el teorema 3.3.2, al considerar la extension meroforma i"jl, st la

integral [ lznTZdZ fuese elemental compleja, se tendria que

1 C
=—+ R
z

zZ—a
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para alguna R € C(2) y para alguna C € C. AL despejar R’ de la ecuacion
anterior e integrar obtenemos

R =Cin(z) —In(z —a) +c.

FEsta igualdad es imposible para cualquier funcion racional R € C(z), puesto
que el In es una funcion trascendente sobre C(z). Por lo tanto, la integral
[ 22 no es elemental real.

Ejemplo 3.3.11. Las integrales fgcl’;flda: y [ llszda: no son elementales
reales.

Consideremos la extension meromorfa ;Qfl
no es elemental. Si lo fuese, el teorema 3.2.2 nos diria que

y veamos que la integral | Zl;fl dz

1 1 1 e
= — ~ = = ~ =R +—
2241 2i(z—1)  2i(z+1) z

para alguna R € C(z) y alguna C € C. Al despejar R’ e integrar, obtene-
mos

1 L1 :
R—Zln(z—z)—;éln(z—l—z)%—lnz—l—c.

FEsta dltima identidad es imposible para cualquier funcion racional R € C(z)
(usando el mismo argumento que en el ejemplo anterior). Por lo tanto, la

integral [ Zl;fldz no es elemental. El mismo razonamiento funciona para la

integral [ ff;Q dx.

Ejemplo 3.3.12. La integral [ In(tanz) dx no es elemental real.
Considerando el cambio de variable t = tanx, vemos que arctant = x y
dt dx. Por lo cual,

+2
Int
/ln(tcmx) dr = / T, tzdt'

Esta dltima integral ya hemos visto que no es elemental.

que

Para los siguientes ejemplos necesitaremos hacer un par de observaciones
que serén claras al recordar la proposicién 3.1.2. Primero, si f € M(D) no
fuese una funcién elemental compleja, entonces su integral [ fdz tampoco
lo serfa, ya que la definicién nos dirfa que existe una y € M(D) elemental
compleja tal que y' = f, pero como el subcampo de las funciones elementales
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E es un campo diferencial, concluiriamos, necesariamente, que f € E, lo que
es una contradiccion. La segunda observacion es que si f € M(D) no es una
funcién elemental compleja y g € E, entonces gf no es elemental compleja.
Esta observacion se sigue del hecho de que E es un campo con las operaciones
usuales.

Ejemplo 3.3.13. La integral [ " “dx no es elemental real.
Consideremos el cambio de variable t = sen x, entonces, arcsent =x y

\/1d_i7 = dx. Por lo tanto,

t
e
e"dy = | ———=dt
/ / Vv1—1t2

Ahora bien, esta ultima integral, al utilizar el método de integracion por
parz}es con u = \/117? y dv =¢€', nos da que v =¢e' y du = 1ft2 . \/ﬁ Por lo
cual,

et 1
/\/1—152 \/1—152 1—t2 V1—¢2
Aplicando, nuevamente, el método de integracion por partes a esta ultima

; _ 1 _ te t
integral, con u = iz Y dv = 1“5, vemos que du = 1~ '\/1—775 Denotemos

dt.

por f= [ %dt, entonces, f' = dv. Por lo cual

et

et 1 t
it = _ +/—
/ V1—1¢2 Vi—t2 41— t2f 1 —#2y/1 —¢2

Veremos que t2f y f t2\/1 = fdt son no elementales. Esto probaria que
la integral de fa que partzmos no es elemental.
Al considerar sus respectivas extensiones meromorfas [ #@ fdz y

fdt

ﬁf, vemos, gracias a las observaciones que hemos realizado antes de

enunciar el ejemplo, que nos basta con probar que f no es elemental (ndtese
que 1 — son funciones elementales reales) Veamos entonces

z2xz/1 2 Yy Vi-
que la respectiva extension meroforma de f ([
pleja.

Si [ —=e’dz fuese elemental compleja, entonces el teorema 3.5.1 nos
diria que

1-

z
1 — 22

—R+R (3.30)
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para alguna R € C(z). Tomando R = § con p,q € Clz], ¢ # 0 y, sin pérdida
de generalidad, p y q primos relativos, al sustituir en (3.30) obtenemos
z  pa—dp p

2 2\ (] /
2~ g g T == Wa—dp+p)

despejando (1 — 22)q'p, concluimos que

(1—23)gp=q((1 —2*)p +(1—2Hp— 2q). (3.31)

Sea zy # £1 una raiz de q de multiplicidad k > 1. Entonces, zy es una raiz
de multiplicidad mayor o igual a k del miembro del lado derecho de (3.31),
sin embargo, con estas especificaciones, zg es una raiz de multiplicidad k — 1
del lado izquierdo de (3.31). Esto es una contradiccion.

Supongamos que zo = 1. Entonces la multiplicidad de zo en el lado
izquierdo de (3.31) es igual a k. Sin embargo, ndtese que zy es raiz de
(1 =22 + (1 — 2%)p — 2q, por lo cual, la multiplicidad de 2y en el lado
derecho de (3.31) es mayor o igual a k + 1. Esto resulta ser otra contra-
diccion. Dicha contradiccion también se tiene para el caso zy = —1, por lo
cual, podemos concluir que q no tiene raices, es decir, ¢ € C. Sin pérdida de
generalidad supongamos que q = 1.

Entonces, tenemos que

2= (1-2°)(p +p)
lo cual resulta imposible para todo p € C|z] (el grado del polinomio en el lado
derecho es mayor o igual a 2). Esta iltima contradiccidon prueba que [ T =dz
no es elemental compleja.

Considerando el hecho de que (arccos x) = —(arcsen x)', se puede con-
cluir con el mismo razonamiento, que f e“**dx no es elemental real. Incluso,
con el mismo proceder, se puede probar que fet’m Tdx no es elemental real,
aunque para este ultimo caso, hay que tomar el cambio de variable t = tan x;

de esta forma
t
/et‘mmdx:/ ¢ dt.
1+ ¢

Ejemplo 3.3.14. Las integrales [In(sen x)dz y [In(cos x)dz no son ele-
mentales reales.

Nos bastard con demostrar que [ In(sen x)dx no es elemental real, ya que
la identidad (arccos x) = —(arcsen x)' nos garantizard el caso restante.
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1
1—-¢27

Considerando el cambio de variable t = sen x, vemos que dr =
por lo cual

/ln(sen x)dx:/\/in—__ttzdt

Aplicando el método de integracion por partes, con u = \/W ydv=lInt,
obtenemos que

/ n g - tint —t t tint —t
Vi—e /1= 1—t2 1—¢2
tlnt—t

lntd 2 p
V1—12 — 2 112 t+ _ 42 _2t
V1—12 \/1 t 1—t2y/1—t

Analicemos la sequnda integral de esta ultima igualdad Aplicando nueva-

mente el método de integracion por partes, con u = \/— ydv= l”t';, VEMOos

que

12 Int
. dt = — "fdt
/\/1—152 et /uf

donde [ = [ f”tdt Dado que la funcion \/% es elemental real, y f no

(véase el ejemplo 3.3.11), podemos concluir que u' f no es elemental, y por lo
tanto, f u' fdt tampoco. Esto prueba que la integral original no es elemental.

Para cerrar esta seccién, veremos un ultimo ejemplo relacionado con un
problema abierto.
Es conocido de los cursos de calculo que

=1 2
IER
=1
El famoso Problema de Basilea (que consistia en determinar el valor exac-
to de la anterior serie de los inversos de los cuadrados de los naturales) fue
resuelto por Leonhard Euler en el ano de 1735. Naturalmente, ya conocido
el valor de la serie anterior, uno puede preguntarse ahora el valor de la serie
de los inversos de los cubos de los naturales

o0

1
25

=1
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Sin embargo, hasta la fecha, el valor exacto de dicha serie se desconoce (es
muy sencillo ver que la serie es convergente).

El valor al que converge la serie se conoce como la constante de Apery
(nombrada en honor al matematico R. Apery que en 1977 demostrd la irracio-
nalidad de dicho nimero). De forma mds general, al recordar que la funcién
zeta de Riemann estd dada por

i Zl (3.32)

=1
podemos ver que la constante de Apery se corresponde con el valor de ((3).
Con la intencién de resolver el problema, muchos matematicos han dado
variadas expresiones para ((3). Se sabe, por ejemplo que

8 1
@) = ?;(Qk—n
6 = 32
@ = -2r Z 2n+2) 2n+3)22”

0 que

1 [ 22
3) = = da.
(3) 2/0 e

Esta ultima expresion, al ser una representacion integral para ((3), podria
brindarnos la posibilidad de poder calcular el valor de ((3) por medio del
limite de una funciéon primitiva de eff—il y asi resolver el problema con las
técnicas de limites de funciones que conocemos. Sin embargo, no tenemos
mucha suerte, ya que, como veremos a continuacion, la integral f 7dx no

es elemental real.
Proposicion 3.3.5. La integral f d:L' no es elemental real.

Demostracion. Primeramente, notemos que

1
— In(e® — 1) —
/el"—ldx In(e )
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entonces, al integrar por partes la integral original, con u = 2% y dv =
obtenemos que

er—1"

2 T
x BT T z 1y _
/ex— ldx = z°In( " ) Z/x(ln(e 1) — z)dz
) — Q/xln(ex - 1)d$—|—2/9§2d:1:.

et —1

= 2%In(

Si probamos que la integral [ xzin(e® — 1)dx no es elemental, habremos ter-
minado.

Apliquemos, nuevamente, el método de integracién por partes con u = x
y dv = In(e” —1); entonces, du = 1. Llamemos f = [ In(e” — 1)dz. Entonces

/xm(ew —1)dz = uf — /fdx.

Recordando las observaciones que hicimos antes de enunciar estos tltimos
ejemplos, nos basta con probar que la integral [ In(e” —1)dz no es elemental
para concluir la prueba.

Pero, al hacer el cambio de variable ¢t = e* — 1, vemos que In(t+ 1) =z

y que dx = ti—tl, por lo cual
Int
In(e* —1)de = | ——dt. 3.33
[t == [ (3.33)
Esta ultima integral, por el ejemplo 3.3.10 al tomar a = —1, no es elemental
real. Esto concluye la prueba de la proposicion. O

3.4. Ultimos apuntes y comentarios

Hemos visto en la seccién anterior varios ejemplos de integrales no ele-
mentales y algunos pequenos trucos para detectar la naturaleza no elemental
de las mismas con base en otras ya conocidas, sin embargo, si observamos
el tipo de funciones que tomamos como ejemplos, vemos que éstas tenian
involucradas a alguna de las funciones e* o In z o potencias enteras de las
mismas. Es decir, los ejemplos que mostramos son, esencialmente, de caracter
trascendente.

Ahora bien, si recordamos la versién original del teorema de Liouville,
vemos que el resultado estd garantizado para funciones algebraicas siempre y
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cuando, la integral de dicha funcién sea elemental. Esto motiva naturalmente
la siguiente pregunta: jexisten funciones algebraicas cuyas integrales son no
elementales? La respuesta es si, aunque, por extrano que parezca, el trata-
miento de algunos de los criterios sobre integrabilidad en términos finitos
para dichas funciones requiere de herramienta més avanzada para proceder
con sus demostraciones.

Entre los ejemplos més famosos de funciones algebraicas sin primitivas
elementales se encuentran las llamadas integrales elipticas. Por ejemplo, se
sabe que la integral

1 —-k2 2
dx
V(1 —22)(1 — k2a?)
no es elemental? si 0 < k < 1. Para ver una prueba de este hecho puede
consultarse [21].
Por otro lado, existe un teorema debido a Chebyshev que da condiciones

necesarias y suficientes para que las integrales de un tipo especial de funciones
algebraicas, sean elementales.

Teorema 3.4.1 (Chebyshev, 1853). Sip,q,7 € Q y a,b € R con a,b yr no

nulos, entonces la integral
/:cp(a — bx")dx
+1 p+1

es elemental si y sélo si alguno de los nimeros 2, q o e

La prueba de la suficiencia del teorema de Chebyshev puede encontrarse
en algunos libros de célculo como [18] y no requiere de herramienta profunda.
En cambio, para la prueba de la necesidad, se requieren conceptos del analisis
complejo tales como ramas analiticas, continuacion analitica y un estudio
de la estructura de las superficies de Riemann para funciones algebraicas
complejas, véase por ejemplo [21] y [11].

Gracias al teorema de Chebyshev es posible dar algunos otros ejemplos
de integrales no elementales tales como

es entero.

[viva, [va1, [vivie, [Vewe, [vass.

2La funcién f(x) = % es algebraica sobre C(x) ya que satisface al poli-
x
nomio p(y) = y*> — a con a = % Claramente, p(y) € C(z)[y].
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Algunos otros criterios para garantizar la integrabilidad de funciones al-
gebraicas en términos elementales, pueden encontrarse en [8] o [14].

Como tultimo comentario, aunque la teoria de integracién en términos
finitos no es muy conocida, ésta, al igual que muchas otras disciplinas de
las matematicas, mantiene relaciones estrechas, entre otras, con el algebra
computacional y las ecuaciones diferenciales. Para ver un prueba de esto,
pueden consultarse algunos libros y articulos tales como [21], [20], [2] o [6].



Apéndice A
Algebra

En esta seccién enunciamos los resultados y definiciones del dlgebra para
abordar la lectura de la tesis. Omitimos las demostraciones de dichos re-
sultados. Si el lector desea consultar la prueba de los mismos, dejamos la
referencia de las demostraciones.

A.1. Extensiones de campos

Definicién A.1.1 (Extension de campos). Sean K y F' campos. Diremos
que K es una extension de F si y solo si F' es un subcampo de K. FEsto
ultimo puede denotarse por F' < K.

Puede ocurrir que se tengan varias extensiones seguidas de un mismo
campo, por ejemplo, algo de la forma

F1§F2§§Fn71§Fn

donde para cada i € {1,...,n — 1} se tiene que F;,; es una extensién de F;
(v en particular, de todas la anteriores), por lo cual, a semejantes estructuras
suele llamarseles torres de campos y se les denota por

FFCF,Cc...CF,,CEF,.

Definicién A.1.2 (Elementos algebraicos y trascendentes). Sea F' un campo
y K una extension de F' y o € K. Diremos que « es algebraico sobre F si
y solo si existe un polinomio no nulo f € Flx] tal que f(a) = 0. Si a no es
algebraico sobre F', se dice que es trascendente sobre F'.

7



Obsérvese de la definicion anterior que todos lo elementos de F' son alge-
braicos sobre F'. Ademas, el polinomio f que figura en la definiciéon, no tiene
por qué ser unico, sin embargo, el teorema siguiente garantiza la existencia de
un unico polinomio especial para un elemento algebraico. Antes, enunciamos
la definicién de polinomio irreducible sobre un campo.

Definicién A.1.3 (Polinomio irreducible). Sea F' un campo y f(x) € F[z]
no constante. Decimos que f(x) es irreducible sobre F si y solo si f(x) no
puede expresarse como un producto g(x)h(x) donde g(z),h(z) € F[z]| y los
grados de g(x) y h(x) son menores que el grado de f(x).

Teorema A.1.1. Sea F un campo y K una extension de F'. Si a € K es
algebraico sobre F, entonces, eziste un tunico polinomio p,(x) € F[x] tal que

1) po(x) es monico (con coeficiente principal igual a 1), irreducible y de
grado minimo en F[x]| con p,(a) = 0.

2) Si f(x) € Flx] es tal que f(a) =0, entonces p,(z) divide a f(x).
La prueba de este resultado se puede consultar en [7].

Definicién A.1.4 (Polinomio minimo asociado). Sea un campo F y K una
extension de F' y o € K algebraico sobre F'. El unico polinomio que satisface
las condiciones del teorema anterior se conoce como el polinomio minimo de
a asociado al campo F.

Consideremos F' un campo y K una extensién de F'; si « € K no nece-
sariamente se cumple que o € F'. Para muchos fines, es conveniente tener
a « en un campo que podamos describir o cuya estructura conozcamos (en
general, podemos no saber nada de K), por lo cual, se construye un campo
especial sobre el que podemos tener cierto control. Dicho campo suele cono-
cerse como el campo obtenido por la adjunciéon de o a F' y se denota por
F(a).

Una forma de construirlo, y que es la que nos interesa, consiste en lo
siguiente: consideremos el anillo de polinomios Fz]; a partir de éste, po-
demos obtener el conjunto de las evaluaciones de F[z]| sobre a, esto es el
conjunto Fla] = {p(a) : p(z) € Flz|}. Este conjunto cumple con que
F C Fla] C K, aunque, no tiene por qué ser, necesariamente, un sub-
campo de K, sin embargo, este conjunto si resulta ser un dominio entero,
por lo que es posible considerar su campo de cocientes F'(«) (de aqui la no-
tacion). Este campo, ahora si contenido en K, se describe facilmente como
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F(a) = {% :p(x),q(z) € Flz] y q(a) # 0}. Si agregamos cierta hipotesis
sobre a, entonces la descripcién de F/(«) se simplifica atin maés:

Teorema A.1.2. Sea F' un campo y K una extension de F. Sea o € K. Si
a es algebraico sobre F', entonces Fla] = F(a).

Ver prueba en [7].

Definicién A.1.5 (Extensién algebraica). Sea F' un campo y K una exten-
sion de F. Si cada elemento de K es algebraico sobre I, entonces diremos
que K es una extension algebraica de F.

Definicién A.1.6 (Extension simple). Sea F' un campo y K una extension
de F. St K = F(«) para algin o € K, diremos entonces que la extension K
es simple. Si v es algebraico (trascendente) sobre F', se dice que K es una
extension algebraica (trascendente) simple de F.

Asi como logramos generar la adjuncién de un elemento o a un campo
I dado, se puede repetir el mismo razonamiento y hacer la adjuncién de la
adjuncion, etcétera.

Cuando el campo posee la caracteristica adecuada y los elementos que
adjuntamos son algebraicos, es posible reducir las adjunciones de un campo
a una extension simple.

Teorema A.1.3. Sea F' un campo de caracteristica cero, K una extension
de F'ya, f € K elementos algebraicos sobre F'. Entonces existe un elemento

v € Fla, B) tal que F(y) = Fla, B).

Ver prueba en [9].

El resultado anterior se puede generalizar sin problemas al caso en el que
se tengan n elementos algebraicos sobre F.

En general, si tenemos un campo F' y un polinomio f € F[z], puede
ocurrir que las raices de este polinomio no estén en F. Sin embargo, las
adjunciones ayudan a resolver este problema.

Teorema A.1.4 (Kronecker). Sea F un campo y f € F[x] un polinomio no
constante. Entonces existe una extension K de F y un elemento a € K tal

que f(a)=0.

Ver prueba en [7].
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Definicién A.1.7 (Elementos conjugados). Sea F' un campo y K una ex-
tension de F. Si a, 8 € K son elementos algebraicos sobre F', decimos que
dichos elementos son conjugados sobre F' si y solo si tienen el mismo poli-
nomio minimo asociado.

Dado un polinomio f € F[z] es posible considerar todas sus raices distin-
tas y generar (en caso de que sea necesario) las adjunciones correspondientes
para cada elemento. El teorema siguiente muestra la relacion que existe entre
estos campos.

Teorema A.1.5. Sea F' un campo, K una extension de F' y o, € K al-
gebraicos sobre F. Entonces o y [ son conjugados sobre F si y solo si la
transformacion ¢, p : F(a) — F(B) dada por

baplco+ca+...+cd")=co+af+...+c,0"

es un isomorfismo.

La prueba de este resultado viene en [7].
Nétese que en el teorema anterior, el isomorfismo ¢, 3 cumple con las
siguientes propiedades:

1) ¢ap(a) =a, para toda a € F'.

2) Qsa,ﬁ(o‘) = .

Definicién A.1.8 (Extensién de isomorfismos). Sean F' y E campos y K y
L extensiones de F' y E respectivamente. Dado un isomorfismo ¢ : F — E
y otro isomorfismo ¢ : K — L diremos que ¢ se estiende a ¢ (o que o
extiende a ¢) si y sélo si d|lp = ¢.

El siguiente resultado permite hacer extensiones de isomorfismos de cam-
pos cuando las extensiones de dichos campos son algebraicas simples.

Teorema A.1.6. Sean F y E campos y K y L extensiones de F y E respec-
tivamente. Sea o € K algebraico sobre F y > """ ja;x" € F|x] su polinomio
minimo asociado. Supongamos que existe un isomorfismo ¢ : F' — E. Si
B € L esunaraizde ), ,d(a;)x’ € Ez] (ndtese que si existe al menos una:
¢(c)), entonces ¢ se extiende a un isomorfismo ¢ : F(a) — E(j3).
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Véase la prueba en [10].

Sabemos que todo campo puede verse como un espacio vectorial sobre
si mismo. De igual forma, todo campo se puede ver como un espacio vectorial
sobre un subcampo propio del mismo por lo cual, tiene sentido considerar su
dimension. En general, este concepto en las extensiones de campos se encierra
dentro de la siguiente definicion.

Definicién A.1.9 (Extensién finita). Sea F' un campo y K una extension
de F. Decimos que K es una extension finita de F' si y solo si la dimension
de K (visto como espacio vectorial sobre F') es finita. A la dimension de K
se le llama el grado de K sobre F'.

No toda extensiéon simple es finita, tal y como establece el siguiente teo-
rema.

Teorema A.1.7. Sea F un campo, K una extension de F' y«a € K. Entonces
a es algebraico sobre F' si y sdlo si F(«) es una extension finita de F.

Véase la prueba en [9].
Las siguientes definiciones son una pieza clave para la prueba del teorema
principal del capitulo 2.

Definicién A.1.10 (Escisién de un polinomio). Sea F' un campo y f € F[z]
un polinomio de grado positivo. Decimos que f se escinde sobre F' si y solo
si f se puede expresar como el producto finito de polinomios de grado menor
o igual a 1. Esto es,

flz) =ap(x —ay)...(x —ay,)
donde a; € F para toda i € {0,1,...,n}.

Definicién A.1.11 (Campo de escisién para un polinomio). Sea F' un cam-
po, K una extension de F' y f € F[x] un polinomio de grado positivo. Decimos
que K es un campo de escision para f sobre F' si y solo si f se escinde sobre
K y K = F(ay,...,a,), donde ay, ..., a, son todas las raices de f. Si cada
una de las raices de f es simple, diremos que [ es separable. A este campo
también se le suele llamar el campo de descomposicion del polinomio f.

Notese de la definicién anterior que todo campo de escisiéon para un po-
linomio dado es una extension finita de F'.
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Consideremos un campo F'. Como anillo, podemos considerar los homo-
morfismos de F' en F. Cuando estos homomorfismos resultan isomorfismos,
es comun y habitual llamar a éstos autormorfismos. Es conocido que el con-
junto de automorfismos de un campo F' es un grupo con la composicion.
Denotemos por G a dicho grupo.

Ahora bien, en las extensiones de campos estaremos interesados en algu-
nos automorfismos especiales.

Definicién A.1.12. Sea F' un campo y K una extension de F. Llamamos

grupo de automorfismos de K relativos a F' al conjunto G(%) ={0 € Gk
o(a) =a Va € F}.

El nombre grupo de automorfismos no debe sorprendernos, pues dicho
conjunto tiene estructura de grupo.

Proposiciéon A.1.1. Sea F' un campo y K una extension de F'. Entonces

G(X) es un subgrupo de Gi.

Véase la prueba en [9].
Definicién A.1.13 (Campo fijo). Sea F' un campo y Gy un subgrupo de Gp.

Definimos el campo fijo de Gy como el conjunto Cq, = {a € F : o(a) =
a Yo € Gg}

Nuevamente, el nombre de campo, no deberia de extranarnos.

Proposicion A.1.2. Sea F' un campo y Gy un subgrupo de Gr. Entonces
Ca, es un subcampo de F'.

Véase la prueba en [9].
La siguiente definicion junto al teorema que le acompana, serdn los tulti-
mos que requeriremos.

Definicién A.1.14 (Extensién normal). Sea F' un campo y K una extension
de F'. Decimos que K es una extension normal de F' si y solo si K es una
extension finita de F' y F = CG(%).

Teorema A.1.8. Sea F' un campo y K una extension de F'. K es una exten-

sion normal de F' si y solo si K es el campo de escision de algun polinomio
en Flz].

Véase la prueba en [9].

82



A.2. Polinomios

En esta secciéon anotamos algunos resultados ttiles sobre los anillos de
polinomios con coeficientes en un campo. Consideraremos en lo que resta un
campo F'y su correspondiente anillo de polinomios F'[x].

Teorema A.2.1 (Algoritmo de la divisién). Sean f(z),g(x) € Flx] con
el grado de g mayor o igual que uno. Entonces, existen polinomios unicos
q(z),r(x) € Flz], tales que f(x) = g(x)q(x) + r(x) con r(x) =0 o el grado
de r(x) menor al grado de g(x). Sir(x) =0, decimos que g(z) divide a f(x).

Consultese la prueba en [7].

Teorema A.2.2. Sea p(z) € Flx| irreducible. Si p(z) divide al producto
r(z)s(z) con r(z),s(x) € Flx], entonces p(x) divide a r(x) o p(x) divide a

s(x).
Véase la prueba en [7].
Definicién A.2.1. Sean f(x),g(z) € Flz] y d(x) € F|z]. Decimos que d(x)
es un mdzimo comun divisor de f(x) y g(x) si y sélo si
i) d(x) divide a f(x) y g(x).
it) Sic(x) € Flz] divide a f(z) y g(z), entonces c(x) divide a d(z).

iii) d(x) es monico.

El siguiente teorema nos garantiza que este maximo comun divisor es
unico y que puede expresarse de una forma muy util.

Teorema A.2.3. Sean f(z),g(x) € Flz|. Entonces f(x) y g(x) tienen un
inico mdzimo comun divisor d(z) y éste puede expresarse de la forma d(x) =
r(z)f(x) + s(x)g(x) para algin par de r(x),s(x) € Flz]. Cuando d(z) =1
diremos que f(x) y g(x) son primos relativos.

Véase la prueba en [9].

Lema A.2.1. Sean f(x),g(x),h(z) € F[zx]. Supongamos que f(x) divide al
producto g(x)h(zx) y que f(x) y g(x) son primos relativos. Entonces f(x)
divide a h(x).
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Véase la prueba en [9].
El siguiente teorema garantiza la factorizacion de los polinomios de grado
mayor o igual a uno como un producto unico de irreducibles.

Teorema A.2.4. Sea f(z) € F[z] un polinomio de grado mayor o igual a
uno. Entonces f(z) se puede expresar de forma unica (salvo por posibles cons-
tantes y algin orden diferente) como f(x) = (p1(x))™ ... (pp(x))™ donde ca-
da p;(z) es un polinomio irreducible en F|x] yr; € N para todai € {1,...,n}.

Consultese la prueba en [9].

84



Apéndice B
Variable compleja

Aqui enunciamos algunas definiciones y resultados de la variable compleja
que nos seran de utilidad a lo largo de la tesis. Las pruebas de los resultados
se omiten, aunque se deja la referencia de los libros en los que se pueden
consultar dichas pruebas.

B.1. Analiticidad

Definicién B.1.1. Dado un subconjunto no vacio €2 del plano complejo C,
decimos que:

i) Q0 es una region si y solo si ) es abierto y conezo.
ii) Q0 es una region simplemente coneza si y solo si C\  es conezo.

Definiciéon B.1.2. Si A C C es abierto,a € Ay f: A — C es una funcion,
fla+h) - f(a)
. .

decimos que f es diferenciable en a si y solo si existe el lim
h—0

Dicho limite serd denotado por f'(a). Decimos que f es analitica en A si f es
diferenciable en cada elemento de A.

Nota: Recordemos que los términos analitica y holomorfa pueden usarse
indistinguidamente. También recordemos que si una funcion f es diferenciable
en el sentido complejo en algin punto 2y (de hecho lo es en una vecindad
de zp), entonces es infinitamente diferenciable en zy (y por lo tanto en la
vecindad mencionada). Esta “nobleza”de los complejos abren el paso para la
formulacién de los teoremas de Taylor y Laurent.
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Definicién B.1.3. Una serie de potencias es una serie (en el sentido usual,
sucesion de sumas parciales) de la forma:

ap +ay(z — 20) + az(z — 20)* + .. +an(z — 20)" + ... = Zai(z — )" (B.1)
i=0

donde a; € C para cada i >0 y zo € C fijo.

Teorema B.1.1. Para toda serie de potencias (1) existe un nimero real R,
0 < R < o0, llamado radio de convergencia de la serie tal que:

1) La serie converge absolutamente para todo z € Dg(zo)={y € C :| y —
2o |< R}. Sip € R tal que 0 < p < R entonces la convergencia es
uniforme en D,(z).

2) Si z & Dr(z), entonces la serie diverge. Si z € 0Dpg(zy) no se pue-
de decir algo necesariamente sobre la convergencia o divergencia de la
serie.

8) En Dg(z0) la funcidn definida por f(z) = Y oopai(z — 20)" con z €
Dgr(zy) es analitica.

4) Dado que en Dg la funcion f(z) es analitica, entonces

F(z) = Z iai(z — z)" L. (B.2)

=1
Esta nueva serie tiene el mismo radio de convergencia que la original.

Consultese la prueba en [16].

El teorema de Taylor es un especie de reciproco del inciso 3) del teorema
anterior, ya que nos dice que si una funcién es analitica sobre cierta region,
entonces ésta se puede expresar como una serie de potencias.

Teorema B.1.2 (Taylor). Sea Q2 una region de C y f : Q — C una funcion
analitica definida sobre 2, entonces para toda zy € € existe un i, > 0 tal
que D,.(20) CQ y

> £ (2, ,
flz) = Z(f ,( )>(Z — 2)'...Vz € D, (). (B.3)

7!
i=0
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El teorema de Taylor nos garantiza la representacion en serie de potencias
de la funcién f en un disco centrado en zy cuando la funcién es analitica en z,
sin embargo esta representacién se puede garantizar aun cuando la funcion
no sea analitica en zy. Esto es lo que nos garantiza el teorema de Laurent.

Teorema B.1.3 (Laurent). Sean 1,79 > 0 y 29 € C. Consideremos el
conjunto del plano A = {z € C : r; <| z — 2z |< m2} (este conjunto es
llamado el anillo de radios 1 y ry respectivamente centrado en zy). Si f es
una funcion analitica en A entonces:

oo

f(z):Zai(z—zo)l Z(z—b—izo)i'“vzeA' (B.4)

Ademds, las dos series anteriores son absolutamente convergentes en A vy
uniformemente convergentes en cualquier otro anillo centrado en zy y com-
pletamente contenido en A.

Véase la prueba en [16].

Tanto la serie de Taylor como la de Laurent son tnicas ya fijado el punto
20- El teorema de Laurent no es sélo importante por ser una generalizacion
del teorema de Taylor, sino porque permite una completa clasificacion de las
singularidades aisladas de una funcién compleja.

Definicién B.1.4. Dada una funcion f de variable compleja y un punto a €
C, decimos que f tiene una singularidad aislada en a si existe un R > 0 tal
que f estd definida y es analitica en el disco agujerado Dg(a)\ {a} = Dy(a),

PETO MO €N a.

Definicion B.1.5. Si f es una funcion de variable compleja con una singu-
laridad aislada a € C, decimos que:

i) a es una singularidad removible de f si existe una funcion analitica
g : Dg(a) — C tal que g(z) = f(2) para toda z € D(a).

i) a es un polo de f si lim | f(z2) |= o0
z—a

iii) a es una singularidad esencial de f si a no es removible ni un polo de

7.
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A partir del teorema de Laurent se puede dar una clasificacion de las sin-
gularidades aisladas de una funcién a partir de los coeficientes de las series
de Laurent de la funcién, sin embargo, no enunciaremos por el momento ese
resultado. Mencionaremos otro resultado que permite clasificar a las singu-
laridades sin recurrir a los coeficientes antes mencionados.

Teorema B.1.4. Sea f una funcion de variable compleja y a € C una sin-
gularidad aislada de f, entonces:

1) a es una singularidad removible, un polo o una singularidad esencial

de f.

2) a es remowvible si y solo si lim((z —a)(f(z)) = 0.
zZ—a
3) Si Q es una region de C, a € C, f es analitica en Q\ {a} y a es un
polo de [ entonces existe un entero positivo m y una funcion analitica
g:Q — C tal que f(z) = 9(2)

(z —a)™

caso, al menor entero positivo m que cumple el enunciado anterior se
le llama el orden de a y se dice que f tiene un polo en a de orden m.

para toda z € Q\ {a}. En este

4) (Casorati- Weierstrass). Si f tiene una singularidad esencial en zy en-
tonces para toda § > 0 {f(Dj(z)} = C.

Véase la prueba en [5].

Definicién B.1.6. Una funcion f se dice que es meromorfa sobre una region
Q st f es analitica en Q salvo las singularidades aisladas de f en 2, las cuales
son exclusivamente polos.

Entre los ejemplos mas conocidos que podemos dar sobre funciones mero-
morfas, tenemos a las funciones racionales complejas y otras més complejas
como la funcién Gamma o la funcién zeta de Riemann.

Las funciones meromorfas juegan un papel importante en el andlisis com-
plejo ya que poseen propiedades muy interesantes como veremos a continua-
cién.

Proposicion B.1.1. Sea Q una region del plano complejo. Entonces el con-
gunto Mg = {f : C — C : f es meromorfa en Q} es un campo con las
operaciones usuales de suma y producto para funciones.
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Proposicion B.1.2. Sea Q una region del plano complejo. Consideremos
el campo de las funciones meromorfas Mq sobre Q. Si f € Mg, entonces

f/ € Mg.

Las proposiciones anteriores nos muestran en particular que Mg es un
campo diferencial con la derivacién compleja que conocemos. Para consul-
tarse los detalles de dichas proposiciones, véase [19].

Los dos teoremas que enunciamos a continuacién seran de vital impor-
tancia para nuestro trabajo.

El primero de ellos es conocido como el teorema de identidad y nos per-
mite garantizar la igualdad de funciones holomorfas en una regién, siempre
que éstas coincidan en un conjunto adecuado de la misma.

Teorema B.1.5 (Teorema de identidad). Sean f y g analiticas en una region
A del plano complejo. Supongamos que existe una sucesion {x,}nen de ele-
mentos distintos en A que converge a un punto zy € A, tal que f(z,) = g(z,)
para toda n € N. Entonces f = g en todo A. La conclusion sigue siendo
valida si f = g en alguna vecindad de algiun punto de A.

Para ver los detalles de la prueba constiltese [16].
El siguiente resultado no es mas que la versiéon compleja del teorema
fundamental del calculo que conocemos.

Teorema B.1.6. Sea A una region del plano complejo, g,f +: A — C
funciones continuas con g holomorfa tal que ¢ = f y v : [a,b] — A una
curva C* por tramos en A. Entonces

/ f = g(3() — glv(a)).

Véase la prueba en [13].

39






Bibliografia

[1] G. Boros, V. Moll. Irresistible Integrals. Symbolics, Analysis and Experi-
ments in the Fvaluation of Integrals. Cambridge University Press, 2004.

[2] M. Bronstein. Symbolic Integration I. Transcendental Functions. Springer,
2004.

[3] G. Chrystal. Algebra. An elementary text-book. Adam and Charles Black,
1904.

[4] R.C. Churchill. “Liouville’s Theorem on Integration in Terms of Ele-
mentary Functions”. Kolchin Seminar on Differetial Algebra, 2006.
(http://www.sci.ccny.cuny.edu/ ksda/PostedPapers/liouv06.pdf)

[5] J.B. Conway. Functions of One Complex Variable I. Springer-Verlag,
1995.

[6] J.H. Davenport. On the Integration of Algebraic Functions. Springer-
Verlag, 1981.

[7] J.B. Fraleigh. Algebra Abstracta. Addison-Wesley Iberoamericana, 1988.

[8] G.H. Hardy. The Integration of Functions of a Single Variable. Cambridge
University Press, 1966.

[9] I.N. Herstein. Algebra Moderna. Editorial Trillas México, 1980.
[10] T.W. Hungerford. Algebra. Springer, 2000.

[11] C. Ivorra. “Funciones sin primitiva elemental”. (http://www.uv.es/ ivo-
rra/Libros/Primitivas.pdf)

91



[12] T. Kasper. “ Integration in Finite Terms: The Liouville Theory”. Mat-
hematics Magazine 53, 1980 (195-201).

[13] A. Lascurain. Curso bdsico de variable compleja. Prensa Ciencias, 2011.

[14] J. Liitzen. Joseph Liouville 1809-1882: Master of Pure and Applied Mat-
hematics. Springer-Verlag, 1990.

[15] E.A. Marchisotto, G. Zakeri. “An Invitation to Integration in Finite
Terms”. The College Mathematics Journal, Vol. 25, 1994 (295-308).

[16] J.E. Marsden, M.J. Hoffman. Andlisis Bdsico de Variable Compleja. Edi-
torial Trillas México, 1996.

[17] A. Ostrowski. “Sur lintégrabilité élémentaire de quelques classes
d’expressions”. Commentarii Mathematici Helvetici. Vol. 18, 1946 (283-
308).

[18] N. Piskunov. Cdlculo Diferencial e Integral. Tomo I y II. Editorial Li-
musa, 2004.

[19] R. Remmert. Theory of Complex Functions. Springer-Verlag, 1991.

[20] R.H. Risch. “The problem of integration in finite terms”. Transactions
of American Mathematical 139, 1969 (167-189).

[21] J.F. Ritt. Integration in Finite Terms. Liouville’s Theory of Elementary
Methods. Columbia University Press, New York, 1948.

[22] M. Rosenlicht. “Liouville’s Theorem on Functions with Elementary In-
tegrals”. Pacific Journal of Mathematics Vol. 24 No. 1 | 1968 (153-161).

[23] M. Rosenlicht. “Integration in Finite Terms”. American Mathematical

Monthly, Vol. 79 No. 9, 1972 (963-972).
[24] M. Spivak. Calculus. Editorial Reverté, 2012.

[25] S.K. Stein. “Integration: Dangers and Suggestions”. Two-Year College
Mathematics Journal 5, 1974 (1-7).

92



	Portada

	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Conceptos Básicos del  Algebra Diferencial
	Capítulo 2. El Teorema de Liouville
	Capítulo 3. Funciones Elementales
	Apéndices

	Bibliografía




