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Notación

F(M): El conjunto de las funciones diferenciables real-valuadas en M .
TpM : El conjunto de todos los vectores tangentes a M en p.
X(M): El conjunto de todos los campos vectoriales suaves en M .
TM : El haz tangente; es decir, TM = {(p, v); p ∈M,v ∈ TpM}.
G.x: La órbita de x.
Gx: El subgrupo de isotroṕıa de x.
(B,B) = {a ∈ G| aB ∩B 6= ∅}
supp f : El soporte de la función f .
τ : El transporte paralelo a lo largo de una curva.
τ∗: El levantamiento horizontal de τ .
Hol(x): el grupo de holonomı́a con punto de referencia x.
Hol◦(x): el grupo de holonomı́a reducido con punto de referencia x.

iii



Introducción

El objetivo principal de este trabajo es desarrollar una demostración del
teorema de holonomı́a de Berger dada por Carlos Olmos en el art́ıculo “A
geometric proof of the Berger Holonomy Theorem”, [5]. Dicho teorema dice
lo siguiente:

Supongamos que el grupo de holonomı́a de una variedad riemannia-
na irreducible M es no transitivo en la esfera. Entonces M es localmente
simétrica.

En 1955, Berger dio una clasificación de los posibles grupos de holo-
nomı́a para las variedades riemannianas simplemente conexas irreducibles y
no simétricas (ver cuadro 1).

En 1961, James Simons escribió el art́ıculo intitulado “On the transi-
tivity of holonomy systems”[20] donde escribe que su objetivo es dar una
generalización puramente algebraica de la noción de grupo de holonomı́a y
presentar una demostración corta del teorema de transitividad, el cual afirma
que un sistema de holonomı́a riemanniano irreducible que es no transitivo
debe ser simétrico.1 No fue sino hasta 2005 que Olmos dio una demostración

1El resultado de transitividad implica el teorema de holonomı́a de Berger

Hol(g) dim(M) Tipo de variedad Comentarios

SO(n) n variedad orientable -

U(n) 2n variedad de Kähler Kähler

SU(n) 2n variedad de Calabi-Yau Ricci-plana, Kähler

Sp(n)·Sp(1) 4n variedad Cuaternion-Kähler Einstein

Sp(n) 4n variedad hiperkähler Ricci-plana, Kähler

G2 7 variedad G2 Ricci-plana

Spin(7) 8 variedad Spin(7) Ricci-plana

Cuadro 1: Lista de Berger
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geométrica de este teorema.

La demostración consiste, para empezar, en encontrar una subvariedad
totalmente geodésica de M , cuyo grupo de holonomı́a esté contenido en la
imagen (de la componente conexa) del subgrupo de isotroṕıa de M con res-
pecto a un vector dado, bajo una función llamada representación rebanada
(slice representation). Después, ver que el grupo de holonomı́a normal del
grupo de holonomı́a en ese vector (que resulta ser una subvariedad) actúa
en nuestra subvariedad totalmente geodésica por isometŕıas, y finalmen-
te concluir que esta subvariedad es localmente simétrica. Esta variedad se
podrá construir gracias a varios resultados que se demostrarán, y finalmen-
te, usando el hecho de que el conjunto de los puntos regulares del espacio
tangente en un punto p es abierto y denso, podemos encontrar una familia
de espacios que nos ayudarán a concluir que M es localmente simétrica.

Este trabajo se dividirá en cuatro caṕıtulos. En el primero simplemente
se darán definiciones y resultados básicos que nos servirán para construir la
teoŕıa de los caṕıtulos posteriores. En el segundo caṕıtulo se desarrollará to-
do lo necesario de la teoŕıa de órbitas. En el tercer caṕıtulo profundizaremos
en la teoŕıa de holonomı́a, que es una parte fundamental de este trabajo,
mientras que en la última parte demostraremos el teorema de holonomı́a de
Berger.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

La idea de este caṕıtulo es dar un panorama general de los hechos básicos
que necesitaremos para desarrollar la teoŕıa del resto de la tesis. Se trata
pues, de un caṕıtulo que no tendrá casi ninguna demostración pues se parte
de que estos hechos son conocidos; como referencia general se puede consul-
tar [1] o [2], por ejemplo. Esta parte se divide en dos secciones; la primera
sección es una especie de curso express de geometŕıa diferencial, mientras
que la segunda menciona lo más básico que debemos saber sobre acciones
de grupo.

1.1. Geometŕıa diferencial

Nuestro objetivo con esta sección es grosso modo introducir las subvarie-
dad riemannianas, pues para demostrar el resultado principal de la tesis, se
utiliza la teoŕıa de órbitas de subvariedades. El concepto de espacio normal
de una variedad en un punto dado jugará un papel muy importante en el
último caṕıtulo. Se definen también los campos de Jacobi y los campos de
Killing. Anexamos en esta sección la definición de que un espacio sea local-
mente simétrico y una útil definición equivalente.

Recordemos que una variedad diferenciable M es un espacio de Hausdorff
equipado con un atlas completo y que a cada punto p en nuestra variedad le
podemos asociar el espacio tangente TpM , que es un espacio vectorial, con
el cual es más fácil trabajar, pues podemos obtener much́ısima información
acerca de TpM . A la unión disjunta de todos los espacios tangentes (en todos
los puntos de M) le llamamos el haz tangente y se denota por TM . Es bien
sabido que TM tiene estructura de variedad diferenciable y que su dimensión

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

es 2n donde n es la dimensión de M . Particularmente importantes son los
campos vectoriales, que definimos como sigue:

Definición 1.1.1. Un campo vectorial V en una variedad M es una función
V : M → TM que a cada punto p ∈ M le asigna un vector Vp en TpM .
Diremos que el campo es diferenciable si V : M → TM es diferenciable.
Denotamos por X(M) al conjunto de los campos diferenciables sobre M .

La siguiente proposición es importante porque nos da una forma de ob-
tener un campo a partir de otros dos campos dados.

Proposición 1.1.2. Sean X y Y campos vectoriales diferenciables en una
variedad diferenciable M . Entonces existe un único campo vectorial Z tal
que, para todo f ∈ F(M), Zf = (XY − Y X)f .

El campo vectorial Z dado en la proposición anterior es llamado el cor-
chete de X y Y , y es denotado por [X,Y ] = XY −Y X. El corchete cumple
las siguientes propiedades:

a) [X,Y ] = −[Y,X].

b) [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z].

c) [[X,Y ], Z] + [[Y,Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0.

d) [fX, gY ] = fg[X,Y ] + fX(g)Y − gY (f)X.

Si V ∈ X(M), el tensor LV que satisface LV (f) = V f y LVX = [V,X]
para todo X ∈ X(M) es llamado la derivada de Lie relativa a V .

Dada una variedad M y un subconjunto de ésta, es natural preguntarse
bajo qué condiciones el subconjunto puede preservar las condiciones de ser
variedad diferenciable. La siguiente definición nos da la respuesta.

Definición 1.1.3. Un subespacio topológico N de M es una subvariedad de
M si:

1. N es una variedad diferenciable (con la topoloǵıa inducida);

2. La inclusión ι : N →M es suave y en cada p ∈M su diferencial dι es
inyectiva.

Algunas propiedades que cumplen las subvariedades son las siguientes:

Proposición 1.1.4. Sea N una subvariedad de M . Entonces:
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1. Si X ∈ X(M) es tangente a N , entonces la restricción X|N a N es
un campo vectorial diferenciable en N .

2. Más aún, si Y ∈ X(M) también es tangente a N , entonces el corchete
[X,Y ] es tangente a P y [X,Y ]|N = [X|N,Y |N ].

Hata ahora hemos trabajado con variedades diferenciables; ahora vamos
a introducir la noción de variedad riemanniana, que es una variedad con un
producto interno en cada espacio tangente, de manera que este producto
vaŕıe de manera diferenciable punto a punto. A esta familia de productos
internos le llamaremos el tensor métrico. La existencia de este tensor permite
definir otras nociones geométricas.

Definición 1.1.5. Una variedad riemanniana es una variedad diferenciable
M equipada con un tensor métrico g.

Usaremos de manera indistinta la notación g(X,Y ) = 〈X,Y 〉 para el
tensor métrico.

Supongamos que N es una subvariedad de una variedad riemanniana M .
Como cada espacio tangente TpN de N se puede ver como un subespacio de
TpM , si aplicamos el tensor métrico g de M a cada par de vectores de N ,
obtenemos un tensor métrico gN en N , esto es, gN es el pullback ι∗(g), donde
ι : N → M es la inclusión. Podemos de esta forma definir una subvariedad
riemanniana:

Definición 1.1.6. Una subvariedad N de una variedad riemanniana M es
una subvariedad riemanniana si el pullback ι∗(g) es una métrica en N .

Ahora vamos a ver cuándo dos variedades riemannianas M y M ′ pueden
ser isomorfas. Esto va a a pasar si dada una función f : M → M ′, esa
función preserva la métrica.

Definición 1.1.7. Sean M y M ′ variedades riemannianas con métricas
gM y gM ′ respectivamente. Una isometŕıa de M a M ′ es un difeomorfismo
φ : M →M ′ que preserva la métrica, es decir, tal que φ∗(gM ′) = gM .

Algunas de las propiedades que cumplen las isometŕıas son:

1. La identidad de una variedad riemanniana es una isometŕıa.

2. La composición de isometŕıas es una isometŕıa.

3. La inversa de una isometŕıa es una isometŕıa.
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La conexión de una variedad nos va a permitir ver cuál es la relación de la
geometŕıa local en torno a un punto con la misma en torno a otro punto. La
conexión es fundamental para definir el transporte paralelo y la curvatura.
En el caṕıtulo 3 desarrollaremos más la teoŕıa de conexiones y paralelismo
pues con estos conceptos podremos definir holonomı́a. Sin embargo en este
caṕıtulo se da la definición para poder entender qué es la conexión de una
subvariedad riemanniana.

Definición 1.1.8. Una conexión ∇ en una variedad diferenciable M es una
función ∇ : X(M) × X(M) → X(M), y denotada por (X,Y ) 7→ ∇XY tal
que:

a) ∇XY es F(M)-lineal en X,

b) ∇XY es R-lineal en Y ,

c) ∇X(fY ) = (Xf)Y + f∇XY para f ∈ F(M).

Teorema 1.1.9. En una variedad riemanniana M hay una única conexión
∇ tal que

a) [X,Y ] = ∇XY −∇YX,

b) Z〈X,Y 〉 = 〈∇ZX,Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉,

para todo X,Y, Z ∈ X(M). ∇ es llamada la conexión de Levi-Civita de
M y cumple la fórmula de Koszul:

2〈∇XY,Z〉 =X〈Y,Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X,Y 〉
− 〈X, [Y,Z]〉+ 〈Y, [Z,X]〉+ 〈Z, [X,Y ]〉.

Proposición 1.1.10. Sea M una variedad diferenciable con una conexión
∇. Existe una única correspondencia que asocia a un campo vectorial V a
lo largo de una curva diferenciable α : I →M otro campo vectorial DV

dt a lo
largo de α, llamado derivada covariante de V a lo largo de α, tal que:

a) D
dt(V +W ) = DV

dt + DW
dt .

b) D
dt(fV ) = df

dtV + f DWdt , donde W es un campo vectorial a lo largo de α
y f es una función diferenciable en I.

c) Si V es inducido por un campo vectorial Y ∈ X(M), es decir, V (t) =
Y (α(t)), entonces DV

dt = ∇ dα
dt
Y .
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La derivada covariante juega un papel central en la siguiente definición.

Definición 1.1.11. Sea M una variedad diferenciable con una conexión ∇.
Un campo vectorial V a lo largo de una curva α : I → M es paralelo si
DV
dt = 0 para todo t ∈ I. Se dice que V (t), t ∈ I, es el transporte paralelo

de V (t0) a lo largo de α, suponiendo que t0 ∈ I.

Se puede mostrar que dado un vector V (t0) tangente a M en el punto
α(t0), su transporte paralelo es único. Además,

Proposición 1.1.12. El transporte paralelo es una isometŕıa lineal.

De entre todas las curvas que podemos definir en una variedad, destaca-
mos a las geodésicas, que podemos caracterizar en términos del transporte
paralelo.

Definición 1.1.13. Una geodésica en una variedad riemanniana M es una
curva γ : I →M cuyo campo vectorial tangente γ′ es paralelo.

Las geodésicas cumplen varias propiedades importantes; por ejemplo, si
tomamos un vector v ∈ TpM , existe un intervalo I que contiene al 0 y una
única geodésica γ : I → M tal que γ′(0) = v, γ es entonces una geodésica
con punto inicial p y velocidad v. Además, si tomamos dos geodésicas γ1 y γ2

tales que γ1(t0) = γ2(t0) y γ′1(t0) = γ′2(t0) para algún t0 ∈ I, las geodésicas
serán iguales en la intersección de sus dominios.

Vamos a introducir ahora el concepto de función exponencial. Tomamos
p ∈ M , entonces existe una vecindad V de p en M , un número ε > 0 y
una función C∞ γ : (−a, a) × U → M , con U = {(q, w) ∈ TM | q ∈ V,w ∈
TqM, |w| < ε} tal que t 7→ γ(t, q, w) es la única geodésica en M que en el
punto t = 0 pasa por q con velocidad w, para cada q ∈ V y w ∈ TqM , con
|w| < ε. La función exp: U →M dada por

exp(q, w) = γ(1, q, v) = γ(|v|, q, v
|v|

) con (q, v) ∈ U

es llamada la función exponencial en U .

Para fines prácticos, definimos expq : Bε(0) ⊂ TqM →M como

expq(v) = exp(q, v).

La función expq es diferenciable y además posee la propiedad de que expq(0) =
q. Por otra parte, expq : Bε(0) ⊂ TqM → M es un difeomorfismo de la bo-
la Bε(0) a un subconjunto abierto de M para algún ε > 0 suficientemente
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pequeño. Para verificar esto, se calcula d(expq)0(v), que resulta ser igual a
v, es decir, la identidad en TqM , y por el teorema de la función inversa se
sigue que expq es un difeomorfismo local en una vecindad de 0.

Sin embargo, fuera de dicha vecindad, la función exponencial puede de-
jar de ser inyectiva o de ser un difeomorfismo local. Definimos el radio de
inyectividad en un punto p de una variedad riemanniana M como el radio
de la bola más grande con centro en p para el cual la función exponencial en
p es un difeomorfismo. El radio de inyectividad de una variedad riemanniana
M es el ı́nfimo de los radios de inyectividad en todos los puntos de M .

Definiremos ahora el tensor de curvatura de una variedad riemanniana.

Definición 1.1.14. La curvatura R de una variedad riemanniana M es una
correspondencia que asocia a cada par X,Y ∈ X(M) una función R(X,Y ) :
X(M)→ X(M) dada por

R(X,Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z, Z ∈ X(M),

donde ∇ es la conexión riemanniana de M .

Enunciaremos algunas propiedades del tensor de curvatura R.

Proposición 1.1.15. Para todo X1, X2, Y1, Y2, X, Y , Z, W , T ∈ X(M)
y f, g ∈ F(M),

i) R(fX1 + gX2, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1),

R(X1, fY1 + gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1, Y2).

ii) R(X,Y )(Z +W ) = R(X,Y )Z +R(X,Y )W ,

R(X,Y )fZ = fR(X,Y )Z.

iii) Identidad de Bianchi: R(X,Y )Z +R(Y,Z)X +R(Z,X)Y = 0.

iv) 〈R(X,Y )Z, T 〉+ 〈R(Y, Z)X,T 〉+ 〈R(Z,X)Y, T 〉 = 0.

v) 〈R(X,Y )Z, T 〉 = −〈R(Y,X)Z, T 〉.

vi) 〈R(X,Y )Z, T 〉 = −〈R(X,Y )T,Z〉.

vii) 〈R(X,Y )Z, T 〉 = −〈R(Z, T )X,Y 〉.
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Nótese que la propiedad iv es simplemente una reformulación de la iden-
tidad de Bianchi.

Si tomamos un plano Π (es decir, un subespacio de dimensión 2) de TpM
y una base X,Y de dicho plano, se demuestra que el número

K(X,Y ) =
〈R(X,Y )X,Y 〉

〈X,X〉〈Y, Y 〉 − 〈X,Y 〉2

es independiente de la elección de la base X,Y de Π, y se llama la curva-
tura seccional K(Π) de Π.

Veamos ahora quién seŕıa la conexión de Levi-Civita de una subvariedad.

Sea M una subvariedad riemanniana de M . La métrica en M induce a
lo largo de M una descomposición ortogonal de TM como

TM |M = TM ⊕ νM.

Llamamos a νM el haz normal de M . En un punto p ∈ M , el espacio
normal en p es νpM , y entonces para cada p ∈ M , podemos descomponer
TpM = TpM ⊕ νpM . Denotamos respectivamente por tan y nor las proyec-
ciones en cada uno de estos sumandos.

Si X ∈ X(M) y Y ∈ X(M), para cada p ∈ M tomamos una extensión
local X de X sobre una vecindad U de p en M . Definimos entonces ∇XY
en U ∩M como la restricción de ∇XY a U ∩M . ∇XY está bien definida y
es un campo vectorial suave en M .

En particular, si X,Y ∈ X(M), podemos realizar un procedimiento
análogo, extendiendo Y a un campo Y , al menos localmente. Entonces se
sabe que la conexión riemanniana en M está dada por ∇XY = tan∇XY ,
donde∇ es la conexión de Levi-Civita de M . Por otro lado, si X(M)⊥ denota
el conjunto de campos normales a M , la función

α : X(M)× X(M)→ X(M)⊥

tal que
α(X,Y ) = nor∇XY

es F(M)−bilineal y simétrica. La transformación α es llamada la segunda
forma fundamental de M ⊂M . Tenemos entonces la ecuación

∇XY = ∇XY + α(X,Y ) para X,Y ∈ X(M);
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conocida como la fórmula de Gauss. Sea ξ un campo vectorial normal de M .
También podemos descomponer∇Xξ es su parte normal y su parte tangente:

∇Xξ = −AξX +∇⊥Xξ,

lo que se conoce como la fórmula de Weingarten. El operador Aξ es llamado
el operador de forma de M en la dirección ξ y se relaciona con la segunda
forma fundamental con la siguiente ecuación:

〈AξX,Y 〉 = 〈α(X,Y ), ξ〉.

Por otro lado, la parte normal induce una conexión ∇⊥ en νM , llamada
conexión normal en M .

La fórmula de Gauss nos da una forma natural de descomponer campos
vectoriales en una curva como sigue: Si Y es un campo vectorial tangente

a M en una curva γ en M , entonces Ẏ = Y ′ + α(γ′, Y ), donde Ẏ = ∇Y
ds y

Y ′ = ∇Y
ds .

Definición 1.1.16. Una subvariedad riemanniana M de una variedad rie-
manniana M es totalmente geodésica si su segunda forma fundamental se
anula idénticamente.

La siguiente proposición nos da una idea más tangible de cómo se com-
portan las subvariedades totalmente geodésicas.

Proposición 1.1.17. Para M ⊂M , son equivalentes:

i) M es totalmente geodésica en M .

ii) Cada geodésica de M también es una geodésica de M .

iii) Si v ∈ TpM es tangente a M , entonces la geodésica γv de M permanece
inicialmente en M .

iv) Si α es una curva en M y v ∈ Tα(0)M , el transporte paralelo de v a lo

largo de α es el mismo para M y para M .

El siguiente teorema es muy importante pues nos da condiciones nece-
sarias y suficientes para saber cuándo existe una subvariedad totalmente
geodésica de una variedad dada.
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Teorema 1.1.18 (Cartan). Sea M una variedad riemanniana, p ∈M y V
un subespacio lineal de TpM . Existe una subvariedad totalmente geodésica
M de M con p ∈ M y TpM = V si y sólo si existe ε > 0 tal que para cada
geodésica γ en M con γ(0) = p y γ̇(0) ∈ V ∩ Uε(0), el tensor de curvatura
de M en γ(1) preserva el transporte paralelo de V a lo largo de γ de p a
γ(1).

La demostración de este teorema se puede revisar en [6].
Ahora introducimos los campos de Jacobi, que nos dan una relación entre

la curvatura y las geodésicas.

Definición 1.1.19. Sea γ : [0, a] → M una geodésica en M . Un campo
vectorial J a lo largo de γ es un campo de Jacobi si satisface la siguiente
ecuación para todo t ∈ [0, a]

D

∂s

(
D

∂t

∂f

∂t

)
+R(γ′(t), J(t))γ′(t) = 0,

donde R es el tensor de curvatura. A esta ecuación se le conoce como ecua-
ción de Jacobi.

Sea γ : I → M una geodésica en M parametrizada por longitud de
arco, con p = γ(0) ∈ M y γ̇(0) ∈ νpM . Supongamos que V (s, t) = γs(t) es
una variación diferenciable por geodésicas de γ = γ0 con c(s) = γs(0) ∈ M
y ξ(s) = γ̇s(0) ∈ νc(s)M para todo s. El campo de Jacobi J a lo largo
de γ inducido por esta variación de geodésicas está determinado por sus
condiciones iniciales:

J(0) =
d

ds
|s=0V (s, 0) = γs(0) = c(s) = ċ(0) ∈ TpM

Y usando la fórmula de Weingarten, se tiene que

J ′(0) =
∂

∂s
|s=0

∂

∂t
|t=0V (s, t)

=
d

ds
|s=0γ̇s(0) =

d

ds
|s=0ξ(s)

= ∇J(0)ξ = −Aξ(0)J(0) +∇⊥J(0)ξ.

(1.1)

Definición 1.1.20. Un campo de Killing en una variedad riemanniana
es un campo vectorial X para el cual la derivada de Lie del tensor métrico
se anula, es decir, LXg = 0.

Las siguientes condiciones en un campo vectorial X son equivalentes:
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1. X es de Killing.

2. X〈V,W 〉 = 〈[X,V ],W 〉+ 〈V, [X,W ]〉 para todo V,W ∈ X(M).

3. 〈∇VX,W 〉+ 〈∇WX,V 〉 = 0 para todo V,W ∈ X(M).

Lema 1.1.21. Sean X un campo de Killing en M y γ una geodésica en M .
Entonces la restricción de X a γ, denotada Xγ, es un campo de Jacobi y
〈γ′, X〉 es constante a lo largo de γ.

Daremos a continuación la definición de variedad riemanniana localmente
simétrica, antes necesitaremos el siguiente concepto,

Definición 1.1.22. Sea M una variedad riemanniana y sea p ∈ M . La
simetŕıa geodésica sp en p es el difeomorfismo local definido en vecindades
normales suficientemente pequeñas de p dado por sp = expp ◦(−IdTpM ) ◦
exp−1

p .

Definición 1.1.23. Una variedad riemanniana M es localmente simétrica
si y sólo si para cada p ∈M , la simetŕıa geodésica en p es una isometŕıa.

La siguiente proposición es muy importante en este trabajo pues utiliza-
remos la equivalencia b)⇔a) para demostrar que cierta variedad que surge
en el teorema de holonomı́a de Berger es localmente simétrica.

Proposición 1.1.24. Las siguientes condiciones en una variedad rieman-
niana M son equivalentes:

a) M es localmente simétrica.

b) Si L : TpM → TqM es una isometŕıa local que preserva la curvatura,
entonces hay una isometŕıa φ de vecindades normales de p y q tal que
dφp = L

c) En cada punto p ∈M , la simetŕıa geodésica local sp es una isometŕıa.

1.2. Acciones de grupo

En esta sección vamos a ver qué es que un grupo G actúe sobre un espa-
cio X, y además definiremos varios subespacios de X y subgrupos de G que
serán muy útiles cuando pasemos al caṕıtulo de teoŕıa de órbitas. Tambien
introduciremos los conceptos de grupo de Lie y álgebra de Lie, y veremos
cuál es la relación entre éstos.
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Recordemos que un grupo es un conjunto G con una operación binaria
G×G→ G, (a, b)→ ab que cumple:

1. es asociativa: (ab)c = a(bc)

2. la existencia de un elemento neutro e ∈ G, tal que para cada a ∈ G,
ea = a = ae

3. la existencia de un inverso a−1 ∈ G para cada a ∈ G, tal que aa−1 =
e = a−1a

Si G y G′ son dos grupos, un homomorfismo de G en G′ es una función
ψ : G → G′, que verifica: ψ(ab) = ψ(a)ψ(b). Ahora vamos a ver qué es una
acción de grupo.

Definición 1.2.1. Una acción (por la izquierda) de un grupo G en un con-
junto X es una función Ψ : G×X → X, tal que

a Ψ(e, x) = x, para todo x ∈ X; con e el elemento idéntico en G.

b Ψ(a,Ψ(b, x)) = Ψ(ab, x), con a, b ∈ G y x ∈ X.

En adelante, y por comodidad, denotaremos a Ψ(a, x) = ax. Para cada
a ∈ G, definimos la función Ψa : X → X como Ψa(x) = Ψ(a, x).

El siguiente tipo de funciones serán relevantes.

Definición 1.2.2. a) Una función f : M → R es G-invariante si f(ax) =
f(x) para cualquier a ∈ G

b) Sea Ψ una acción de G en M y Φ una acción de G en N , entonces una
función f : M → N tal que f(Ψ(a, x)) = Φ(a, f(x)) es G-equivariante.

c) Las dos acciones de grupo del inciso anterior son G-equivalentes si existe
un difeomorfismo f : M → N G-equivariante.

Si Ψ : G×X → G es una acción de G en un conjunto X, la órbita del
elemento x ∈ X bajo la acción Ψ, es el subconjunto

G.x = {ax ∈ X|a ∈ G}.

Dada una acción de G en X, decimos que dos puntos son equivalentes si
están en la misma órbita. Esto en efecto define una relación de equivalencia:
primero observemos que dos puntos x y y están en la misma órbita (y lo
denotamos x ∼ y) si y sólo si ∃a ∈ G, tal que y = ax. Claramente x ∼ x
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pues x = ex. Si x ∼ y entonces existe a ∈ G tal que y = ax,⇒ x = a−1y, y
si x ∼ y y y ∼ z entonces y = ax y z = a′y, por lo que z = a′ax y de esa
forma concluimos que z ∼ x.

Esta relación de equivalencia descompone a X en la unión ajena de sus
órbitas. El conjunto de todas las órbitas de la acción se denota por X/G.

Podemos definir una proyección natural π : X → X/G. Una sección de
esta proyección es una función σ : X/G → X que asocia a cada órbita, un
representante o forma canónica.

Ahora tomemos x0 ∈ X un punto fijo. El grupo de isotroṕıa (o esta-
bilizador) de x0 de la acción Ψ es el subgrupo de G definido por

Gx0 = {a ∈ G|gx0 = x0}.

Para cada punto x0 ∈ X, la acción Ψ define una función suprayectiva

φ : G→ G.x0, tal que a 7→ ax0.

Esto a su vez define una relación de equivalencia en G dada por: a ∼ a′
si y sólo si a−1a′ ∈ Gx0 . El conjunto de clases de equivalencia en G definidas
por esta relación se denota por G/Gx0 , y sus elementos son llamados clases
laterales. Además, existe una función bien definida µ : G/GX0 → G.x0

biyectiva dada por aGx0 7→ ax0.

Los siguientes conceptos y notaciones son importantes.

Definición 1.2.3.

Si H es un subgrupo de G, XH = {x ∈ X|ax = x,∀a ∈ H} es el conjunto
de puntos fijos de H en X.

Si A ⊂ X, definimos G(A) = {ax ∈ X|a ∈ G, x ∈ A} es la saturación de
A. Un subconjunto A es G-invariante si G(A) = A.

La acción en X es libre si Gx = {e ∈ G}, para cada x ∈ X.

La acción es efectiva si el conjunto {a ∈ G|ax = x, ∀x ∈ X} tiene como
único elemento a la identidad.

La acción es transitiva si G.x = X para algún x ∈ X. Esto es equivalente
a decir que para cualesquiera x, y ∈ X existe a ∈ G con y = ax. En este
caso también se dice que X es G-homogéneo.
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De entre los grupos, los que nos interesan son los grupos de Lie, que son
grupos que además tienen estructura de variedad diferenciable. La definición
formal es la siguiente:

Definición 1.2.4. Un grupo de Lie es una variedad diferenciable G que
es también un grupo, tal que la multiplicación de grupo

µ : G×G→ G

y la función que manda g en g−1 son funciones diferenciables. Un homomor-
fismo de grupos de Lie es un homomorfismo de grupos diferenciable entre
grupos de Lie.

Observación 1.2.5. Si H es un subgrupo cerrado de un grupo de Lie G,
entonces H es un grupo de Lie encajado con la topoloǵıa relativa.

Observación 1.2.6. Sea V un espacio vectorial y Gl(V ) ⊂ End(V ) el
subconjunto de transformaciones lineales invertibles. Gl(V )es un grupo de
Lie bajo composición de funciones y e =Id es su neutro.

Las siguientes propiedades serán continuamente utilizadas, sobre todo
en el caṕıtulo 2.

Proposición 1.2.7. 1. Gx es un subgrupo cerrado de G, y por lo tanto
un grupo de Lie.

2. Si y ∈ G.x, entonces Gy = aGxa
−1, donde a ∈ G está dado por y = ax.

En otras palabras, todos los subgrupos de isotroṕıa de puntos en una
misma órbita son isomorfos salvo conjugaciones.

3. Si la acción de G en M es transitiva, entonces M es difeomorfa a
G/Gx, para cualquier x ∈M , definido como aGx 7→ ax.

4. G.x es G-invariante, y la función Ψx : G/Gx → M definida como
en el punto anterior, define una inmersión inyectiva en G.x, que es
G-equivariante.

5. Si G es compacto, entonces G.x es cerrada en M y la función Ψx

definida anteriormente es un encaje.

Sea G un grupo de Lie y tomamos la acción ψ de G×G en G dada por
ψ((a, b), x) = acb−1. Esta acción es transitiva pues si x, y ∈ G, ψ((y, x), x) =
yxx−1 = y. Además el subgrupo de isotroṕıa de e ∈ G es (G×G)e = {(a, b) ∈
G ×G|(a, b)e = e}, pero (a, b)e = aeb−1 = ab−1 = e ⇔ b = a, por lo tanto,
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el subgrupo de isotroṕıa de e es (G × G)e = ∆ = {(a, a) ∈ G × G|a ∈ G}.
Restringiendo esta acción a la diagonal, tenemos la acción ψ(a, x) = axa−1,
a esta acción la llamamos acción adjunta de G en śı mismo, y la denotamos
Ada(x).

La demostración de la siguiente proposición se puede consultar en [11],
página 74, lema 6.12.

Proposición 1.2.8. Sea G un grupo de Lie compacto y H un subrupo ce-
rrado de G, si aHa−1 ⊆ H para alguna a ∈ G, se tiene que aHa−1 = H.

Sea V un espacio vectorial de dimensión n, y tomamos el grupo Gl(V )
de V . Una representación de G grupo de Lie en X es una función suave
ρ : G→ Gl(V ), que a cada a ∈ G se le asocia Ψa.

Sea G un grupo actuando sobre una variedad diferenciable M . Enton-
ces Gx actúa linealmente en TxM , considerando las diferenciales dΨa|x :
TxM → TxM . Esta es llamada la representación de isotroṕıa en x dada
por el homomorfismo de grupos de Lie ρx : Gx → Gl(TxM), ρx(a) = dΨa|x.

En Gl(V ), la multiplicación Gl(V )×Gl(V )→ Gl(V ) tal que (c, b) 7→ cb
induce, al dejar fijo un elemento a ∈ G, dos difeomorfismos:

La : Gl(V )→ Gl(V ), x 7→ ax,

y

Ra : Gl(V )→ Gl(V ), x 7→ xa.

Llamamos a estos difeomorfismos traslación izquierda por a y traslación
derecha por a respectivamente. Además, se tiene que

L : Gl(V )×Gl(V )→ Gl(V ), (a, x) 7→ ax

define una acción diferenciable de Gl(V ) en śı mismo por la izquierda (res-
pectivamente R : (x, a) 7→ xa define una acción por la derecha). Esta acción
define a su vez una acción de Gl(V ) en C∞(Gl(V )) por la derecha dada por

L∗a : C∞(Gl(V ))→ C∞(Gl(V )), f 7→ L∗af = f ◦ La

.

Vamos a escribir la definición de álgebra de Lie, y después veremos cómo,
dado un grupo, podemos asociarle un álgebra de Lie.
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Definición 1.2.9. Un álgebra de Lie es un espacio vectorial g y una apli-
cación bilineal [, ] : g × g → g, llamada corchete de Lie, que satisface las
siguientes propiedades:

1. antisimetŕıa: [X,Y ] = −[Y,X].

2. la identidad de Jacobi: [X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.

Un morfismo entre dos álgebras de Lie, g y g′, es una transformación lineal
φ : g→ g′ que además satisface que φ([X,Y ]) = [φ(X), φ(Y )].

Ahora vamos a empezar a construir el álgebra de Lie de un grupo de Lie
dado. Veamos primero la siguiente proposición.

Proposición 1.2.10. La diferencial de la función µ : G×G→ G está dada
por:

dµa,b(Xa, Xb) = (dRb)a(Xa) + (dLa)b(Yb)

Para cualesquiera (Xa, Yb) ∈ TaG× TbG.

Demostración. Como función de a, µ(a, b) = Rb(a) y como función de b,
µ(a, b) = La(b), por lo que que cualquier f ∈ C∞(G), se tiene que

(dµa,b(Xa, Yb))(f) = (Xa, Yb)(f ◦ µ(a, b))

= Xa(f ◦Rb(a)) + Yb(f ◦ La(b))
= (dRb)a(Xa)(f) + (dLa)b(Yb)(f).

Sea G un grupo de Lie. Para cualquier vector Xe ∈ TeG, definimos un
campo vectorial X en G dado por

Xa = (dLa)(Xe).

Observemos que d(La)(Xb) = dLa ◦ dLb(Xe) = dLab(Xe) = Xab.

Definición 1.2.11. Un campo vectorial invariante por la izquierda en un
grupo de Lie G es un campo vectorial suave X en G que satisface (dLa)(Xb) =
Xab.

Cualquier vector Xe ∈ TeG determina, como vimos, un campo vectorial
invariante por la izquierda en G. Por otro lado, cualquier campo vectorial
invariante por la izquierda X, está determinado por su valor Xe en e ∈ G,
ya que para a ∈ G, X(a) = (dLa)Xe. Denotamos por g al conjunto de todos
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los campos vectoriales invariantes por la izquierda en un grupo de Lie G, es
decir,

g = {X ∈ X(G)|X es invariante por la izquierda}.

Tenemos entonces que g es un subespacio vectorial de X(TG).

Proposición 1.2.12. La función g 7→ TeG que manda cada X ∈ g a su
valor Xe ∈ TeG es un isomorfismo lineal.

Demostración. Es claro que la función es lineal. Es inyectiva pues si Xe = 0,
entonces Xa = dLa(Xe) = 0 para todo a. Es suprayectiva pues si X ′ ∈ TeG,
tomamos Xa = dLa(Xe) por lo que X es invariante por la izquierda y
Xe = X ′. En particular, tenemos que dimG=dim g.

Proposición 1.2.13. Si X y Y ∈ g, entonces [X,Y ] ∈ g.

Demostración. Hay que ver que [X,Y ] es invariante por la izquierda si X y
Y lo son. Observemos que

Y (f ◦La)(b) = Yb(f ◦La) = (dLa)b(Yb)f = Yabf = (Y f)(Lab) = (Y f)◦La(b)

para cualquier función diferenciable f : G→ R. Entonces se tiene que

Xab(Y f) = (dLa)b(Xb)(Y f) = Xb((Y f) ◦ La) = XbY (f ◦ La).

De manera análoga, YabXf = YbX(f ◦ La). Entonces

dLa([X,Y ]b)f = XbY (f ◦ La)− YbX(f ◦ La)
= Xab(Y f)− Yab(Xf) = [X,Y ]ab(f).

Definición 1.2.14. g es el álgebra de Lie de G.

Ahora, como sabemos que g es un espacio vectorial y G una variedad
diferenciable, vamos a dar una función análoga a la función exponencial que
dimos en la sección anterior. Antes necesitamos la siguiente definición.

Definición 1.2.15. Un subgrupo uniparamétrico en un grupo de Lie G es
un homomorfismo suave α de R a G.

La definición anterior quiere decir que α : R → G es una curva tal que
α(s + t) = α(s)α(t) para toda s, t ∈ R. Se tiene por lo tanto que α(0) = e,
α(−t) = α(t)−1 y que α(s)α(t) = α(t)α(s).
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Definición 1.2.16. Sea g el álgebra de Lie de G. La función exponencial
exp : g→ G manda X a αX(1), donde αX es el subgrupo uniparamétrico de
X ∈ g tal que α′(0) = X.

Esta función exponencial manda, como la análoga definida antes, el ori-
gen de g en p, a las rectas en subgrupos uniparamétricos (geodésicas), y su
función diferencial en 0 es el isomorfismo canónico T0g ≈ g ≈ TeG. Por el
teorema de la función inversa se tiene que una vecindad de 0 ∈ g es manda-
da de manera difeomorfa por exp en una vecindad de e ∈ G. Definimos la
representación adjunta de G como Ad : G → Gl(g), g 7→ Ig∗e donde Ig∗e es
la diferencial de Ig en e.

La representación adjunta de g es el homomorfismo ad:g → End(g),
donde X 7→ (g → g, Y 7→ [X,Y ]). Esta puede ser obtenida de Ad con la
siguiente igualdad

ad(X)Y =
d

dt
|t=0(t 7→ Ad(exp(tX))Y ).

Ad y ad están relacionadas de la siguiente manera:

Ad(exp(X)) = Exp(ad(X)),

donde Exp es la función exponencial para endomorfismos del espacio vecto-
rial g.

La forma simétrica, bilineal B en g definida por

B(X,Y ) = tr(ad(X) ◦ ad(Y ))

para todo X,Y ∈ g es llamada la forma de Cartan-Killing de g.

Cada automorfismo η de g tiene la siguiente propiedad:

B(ηX, ηY ) = B(X,Y )

para todo X,Y ∈ g. Se sigue de esto que B(ad(Z)X,Y )+B(X, ad(Z)Y ) = 0
para todo X,Y, Z ∈ g.

Una involución en g es un automorfismo θ de g cuyo cuadrado es igual
a la identidad. Si G es un grupo de Lie real, simplemente conexo, g su álge-
bra de Lie y B su forma de Killing, una involución de Cartan en g es una
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involución θ en g tal que Bθ(X,Y ) = −B(X, θY ) es una forma bilineal po-
sitivo definida en g. Cada álgebra de Lie real, simplemente conexa tiene una
involución de Cartan y cualesquiera dos involuciones de Cartan en g son
conjugadas v́ıa Ad(g) para alguna g ∈ G.

Sea θ una involución de Cartan en g, denotamos por l el eigenespacio
correspondiente al eigenvalor +1 de θ y por p el eigenespacio correspondiente
al eigenvalor -1 de θ. Tenemos entonces la siguiente descomposición para g:

g = l⊕ p,

llamada descomposición de Cartan. Esta descomposición es ortogonal con
respecto a B y a Bθ, B es negativa definida en l y positiva definida en p.



Caṕıtulo 2

Teoŕıa de órbitas

Como lo dice en su art́ıculo, Olmos demuestra el teorema de holonomı́a de
Berger utilizando propiedades de las órbitas de subvariedades bajo la acción
de un grupo. Es por eso que en este caṕıtulo desarrollaremos la teoŕıa de
órbitas que necesitaremos. En la primera sección definiremos una subfamilia
del espacio de todas las órbitas a la que llamaremos el conjunto de órbitas
principales. Diremos que un punto en una órbita principal es un vector
principal y mostraremos que el conjunto de todos los vectores principales es
un subconjunto abierto y denso en nuestro espacio. Este conjunto de vectores
resultará ser muy importante en nuestro análisis posterior.

El siguiente paso será ver qué propiedades tienen las órbitas bajo una
determinada acción. En particular, nos van a interesar las acciones propias,
pues, como demostraron Montgomery y Yang, toda acción propia admi-
te una subvariedad llamada rebanada (slice) en cada punto, que es lo que
nos permite definir a las órbitas principales por una parte, pero por otro
podremos definir dos funciones, llamadas la representación de isotroṕıa y
la representación rebanada. Las representaciones de isotroṕıa en espacios
simétricos simplemente conexos, llamadas s-representaciones, serán particu-
larmente importantes ya que las órbitas de s-representaciones jugarán un
papel similar al que juegan los espacios simétricos en geometŕıa riemannia-
na, que tienen la propiedad de que el transporte paralelo a lo largo de una
curva c, τc, empezando en un punto dado p, es tal que dg|p = τc donde g
es una isometŕıa y es única. Una órbita de una s-representación tendrá una
caracteŕıstica similar pero con respecto a la conexión normal, pero ahora la
isometŕıa no será única en general.

19
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2.1. Acciones propias y tipos de órbitas

Vamos a definir algunos conceptos básicos relacionados a las órbitas.

Definición 2.1.1. a. Si H es un subgrupo de isotroṕıa de una acción de
G sobre M , decimos que la órbita G.x es de tipo (H) si el grupo de
isotroṕıa Gx es conjugado a H. Dicho de otro modo, si existe a ∈ G
tal que aGa−1 = H.

b. Si H y K son subgrupos de isotroṕıa de (G,M), decimos que (H) � (K)
si K es conjugado a un subgrupo de H, es decir, si existe a ∈ G tal que
aKa−1 = H ′ con H ′ ⊂ H. Diremos que (H) = (K) si H es conjugado
a K.

c. M(H) es el conjunto de puntos en M que se encuentran en órbitas tipo
(H).

El conjunto de tipos de órbita O(G,M) es un conjunto parcialmente
ordenado con la relación de la definición anterior. Un teorema importante,
el teorema de la órbita principal, nos asegura la existencia de un tipo de
órbita maximal (H) y muestra que el conjunto M(H) es denso y abierto en
M , sin embargo no es para cualquier tipo de acción de G en M que podemos
asegurar esto, necesitamos un tipo de acción especial llamado acción propia.

Definición 2.1.2. Una acción Ψ de un grupo de Lie G en M es propia si
la función ϕ : G×M →M ×M dada por ϕ(a, x) = (ax, x) es propia.1

Recordemos que las funciones propias entre espacios localmente compac-
tos y Hausdorff son cerradas. Como las variedades son Hausdorff y localmen-
te compactas, nuestra función ϕ será siempre cerrada.

Necesitaremos algunos resultados antes de poder demostrar el teorema
de la órbita principal. El siguiente lema nos da algunas equivalencias del
concepto de acciones propias que son muy útiles.

Lema 2.1.3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La acción Ψ : G×M →M es propia;

2. Dadas las sucesiones {an} en G y {xn} en M , la convergencia de
{anxn} y de {xn} implica que {an} tiene una subsucesión convergente.

1Recordemos que una función f : X → Y es propia si la preimagen de cada conjunto
compacto de Y es un conjunto compacto en X.
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3. Dados K y L subconjuntos compactos de M , el conjunto (K,L) = {a ∈
G| aK ∩ L 6= ∅} es compacto.

Demostración. Un teorema conocido de análisis dice que un espacio X es
compacto si y sólo si cada sucesión en X tiene una subsucesión convergente.

1⇒ 2) Supongamos que Ψ es propia, definamos ϕ como en 2.1.2, y sean
{xn} convergente a x y {anxn} convergente a y. Tomamos U y V vecindades
de x y y respectivamente con cerradura compacta. Entonces existe alguna
N0 tal que para toda n ≥ N0, ϕ(an, xn) se queda contenido en V̄ × Ū ,
donde V̄ × Ū es compacto. Se sigue que alguna subsucesión de {(an, xn)}
converge en G ×M por ser ϕ propia y por el teorema arriba mencionado.
En particular, existe una subsucesión de {an} que converge en G.

2⇒ 3) Sean K y L subconjuntos compactos de M y sea {an} cualquier
sucesión en (K,L), entonces para cada n, existe xn ∈ anK ∩ L, por lo que
xn ∈ L y a−1

n xn ∈ K, como {xn} y {a−1
n xn} son sucesiones en L y K respec-

tivamente y K y L son compactos, entonces cada una de estas sucesiones
tiene una subsucesión convergente. Para no poner más notación, vamos a
suponer que ya son {xn} y {a−1

n xn} esas subsucesiones. Ahora, existe por
hipótesis una subsucesión {ani} subsucesión tal que {a−1

ni } converge, enton-
ces {ani} también converge. Como cada subsucesión de (K,L) converge, por
el teorema de análisis (K,L) es compacto.

3 ⇒ 1) Supongamos ahora que para K y L subconjuntos compactos de
M , (K,L) es compacto. En particular, (K,K) es compacto. Sea N ⊆M×M
compacto, y sean π1 : M ×M → M tal que π1(x, y) = x y π2 : M ×M →
M tal que π2(x, y) = y. Definimos K = π1(N) ∪ π2(N) ⊆ M . Entonces
ϕ−1(N) ⊆ ϕ−1(K × K) = {(a, x)|ax ∈ K,x ∈ K} ⊆ (K,K) × K. Como
todo subconjunto compacto en un espacio Hausdorff es cerrado, N es cerrado
y por continuidad de ϕ, ϕ−1(N) es cerrado, y es subconjunto de (K,K)×K
que es compacto (recordemos que producto de compactos es compacto), por
lo tanto ϕ−1(N) es compacto. Se sigue que ϕ es propia.

Observemos que si G es compacto, entonces cualquier acción de G en
M es propia. Las siguientes son algunas consecuencias de tener una acción
propia.

Proposición 2.1.4. Si Ψ es una acción propia, tenemos que:

i) Gx es compacto;

ii) G.x es cerrado en M , de hecho, la función Ψx : G/Gx → M dada por
Ψx(aGx) = ax es cerrada, por lo tanto un encaje en G.x;
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iii) M/G es Hausdorff.

Demostración. i) {x} es compacto, entonces, por el lema 2.1.3

({x}, {x}) = {a ∈ G| a{x} ∩ {x} 6= ∅} = Gx

es compacto.
ii) Por la proposición 1.2.7, sabemos que Ψx es una inmersión inyectiva de

G/Gx a G.x. Vamos a ver que Ψ es cerrada. Recordemos que si f : X → Y
es continua y propia, y si A ⊆ Y , entonces f̃ : f−1(A) → A es propia.
Entonces si ϕ es la función definida en 2.1.2, µ : G → G ×M es tal que
µ(a) = (a, x) y ν : M ×M → M cumple ν(x, ax) = ax, la transformación
Ψ̃x : G→M definida como Ψ̃x = ν ◦ϕ◦µ es propia y por lo tanto es cerrada
(pues G y M son Hausdorff y localmente compactos). Como Ψ̃x = Ψx ◦ π
con π : G → G/Gx la función cociente, entonces Ψx también es cerrada,
entonces es un homeomorfismo y por lo tanto un encaje.

iii) Utilizaremos el siguiente resultado de topoloǵıa: Sea X un espacio
Hausdorff, π : X → Y continua, suprayectiva y abierta, entonces Y es de
Hausdorff si y sólo si {(x1, x2) ∈ X×X|π(x1) = π(x2)} es cerrado en X×X.
Sabemos que π : M →M/G es suprayectiva, abierta y continua. El conjunto
por analizar es justamente {(ax, x) ∈ M ×M | a ∈ G, x ∈ M}, que es la
imagen de ϕ : G×M →M×M ; como ϕ es propia, este conjunto es cerrado.
Por el resultado de topoloǵıa, se tiene que M/G es Hausdorff.

Tomemos ahora H un subgrupo compacto de G, entonces G actúa tran-
sitivamente en el espacio de clases laterales derechas G/H = {Ha| a ∈ G}
enviando (b,Ha) a Hab. Como H es compacto, esta acción es propia.

El normalizador de H en G, denotado por NG(H) es el subgrupo de
G más grande para el cual H es normal, es decir,

NGH = {a ∈ G| aHa−1 = H}.

Si H es cerrado, el normalizador es cerrado en G y por lo tanto un grupo
de Lie. NG(H) actúa por la derecha en G/H como sigue:

Ψ(n,Ha) = Hna.

La acción puede reescribirse como Ψ(n,Ha) = nHa. Veamos que esta acción
es propia. Sean K y L subconjuntos compactos de G/H. Un elemento n ∈
NG(H) está en (K,L) si y sólo si existen a, b ∈ G, con Ha ∈ K, Hb ∈ L tales
que Hna = Hb, lo que ocurre si y sólo si n = hba−1 para alguna h ∈ H. Sean
K ′ = π−1(K) y L′ = π−1(L), donde π : G → G/H es la proyección. Como
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H es compacto, K ′ y L′ son compactos. Si definimos ψ : H × G × G → G
como ψ(h, a, b) = hba−1, entonces la imagen S de H × K ′ × L′ bajo ψ es
compacta en G, y (K,L) = S ∩ NG(H), que es también compacto, pues
NG(H) es cerrado. Por lo tanto la acción es propia. Todos los subgrupos de
isotroṕıa son iguales a H.

Ahora vamos a definir las órbitas principales, que como mencionamos al
principio del caṕıtulo, jugarán un papel muy importante en nuestro trabajo.

Definición 2.1.5. (1) Una órbita G.x es principal si existe una vecindad
abierta U ⊂ M de x tal que para todo y ∈ U , (Gy) � (Gx). A Gx le
llamamos subgrupo de isotroṕıa principal.

(2) Diremos que los puntos pertenecientes a alguna órbita principal son
regulares y denotaremos por Mr al conjunto de puntos regulares. De-
finimos Ms = (Mr)

c.

La definición de órbita principal nos dice que una órbita G.x es principal
si y sólo si para cada y ∈M , el grupo de isotroṕıa Gx en x es conjugado en
G a algún subgrupo de Gq, lo cual es una propiedad muy fuerte. Como ve-
remos más adelante, la unión de todas las órbitas es un subconjunto abierto
y denso en M . Cada órbita principal es una órbita con dimensión máxima.
Una órbita no principal de dimensión máxima se conoce como órbita ex-
cepcional. Una órbita con dimensión menor que la dimensión de la órbita
principal es una órbita singular.

2.2. Acciones isométricas

El grupo de isometŕıas Iso(M) de una variedad riemanniana M es un
grupo de Lie que actúa sobre M . En esta sección consideraremos a G como
un subgrupo cerrado de Iso(M), por lo tanto G será un grupo de Lie, y
diremos que G actúa por isometŕıas.

Estas propiedades son conocidas en geometŕıa riemanniana.

Proposición 2.2.1. Sea ϕ una isometŕıa en M , entonces:

(1) ϕ ◦ expx(tv) = expϕ(x) ◦(tdϕx(v)), para t ∈ R;

(2) Si ψ es otra isometŕıa de M tal que ψ(x) = ϕ(x) y dψ|x = dϕ|x para
alguna x ∈M , entonces ψ = ϕ;

(3) Sea H un subgrupo de M , las componentes conexas del conjunto MH

de ϕ en M son subvariedades encajadas totalmente geodésicas de M
(ver página 12, número 1).
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La siguiente proposición nos da una relación entre que G actúe por iso-
metŕıas y G actúe propiamente, pero antes necesitaremos el siguiente lema
de análisis.

Lema 2.2.2. Sea X un espacio conexo, métrico y localmente compacto, y
sea {ϕi} una sucesión de isometŕıas de X. Si existe un punto x ∈ X tal que
ϕi(x) converge, entonces existe una subsucesión {ϕik} que converge a una
isometŕıa ϕ de X.2

Este lema es una consecuencia del teorema de Arzela-Ascoli.

Proposición 2.2.3. Sea G ⊂ Iso(M) cerrado. Entonces G actúa propia-
mente en M , además, la representación de isotroṕıa ρ : Gx → Gl(TxM)
es un encaje y ρ(Gx) ⊂ O(TxM), donde O(TxM) es el grupo ortogonal de
TxM . Por lo tanto la representación de isotroṕıa es efectiva y ortogonal en
TxM .

Demostración. Como en el lema 2.1.3, tomamos sucesiones {an} en G y
{xn} en M tales que {anxn} converge a y y {xn} converge a x en M .

Se tiene que d(anx, y) ≤ d(anx, anxn) + d(anxn, y). Como an es una
isometŕıa, d(anx, anxn) = d(x, xn), por lo que tenemos que d(anx, y) ≤
d(x, xn) + d(anxn, y) < ε para toda n suficientemente grande, por lo que
que anx converge a y. Por el lema 2.2.2, existe una subsucesión {ank} que
converge a una isometŕıa a ∈ Iso(M). Como G es, por hipótesis, un grupo
cerrado, a ∈ G. Por el lema 2.1.3, tenemos que la acción es propia.

Por otro lado, por la proposición 2.1.4, sabemos que Gx es compacto.
Tomemos ahora a, b ∈ Gx (entonces ax = x = bx), tales que ρx(a) = ρx(b).
Por la proposición 2.2.1, tenemos que a = b, y por lo tanto tenemos que
ρ es una inmersión inyectiva con dominio compacto, por lo tanto es un
homeomorfismo sobre su imagen, que está contenido en O(TpM).

Queremos ver a continuación que dado un grupo G compacto actuando
sobre una variedad M , siempre podemos encontrar una métrica en M que
sea G-invariante.

Primero, notemos que si G es compacto, entonces (excepto por el signo)
existe una forma de volumen invariante por la derecha dg tal que

∫
G dg =

1. Esto determina una integral normalizada que está bien definida. Más
espećıficamente, tenemos la siguiente definición.

2Si f es una isometŕıa en X, entonces definimos la norma ||f || := máx{|f(x)| |x ∈ X}.
La convergencia del lema es con respecto a esta norma.
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Definición 2.2.4. Sea G un grupo de Lie y
∫

una integral en G,
∫

es
invariante por la derecha si para cualquier función integrable f y cualquier
b ∈ G, se tiene que ∫

G
f ◦ Lb da =

∫
G
fda.

Si G es compacto, decimos que la integral
∫

está normalizada si
∫
G da = 1.

Lema 2.2.5. Sea G un grupo de Lie compacto actuando en M , f : M →
R una función diferenciable y

∫
una integral invariante por la izquierda y

normalizada en G. Entonces h : M → R definida por

h(x) =

∫
G
f(ax) da

es G-invariante.

Demostración. Se tiene que, para cualquier c ∈ G,

h(cx) =

∫
G
f(cax) da =

∫
G
f(c(ax)) da =

∫
G
f(Lcax)da

=

∫
G
f(ax)da = h(x);

en la penúltima igualdad se usó la invarianza de
∫

.

Si ρ : G→ Gl(V ) es una representación de un grupo de Lie compacto G,
entonces existe un producto interno 〈 , 〉 en V tal que ρ es ortogonal. Ahora
demostraremos que la métrica G-invariante existe.

Proposición 2.2.6. Sea G un grupo de Lie compacto actuando en M . En-
tonces existe una métrica riemanniana g en M que es G-invariante.

Demostración. Sea
∫

normalizada e invariante por la derecha en G. Sea h
una métrica en M , y definimos

gx(X,Y ) =

∫
G
hax(dax(X), dax(Y ))da

donde X,Y ∈ TxM , como
∫

es invariante por la derecha, se tiene que
gx(X,Y ) = gbx(dbx(X), dbx(Y )) para cualquier b ∈ G, por lo tanto g es
G-invariante.
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2.3. Existencia de rebanadas

En esta sección ya no consideraremos a G como un subgrupo del grupo
de isometŕıas, a menos que se especifique. Una caracteŕıstica de las acciones
propias es la existencia de las rebanadas, que son ciertas subvariedades de
M asociadas a algún punto x ∈ M . El objetivo principal de esta sección
será demostrar el teorema de la rebanada, que asegura que para cada punto
x ∈ M , existe una rebanada si la acción de G sobre M es propia. Las
rebanadas serán útiles pues éstas nos permitirán reducir el estudio de una
acción de G en M a alguna vecindad abierta de x que sea G-invariante bajo
la acción de Gx en la rebanada.

Definición 2.3.1. Sea M una variedad sobre la cual actúa un grupo G.
Diremos que una subvariedad encajada S de M es una rebanada en x ∈ M
si existe una vecindad U , G-invariante de G.x, y una retracción3 suave G-
equivariante r : U → G.x tal que S = r−1(x). Diremos que la pareja (U, r)
es un G-tubo de G.x.

A continuación veremos algunas propiedades de las rebanadas.

Proposición 2.3.2. Sea G un grupo actuando sobre M . Si S es una reba-
nada en x ∈M , entonces

(a) x ∈ S y Gx(S) = S, por lo tanto S es una Gx-variedad. Más aún,
aS ∩ S 6= ∅ implica que a ∈ Gx, por lo que (S, S) = Gx; ver lema
2.1.3.

(b) Si s ∈ S, entonces Gs ⊂ Gx y Gs = Gxs. Además, para cualquier
y ∈ U = G(S), (Gx) � (Gy).

(c) Si G.x es principal y Gx es compacto, entonces Gs = Gx para s ∈ S.

(d) Si s1, s2 ∈ S, entonces las órbitas Gx.s1 y Gx.s2 son del mismo tipo si
y sólo si las órbitas G.s1 y G.s2 lo son.

(e) S/Gx ∼= G(S)/G, que es una vecindad abierta de G.x en el espacio de
órbitas M/G.

Demostración. (a) Como r es una retracción, r(x) = x, y como r−1(x) = S,
se tiene que x ∈ S.

3Recordemos que una función continua r de un espacio X a un subespacio A de X es
una retracción si y sólo si r|A es la identidad.
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Además, como e, el neutro de G, está en Gx, S = {es|s ∈ S} ⊆
{as|a ∈ Gx, s ∈ S} = Gx(S); por otro lado, sea s ∈ S y a ∈ Gx,
entonces, como r es G-equivariante, r(as) = ar(s) = ax = x, por lo
tanto as ∈ r−1(x) = S y se tiene que Gx(S) = S. Esto implica que S
es Gx-invariante y por ende una Gx-variedad.

Si aS ∩ S 6= ∅, entonces as ∈ S para algún s ∈ S, por lo que x =
r(as) = ar(s) = ax, por lo tanto a ∈ Gx, esto es, (S, S) ⊆ Gx, y por
el párrafo anterior, Gx ⊆ (S, S), por lo tanto Gx = (S, S).

(b) Primero veamos que G(S) = U . Como U es G-invariante y S ⊂ U ,
entonces G(S) ⊆ U . Ahora, sea y ∈ U , entonces r(y) = ax para
alguna a ∈ G, entonces r(a−1y) = a−1r(y) = x, por lo tanto a−1y ∈ S
y y ∈ G(S). Se tiene que U ⊆ G(S), es decir, U = G(S).

Ahora, sean s ∈ S y a ∈ Gs, entonces x = r(s) = r(as) = ar(s) = ax,
por lo que a ∈ Gx, por lo tanto Gs ⊂ Gx.

Consideremos ahora la acción restringida de Gx en S; tenemos que
(Gx)s = {a ∈ Gx| as = s, s ∈ S}, y como ya vimos que Gs ⊂ Gx,
entonces (Gx)s = Gs ∩Gx = Gs.

Como cualquier órbita en G(S) = U es de tipo a lo más (Gx), y
como Gs ⊂ Gx, entonces Gs es conjugado a algún subgrupo de Gx en
particular, por lo tanto (Gx) � (Gy) con y ∈ U .

(c) Ya vimos que Gs ⊂ Gx, por lo que Gs es compacto. Como G.x es
principal, para s ∈ S cercano a x, Gx es conjugado a algún subgrupo de
Gs, es decir, Gs ⊂ Gx ⊂ aGsa−1. Como Gs es compacto, Gs = aGSa

−1

(ver 1.2.8), por lo tanto Gs = Gx y Gs también es principal. En otras
palabras, si G.x es principal, Gx fija a S.

(d) Ya vimos en un inciso anterior que (Gx)s = Gs, por lo que (Gx)s1 y
(Gx)s2 son del mismo tipo, si y sólo si existe a ∈ G tal que (Gx)s1 =
a(Gx)s2a

−1, si y sólo si Gs1 = aGs2a
−1 para alguna a ∈ G, si y sólo si

Gs1 y Gs2 son del mismo tipo.

(e) El isomorfismo está dado por Gx.s 7→ G.s. Por el inciso (a), esta función
es inyectiva. Como G(S) = U es una vecindad abierta, G-invariante
de G.x en M , se tiene que G(S)/G es una vecindad abierta de G.x en
M/G.

Observación 2.3.3. Recordemos que si G actúa sobre M , entonces Gx
actúa linealmente sobre TxM . Por el inciso (a) de 2.3.2, tenemos que una
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rebanada S en x es Gx-invariante, por lo que Gx también actúa linealmente
en TxS, restringiendo la representación de isotroṕıa a TxS. A esta restric-
ción se le conoce como representación rebanada en x. Por el inciso (c) de
la proposición 2.3.2, como Gx fija a S, entonces la representación rebanada
es trivial.

El siguiente resultado es muy útil.

Proposición 2.3.4. Sea G actuando en M propiamente y con un solo tipo
de órbita, entonces M/G es una variedad diferenciable y π : M → M/G es
diferenciable.

Demostración. Sea S una rebanada en x. Primero observemos que como
todas las órbitas son de un solo tipo, entonces todas son principales. Por la
observación 2.3.3, la acción de Gx en S es trivial, por el inciso (e) de 2.3.2,
se tiene que S/Gx = S ∼= G(S)/G, pero S ya es una variedad, por lo que
damos estructura de variedad diferenciable a M/G usando G(S)/G como los
abiertos de nuestro atlas. Además, con esta estructura, π es diferenciable.

Antes de demostrar el teorema de la rebanada, el cual nos asegura que en
cada punto de nuestra variedad podemos encontrar una rebanada si la acción
en M es propia, necesitaremos la siguiente definición y algunos resultados.

Definición 2.3.5. Sea G un grupo que actúa sobre M y x ∈ M . Una sub-
variedad es una casi-rebanada en x ∈ S si S es Gx-invariante y existe una
sección σ : U → G, U ⊂ G/Gx Gx ∈ U , para π : G → G/Gx, tal que la
función φ : U × S → M , dada por φ(u, s) = σ(u)s, es un difeomorfismo de
U × S sobre una vecindad abierta de x en M .

El siguiente resultado es muy importante ya que nos asegura que pode-
mos encontrar una casi-rebanada en cada x ∈M . Cabe mencionar que este
lema servirá de base para demostrar el teorema de la rebanada.

Lema 2.3.6. Sea G un grupo actuando en M propiamente, entonces existe
una casi-rebanada en todo x ∈M .

Demostración. Sea x ∈ M un punto dado. Consideremos la acción de Gx
en M . Por la proposición 2.1.4, Gx es compacto, y por la proposición 2.2.6,
podemos encontrar una métrica Gx-invariante, h .

Sea r > 0 tal que la bola de radio r alrededor de 0 bajo la exponen-
cial sea un sistema de coordenadas normal en x. Sea νx(G.x) el comple-
mento ortogonal de TxG.x con respecto a la métrica h. Definimos S∗ =
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expx(νx(G.x)∩Br(0)), como la métrica esGx-invariante, S∗ esGx-invariante.
Además, S∗ es una subvariedad de M , y x ∈ S∗.

Sea σ∗ : U∗ → G una sección local en G/Gx, con Gx ∈ U∗ tal que
σ∗(Gx) = e ∈ G, y sea φ∗ : U∗ × S∗ → M un difeomorfismo dado por
(u∗, s∗) = σ∗(u∗)s∗. Como sabemos que G/Gx ∼= G.x, entonces se tiene que
dφ∗(Gx,x)(U

∗ × x) ∼= TxG.x.

Además, φ∗(Gx, s) = σ∗(Gx)s = s para toda s ∈ S∗, entonces dφ∗ es
un isomorfismo en (Gx, x). Por el teorema de la función inversa existen
vecindades U de Gx en U∗ y S′ de x en S∗ tales que la restricción de φ∗ a
U × S′ es un difeomorfismo sobre su imagen.

Usando la métrica Gx-invariante, podemos encontrar un abierto S ⊂ S′,
tal que x ∈ S y S sea Gx-invariante. Definimos φ = φ∗|U×S .

Observemos que S y φ cumplen con las propiedades necesarias en la
definición de casi-rebanada.

La demostración del siguiente lema se puede encontrar en [4].

Lema 2.3.7. Sea M una variedad propia sobre la cual actúa un grupo G,
x ∈ M y U ′ ⊂ G/Gx una vecindad abierta de Gx. Entonces existe una
vecindad abierta V de x ∈M tal que (V, V ) ⊂ U = π−1(U ′), donde π : G→
G/Gx.

A continuación, demostraremos el teorema principal de esta sección.

Teorema 2.3.8 (de la rebanada). Sea G un grupo actuando sobre M pro-
piamente. Entonces existe una rebanada S en todo punto de M .

Demostración. La demostración consistirá en lo siguiente: Dado x ∈ M ,
sabemos que podemos encontrar una casi-rebanada en x; construiremos un
abierto contenido en esa casi-rebanada que cumpla con las condiciones ne-
cesarias para ser una rebanada. Además, con ayuda de la sección asociada
a nuestra casi-rebanada, construiremos una retracción que tenga las propie-
dades necesarias en la definición 2.3.1.

Sea x ∈M . Por el lema 2.3.6 podemos encontrar una casi-rebanada S∗ en
x y tenemos una sección σ : U → G asociada a esa casi-rebanada. Podemos
suponer que σ(Gx) = e como en la demostración del lema 2.3.6.

Como π : G → G/Gx, definimos U ′ = π−1(U) ⊂ G. Por el lema 2.3.7,
podemos encontrar una vecindad abierta V de x tal que (V, V ) ⊂ U ′ ⊂ G.
Por la proposición 2.1.4, Gx es compacto, y como en la demostración del
lema 2.3.6, V es Gx-invariante.

Definimos S = S∗∩V . Como V es Gx-invariante y S∗ también, entonces
S es Gx-invariante. Sea U ′(S) el subconjunto de M definido como U ′(S) =
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{σ(u)s|u ∈ U, s ∈ S}. Como U ′ es abierto en G y S es abierto en S∗ (pues
es la intersección de dos abiertos), se tiene que U ′(S) es abierto en M .

Si as ∈ G(S), entonces bas = cs, con b, c ∈ G, y como cs ∈ G(S), se
tiene que bas ∈ G(S), lo que nos dice que G(S) es G-invariante. Además,
G(S) = G(U ′(S)): Si aσ(u)s ∈ G(U ′(S)), entonces aσ(u) ∈ G, por lo tanto
aσ(u)s ∈ G(S). Por otro lado, sea a ∈ G, siempre podemos encontrar u ∈ U
tal que σ(u) = a, entonces as = σ(u)s = eσ(u)s ∈ G(U ′(S)), por lo tanto
G(S) = G(U ′(S)).

Como U ′(S) es abierto en M , G(S) es una vecindad abierta de G.x en
M . Definimos r : G(S) → G.x como r(as) = ax. Observemos que r(s) =
r(es) = ex = x, por lo que r(as) = ax = ar(s), y tenemos entonces que r es
G-equivariante.

Además, si a ∈ Gx, como S es Gx-equivariante, entonces as ∈ S, por
lo que a ∈ (S, S), es decir, Gx ⊂ (S, S). Por otro lado, si aS ∩ S 6= ∅,
entonces a ∈ U ′ pues como S ⊂ V , entonces (S, S) ⊂ (V, V ) ⊂ U ′, y como
π−1(U) = U ′, entonces aGx ∈ U . Sean s1, s2 ∈ S tales que as1 = s2, y sea
σ(aGx) = ab, b ∈ Gx. Podemos tomar entonces s′1 ∈ S tal que s′1 = b−1s1.
Entonces se tiene que σ(aGx)s′1 = abb−1s1 = as1 = s2 = σ(Gx)s2. Sea φ el
difeomorfismo asociado a la casi-rebanada, como φ(u, s) = σ(u)s, entonces
tenemos que φ(aGx, s

′
1) = σ(aGx)s′1 = σ(Gx)s2 = φ(Gx, s2), lo que implica

que aGx = Gx y s′1 = s2, de la primera igualdad se concluye que a ∈ Gx, y
por ende (S, S) ⊂ Gx, entonces (S, S) = Gx.

Sean a1, a2 ∈ G y s1, s2 ∈ S tales que a1s1 = a2s2, entonces a−1
2 a1s1 =

s2, pero como (S, S) = Gx, entonces a−1
2 a1 ∈ Gx, por lo tanto a−1

2 a1x = x
es decir a1x = a2x, concluyendo que si a1s1 = a2s2, r(a1s1) = r(a2s2), es
decir, r está bien definida.

Como ya vimos que r(s) = x, entonces S ⊂ r−1(x). Por otro lado, si
as ∈ r−1(x) entonces x = r(as) = ax, por lo que a ∈ Gx, y como S es Gx
invariante, entonces as ∈ S, por lo tanto r−1(x) ⊂ S. Se tiene entonces que
r−1(x) = S.

Observemos que con lo hecho anteriormente, se tiene que G(S), r y S
tienen las propiedades requeridas en la definición 2.3.1, por lo que S es una
rebanada en x. Como x era arbitrario, entonces se concluye que para cada
x ∈M , podemos encontrar una rebanada S.

2.4. Acciones riemannianas I

En esta sección estudiaremos las propiedades que tienen las rebanadas
cuando el espacio sobre el cual actúa el grupo es una variedad riemanniana.
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Se darán las definiciones de representación de isotroṕıa y representación re-
banada en el caso riemanniano.

El siguiente teorema es el regreso de la proposición 2.2.3.

Teorema 2.4.1. Sea G un grupo actuando sobre M efectiva y propiamente.
Entonces existe una métrica riemanniana g en M , invariante bajo G, tal
que el homomorfismo ρ : G→ Iso(M) dado por ρ(a) = Ψa es un encaje. (Ψ
es, como siempre, la función de la acción de grupo).

Demostración. Para cada x ∈ M , denotamos a Sx como la rebanada en x.
Sea π : M ∈M/G la proyección.

M/G es localmente compacto, segundo numerable y Hausdorff por la
proposición 2.1.4, inciso iii), por lo tanto M/G es paracompacto (ver [14],
es decir, cada cubierta abierta de M/G tiene un refinamiento abierto local-
mente finito, entonces existe un conjunto numerable {xi}i∈N en M , tal que
{π(Si)} es una cubierta abierta de M/G, donde Si = Sxi ; más aún, {G(Si)}
es una cubierta abierta de M , que además es G-invariante claramente. Como
M/G es localmente compacto, podemos encontrar vecindades Ki ⊂ Si de
xi, tales que {π(Ki)} siga siendo cubierta abierta de M/G, y {G(Ki)} de
M , que sea localmente finita.

Definimos las funciones fi : Si → R+ ∪ {0}, que sean positivas en Ki,
con soporte compacto en Si. Por la proposición 2.2.6, podemos tomar una
función f̃i que sea invariante bajo la métrica, que a su vez es Gxi invariante.

Definimos fi(as) = f̃i(s) si s ∈ Si y fi(x) = 0 si x ∈M\G(Si). Observe-
mos que fi(s) = f̃i(s), por lo que fi(as) = f̃i(s) = fi(s), si s ∈ Si. Además,
fi(ax) = 0 = fi(x) si x ∈M\G(Si). Por lo tanto fi es G-invariante.

La función fi es positiva en Ki, por definición, y como el soporte de fi
es compacto, entonces π(suppfi) es compacto pues π es continua, y es un
subconjunto compacto de M/G.

Sea Ei la restricción de TM a Si, es decir, Ei = {TsM | s ∈ Si}, entonces
existe g̃i métrica Gxi-invariante en Ei. Sean X,Y ∈ TasM , donde as ∈
Si, definimos gi(X,Y ) = g̃i((das)

−1X, (das)
−1Y ), que es una métrica G-

invariante en G(Si).

Definimos ahora g =
∑
figi. Como fi esG-invariante y gi esG-invariante,

entonces g es G-invariante. Esta métrica es la que buscábamos.

La demostración del siguiente resultado está contenida impĺıcitamente
en la demostración anterior, haciendo los arreglos correspondientes (para la
definición de particiones de la unidad ver [12]).
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Teorema 2.4.2. Sea G un grupo actuando sobre M propia y efectivamente,
y sea {Uα} una cubierta abierta localmente finita de M , tal que cada Uα es
G-invariante. Entonces existe una partición de la unidad G-invariante {fα}
subordinada a {Uα}. Si además Uα/G tiene cerradura compacta en M/G,
entonces tomamos a fα tal que su soporte sea un subconjunto compacto en
M/G bajo la proyección.

El siguiente corolario resume las proposiciones 2.4.1 y 2.2.3.

Corolario 2.4.3. Una acción efectiva de G en M es propia si y sólo si
existe una métrica g en M tal que G es isomorfo a un subgrupo cerrado de
Iso(M).

Tenemos también el siguiente corolario.

Corolario 2.4.4. Si G actúa de manera propia y efectiva sobre M , entonces
la representación de isotroṕıa en cada punto x ∈ M es un encaje de Gx en
un subgrupo compacto de Gl(TxM).

Demostración. Sea g una métrica G-invariante, la cual podemos obtener por
la proposición 2.2.6. Por la proposición 2.2.3, la transformación a 7→ da(x) es
un encaje de grupos de Lie de Gx a O(TpM), que es un subgrupo compacto
de Gl(TxM).

Supongamos que G actúa por isometŕıas en una variedad riemanniana
M . Podemos encontrar una rebanada Sx en cada punto de x, lo cual nos
da la siguiente descomposición: TxM = TxSx ⊕ TxG.x. Aśı, podemos ver a
TxSx como el espacio normal νxG.x a la órbita en x.

Además la función Ψa : M →M definida en el caṕıtulo anterior, es una
isometŕıa de M . Si x ∈ M y a ∈ Gx, entonces Ψa fija a x, por lo que en
cada punto x ∈ M , el grupo de isotroṕıa Gx actúa en TxM de la siguiente
manera:

Gx × TxM → TxM, tal que (a,X) 7→ aX = (Ψa)∗xX.

Como a ∈ Gx deja invariante a G.x, la acción anterior deja invariantes a
TxG.x y a νxG.x. Podemos definir entonces dos funciones muy importantes:

ρx : Gx × TxG.x→ TxG.x, tal que (a,X) 7→ aX.

Esta restricción de la acción anterior es llamada la representación de
isotroṕıa de la acción en x.

σx : Gx × νxG.x→ νxG.x, tal que (a, ξ) 7→ aξ.
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Esta restricción de la acción anterior es llamada la representación reba-
nada de la acción en x. Si (Gx)◦ es la componente conexa en Gx que contiene
a la identidad, a la restricción de la representación rebanada a (Gp)◦ se le
conoce como representación rebanada conexa.

La siguiente proposición nos asegura que el regreso de 2.3.2 inciso (c) es
válido en el caso riemanniano.

Proposición 2.4.5. Sea G un grupo actuando sobre una variedad rieman-
niana M , y sea x ∈ M . Entonces G.x es principal si y sólo si la repre-
sentación rebanada en x es trivial, es decir, si a ∈ Gx, dax(v) = v para
v ∈ TxSx.

Demostración. Sea s ∈ Sx, entonces Gs ⊂ Gx por la proposición 2.3.2,
entonces G.x es principal si y sólo si Gx = Gs, si y sólo si Gx fija a Sx, si y
sólo si Gx fija a TxSx (usando la proposición 2.2.1).

2.5. Teorema de la órbita principal

En esta pequeña sección demostraremos el teorema de la órbita principal.
Este teorema afirma que el conjunto Mr definido como el subconjunto de M
de puntos en alguna órbita principal es abierto y denso en M . Este hecho
será importante al demostrar el teorema de holonomı́a de Berger.

Teorema 2.5.1 (de la órbita principal). Sea G actuando sobre M propia-
mente y supongamos que M/G es conexa. Entonces existe una órbita con
tipo de órbita maximal (H). Estas órbitas maximales son las órbitas princi-
pales. Además, Mr = M(H) es abierto y denso en M y la imagen M∗r de Mr

en M∗ = M/G es una variedad diferenciable conexa, donde π : Mr → M∗r
es diferenciable.

Antes de demostrar el teorema, demostraremos el siguiente lema.

Lema 2.5.2. Sea K un grupo de Lie compacto actuando ortogonalmente en
Rn. Entonces las órbitas no principales no desconectan localmente a Rn/K.

Demostración. La demostración se hará por inducción sobre la dimensión
de Rn.

1. Sea n = 1, entonces K = {1} o K = {±1}. Si K = {±1}, entonces
Rn/K = [0,∞), además tenemos que K.x = {−x, x} si x 6= 0 y K.0 = {0},
por otro lado, Kx = {1} si x 6= 0 y K0 = K = {±1}, por lo tanto la única
órbita no principal es K.0 = {0} que no desconecta a [0,∞).
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2. Supongamos que para cualquier acción ortogonal de un grupo compac-
to en Rm, con m < n, las órbitas no principales no desconectan localmente a
Rm/K. Como K deja a N = Sm−1 invariante (pues K actúa ortogonalmen-
te), consideramos la acción restringida de K en Sm−1. Sea x ∈ Sm−1 y Sx
una rebanada en x asociada a esta acción restringida. Viendo la representa-
ción rebanada de Kx en x, por hipótesis de inducción, las órbitas singulares,
no desconectan localmente a TxSx/Kx y por lo tanto tampoco deconectan
localmente a Sm−1/K. Por la linealidad de la acción de K en Rn, las órbitas
singulares de Sm−1, son exactamente aquellas de Rn \ {0}. Esto implica que
las órbitas singulares de K en Rn no desconectan a Rn/K.

Demostración del teorema de la órbita principal. La demostración tendrá va-
rios pasos:

1. Demostrar que existen órbitas principales para la acción de G sobre
M .

2. Demostrar que Mr es abierto y denso en M .

3. Demostrar que Ms/G no desconecta localmente a M/G. (Recordemos
que Ms = M c

r .)

1. Por la proposición 2.3.2 inciso (c), una órbita principal en un punto
x tiene una vecindad donde todas las órbitas en los puntos de la ve-
cindad son del mismo tipo que la órbita principal. Por la proposición
2.1.4, cualquier subgrupo de isotroṕıa es compacto, por lo tanto tiene
un número finito de componentes conexas. Consideremos de entre el
conjunto de subgrupos de isotroṕıa, aquellos con dimensión mı́nima, y
entre estos, elegimos H con el número de componentes menor. Veamos
que (H) es principal: Queremos demostrar que H es conjugado a cual-
quier otro subgrupo de isotroṕıa. Sea x ∈M , H su grupo de isotroṕıa,
y Sx su rebanada. Sea G(Sx) = U , que es abierto. Por la proposición
2.3.2, si y ∈ U , entonces (H) � (Gy) = (Gs), donde s ∈ Sx. Además
Gs ⊂ H, pero por la elección de H, debemos tener que Gs = H. Esto
quiere decir que (H) es principal.

2. Como G(Sx) es abierto, entonces Mr =
⋃

x∈Mr

G(Sx) es abierto. Veamos

ahora la densidad: Sea x ∈ M y U ⊂ M cualquier vecindad abierta
de x, y sea Sx una rebanada en x. Elegimos y ∈ G(Sx) ∩ U tal que en
esta intersección, Gy tiene dimensión mı́nima y, entre tales subgrupos,
el que tiene número mı́nimo de componentes. Sea Sy una rebanada
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en y y sea z ∈ G(Sx) ∩ U ∩ G(Sy) que es una vecindad abierta de
y. Entonces existe a ∈ G tal que Gz ⊂ aGya

−1. Por cómo elegimos
a y, Gz = aGya

−1 y Gy es principal pues es conjugado a cualquier
subgrupo de isotroṕıa.

3. Por la proposición 2.2.6, podemos suponer que M tiene una métri-
ca riemanniana G-invariante. Sea x ∈ M y Sx una rebanada en x.
Por la proposición 2.3.2, tenemos que Sx/Gx ∼= G(Sx)/G ⊂ M/G y
(Gs) = (Gx)s para s ∈ Sx. Vamos a probar que las órbitas singula-
res de la representación rebanada de Gx en TxSx no desconectan a
TxSx/Gx en una vecindad del origen. Como la exponencial es un di-
feomorfismo G-equivariante, entonces estaremos probando que Sx/Gx
no se desconecta por órbitas singulares de Gx en Sx. Como la repre-
sentación rebanada es ortogonal, usando el lema 2.5.2 concluimos que
Ms/G no desconecta localmente a M/G.

Sólo falta ver que todas las órbitas principales son de un mismo tipo.
Dados x, y ∈Mr, por el inciso 3 podemos encontrar una curva que los
conecta γ en Mr/G y cubrir a ésta con abiertos de la forma G(Sz)/G,
donde z ∈Mr y Sz es su rebanada. Entonces el tipo de órbita no puede
cambiar a lo largo de γ.

Por la proposición 2.3.4, se tiene que Mr/G es diferenciable y π|Mr es
suave.

2.6. Acciones riemannianas II

En una sección anterior ya estudiamos las propiedades que tienen las
rebanadas en una variedad riemanniana, en este caso, estudiaremos pro-
piedades de las acciones actuando sobre variedades riemannianas. También
definiremos a las s-representaciones.

Sea G un grupo de Lie actuando sobre M isométricamente, y sea x ∈M .
La órbita G.x es un espacio G-homogéneo bajo la métrica riemanniana in-
ducida. Podemos identificar a G/Gx con G.x. Como Gx es compacto por la
proposición 2.1.4, el espacio G/Gp es reducible. Sea g = l + m una descom-
posición del álgebra de Lie g de G. Cada X ∈ g determina un campo de
Killing X∗ en M como

X∗y =
d

dt
|t=0(t 7→ exp(tX)y)

para todo y ∈M ; aqúı exp es la exponencial de g→ G.
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Definiremos un tipo especial de acción sobre variedades riemannianas,
las acciones polares.

Definición 2.6.1. Sea M una variedad riemanniana conexa y completa, y
sea G un subgrupo cerrado de Iso(M). Una subvariedad encajada, cerrada
y completa Σ de M es una sección, si Σ interseca a cada órbita de G y
es perpendicular a las órbitas en los puntos de intersección. Si existe una
sección en M , diremos que la acción es polar.

El siguiente resultado nos da una caracterización de las secciones.

Proposición 2.6.2. Toda sección de una acción polar es totalmente geodési-
ca.

Demostración. Sea Σ una sección, y sea Σr el conjunto de puntos regulares.
Sea x ∈ Σr y ξ ∈ νxΣ, entonces la acción induce un campo de Killing X∗

en una vecindad abierta de x, tal que Xx = ξ. Como la acción es polar, X∗

es perpendicular a Σ. Sea A el operador de forma de Σ. Por la fórmula de
Weingarten, se tiene que 〈Aξw,w〉 = −〈∇wX∗, w〉 = 0 para todo w ∈ TxΣ,
pues al ser X∗ campo de Killing, ∇X∗ es antisimétrica. Por lo tanto, Σ es
totalmente geodésica en los puntos Σr, pero como Σr es denso en Σ por el
teorema de la órbita principal, entonces Σ es totalmente geodésica.

Veamos que la representación rebanada conexa de una acción polar es
polar.

Proposición 2.6.3. La representación rebanada conexa de una acción polar
en cualquier punto es polar. Además, si Σ es una sección de la acción polar
y x ∈ Σ, entonces TxΣ es una sección de la representación rebanada conexa
en x.

Demostración. La codimensión de una órbita principal de la acción de Gx en
el espacio normal νxG.x es igual a la dimensión de TxΣ. Por un resultado,
sabemos que si G es un sugrupo cerrado del grupo de isometŕıas de una
variedad riemanniana M y p ∈M , entonces expp(νp(G.p)) intersecta a cada
órbita de la acción de G en M . Vamos a demostrar entonces que TxΣ es
perpendicular a las porbitas de Gx.

El álgebra de Lie de Gx se puede ver como el conjunto de todos los
endomorfismos antisimétricos de νx(G.x) de la forma (∇X)x, donde X es
el campo de Killing en M inducido por Gx, pero cada campo de Killing
inducido por G es siempre perpendicular a Σ, por lo que para cada u ∈ TxΣ,
∇uX es ortogonal a TxΣ, ya que Σ es totalmente geodésica. Entonces los
campos de Killing inducidos por Gx en νxG.x son perpendiculares a TxΣ.
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Definición 2.6.4. Para cualquier campo de Killing en M inducido por la
acción polar de G, denotamos por BX

p , el endomorfismo antisimétrico en

νp(G.p) definido como 〈BX
p v, w〉 = 〈∇vX,w〉, donde v, w ∈ νpG.p y p ∈M .

Sea hp la subálgebra de so(νpG.p) generada por todos los endomorfismos
BX
p , denotamos por Hp el subgrupo de Lie conexo de SO(νp(G.p)) asociado

a hp.

La demostración de la siguiente proposición se puede encontrar en [6].

Proposición 2.6.5. El grupo de Lie Hp definido anteriormente, contiene
la imagen de σp((Gp)◦) (la representación rebanada conexa en p), además,
la acción de Hp en νp(G.p) tiene las mismas órbitas que la representación
rebanada conexa en p.

La siguiente proposición nos da propiedades de las acciones polares. La
demostración de las mismas se puede revisar en [6].

Proposición 2.6.6. Sea G un grupo actuando en una variedad riemanniana
M , y p ∈M , entonces se tiene que:

i) Supongamos que la acción es polar y que ξ ∈ νp(G.p) está fijo bajo la re-
presentación rebanada conexa en p. Entonces ξ se extiende localmente
a un campo vectorial ∇⊥-paralelo, G-invariante de G.p.

ii) Si cada campo vectorial normal equivariante en ua órbita principal es
∇⊥-paralelo, entonces G actúa de manera polar localmente en M .

iii) Supongamos que G actúa polarmente y sea Σ una sección. Si S es una
subvariedad conexa totalmente geodésica de M que interseca a todas
las órbitas ortogonalmente, entonces existe una isometŕıa a ∈ G tal
que a(S) ⊂ Σ.

iv) Sea G un subgrupo de Lie conexo de SO(n) que actúa polarmente en
Rn. Si S es una subvariedad de Rn que es localmente G-invariante,
entonces G actúa polarmente en S.

El inciso i) de la proposición anterior implica que si G actúa polarmente
en M , entonces cada campo G-equivariante en una órbita principal es ∇⊥-
paralelo ya que la representación rebanada actúa trivialmente en el espacio
normal de una órbita principal.

La representación de isotroṕıa de un espacio simétrico simplemente co-
nexo es conocida como una s-representación. Si el grupo G es conjugado
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a la imagen de una s-representación, diremos que G actúa como una s-
representación.

Dos representaciones ρ1 : G1 → SO(n), ρ2 : G2 → SO(n) serán órbita-
equivalentes si existe una isometŕıa ϕ : Rn → Rn tal que ϕ(G1.x) = G2.ϕ(x)
para todo x ∈ Rn. Finalmente, tenemos el siguiente teorema dado por Da-
dok. Este resultado nos será útil posteriormente.

Teorema 2.6.7. Cada representación polar en Rn es órbita-equivalente a
una s-representación.



Caṕıtulo 3

Holonomı́a

En este caṕıtulo se expondrá la teoŕıa de holonomı́a necesaria para de-
mostrar el teorema de Berger. Los principales resultados de esta parte de la
tesis son el teorema de Ambrose-Singer, el cual nos da una relación entre la
curvatura y la holonomı́a, y el teorema de holonomı́a normal, que asevera
que la representación de holonomı́a normal de una subvariedad euclidiana
coincide con la representación de holonomı́a de un espacio simétrico.

En primer lugar estudiaremos los haces fibrados, que nos servirán para
definir a las conexiones y por lo tanto al transporte paralelo. Este último
concepto es crucial para poder definir a los grupos de holonomı́a. Después
enunciaremos el teorema de Ambrose-Singer, y por último nos centraremos
en la holonomı́a normal.

Omitiremos varias demostraciones, tratando de exponer solamente los
puntos relevantes para nuestro trabajo. Las demostraciones omitidas apare-
cen en el texto clásico [7].

3.1. Haces fibrados

Sea G un grupo de Lie y M una variedad, queremos introducir una
variedad relacionada con G y M con la propiedad de que localmente se vea
como un producto.

Definición 3.1.1. Un haz fibrado principal (o haz principal) sobre M con
grupo G es una variedad P y una acción de G en P que satisface las si-
guientes condiciones:

(i) G actúa libremente en P por la derecha: Ψ : P ×G→ P tal que (u, a) 7→

39
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ua ∈ P . (La definición de actuar libremente se puede encontrar en el
caṕıtulo 1.)

(ii) M = P/G y la proyección π : P →M es diferenciable.

(iii) P es localmente trivial en el siguiente sentido: cada punto x ∈ M
tiene una vecindad U tal que existe un difeomorfismo ψ : π−1(U) →
U ×G, con ψ(u) = (π(u), ϕ(u)) y ϕ : π−1(U)→ G está definida como
ϕ(ua) = (ϕ(u))a para todo u ∈ π−1(U) y a ∈ G.

Denotaremos al haz principal como P (M,G, π) o simplemente P (M,G);
a P se le conoce como espacio fibrado (o total); diremos que M es el espacio
base, G el grupo (o grupo estructural), y finalmente π es la proyección.

Definición 3.1.2. Para cada punto x ∈ M , π−1(x) es una subvariedad
cerrada de P , llamada la fibra sobre x. Si u ∈ π−1(x), entonces π−1(x) es el
conjunto de puntos ua, a ∈ G. A este conjunto de puntos se le conoce como
la fibra de u.

Cada fibra π−1(x) es difeomorfa a G pues la acción es libre. Se sigue que
las órbitas de la acción son precisamente las fibras de cada punto en P y
el espacio de órbitas es homeomorfo al espacio P/G = M , como se vio en
caṕıtulos anteriores.

Definición 3.1.3. Sea G actuando libremente en P = M ×G como sigue:
Ψ : G×P → P tal que (b, x, a) 7→ (x, ab). El haz fibrado (principal) obtenido,
P (M,G) se le conoce como haz trivial.

Proposición 3.1.4 ([7], página 42). Sea G un grupo de Lie actuando sobre
M . La función σ : g→ X(M) que A 7→ A∗, donde X(M) es el álgebra de Lie
de campos vectoriales en M es un homomorfismo de álgebras de Lie. Si G
actúa de manera efectiva en M , entonces σ es un isomorfismo. Si σ actúa
de manera libre, entonces para cada A ∈ g no nula, σ(A) nunca se anula en
M .

Esta proposición nos ayudará a dar la siguiente definición:

Definición 3.1.5. Dado un haz principal P (M,G), la acción de G en P
induce un homomorfismo σ : g→ X(P ). Para cada X ∈ g, X∗ = σ(X) es el
campo fundamental correspondiente a X.

Como la acción de G manda cada fibra en śı misma, X∗u es tangente a la
fibra en cada u ∈ P . Por la proposición 3.1.4, como G actúa libremente en
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P , X∗ nunca se anula en P .

Por el inciso 3 de la definición 3.1.1, podemos elegir una cubierta abier-
ta {Uα} de M donde cada π−1(Uα) tiene asociado un difeomorfismo g :
π−1(Uα) → Uα × G definido como u 7→ (π(u), ϕα(u)), donde ϕα(ua) =
(ϕα(u))a. Si u ∈ π−1(Uα∩Uβ), entonces ϕβ(ua)(ϕα(ua))−1 = ϕβ(u)(ϕα(u))−1.
Esto implica que ϕβ(u)(ϕα(u))−1 depende únicamente de π(u).

Definición 3.1.6. Definimos al conjunto de funciones ψβα : Uα ∩Uβ → G,
como ψβα(π(u)) = ϕβ(u)(ϕα(u))−1. A esta familia de funciones se les conoce
como funciones de transición del haz P (M,G) correspondiente a la cubierta
{Uα} de M .

Sea x ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ y u ∈ P tal que π(u) = x. Entonces

(1) ψγα(x) = ψγα(π(u)) = ϕγ(u)(ϕα(u))−1

= ϕα(u)(ϕβ(u))−1ϕβ(u)(ϕα(u))−1 = ψαβ (x)ψβα(x)

Proposición 3.1.7. Sea M una variedad, {Uα} una cubierta abierta de M
y G un grupo de Lie. Dada la familia de funciones ψβα : Uα ∩ Uβ → G,
donde Uα ∩ Uβ 6= ∅, tal que se satisface la ecuación (1), podemos construir
un haz principal P (M,G) con funciones de transición ψβα.

Demostración. Por la ecuación (1), ψαα(x) = e con x ∈ Uα, y ψαβ(x)ψβα(x) =
e donde x ∈ Uα ∩Uβ. Definimos a Xα como Xα = Uα ×G para cada α. Sea
X =

⋃
α
Xα. Vamos a denotar a los elementos de X como (α, x, a) donde α

es algún ı́ndice, x ∈ Uα y a ∈ G.

Vamos a definir una relación de equivalencia en X: (α, x, a) ∼ (β, y, b) si
y sólo si x = y ∈ Uα ∩ Uβ y b = ψβα(x)a, si y sólo si x = y y b = a.

Definimos a P como X/ ∼. Vamos a ver que G actúa libremente en P y
que P/G = M .

G actúa sobre P de la siguiente manera: Ψ : G × P → P tal que
Ψ(b, (α, x, a)) = (α, x, ab), por lo tanto G(α,x,a) = {b ∈ G| (α, x, ab) =
(α, x, a)} y (α, x, ab) = (α, x, a) si y sólo si a = ab si y sólo si b = e,
por lo tanto la acción es libre.

Por otro lado, sean u, v ∈ P , tales que u = [(α, x, a)] y v = [(β, y, b)],
si v = uc, para alguna c ∈ G, entonces y = x y por ende π(v) = π(u). Por
lo contrario, si π(u) = x = y = π(v), donde x ∈ Uα ∩ Uβ, entonces v = uc
donde c = a−1(ψβα(x))−1b ∈ G.

Con esto demostramos que P/G = M .
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Le damos a P una estructura diferenciable como sigue: π−1
α (Uα) es una

subvariedad abierta de P , tomamos a {π−1(Uα)}. Y además la función π1 :
X → P induce un difeomorfismo de Xα a π−1(Uα). Tenemos entonces que
P (M,G, π) es un haz principal. Finalmente, las funciones de transición de
P correspondientes a la cubierta {Uα} son las ψβα dadas anteriormente, si
definimos ψα : π−1(Uα)→ Uα ×G como ψα(u) = (x, a), donde u ∈ π−1(U)
es la clase de (α, x, a).

Definición 3.1.8. Un homomorfismo f de un haz principal P ′(M ′, G′) a
otro haz P (M,G) es:

1. Una función f ′ : P ′ → P y

2. Un homomorfismo f ′′ : G′ → G,

tales que f ′(u′a′) = f ′(u′)f ′′(a′) para toda u′ ∈ P ′, y a′ ∈ G.

Cada homomorfismo f ′ : P ′ → P manda cada fibra de P ′ en una fibra
de P y por lo tanto induce una función f ′′′ : M ′ →M .

Un homomorfismo f : P ′(M ′, G′) → P (M,G) es una inyección si
f ′ : P ′ → P es una inmersión y si f ′′ : G′ → G es un monomorfismo.

Si f ′ : P ′ → P es una inmersión, entonces f ′′′ : M ′ →M también es una
inmersión. Identificamos a P ′ con f ′(P ′), G′ con f ′′(G′) y M ′ con f ′′′(M ′).
Decimos que P ′(M ′, G′) es un subhaz de P (M,G).

Si además M = M ′ y f ′′′ es la identidad, f : P ′(M ′, G′) → P (M,G)
es una reducción del grupo G de P (M,G) a G′. Al subhaz P ′(M ′, G′) se
le conoce como haz reducido. Dado P (M,G) y un subgrupo de Lie G′

de G, decimos que el grupo G es reducible a G′ si existe un haz reducible
P ′(M ′, G′).

Proposición 3.1.9. G en P (M,G) es reducible a un subgrupo de Lie G′ si y
sólo si existe una cubierta abierta {Uα} de M , con un conjunto de funciones
de transición {ψβα} que toman valores en G′.

Demostración. ⇒) Supongamos que G es reducible a G′ y sea P ′(M,G′)
el haz reducible. Consideremos P ′ una subvariedad de P . Sea {Uα} una
cubierta abierta de M y π′ : P ′ → M , entonces tenemos un isomorfismo
φ : π′−1(Uα)→ Uα ×G′, tal que u 7→ (π′(u), ϕ′α). Tenemos entonces que las
funciones de transición correspondientes toman valores en G′.
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Ahora, dada una cubierta {Uα} definimos un isomorfismo µ : π−1(Uα)→
Uα×G, extendiendo ϕ′α como sigue: Cada v ∈ π−1(Uα) puede ser representa-
do en la forma v = ua para alguna a ∈ G y algún u ∈ π′−1(Uα), y definimos
ϕα(v) = ϕ′a(u)a.

La transformación ϕα(v) es independiente de la elección de la represen-
tación v = ua. Entonces existe un isomorfismo µ : π−1(Uα) → Uα × G que
v 7→ (π(v), ϕα(v)). Las correspondientes funciones de transición ψβα(x) =
ϕβ(v)(ϕα(v))−1 = ϕ′β(u)(ϕ′α(u))−1 toman sus valores en G′.
⇐) Supongamos ahora que existe una cubierta {Uα} de M con un con-

junto de funciones de transición ψβα tomado valores en G′, donde G′ es un
subgrupo de G.

Para Uα∩Uβ 6= ∅, ψαβ es una función diferenciable de Uα∩Uβ a un grupo
de Lie G, tal que ψβα(Uα ∩ Uβ) ⊂ G′. ψβα es una función diferenciable
de Uα ∩ Uβ a G′ con respecto a la estructura diferenciable de G′ por la
proposición 1.3 de [7].

Como un subgrupo de Lie es segundo numerable, por la proposición 3.1.7,
podemos construir un haz principal P ′(M,G′) de {Uα} y ψβα. Finalmente
hacemos una inmersión P ′ en P como sigue: Sea fα : π′−1(Uα) → π−1(Uα)
definida como la composición de las funciones siguientes

π′−1(Uα)→ Uα ×G′ → Uα ×G→ π−1(Uα).

Tenemos que fα = fβ en π′−1(Uα ∩ Uβ) y f : P ′ → P definidos por {fα} es
una inyección.

Sea P (M,G) un haz principal y F una variedad sobre la cual actúa G,
por la izquierda, es decir, (a, ξ) 7→ aξ ∈ F . Construimos un haz fibrado
E(M,F,G, P ) asociado a P con fibra F . En la variedad P ×F , hacemos que
G actúe como sigue: (a, u, ξ) 7→ (ua, a−1ξ).

Al espacio cociente P × F/G, lo denotaremos como E = P ×G F . La
función P × F →M tal que (u, ξ) 7→ π(u) induce una proyección πE : E →
M . Para cada x ∈M , el conjunto π−1

E (x) es la fibra de E sobre x.
Cada punto x ∈ M tiene una vecindad U tal que π−1(U) es isomorfo a

U ×G. Identificando a π−1(U) con U ×G, , la acción de G en π−1(U)× F
está dada por (x, a, ξ) 7→ (x, ab, b−1ξ).

El isomorfismo π−1(U) ≈ U×G induce entonces un isomorfismo π−1
E (U) ≈

U × F . La proyección πE : E → M es entonces una función diferenciable.
Llamamos a E(M,F,G, P ) el haz fibrado sobre M , con fibra F y grupo G,
el cual está asociado con el haz principal P .

Proposición 3.1.10. Sea P (M,G) un haz principal y F una variedad en la
cual actúa G. Sea E(M,F,G, P ) un haz fibrado asociado con P . Para cada
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u ∈ P y cada ξ ∈ F , denotamos por uξ la imagen de (u, ξ) bajo la proyección
π1 : P × F → E. Entonces cada u ∈ P es una función de F a FX = π−1

E (x)
donde xπ(u) y (ua)ξ = u(aξ) para u ∈ P, a ∈ G y ξ ∈ F .

SeaH un subgrupo cerrado deG.G actúa enG/H. Sea E(M,G/H,G, P )
el haz asociado con fibra G/H. Además, H actúa en P por la derecha. Sea
P/H el espacio cociente de P bajo esta acción, entonces tenemos lo siguiente.

El haz E = P ×G (G/H) asociado con P con fibra G/H puede identifi-
carse con P/H como sigue: Un elemento de E representado por (u, aξ0) ∈
P ×G/H es mandado al elemento de P/H representado por ua ∈ P , donde
a ∈ G y ξ0 es el origen de G/H, es decir, la clase lateral H.

Entonces P (E,H) es un haz principal sobre la base E = P/H con grupo
H. La proyección π2 : P → E es tal que u 7→ uξ, donde u es considerado
como una función de la fibra G/H a la fibra E

Proposición 3.1.11. El grupo G de P (M,G) es reducible a un subgrupo
cerrado H si y sólo si el haz asociado E(M,G/H,G, P ) admite una sección
σ : M → E = P/H.

Demostración. ⇒) Supongamos que G es reducible a H y sea Q(M,H)
el haz reducido con inmersión f : Q → P . Sea µ : P → E = P/M la
proyección. Si u y v están en la misma fibra de Q, entonces v = ua para
alguna a ∈ H, por lo tanto µ(f(v)) = µ(f(u)a) = µ(f(u)). Esto implica que
µ ◦ f es constante en cada fibra de Q e induce una fucnión σ : M → E, tal
que σ(x) = µ(f(u)), donde x = π(u). σ es entonces una sección de E.

⇐) Dada una sección σ : M → E, sea Q el conjunto de puntos u ∈ P
tales que µ(u) = σ(π(u)), es decir, Q es la imagen inversa de σ(M) bajo la
proyección µ : P → E = P/H. Para caada x ∈ M , existe u ∈ Q tal que
π(u) = x porque µ−1(σ(x)) es no vaćıo. Dado u y v en la misma fibra de
P , si u ∈ Q entonces v ∈ Q si y sólo si v = ua para alguna a ∈ H. Esto
es porque µ(u) = µ(v) si y sólo si v = ua para alguna a ∈ H. Q es una
subvariedad cerrada de P y Q es un haz principal.

3.2. Conexiones y transporte paralelo

En esta sección, tendremos un haz principal P (M,G), y con base en este
haz, construiremos una conexión en una variedad M . Una vez teniendo una
conexión en nuestra variedad, podremos definir el concepto de transporte
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paralelo, el cual, como se ha dicho anteriormente, será la base para desarro-
llar la teoŕıa de holonomı́a que se estudiará en la siguiente sección.

Sea P (M,G) un haz principal sobre una variedad M con grupo G. Para
cada u ∈ P , sea TuP el subespacio tangente a P en u. Denotaremos por Vu
al subespacio de TuP que consisite en los vectores tangentes a la fibra.

Definición 3.2.1. Una conexión ∇ en P es una asignación de un subespacio
Hu de TuP para cada u ∈ P tal que:

1. TuP = Vu ⊕Hu

2. Hua = (Ra)∗Hu para todo u ∈ P y a ∈ G; es decir, la distribución
u 7→ Hu es G-ivariante.

3. Hu depende diferenciablemente de u.

Llamaremos a Vu el espacio vertical de TuP y a Hu el espacio horizontal
(de TuP ). Un vector X ∈ TuP se llama vertical (respectivamente horizontal)
si X ∈ Vu (respectivamente, X ∈ Hu). Por la definición 3.2.1, todo vector
X ∈ TuP se escribe de manera única como X = Y + Z, donde Y ∈ Vu y
Z ∈ Hu. Denotaremos por vX = Y y hX = Z.

El inciso 3 de la definición 3.2.1 implica que si X es un campo vertical
diferenciable en P también lo son vX y hX. Dada una conexión ∇ en P ,
definimos una 1-forma ω en P con valores en el álgebra de Lie g de G como
sigue: Por la sección anterior, sabemos que toda A ∈ g induce un campo
vectorial A∗ en P llamado el campo vectorial fundamental correspondiente
a A, y A 7→ (A∗)u es un isomorfismo lineal de g en Vu para cada u ∈ P .

Para cada X ∈ TuP , definimos ωu(X) como el único A ∈ g tal que (A∗)u
es igual a la componente vectical de X. Es claro que X es horizontal si y
sólo si ω(X) = 0. A la 1-forma ω se le conoce como forma de conexión de
∇.

Proposición 3.2.2. La forma de conexión ω satisface las siguientes condi-
ciones:

1. ω(A∗) = A, ∀A ∈ g.

2. (Ra)
∗ω = ad(a−1)ω, es decir, ω(Ra)uX) = ad(a−1)ω(x) para todo

a ∈ G,X ∈ P , donde ad es la representación adjunta de g (definida en
la sección dos del caṕıtulo uno). Rećıprocamente, dada una 1-forma ω
en P con valores en g que satisface 1 y 2, existe una conexión ∇ en
P cuya forma de conexión es ω.
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Demostración. El inciso 1 se sigue de la definición de ω.
Para demostrar 2, sea X = vX + hX un campo vectorial en P . Si X

es horizontal, entonces (Ra)∗X también es horizontal para cada a ∈ G por
el inciso 2 de la definición 3.2.1; por lo tanto ω((Ra)∗X) y ad(a−1ω(X) se
anulan.

Si X es vertical, podemos suponer que X = A∗ es un campo vectorial
fundamental, entonces (Ra)∗X es el campo vectorial fundamental correspon-
diente a ad(a−1)A por la proposición 5.1, página 51 de [7]. Tenemos entonces
que

(R∗aω)u(X) = ωua((Ra)∗X) = ad(a−1)A = ad(a−1)(ωu(X)).

Supongamos ahora que ω es una 1-forma que satisface 1 y 2. Definimos
Hu = {X ∈ TuP |ω(X) = 0}. la función tal que u 7→ Hu define una conexión
cuya forma de conexión es ω.

La proyección π : P → M induce una función π∗ : TuP → TxM para
toda u ∈ P donde x = π(u). Dada una conexión (π∗)u|Hu : Hu → TxM es
un isomorfismo.

Definición 3.2.3. El levantamiento (o levantamiento horizontal) de un
campo vectorial X en M es un único campo vectorial X∗ ∈ P el cual es
horizontal y se proyecta sobre X, es decir, (π∗)u(X∗u) = Xπ(u) para todo
u ∈ P .

La siguiente proposición es muy importante pues nos asegura que el
levantamiento horizontal de un campo X en M es único.

Proposición 3.2.4. Dada una conexión en P y un campo vectorial X en
M , existe un único levantamiento horizontal X∗ de X. El levantamiento
es Ra-invariante para toda a ∈ G. Rećıprocamente, todo campo vectorial
horizontal X∗ ∈ P G-invariante es el levantamiento de un campo vectorial
X ∈M .

Demostración. Como (π∗)u|Hu : Hu → TxM es un isomorfismo, entonces
X∗ existe y es único. Ahora, sea U una vecindad de un punto x ∈M tal que
π−1(U) ∼= U × G; usando este isomorfismo, obtenemos un campo vectorial
diferenciable Y en π−1(U) tal que π∗Y = X. Entonces X∗ es la componente
horizontal de Y y por lo tanto es diferenciable.

X∗ es invariante bajo la acción G porque Hu es G-invariante. Sea X∗ un
campo vectorial horizontal en P G-invariante. Para toda x ∈ M tomamos
u ∈ P tal que π(u) = x y definimos X∗ = (π∗)u(x∗u).

El vector X∗ es independiente de la elección de u, donde π(u) = x ya
que si u′ = ua entonces π∗(X

∗u′) = π∗((Ra)∗u(X∗u)) = π∗(X
∗
u).
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Veamos algunas propiedades de los levantamientos horizontales.

Proposición 3.2.5. Sean X∗ y Y ∗ levantamientos de X y Y respectiva-
mente. Entonces tenemos que:

1. X∗ + Y ∗ es levantamiento de X + Y .

2. Para toda función f ∈M , f∗X∗ es el levantamiento horizontal de fX
donde f∗ = f ◦ π.

3. La componente horizontal de [X∗, Y ∗] es el levantamiento horizontal
de [X,Y ].

Sea x1, . . . , xn un sistema de coordenadas locales en una vecindad coor-
denada U de M . Sea X∗i el levantamiento horizontal en π−1(U) del campo
vectorial ∂

∂xi
en U para cada i. Entonces X∗1 , . . . , X

∗
n forman una base local

para la distribución u 7→ Hu en π−1(U).

Expresaremos una forma de conexión ω en P mediante una familia de
1-formas, cada una definida en un subconjunto abierto de la variedad base
M de la siguiente manera:

Sea {Uα} una cubierta abierta de M con una familia de isomorfismos ϕα :
π−1(Uα) → Uα × G y la familia correspondiente de funciones de transición
ψαβ : Uα ∩ Uβ → G.

Para cada α, sea σα : Uα → P la sección de Uα definida por σα(x) =
ϕ−1
α (x, e), con x ∈ Uα y e el neutro en G.

Sea θ la 1-forma canónica en G definida como la 1-forma g-valuada in-
variante por la izquierda determinada de manera única por θ(A) = A para
a ∈ g. Para cada Uα ∩ Uβ no vaćıo, definimos una 1-forma θαβ g-valuada
como θαβ = ψ∗αβθ. Para cada α definimos una 1-forma g-valuada ωα en Uα
como ωα = σ∗αω

Proposición 3.2.6. Las formas θαβ y ωα están sujetas a las siguientes
condiciones:

ωβ = ad(ψ−1
αβ )ωα + θαβ. (3.1)

.

Rećıprocamente, para toda familia de 1-formas g-valuadas {ωα}, cada
una definida en Uα y {θαβ} definidas en Uα ∩Uβ que satisfacen la ecuación
3.1, existe una 1-forma de conexión ω en P que define a {ωα} y al conjunto
{θαβ}.
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Definición 3.2.7. Sea P (M,G) un haz G-principal, y A ⊂ M cerrado.
Decimos que está definida una conexión sobre A si para todo u ∈ P tal que
π(u) ∈ A, existe un subespacio Hu de TuP tal que:

1. TuP = Hu ⊕ Vu

2. Hua = (Ra)∗(Hu), para toda a ∈ G

Hu depende diferenciablemente de u en el siguiente sentido: para toda
x ∈ A, existe una vecindad U y una conexión ∇u en el haz G-principal tal
que P |U = π−1(U) cumple que el subespacio horizontal definido por ∇u en
u ∈ π−1(A) es Hu.

Sabemos que toda función suave definida sobre un cerrado de Rn a R
siempre se puede extender a todo R. Además tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.2.8. Todo punto de M tiene una vecindad U tal que toda conexión
definida en un subconjunto cerrado V de U se puede extender a una conexión
sobre U .

Demostración. Dado un punto de M , consideremos la vecindad coordenada
U tal que π−1(U) es difeomorfo a U ×G sobre el haz trivial U ×G→ G tal
que (x.y) 7→ x.

Tomamos la forma de conexión del haz trivial ω : TU × TG → g. La
forma de conexión está determinada por su comportamiento en U ×{e} por
lo siguiente: sea x ∈ U , b ∈ G, la acción de G en U × G sólo actúa en G,
como R̃a(x, b) = (x, ba) = (x,Rab), entonces R̃ = Idu ×Ra.

Por otro lado, sea (X,Y ) ∈ TxU × TaG, Ỹ = (R̃−1
a )∗(Y ) ∈ TeG = g, por

lo tanto (R̃a)∗(X, Ỹ ) = (X, (Ra)∗(Ỹ )) = (X,Y ).

Se tiene entonces que ω(X,Y ) = ω(R̃a∗(X, Ỹ )) = (R̃a)
∗ω(X, Ỹ ) =

ad(a−1)ω(X, Ỹ ) por la proposición 3.2.2.

Consideremos ahora σ : U → U × G, tal que σ(x) = (x, e), como X =
Y +Z donde Y es tangente a U ×{e} y Z es vertical, entonces σ∗(π∗(X)) =
σ∗(π∗(Y )) = Y . Se tiene entonces que ω(X) = ω(σ∗(π∗(X))) + ω(Z) =
σ∗(ω(π∗(X))) + A, donde A ∈ g y A es el único vector tal que su campo
fundamental asociado A∗ = Z en σ(X). Como A sólo depende de Z, no de la
conexión, entonces ω está completamente determinada por σ∗ω, y tenemos
que X = Y +A∗.

Por lo contrario, dada una 1-forma g-valuada γ sobre U definiendo ω :
TxU × TeG → g como ω(X) = γ(Y ) + A, tenemos una 1-forma g-valuada
sobre U × G. Aśı, la existencia de ω sólo depende de la existencia de la
1-forma sobre U .
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Si {Ai}n es la base de g, entonces la 1-forma g-valuada γ sobre U se
descompone como

∑n
i=1 γ

iAi donde γi son 1-formas R-valuadas, de esta
forma, sólo necesitamos extender a los γi. Si (x1, . . . , xn) son las coordenadas
locales sobre U , toda 1-forma R-valuada se escribe como γi =

∑
i f

idxi

donde f i : V → R es diferenciable y V es cerrado en U . Como toda función
suave definida en un cerrado de Rn, R-valuada siempre se puede extender a
todo Rn, podemos extender f i a todo U , por lo tanto concluimos que cada
conexión definida en un subconjunto cerrado de U puede extenderse a una
conexión definida en U .

El siguiente teorema es una consecuencia del lema anterior y nos asegura
que podemos extender una conexión definida en un cerrado de M a una
conexión en el haz.

Teorema 3.2.9. Sea P (M,G) un haz principal, con proyección π : P →M ,
y sea A ⊂ M un subconjunto cerrado de M . Si M es paracompacta, toda
conexión definida sobre A se puede extender a una conexión en P .

Demostración. Sea {Ui}i∈Λ una cubierta abierta de M . Como M es para-
compacta, existe un refinamiento localmente finito {Vi}, tal que V i ⊂ Ui.
Sea {fi} una partición de la unidad subordinada a {Vi}, y sea γi la 1-forma
g-valuada en Ui que extiende a la 1-forma dada sobre A∩V i ⊂ U . Sea ωi la
forma de conexión correspondiente γi en π−1(Ui) Sea gi = fi ◦ π : R → R.
La 1-forma de conexión sobre P es entonces ω =

∑
giωi.

Dada una conexión ∇ : P → TP en un haz G-principal, definiremos el
concepto de transporte paralelo de fibras a lo largo de una curva τ : [a, b]→
M .

Definición 3.2.10. Una curva γ : [a, b] → P de clase C1 por pedazos es
horizontal si γ′(t) ∈ Hγ(t) para toda t ∈ [a, b]. Diremos que el campo γ′(t) es
horizontal.

Relacionado con las curvas horizontales está el concepto de levantamien-
to, el cual definiremos a continuación.

Definición 3.2.11. Sea τ : [a, b] → M una curva C1 por pedazos. Un
levantamiento horizontal τ∗ : [a, b] → P es una curva horizontal tal que
π(τ∗(t)) = τ(t) para toda t ∈ [a, b].

La noción de levantamiento de curvas se puede aplicar al levantamiento
de campos. Si X∗ es el levantamiento horizontal de X en TM , entonces la
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curva integral τ∗ : [a, b]→ P de X∗ en u0 ∈ P corresponde al levantamiento
de la curva integral τ : [a, b]→M de X po x0 = π(u0) ∈M .

Sin pérdida de generalidad, sea τ∗(t0) = u0 y τ(t0) = x0. Sea τ̃ = π ◦τ∗ :
[a, b]→M ; tenemos entonces que:

τ̃(t0) = π(τ∗(t0)) = π(u0) = x0 (3.2)

τ̃ ′(t) = π∗(τ
′∗)(t) = π∗(X

∗) = X en [a, b] (3.3)

Por las ecuaciones 3.2 y 3.3, τ̃ es curva integral de X y por unicidad
τ = τ̃ en [a, b], es decir, π(τ∗(t)) = τ(t) para todo t ∈ [a, b]. Como τ∗ es
horizontal (por definición), entonces τ∗ es el levantamiento horizontal de τ .

El siguiente resultado nos asegura que el levantamiento es único.

Proposición 3.2.12. Sea τ : [a, b]→M una curva de clase C1 por pedazos.
Para un punto arbitrario u0 ∈ P , donde x0 = π(u0) y x0 = τ(0), existe un
único levantamiento horizontal τ∗ : [a, b]→ P de τ , donde τ∗(0) = u0.

Antes de demostrar esta proposición, demostraremos el siguiente lema:

Lema 3.2.13. Sea G un grupo de Lie y g = TeG su álgebra. Sea Y : [0, 1]→
TeG una curva continua. Entonces existe en G una única curva a(t) de clase
C1 tal que a(0) = e y d

dta(t)a−1(t) = Y (t), para todo t ∈ [0, 1].

Demostración. Sin pérdida de generalidad, bajo una reparametrización, po-
demos suponer que Y está definida para todo t ∈ R. Definimos un campo
vectorial X en G× R como sigue: el valor de X en (a, t) es (Y (t)a, ( ddz )t) ∈
TaG × TtR donde z es un sistema de coordenadas en R, entonces X(e,0) =

(Y (0), ( ddz )0). Sea (a(t), g(t)) curva integral de X por (e, 0), por ecuacio-

nes diferenciales sabemos que si y′(t) = ( ddz )t, entonces y(t) = t. Enton-

ces X(a(t),t) = (Y (t)a(t), ( ddz )t) pero X(a(t),t) = ( ddta(t), ( ddz )t) = d
dt(a(t), t)

por lo que Y (t)a(t) = d
dta(t), entonces Y (t) = d

dta(t)a(t)−1. La curva a(t)
es la curva deseada. Veamos que a(t) está definida sobre [0, 1]. Denota-
mos a exp(tX) = et Para cada (e, s) ∈ G × R existe un número positivo
δs > 0 tal que et(e, r) está definida para |r − s| < δs y |t| < δs. Como
{e} × [0, 1] ⊂ G × R es compacto, podemos tomar δ > 0 tal que para
r ∈ [0, 1], et(e, r) está definido para |t| < δ. Tomando 0 = s0 < s1 < · · · <
sr = 1 y st − st−1 < δ, tenemos que et(e, 0) = (a(t), t) está definida pa-
ra t ∈ [0, s1], eu(e, s1) = (b(u), u + s1) está definido para u ∈ [0, s2 − s1],
donde d

dub(u)b(u)−1 = Y (u + s1). Definimos a(t) = b(t − s1)a(s1) para
t ∈ [s1, s2], . . . , eu(e, s(k − 1)) = (c(u), s(k − 1) + u) está definida para
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u ∈ [0, s(k) − s(k − 1)], donde d
duc(u)c(u)−1 = Y (u + s(k − 1)), y defini-

mos a(t) = c(t − s(k − 1))a(s(k − 1)), por lo que a(t) está definida como
queŕıamos.

Demostración de la proposición 3.2.12. Por la trivialidad local del haz, exis-
te una curva v(t) de clase C1 en P tal que v(0) = u(0) y π(v(t)) = x(t) para
t ∈ [0, 1]. De existir un levantamiento de τ , debe ser de la forma u(t) =
v(t)a(t) donde a(t) es una curva en G tal que a(0) = e. Queremos encontrar
a la curva a(t) en G que haga a u(t) horizontal. Usando la fórmula de Leib-
niz, tenemos que d

dtu(t) = d
dtv(t)a(t)+v(t) ddta(t). Sea ω la forma de conexión

de ∇, entonces tenemos que ω( ddtu(t)) = ad(a(t)−1)ω( ddtv(t)) +a(t)−1 d
dta(t),

donde a(t)−1 d
dta(t) es una curva en el álgebra de Lie g = TeG de G. La

curva u(t) es horizontal si y sólo si d
dta(t)a(t)−1 = −ω( ddtv(t)) para cada t.

La construcción de u(t) se reduce entonces al lema 3.2.13.

Tenemos todo lo necesario para definir transporte paralelo.

Definición 3.2.14. Sea τ : [0, 1] → M una curva C1 por pedazos, y sea
u0 ∈ P tal que π(u0) = x0 = τ(0). Consideramos el único levantamiento
horizontal τ∗ : [0, 1]→ P de τ de u0 a u1 tal que π(u1) = x. Si variamos u0

en la fibra π−1(x0), obtenemos una función que va de la fibra π−1(x0) a la
fibra π−1(x1), tal que u0 7→ u1. A esta función la llamamos τ , y es conocida
como el transporte paralelo a lo largo de la curva τ .

Proposición 3.2.15. El transporte paralelo a lo largo de una curva τ con-
muta con la acción de G sobre P , es decir, τ ◦Ra = Ra ◦ τ para toda a ∈ G.

Demostración. Sea u0 ∈ π−1(x0), donde x0 = τ(0) y x1 = τ(1). Sea τ∗ el
único levantamiento de τ por u0 y τ̃(t) = Ra(τ

∗(t)), entonces ˜τ(0) = u0a.
Por otro lado, τ ◦ Ra(u0) = τ(u0a) = τ̃(1) = Ra(τ

∗(1)) = τ(u0)a = Ra ◦
τ(u0).

Las siguientes propiedades del transporte paralelo son útiles.

Proposición 3.2.16. 1. Si τ es una curva diferenciable por pedazos de
clase C1 en M , entonces el transporte paralelo a lo largo de τ−1 es la
inversa del transporte paralelo a lo largo de τ

2. Si τ es una curva de x a y en M y µ es una curva de y a z en
M , el transporte paralelo a lo largo de µ ◦ τ es la composición de los
transportes paralelos τ y µ.



52 CAPÍTULO 3. HOLONOMÍA

El transporte paralelo a lo largo de τ : [a, b] → M es independiente de
la parametrización de τ : sea τ̃ : [c, d]→M y ϕ : [a, b]→ [c, d] curvas C1 por
pedazos tal que ϕ(a) = c, ϕ(b) = d. Entonces τ̃(ϕ(t)) = τ(t). Sean τ̃∗ y τ∗

Por otra parte π(τ̃∗(ϕ(t))) = τ̃(ϕ(t)) = τ(t) = π(τ∗(t)).

3.3. Holonomı́a

En esta sección definiremos al grupo de holonomı́a de una conexión da-
da ∇ en el haz principal P (M,G). Este concepto está relacionado con el
de transporte paralelo definido en la sección anterior. Nuestro objetivo es
contar con las herramientas necesarias para poder enunciar el teorema de
Ambrose-Singer, el cual relaciona la holonomı́a con la curvatura.

Para cada punto x ∈M , denotamos por C(x) el conjunto de lazos en x.
Si τ y µ pertenecen a C(x), entonces µ ◦ τ también está en C(x), definiendo
µ ◦ τ(s) = τ(2s) si s ∈ [0, 1/2] y µ ◦ τ(s) = µ(2s− 1) si s ∈ [1/2, 1]; de esta
forma tenemos que µ ◦ τ(0) = τ(0) = x = µ(1) = µ ◦ τ(1).

Para cada τ ∈ C(x), por la proposición 3.2.15, tenemos que τ : π−1(x)→
π−1(x) es un isomorfismo. Por la proposición 3.2.16, el conjunto de todos
estos isomorfismos τ forma un grupo, al que llamamos el grupo de holo-
nomı́a de ∇ con punto de referencia x.

Sea C◦(x) ⊂ C(x) el conjunto de todos los lazos nulhomotópicos. El con-
junto de isomorfismos τ correspondientes a las curvas τ ∈ C◦(x) también
forma un grupo pues el lazo constante también está en C◦(x). Este grupo
es un subgrupo del grupo de holonomı́a y se le conoce como grupo de ho-
lonomı́a reducida de ∇ con punto de referencia x. Para facilitar el
lenguaje, diremos únicamente grupo de holonomı́a y grupo de holonomı́a
reducida según sea el caso. Los denotaremos como Hol(x) y Hol◦(x) respec-
tivamente.

Podemos, con base en estos grupos, construir un subgrupo de G de la
siguiente manera: Sea u un punto fijo arbitrario en π−1(x), y sea τ ∈ C(x),
entonces el isomorfismo τ correspondiente determina un elemento a ∈ G,
donde τ(u) = ua. Si un lazo µ ∈ C(x) determina b ∈ G, entonces tenemos
que:

(µ ◦ τ)(u) = µ(τ(u)) = µ(ua) = (µ(u))a = uba,

pues el transporte paralelo conmuta con la acción de G por la proposición
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3.2.15; por lo tanto, el elemento determinado por µ ◦ τ es ba.

El conjunto de elementos a ∈ G, determinado por todos los isomorfismos
τ correspondientes a los lazos τ ∈ C(x) forma un subgrupo de G: en efecto,
tomamos τx el lazo constante en x, entonces τx(u) = u = ue por lo tanto
el neutro está en nuestro conjunto; supongamos ahora que τ determina al
elemento a ∈ G, entonces τ−1, que es el isomorfismo correspondiente al
lazo τ en x pero recorrido en sentido contrario, determina a un elemento
b, por la proposición 3.2.16, y por la observación anterior, tenemos que
(τ ◦ τ−1)(u) = uab = u = ue si y sólo si ab = e, si y sólo si b = a−1, por lo
tanto cada elemento tiene su inverso; por último, estos elementos cumplen
con la asociatividad pues son elementos de G que es un grupo.

Denotaremos como Hol(u) a este subgrupo y lo llamaremos el grupo
de holonomı́a de ∇ con punto de referencia u en P . Análogamente
definimos Hol◦(u) el subgrupo de G que consiste en los elementos de G de-
terminados por los isomorfismos τ donde τ ∈ C◦(x). Como el lazo constante
es nulhomotópico, entonces el elemento neutro de G está en Hol◦(u), enton-
ces efectivamente Hol◦(u) es un subgrupo de G. A este grupo lo llamamos el
grupo de holonomı́a reducida de ∇ con punto de referencia u en P .

Ahora daremos otra construcción de Hol(u) usando curvas horizontales:
Daremos una relación de equivalencia en P de la siguiente manera; sean
u, v ∈ P , u ∼ v ⇔ u y v pueden ser unidos por una curva horizontal.
Definimos a Hol(u) como el conjunto de a ∈ G tales que u ∼ ua. Como los
levantamientos son curvas horizontales, esta construcción nos da los mismos
elementos del grupo que con la primera construcción, pues u ∼ v implica
que ua ∼ va para cualquier u, v ∈ P, a ∈ G.

Proposición 3.3.1. 1. Si v = ua, a ∈ G, entonces

Hol(v) = ad(a−1)(Hol(u)),

es decir, los grupos de holonomı́a Hol(v) y Hol(u) son conjugados en
G. Análogamente, Hol◦(v) = ad(a−1)(Hol◦(u)).

2. Si u, v ∈ P son tales que u ∼ v, entonces Hol(u) = Hol(v) y Hol◦(u) =
Hol◦(v).

Demostración. 1. Sea b ∈ Hol(u), entonces tenemos que u ∼ ub. Por
otra parte, ua ∼ (ub)a por lo que ua = v ∼ (va−1)ba = v(a−1ba).
Entonces ad(a−1)(b) ∈ Hol(v) para todo b ∈ Hol(u). Se sigue que
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Hol(v) ⊃ ad(a−1)(Hol(u)). Análogamente, se tiene que Hol(v) ⊂
ad(a−1)(Hol(u)), por lo tanto Hol(v) = ad(a−1)(Hol(u)). La demos-
tración de que Hol◦(v) = ad(a−1)(Hol◦(u)) es completamente similar.

2. Si u ∼ v entonces ub ∼ vb para todo b ∈ G. Como ∼ es transitiva,
u ∼ ub si y sólo si v ∼ vb, esto es, b ∈ Hol(u) si y sólo si b ∈ Hol(v).
Veamos ahora que Hol◦(u) = Hol◦(v). Sea µ∗ la curva horizontal en P
de u a v. Si b ∈ Hol◦(u), entonces hay una curva τ∗ horizontal en P de
u a ub tal que la curva π(τ∗) en M es un lazo en π(u) nulhomotópico.
Se tiene que la composición (Rbµ

∗)◦τ∗◦µ∗−1 es una curva horizontal en
P de v a vb y su proyección en M es un lazo en π(v) nulhomotópico.
Entonces b ∈ Hol◦(v); de manera similar, si b ∈ Hol◦(v), entonces
b ∈ Hol◦(u).

Observación 3.3.2. Si M es conexa, entonces para cada u, v ∈ P , existe
un elemento a ∈ G tal que v ∼ ua, y por la proposición anterior, los grupos
de holonomı́a Hol(u), donde u ∈ P , son conjugados entre śı en G y por lo
tanto son isomorfos entre śı.

Ahora vamos a probar que el grupo de holonomı́a es un grupo de Lie.
Para esto, necesitaremos algunos resultados y definiciones previos.

Definición 3.3.3. Sea U una cubierta abierta de M . Decimos que una curva
cerrada τ en un punto x es un U-lazo si se puede descomponer en tres curvas:
τ = µ−1 ◦ σ ◦ µ donde µ es una curva de x a y y σ es una curva cerrada en
y contenido en uno de los abiertos de U .

Dos curvas τ y τ ′ son equivalentes si τ ′ se puede obtener de τ reempla-
zando un número finito de veces una porción de la curva µ ◦σ ◦µ−1 por una
curva trivial y viceversa.

El siguiente es un resultado de Lichnerowicz.

Lema 3.3.4. (de factorización)

Sea U una cubierta abierta arbitraria de M . Entonces:

1. Cualquier curva que sea nulhomotópica es equivalente a un producto
finito de U-lazos.

2. Si la curva dada es de clase Ck por pedazos, entonces cada U-lazo en
el producto puede ser elegido de la forma µ−1 ◦σ ◦µ donde µ es Ck por
pedazos y σ es Ck.
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Demostración. 1. Sea τ = x(t), donde t ∈ [0, 1] tal que x = x(0) = x(1).
Sea f la homotoṕıa f : I × I → M tal que f(t, 0) = x(t), f(t, 1) = x,
f(0, s) = f(1, s) = x para cada s, t ∈ I. Dividimos a I × I en m2 cuadrados
de la misma longitud tales que cada cuadrito se quede en un abierto de U
bajo f . Para cada (i, j), 1 ≤ i, j ≤ m, sea λ(i, j) la curva en I × I consiste
en los segmentos que unen los puntos de la latiz en el siguiente orden:

(0, 0)→ (0, j/m)→ ((i− 1)/m, j/m)→ ((i− 1)/m, (j − 1)/m)

→ (i/m, (j − 1)/m)→ (i/m, j/m)→ ((i− 1)/m, j/m)

→ (0, j/m)→ (0, 0)

Figura 3.1:

Geométricamente, λ(i, j) se ve como un lazo (ver figura 3.1). Sea τ(i, j)
la imagen de λ(i, j) bajo f . Tenemos entonces que τ es equivalente al pro-
ducto de los U-lazos τ(m,m) ◦ τ(m− 1,m) ◦ · · · ◦ τ(1,m) ◦ τ(m,m− 1) ◦ · · · ◦
τ(1,m− 1) ◦ · · · ◦ τ(1, 1).

2. Por el inciso anterior, podemos asumir que la homotoṕıa f es Ck
por pedazos. Podemos asumir también que f es Ck en cada uno de los m2

cuadrados y cada τ(i, j) tiene entonces la propiedad requerida.

Teorema 3.3.5. Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo de G tal que cada
elemento de H puede ser unido con el neutro mediante una curva diferen-
ciable por pedazos de clase C1 que está contenida en H. Entonces H es un
subgrupo de Lie de G.

Ahora śı, tenemos las herramientas necesarias para demostrar que el
grupo de holonomı́a reducida en u ∈ P es un subgrupo de Lie de G.
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Teorema 3.3.6. Sea P (M,G) un haz principal cuya variedad base M es
conexa y paracompacta y u en P . Entonces

1. Hol◦(u) es un subgrupo de Lie de G.

2. Hol◦(u) es un subgrupo normal de Hol(u) y Hol(u)/Hol◦(u) es nu-
merable.

Demostración. 1. Sea a ∈ Hol◦(u) obtenido por el transporte paralelo a
lo largo de un lazo τ nulhomotópico de clase Ck por pedazos. Por el
lema de factorización 3.3.4, τ es equivalente al producto de U-lazos de
la forma τ−1

1 ◦ µ ◦ τ1, donde τ1 es una curva diferenciable por pedazos
de clase Ck de x = π(u) a un punto y, y µ es un lazo diferenciable
en y que se queda en una vecindad coordenada de y. El elemento de
Hol◦(u) definido por cada lazo τ−1

1 ◦ µ ◦ τ1 es igual al elemento b de
Hol◦(u) definido por el lazo µ, donde v es el punto obtenido por el
transporte paralelo de u a lo largo de τ1. Sea x1, . . . , xn un sistema
de coordenadas tal que el punto (1, . . . , 1) es y, y sea µ definida como
xi = xi(t), con i = 1, . . . , n. Sea f i(t, s) = s+(1−s)xi(t), i = 1, . . . , n,
0 ≥ t y s ∈ [0, 1]. Entonces f(t, s) = (f1(t, s), . . . , fn(t, s)) : I×I →M
es una función diferenciable de clase Ck, tal que f(t, 0) es la curva µ
y f(t, 1) es la curva constante y. Para cada s fija, denotamos por
b(s) al elemento de Hol◦(v) obtenido del lazo f(t, s), con t ∈ [0, 1],
entonces b(0) = b y b(1) = e. Tenemos entonces que b puede ser unido
a la identidad en Hol◦(v) por una curva diferenciable que se queda
en Hol◦(v). Por lo tanto, el elemento de Hol◦(u) definido por cada
lazo τ−1

1 ◦ µ ◦ τ1 puede ser unido a la identidad. Por el teorema 3.3.6,
tenemos que Hol◦(u) es un subgrupo de Lie de G.

2. Si τ y µ son dos lazos en x y si µ es nulhomotópico, entonces τ ◦µ◦τ−1

es nulhomotópico; por lo tanto, Hol◦(u) es un subgrupo normal de
Hol(u). Sea π1(M) el grupo fundamental de M con punto de refe-
rencia x. Definimos un homomorfismo f : π1(M) → Hol(u)/Hol◦(u)
como sigue: Para cada elemento α de π1(M), sea τ un lazo en x repre-
sentante de α. Podemos cubrir a τ con un número finito de vecindades
coordenadas. Si modificamos a τ en cada vecindad, podemos obtener
un lazo diferenciable por pedazos de lase Ck τ1 en x que sea homotópico
a τ . Sean τ1 y τ2 dos lazos como los descritos anteriormente, entonces
τ1◦τ−1

2 es nulhomotópico y define un elemento en Hol◦(u), por lo tanto
τ1 y τ2 definen el mismo elemento en Hol(u)/Hol◦(u), al cual denota-
remos por f(α). Tenemos entonces que f : π1(M)→ Hol(u)/Hol◦(u).
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Como M es conexa y paracompacta, entonces M es segundo nume-
rable, por lo tanto π1(M) es numerable (ver [14]), y por lo tanto
Hol(u)/Hol◦(u) también lo es.

Obsérvese que en la demostración no se probó que la función b(s) definida
en el inciso 1 fuera de clase Ck en s; sin embargo, esto se sigue de:

Lema 3.3.7. Sea f : I × I → M una función diferenciable de clase Ck
y u0(s) con s ∈ [0, 1] una curva diferenciable de clase Ck en P tal que
π(u0(s)) = f(0, s), donde π : P →M es la proyección. Para cada s fija, sea
u1(s) el punto de P ontenido por el transporte paralelo de u0(s) a lo largo
de la curva f(t, s), donde t ∈ I y s está fija. Entonces la curva u1(s), s ∈ I
es diferenciable de clase Ck.

Como dijimos al principio de la sección, nuestro objetivo es poder enun-
ciar el teorema de Ambrose-Singer, el cual relaciona la forma de curvatua
con la holonomı́a. Definiremos ahora la forma de curvatura de una conexión.

Definición 3.3.8. Sea P (M,G) un haz principal y ρ una representación
de G sobre un espacio vectorial de dimensión finita V . Entonces ρ(a) es
una transformación lineal de V para cada a ∈ G y ρ(ab) = ρ(a)ρ(b) para
a, b ∈ G. Una forma pseudotensorial de grado r en P de tipo (ρ, V ) es una
r-forma V -valuada ϕ en P , tal que R∗aϕ = ρ(a−1) ◦ ϕ para a ∈ G. Diremos
que ϕ es una forma tensorial si es horizontal, es decir, si ϕ(X1, . . . , Xn) = 0
cuando al menos alguno de los vectores tangentes Xi de P es vertical.

Veamos algunas propiedades que cumplen las formas tensoriales.

Proposición 3.3.9. Sea ϕ una r-forma pseudotensorial de tipo (ρ, V ) y
h : TuP → Hu la proyección; entonces

1. La forma ϕh definida como (ϕh)(X1, . . . , Xr) = ϕ(hX1, . . . , hXr) es
una forma tensorial de tipo (ρ, V ).

2. dϕ es una (r + 1)-forma pseudotensorial de tipo (ρ, V ).

3. La (r+1)-forma Dϕ definida como Dϕ = (dϕ)h es una forma tensorial
de tipo (ρ, V ).

La forma Dϕ definida en el último inciso de la proposición anterior, se
llama la derivada exterior covariante de ϕ.

Definición 3.3.10. Si ρ es la representación adjunta de G en el álgebra de
Lie g, diremos que una forma tensorial de tipo (ρ, g) es de tipo adG.
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La forma de conexión ω es una 1-forma pseudotensorial de tipo adG, y
por la proposición 3.3.9, Dω es una 2-forma tensorial de tipo adG. A esta
2-forma se le conoce como forma de curvatura de ω.

Las siguientes son algunas propiedades de la forma de curvatura.

Proposición 3.3.11. Sea ω una forma de conexión y Ω su forma de cur-
vatura, entonces:

1. dω(X,Y ) = −1
2 [ωX,ωY ] + Ω(X,Y ) para X,Y ∈ TuP .

2. Si X y Y son campos vectoriales horizontales en P , entonces ω([X,Y ]) =
−2Ω(X,Y ).

3. DΩ = 0.

4. SI ϕ una 1-forma tensorial de tipo adG, entonces

Dϕ(X,Y ) = dϕ(X,Y ) +
1

2
[ϕ(x), ω(Y )] +

1

2
[ω(X), ϕ(Y )]

para X,Y ∈ TuP .

A la ecuación en el primer inciso se le conoce como ecuación de estructura
y a la del tercer inciso como identidad de Bianchi.

Proposición 3.3.12. Sea f : P (M ′, G′, π′) → P (M,G, π) un homomorfis-
mo de haces principales tal que la función inducida f ′′′ : M ′ → M es un
difeomorfismo. Sea ∇′ una conexión sobre P ′ con forma de conexión ω′ y
forma de curvatura Ω′, entonces:

1. Existe una única conexión ∇ sobre P tal que f manda los espacios
horizontales de ∇′ en los espacios horizontales de ∇.

2. Si ω y Ω son las formas de conexión y curvatura de ∇ entonces f∗ω =
fω′, f∗Ω = fΩ′ y fω′(X ′) = f∗(ω

′(X ′)) para X ′ ∈ TP ′.

3. Sea u′ ∈ P ′, y u = f(u′) ∈ P , entonces f ′′ : G′ → G es tal que
Φ(u′) 7→ Φ(u) y Φ◦(u′) 7→ Φ◦(u).

Proposición 3.3.13. Sea Q(M,H) un subhaz de P (M,G) donde H es un
subgrupo de Lie de G. Supongamos que el álgebra de Lie g de G admite un
subespacio m tal que g = m ⊕ h y ad(H)m = m, donde h es el álgebra de
Lie de H. Para cada forma de conexión ω en P , la h-componente ω′ de ω
restringida a Q es una forma de conexión en Q.



3.3. HOLONOMÍA 59

La conexión definida ω en P es reducible a una conexión en el subhaz Q
si y sólo si la restricción de ω a Q es h-valuada.

Volviendo a los grupos de holonomı́a, denotaremos por Holk(u) el grupo
de holonomı́a obtenido por curvas diferenciables de clase Ck. Tenemos enton-
ces que Hol∞(u) ⊂ · · · ⊂ Hol2(u) ⊂ Hol1(u). Queremos ver que todos los
Holi(u) coniciden. Antes de probar esto, necesitaremos algunos resultados.

Lema 3.3.14. Sea Q un subconjunto de P (M,G) y H un subgrupo de Lie
de G. Supongamos que:

1. La proyección π : P →M manda Q sobre M .

2. Q es estable por H, es decir, Ra(Q) = Q para cada a ∈ H.

3. Si u, v ∈ Q y π(u) = π(v) entonces hay un elemento a ∈ H tal que
v = ua.

4. Cada punto x ∈M tiene una vecindad U y una sección σ : U → P tal
que σ(U) ⊂ Q.

Entonces Q(M,H) es un subhaz reducido de P (M,G).

Demostración. Para cada u ∈ π−1(U), sea x = π(u) y a ∈ G el elemento
determinado por u = σ(x)a. Definimos ψ : π−1(U) → U × G como ψ(u) =
(x, a), Esta función es suprayectiva porque si (x, a) ∈ U×G entonces ψ(u) =
(x, a) donde u = σ(x)a. Es inyectiva porque si ψ(u) = ψ(v) = (π(v), a′)
donde v = σ(x)a′. Entonces ψ(u) = (π(u), a) = (π(v), a′), por lo que a = a′

y π(u) = π(v) = x, por lo tanto v = σ(x)a = u. Concluimos entonces que ψ
es un isomorfismo.

Veamos que ψ : Q∩π−1(U)→ U×H es inyectiva: sean u, v ∈ Q∩π−1(U)
tal que ψ(u) = ψ(v) entonces (π(u), a) = (π(v), a′) por lo que π(u) = π(v) y
por hipótesis existe c ∈ H tal que u = vc. Se sigue que u = σ(x)a = σ(x)a′c
por lo tanto ψ(u) = (π(u), ac) = (π(u), a) y entonces ac = a, por lo que
c = e y se concluye que u = v.

Introducimos una estructura diferenciable en Q tal que ψ : Q∩π−1(U)→
U ×H es un difeomorfismo. Primero, veamos que Q ⊂ π−1(U). Sea u ∈ Q,
u ∈ π−1(U), x = π(u) y u = σ(x)a; como u ∈ Q y σ(x) ∈ Q entonces a ∈ H
pues Ra(Q) = Q por lo tanto ψ : Q → U × H. Ahora, por [7] proposición
1.3 página 10, tenemos que ψ : Q ∩ π−1(U) → U × G es diferenciable.
Además, ψ(Q ∩ π−1(U)) ⊂ U ×H pues ψ(u) = (x, a) y como Ra(Q) = Q,
no puede pasar que a no sea elemento de H, por lo tanto ψ : Q → U ×H
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es diferenciable, y entonces Q es una variedad diferenciable, y Q es un haz
principal sobre M con grupo H porque H actúa libremente sobre Q como
sigue: Q×H → ua = Ra(u) ∈ Q; Q es localmente trivial proque Q es subhaz
de P y claramente H → G es un monomorfismo.

Lema 3.3.15. Sea Q(M,G) un subhaz de P (M,G) y ∇ una conexión en
P . Si para cada u ∈ Q el subespacio horizontal de TuP es tangente a Q,
entonces ∇ es reducible a una conexión en Q.

Demostración. Definimos ∇′ la conexión en Q como sigue: el subespacio ho-
rizontal de TuQ con u ∈ Q, con respecto a ∇′ es por definición el subespacio
horizontal de TuP con respecto a ∇. Sabemos que una conexión definida por
ω en P es reducible a una conexión en un subhaz Q si y sólo si la restricción
de ω a Q es h-valuada.

El siguiente teorema nos servirá para demostrar que todos los grupos de
holonomı́a coinciden.

Teorema 3.3.16 (de reducción). Sea P (M,G) un haz fibrado principal con
una conexión ∇, y M conexa y paracompacta. Sea u0 un punto arbitrario de
P . Denotamos por P (u0) el conjunto de puntos en P que pueden ser unidos
a u0 por una curva horizontal, entonces

1. P (u0) es un haz reducido con grupo estructural φ(u0).

2. La conexión ∇ es reducible a una conexión en P (u0).

Demostración. Como M es paracompacta, entonces por la proposición 3.3.6,
tenemos que Hol(u0) es subgrupo de Lie de G. Veamos que P (u0) y Hol(u0)
satisfacen las condiciones 1, 2 y 3 del lema 3.3.14. Sea x ∈M tal que x = π(u)

1. Como M es compacta, para cada u, v ∈ P existe a ∈ G tal que u ∼ va.
En particular, u ∼ ua por lo que u0 ∼ ub para alguna b. Ahora, ub ∈ π−1(x)
por lo tanto π(uab) = x = π(u). Se tiene que π : P (u0)→M es sobre.

2. P0 cumple que Ra(P0) = P0 para cada a ∈ Hol(u0) pues u ∈ P (u0) si
y sólo si u ∼ u0 si y sólo si ua ∼ u0a donde a ∈ Hol(u0) si y sólo si u0a ∼ u0

si y sólo si ua ∼ u0 por lo tanto ua ∈ P (u0). Además, sea u ∈ P (u0) y
a ∈ Hol(u0) entonces ua ∈ P0 y como u ∼ u0 entonces u0 ∼ ua, por lo que
u ∈ Ra(P (u0)).

3. Sea u, v ∈ P (u0) y π(u) = π(v) = x, como u ∼ v, Hol(u) = Hol(v),
entonces existe a ∈ Hol(u) tal que v = ua.

4. Para ver que los conjuntos cumplen el inciso 4 del lema 3.3.14, tomemos
x1, . . . , xn un sistema de coordenadas locales alrededor de x tal que x es el
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origen. Sea U vecindad de x tal que |xi| < δ. Dado cualquier y, punto en
U , sea τy el segmento de x a y con respecto al sistema de coordenadas.
Fijamos u ∈ P (u0) tal que π(u) = x. Sea σ(y) el punto de P obtenido por
el transporte paralelo de u a lo largo de τy, σ : U → P es una sección
pues σ(π(u)) = σ(x) = u. π(σ(y)) = y además σ(U) ⊂ P (u0) pues los
levantamientos son curvas horizontales.

Con esto concluimos que el primer inciso del teorema se cumple. El
segundo inciso se sigue del lema 3.3.15.

A P (u) se le conoce como el haz de holonomı́a por u. Si u ∼ v y u′ ∈ P (u),
entonces u′ ∼ u ∼ v; como ∼ es transitiva, tenemos u′ ∈ P (v); es decir, si
u ∼ v, P (u) ⊂ P (v). Por otro lado, sea u ∼ v, entonces v ∈ P (v) y v ∈ P (u),
es decir, se u ∼ v entonces P (v) ⊂ P (u). Concluimos que u ∼ v si y sólo si
P (u) ∼ P (v).

Como ∼ es una relación de equivalencia, tenemos que P (u) = P (v) o
P (u) ∩ P (v) = ∅; es decir, P se puede descomponer en una unión disjunta
de haces de holonomı́a.

Como cada a ∈ G manda una curva horizontal en una curva horizontal,
es decir, si τ es horizontal, τa es horizontal, tenemos que Ra(P (u)) = P (ua)
por lo siguiente: sea va ∈ Ra(P (u)), v ∈ P (u), entonces va ∼ u y u ∼ ua
por lo que v ∈ P (ua). Por lo contrario, si v ∈ P (ua) entonces v ∼ ua ∼ u
por lo tanto v ∈ Ra(P (u)).

Además tenemos que la transformación Ra : P (u) → P (ua) tal que
u 7→ ua es un isomorfismo; es inyectiva porque si u, v ∈ P (u) tal que Ra(u) =
Ra(v) entonces ua = va, es decir, u = v; es suprayectiva porque si v ∈ P (ua),
v ∼ ua ∼ u entonces v ∈ P (u) y va = Ra(v).

Tenemos el isomorfismo correspondiente de grupos ad(a−1) : Hol(u) →
Hol(ua) tal que u 7→ va−1ba.

Sean u, v ∈ P . Veamos que existe a ∈ G tal que P (v) = P (ua); en otras
palabras, veamos que u ∼ va para alguna a ∈ G. Como se hizo en la de-
mostración de la proposición 3.2.12, tomamos u ∈ P y π(u) = x, π(v) = y
y encontramos el elemento a ∈ G correspondiente. Por lo que los haces de
holonomı́a P (u). u ∈ P son todos isomorfos entre śı.

El siguiente teorema se debe a Ozeki y Nomizu.

Teorema 3.3.17. Todos los grupos de holonomı́a Holk(u) coinciden.
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Demostración. Si demostramos que Hol1(u) = Hol∞(u) terminamos. Por
el teorema 3.3.16, P (u) es un subhaz de P con Hol(u) como su grupo es-
tructural. Definimos una distribución S en P como Su = Tu(P (u)) para
u ∈ P . Como los haces de holonomı́a tienen todos la misma dimensión por
ser isomorfos, definimos a k como la dimensión de los haces, entonces S es
de dimensión k. En [7] se puede revisar la demostración de los siguientes
hechos:

1. S es diferenciable e involutiva.
2. Para cada u ∈ P , P (u) es la variedad integral maximal de S por u.
3. Sea S involutiva y una distribución diferenciable en una variedad

diferenciable. Supongamos que xt, t ∈ [0, 1] es una curva C1 por pedazos
cuyos vectores tangentes d

dtxt pertenecen a S. Entonces toda la curva xt se
queda en la variedad maximal integral W de S por x0.

Si tomamos a cialquier elemento de Hol1(u) entocnes u y ua pueden ser
unidos por una curva C1 por pedazos horizontal ut, t ∈ [0, 1] en P . El vector
tangente d

dtut en cada punto se queda en S d
dt
ut

. Por el inciso 3, toda la curva

ut se queda en la variedad integral maximal W (u) de S por u. Por el inciso
2. toda la curva ut se queda en P (u). En particular ua es un punto de P (u).
Como P (u) es un subhaz con grupo estructural Hol(u), a ∈ Hol(u).

Como consecuencia de este teorema tenemos que todos los Hol◦k(u) coin-
ciden.

Podemos enunciar ahora el teorema demostrado por Ambrose y Singer
en [15].

Teorema 3.3.18 (Ambrose-Singer). Sea P (M,G) un haz principal, donde
M es conexa y paracompacta. Sea ∇ una conexión en P , Ω la forma de
curvatura, Hol(u) el grupo de holonomı́a con punto de referencia u ∈ P y
P (u) el haz de holonomı́a por u de ∇. Entonces el álgebra de Lie de Φ(u)
es igual al subespacio de g (álgebra de Lie de G), generado por todos los
elementos de la forma Ωv(X,Y ), donde v ∈ P (u) y X y Y son vectores
horizontales arbitrarios en v.

La relevancia de este teorema es que nos garantiza que existe una relación
entre el grupo de holonomı́a de una conexión con su forma de curvatura.

3.4. Holonomı́a normal

En esta sección definiremos la holonomı́a normal y daremos el teorema
de holonomı́a normal, el cual dice que la representación de holonomı́a normal
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de una subvariedad del espacio euclidiano coincide con la representación de
holonomı́a de un espacio simétrico.

Definición 3.4.1. Definimos el primer espacio normal, denotado N 1
p , como

N 1
p = gen{α(X,Y )|X,Y ∈ TpM} ⊂ νpM .

El espacio N 1
p es el complemento ortogonal en νpM del subespacio lineal

de νpM que consiste en todos los vectores normales ξ en p para los cuales el
operador de forma Aξ se anula.

Vamos a definir ahora la holonomı́a normal. Sea M una subvariedad
de una forma espacial M

n
(κ), νM el haz normal de M y ∇⊥ la conexión

normal inducida. Si p y q son puntos en M y γ : [0, 1] → M es una curva
diferenciable por pedazos en M tal que γ(0) = p y γ(1) = q, el transporte
∇⊥ paralelo a lo largo de γ induce una isometŕıa lineal τ⊥γ : νpM → νqM .

Si tomamos C(p) el conjunto de lazos en p, tenemos la función τ⊥ :
C(p)→ O(νpM) definida como γ 7→ τ⊥γ . La imagen τ⊥(C(p)) es un subgrupo
de O(νpM). A este subgrupo se le conoce como el grupo de holonomı́a
normal de M en p.

Si reemplazamos al espacio C(p) por el espacio C◦(p), el grupo resultante
es el grupo de holonomı́a normal reducida de M en p.

Las propiedades de la proposición 3.3.6 también son válidas para el gru-
po de holonomı́a normal y el grupo de holonomı́a normal reducida.

Vamos a definir unos campos tensoriales que resultarán ser simétricos en
el haz normal de una subvariedad. Sea M una subvariedad de dimensión m
de una forma espacial M

n
(κ).

Los polinomios elementales simétricos de n variables X1, . . . , Xn deno-
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tados como σk(X1, . . . , Xn) para k = 0, . . . , n están definidos como:

σ0(X1, . . . , Xn) = 1

σ1(X1, . . . , Xn) =
∑

1≤j≤n
Xj

σ2(X1, . . . , Xn) =
∑

1≤j<l≤n
XjXl

σ3(X1, . . . , Xn) =
∑

1≤j<l<i≤n
XjXlXi

...

σk(X1, . . . , Xn) =
∑

1≤j1<j2<···<jk≤n
Xj1 · · ·Xjk

Sean λ1, . . . , λm los eigenvalores de Aξ. La curvatura media Hk(ξ) de
orden k ∈ {1, . . . ,m} con dirección ξ ∈ νM se define como el k-ésimo
polinomio elemental simétrico con variables λ1, . . . , λm entre la constante(
m
k

)
, es decir,

Hk(ξ) =
k!(m− k)!

m!

∑
i1<···<ik

λi1 · · ·λik .

Definida de esta forma, obsérvese que H1 es la curvatura media, es decir, el
promedio de las curvaturas principales.

Denotamos por hk(ξ1, . . . , ξk) el campo tensorial simétrico R-valuado en
νM obtenido por la polarización de Hk(ξ), es decir,

hk(ξ1, . . . , ξn) =
1

k!

k∑
ρ=1

(−1)k−ρ
∑

1≤i1<···<iρ≤k
Hk(ξ1 + · · ·+ ξiρ).

Supongamos que h1, . . . , hm (o de manera equivalente, H1, . . . ,Hm) son
invariantes bajo el ∇⊥-transporte paralelo, entonces Hk(ξ(t)) es constan-
te para cualquier campo vectorial normal paralelo ξ(t) a lo largo de cual-
quier curva diferenciable por pedazos en M . Como las funciones elementales
simétricas de los eigenvalores de Axi(t) son los coeficientes del polinomio ca-
racteŕıstico de Aξ(t), este polinomio no depende de t, por lo tanto Aξ(t) tiene
eigenvalores constantes. Por otro lado, si Aξ(t) tiene eigenvalores constan-

tes, entonces h1, . . . , hm y H1, . . . ,Hm son ∇⊥-paralelos. A una subvariedad
M con esta propiedad se le conoce como subvariedad con curvaturas
principales constantes.
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Las órbitas de s-representaciones son subvariedades con curvaturas prin-
cipales constantes, como se demuestra en [6], proposición 4.1.6.

Una subclase de la clase de subvariedades con curvaturas principales
constantes son aquellas cuyo haz normal es plano. A estas subvariedades se
les conoce como subvariedades isoparamétricas.

Proposición 3.4.2. Sea M una subvariedad de una forma espacial M
n
(κ),

con curvaturas principales constantes. Entonces para cada p ∈M , el primer
espacio normal N 1

p es invariante bajo el ∇⊥-transporte paralelo.

Demostración. El complemento ortogonal de N 1
p en νpM está dado por

(N 1
p )⊥ = {ξ ∈ νpM |Aξ = 0}. Por la definición de subvariedad con cur-

vaturas principales constantes, se tiene que (N 1
p )⊥ es invariante bajo el ∇⊥-

transporte paralelo, y por lo tanto N 1
p es invariante bajo el ∇⊥ transporte

paralelo.

Un conocido resultado de Cartan dice lo siguiente:

Teorema 3.4.3. M es localmente simétrica si y sólo si el tensor de curva-
tura es constante bajo transporte paralelo.

Para la demostración, ver [17].
Por lo tanto, las órbitas de las s-representaciones tienen una propiedad

similar a los espacios locamente simétricos. Por un lado, si M es un espacio
simétrico y τ es el transporte paralelo a lo largo de una curva c tal que
c(0) = p, existe una isometŕıa g de M tal que dg|p = τ , y g es única. Este
resultado se le atribuye a Cartan.

Por otro lado, si M ′ es una órbita de una s-representación, el transporte
paralelo normal τ⊥ a lo largo de una curva c′ tal que c′(0) = p tiene la
propiedad de que existe una isometŕıa g′ de Rn tal que g′(M ′) = M ′ y
dg′|νpM = τ⊥, pero g′ en general no es única.

Este último hecho se demostrará en el siguiente caṕıtulo. Un resultado
con holonomı́a normal es el siguiente: diremos que una subvariedad de un es-
pacio euclidiano es completa (full) si no está contenida en ningún subespacio
afin propio del espacio ambiente.

Proposición 3.4.4. Sea G un grupo ortogonal del espacio euclidiano y su-
pongamos que la órbita G.p es full. Entonces la imagen de (Gp)◦ está con-
tenida, bajo la representación rebanada conexa, en el grupo de holonomı́a
normal en p.

El siguiente teorema es muy importante, y su demostración puede en-
contrarse en [19].
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Teorema 3.4.5 (de holonomı́a normal). Sea M una subvariedad conexa
de una forma espacial M

n
(κ). Sea p ∈ M y sea (Hol◦)⊥ el grupo de holo-

nomı́a normal reducida en p. Entonces (Hol◦)⊥ es compacto, existe una úni-
ca descomposición ortogonal del espacio normal νpM en espacios (Hol◦)⊥-
invariantes νpM = V0⊕· · ·⊕Vk y existen subgrupos normales Hol0, . . . ,Holk
de (Hol◦)⊥ tales que:

1. (Hol◦)⊥ = Hol0 × · · · ×Holk (producto directo).

2. Holi actúa trivialmente en Vj, con j 6= i.

3. Hol0 = {1} y si i ≥ 1, entoncces Holi actúa irreduciblemente en Vi co-
mo la representación de isotroṕıa de un espacio simétrico riemanniano
irreducible.

Si M es una subvariedad del espacio euclidiano, por el teorema de ho-
lonomı́a normal, el grupo de holonomı́a normal reducida de M actúa en p
como una s-representación.



Caṕıtulo 4

Teorema de holonomı́a de
Berger

En este caṕıtulo demostraremos el teorema principal de este trabajo.
Dividiremos en dos secciones esta parte. La primera, con algunos resultados
previos a la demostración, la segunda con un teorema importante que es la
base para resolver el problema, y además se demostrará en esa sección el
teorema de holonomı́a de Berger.

Recordemos que queremos demostrar lo siguiente:

Teorema 4.0.6 (de Holonomı́a de Berger). Supongamos que el grupo de
holonomı́a de una variedad riemanniana irreducible M es no transitivo en
la esfera. Entonces M es localmente simétrica.

4.1. Resultados previos

Demostraremos algunos resultados que nos serán útiles posteriormente.
Sea G un subgrupo compacto de SO(n), X ∈ g el álgebra de Lie de G, v un
punto regular y ξ ∈ νv(G.v). Tomamos la geodésica γ(t) = expv(tξ). El cam-
po de Killing q 7→ X(q), es un campo de Jacobi si lo restringimos a la geodési-
ca γ, como se vio en el lema 1.1.21. Denotamos como Jξ(t) a ese campo de Ja-
cobi. Expĺıcitamente, Jξ(t) = X(γ(t)) = X(expv(tξ)). Tenemos entonces que
Jξ(0) = X(expv(0)) = X(v), y J ′ξ(t) = (X ◦γ)′(t) = dXexpv(tξ)(d(expv)tξ(ξ))
usando la regla de la cadena. Por lo tanto J ′ξ(0) = dXv(ξ). Como vimos en

el caṕıtulo 1, por 1.1, dXv(ξ) = ∇X(v)ξ, y por la fórmula de Weingarten,

tenemos que ∇X(v)ξ = −Aξ(X(v)) +∇⊥X(v)ξ.

67
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Usaremos el siguiente lema cuya demostración se puede revisar en [6].

Lema 4.1.1. Sea G ⊂ SO(n) actuando por isometŕıas en Rn. Entonces
para cada p ∈ Rn, Tp(G.p) = {X(p)|X ∈ m}, donde g = l ⊕ m es una
descomposición de g y l es el álgebra de Lie del subgrupo de isotroṕıa Gp
de p. Si ξ ∈ νp(G.p) y X ∈ m, el operador de forma Aξ de G.p en p con
respecto a ξ está dado por

AξX(p) = −(Xξ)T ,

donde (.)T es la proyección ortogonal de Rn en Tp(G.p).

Recordemos que de la definición 1.2.3, una acción G que actúa sobre X
es transitiva si G.x = X para algún x ∈ X

Lema 4.1.2. Sea G un subgrupo compacto de SO(n) que actúa de manera
no transitiva en la esfera y sea v un punto regular. Entonces existe ξ ∈
νγ(t)(G.γ(t)) que no es múltiplo de v, tal que la familia de espacios normales
νγ(t)(G.γ(t)) genera a Rn, donde γ(t) = v + tξ, t ∈ R

Demostración. Primero veamos que podemos tomar un ξ que no sea múlti-
plo de v, tal que ξ ∈ νγ(t)(G.γ(t)). Supongamos lo contrario, es decir,
dim(νv(G.v)) = 1, entonces G.v seŕıa una subvariedad de codimensión 1 en
Rn, además, como G es un subgrupo de SO(n), entonces G.v ⊆ Sn−1(||v||).
Por el teorerema de la órbita principal ( 2.5.1), se tiene que G.v es una subva-
riedad abierta de Sn−1(||v||). Ahora, como la acción es continua y G es com-
pacto, G.v debe ser compacto en la esfera, esto implica que G.v = Sn−1(||v||)
pues G.v es denso en Rn, también por el teorema 2.5.1, y esto contradice la
hipótesis de que G es no transitivo en la esfera.

Sea pues ξ ∈ νv(G.v) no múltiplo de v. Como v es siempre normal a su
órbita, por el lema 4.1.1, tenemos que Av = −Id, donde Av es el operador
de forma de G.v. Podemos asumir que det(Aξ) 6= 0, es decir, que todos los
valores propios de Aξ son diferentes de 0.

Sea γ(t) = v + tξ una geodésica, y sea V el complemento ortogonal del
espacio generado por la familia N = {νγ(t)(G.γ(t))| t ∈ R}. Si demostramos
que V = {0} concluiŕıamos la prueba pues esto implicaŕıa que el espacio
generado por N es todo Rn.

Supongamos que V 6= {0}. Sea 0 6= y ∈ V, entonces y ⊥ νγ(t)(G.γ(t))
para todo t ∈ R, es decir, y ∈ Tγ(t)(G.γ(t)). Sea X ∈ g, tal que X(v) = y, y
sea Jξ(t) la restricción de este campo de Killing en la geodésica γ(t).
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Sabemos que Jξ(t) es un campo de Jacobi. Por el teorema de existencia
y unicidad de campos de Jacobi, si w = J ′ξ(0), entonces Jξ(t) = X(v) + tw.
Para cada ξ ∈ νγ(t)(G.γ(t)), como X(v) + tw ∈ Tγ(t)(G.γ(t)), se tiene que
〈X(v) + tw, ξ〉 = 0, pero tenemos que X(v) = y ⊥ νγ(t)(G.γ(t)), por lo
que 〈X(v) + tw, ξ〉 = 〈X(v), ξ〉 + t〈w, ξ〉 = 0, y como 〈y, ξ〉 = 0, entonces
t〈w, ξ〉 = 0 por lo que 〈w, ξ〉 = 0 para todo t ∈ R. Se sigue que w ⊥
νγ(t)(G.γ(t)) cuando t 6= 0.

Como γ(0) = v, que es un punto regular, por la proposición 2.3.2, para
t suficientemente pequeño, γ(t) es un punto regular para la acción G y por
lo tanto, los espacios normales a las órbitas asociadas convergen a νv(G.v),
entonces w ⊥ νv(G.v), por lo que w ∈ V. Hemos demostrado que si existe
un y ∈ V no nulo, entonces existe otro w ∈ V.

Por la forma de las condiciones iniciales, tenemos que J ′ξ(0) = ∇⊥X(v)ξ −
Aξ(X(v)), como Aξ(X(v)) ∈ V y dado que X(v) es arbitrario, se sigue que
Aξ(V) ⊂ V. Además, como V es Aξ-invariante, entonces V⊥ también es
Aξ-invariante.

Definimos W como W = V⊥∩Tv(G.v), y sea y ∈W, entonces Aξ(y) ∈ V⊥
y por otro lado Aξ(y) = −(∇yξ)T ∈ Tv(G.v), por lo tanto Aξ(W) ⊂W.

Sea Y ∈ g tal que Y (v) ∈W, entonces el campo de Jacobi J̄ξ(t) a lo largo
de la geodésica γ(t) inducido por Y , tiene condiciones iniciales J̄ξ(0) = Y (v)
y J̄ ′ξ(0) = ∇⊥Y (v)ξ −Aξ(Y (v)), ambos en V⊥. Por el teorema de existencia y

unicidad de campos de Jacobi, J̄ξ(t) = Y (v) + (∇⊥Y (v)ξ − Aξ(Y (v))), por lo

que J̄ξ(t) ⊥ V.
Sean X1, . . . , Xk elementos de g tales que {X1(v), . . . , Xk(v)} es una

base ortonormal que diagonaliza la restricción de Aξ a V. Entonces J iξ(t) =
(1− tλi)Xi(v) = Xi(v)− (tλi)Xi(v) es el campo de Jacobi relacionado a Xi,
donde λi es el valor propio de Aξ asociado a Xi(v), con i = 1, . . . , k. Como
λi es no nulo, tenemos que

〈J iξ(1/λi), Xj(v)〉 = 〈Xi(v)− (1/λi)λiXi(v), Xj(v)〉 = 0 ∀ i, j.

Tomamos Z ∈ g arbitrario y escribimos Z = X + Y donde X es una
combinación lineal de X1(v), . . . , Xk(v) y Y (v) ∈W. Se tiene que el campo
de Jacobi inducido por Z a lo largo de γ(t) en t = 1/λi es perpendicular a
Xi(v). Como Z es arbitrario, tenemos que Xi(v) ∈ νγ(1/λi)(G.γ(1/λi)) que
es una contradicción a menos que V = {0}.

El siguiente lema será de mucha utilidad.

Lema 4.1.3. Sea gt : S →M , |t| < ε una familia diferenciable de subvarie-
dades totalmente geodésicas de una variedad riemanniana M . Si el campo
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q 7→ ∂
∂tgt(q) es perpendicular a la subvariedad St entonces gt : S0 → St es

una isometŕıa, donde St es S con la métrica inducida por gt.

Demostración. Si γw es una geodésica de S0 que pasa por q, tenemos que

d

dt
〈gt∗q(w), gt∗q(w)〉 =

∂

∂t
〈 ∂
∂s
|s=0gt(γw(s)),

∂

∂s
|s=0gt(γw(s))〉,

por la regla del producto, se sigue que

∂

∂t
〈 ∂
∂s
|s=0gt(γw(s)),

∂

∂s
|s=0gt(γw(s))〉 = 2〈D

dt

∂

∂s
|s=0gt(γw(s)), gt∗q(w)〉

= 2〈D
ds
|s=0

∂

∂t
gt(γw(s)), gt∗q(w)〉,

la última igualdad por el lema de simetŕıa. Ahora, como el campo ηt : q 7→
∂
∂tgt(q) es siempre perpendicular a St, tenemos entonces

D

ds
|s=0

∂

∂t
gt(γw(s)) =

D

ds
|s=0ηt(γw(s)) = Aηtgt∗q

donde A es el operador de forma de St. Por lo tanto, tenemos que

2〈D
ds
|s=0

∂

∂t
gt(γw(s)), gt∗q(w)〉 = −2〈Aηtgt∗q(w), gt∗q(w)〉 = 0.

Entonces 〈gt∗q(w), gt∗q(w)〉 no depende de t y por lo tanto es una isometŕıa
pues g0 : S0 → S0 es la identidad.

A continuación, demostraremos un lema que nos dará condiciones nece-
sarias para que una variedad riemanniana M sea localmente simétrica.

Lema 4.1.4. Sea M una variedad riemanniana con la propiedad de que para
cada p ∈ M , cada transformación de holonomı́a de TpM se extiende v́ıa la
exponencial a una isometŕıa local. Entonces M es localmente simétrica.

Demostración. Recordemos que por el lema 1.1.24, tenemos que M es local-
mente simétrica si y sólo si, dada L : TpM → TqM una isometŕıa local que
preserva la curvatura, entonces hay una isometŕıa φ de vecindades normales
de p y q tal que dφp = L.

Ahora, podemos asumir que el grupo de holonomı́a Hol(p) actúa irre-
duciblemente en TpM . Consideremos L el álgebra de Lie de los campos de
Killing definidos en una vecindad de p ∈ M . Aśı, L(p) será un subespacio
de TpM .
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Dado τ ∈ Hol(p) tenemos que τ(L)(p) ⊂ L(p); si q ∈M está suficiente-
mente cerca de p, tenemos que Hol(q) no fija p en el siguiente sentido: sea
expq(V ) = p entonces para todo τ ∈ Hol(p), se tiene que expq(τ(V )) 6= p.
Entonces L(p) no puede ser trivial y como el grupo de holonomı́a actúa
irreduciblemente en TpM tenemos que L(p) = TpM y por lo tanto M es
localmente un espacio homogéneo.

Sea Np el normalizador en so(n), del álgebra de isotroṕıa de Lie holp de
Hol(p), como M es localmente homogéneo, podemos considerar la función
g : L→ Np, tal que g(X) = d

dt |t=0τ
−1
t (exp(tX))∗p = (∇X)p, donde τt denota

el transporte paralelo a lo largo de la curva exp(tX)p y como las isometŕıas
preservan holonomı́a, se tiene que g(X) ∈ Np.

Si X es un campo de Killing en el álgebra de isotroṕıa Lp entonces como
g(X) = (∇X)p, se sigue que g(X) = X. Ahora, si α ∈ holp, tenemos que
α(p) = 0, es decir, α ∈ Lp, por lo tanto, tenemos las siguientes inclusiones:
holp ⊂ Lp ⊂ Np ⊂ so(TpM).

Consideremos entonces las siguientes descomposiciones:

Np = holp ⊕ (holp)
⊥ Np = Lp ⊕ (Lp)

⊥.

Como holp actúa trivialmente en (holp)
⊥, por lo tanto actúa trivialmente en

(Lp) ⊥, se sigue que Hol(p) actúa trivialmente en N⊥p .
Sea m ' TpM el subespacio complementario Ad(Hol(p))-invariante de

Lp en L, y sea g̃ : m → (Lp)
⊥ la proyección de (Lp)

⊥ de la restricción
g|m. Como Hol(p) actúa irreduciblemente en m ' TpM y trivialmente en
L⊥p , se tiene que g̃ = 0, concluyendo que g(L) ⊆ Lp. Entonces, para todo
v ∈ TpM existe un único X ∈ L tal que g(X) = 0 y X(p) = v; por lo
tanto el transporte paralelo a lo largo de la geodésica exp(tX)p está dado
por (exp(tX))∗, la diferencial de exp(tX). Por el lema 1.1.24, tenemos que
M es localmente simétrica.

Sea M una variedad riemanniana, p ∈ M y sea ρ > 0 el radio de inyec-
tividad en p. Para cualquier v ∈ TpM , definimos a Fv como la familia de
subespacios de TpM tales que, para cada W ∈ Fv, v ∈W y expp(Wρ) es una
subvariedad totalmente geodésica de M localmente simétrica, donde Wρ es
la bola abierta de radio ρ en W .

Con la notación anterior, enunciaremos un resultado que será necesario
para demostrar el teorema de holonomı́a de Berger.

Lema 4.1.5. Sea M una variedad riemanniana, p ∈ M y ρ el radio de
inyectividad en p. Supongamos que dada cualquier v ∈ Ω, donde Ω es un
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subconjunto denso de la bola euclidiana BE
ρ (0), la familia Fv genera a TpM .

Entonces la simetŕıa geodésica sp en p es una isometŕıa de la bola geodésica
Bρ(p) de M .

Demostración. Sea v ∈ Ω, W ∈ Fv. Por la definición de Fv, tenemos que
N = expp(W ∩BE

ρ (0) es una subvariedad totalmente geodésica en M y por
lo tanto contiene a la geodésica γv(t), la geodésica tal que γ′(t) = v.

Tenemos que el operador de Jacobi R(., γ′v)γ
′
v es autoadjunto, por lo que

se tiene que 〈R(X, γ′v)γ
′
v, Y 〉 = 〈R(Y, γ′v)γ

′
v, x〉, para todo X,Y ∈ X(M).

Como N es localmente simétrica, el operador de Jacobi es diagonalizable
en un marco paralelo a lo largo de γv(t). Entonces, para cualquier w ∈ TγvM ,
se tiene que

d

dt
〈(sp)∗γv(1) exp(tw), (sp)∗γv(1) exp(tw)〉 = 2〈D2

t exp(−tw), (sp)∗γv(1) exp(tw)〉

Por la ecuación de Jacobi, el primer término se anula, por lo que (sp)∗γv(1)
es una isometŕıa. Como Ω es denso en BE

ρ (0), se concluye que la simetŕıa
geodésica sp en p es una isometŕıa de la bola geodésica Bρ(p) de M .

4.2. Demostración del teorema 4.0.6

En esta sección demostraremos dos cosas, una primera proposición, en la
cual construiremos una subvariedad totalmente geodésica de M , para des-
pués concluir que esta variedad es totalmente geodésica, aśı como el teorema
de holonomı́a de Berger, el cual será resultado de todos los lemas y teoremas
previos de este caṕıtulo.

Proposición 4.2.1. Sea M una variedad riemanniana, p ∈ M y sea ρ el
radio de inyectividad en p. Supongamos que el grupo de holonomı́a Hol de
M en p actúa de manera irreducible en TpM . Sea v ∈ TpM y νv(Hol.v) el
espacio normal en v de la órbita de holonomı́a Hol.v en TpM . Definimos
Nv = expp(νv(Hol.v) ∩BE

ρ (0)). Entonces, para toda 0 6= v ∈ TpM , se tiene
que:

1. Nv es una variedad totalmmente geodésica de M . Además, el grupo de
holonomı́a Holv de Nv en p está contenido en la imagen del subgrupo
de isotroṕıa conexo (Holv)

◦, bajo la representación rebanada.

2. El grupo de holonomı́a normal Hol⊥ de Hol.v en v actúa por iso-
metŕıas en Nv de la siguiente manera: cualquier g ∈ Hol⊥ es la dife-
rencial de una isometŕıa de Nv, la cual fija a p.
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3. Nv es localmente simétrica.

Demostración. 1. Sea R la familia de tensores de curvatura algebraicos de
TpM , obtenidos v́ıa el pullback en p, dados por el teorema 3.3.18, la cual
genera a hol el álgebra de Lie de Hol. Tenemos que ξ ∈ νv(Hol.v) si y sólo
si 〈hol(v), ξ〉 = 0, si y sólo si 0 = 〈R̄(X,Y )v, ξ〉 = 〈R̄(v, ξ)X,Y 〉 para todo
X,Y ∈ TpM y para todo R̄ ∈ R, por lo tanto R̄(v, ξ) = 0 para todo R̄ ∈ R.

Tomamos otro elemento η ∈ νv(Hol.v), si R̄ ∈ R, por la identidad de
Bianchi (1.1.15) iii), tenemos que R̄(ξ, η)v = R̄(v, η)ξ + R̄(ξ, v)η = 0. Como
los dos términos de la suma se anulan por lo anterior, tenemos que R̄(ξ, η)
pertenece al álgebra de isotroṕıa holv y R̄(ξ, η)νv(Hol.v) ⊂ νv(Hol.v). Se
tiene por lo anterior entonces que

R̄(νv(Hol.v), νv(Hol.v))νn(Hol.v) ⊂ νv(Hol.v)

para todo R̄ ∈ R.
Tenemos entonces que se cumplen las hipótesis de teorema de Cartan

1.1.18; por lo tanto Nv es totalmente geodésica.
Sea Rv una subfamilia de R, obtenida haciendo pullback de los tensores

de curvatura en p de M , pero sólo usando curvas contenidas en la subva-
riedad Nv. El álgebra de Lie de Holv está dada por el conjunto generado
por R̄(ξ, η)|νv(Hol.v) donde R̄ ∈ Rv y ξ, η ∈ νv(Hol.v) = TpN

v. Pero por lo
anterior R̄(ξ, η) pertenece al álgebra de isotroṕıa en v. Esto quiere decir que
el grupo de holonomı́a Holv fija a v. Se sigue entonces que el álgebra de Lie
de Holv está contenido en la imagen del álgebra de isotroṕıa holv de Hol en
v, bajo la representación rebanada, como queŕıamos demostrar.

2. Sea v ∈ TpM y c una curva c : [0, 1] → Hol.v tal que c(0) = v,
y sea τ⊥t el transporte paralelo en la conexión normal a lo largo de c|[0,1].

Entonces gt : νv(Hol.v) ∩ BE
ρ (0) → M definida por gt = expp ◦τ⊥t es una

familia suave de subvariedades totalmente geodésicas. Queremos demostrar
que el campo Xt = ∂

∂tgt es siempre perpendicular a Nv. Como c(0) = v,
podemos reemplazar todas las v por c(t) y analizar el caso donde t = 0.

Vamos a calcular X0(ξ), donde ξ ∈ νv(Hol.v) ∩ BE
ρ (0). Sea γξ(s) una

geodésica en M , entonces X0(sξ) es un campo de Jacobi a lo largo de esta
geodésica, con condiciones iniciales X0(0) = 0 y X ′0(0) = ∇⊥0 ξ−Aξ(c′(0)) =
−Aξ(c′(0)), donde ∇⊥0 ξ se anula pues es la derivada covariante normal, y A
es el operador de forma de Hol.v.

Ambas condiciones iniciales son perpendiculares a TpN
v = νv(Hol.v), y

como ξ es arbitrario, X0 es siempre perpendicular a Nv. Por el lema 4.1.3,
gt : Nv → N c(t) es una isometŕıa. Tomando lazos arbitrarios en Hol.v, por
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v, por el inciso anterior y por 3.4.4 obtenemos que el grupo de holonomı́a
normal actúa por isometŕıas en Nv. Por lo tanto τ⊥0 ∈ Hol⊥, y se sigue que
exp ◦τ⊥ es una isometŕıa.

3. Sea v ∈ TpM y sea c(t) una curva en Nv tal que c(0) = p. El transporte
paralelo τc(t) en M a lo largo de c(t) manda el grupo de holonomı́a Hol(p)
de M en p al grupo de holonomı́a Hol(q) de M en q = c(1) y por lo tanto
manda de manera isométrica Hol(p).v en Hol(q).(τc(t)(v)). Por lo tanto,

τc(t) : TpN
v → TqN

τc(t)(v) está bien definida.

Como Nv es totalmente geodésica, se sigue que TqN
τc(t)(v) = TqN

v,

por lo que Nv y N τc(t)(v) coinciden en una vecindad de q. Entonces cada
transformación de holonomı́a de Nv en q se extiende v́ıa la exponencial
a una isometŕıa local, y por el lema 4.1.4, se sigue que Nv es localmente
simétrica.

Ahora tenemos todas las herramientas necesarias para demostrar el teo-
rema 4.0.6.

Demostración del teorema de holonomı́a de Berger. Sea p ∈ M y sea O el
conjunto de puntos regulares de TpM . Entonces O es abierto y denso.

Como el grupo de holonomı́a es no transitivo en la esfera, por el lema
4.1.2, dado v ∈ O existe γξ(t) = v + tξ en el espacio normal de Hol.v en v
que no pasa por el origen, tal que los espacios normales de órbitas de Hol
por puntos de γξ contienen a v y generan a TpM . Se satisface entonces las
hipótesis del lema 4.1.5, tomando como Fv = {νγξ(t)(Hol.γξ(t))} y por la
proposición 4.2.1, se sigue que M es localmente simétrica en p.
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