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presencia de irnpure1.as y defectos estructurales, así corno por las vibraciones de la red 

cristalina, provocando que dichos electrones desvíen su trayectoria, lo que resulta en la 

aparición de resistencia eléctrica finita en el sólido. En pmticula r , la interacción entre un 

electrón y una onda de vibración atómica provoca un cambio en la masa del electrón, 

produciendo una cuasipartícula denominada polarón; a esta ú ltima se le atribuye las 

deformaciones provocadas en la red del sólido debido al movimiento de los electrones a l 

pasar a través de la red como se muestra en la Figura 1.4. De hecho, un fuerte 

acoplamiento entre un electrón y las ondas vibl"acionaJes genera una a lta resistencia 

eléctrica en el estado normal de conducción, sin embargo, este acoplamiento podría 

producir el fenómeno de superconductividad con una mayor temperatura crítica, como se 

verá en la sección 2.3. 

Figura 1..3. Reprcsen¡,adón de una onda de 
espín, magnón, que se propaga en un material 
ferromagnético. Se aprecia la. desorientación de 
los momentos magnéticos. 

F igura 1.4. Esquema. de un po];'lrÓn. El 
elect.rón, representado por un círculo con 
líneas punteadas en el centro, despla;-;a 
los iones del cristal de sus posiciones de 
equilibrio. 

Otra excitación elemental colediva apare<.~e al considerar la variaciÓll espacial de la 

densidad de electrones que se mueven con respecto a los iones positivos en un sólido, 

provocando que la dist ribución espacial de carga en el cristal no sea neutra localmente. 

A su vez, existen campos restitutivos que tienden a "jalar" a los electrones a su posición 

original , provocando que la densidad de carga de los electrones oscile y a ésta se le 

conoce como oscilación de pla.<;ma (gas ionizado). SUB modos normal€.<) de oscilación se les 

denominan pla.')mones. 

En resumen, las excitaciones elementales son cuantos que permiten describir los 

primeros estados excitado..., de un sistema macroscópico y además puede introducirse en 
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Capítulo 2 

FORMACIÓN DE PARES 

Uno de los fenómenos más fascinantes en la Física del Estado Sólido es la 

supercondudividad. El modelo microscópico ampliamente aceptado para su 

entendimiento es la teoría propues t.a por JOllh Ba.rdcetl, Lcoll Cooper y Robe!" t Sch rielTer 

(BeS) desarro ll ada en 1957. D ieha teoría se b~lsa en los pares de Cooper que consist.en 

en dos electrones interactua,lltes atractivamente mediante el in tercambio de bosones, por 

ejemplo fonones vir tuales. 

EH la primera sección de este capítulo se presenta la teoría desarrollada por Coopcr 

mostrando que al coJocar dos electrones cxt rM COll interacción atractiva sobre la 

supcrricic de l"crmi , éSLOS forman un estado ligado con energía menor 11 la de Pcnni. 

Dichos electrones fuertemente correlacionados hoy en día se conocen como pares de 

Coopero El formalismo del campo medio -discutida en el capít ulo lU1o- puede extenderse 

a pares de electrones, como se verá en la segtU1da sección. Asimismo, se presentará la 

~coría BeS para supercond uctores convencionales con brecha superconduc~ora isotrópica 

y pares de Cooper con espín singulctc, como se llluest ra en la Figura 2."1. 

Figura 2.1. Esq uema de la. formación de pares de Cooper en el espacio real donde cada 
electrón se representa por UII círculo con la t1e<.:ha interna indicando la orientación de su espÍlI 
y la flecha. externa Sil moment.o lineal. LM líneas punteadas muestran la asociación entre dos 
electrones formando un estado singu lctc y las cinco líneas paralelas representan la onda plana 
¡)Súcj¡vh\ a cada elecLrón. Los círculos a:l.ules indican eledronús no apareados. 
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En la Figura 3.3 se presentan la parte (a, a') real y (b, b') imaginaria de los 

parámetros , así CorIlO (e, e') la energía total de la solución ele Riehardson como 

función de la interacción electrón-electrón V, para el caso de 5 pares en 10 niveles 

energéticos (a-e) sin y (a'-e') con degeneración. Para el caso con degeneración, los pares 

tienen energía. en ausencia de interacción electrón-electrón de y 

En otra" palabra", el sistema se encuentra en su estado ba"e tanto para el ca"o con 

degeneración corno para el caso sin degeneración. 

Corno se observa en el recuadro de la Figura 3.3(a'), las pares colectivos 

cuasidegenerados se asocian rápidamente en el rango de interacciones débiles (- ), 

en contra'ite al caso no degenerado (- ). Además, las soluciones que se asocian 

son números complejos conjugados, corno se muestra en la.s Figuras 3.3(b) y 3.3(b'). De 

forma que la energía total es una cantidad real. 
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Figura 3.3. (a, a') Parte real [Re(Ri)], (b, b') parte imaginaria [Im(Ri)] y (c, e') la 
energía total de la solución de R.ichardson corno función de la interacción atractiva 
electrón-electrón (V) para un sistema de 5 pares en 10 niveles energéticos (a-e) sin y 

(a'-e') con degeneración. 

En la Figura 3.4 se muestra la energía total para los sisterna" de la Figura 3.3 con y 

SlIl degeneración. Nótese que para el caso de un estado degenerado equidistante la 

asociación ele los pares colectivos a distintos valores de interacción electrón-electrón, no 

cambia la energía total del sistema. En la Figura 3.5 se muestra otra compaJ'ativa elel 

sistema con y sin degeneración donde adernás se presenta un tercer ca"o en el cual 
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Figura 3.5. (a, a', a") Parte real [Re(R,)], (L, 1', L") parte imaginaria [Im(R¡)] y (e, e', e") 

la energía total de la solución de IUchardson como función de la int.eracción atractiva 

electrón-electrón (V) para un sistema de 5 pares en 10 niveles energéticos (a-e) sin y (a'-c', 

a"-e") con degeneración. 

Repulsión Cuántica 

A continuación analizaremos los efedos del número total de niveles en las soluciones de 

Richardson. Consideremos un sistema de 30 pares en el estado base con 40 y 100 niveles 

de energía, CorIlO se muestra respect.ivamente en la Figura 3.5(a) y 3.5(b). 
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decrecen con nmyor r apidez para el ca.'-¡o de 100 niveles, en cOInpm'aci6n con aquellas 

dd ca.<';() de 40 lüvdcs. Est.e hecho cOIHlucc a Ull cOlllport.amicllt,o g-lohal en la energía 

total del sistema, COlT10 8C lTmc8tra en la Figura 3.7 para un 8istcma de 30 pares en el 

eSLado base con "lO, 50, no, 70, 80, 90 ,v 100 niveles. 
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Figura 3.7. Energía. total ( para un sistema de 3D pares de 

electrones ell el esta,do base versus la. intera,cción atractiva eledrón­

elecf,dm (1/") para distintos llúlIlerm, de n iveles COlno se illdica en !;-1 

F igura 8.6. 

En la Figura. 3.7 se puede observar que la separación entre curvel.S va. disminuyendo, 

el cllal sngiere quc en el límite cnl\.IHlo el número de niveles tiende a infinito la curva d(~ 

cncrgía sc acerca asintóticamcntc a un comportamiento límitc. 

Estado Base y Estados Excitados 

Ha.c;t.a aquÍ , hemos estudiado únicamente los estados bas e (le la soluci(¡n de Richanlson. 

En general) a telnperatura finita los pares pueden ocupar estados excitadof:L Estas 

configuraciones excitada.s de pares colectivos podrían conducir a nuevas reghlS de 

asociaci(¡n entre dichos pa.rcs. Un ejemplo de e.<.;ta.c; config'unu:iones se presenta en la 

Figura 3.8, donde los estados excitados se indican por líneclS rojas. 
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Asociación de Pares 

El fenómeno de asociación de pares colectivos puede pensarse físicamente como cuatro 

electrones interactuando o un cúmulo de cuatro electrones, lo que llmnmnos en esta tesis 

bipar. Formalmente, denominamos asociación de pares colectivos al fenómeno que ocurre 

cuando dos de los parámetros , soluciones de las ecuaciones de Richardson, se 

convierten en números complejos conjugados. Ademús, dado que cada parámetro 

representa un par colectivo la asociación entre éstos puede interpretarse como un 

apareamiento entre pares de electrones. De forma que este nuevo bipar colectivo debe ser 

un cúmulo de cuatro electrones. 

Es importante mencionar que dicha asociación es mucho más compleja de lo que 

hemos presentado en las Figuras anteriores. Un ejemplo de esta complejidad se muestra 

en la Figura 3.9, donde se presenta la parte real de obtenidas de las ecuaciones de 

Richardson para un sistema de 20 pares y 40 niveles de energía equiespaciados. Los 

primeros 14 pares de este sistema se colocaron en los niveles de menor energía permitidos 

por el principio de exclusión de Pauli y los últimos 6 pares se colocaron en los niveles 

con energía sin interacción de y . Cabe mencionar que la 

Figura 3.9 reproduce los resultados reportados en la referencia [Sierra, 20041; hecho que 

verifica la funcionalidad del progTama desarrollado. 
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Figura 3.9. Parte real [Re(R;)] de R, ve la interacción (V) para 

un sistema en un estado excitado de 20 pares y 40 niveles. 
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En la Figura 3.9 puede observarse que la segunda y tercera lineas roja.s (ele arriba a 

abajo) se intcrscctan pero no se a.':>oeian, lo cual sugiere que el fcnónlcno de asociación 

sólo ocurre entre dos pares colectivos. Adelná..s, la tercera línea roja incrernellta. corno 

función de la inLemcción elecLrón-elecLrón (V), el cual puede deberse a la repulsión 

ClHintica similar a lo ocurrido en la Figura 3.6. 

Otro ejelllplo de estados excitados en un sisterna con un núrnero reducido de niveles 

se nluestra en la Figura 3.10, donde se observa que la asociación y re-asociación entre 

pares colectivos podría rnodificar la concavidad de la curva de energía. 
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Figura 3,10, Parte (al real [Re(R,)] y (b) imaginaria [Im(R,)] de fl;, 

así corno (e) la energía total VH la interacción (V) paTa un Histerna, 

excitado de 11 pareN y 14 lüvcles. 

Tiempo de Cómputo 

Dado la ausencia, hasta la, fecha de una solución analítica general del problema cuántico 

de lnuchos cuerpos, dicho problmna se analiza nUlnóricanleIüe. Una de las liIlütaciones 

Ill<hr..; illlportantes e,r..; el tieIupo ele CÚIuputO. En esta tesis se presenta un análisis elel 

tiempo de cómputo al obtener la energía total del sistema mediante las ecuaciones de 

Richardson. 

En la Figura 3,11 se presenta una gráfica elel tiempo ele cómputo contra el número 

de pares lnanteniendo el ntunero de niveles equiespaciados COIno el doble del utunero de 
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pares. El cálculo numérico se realizó en la supercomputadora HP CI'Uste'{' PlatfO'f'Tn 

3000SL "l\!li~tli" ubicada en la Dirección General de Cómputo y de Tecnologías de 

Información y Comunicación (DGCTIC) de la UNAM, la cual se basa en procesadores de 

Intel E5-2670 con 8 Cores por procesador y una memoria RAM de 64 GB por nodo de 

dos procesadores. De los cuales se utilizó únicamente un sólo Cun, Imm el estudio del 

tiempo de cómputo, ya que el progTama presentado en el apéndice B no se encuentra 

paralelizado. 
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Figura 3.11. Tiempo computacional contra número de pares ejecutado 

en la supercomputadora "Miztli" de la UNAM. 

Obsérvese en la Figura 3.11 un crecimiento en forma de potencias del tiempo de 

cómputo como función del número de pares. Para determinar dicha potencia, se realizó 

un análisis lag-lag presentado en el recuadro de la Figura 3.11, en el cual se observa una 

pendiente de 2.3 con una precisión ( ) de ajuste de 0.99. Cabe mencionar que el 

tiempo de cómputo para resolver la ecuación de Schródinger estacionaria mediante 

diagonalización de matrices crece corno para un sistema formado por una sola 

partícula y N estados disponibles sin simetría. Por lo que la potencia obtenida de 2.3 

para un problema de muchos pares es significativamente menor que haberlo reali~ado 

directamente mediante diagonalización. 

45 

pares. El cálculo numérico se realizó en la supercomputadora HP CI'Uste'{' PlatjO'f'Tn 

3000SL "l\!li~tli" ubicada en la Dirección General de Cómputo y de Tecnologías de 

Información y Comunicación (DGCTIC) de la UNAM, la cual se basa en procesadores de 

Intel E5-2670 con 8 Cores por procesador y una memoria RAM de 64 GB por nodo de 

dos procesadores. De los cuales se utilizó únicamente un sólo Cun, Imm el estudio del 

tiempo de cómputo, ya que el progTama presentado en el apéndice B no se encuentra 

paralelizado. 

450 

~ 
100 t=n' ·3-1.0 • 

o • 
:; 300 • 
a. 10 • E • '0 • ü • Q) 
'O • 
o 10 • a. 150 •• E •• Q) 

i= •• •• • 
•• •••• 

O 
O 10 20 30 

Número de Pares 

Figura 3.11. Tiempo computacional contra número de pares ejecutado 
en la supercomputadora "Miztli" de la UNAM. 

Obsérvese en la Figura 3.11 un crecimiento en forma de potencias del tiempo de 

cómputo como función del número de pares. Para determinar dicha potencia, se realizó 

un análisis lag-lag presentado en el recuadro de la Figura 3.11, en el cual se observa una 

pendiente de 2.3 con una precisión ( ) de ajuste de 0.99. Cabe mencionar que el 

tiempo de cómputo para resolver la ecuación de Schródinger estacionaria mediante 

diagonalización de matrices crece corno para un sistema formado por una sola 

partícula y N estados disponibles sin simetría. Por lo que la potencia obtenida de 2.3 

panl, un problema de muchos pares es significativamente menor que haberlo reali~ado 

directamente mediante diagonalización. 



 

 

 

 

iR

 



†
†

ˆ
ˆ

2j

j

b
B

R



 k

k k

ˆ
ˆ

2j

j

b
B

R 



 k

k k

† †

†
† †

,

ˆ ˆ ˆ ˆ, , 0

ˆ ˆ1 21 ˆ ˆˆ ˆ, ,
(2 )(2 ) (2 )(2 )

i j i j

i j

i j i j

B B B B

b b
B B b b

R R R R   
 

 

    
   


    

      
  k k

k k

k k kk k k k

†
† †

† † † †

ˆ ˆ1 21ˆ ˆ ˆˆ, ,
2 2

1ˆ ˆ ˆˆ, , 0
2

j

j j

j

j

b b
b B b b

R R

b B b b
R

 





 



 


    
    

    
   





k k
k k k

k k k

k k k

k k

† † †
† † † † † †

ˆ ˆ ˆ ˆ21ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ, , ,
2 2j

j j

b b b b
b b B b b b b b b

R R 
 

    

  


       
      

 k k k k
k k k k k k k k

k k k

k k

†
† †

ˆˆ ˆ ˆ,
2j

j

b
b b B

R
  
  

k
k k

k



1
† † † †

11 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,
N i NN

U i k U i j

ii k j i

H B B H B B


   

  
      

   
  

† † † †
† † † † †

,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, 2 , , 2
2 2U i i i

i i

b b b b b
H B b b B V b b B V

R R
 

 
 



  

 
                  

   k k k k k
k k k k k k

k k k k kk k

†b̂ kk

† †
† † †

,

ˆ ˆ ˆ21ˆˆ ˆ ˆ, 1
2 2U i i i

i i

b b b
H B R B b V V

R R 
 

  

 
          

   k k k
k

k k k kk k

† 1 †ˆˆ (2 )i jB R b   k kk

† †1
† † † †

11 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ2 2ˆ ˆ ˆ ˆ, ,
2 2

N l NN

l h l j

ll h j li i

Vb b Vb b
B B B B

R R 



   

     
    

         
    k k k k

k kk k

† †† †
,†

,

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ2 (1 2 )2 2ˆ,
2 (2 )(2 ) (2 )(2 )l

i i l i l

V b b bVb b Vb
B

R R R R R



    

 

 

  
  

      
  

k k k k kk k k

k k k kk k k k k

† †† † † †
†

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2ˆ, 2
2 (2 )(2 ) 2 2

i l
l

i i l i l i l i l

B BVb b Vb b bV
B V

R R R R R R R R R    

    
                 

  k k k k k

k k kk k k k k

† †† 1
† † †

11 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ2 ˆ ˆ ˆ, 2
2

N l NN
i l

l h j

ll h j ii i l

B BVb b
B B V B

R R R



   

     
     

        
   k k

k k

† †† † 11 1
† † † † † †

1 , 1 11 1 1 1 1

ˆ ˆˆ ˆ ˆ2 ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0 2 0
2

ji N i NN N N
i j

l j l h q

i i j il j i l h i q ji i j

B BVb b b
B B B b B V B

R R R

 
 

          

        
                 

        k k k
k

k k kk

†
†

1

ˆ ˆ2ˆ 0 0
2

N

l

l i

Vb b
B

R




 k k

k k

† †1 1
† † † † †

1 , 1 11 1 1 1

ˆ ˆ ˆ2 2 ˆˆ ˆ ˆ ˆ0 0
2

i N i NN N N

l j l j

i i ll j i l j ii i l
l i

Vb b b V
B B B b B

R R R

 
 

       


    
   

     
      k k k

k

k k kk



†† 1 1 2 1 1
11

† †
2 2

1 2 2 2 2

† †

1 2

1 1 1
2 2 2 ˆˆ

1 1 1 ˆˆ
2 2 2

ˆ ˆ
1 1 1

2 2 2

N

N

N N

N N N N

R R R
bB

B b
R R R

B b

R R R

  

  

  

 
   

    
    
    

       
    

    
    

    

†b̂
k

† †B Ub

†
B U

†
b

U

 

 

2
2

1

1

1 1,  1, ,             
(2 )

1 0,   , 1, ,
(2 )(2 )

N

i

j j i

N

j j i j k

A i N
R

i k N
R R



 







   


   
  





†ˆ 0jB

iA
†ˆ 0iB





















Theory of 
Superconductivity

On a New Method in the Theory of 
Superconductivity,

Experimental Observation of Thermal Fluctuations in 
Single Superconducting Pb Nanoparticles through Tunneling Measurements,

Exact Solutions for Pairing Interactions

Superconductivity in Ultrasmall Grains: 
Introduction to Richardson’s Exact Solution of Discrete Energy Levels in Ultrasmall 
Metallic Grains

Spectroscopy of Discrete Energy Levels in 
Ultrasmall Metallic Grains

Theory of the Superconducting State. I. The Ground 
State at the Absolute Zero of Temperature

Superconductividad Anisotrópica en los Formalismos de 
BCS Generalizado y de Bogoliubov-De Gennes



Electronic Specific Heat of s-, p- , 
and d-wave Superconducting States

Room-
Temperature Bose-Einstein Condensation of Cavity Exciton-Polaritons in a 
Polymer

From opne to N Cooper pairs, step 
by step

Naturaleza Bosónica y Condensación de Pares de 
Cooper Colectivos

Bose-Einstein Condensation of Collective 
Electron Pairs

A Restricted Class of Exact Eigenstates of the 
Pairing-Force Hamiltonian

Exact Eigenstates of the 
Pairing-Force Hamiltonian

Numerical Study of the 8-32 Particle 
Eigenstates of the Pairing Hamiltonian

The Elementary Excitations of 
the BCS Model in the Canonical Ensemble

Notas del Curso: Quantum Field Theory, 

Comments on the Theory of Superconductivity


	Portada
	Resumen
	Contenido
	Introducción
	Capítulo 1. Problema Cuántico de Muchos Cuerpos
	Capítulo 2. Formación de Pares
	Capítulo 3. Multipares Correlacionados
	Conclusiones
	Apéndices
	Referenicas

