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Resumen

Esta tesis tiene como objetivo estudiar la solucion propuesta por R. W. Richardson para
el hamiltoniano de BCS, la cual establece una forma de transformar dicho hamiltoniano
de N pares de electrones a un problema de N ecuaciones algebraicas no lineales y
acopladas. Experimentos recientes en superconductividad de granos ultra pequenos han
demostrado que en sistemas de baja dimensionalidad y altas temperaturas las
predicciones del campo medio difieren significativamente respecto a los resultados
experimentales. Por esto surge la importancia del formalismo de Richardson para
estudiar sistemas con un numero reducido de grados de libertad mas alla de la

aproximacion de campo medio.

En esta tesis se presenta un método general para obtener las ecuaciones de
Richardson para un sistema de N pares de electrones y M niveles de energia. Asimismo,
se presenta la solucion analitica de dichas ecuaciones para un sistema de dos pares y dos

niveles de energia.

Dado la forma de las ecuaciones de Richardson, es complicado obtener una solucion
analitica general, ain para sistemas con un ndmero reducido de pares. Por lo que se
desarrolld un software para el analisis numérico de dichas ecuaciones, con el cual se

investigd el comportamiento de los parametros R, y de la energia total del sistema.

Los resultados muestran que el problema de muchos pares presenta un fenémeno de
formacién de bipares colectivos que permite cruzar las barreras del nivel de menor
energia mas proximo con el fin de reducir la energia total del sistema. Ademas, el estudio
del comportamiento de los bipares sugiere una fuerte codependencia entre los pares
colectivos que forman dicho bipar. Por otro lado, el anéalisis del ntimero de niveles de
energia revela una clara repulsion cuantica y apunta a la existencia de un
comportamiento limite cuando el ndmero de niveles tiende a infinito. Asimismo, la
transformacion de Richardson tiene como consecuencia que el tiempo de cémputo en
funcién del ntmero de pares disminuya significativamente en comparacion con el tiempo
de diagonalizacion directa de matrices que se deriva de la ecuacién de Schrodinger de
muchas particulas. Por lo que las ecuaciones de Richardson si representan una
simplificacion para encontrar la solucién numérica del problema con interaccion electron-

electron constante.
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Introduccion

La superconductividad en sistemas cuanticos confinados ha sido materia de investigacion
durante las tltimas décadas. Sin embargo, resultados recientes impulsados por
desarrollos tecnolégicos han llamado de nuevo la atencién en este campo. Pues se sabe
que mientras la dimensién del sistema se reduce mas all4 de la longitud de coherencia
superconductora, aparecen desviaciones en el comportamiento predicho por la
aproximacion de campo medio debido a fluctuaciones cuanticas y térmicas, afectando la
transicion superconductora. Particularmente, en un superconductor con todas sus
dimensiones menores que la longitud de coherencia, los efectos de fluctuacion conducen a
un régimen critico que pueden observarse a través de mediciones en nanoparticulas
individuales superconductoras. Los experimentos muestran que en efecto existe
desviacién de los resultados medidos con respecto a los predichos por BCS al estudiar

nanoparticulas pequenas alrededor de 13 nm de didmetro [Brihuega, 2011].

En esta tesis se presenta un estudio mas alla de la aproximacion de campo medio del
problema de N pares electrénicos basado en la solucién propuesta por el fisico R. W.
Richardson al estudiar la formacién de pares dentro del nicleo atémico [Richardson,
1963). El encontré una transformacién que convierte la ecuacion de Schrodinger para el
hamiltoniano de pares con interacciéon constante, a un problema de ecuaciones
algebraicas no lineales acopladas. A este conjunto de ecuaciones se les conoce con el

nombre de la solucidon de Richardson.

El primer capitulo de esta tesis estd dedicado a discutir las bases necesarias para
abordar el problema de muchos cuerpos dentro del formalismo de la segunda
cuantizacién. Ademds, se presentan las excitaciones colectivas que aparecen con mayor
frecuencia dentro del estudio de los sélidos para describir los estados excitados cercanos
al estado base. Como ejemplos de dichas excitaciones colectivas, se presentan los
fonones, magnones, plasmones, polarones y polaritones. Una de las aproximaciones mas
utilizadas en el problema de muchos cuerpos es la de campo medio, el cual reduce el
problema de muchas particulas interactuantes a un problema de una sola particula
inmersa en el campo producido por todas las demas. Dicha aproximacion se discute al

final del capitulo.

El segundo capitulo estd dedicado al estudio de la formacién de pares electrénicos,

también conocidos como pares de Cooper. El capitulo inicia con el problema que resolvio
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Leon Cooper, en el cual se demuestra que la superficie de Fermi es inestable ante una
interaccion atractiva entre electrones, formandose asi un estado ligado de un par de
Cooper. Para que la interaccion entre electrones sea atractiva se emplea el modelo de
interaccion electréon-electrén via fonén propuesto Frohlich en 1950. Por otro lado, se
presenta la aproximacion de campo medio para pares de Cooper, considerando uno de
ellos inmerso en un campo promedio de las demés particulas. Partiendo de un
hamiltoniano escrito en dicha aproximacién, en la dltima seccién del capitulo se discute
la teoria BCS usando la transformacion unitaria de Bogoliubov-Valantin, con la cual se

obtiene la ecuacion para la brecha superconductora.

Finalmente, en el tercer capitulo se presentan los resultados tanto analiticos como
numéricos basados en las ecuaciones de Richardson. El capitulo comienza con la
deduccion de las ecuaciones de Richardson para uno, dos y N pares en M niveles de
energia. En particular, se obtuvo una solucién analitica para el caso de dos pares de
Cooper y dos niveles de energia. En la dltima seccién, se presentan los resultados
numéricos obtenidos al resolver las ecuaciones de Richardson variando el nimero de
pares, el niimero de niveles energéticos, la degeneracién del sistema y la configuraciéon de
los pares. Asimismo, se analiza el escalamiento del tiempo de computo con el tamano del

sistema de muchos pares.



Capitulo 1

PROBLEMA CUANTICO DE MUCHOS CUERPOS

Uno de los grandes retos en la Fisica es resolver en forma exacta el problema de muchos
cuerpos interactuantes. Dicho problema se traduce en el caso cuantico a encontrar la
funciéon de onda para un sistema de N particulas, dado un hamiltoniano tipicamente de
la forma [Fetter, 2003]

A

H=ST(r)+

i=1

N | =

_ZN:V(ri,rj). (1.1)

Similar a su contraparte en la mecéanica clasica, este problema no ha logrado hasta la
fecha resolverse satisfactoriamente cuando la energia cinética es comparable con la
energia potencial en la ecuacién (1.1).

En este primer capitulo se introduce el lenguaje natural que se utiliza para describir
un sistema formado por muchas particulas, conocido también como el formalismo de la
segunda cuantizacion, asi como el concepto de las excitaciones elementales en soélidos.
Dado que no se ha encontrado solucion exacta para el problema de muchos cuerpos, el
método aproximado maés utilizado es el de campo medio discutido en la segunda seccién,
que analiza la interaccion que experimenta una particula debido a la presencia de las
demés, es decir, considera dicha particula inmersa en un campo promedio producido por
las restantes como se muestra en la Figura 1.1. Al final del capitulo se presentan
explicitamente algunos formalismos de campo medio para abordar el problema de

muchos cuerpos.
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Figura 1.1. (a) Esquema de 18 particulas interactuantes y (b) una
particula representante inmersa en el campo medio (fondo gris) producido
por las particulas restantes.



1.1. Formalismo de la segunda cuantizacion

En la mecanica cuantica tradicional, los espectros de algunas observables representadas
por operadores hermiticos se encuentran cuantizados, tales como la energia y el momento
de una particula confinada en una regién espacial. La segunda cuantizacion es una
descripcién cuantica de un campo, entendiendo este ultimo como una cantidad definida
para cada punto del espacio y tiempo [Tong, 2006]. Por ejemplo, el campo
electromagnético y el campo vibracional de los sélidos pueden describirse dentro del
formalismo de la segunda cuantizacion a través de las cuasiparticulas llamadas fotones y
fonones, respectivamente. Actualmente la mecanica cuantica de muchos cuerpos se
encuentra formulada en términos de la segunda cuantizacion, basada en la
representacion del ntmero de ocupacion asi como en los operadores de creaciéon y
aniquilacion. La idea de dicha representacion parte de que la funcién de onda de muchas
particulas siempre puede expresarse como una combinacién lineal de productos de
funciones de onda de una sola particula, por ejemplo a través de la suma de
determinantes de Slater para el caso fermiénico [Bruus, 2004].

El problema de muchos cuerpos dentro del lenguaje de la segunda cuantizacion se
aborda expresando el nimero de particulas presentes en cada uno de los orbitales, es
decir, estados de una sola particula. En otras palabras, el estado de N particulas esta
dado por

n,.N,.n, ), (1.2)

donde n, es el nimero de particulas que se encuentra en el estado v, y > n, =N.
i Vi I

Ademas, se define el operador de nimero de ocupacién A, que cuenta el ntmero de

particulas que se encuentran en el estado v,, es decir,

n

Vi

nnn->nv

V2 vy vy

n,,n, ,n >, (1.3)

i L 2

con

0,1 fermiones
, = (1.4)

0,1,2,... bosones

Al espacio generado por estos estados se le conoce con el nombre de espacio de Fock (F)

que puede definirse como la suma directa

F=FEDEDED--- (1.5)

V2,0 v’

donde %, es el espacio generado por los vectores de |n ,n, ,n > con Zvi n,=N.

Ademas del operador de ntmero, dentro del formalismo de la segunda cuantizacion, se

introducen dos operadores que permiten “crear” y “destruir” particulas en los estados de
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una sola particula v;, conocidos como operadores de creaciéon y aniquilaciéon, como se

muestra esquematicamente en la Figura 1.2. Es importante realizar una distincion entre
fermiones y bosones destacando la simetria y antisimetria de la funcién de onda,
respectivamente. Para el caso bosénico se tiene que

nVI’nvz,...’nvj,...,n‘/i’...>. (16)

nVI,nVZ,...,nVi’...,nvj,...>=

Entonces, el operador bosénico de creaciéon, como su nombre lo indica, coloca una

particula en el estado v; de forma que [Bruus, 2004]

nVI7nv27'..9nvi5..'>:’\¢1+nvi

Analogamente, el operador bosénico de aniquilacion retira una particula del estado v, ,

O
b,

n .n

V2 v,

..’nv.+1’...>. (17)

~

b,

Vi

nvl’an’“"an"”>: r]vi nVI’nVZ,...’an_l’...>_ (1.8)

De hecho, este operador es el adjunto del operador de creacion,

~ Nt T
bvi :(bvi ) * (19)
L ] L]
[ ] [}
[ ] [ ] L ] [ ] [ ]
V. V, V, V. V
) .
) .
L] L] [}
| | Vi ; Vi # Vi !
1V, Vv, v, 1V, 1V,
V1 V1 ; Vl 4_ V1 # Vl +
|0) bfllo) bf’3|1"1’01'1’0"3’-“> Z71%’1|1"1’O"1’1"3’-“> b1’1|2"1’01’1’1"s’-“>

Figura 1.2. Esquema de la forma en que operan los operadores de creacién y aniquilacion en
el formalismo de la segunda cuantizaciéon. Empezando en el estado vacio, primero se crea una
particula en el estado v, y luego otra en el estado v,. A partir del dltimo estado se crea otra
en el orbital v, para luego ser aniquilada. Finalmente resulta el estado con dos particulas, una
en el estado v, y la otra en el estado v;.

De lo anterior, se tiene que estos dos operadores forman un algebra dada por las

siguientes reglas de conmutacion

[b].6] |=0, |b,.b, |=0, [b,.B]]=5,,, (1.10)
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donde [A,BJ%&B-BA es el conmutador de los operadores A y B. A partir de las
relaciones (1.7) y (1.8) se tiene que B‘I Bvi es el operador de nimero A, .

Para el caso fermionico, sucede algo parecido, solo que ahora la funcion de onda ante
el intercambio de numeracion de las particulas debe ser antisimétrica. De forma que,

V2,2 Vi nvl9nv29"'7nvj:17'"anvizla"'>~ (111)

n.,n ,---.N :1’...’nvj:1,...>:_

Introduciendo los operadores de creacién y aniquilacién fermionicos, éI y €, ,
I 1

respectivamente, se obtienen las relaciones similares a (1.5) y (1.6) con distintas
constantes de normalizacion

At
¢

nVI’nvz’...’nvj,...>= 1-n

nvl’nvz’.”’nvi’“.>: ’n‘/i

donde el operador de aniquilacion es el adjunto del de creacion. Los operadores

--,n +]’...>

(1.12)
¢

Vi

3
nV],nvz’...,nVi_L...>

fermionicos obedecen las reglas de anticonmutacién dadas por

fereit=0 {66, 1=0, {e.¢ =5, . (1.13)

donde {A,B} =AB+BA es el anticonmutador de los operadores A y B. Por lo tanto,

para el caso de particulas con espin semientero los estados no estan determinados
Unicamente por el nimero de particulas presentes, sino que el signo depende del orden en
que se encuentran dichos estados. De (1.13) se sigue

(¢)=0. (¢,)=0, (1.14)

que recupera el principio de exclusion de Pauli para fermiones. En resumen, hay sélo dos

formas en la mecanica cuantica para describir particulas indistinguibles:

BI6! 6! B =0
b,b, —b b =0
Bosonesy ' (1.15)
6,6 BB, =5,
n, =0,1,2,
y
éjiéjj +é:j ¢l =0
¢, +¢ ¢ =0

Fermiones (1.16)
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En general los operadores del hamiltoniano (1.1) pueden expresarse en términos de
los operadores de creacion y aniquilacion. Por ejemplo, el operador de una sola particula

puede expresarse como
r_ - AT A
T=>(w[T|v)ele, - (1.17)
VisVi
De forma que para el caso de operadores de dos particulas, como el operador de
interaccion electréon-electron se expresa como

V=2 3 (v

VioVi VoY

Vv

Vi) €6 €, € (1.18)

iV

Ademés, dadas las bases {vi} y {17,} de un sola particula. Se puede ver que los

operadores de creaciéon y aniquilacién entre una base y la otra, se relacionan como
[Bruus, 2004]

' . (1.19)

Hasta el momento se ha considerado que las particulas del sistema son las mismas,
ya sean bosones o fermiones, pero tinicamente de una sola especie. La técnica de segunda
cuantizaciéon puede extenderse para el caso de un sistema formado por distintas
particulas considerando un estado cualquiera como el producto externo de estado de un

solo grupo, es decir,

1=l -

nV]’nvz’...’an’...>‘nﬂl’nﬂ2’...’nﬂl’...>, (120)

donde ‘l//(l)> el estado del primer grupo de particulas con estados de una sola particula

v,y ‘l//(z)> el estado del segundo grupo de particulas con estados de una sola particula

4 [Bruus, 2004].

1.2. Excitaciones elementales en sdlidos

En la fisica del estado sélido, las excitaciones elementales son cuasiparticulas que
permiten describir de forma sencilla los sistemas complejos. Para el caso del problema de
muchos cuerpos, se introduce el concepto de excitaciones colectivas para describir los
estados excitados cercanos al estado base, ya que es casi imposible determinar la

dindmica de todos los cuerpos individualmente. Por ejemplo, el movimiento vibracional
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de un sélido, en el cual cada atomo oscila alrededor de un punto de equilibrio, puede
transformarse como un conjunto de modos normales de vibracién colectiva, cuya

cuasiparticula asociada se le conoce con el nombre de fonén con energia
E =ho, (1.21)
y momento cristalino

nk, (1.22)

donde ®, es la frecuencia y k el vector niimero de onda del fonén. Ademaés, la conexién

entre las ecuaciones (1.21) y (1.22), conocida como la relacién de dispersion de las ondas,
se encuentra determinada por la dependencia de la frecuencia en funcién del vector
numero de onda, es decir,

o, =o(k) (1.23)
Los ejemplos mas comunes de las excitaciones elementales colectivas en soélidos son:

fonones, magnones, plasmones, polarones y polaritones [Pines, 1963].

En los aislantes, por ejemplo, existen oscilaciones dipolares producidas por la
vibraciéon de los iones positivos y mnegativos en la red cristalina y éstas pueden
interactuar con ondas electromagnéticas oscilantes. La cuantizacion de esta interaccion
se conoce como polaritén. Como las ondas electromagnéticas y las ondas de polarizacion
generalmente oscilan armoénicamente, la interacciéon entre estos dos sistemas puede
explicarse en forma similar al caso clasico de dos péndulos acoplados, donde un nuevo
modo de vibracién se produce debido al acoplamiento de los dos sistemas armoénicos, que

para el caso de luz y ondas de polarizacion resulta una nueva relacion de dispersion.

En un material ferromagnético a temperatura T =0K, todos los espines se
encuentran totalmente paralelos. Sus primeros estados excitados consisten en deflectar la
orientaciéon de dichos espines con una infinitesimal desviacién entre vecinos cercanos. El
efecto colectivo coherente de estas deflexiones constituye una onda cuyos modos
normales de oscilacién se conocen como magnones. En la Figura 1.3 se puede observar

una representacion de esta onda de espines.

Dentro del estudio de excitaciones elementales, también es importante considerar la
interaccion entre éstas. Por ejemplo, para estudiar la conductividad eléctrica en un
material el modelo de gas de electrones es insuficiente para explicar las propiedades de
los sélidos, ya que este tGltimo predice conductividad eléctrica infinita [Haken, 1976]. En

realidad, el movimiento de electrones se encuentra continuamente perturbado por la
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presencia de impurezas y defectos estructurales, asi como por las vibraciones de la red
cristalina, provocando que dichos electrones desvien su trayectoria, lo que resulta en la
aparicién de resistencia eléctrica finita en el sélido. En particular, la interaccion entre un
electron y una onda de vibracion atémica provoca un cambio en la masa del electron,
produciendo una cuasiparticula denominada polaron; a esta tultima se le atribuye las
deformaciones provocadas en la red del solido debido al movimiento de los electrones al
pasar a través de la red como se muestra en la Figura 1.4. De hecho, un fuerte
acoplamiento entre un electron y las ondas vibracionales genera una alta resistencia
eléctrica en el estado normal de conduccion, sin embargo, este acoplamiento podria
producir el fenémeno de superconductividad con una mayor temperatura critica, como se

vera en la secciom 2.3.
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Figura 1.3. Representacién de una onda de Figura 1.4. Esquema de un polarén. El

espin, magnén, que se propaga en un material electrén, representado por un circulo con

ferromagnético. Se aprecia la desorientacion de lineas punteadas en el centro, desplaza

los momentos magnéticos. los iones del cristal de sus posiciones de
equilibrio.

Otra excitacion elemental colectiva aparece al considerar la variacion espacial de la
densidad de electrones que se mueven con respecto a los iones positivos en un sdlido,
provocando que la distribuciéon espacial de carga en el cristal no sea neutra localmente.
A su vez, existen campos restitutivos que tienden a “jalar” a los electrones a su posicion
original, provocando que la densidad de carga de los electrones oscile y a ésta se le
conoce como oscilacién de plasma (gas ionizado). Sus modos normales de oscilacion se les

denominan plasmones.

En resumen, las excitaciones elementales son cuantos que permiten describir los

primeros estados excitados de un sistema macroscopico v ademas puede introducirse en
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su estudio nuevas excitaciones compuestas de varias cuasiparticulas renormalizando la
interaccion entre ellas. Por ejemplo, el electron y el hueco son cuasiparticulas en sélidos
ya que, en el caso del electron, éste tiene una masa efectiva generalmente diferente de la
del vacio. La interaccién atractiva entre éstas dos genera una nueva excitacion elemental
llamada exciton. Ademas, dicho excitén puede combinarse con un fotén produciendo otra
cuasiparticula conocida como excitén-polariton. Recientemente se ha observado la

condensaciéon de Bose-Einstein de excitén-polariton en microcavidades semiconductoras
[Plumbhof, 2014].

1.3. Aproximacién de campo medio

Debido a que la fisica de los sélidos es un problema de muchos cuerpos y no se conoce
hasta la fecha una solucion general de dicho problema. FExisten diversos métodos
aproximados para enfrentar este problema con la finalidad de obtener el estado base y el
espectro de energias del sistema. Por ejemplo, el método autoconsistente de Hartree-Fock
que calcula la funcién de onda del problema de muchos cuerpos asumiendo que ésta es
un solo determinante de Slater y en consecuencia da una solucién aproximada a la
ecuacion de Schrodinger de muchas particulas. Otro método bastante utilizado en la
fisica y quimica para el calculo de las propiedades electronicas de los materiales es el de
DFT por sus siglas en inglés Density Functional Theory (Teoria de los Funcionales de la
Densidad) que a partir de los teoremas de Hohenberg y Konh se expresa la energia
electronica total del sistema como un funcional de la densidad de un electrén, logrando
hacer mas eficientes los calculos numéricos con funcionales de correlacion e intercambio
que surgen, frecuentemente, ajenos a la naturaleza del sistema [Atkins, 2005]. Los dos
métodos antes mencionados reducen el problema de muchos cuerpos a un problema de
una sola particula sujeta a un campo promedio producido por las demés particulas. Este
tipo de métodos se conocen como la aproximacion de campo medio y un ejemplo de su

formulacién mateméatica se muestra a continuacién.

Consideremos un sistema formado por dos tipos de particulas -descritas por los

operadores 4, y b,- que sélo interactian entre particulas de diferente especie, cuyo

hamiltoniano en segunda cuantizacion es

H=H+V,, =2 (v[T.[v)aa, + 3 (u
7]

v

,u) AZBﬂ + Z <v,,u|\7 |V',,u'> éIB;Bﬂ,éV, , (1.24)

v,uv' i

Ty
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donde K, =3 ([T, [V)ala, + 3, ([T )68, ¥ Viu =3, (v |V, 1) 8636,

Supongamos que los operadores de densidad 414, y b;bﬂ, son muy cercanos a sus

valores promedio <é.jév> y <6;6#> dados por

m, =(ala,)=——Tr(e”"vala, |
ME A : (1.25)
_/kl)/t' = < A;:Bﬂ > = - Tr(e_ﬁHMFB# Aﬂ')

donde Z, =Tr(e_ﬁ HMF) es la funcién de particién del campo medio [Bruus, 2004]. En

general, se define el promedio termodindmico de un operador como

<A> = ZLMFTr(e-f””MFA) (1.26)
y que ademés satisface
(A) = Z%ﬁTr(e‘/’H&FAT) _ ZLWTr(e-ﬂH“wAT) = (A1), (1.27)

au i

Al definir los operadores de desviacién 474, —<é$év,> y b'b ,—<676 > y sustituir en V,_
de la ecuacién (1.24), se obtiene

albiB,4, —a/a b6, =[ (/4. ~(&a.))+(a'a.) || (815, ~ (66, )+ (B)6,)|.  (128)
donde se utiliz6 [éj ,6;} =0 ya que los operadores &, y Bﬂ son de diferente especie. Para
el caso en que los operadores de desviacién son pequenos respecto a su valor promedio,

puede despreciarse el término (éié,,—(éiév>)(6;6ﬂ—<676>) y la ecuacién (1.28) se

(Tl

reescribe como

~

alb/b,4, =4a/a, (blb, )+ (4/a, )blb, —(a1a, )(b!b, ). (1.29)
De aqui se obtiene un hamiltoniano de campo medio (|:|MF) expresado mediante

operadores de una sola particula como

~

Hye = H, +V,;, (1.30)

donde

~n

Vi :zv,#,‘/’,#’ <V’ H N | v ‘ul) (élé'v <6216# > + <élé‘/ > 626# ) - ZV,;z,v’,y’ <V’ wV |V, /l') <éjév > <6216y >

es la interaccion entre las particulas de distinta especie dentro de la aproximacion de

A

\
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campo medio. En resumen, se ha transformado el problema inicial de muchas particulas
interactuantes a un problema de una sola particula sujeta en un campo promedio de las
demas particulas. De hecho, la fidelidad de la aproximacion se verifica en tanto se

cumplan que los operadores de desviacién son casi nulos.
En general, dentro de la aproximacién de campo medio el producto de dos
operadores A y B puede escribirse como
AB=A(B)+(A)B-(A)(B). (1.31)
Otro ejemplo surge al considerar un sistema de particulas idénticas, indistinguibles e

interactuantes, donde el hamiltoniano (1.24) puede reescribirse como

0 7t )

A =H, WV, =S ([Tee +2 3 (val|v.u)eee,e. (132)

v TR
de forma que al aplicar la aproximacion de campo medio a los operadores de densidad

P =66,y P = CLC/I, el hamiltoniano (1.32) se transforma en

A=Y 0[Tee +2 3 (vu

T
v vVl

Y

v, u)(€l6, (€16, ) +(cle, )ele, —(€le, )(€l¢, ). (1.33)

La aproximacion de campo medio se utiliza frecuentemente en el estudio de
transiciones de fase que involucra una ruptura de simetria. Cuando a una temperatura
critica el estado termodinamico del sistema desarrolla un valor esperado diferente de cero
para alguna cantidad macroscépica que tiene simetria menor que el hamiltoniano
original, se llama rompimiento espontédneo de simetria [Bruus, 2004]. La cantidad
encargada de supervisar dicha transicion de fase se conoce como el pardmetro de orden.
Algunos ejemplos de este fendmeno son la superconductividad y el ferromagnetismo,
donde los parametros de orden son respectivamente la brecha superconductora y la
magnetizacion del sistema. En el siguiente capitulo se discutira la superconductividad y
la formacién de pares electronicos dentro del formalismo de la aproximacion de campo
medio de pares, que es una variacion del campo medio de densidad electréonica

presentado en este capitulo.
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Capitulo 2

FORMACION DE PARES

Uno de los fenémenos més fascinantes en la Fisica del Estado Sdlido es la
superconductividad. FEl modelo microscopico ampliamente aceptado para su
entendimiento es la teoria propuesta por Jonh Bardeen, Leon Cooper y Robert Schrieffer
(BCS) desarrollada en 1957. Dicha teoria se basa en los pares de Cooper que consisten
en dos electrones interactuantes atractivamente mediante el intercambio de bosones, por
ejemplo fonones virtuales.

En la primera sccciéon de este capitulo se presenta la teoria desarrollada por Cooper
mostrando que al colocar dos clectrones extras con interaccion atractiva sobre la
superficic de Fermi, éstos forman un cstado ligado con cnergia menor a la de Fermi.
Dichos clectrones fuertemente corrclacionados hoy en dia se conocen como pares de
Cooper. El formalismo del campo medio -discutida en el capitulo uno- puede extenderse
a parcs de clectrones, como sc verd en la segunda scecién. Asimismo, se presentard la
teoria BCS para superconductores convencionales con brecha superconductora isotropica

y pares de Cooper con espin singulete, como sc muestra en la Figura 2.1.

Figura 2.1. Esquema de la formacion de pares de Cooper en el espacio real donde cada
electron se representa por un circwo con la flecha interna indicando la orientacion de su espin
y la flecha externa su momento lineal. Las lineas punteadas muestran la asociacién entre dos
clectrones formando un estado singulete y las cinco lincas paralelas representan la onda plana
asociada a cada electron. Los circulos azules indican electrones no apareados.
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2.1. Pares de Cooper

En el lenguaje de segunda cuantizaciéon, el hamiltoniano de un sistema multielectréonico
puede escribirse como [Fetter, 2003]

3 _ At @ At At A @

H=> &6 6ot 2 VipaCiarCraiCoibir s (2.1)

k,o k.,p.q

donde &, es la energia de un electrén con momento lineal k, ¢ vy ., representan
respectivamente los operadores de creacién y aniquilacion de un electréon con momento
n’k?
2m

kK y espin o=T6l.Por ejemplo, para electrones libres se tiene que &, =

En 1956, Leon Cooper encontré que una interaccion neta atractiva entre los
electrones conduce a la formacién de pares de electrones, conocidos como pares de
Cooper. El mostré que el mar de Fermi de electrones es inestable sin importar que tan
débil sea la interaccion, siempre y cuando sea atractiva. Para estudiar la formacién del
par electronico, consideremos un gas de electrones a temperatura cero y un par de
electrones adicionales colocado sobre la superficie de Fermi con momento total K=k+p
igual a cero, ya que el estado base se espera con momento total cero. Entonces, con esta
suposicién el hamiltoniano (2.1) se reescribe como

H=>66 60+ Vil €l € 6r s (2.2)

k,o k,k’
donde se realizé6 un cambio de variables mudas primero entre K<>k' y luego entre
k'+g<>k. Asimismo, como el momento total K=k'+p es cero entonces
p—g=-k'—-g=-k. El hamiltoniano (2.2) también se conoce con el nombre del

hamiltoniano de BCS.

Ademas, debido al principio de exclusiéon de Pauli estos dos electrones no pueden
ocupar estados cuya energia sea menor a la energia de Fermi ya que todos los niveles
debajo de ésta se encuentran ocupados a temperatura cero, es decir, aquellos estados en
los cuales K <k . De aqui que la funcién de onda del par se escribe como

_ At At
|'//>—kzk g(k)esCl L[ F), (2.3)
>Kg

donde |F> denota el estado cuantico con todos los estados electrénicos ocupados hasta la

energia de Fermi y g(k) es la amplitud de probabilidad de encontrar el par de
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electrones en los estados k y —k con espines T y ¥ respectivamente. Ademas, la

normalizacién de la funcién de onda requiere que
(wlv)=2la(k)f =1. (2.4)
k

Como los estados dentro de la esfera de Fermi ya se encuentran ocupados a temperatura
cero, sucede que
g(k):O k<ke. (2.5)
Suponiendo un potencial de interaccién atractiva constante tal que

-V, sig,& (B Ef +hoy)

View :{ J (2.6)

0, otros casos

donde o, es la frecuencia de Debye, que es la maxima frecuencia que puede tener un

fonén dentro del modelo de Debye. Sustituyendo las expresiones anteriores en (2.2)

resulta que

E=(y|Hly)=2> ala(k)] -V X g'(k)g(K) (2.7)

k>kg k. k'>kg
es la energia del par. Al expresar
E:E—ALZ g*(k)g(k)—lJ (2.8)
k>kg

y aplicar el método variacional, derivando respecto a g*(k) para alguna K e igualando a

cero se tiene que

(26,-2)g(k)=V > g(K'). (2.9)

K'>ke
Multiplicando por g*(k), sumando sobre k y utilizando la condicion de normalizacion

(2.4) obtenemos que

=23 gla(k) -V 3 g'(k)g(k)=E. (2.10)

K>ke K. k'>ke

Finalmente, renombrando Zk,>k g(k')=G y sumando ambos lados de la ecuacién (2.9)

sobre k se llega a que

lzz ! , (2.11)
vV &K 2-E

la cual determina la energia del par electronico.

En el limite termodindamico puede remplazarse la suma por una integral sobre todos

los estados posibles, es decir,
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Er +hop

Er +hop —
\ e 2e-E e, 26-E 2 2E.-E

donde D(E;) es la densidad de estados electrénicos evaluada en la energia de Fermi
representada por D(g) pues es constante dentro del intervalo de integracién ya que

hop, < E;  [Ramirez, 2012]. La ecuacién (2.12) puede reescribirse, tomando en cuenta la

aproximacion de acoplamiento débil, es decir V D(E;) <1, como

2

205, —dhwge P (2.13)

2
eVD(EF) — 1

E =2E.—

lo cual prueba que existe un estado ligado de dos electrones con energia menor a 2E;

debido a la interaccién atractiva electron-electréon. Por lo tanto, la energia del par de

electrones es menor que cuando se encuentran en la superficie de Fermi sin aparearse.

El resultado anterior se obtuvo al considerar una interaccion electréon-electron
atractiva en la ecuacién (2.6), la cual puede surgir de la interaccién electrén-i6n en un
solido como veremos a continuacion. El proceso de atracciéon puede visualizarse como
sigue: un electron polariza al medio atrayendo iones de carga positiva presentes en la
red, en consecuencia estos iones atraen a su vez a otro electréon, resultando asi un efecto
neto atractivo entre pares de electrones.

En el lenguaje de cuasiparticulas, la interaccion atractiva electréon-electron puede
explicarse mediante un proceso en el que un electrén emite un fonén para ser absorbido
después por otro electrén, como se muestra en el diagrama de Feynman de la Figura 2.2.

(a) (b)

P-q.0° k+q.0

p-q.0’

Tiempo
=

v

p.C

Figura 2.2. Diagrama de Feynman de la interaccién electrén-electron via
fonén con los mismos estados iniciales y finales. (a) Un electron en el estado k
emite un fonén con vector de onda -q, el cual es absorbido por un segundo
electrén. (b) Un electrén en el estado p emite un fondén con vector de onda q
que es absorbido por el otro electrén.



17

A continuacion se presenta la deduccidén matemética de una interacciéon electrén-
electréon atractiva mediante el intercambio de un fonén virtual, desarrollada por Herbert
Frohlich en 1950 [Frohlich, 1950]. Partimos del término de interacciéon electrén-fonén del
hamiltoniano de Frohlich dado por

1 -f = Z qu+q0' ot D, chk qacko— s (214)

k,q,0

donde D, el coeficiente de la interaccion electréon-fonon y §;]

§.) es el operador de
: (%) D

creacién (aniquilacién) de un fonén con vector de onda g. Como se observa en la Figura
2.2, hay tres estados que participan en el proceso de interacciéon, a dichos estados los

etiquetaremos como inicial |i>, final | f> e intermedio |m> Los estados iniciales y finales

para ambos casos, (a) y (b), son

i) =CoCorr[0) (2.15)
| 1) =CeaoCoaer [0) (2.16)

y los estados intermedios correspondientes

@)\ _ af toat
‘m >—ck+qacpas'uI 0)
(b) toat ’
M) =€, €105 10)

donde las etiquetas (a) y (b) corresponden a los casos expuestos en la Figura 2.2.

(2.17)

Ademas, se sigue que

<m(a) H, i) :<m(b) Heq i) =D, (2.18)
Yy
(f[H, |m®)=(f|H, |m®)=D;. (2.19)
Por otro lado, las energias de cada estado son
E =¢ +¢, (2.20)
para el estado inicial y
Ef = &g+ Eoyg (2.21)

para el estado final. Finalmente para los estados intermedios

P (2.22)
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donde o, es la frecuencia de vibracion del fonon. Resolviendo por medio de la teoria

perturbativa a segundo orden, la amplitud de transicion del estado inicial al final es

[Navarro, 2007]
. . 11 1 .
= — 2.2
(118 =S I v i 229

donde la suma se realiza sobre todos los estados intermedios m. Sustituyendo las

relaciones (2.18) a (2.22) resulta que la energia de transicion se rescribe como

(f|H,_,|i)=Dho, 1 + 12 - : (2.24)

(gk ~ S )2 _(hmq )2 (gp _gp+q) (hmq )2

Notemos que si

<ho, y ‘8p—gp+q <ho, (2.25)

‘gk - gk+q
entonces la interacciéon es de caracter atractiva y ademds contrarresta la interaccion
repulsiva debida a la fuerza de Coulomb. La maxima energia que puede tener un fonén
es ho, dentro del modelo de Debye. Entonces, para que haya una interacciéon atractiva

<hwgy, la cual conduce a una franja

electréon-electrén via fonén se requiere ‘5k—5k+q
debajo de la superficie de Fermi de espesor hwm,, como se muestra en la Figura 2.3.
Nétese que el proceso de absorcion de un fonén por un electréon con energia ¢, requiere
que el estado con energia &, se encuentre desocupado. A temperatura cero, dicho
proceso solo puede suceder en una franja de espesor hwy alrededor de la superficie de

Fermi.

(b)

Figura 2.3. (a) Estados electrénicos en el espacio reciproco ocupados a
temperatura cero hasta la superficie de Fermi (linea sélida) en el modelo
de electrones libres y (b) estados apareables en la representacion de la
energia [Ramirez, 2012].
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2.2. Campo medio de pares

Una interaccién atractiva del tipo (2.6) junto con el hamiltoniano (2.1) proporcionan el
modelo mas simple de la interaccion electrén-electron en un sélido para analizar la
formacion de los pares de Cooper, los cuales pueden representarse mediante los

operadores de creacion y aniquilacion dados por

bl =¢l.¢l v B=¢ 64, (2.26)

los cuales estan formados por un electrén con momento k y espin hacia arriba y un
segundo electron con momento -K y espin hacia abajo. Para dar solucién a este tipo de
hamiltonianos comtinmente se utiliza la aproximaciéon de campo medio. Sin embargo, a
diferencia del capitulo anterior, ahora el promedio se realiza sobre los operadores de
pares. De forma que la correlacién a despreciar es sobre las interacciones entre los pares
electronicos, es decir, que ahora los pares de electrones se consideran como una sola

particula. Dentro del formalismo de campo medio discutido en la secciéon 1.3, se tienen

Chsbir = <C-k,¢ck,T> + (C-k,J,Ck,T _<C-k,¢ck,T >) (2.27)
y
At at i af i Al i At
Cerluy = <C ¢Ck¢> (C G- <C Tck¢>) (2.28)
entonces,
st at & A At At a4 st at \a a _/at at \/a 4
Gt Gt Gt ® GeaCocy <C—k',¢ck’,T > + <CK,TC—k,$ > Cralet <Ck,TC—k,¢ > <C—k’,¢ck’,T > . (229

Sustituyendo esta tltima relacién en el hamiltoniano (2.1) resulta que
t e ‘A A at ot \/a &
Hye ngcka ko ZA CerClos =2 M Cor D Vi <Ck,TC—k,¢><C—k’,¢Ck',T>’ (2.30)
K KK

donde
== Ve (E1esbr) (2.31)

z ka< TCk¢> Zka< kiCkT> debido a (1.27). La cantidad A, se
denomina brecha superconductora como veremos en la siguiente seccién. Notemos
también que A, =A, pues k y K’ son variables mudas y recorren todos los estados

accesibles. El hamiltoniano (2.30) serd el punto de partida para analizar la

superconductividad en la siguiente seccion.
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2.3. Teoria BCS de la superconductividad

La superconductividad fue descubierta por Kamerlingh Onnes en 1911 al enfriar
mercurio a una temperatura por debajo de 4.2K. En 1933, Walter Meissner y Robert
Ochsenfeld observaron que los metales en el estado superconductor se comportan como
diamagnetos perfectos, es decir, expulsan por completo los campos magnéticos de su
interior. Fritz y Heinz London, en 1935, desarrollaron un modelo fenomenologico capaz
de reproducir el efecto Meissner. En 1950, Herbert Frohlich enfatizé la importancia de
las vibraciones de red en la superconductividad mediante la interaccién electrén-fonon.
Finalmente, en 1957 J. Bardeen, L. Cooper y J. Schrieffer (BCS) propusieron un modelo
que explica a nivel microscépico los fenémenos que ocurren dentro de los metales a bajas
temperaturas relacionados con la superconductividad [Bardeen, 1957]. A continuacién se

presenta un resumen de la teoria BCS.

El hamiltoniano (2.1) contiene informacién necesaria para estudiar el fenémeno de
superconductividad a través de la brecha superconductora y la funcion de onda del
estado base superconductor. Sin embargo, al reescribir el hamiltoniano (2.1) en la
aproximacion de campo medio se observa en (2.30) que el ntmero de particulas no se
conserva. De aqui la necesidad de trabajar con el ensamble gran canénico partiendo del

hamiltoniano

H—uN | (2.32)
donde u es el potencial quimico que a temperatura cero coincide con la energia de Fermi
del sistema [Pathria, 2011] y N = Zk ¢l 6. el operador de nimero de electrones. Por lo

que el hamiltoniano de BCS en la aproximaciéon de campo medio para pares se reescribe

como
1 g — AT A AT At ra A st ot \/a @
Hye—uN =2 & & 6 .= D ALLCL =D Al 6+ D Vi <cmc_k’ ¢><c_k,ﬁ ¢Ck',¢> , (2.33)
k,o k k'’ k,k’

donde e€,=¢ —u. Dicho hamiltoniano puede diagonalizarse mediante una
transformacion unitaria sobre los operadores fermionicos, de forma que en este nuevo

espacio los operadores sean de creacién (7' ;) y aniquilacién (7, .) de bogolones.

Bogoliubov  [Bogoliubov,  1958] y  Valantin  [Valantin, 1958  mostraron

independientemente que la transformacion apropiada es
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S _ué vyt
Ver TUWlr =Nl

(2.34)
sty A At
Yk =Vibor FUC Ly
donde u, y Vv, son coeficientes reales que satisfacen
u:+v; =1. (2.35)

Los nuevos operadores 7, pueden interpretarse como excitaciones elementales del

sistema que satisfacen las reglas de anticonmutacion de los fermiones, como se muestra a

continuacion.

. B R ot o ~
ya ¢}_Vka’ {c T,ck T}Jrvkuk,{cm,c ¢}+Uka'{C,k,wckgT}JrUkUkr {ka,w‘lw} =0,
- @ A @t L
M”k }— U U, {cm,ck,ﬁ}—ukvk, {ckﬁ,cfk,’ } VU, {c kl,ck ¢}+Vkar {C—k,wc—k',l} =0,
7 = A @ A @t T At At |
Vet el }—Ukka{Ck,mC_k/,¢}+Ukar {cm,ck,ﬁ} Vi U, {c s Gy }—Vkaf{C_k,w k,,T}_O,

{

{

s

(ot} = Pardien) =00 7ot =P Pos) =0 (Flaes) =Pt ) =0, (330)
7

2

{

7
Y
s A4 At At st |

PersP s }_ukuk,{cm,c }+u Vi {ck’T,ck,’T}—vkuk, {C_k,wC_kw}—Vka'{C_k,wcm} =0,
s\ i s a Pl
o ¢} =V, {cm,ck ¢}+vkuk' {ckT,c kr,¢}+Uka/ {cfk&,ck,ﬁ}ﬁtukuk, {kawc }—5k,k,,

_ oAt 1 AA T at _
7kT,yk¢}_ukuk,{cm,ck,ﬁ} ukvk,{ckﬁ,c_ } Vi U {Ck¢ack¢}+Vka {cki,c i}_5”,,

donde se utilizaron las reglas de anticonmutacion fermiénicas (1.16). Ademads, se tiene
que la transformacion inversa es
€ =U7 +Vv 7
k,T K7k Yk k

é‘r

X N (2.37)
kol = Ve TUY

De (2.37) se sigue que

N N N U St o s
CenGiat €l 1€ 1= 2V + (U Vk)(7k¢7m+7_k¢7_k¢)+ukvk[7k¢’7_k¢]+ukvk[7_k,¢>7k,¢]

,

A

G 1€ = UM~ UV (P a7 + 7 P ) F U PP L =P 1P - (2.38)

_ At
C—k’,ick’,T =UNe — uk'Vk’(yk',T7k',T + 7—k',i7—k',¢) + uk'y—k',iyk’,‘r _Vk’yk',Ty—k',\L

Entonces, el hamiltoniano (2.33) se reescribe en términos de la nueva base como

Hy—uN=E +H,+H_,, (2.39)
donde
E, Z(z EVp + 20U+ 2 Vi (61461 )€, 6r) (2.40)
k,k’

es el término constante,
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|:|d - Z[ek (Ug = Vi) +2AU,, ](ﬂﬂ;kﬁ +};jk,¢7;,k,¢) (2.41)
K

es el término diagonal del hamiltoniano basado en los operadores de ntmero de los

bogolones y finalmente
I:|nd = Z[z EkUka _Ak (uli _Vli)il(?lj,T?jk,,L + ?—k,ij}k,‘r) (242)
K

es el término no diagonal del hamiltoniano. Dado que el propdsito de la transformacion
(2.34) es diagonalizar el hamiltoniano (2.33), el término no diagonal H_, debe ser cero.

En otras palabras,
2€.UV, —A (U —v))=0. (2.43)

Por otro lado, la cantidad fisica definida en (2.31) puede reescribirse como
Ay = _ka,k’ <é-k',¢ék',T> = _ka,k’uk’vk’ (1 _<7;:3¢7;kr’¢>—<7;jkr,¢7;_k,’¢>) . (2.44)
k' k'

Como los operadores de Bogoliubov satisfacen las reglas de anticonmutacion de los
fermiones, el promedio de ocupaciéon de los estados estd determinado por la distribucion

de Fermi-Dirac
1

. 2.45
e’% +1 (2.45)

FED= (7l Fier) = (P en) =

donde B7'=k,T, Kk la constante de Boltzmann y T la temperatura a la que se

encuentra el sistema. Dada la relacion (2.35), se puede introducir un tnico pardmetro 0,

tal que
u, =cos0, (2.46)
V, =sin@, '
Sustituyendo (2.46) en la ecuacién (2.43) resulta que
A 20 _ 400, (2.47)
€, €0s20,
lo cual implica que
sin 20, = %
“ (2.48)
cos20, = S
E,

donde E, = «[ei +A, . Por lo tanto, los coeficientes U, y V, pueden reescribirse como
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u, = 1 =
2 E,

: (2.49)
Vk — l I_E_k
2 E.
Ademas, éstos satisfacen las siguientes relaciones
A, _ S
uyv, =—k u; —v; , 2.50
kVk 2E, y E, ( )
de forma que la parte diagonal I-A|0| del hamiltoniano se reescribe como
e (U —Vv))+2AUV, =E,. (2.51)

Por lo tanto, E, representa la energia asociada a la creaciéon o aniquilacién de bogolones,

conocida también como energia de las excitaciones. Finalmente, sustituyendo la ecuacion
(2.50) en (2.44)

1-2f(E.)]= IZVKKA—tanhﬂEk, (2.52)

kaka/ +Ak,[ 25 [ A

donde la distribucién de Fermi-Dirac se encuentra en términos de E, ya que son los

estados accesibles a los bogolones. Entonces, (2.52) se reescribe como

Jei&Aﬁ,
__Z KK mtaﬂh[wl (253)

De acuerdo con la teoria de BCS, se puede obtener soluciones analiticas suponiendo

-V, si |e.|<hm
View ={ | - | 7, (2.54)
0, otros casos

y la densidad de estados constante D(0) en el intervalo (-Amg,hmy). Como podemos
observar en la ecuacién (2.53), si V|, no depende de k, se puede factorizar V, ,. de la
sumatoria y entonces ésta no dependera de Kk, por lo que A, tampoco dependera de k y

la denotaremos por A. Ademads, en el limite termodindmico la ecuacién (2.53) se

reescribe como

1=%v Uj D(ede  py NEHAMF 1,50 Uj de o VEFAMY (2.55)

g € AT T2 AT 2K,T
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que es la ecuaciéon para determinar A(T) conocida como brecha superconductora, debido

a que 2A(T) es la minima energia requerida para tener dos bogolones en un estado

excitado como se puede apreciar en E, :«fei+[A(T )] . Para el caso de temperatura cero

la ecuacion (2.55) se reescribe como

1 hop
1= —V D(0) (2.56)
_hJ;)D «/E +[A(0)
es decir,
h('OD Y, Dl(O)

A(0) = —1 ~ 2hoye , (2.57)

sinh| ———

[V D(O)J

para el limite de interaccién débil VD(0) <.

Por otro lado, existe una temperatura donde ocurre la transiciéon superconductora
sin campo magnético ni corriente eléctrica. Esta se conoce como la temperatura critica

superconductora (T,), la cual se puede determinar reescribiendo la ecuacion (2.55) para

A(T,)=0 como

1 hop 1
1=2VD(0) j —tanh(

—hop

de (2.58)
2k T

C

cuya solucién es [Tinkham, 2004]
1

kT, ~1.1370, 8 VOO (2.59)

Dada (2.57), la ecuacién (2.59) se reescribe como
2A(0)

~3.53, (2.60)
kB1;

la cual es una relacién universal que predice la teoria BCS que coincide razonablemente
bien con respecto a los resultados experimentales obtenidos para superconductores

convencionales.

La parte central de la teoria propuesta por Bardeen, Cooper y Schrieffer, fue la

funcién de onda del estado base superconductor que es [Bardeen, 1957

|Wecs ) =1:[(uk +v, 6 Tckl)|0> (2.61)
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donde se puede observar que los coeficientes Vi y ulf representan la probabilidad de

encontrar o no un par de Cooper en el estado k. Notese que dichos coeficientes son los
mismos que aparecen en la transformacién de Bogoliubov-Valantin [Navarro, 2007]. Es
importante mencionar que puede obtenerse la ecuaciéon de la brecha superconductora

(2.53) a temperatura 0 K mediante el método variacional, utilizando como funcién de
prueba la funcién de onda de BCS (2.61) [Tinkham, 2004].

En resumen, dos hechos son cruciales para los superconductores: (1) La interaccién
electron-electrén via fonén es atractiva para energias €, cerca de la superficie de Fermi
v (2) dicha interaccién atractiva ocasiona que la superficie de Fermi sea inestable ante la

formacién de pares de Cooper, provocando un colapso de dicha superficie que tiene como

consecuencia la aparicién de la brecha superconductora.
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Capitulo 3.

MULTIPARES CORRELACIONADOS

En el capitulo dos, se present6 la solucion analitica del hamiltoniano de BCS dentro de
la aproximacién de campo medio. Sin embargo, en 1963, R. W. Richardson obtuvo una
solucion analitica del hamiltoniano de muchos pares con interaccién constante
[Richardson, 1963], mapeando el problema de N ecuaciones diferenciales a un conjunto
de N ecuaciones algebraicas no lineales acopladas. De forma que el estudio del fenémeno
de la superconductividad puede ser descrito sin tener que recurrir a aproximaciones

como lo es el campo medio.

En la primera secciéon de este capitulo se hace una revision de la solucién de
Richardson, iniciando con los casos de uno y dos pares. Una vez establecida la
metodologia para obtener la solucién, se generaliza al caso de N pares electronicos
interactuantes. En general, las soluciones numéricas de las ecuaciones algebraicas de
Richardson son altamente inestables [Richardson, 1966], por lo que en la segunda seccién
del capitulo se analizan primeramente resultados analiticos de la energia total para el
caso de dos pares, asi como para un sistema de muchos pares cuando se encuentran en el
estado base. Finalmente, en la tultima secciéon del capitulo se presentan los resultados
numéricos que muestran el comportamiento de la energia total de multipares

electrénicos.

3.1. Ecuaciones de Richardson
El hamiltoniano de pares introducido en (2.2) fue
H= kZ:gkél,aék,a _V;él,TéL,\Lé—k’,\Lék',T ; (3.1)
donde V > 0. Definiendo los operadores de pares de electrones como (2.26) dados por
bk_CTTéki y bk_ck¢ckT’ (3.2)

el hamiltoniano (3.1) puede reescribirse como

ngck G ZBQBK, . (3.3)
k,k'
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Cabe mencionar que los operadores de pares satisfacen las siguientes reglas de

conmutacion

|:bk’blj:| = [é-k,iéﬁwé;,k'élw} = 5k,k’(1 - ﬁk,T - ﬁfk,i) y |:ka’blj:| = |:bk’bk:| =0 ’ (34)
donde fi,=¢'¢  es la densidad electrénica en el estado a. Por lo tanto, los pares de
Cooper no son bosones, a pesar de que su espin es cero. Ademas se tiene

bib =0 (3.5)
que prohibe colocar dos pares de electrones en el mismo estado cuantico, haciendo
imposible una condensacién de Bose-Einstein (BEC) de estos pares. Cabe mencionar que
las combinaciones lineales de pares de Cooper si tienen naturaleza bosoénica en el limite
diluido y presentan BEC [Ramirez, 2014].

Una propiedad importante que presenta el hamiltoniano (3.3) es el “bloqueo” de
niveles por electrones no pareados de manera que la formacién de los pares de Cooper
queda restringida a aquellos niveles que se encuentran vacios. Por lo tanto, si hay M
niveles pareables y N pares de electrones, podemos restringir nuestra atencion al espacio
de Hilbert H, de las configuraciones cuya dimensién es igual a

M!

M (3.6)

y en este nuevo espacio el hamiltoniano de BCS se reduce a [Sierra, 2004]
Hy, =Y 2eblb -V > bib,, (3.7)
K KK

el cual contiene tnicamente operadores de pares electrénicos y se ha considerado de (3.3)
que

Zéz,aék,a = ﬁk,T + ﬁ—k,i = 25Q5k . (3.8)

Por lo tanto, la regla de conmutacién (3.4) en el espacio reducido de Hilbert H, se

reescribe como [Delft, 2000]
650 | =8, (1-28]8,). (3.9)
e Solucién de Richardson para un solo par de Cooper

Consideremos el problema de Cooper en el cual se coloca un par de electrones sobre la

superficie de Fermi, cuya funcién de onda puede escribirse como
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[vi) =2 9(k"bL:[0). (3.10)

Sustituyendo (3.10) en la ecuacién de Schrodinger correspondiente al hamiltoniano (3.7)

con eigenvalor E, y utilizando las reglas de conmutacién (3.4) se obtiene que

A

(Hy —ED|w) = 26,9(k"b b.bl [0) -V > g(k"bb,.b.
k,k”

0)- > E g(k")b. |0)
<

k., k', k"
= Z 2&, g(k”)BE (5k,k"_ 25k,k'" BQBk"' BJBk)|0>
kK"
V> 9K (S o= 268 BB+ BLD)[0) - > E g(kMbL[0) . (3.11)
k.k',k" K"

=>" (2, ~E)g(k)b}|0) -V Z g(k")b; |0)
= Z{(%k - El)g(k)—VZg(k')}BkT 0)=0

Por la independencia lineal de los estados 6; |0) resulta

VY g(k)
g(k)zﬁ (3.12)

y sumando de ambos lados por k se tiene que

1

l_z =0, (3.13)
V. 42e —E

donde la suma se extiende sobre todos los niveles arriba de la energia de Fermi para que
la interaccion electréon-fonén sea atractiva, como vimos en seccién 2.1. La ecuacion (3.13)
se conoce como la soluciéon de Richardson para un solo par y nos da informacién sobre la

relaciéon entre la energia del par E,, la energia de un solo electrén ¢, y la interaccién

electron-electréon V. Entonces, lo que se ha logrado es transformar el problema original
de resolver la ecuaciéon de Schrodinger a un problema algebraico de una ecuacién no

lineal cuya incégnita es la energia total E,. Cabe mencionar que la ecuacion (3.13)

coincide con (2.11) obtenida al resolver el problema de Cooper, partiendo de
hamiltonianos diferentes. En la Fisica del Estado Sélido, la suma en la ecuacién (3.13) se
convierte a una integral en el limite termodinamico, obteniendo

2h
E=——2"0 (3.14)

Finalmente, sustituyendo (3.12) en (3.10) la funcién de onda del par es
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1

) =VGZk: ngl— 3 by |0) {;(2@ - El)z} 2 Zk: ngl_ 3 b |0), (3.15)
donde G=Y_ g(k") y dado que la normalizacién de la funcién de onda es
V2G? -
1=(v,|w) =gk:(2gk, “E)e El)<0|bk,bk' |0) =V262g(2gk -E)7, (3.16)

utilizando las relaciones de conmutacion (3.4).

e Solucién de Richardson para dos pares de Cooper

Ahora, se colocan dos pares de Cooper sobre la superficie de Fermi cuya funcién de onda

esta dada por

|W2>: Z g(k19k2)6216£2|0>7 (3.17)

kl’kZ
k=K,
con g(k,,k,) la amplitud de probabilidad de encontrar al primer par en el estado K, y
al segundo par en el estado K,. Notemos que si K, =K, la funciéon de onda es cero por

(3.5). Luego, la ecuacion de Schrodinger que resulta para la funcién de onda (3.17) es

Hyl,) = > 260k kBB BB [0)-V 3 g(k, kbbb b [0)=Efys).  (3.18)

kK, .k, k.k' K, .k,
k, =k, ki 2Ky

El primer término de la ecuacion (3.18) se puede reescribir como

> 269(k,.k)BIBDL B [0)= > 26,9(K,.Kk,)b, (5, — 28, , by B+ by BB |0)

koK, KK K,
k, =k, k, =k,
= z 2€kg(k1’k2)(6£5k,k, BJZ—ZBQQ,MBQIBKBJZ +626£16k622) 0>
b
= > 2590k, KB, 4, B +BIB] (S, — S, BB+, B)]|0) (3.19)
b
= Z 25kg(k1’k2)[6i5k,k, 6J2+6;6J16k,k2]|0>
Kok Ky
k=K,

= (2gkl+28k2)g(k1’k2)b’\£16£2 |0>.
k

K.k,
K =k,

Anélogamente, el segundo término de la ecuacién (3.18) se reescribe como
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VoY gk, k)BBB! B! [0)=V Y gk, kB! (S, ~ 28, BB + B B )b, [0)
k' k k',k
k, =k

k,k', Il(,kz k,k’, l,kz
=V Y (K, K0S, B +B/B] (G y — 28, b B +b] B,)1]0) (3.20)
K.k'K; .k,
k,=k,

{v S gtk +V Y g(kl,m}ﬁg 5 [o)
kl’kz

Kk, kk,
donde en la Gltima igualdad se realiz6 un cambio de variables mudas entre K <> K, para
el primer término y K<>K, para el segundo. Por lo tanto, sustituyendo (3.19) y (3.20)

en el hamiltoniano (3.18), éste queda reescrito como

(HU_E2)|W2> :Z L(25k1+28k2_E2)g(k1’k2)_VZ g(kvk)_v z g(kakz)JBJl BJZ |O>:O : (3'21)

kisky Kk, k#k,
Anélogamente al caso de un solo par de Cooper, los estados bil b;z |0> son linealmente

independientes, entonces se tiene que

25, +25, —E)gk, k) -V D gk, . k)-V > g(k,k,)=0. (3.22)

k=K, k=K,
Extendiendo la solucion de un solo par de Cooper, Richardson consider6 la energia
como suma de dos pardmetros R y R, [Richardson, 1963] de forma que
E,=R +R, (3.23)
y ademas, propuso que la amplitud de probabilidad puede escribirse en términos de una

funcién simetrizada que preserva la forma de la ecuaciéon (3.12) extendida al caso de dos

pares, es decir

1 1
g(k,.k,) = + : (3.24)
(2‘C"kl - Rl)(zgkz - Rz) (2‘9kl - Rz)(zgk2 - R])
Sustituyendo (3.24) en la ecuacion (3.22) resulta que
1 1 1 1
+ -V k.,K)+ + -V k,k,)=0. 3.25
26, R 25 -R, k;klg( 2 26, -R 26 -R, gk:zg( 2) (3.25)

Igualando a cero los tres primeros términos que dependen de K, en (3.25), se obtiene sin

pérdida de generalidad que

bV Y g k) =
26 -R 26 -R, X 26, -R 2¢ —R,

VY g(k,.k)+Va(k, k)=0. (3.26)

Finalmente, sustituyendo (3.24) en (3.26) y agrupando términos, resulta que
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( vz 2V }L 1 (1—vz S J:o, (3.27)
2$k1 1 ng 5 Rl—R2 26, —R, c26—R R, —R

donde se utilizé que

1 - 1t (3.28)
(26, -R)(2& —R) R, —R (26 -R  2¢ —R,
La ecuacién (3.27) puede reescribirse como

2¢,—R
1- vz A 1-vy L2 (3.29)
2gk "R-R, 26, —R, —26-R R,-R

2

La ecuacién (3.29) es igual a una constante, ya que su lado izquierdo no depende de K, .
Entonces, el lado derecho de (3.29) es también una constante y su factor entre paréntesis

debe ser cero, pues (2, —R)) / (2&,—R,) depende de K, . Por lo tanto [Pogosov, 2011]

1 2
+ =
~26—R  R,-R

2
—Zl+2=0‘

26,-R, R -R,

(3.30)

1
v
1
v

Estas dos ecuaciones se conocen como las ecuaciones de Richardson para dos pares. De
nueva cuenta lo que se ha logrado es transformar el problema de resolver la ecuacién de
Schrodinger, al problema de resolver un conjunto de dos ecuaciones no lineales
acopladas, cuya funcién de onda es

1 1
|W2> - kl,zk2 {(25](]_ Rl)(zgkz_ R,) " (25k,_ Rz)(ngz— R)

}6;16;2 |0). (3.31)

e Solucién de Richardson para N pares de Cooper

Analogamente al caso de uno y dos pares de Cooper, podemos generalizar la solucién de
Richardson para el caso de N pares de electrones de la siguiente manera. Si proponemos

la funcién de onda de N pares como [Richardson, 1964]
N
va)=1185]0). (3.32)
-1

con

-3

K 28K_Rj

(3.33)
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donde R; es el parametro correspondiente al j-ésimo par. La suma de dichos pardametros,

se demostrara a continuacion, es la energia del sistema de N pares, es decir,
N
Ev=D.R;. (3.34)
j=1

El operador BAJT definido en (3.33) se denomina operador de pares colectivos de

Richardson [Dukelsky, 2012]. Reescribiendo las ecuaciones (3.32) y (3.33) se tiene

"”N>=ﬁ£225k1 R bTJ“’ =X Zoalnkf, -8, [0) (3.35)

=1\ k j

N N 1 1
donde la amplitud de probabilidad g(k, -,k )= - con
] N Zl: %“ 2<9kIl -R nglN -Ry

I ;t{lm,---, N}. En el apéndice A se deducen las propiedades de conmutacion de los
operadores de pares colectivos utilizadas a continuacion.

Sustituyendo la funcién de onda (3.32) en la ecuacién de Schrodinger tenemos que

A an N oA N N
Hlwy) =D 20 [[B]0)-V > b/b, =E.JI8]]0). (3.36)
k j=1 kK’ j=1 j=1

Para encontrar la solucion de la ecuacion (3.36), podemos utilizar las reglas de

conmutaciéon (A.5) y (A.7) para reescribir (3.36) como

v)-3{ T8 (a1 T8 o [T8m. o) 3.7

j=i+l

pero H,, |0) :Zk 2‘9k6:6k 10)—V ZkkBkTBk |0)=0|0), por lo tanto (3.37) conduce a
Z{HB [ Hy.B Mﬁ[ } (3.38)

Sustituyendo (A.9) en (3.38) obtenemos

(3.39)

pero HI léTLS:TH 3 =HN BT Ademas, el término entre paréntesis de la suma no

j=i+l 1=1

depende de k ni de |, entonces
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N N 1 i—1 N A, N
)-SRl -3 [1vEs o asarie o
i=1 i=l k'’ ' i 1=1 k j=i+l

S azs 228 el |

i=1 =1 J=i+l

(3.40)

donde |l//N>=H|N: 1 |§,T|0>. De forma que sustituyendo (A.15) en (3.40) y agrupando

términos, resulta que

A N 1 N 1 i
Rulva)=EBulyn)+ 2 1=V 2 o =2V 2R R {I 8T A T[] ]|0 (3.41)

k' kK — N 1 k j=i+l
1=

donde Ej :ZL R; es la energia de los N pares colectivos y de los N pares de Cooper.

Dado que el propdsito de la transformacién (3.33) es diagonalizar el hamiltoniano (3.7),

el término no diagonal de (3.41) debe ser cero, es decir,

N2
——Z =0 Vi=I.,N (3.42)

i i
pues los operadores de pares colectivos de Richardson son linealmente independientes
(ver Apéndice A). Estas N ecuaciones se conocen como la solucién de Richardson para el

caso de N pares de Cooper colocados sobre la superficie de Fermi.

3.2. Solucién analitica de la energia total

Dentro del formalismo de la solucion de Richardson, como se mostré en la seccion
anterior, el resultado de resolver la ecuacién de Schrodinger para N pares acoplados
puede transformarse en resolver un sistema de N ecuaciones algebraicas no lineales

acopladas, donde las incégnitas R, pueden tomar valores complejos. Esto se ve

rapidamente pues si conjugamos la solucién de Richardson, ecuacion (3.42) resulta que

N
__Z Z *2 *:0 Vi=13'-7N7 (343)
26‘k i 1=1 R| -R;

1 i
11

entonces si R es solucién de (3.42) también lo serd su complejo conjugado R’. Lo cual
era de esperarse ya que la suma de R, y R’ es la energia del bipar y ésta tiene que ser

un namero real.
Debido a la forma algebraica de la soluciéon de Richardson, es complicado obtener

una solucion analitica general, ain para sistemas con un ntmero reducido de pares. En
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particular, la complejidad radica esencialmente en que el nimero de términos en cada
ecuacién de (3.42) crecen como la suma del nimero de niveles (M) més el nimero de
pares (N) en el sistema, en consecuencia al poner denominador comiin en cada ecuacion,
ésta se convierte a una ecuacién de los parametros R, con grado M-+N aunado al
acoplamiento de las N ecuaciones con la misma estructura. A continuacion se presenta
una solucién analitica para el caso de dos pares y dos niveles de energia, cuyas

ecuaciones de Richardson son

1 1 1 2
R + + = 0
V 2¢-R 2¢6-R R -R ' (3.44)
1 1 1 2
—— + + =0
V 2¢-R, 2¢-R, R-R,

Para este caso, despejando R, de la primera ecuacion se tiene
2
R,=R - ] ] ] (3.45)

—— +
V 2¢-R 2¢-R

Sustituyéndola en la segunda ecuacién de (3.44) y factorizando el término (R, —R)™

obtenemos
1 1 1
- - +1=0. 3.46
l_ 1 ~ 1 14_2¢91—F21_251—R1 14_252—Rl_252—R1 ( )
V. 26-R 2¢,-R \Y 26, - R \Y 2e—-R

Poniendo (3.46) en denominador comin, el numerador es la siguiente ecuacién de

segundo orden para R
R +R 2V —26,—25,) +(2V +466,- N e - Ve, ) =0, (3.47)
cuya solucion es
R=6+5-V\(g-5)-V>. (3.48)
Sustituyendo R, en (3.45) se puede determinar explicitamente los parametros de par,

dados por

Rf=¢g +¢, -V i«f(gl —&,) =V? | (3.49)
Ry =¢+6-VF(g-¢6)-V’
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donde puede observarse que R"'=R, y R =R), por lo que basta con considerar una
solucién. Tomando R =R/ el otro parametro queda fijo como R, =R, y la energia total
se encuentra determinada por

E, =R +R, =2(g +&,)-2V . (3.50)

Entonces, se ha logrado obtener una forma explicita de la energia total en términos de

los niveles de energia (&,,¢,) v la interaccion entre electrones (V).

El caso méas estudiado en la literatura corresponde a un sistema donde los niveles de

energfa se encuentran equiespaciados [Sierra, 2004], en otras palabras

&= ]e, (3.51)

]
donde ¢ es la autoenergia de un electréon en el estado base. Para este caso la solucién

obtenida de dos pares y dos niveles se reduce en

R =3¢-V - -V’
R, =3¢-V +&’ -V’

En la Figura 3.1 se muestra la variacion de R, R, y E, como funcién de la interaccion

= E,=65-2V. (3.52)

electrén-electron (V).

e Of .
g -1 B (N
2 1+
6 _
wog4 L ]
e f (c)
0 [ 1 | 1 | 1 | 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Ve

Figura 3.1. (a) Parte real [Re(R,)], (b) la parte imaginaria [Im(R,,)] de
la solucién de Richardson y (c) la energia total como funcién de la
interaccién atractiva electrén-electrén (V') para un sistema de dos pares

cuyas energias sin interacciéon son 2¢ y 4& respectivamente.
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Obsérvese de la Figura 3.1 que en ausencia de interaccion electrén-electréon, V=0,
los pardmetros R, son 2¢ . De hecho, de la forma de la solucién de Richardson (3.42) se

cumple en general que
limR, =2¢,, (3.53)

V-0
lo cual establece que en ausencia de interacciéon los pares colectivos son pares de

electrones. Ademaés, cuando la interaccién V >e&, los parametros R, se convierten en

ntmeros complejos y son conjugados entre si. La asociacién de estos pares colectivos en
V >¢ se presenta a través de sus parte imaginarias, de tal forma que en esta region de
interaccion los dos pares se asocian para cambiar su comportamiento. Por tltimo, la
Figura 3.1(c) muestra que la energia es una funcién monétona decreciente.

Por otro lado, se han realizado numerosos intentos por obtener soluciones analiticas
de las ecuaciones algebraicas de Richardson, incluyendo soluciones aproximadas. Por
ejemplo una expresiéon para la energia total de N pares en el estado base es [Pogosov,

2011]

N(N-1)

E,~ NE + E (3.54)

int ?
donde E, es la energia de un solo par obtenida en (2.13) al resolver el problema de

Cooper y E. es la energia de interaccion entre dos pares determinada como

11 2 :
Eim—D(EF) EJ{GXI{\FEF)]_I} ) (3.55)

donde D(E;) es la densidad de estados constante cerca de la superficie de Fermiy V la

interaccion electron-electron.

3.3. Resultados numéricos para NN pares

Con el objetivo de estudiar la solucion de las ecuaciones de Richardson se desarrollé un
programa numérico en FORTRAN 90, basado en el método de Newton-Raphson para un
sistema de ecuaciones no lineales con soluciones complejas. En este método, dada una
interaccion V entre electrones, se resuelven las ecuaciones de Richardson para los

pardametros R, como incognitas. Ademaés, se obtiene la energia total del sistema como la

suma de éstos.
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En el analisis que se muestra a continuacion se presentan las soluciones, asi como el
comportamiento de R, para diferentes sistemas con un amplio rango de interacciéon
electron-electrén. En dicho andlisis, se consider6 la distribucién equiespacial de los

niveles de energia de un solo electron y ademas el ntimero de niveles se tomd como el

doble del ntimero de pares.
e Degeneracion en los niveles energéticos

A pesar de que dos pares no pueden ocupar el mismo nivel energético ¢, debido al

caracter fermiénico de los electrones, analizamos el caso en que dos de estos niveles se
encuentran muy cercanos uno del otro y por lo tanto puede pensarse que el sistema tiene
una degeneracion. De forma que en el caso de cinco pares y diez niveles de energia,

desplazamos los niveles 2¢ y 3¢ a 5¢/2—¢&/20 y 5&/2+¢&/20, como se muestra en la

Figura 3.2.
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(a) (b)
Figura 3.2. Esquema de (a) la distribucién de niveles de energia (lineas) sin
degeneracion y (b) la distribucién de niveles con degeneraciéon desplazando
respectivamente 2¢ y 3¢ a 5¢/2—¢/20 y 5£/2+¢/20, para el estado base

de 5 pares (bolas) en 10 niveles.
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En la Figura 3.3 se presentan la parte (a, a’) real y (b, b’) imaginaria de los

parametros R, asi como (¢, ¢') la energia total de la solucion de Richardson como

i
funciom de la interacciéon clectron-clectrén V), para ol caso de 5 pares en 10 niveles
energéticos (a-c) sin y (a’-¢’) con degeneracion. Para el caso con degeneracion, los pares
tienen energia en ausencia de interaccion electron-electréon de 2, 4.9¢, S.1e, 8¢ v 10¢.
En otras palabras, el sistema se encuentra en su estado base tanto para el caso con
degeneracion como para el caso sin degeneracién.

Como sc observa cn ol recuadro de la Figura 3.3(a’), las pares colectivos
cuasidegenerados se asocian rapidamente en el rango de interacciones débiles (~0.05¢),
en contraste al caso no degenerado {~0.68¢). Ademas, las soluciones R, que se asocian
son nimeros complejos conjugados, como se muestra en las Figuras 3.3(b) y 3.3(b’). De

forina que la energia total es una cantidad real.
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Figura 3.3. (a, a’) Parte rcal [Re(R:)], (b, b') parte imaginaria [Im{R)] v (¢, ¢} la
energia total de la solucion de Richardson como funcién de la interaccion atractiva
electron-clectréon (V) para un sistema de 5 pares en 10 niveles energéticos (a-c) sin y

(a’¢’) con degeneracin.

Emn la Figura 3.4 se muestra la energia total para los sistemas de la Figura 3.3 con y
sinn degenceracion. Néotese que para ¢l caso de un estado degencrado cquidistante la
asociacion de los pares colectivos a distintos valores de interaccion electrom-electréon, no
cambia la energia total del sistema. En la Figura 3.5 se muestra otra comparativa del

sistema con y sin degeneracién donde ademas se presenta un tercer caso en el cual
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desplazamos los niveles ¢ y 2& a 3g/2—&/20 y 3&/2+&/20. Como se observa en la
Figura 3.5(c, ¢’, ¢”) la energia total para los tres sistemas no cambia, dentro de la
precision de los calculos numérico. Sin embargo, la asociacién entre pares es distinta
para cada sistema degenerado. Primeramente para ambos casos, la degeneracion ocasiona
asociacion entre los pares que ocupan los niveles degenerados, como se muestra en los
recuadros de las Figuras 3.5(a’) y 3.5(a”). Después, para una interaccién
aproximadamente de V =0.78¢, el segundo sistema degenerado rompe la asociacién
inicial para volver a asociarse pero ahora con el par vecino no degenerado mas préximo,

lo cual permite que éste baje y en consecuencia la energia total disminuya.
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O Energia total sin degeneracion %O 9
B Energia total con degeneracion
0 i L L L 1 L I L L L L L I L L L L L i
0.0 0.5 1.0 1.5
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Figura 3.4. Energia total vs la interaccién atractiva electron-electréon
(V) para los mismo sistemas de la Figura 3.3 con (puntos naranjas) y
sin (circulos verdes) degeneracion .
Cabe enfatizar que la energia total del sistema puede cambiar al considerar otro tipo
de degeneracion. Por ejemplo, si el desplazamiento de los niveles degenerados no es
equidistante a partir del punto medio de las energias originales de un solo electréon, la

energia total de los sistemas con y sin degeneracién no serd igual.
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Figura 3.5. (a, a’, a”’) Parte real [Re(R))], (b, b, b"") parte imaginaria [Im{R;)] v (¢, ¢', ¢')
la energia total de la solucién de Richardson como funcién de la interaccion atractiva
clectron-clectrén (V') para un sistema de 5 pares en 10 niveles energéticos (a-c) sin y (a’-¢’,
a’-¢”) con degeneracion.

e Repulsion Cuantica

A continnacion analizaremos los cfectos del mimero total de niveles en las soluciones de
Richardson. Consideremos un sistema de 30 pares en el estado base con 40 y 100 niveles

de energia, como se muestra respectivamente en la Figura 3.5(a) v 3.5(b).
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Figura 3.6. Parte real [Re(R;)] de R; para un sistema de 30 pares en (a)
40 y (b} 100 niveles versus la interaccion atractiva electron-electrén (V),

cuando el sistema se encuentra en el estado base.

Obsérvese en la Figura 3.6 que la asociacion entre pares de mayor energia requiere
una menor interaccion atractiva clectron-clectron (V). Ademads, dicha asociacion necesita

una menor interaccion cuando el nimero total de niveles crece. Asimismo, las soluciones
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R decrecen con mayor rapidez para el caso de 100 niveles, en comparacion con aquellas
del caso de 40 niveles. Este hecho conduce o un comportamicnto global en la onergla

total del sistema, como g¢ muestra on la Figura 3.7 para un sistema de 30 pares en el

estado basge con A0, 50, 60, 70, 80, 90 y 100 niveles.

1 000 T l T | T I T | T I T | T

800

600

400
= —— 40 niveles
L 200 = ——50niveles
| — 60 niveles
0 L —70niveles
i 80 niveles
- 90 niveles
-200 - ——— 100 niveles
-400 PR T TR AN TN AN TR NS T (S TR

00 02 04 06 08 10 12 14

V/e

Figura 3.7. Encrgla total (E,)) para un sistema de 30 pares de
electrones en el estado base versns la interaceiom atractiva electrom-

electron (V) para distintos nneros de niveles como se indica en la

Figura 3.6.

L R

En la Figura 3.7 se puede observar que la separacién entre curvas va disminuyendo,
ol cual sugiere que en el limite cuando ol nimero de niveles tiende a infinito Ia curva de

encrgia sc acerca asintdticamente a un comportamicnto limite.

e Estado Base y Estados Excitados

Hasta aqui, hemos estudiado nnicamente los estados base de la solucion de Richardson.
i general, a temperatura finita los pares pucden ocupar cstados coxcitados. Tistas
configuraciones excitadag de pares colectivos podrian conducir a nuevas reglas de
asociacion entre dichos pares. Un ejoemplo de estas configuraciones s presenta en la

Figura 3.8, donde los estados excitados se indican por lineas rojas.



42

:IIII UL ||k|::| T Illllllllll:w:
E — =
40 | =+ e T
30 F = —R—
w : I £ E
;'- E g = 3
Y 20 F B '
S = | =
q‘) C a -
ad 3 g -
10 E F -
0F - -
: I(6') | . (b) | E (c) |
00 05 10 00 05 10 00 05 10 15

Vie
Figura 3.8. Parte real [Re(R)] de R; para (a) el estado base, (b) el
primer estado excitado y (c) otro estado excitado como funcién de la
interaccién electréon-electron (V') para un sistema de 20 pares y 40 niveles
de energia equiespaciados.

En las Figuras 3.8(b) y 3.8(c) se puede notar la existencia de barreras que inhiben el
cruzamiento de pares no asociados al nivel de menor energia mas préximo. Por lo que
una de las consecuencias mas importantes de la asociacion entre pares colectivos es la
libertad de disminuir su energia. Ademas, como puede observarse en la Figura 3.8,

durante dicha asociacién dos de los parametros R, se igualan para después convertirse
en numeros complejos conjugados.

Suponiendo que los pares colectivos éiT y |.5>JT se asocian, de la ecuacion de
Richardson para cada par

, (3.56)

se tiene que si R = Rj entonces los términos 2, —R y 2¢ —R; deben ser cero para
anular la divergencia del término (R, —R; )" en (3.56). De forma que en la interaccién

electrén-electrén (V) a la cual ocurre la asociacién resulta que
R =R, =2¢,, (3.57)

donde ¢, es el nivel de energia mas cercano a ambos durante la asociacion.
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e Asociacion de Pares

El fendmeno de asociacion de pares colectivos puede pensarse fisicamente como cuatro
electrones interactuando o un cumulo de cuatro electrones, lo que llamamos en esta tesis
bipar. Formalmente, denominamos asociacién de pares colectivos al fendmeno que ocurre
ciuando dos de los pardametros R, soluciones de las ccuaciones de Richardson, sc
convierten en numeros complejos conjugados. Ademds, dado que cada parametro
representa un par colectivo la asociacion entre éstos puede interpretarse como un
aparcamicnto cntre parcs de clectrones. De forma que este nuevo hipar colectivo debe ser
un cimulo de cuatro electrones.

Es importante mencionar que dicha asociacion es mucho mas compleja de lo que
hemos presentado en las Figuras anteriores. Un ejemplo de esta complejidad se muestra

en la Figura 3.9, donde se presenta la parte real de R, obtenidas de las ecuaciones de

Richardson para un sistema de 20 parcs vy 40 niveles de energia cquicspaciados. Los
primeros 14 pares de este sisterna se colocaron en los niveles de menor energia permitidos
por el principio de exclusion de Pauli vy log ultimos 6 pares se colocaron en los niveles
con encrgia sin interaccion de 17¢, 18¢, 19¢, 20g, 22¢ y 23¢. Cabe mencionar que la
Figura 3.9 reproduce los resultados reportados en la referencia [Sierra, 2004]; hecho que

verifica la funcionalidad del programa desarrollado.

VT

40

0.0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5
V/e

Figura 3.9. Parte real [Re(f)] de R: vs la interaccion (V) para
un sistema en un estado excitado de 20 pares y 40 niveles.
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En la Figura 3.9 pucde obscrvarse que la scgunda v tercera lincas rojas (de arriba a

abajo} sc intersectan pero no se asocian, lo cual sugicre que el fendimeno de asociacion

s6lo ocurre entre dos pares colectivos. Ademaés, la tercera linea roja incrementa como

[uncién de la interaccién electron-electrén (V'), el cual puede deberse a la repulsién
cuantica similar a lo ocurrido en la Figura 35.6.

Otro ejemplo de estados excitados en un sistema con un niimero reducido de niveles

se muestra en la Figura 3.10, donde se observa que la asociacién y re-asociacién entre

parcs colectivos podria modificar la concavidad de la curva de energila.
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Figura 3.10. Parte (a) real [Re(f)] v (b) imaginaria Im(R:)] de R
as{ como (¢} la energia total vs la interaccion (V') para un sistema

cxcitado de 11 parcs ¥ 14 niveles.
e Tiempo de Cémputo

Dado la ausencia hasta la fecha de una solucién analitica general del problema cuantico
de muchos cuerpos, dicho problema se analiza numéricamente. Una de las limitaciones
mas importantes es el tiempo de computo. En esta tesis se presenta un andlisis del
ticmpo de computo al obtener la energia total del sistema mediante las ecuaciones de
Richardsomn.

En la Iigura 3.11 se presenta una grafica del tiempo de cémputo contra el numero

de pares manteniendo ¢l namero de niveles equicspaciados comao ¢l doble del namero de
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pares. Kl calculo numérico se realizé en la supercomputadora HP Cluster Platform
3000SL “Mixtli” ubicada en la Dircccién General de Coémputo y de Tecnologias de
Informacion y Comunicacion (DGCTIC) de la UNAM, la cual se basa en procesadores de
Intel E5-2670 con 8 Cores por procesador y una memoria RAM de 64 GB por nodo de
dos procesadores. De los cuales se utilizé tnicamente un sdlo Core para el estudio del

fiempo de computo, ya que el programa presentado en el apéndice B no se encuentra

paralelizado.
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Figura 3.11. Ticmpo computacional contra nfimero de pares ojecutado

en la supercomputadora “Miztli” de la UNAM.

Obsérvese en la Figura 3.11 un crecimiento en forma de potencias del tiempo de
computo como funcion del niimero de pares. Para determinar dicha potencia, se realizo
un analisis log-log presentado en el recuadro de la Figura 3.11, en el cual se obsgerva una,
pendiente de 2.3 con una precision (R?) de ajuste de 0.99. Cabe mencionar que el
ticmpo de cémputo para resolver la ccuacion de Schrodinger estacionaria mediante
diagonalizacion de matrices crece como N° para un sistema formado por una sola
particula y N cstados disponibles sin simetria. Por lo que la potencia obtenida de 2.3
para un problema de muchos parcs es significativamente menor que haberlo realizado

directamente mediante diagonalizacion.
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Conclusiones

En esta tesis se analiz6 el problema de muchos pares correlacionados partiendo del
hamiltoniano BCS y utilizando la transformacion de Richardson, la cual reduce la
ecuacién de Schrodinger a un conjunto de ecuaciones algebraicas no lineales acopladas.
En particular, se presenta una soluciéon analitica para el caso de dos pares en dos niveles
de energia. Para el estudio numérico de las ecuaciones de Richardson, se desarrolld6 un
nuevo software aplicando el método de Newton-Raphson multidimensional para la
btusqueda de soluciones complejas. Las conclusiones mas importantes de esta tesis

pueden resumirse como sigue.

1. Para el problema de muchos pares, se observa un fenémeno de asociacion entre dos
pares. Esta asociacion permite cruzar las barreras del nivel de menor energia mas
proximo para reducir la energia total del sistema.

2. La asociacién entre dos pares colectivos (bipares) de mayor energia se presenta en
una interaccion atractiva electrén-electrén de menor intensidad. Asimismo, los
resultados revelan que el comportamiento de los bipares es imposible de realizar por
pares colectivos individuales.

3. El anélisis del ntimero de niveles de energia revela una clara repulsion cuantica. Los
resultados apuntan a la existencia de un comportamiento limite cuando el ntimero de
niveles tiende a infinito.

4. Al reducir el nimero de niveles disponibles, se observa un comportamiento anémalo

de los pares asociados, en el cual la parte real de algunos R, aumenta con la

interaccion atractiva electron-electron.
5. El estudio del tiempo de computo en resolver las ecuaciones de Richardson revela
que la transformacién en ecuaciones algebraicas si reduce significativamente el

tiempo de computo, permitiendo analizar sistemas de 1000 pares en 2000 niveles.

Cabe enfatizar que la mayor parte de los estudios realizados en esta tesis fueron
numéricos, sin embargo los resultados son exactos dentro de las aproximaciones del
hamiltoniano. En general, considero que el problema de muchos cuerpos y en particular
el fenémeno de superconductividad contintian siendo un reto para la Fisica Teérica. Por
lo que los avances en esta direccién mas alla de la aproximaciéon de campo medio podrian

ser de fundamental importancia para el entendimiento de muchos fenémenos fisicos.
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Apéndice A. Pares colectivos de Richardson

En este apéndice se muestran algunas propiedades de conmutacién que cumplen los
operadores de pares colectivos de Richardson utilizados para obtener las ecuaciones de
Richardson para el caso en que se tiene un sistema de N pares electronicos colocados
sobre la superficie de Fermi. El operador de creacion de dichos pares colectivos se define

como

Bl = by , (A.1)
! k28k—R-

J
y el operador de aniquilacién
. by
B, = E

~2¢ —R

J

(A.2)

A continuacién se presentan algunas reglas de conmutacion que satisfacen los

operadores de pares colectivos, las cuales fueron utilizadas en el capitulo tres.

(8,8/]=[6.8]=0

2 s 1 i 1-260, )
[Bi’BJ}_§(28k—Ri*)(28kr—Rj)[bk, I(']_Zk:(zgk_Ri*)(z‘c"k_Rj)
ademas,
o 1 e o~ 1-207b
~ 1 MR |
[ ,j,BJrJ:;%k,_Rj[ L] =0
y

NP b
[b/5, 8] |=——~—, (A.6)
por principio de exclusion de Pauli.

Por otro lado, el conmutador de la funcién de onda (3.32) con el hamiltoniano (3.7)

€S
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n N N i-1 n n N
{HU,HB@=Z{ BQ[HU,B”HBJT} (A.7)
y el conmutador que resulta dentro de la suma (A.7) es

[Hy.B[=> 25| blb.B |-V [B/b,.B |- Z[zgk vy by 282b§b; B J . (AB)
K kiK' k K K
De forma que sumando y restando Zkt;,j , (A.8) se reescribe como
[ Hy.B |=RB +§k:t3g Ll—v;ﬁ}uv;% , (A.9)
donde se utilizé que LSJ = Zk 2g, — Rj)’llij .
Para tratar el ultimo término que resulta de (3.40) consideremos el siguiente

conmutador

vhib, s | 4 sl o 2vbibe sl [ s
18 (= B/ k& Bt B, A.10
D SIEISN LGN € (A10)
donde el conmutador que aparece dentro de la suma es

Wb s VS, b (1-2b!b, ¥
5 VB g |5 Vo028 s VB, | (A1)
~2¢ —R & (25 -R)2s.-R) 4 (25 -R)(2& —R)

i
Separando el denominador por fracciones parciales

ST . A AF ot A_T _ Rt
5 VBB g, _y Vb ‘Z Y, BB | BBy
~2¢ —-R ~ (26, -R)26 -R) “R-R|26-R 2¢-R R -R

y sustituyendo (A.12) en (A.10)

{22ka* ﬁ } Z{l'jé;(zvi:snﬁé;}. (A.13)

k ng i =1

Finalmente, si sustituimos (A.13) en el dltimo sumando de (3.40) obtenemos

Z{H Z2Vb b b, ﬁyh@i{nefzwli[n BQV 8] qﬂlégﬂ}m) (A.14)

| j=i+l i j=i+l i+1

2Vb b

puesto que HBTZ

K |O> 0. Factorizando

N [d 1 L N N i-1 N
Z{ B.T2MHB;}|0>=_ z%[ 2p) *HB;]|0>. (A.15)
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Por otro lado, tomando en cuenta que hay N pares electréonicos y N distintos niveles
de energia de una sola particula, la transformacién, o cambio de base, (A.1) puede

reescribirse en forma matricial de la siguiente manera.

1 1 “o —1
ot 26, -R  2¢,—-R 26y =R, /gy
B, h
Bf ! 1 —1 i~
:2 =| 26,-R, 2¢,—-R, 2¢y —R, 2 , (A.16)
By 1 1 1|
26, -Ry 2¢,-Ry 26y — Ry

donde el vector que contiene los pares de Cooper b} tiene dimensién Ny el subindice de
cada par electronico corresponde al nivel de energia en el que se encuentra. Si ademas

reescribimos la transformacién (A.16) como
B'=Ub", (A.17)

donde BT es el vector que contiene los operadores de pares colectivos, U la matriz de

cambio de base y b' el vector que contiene los operadores de pares de Cooper. Las

condiciones para que U sea unitaria son

A Jz(zg Ry =1, Vie{l,--,N}
(A.18)

?

1

N
~0, Vike{l,N
2, R, Ry ThkellN]

que es equivalente a pedir que los estados é”0> estén normalizados y ademds sean

linealmente independientes, con A la constante de normalizacion del estado |.3>iT|O>.
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Apéndice B. Cédigo

En este apéndice se presenta el cédigo, programado en FORTAN 90, para obtener las

soluciones de las ecuaciones de Richardson en general para N pares.

program richardson

IMPLICIT NONE

integer :: par,niv,i,k,h,l,0,itera,paso

real(16) :: prec,epsylon,start,finish gmax
complex(16), allocatable :: x(:),xi(:),xo(:),Fx(:)
real(16), allocatable :: densidad(:)

character(len=5) :: contador,pares,niveles,interaccion

INumero de niveles, pares y densidad de niveles
par=>5
niv=2%par

allocate (x(par),xi(par),xo(par),Fx(par),densidad(niv))

Llenado de la densidad de niveles
do i=1,niv
densidad(i)=2%i
if(i==3) then
densidad(i)=densidad(i-1)+.01
end if
end do

ILlenado del vector de condiciones iniciales
epsylon=1E-7
do i=1,par
x0(1)=CMPLX(densidad(i),0.0)
end do

call iniciales(epsylon,par,xo,xi)

ILlamar a NR con la precision de la solucién y calcula el tiempo de ejecucion
prec=1E-10
call cpu__time(start)
call nr(xi,x,Fx,densidad,prec,par,niv,gmax,itera,paso)
call cpu__time(finish)
write(pares,’(I3.0)") par
write(niveles,"(13.0)") niv
write(interaccion,"(F5.1)") gmax
open(7,file="parametros"/ /pares//"pares_"//niveles//"niveles_"//interaccion//".dat" status="RE
PLACE' action="WRITE")
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write(7,10) "Pares:" par
write(7,10) "Niveles:" niv
write(7,20) "Precision NR:" prec
write(7,10) "Iteraciones NR:" itera
write(7,30)

(7,10)

(7,30)

write(7,10) "Paso interaccion:",paso

Max. interaccion:",gmax

write(7,30) "Tiempol[s]:",finish-start
write(7,30) "Tiempo[min]:",(finish-start)/60.
10 format("",A20,120)
20 format("',A20,E20.1)
30 format("",A20,F'20.5)
end program

e Subrutina para llenar las condiciones de los pares

INOTAS:Las sumas no llevan ordenaysuma pues son complejos
subroutine iniciales(epsylon,m,xo,xi)
IMPLICIT NONE
integer, intent(in) :: m
real(16), intent(in) :: epsylon
complex(16), dimension(m), intent(in) :: xo
complex(16), dimension(m), intent(out) :: xi
integer :: i
do i=1,m
xi(i)=xo(i)-epsylon
end do
end subroutine

! Subrutina Newton-Raphson

subroutine nr(xi,x,Fx,densidad,prec,m,n,gmax,itera,h)
IMPLICIT NONE

complex(16), dimension(m), intent(in) :: xi

real(16), dimension(n), intent(in) :: densidad

real(16), intent(in) :: prec

integer, intent(in) :: m,n

complex(16), dimension(m), intent(out) :: x,Fx

real(16), intent(inout) :: gmax

integer, intent(inout) :: h,itera

complex(16), dimension(m,m) :: J,invJ

complex(16), dimension(m) :: EJE_ ant,x_ ant,Delta
real(16) :: g,g_ant,g nueva,magnitud,paso,dif,dE,agrega
complex(16) :: energia

integer :: i,],krefinar

character(len=>5) :: pares,niveles

write(pares,"(13.0)") m

write(niveles,"(13.0)") n
open(1,file=pares//"pares_"//niveles//"niveles.dat" status="REPLACE" action="WRITE")



TE')

Diferencia entre la solucion nueva y la anterior, magnitud maxima de la interaccion, paso de la
linteraccion, el numero maximo de iteraciones que tiene el metodo de NR para encontrar la solucion

open(2,file="E.dat" status="REPLACE")

open(3,file="magnitud.dat" status="REPLACE")

(
(

open(4,file="dif.dat" status="REPLACE" action="WRITE")
(
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open(5,file="energia'//pares//"pares_"//niveles//"niveles.dat" status="REPLACE" action="WRI

dE=1.
gmax=1.5
h=100000
paso=gmax/h
g=paso

g ant=0.

g nueva=paso
itera=10000
refinar=0

agrega=1E-4

Inicia NR

x=xi

E ant=xi

call ceros(m,1,E)

do while (g .LT. gmax)

do while (1 .LT. itera)

call F(m,n,g,x,densidad,Fx,J)

call invers(m,J,invJ)
E=x-matmul(inv]J,Fx)

lcall mulmatrix(m,m,m,1,invJ,Fx Delta)
IE=x-Delta

call norma(m,Fx, magnitud)
write(3,*) magnitud

if (magnitud .NE. magnitud) l=itera
if (magnitud<=prec) then

call norma(m,E-E_ ant,dif)
write(4,*) dif

if (dif<=dE) then

g _ant=g_ nueva

x_ant=E

E ant=E

do i=1,m

write(2,*) E(i)
energia=E(i)+energia

end do

write(5,"(3F20.12)") g,REAL(energia), AIMAG (energia)
do i=1,m

if (i .EQ. 1) then



write(1,"(3F20.12)" ,advance="NO") ¢, REAL(E(i)),AIMAG(E(i))
else

write(1,"(2F20.12)" advance="NO") REAL(E(i)),AIMAG(E(i))
end if

end do

write(1,*)

energia=CMPLX(0.0,0.0)

x=E

g=paso-+g_ant

print*,g

g_nueva=g

refinar=0

exit

else if (dif>dE) then !Que pasa si es otra solucion
refinar=1+refinar

call perturbacion(x__ant,m,agrega,2,x)

g=g ant+abs(g_nueva-g_ant)/(2.**refinar)

call F(m,n,g,x,densidad,Fx,J)

call invers(m,J,invJ)

E=x-matmul(invJ,Fx)

x=E

g=g nueva

1=0

end if

else if (magnitud>prec .OR. magnitud==magnitud) then !Que pasa si no es solucion o es NaN
x=E

1=1+1

end if

end do

if (I==itera) then

refinar=14refinar

call perturbacion(x_ ant,m,agrega,2,x)
g=g_ant+abs(g_nueva-g ant)/(2.**refinar)

end if

1=0

end do

end subroutine

! Subrutina que calcula Fx y J

INOTAS:Las sumas no llevan ordenaysuma pues son complejos
subroutine F(m,n,g,x,densidad,Fx,J)
IMPLICIT NONE
integer, intent(in) :: m,n
real(16), intent(in) :: g
complex(16), dimension(m), intent(in):: x

complex(16), dimension(m), intent(out):: Fx



real(16), dimension(n), intent(in) :: densidad
complex(16), dimension(m,m), intent(out):: J
complex(16), dimension(m) :: s1,52,ds1,ds2
integer :: i,k

complex(16) :: aux,aux2

do i=1,m

aux=0

aux2=0

do k=1,n
aux=1./(densidad(k)-x(i))+aux
aux2=1./(densidad(k)-x(i))**2+aux2
end do

sl(i)=aux

dsl(i)=aux2

end do

do i=1,m

aux=0

aux2=0

do k=1,m

if (k/=i .AND. m/=1)then
aux=2./(x(k)-x(i))+aux
aux2=2./(x(k)-x(1))**2+aux2

else if (k==i .AND. m/=1) then
aux=aux

aux2=aux2

else if (m==1) then

aux=0

aux2=0

end if

end do

s2(i)=aux

ds2(i)=aux2

end do

ILlenado de Fx y J
do i=1,m
Fx(i)=1./g-s1{(i)+s2(i)
do k=1,m
if (k==i) then
J(i,k)=-ds1(i)+ds2(i)
else
J(i,k)=-2./(x(k)-x(i))**2
end if
end do
end do
end subroutine



Subrutina que calcula la inversa
subroutine invers(dimen,Jinv.J)

IMPLICIT NONE

integer, intent(in) :: dimen

complex(16), dimension(dimen,dimen), intent(in) :: J
complex(16), dimension(dimen,dimen), intent(out) :: inv.J
complex(16) :: x

integer :: ik,1

do i=1,dimen

do k=1,dimen
invJ(i,k)=J(i,k)
end do

end do

do 10 i=1,dimen
x=invJ(i,i)
invJ(i,i)=CMPLX(1.0,0.0)
do k=1,dimen
invI(k,i)=invJI(k,i)/x
end do
do 10 1=1,dimen
if(1-i) 20,10,20

20 x=invJ(i,l)
invJ(i,1)=CMPLX(0.0,0.0)
do k=1,dimen
invJ(k,)=invJ(k,1)-invJ(k,i)*x
end do

10 continue
return
end subroutine

e Subrutina que calcula la norma de un vector complejo
subroutine norma(dimen,V,magnitud)

IMPLICIT NONE

integer, intent(in) :: dimen

complex(16), dimension(dimen), intent(in) = V

real(16), intent(out) :: magnitud

integer :: i

real(16) :: magnitud_ant=0.

magnitud=0.

do i=1,dimen

call ordenaysuma((REAL(V(i)))**2,(AIMAG(V(i)))**2,magnitud_ ant)
call ordenaysuma(magnitud,magnitud_ant,magnitud)

end do

magnitud=sqrt(magnitud)

end subroutine



! Subrutina que transpone una matriz compleja
subroutine transponer(dren,dcol,A,At)
IMPLICIT NONE
integer, intent(in) :: dren,dcol
complex(16), dimension(dren,dcol), intent(in) :: A(:,:)
complex(16), dimension(dcol,dren), intent(out) :: At(:,:)
integer :: i,j
do i=1,dcol
do j=1.dren
At(ij)=AG)
end do
end do

end subroutine

! Subrutina que conjuga una matriz compleja
subroutine conjugar(dren,dcol,A,Ac)
IMPLICIT NONE
integer, intent(in) :: dren,dcol
complex(16), dimension(dren,dcol), intent(in) :: A
complex(16), dimension(dren,dcol), intent(out) :: Ac
integer :: i,j
do i=1,dren
do j=1,dcol
Ac(1,j)=CONIG(A(i,j))
end do
end do
end subroutine

[ — Subrutina que multiplica dos matrices complejas AxB

INOTAS:Las sumas no llevan ordenaysuma pues son complejos
subroutine mulmatrix(dAr,dAc,dBr,dBc,A,B,C)
IMPLICIT NONE
integer, intent(in) :: dAr,dAc,dBr,dBc
complex(16), dimension(dAr,dAc), intent(in) :: A
complex(16), dimension(dBr,dBc), intent(in) :: B
complex(16), dimension(dAr,dBc), intent(out) :: C
complex(16) :: suma
integer :: i,j,k
if(dAc .NE. dBr) then
write(*,*) ">>Las matrices no tienen la dimension apropiada’
go to 10
end if
do i=1,dAr
do j=1,dBc
do k=1,dAc



suma=A(i,k)*B(k,j)+suma
end do
C(i,j)=suma
suma=CMPLX(0.0,0.0)
end do
end do

10 end subroutine

L Subrutina que llena de ceros una matriz compleja
subroutine ceros(dAr,dAc,A)
IMPLICIT NONE
integer, intent(in) :: dAr,dAc
complex(16), dimension(dAr,dAc), intent(out) :: A
integer :: i,j
do i=1,dAr
do j=1,dAc
A(i,j)=CMPLX(0.0,0.0)
end do
end do
end subroutine

- Subrutina que ordena y suma dos numeros de menor a mayor
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subroutine ordenaysuma(a,b,suma)
IMPLICIT NONE

real(16), intent(in) :: a,b

real(16), intent(out) :: suma

if(a .GE. b) then

suma=b-+a

else

suma=a-+b

end if

end subroutine

l-——-Subrutina que agrega una epsylon a la componente real(1), imaginaria(2) o ambas(3) de un vector
complejo -

subroutine perturbacion(E,m,incremento,componente,Ep)

IMPLICIT NONE

integer, intent(in) :: m

real(16), intent(in) :: incremento

integer, intent(in) :: componente

complex(16), dimension(m), intent(in) :: E

complex(16), dimension(m), intent(out) :: Ep

integer :: i

if (componente==1) then

do i=1,m

Ep(i)=E(i)+CMPLX (incremento,0.0)



end do

else if (componente==2) then

do i=1,m
Ep(i)=E(i)+CMPLX(0.0,(-1)**i*incremento)
end do

else if (componente==3) then

do i=1,m
Ep(i)=E(i)+incremento*CMPLX(1.0,(-1)**1i)
end do

end if

end subroutine
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