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Capitulo

Introduccion

Los métodos variacionales aparecieron como una respuesta al problema
de hallar minimos de funcionales.

Un ejemplo clasico de problema variacional es el de hallar la trayectoria

que minimiza la distancia entre dos puntos en una superficie dada (geodési-
ca).
El problema de minimizar funcionales esta muy relacionado con el de minimi-
zacion de funciones. Se trata de hallar criterios suficientes y necesarios para
la existencia del minimo, asi como de condiciones que permitan su calculo y
de algoritmos que nos permitan computarlo.

El calculo variacional estd intimamente ligado con la teoria de ecuacio-
nes diferenciales (EDO y EDP), ya que las condiciones de existencia de una
solucion al problema de minimizaciéon normalmente dependen de que dicha
solucién satisfaga cierta ecuacién diferencial. Pero como las soluciones mini-
mizan un funcional, la teoria también esta ligada a la topologia y al analisis
funcional.

Nosotros estamos interesados en la existencia de una funcién u que satis-
faga la ecuacion eliptica no lineal

(03) —Au+ Au= [ulf?u, en Q
£ u =0, sobre 0}

donde Q es un dominio acotado en RY, con N > 3, X € (—=)1(Q), 00), A\(Q2)

es el primer valor propio de Dirichlet de —A en Q y p = 2* 1= 22 es el

N—2
exponente critico de Sobolev.



CAPITULO 1. INTRODUCCION

La estructura de esta tesis sera la siguiente:

En el Capitulo 2, se repasan algunos conceptos que seran fundamentales
para probar los resultados importantes de la misma.

En el Capitulo 3, probamos un muy conocido resultado de no existencia
de Pohozaev, el cual afirma que si €2 es un dominio estrictamente estrellado
y A > 0 entonces (p,) sélo tiene la solucidn trivial.

El Capitulo 3 contiene la formulaciéon variacional de nuestro problema.
Las soluciones de (p,) corresponderan con los puntos criticos del funcional

Ta(u) : = %/(|Vu|2 +aa?) — Ql/yu
Q

Q

2%

1,

1
= SllullX = o5 lulz.
2 2

sobre, lo que definimos como la variedad de Nehari,

M) :={uc Hj(Q):u#0, Ji(u)u =0}
={ue Hy(Q) :u#0, [[ul} = |ul3-}

Por otro lado, probamos también, para A = 0, la no existencia de minimiza-

dores de Jy en N, (Q).

Como la inclusién H{(Q2) < L* () no es compacta, el funcional Jy no
satisface la condicion de Palais-Smale, por lo que hay dificultades tratando
de encontrar los puntos criticos bajo métodos variacionales estandar. De he-
cho, hay un gran contraste entre el caso p < 2* para el cual la inclusiéon de
Sobolev es compacta, y el caso p = 2*. Varios resultados de existencia para
el problema (gp,) son conocidos cuando p < 2*.

El problema (p,) fue estudiado por Haim Brezis y Louis Nirenberg en
1983; su motivacién residia en que este problema se parece a algunos proble-
mas variacionales en geometria y fisica, donde la falta de compacidad también
ocurre.

En el Capitulo 4 se prueba el Teorema de Brezis-Nirenberg el cual afirma:
Si N > 4, entonces VA € (—A1(€2),0) el problema (p,) tiene al menos una
solucion no trivial. Este es el resultado mas importante de la presente tesis.



Por ultimo, en el Capitulo 5, ya sabiendo la existencia de soluciones para
A € (—A1(€2),0), nuestro interés se centra en dar una cota inferior para el
nimero de soluciones no triviales a nuestro problema. Para ello probamos el
siguiente teorema:
Si © es un dominio acotado suave de RN, N > 4, entonces I\, € (—A;(9),0)
tal que YA € (A, 0) el problema (p,) tiene, al menos, catq(§2) soluciones no
triviales, donde catq((2) es la categoria de Lusternik-Schnirelmann de €.

El teorema anterior se lo debemos a Rey, cuando N > 5 y a Lazzo cuando
N =4.

Este texto esta principalmente dirigido a aquellos estudiantes que tengan
conocimiento previo en métodos variacionales y estén interesados en ahondar
mas sobre el tema.

Para leer esta tesis es recomendable haber estudiado libros como [5], [6] y [7].
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Capitulo 2

Conceptos y resultados preliminares

Este capitulo esta dedicado a revisar algunos de los conceptos que usare-
mos para probar los principales resultados de esta tesis.

2.1. Preliminares

2.1.1. Férmula de Green y Gauss

Primero recordemos las siguientes definiciones:

Definicién 2.1. (a) C*(Q) == {p : Q — R : ¢ es k—wveces continuamente
diferenciable en Q}.

(b) C=(Q) = kﬁl CH(Q).
(c) CF(Q) := {p € C¥(Q) : sop(p) es compacto y sop(p) C Q }, donde
sop(p) :=A{x € Q: p(x) # 0}

es el soporte de p, 0 < k < o0.

Probaremos ahora unos resultados clasicos de Célculo.

Proposicién 2.2. (a) (Férmula de Gauss) Si ¢ € C1(Q), entonces

(b) (Integracién por partes) Si f € C'(Q) y ¢ € CHQ), entonces

5



CAPITULO 2. CONCEPTOS Y RESULTADOS PRELIMINARES

of
/a$i¢+

Q

=0,Vi=1,---,N.

(¢) (Férmula de Green) Si f € C*(Q) y ¢ € CH(Q), entonces
Q/@ﬁw+/VﬂV¢=0
Q Q
Demostracidén. (a) Sea ¢ € C(), sea:
_ o(x), si x €
) = { 0, si r € RV Q
Entonces, g € CH(RY), ademés existe r > 0 tal que sop(p) C [—r,r
Supongamos, sin pérdida de generalidad, i = 1 y denotemos

(t,y) e R x RN = RN,

",

Entonces, por el Teorema Fundamental del Célculo tenemos:

oo
5—®1 o(r,y) —p(—r,y) =0,V y e RV,
x1

b

Por el Teorema de Fubini, se tiene:

t dtd =0,
8:1:1 // y Y

RN-1—p
con esto concluimos la demostracion de (a).
(b) Aplicando (a) al producto f¢, obtenemos justo lo que queremos.

(c) Al aplicar (b) a las funciones ﬁ y ¢, y sumando las identidades

obtenidas parat=1,--- , N obtenemos el resultado deseado.
]

2.1.2. Los espacios de Lebesgue

Considerando la medida de Lebesgue en RY | si p € [1,00) definimos:
LP(Q) :={f:Q — R: f es medible y |f|" es integrable en 2}

y denotamos por:
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o= | [lor

Q

a la norma en el espacio LP(£2).

Definicién 2.3. Un espacio vectorial normado (sobre R) que es completo
con la métrica dada por su norma se llama un espacio de Banach.

Teorema 2.4. LP(€2) con la norma | - |, es un espacio de Banach.
Demostracion. La demostracion se puede consultar en [5]. [

Proposiciéon 2.5. (Desigualdad de Holder) Sean p,q € (1,00) tales que
%%—% =1. 9 fel?(Q) yge LYQ), entonces fg € L'(Q) y

[f9ls < 1flplgle-
Demostracion. La demostracion se puede consultar en [5]. [

Corolario 2.6. Si Q es acotado y 1 < p <r < oo, entonces L"(2) C LP(f2)
Y

flp < 191027 f,, Vf € L)
donde | := [1 es la medida de Lebesgque de 0 en RY.
Q

Demostracion. La demostracion se puede consultar en [5]. O

2.1.3. Diferenciabilidad en espacios de Banach

Sean V' y W espacios de Banach, con normas || - ||y y || - [|w, respectiva-
mente. El espacio

B(V,W):={T:V — W : T es lineal y continua },

con la norma

I llsvw) = sup Tgg
veV~{0}

resulta ser un espacio de Banach.

Definicién 2.7. Sea O un subconjunto abierto de V. Una funcion

F:0-—-W
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es diferenciable en el punto uy € O si existe T € B(V, W) tal que

im [|F(uo+v)—F (uo)—Tv||w —0
v—0 llvllv ’

T se llama la derivada de F' en wug y se denota
F'(ug) :=T.
Se dice que F es diferenciable en O si lo es en cada punto u € O. La
funcion
F': 0= B(V,W), u— F'(u),
se llama la derivada de F en O. Si la funcion F' es continua, decimos que

F es de clase C* en O.

Definicién 2.8. Un espacio vectorial H (sobre R) con un producto escalar
(-,+), que es completo respecto a la norma inducida

[ull == v/ {u, w)

se llama un espacio de Hilbert

Si O es un abierto de un espacio de Hilbert H y F' : O — R es una
funcién de clase C*, la derivada F'(u) : H — R en cada punto u € O es, por
definicion, una funcion lineal y continua. Asi que, el teorema de representa-
cién de Fréchet-Riesz afirma la existencia de un tinico elemento VF(u) € H
tal que

(VF(u),v) = F'(u)v, para todo v € H.

VF(u) se llama el gradiente de F' en w.

2.2. Espacios de Sobolev

2.2.1. Derivadas débiles

Denotemos por

Li () :={u:Q—R:ul, € L'(w), V abierto acotado w, con w C Q}.

loc
Definicién 2.9. Sea u € L}, (Q). Decimos que u es débilmente diferenciable

en Q si existen Dyu = v; € L} () tales que

loc

Oy

= - i;v CooQ)
LE™ /’vw p € Cr(Q)
Q Q

para cada i € {1,--- ,N}. Definimos el gradiente débil de u como:
Vu := (Diu, -+, Dyu).
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2.2.2. Espacios de Sobolev

Definicién 2.10. Sea p € [1,00). Definimos el espacio de Sobolev W'P()
como:

WP (Q) :={u € LP(Q) : u es débilmente dif. en Q, D;u € LP(Q) Vi}
dotado de la siguiente norma:

N p
ullwir) == (|u\g + > |D2(u)]§) , YV ueWhr(Q).
i=1
Si p = 2, se denota por
HY(Q) := W2(Q).

La norma en este espacio esta inducida por el producto escalar

(U, 0) i) = /uv + Z/(Dz(u))(Dl(v)), Vu,v € WH2(Q).

Q i=1q

Teorema 2.11. W'?(Q) es un espacio de Banach con la norma || - ||wieq)
para todo p € [1,00), y HY(Q) es un espacio de Hilbert con el producto escalar

<'7 '>H1(Q)
Demostracion. La demostracion se puede consultar en [5, 7). O

Es sencillo comprobar que C2°(2) € W?(Q) para toda p € [1,00) y que
D, f = 8% para toda f € C®(2). Esto es consecuencia de la férmula de
integracion por partes.

Definicién 2.12. Fl espacio Hg(Q2) es la cerradura de C2°()) en H'(Q).

Como H(Q) es un subespacio vectorial cerrado de H'(2), tenemos que
H} () es un espacio de Hilbert.

2.3. Teorema de Rellich-Kondrachov

2.3.1. Convergencia débil

Definicién 2.13. Sea H un espacio de Hilbert. Una sucesion (uy) en H
converge débilmente a v en H si, para cada v € H, se cumple que:

lim (uy,v) = (u,v)
k—o0
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u se llama el limite débil de la sucesion (uy)
Notacién 2.14. Escribiremos
ur — u débilmente en H

Proposicién 2.15. Si up — u débilmente en H, entonces (uy) estd acotada
en H.

Demostracion. La demostracién se puede consultar en [5]. O]

Teorema 2.16. (Propiedad fundamental de la convergencia débil)

Toda sucesion acotada en H contiene una subsucesion débilmente convergente
en H.

Demostracion. La demostracion se puede consultar en [5]. O

2.3.2. Encajes y compacidad

Teorema 2.17. (Desigualdad de Sobolev) Sean N > 3 y 2* = 25
Eziste una constante Cy > 0, tal que:

2

2 < Oy /NUP ,Vu e H'(RV).

lu
Q
Demostracion. La demostracién se puede consultar en [5, 7). O

Teorema 2.18. (Desigualdad de Poincaré) Sip € [1,2*] y Q es acotado,
existe una constante Cq, > 0, tal que:

2

lul, < Co, /|Vu|2 Ve HI(Q).
Q

Demostracion. La demostracién se puede consultar en [5, 6, 7]. ]

La desigualdad de Poincaré tiene las siguientes consecuencias importan-
tes.

Corolario 2.19. Si Q) es acotado, entonces:

(u,v) ::ié/Di(u)Di(v) :/Vu~Vv.

10
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es un producto escalar en HY(Q) y la norma inducida,

1/2
full = | [1vu
0
es equivalente a || - |\wrzq). Por consiguiente, Hy () con el producto escalar

(-,+) es un espacio de Hilbert.

Demostracion. Claramente (-,-) es bilineal y simétrica. Veamos que existen
C1,Cy > 0 tales que

Cullull® < (Jlullmi () < Collull?, Yu € HA(Q),

de esta forma, es evidente que (u,u) > 0, cuando u # 0 y que las normas son
equivalentes.
Sean u € Hj() y Cy := C§, + 1, como |ul3 < CF,|lul]?, se tiene que:

2
(el @)™ = (lul3 + ull?) < CEallull® + ull® = (C42 + Dllull? = Collul>.
Ahora, si C := 1, tenemos que : C'|[ul]? < |ul3 + ||u||* = (||UHH1(Q))2. O
Corolario 2.20. (Encaje de Sobolev) Si Q) es acotado, entonces

H}(Q) C LP(2), para todo p € [1, 2]
y esta inclusion es continua.

Demostracion. Sean u € H}(Q) y p € [1,2*], como Q es acotado, por la
desigualdad de Poincaré:

Jur < oy | [1vu] <o
Q Q

con Cq, > 0. Por lo tanto Hj(2) C LP(Q) y esta inclusién es continua. [

Teorema 2.21. (Rellich-Kondrachov) Si Q es un dominio acotado y
p € [1,2%), entonces toda sucesién acotada en HJ () contiene una subsuce-
sion que converge fuertemente en LP(S).

Demostracion. La demostracion se puede consultar en [5, 7). O]

Definicién 2.22. Una funcion F : V. — W entre espacios de Banach tal
que toda sucesion acotada en V' contiene una subsucesion cuya imagen bajo
F' converge en W se llama un operador compacto.

11
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El teorema de Rellich-Kondrachov afirma que, si §2 es un dominio acotado,
la inclusién HJ(2) < LP(2) es un operador compacto para todo p € [1,2*).

Definicién 2.23. Un dominio exterior es un dominio cuyo complemento
RY < Q es acotado, posiblemente vacio.

Ejemplo 2.24. Si Q es un dominio exterior en RN, la inclusién
H}(2) — LP(2)
no es un operador compacto.

Demostracion. Sean ¢ € C(Q2), ¢ # 0, y (&) una sucesién en €2 tal que
|&k| — o00. Definimos ¢ (z) := @(x — & ). Notemos que sop(¢r) C 2 para k
suficientemente grande, asi que o5, € H}(Q) para tales k.

Claramente

el = llelh

lorlp = |@lp-

Observemos ademés que, si ¢ € C(Q)), entonces 1) y ¢y tienen soportes
ajenos para k suficientemente grande. En consecuencia,

lim /wgok =0, VY € CX(Q).
k—o0
Q
Si alguna subsucesion (yy;) convergiese a v en LP((2), tendriamos que
/m =0, Vb € C=(Q).
Q

Por tanto, v = 0. Pero también se tendria que
|U|p = jlirgo |80k:]-|p = |90|p # 0,

lo cual es una contradiccién. En consecuencia, ninguna subsucesion de (¢y)
converge en LP(2). O

Antes de ver otro ejemplo, enunciaremos el siguiente teorema:

Teorema 2.25. Sea (f;) una sucesion en LP(Q) tal que fr — f en LP(2).
Sip € [1,00), entonces existe una subsucesion (fy;) de (fi) tal que fi,(x) —
f(x) para casi toda x € €.

Demostracion. La demostracion se puede consultar en [5]. [

12



2.3. TEOREMA DE RELLICH-KONDRACHOV

Ejemplo 2.26. La inclusion H'(Q) < L4(2) no es compacta para ningin
q € [2,2*], donde 2* = 2% es el exponente critico de Sobolev.
Demostracion. Sean ¢ € C*(RY), ¢ # 0y (&) una sucesiéon en RY tal que
|€k| — oo. Definimos ¢ (x) := @(x — &).

Claramente,

||90k||H1(RN) = ||90||H1(RN)

[©rlq = ¢l

Observemos que ¢y (x) — 0 para x € RY. Si alguna subsucesién () conver-
giese a v en LI(RY), por Teorema 2.25, una subsucesién de ella convergeria a
v casi dondequiera en RY y en consecuencia, v = 0 casi dondequiera en R.
Pero también se tendria que

|U‘q = jlirgo ’@kj‘q = ’@‘q # 0,

lo cual es una contradiccién. En consecuencia, ninguna subsucesién de (o)
converge en LI(R). O

Ejemplo 2.27. Sean Q un subconjunto abierto y acotado de RY. Entonces
la inclusion HL(Q) — L* (Q) no es compacta.

Demostracion. Sin perder generalidad podemos suponer que 0 € (). Elegimos
r > 0 de modo que B,(0) C 2y tomamos ¢ € C°(B,(0)) tal que ¢ # 0.
Para cada k € N definimos

or(x) = kWN=22Np (k).

Entonces sop(¢y) C B,/x(0) C Q 'y, en consecuencia, ¢y € Hy(€).
Mediante el cambio de variable kx = y se obtiene que

|<Pk

- / Klop(kz)” du

Q
= Q/I@O(y)

2*
2%

2% dy

= |p

13



CAPITULO 2. CONCEPTOS Y RESULTADOS PRELIMINARES

Asi, (¢x) estéd acotada en Hj(£2). Si una subsucesién de () convergiese a
una funcién v en L? (), entonces |ulo- = |¢|or # 0y, por Teorema 2.25,
una subsucesién de ella convergeria puntualmente a u casi dondequiera en
2. Pero yi(z) — 0 para toda = # 0. Por tanto, u = 0 casi dondequiera en
Q. Esto es una contradiccién; lo que prueba que () no contiene ninguna
subsucesion covergente en L% (€2). O

Corolario 2.28. Sip € [2,2%), entonces toda sucesion acotada (uy) en H}(Q)
contiene una subsucesion- a la que denotaremos del mismo modo- tal que

up — u, en Hy (),
ur — u, cast dondequiera en 2,
up — u, en LY (Q).

loc

Demostracion. La demostracion se puede consultar en [6]. [

Corolario 2.29. Si Q es un dominio acotado en RN, N > 3, y A\ es el
primer valor propio de —A en H} (). Para A > —\;, denotamos por

<u,v),\::/Vu~Vv+>\/uv,
Q Q
1/2
fulla: = | [ 19uP 4 [ uf
Q Q

Entonces, se cumplen las siguientes afirmaciones:
1. {-,-)x es un producto escalar en Hy(f2)

2. La norma ||-||x es equivalente a la norma ||-||. Es decir, existen Cy,Co >
0 tales que

Cullull < flullx < Callull, Yu € Hy().

14



2.3. TEOREMA DE RELLICH-KONDRACHOV

En consecuencia, H} () es completo con cualquiera de estas normas.

Demostracion. Probaremos primero que, para A > —\{, todas las normas
|| - |lx son equivalentes.

Recordemos que,
2

Hg()~{o} 1712

por lo tanto,
llul|2 < A7H|u||?, para toda u € HL(2) ~ {0}.

Sea by := méux{/\i1 +1,1} > 0.
Caso 1: Si A > 0, entonces

Mull3 < 3 ul|.
Asi,
Al -+l < 3 flal® + ul2 = (3 + 1) ull® < ballull®
Entonces,
[l < bol|ul*.
Por lo tanto,
1/2
lullx < b [lul.
Caso 2: Si A <0, entonces
[ullX = Aullz + [[ul* < Jlull* < ba|ull*.
Asi,
[ull} < bofulf?
Por lo tanto,
1/2
lullx < b lull.
En cualquiera de los dos casos obtenemos:

1/2
lullx < by |lull. (2.1)

Ahora, sea by := min{/\i1 +1,1} > 0.
Caso 1: Si A > 0, entonces
bulfull® < flull* < Allull3 + [lull = Jlull3.
Asi,

bufull* < {lull3

15
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Por lo tanto,

1/2

by fful] < fulla
Caso 2: Si A < 0, entonces

Mull3 > 2 [full?.
Asi,

Ml 4+l > e flall® + flall* > by flul].

Entonces,

[wllX = b lull>.
Por lo tanto,

1/2
lullx = b lul.
En cualquiera de los casos, tenemos

ullx > by |lull (2.2)

Asi, por (2.1) y (2.2) tenemos
bl < ulls < b3l
: 1/2 1/2 .
Haciendo C :=b;"" y (3 := by’", podemos concluir
Crllull < flullx < Callul],

como queriamos.

Demostremos ahora que (-, ) es un producto escalar en H} ().
Claramente (-, ), es bilineal y simétrica.
Basta probar (v,v), = 0 si y sélo si v = 0.
Si v = 0, entonces,

(v,v},\:/VU-VU+)\/U-1):O~I—0:0.
0 Q

Si (v,v) = 0, entonces |[v][, = 0.
Asi,

0 < Ciljo] <0 < Calfull.

Entonces, ||[v|| =0 y por lo tanto v = 0.
Con esto concluimos nuestra prueba. O

16



Capitulo

No existencia de soluciones

En la primera seccién de este capitulo se presenta el resultado de no
existencia de Pohozaev, el cual asegura que para A > 0 y () estrictamente
estrellado, el problema

(03) = —Au+du=[ul*2u, en Q
Pr) = u=0, sobre 0N

sélo tiene la solucién trivial, donde € es un dominio acotado suave en R,
2

N>3y2"= N_]—VZ es el exponente critico de Sobolev.
En la segunda seccion de este capitulo se presenta la formulacién varia-
cional de nuestro problema. Las soluciones de (g,) corresponderan con los

puntos criticos del funcional

I = [ (9uP 2y = 5 [l
Q

Q

2%

1 1 .
= §||U||§ - §|U 3

sobre, lo que definimos como la variedad de Nehari,

Ny:i={ue Hj(Q):u#0, Ji(u)u =0}
={ue Hy(Q) :u#0, [[ul} = lul3}

y se probara, también, para A = 0, la no existencia de minimizadores de J,

en N,.

17



CAPITULO 3. NO EXISTENCIA DE SOLUCIONES

3.1. Resultado de no existencia de Pohozaev

Definicién 3.1. Se dice que un dominio 2 es estrictamente estrellado si
eriste xg € Q, tal que x — xg ¢ T,(0N2) para ningin x € 02. Dicho de otra
forma, x-v >0 en OS2, donde v es la normal exterior unitaria.

En esta secciéon demostraremos el siguiente resultado.

Teorema 3.2. St A > 0 y Q es estrictamente estrellado, el problema (py)
solo tiene la solucion trivial.

Enunciaremos el siguiente teorema pues es clave para la demostracion del
Teorema 3.2.

Teorema 3.3. (Principio de continuacidn tnica) Sean 2 un subconjunto
abierto y conero de RN, N > 3 yV € C°%Q). Si u € H'(Q) satisface
—Au+V(z)u=0yu=0 en un subconjunto abierto no vacio de <), entonces

u =20 en (.

Recordemos que si tenemos dos funciones de clase C* f : RY — RN y
g : RY — R, entonces

div(gf) = f - Vg +div(f)g. (3.1)

Lema 3.4. Siu € C*(Q) entonces
div((Vu - 2)Vu) = div (%x) — 22|Vul? 4+ Au(Vu - z).

Demostracion: De la férmula (3.1) se sigue que

div((Vu - z)Vu) = V(Vu - z) - Vu+ Au(Vu - z),
2 2 2
div (|VU| a:) =V (|VU| ) T+ [Vl N.

2 2 2
Asi pues, basta probar que

|ul?

V(Vu-a)- Vu=V (4) -+ [Tul

18



3.1. RESULTADO DE NO EXISTENCIA DE POHOZAEV

En efecto

V(Vu - z) VU*Zax (Z 9. )8%

P*u Ou du du
- ZZ 8%81‘2 ax] * Zj: (9_3;’18_%

i %
O*u  Ou 9
Zzaxﬁxza sz—i_lvu’
i
2
_v(|v2“| )-x+yvuy2

Esto concluye la demostracién.

]

La prueba del Teorema 3.2 esta basada en la siguiente identidad de Poho-
zaev:

Proposicién 3.5. (Pohozaev) Sea g : R — R wuna funcion continua con
primitiva

u

Glu) = / g(v)dv

0

y sea u € C*(Q) N CHQ) una solucién de la ecuacion:

{—Au =g(u), en Q
0

u =20, sobre  0f) (3.2)

en un dominio suave, abierto y acotado 2 de RYN. Entonces se cumple:

1 [ 0u
N—2 27, Sl N il S =
> /|Vu| dx N/G(u)dx+2/|ay|x vdr =0
0 0 B

donde v denota la normal exterior unitaria.
Demostracion: Como u es solucién de (3.2) entonces cumple:
—Au = g(u), en €,

19



CAPITULO 3. NO EXISTENCIA DE SOLUCIONES

es decir:
0=Au+ g(u). (3.3)

Multiplicando (3.3) por x - Vu obtenemos:

0= (Au+g(u))(z - Vu)
= Au(z - Vu) + g(u)(x - Vu) (3.4)
De la identidad (3.1) se sigue que
div (G(u)x) = g(u)Vu -z + NG(u),
y de la identidad (3.4) y el Lema 3.4 se obtiene que
N2|\Vul? + NG(u) = div (%x —(Vu-2)Vu — G(u)x)
Asi,

| 2

0= div (Vu(x -Vu) — x'v; + xG(u)) + %‘VUP — NG(u). (3.5)

Integrando (3.5) sobre Q y utilizando el teorema de la divergencia, tenemos

Oz/div(Vu(x-Vu)—x|v2| + 2G(u )+—/|vu\2 N/G
/Vux Vu) - vdr — /‘ z/dx+/xG() udx+—/yv ? — N/ u).

o0

donde v denota la normal exterior unitaria.

Como u = 0 en 052, se tiene que G(u) = 0 en Jf2 y entonces /a:G(u) =

o0
Asi, tenemos

0—/VU$ Vu)- udx—/ \V2| —I——/|Vu|2 N/

oQ

2
!VQUI - d

Fijémonos ahora en : /Vu(m -Vu) - vdx — /x

o0

Como en 09, Vu = v (9%), entonces [Vul* = |v|*| 34|,
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3.1. RESULTADO DE NO EXISTENCIA DE POHOZAEV

Asi,
|Vu|? /au du 1/ ou\”
/Vu(x Vu) - vdx /x 5 vdr = ayy(x v 5, ) - vdx 5123, vdx
o9 o9 o9 o9
ou\? 1 ou\?
—/<$> x~1/dx—§/($> x - vdr
o9 o9
2
:%/ ? x - vdx
v
o9

Por lo tanto,

2
/Vu(a:-Vu)'udx—/xW;' - vdr = /
60

o0N o0N

oul?
v

x - vdr. (3.7)

Por 1ltimo, sustituyendo (3.7) en (3.6), obtenemos

2
x-ydm+¥/|VU|2—N/G(u):
Q Q

lo cual es el resultado deseado. ]

ou

l\/’
2] |0
Bl

v

Ahora si, vayamos con la prueba del Teorema 3.2.

Demostracion del Teorema 3.2. Supongamos, sin pérdida de generalidad que
() es estrictamente estrellado con respecto al origen.

Sean A > 0y u solucién de (p,).

Sea g(u) := —3u + u|ul* =% cuya primitiva es G(u) = |ul* +
Por la Proposicién 3.5 tenemos

—/|Vu|2dx—N/ w)dr + = /

21
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CAPITULO 3. NO EXISTENCIA DE SOLUCIONES

Multiplicando (3.8) por N 5, obtenemos
0—/|V |2dx—2*/ ()dm+# @Qx vdx
B “ N — v
Q Q
A 1 1 2
Q
1 8u 2
:/(|Vu|2 lu )dx+—)\/|u| dx—l—N 2 E» x - vdx
Q
= / (IVul® + Aul> = |[uf*") dz — /|u|2 + —)\
Q
2 1
= / (IVul® + Aul? = [ul*") dz + N—)\/\uﬁdxjt N 2 % x - vdx.
Q Q
(3.9)
Ahora, como u es solucién de (g, ), entonces
—Au = —Xu + |ul? ~2u.
Por lo tanto,
—ulAu = = 4 u?|u|*
= —Auf* + |ul*.
Asi, integrando sobre 2 y usando la identidad de Green, obtenemos
—)\/\u|2+/ 2*:—/uAu
0 Q Q
:/|Vu|2dx.
Q
Por lo tanto,
/ (IVul + Al = [uf?") de = 0 (3.10)
Q
Sustituyendo (3.10) , obtenemos

ou|?

ov

z-vdr =0

1
/|u| d:L‘+
Q

89
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3.1. RESULTADO DE NO EXISTENCIA DE POHOZAEV

ou

2\ 2d —

/\u| x+/‘ay
Q o0

Ahora, dividiremos nuestra prueba en dos casos.

Por lo tanto,

2
z-vdr =0 (3.11)

Caso 1: A = 0.

. oul?
Si A = 0 entonces —
ov
a0

z-vdx = 0.

Como ) es estrictamente estrellado, entonces x - v > 0 para toda = € 0f),
por lo tanto ‘g—ﬂ = 0 casi dondequiera en 0, entonces % =0 en 0f).

Asi, g_z = 0 en 0N y por ser u solucién de (g, ), u = 0 en 012, por lo tanto

Yu = 0 en 0f).

Definamos,

u(z), z€Q
0, reRNQ

u asi definida es diferenciable y cumple:
—Au = |u|* "%u en RN

Entonces,—|u* 72 € CO(RY) y @ = 0 en RY \ €, el cual es un subconjunto
abierto y no vacio de RV,

Asi, por el principio de continuacién tnica, % = 0 en RY, entonces u = 0 en
), como queriamos.

Caso 2: A > 0.
Si A > 0, entonces 2/\/|u]2 > 0. Como (2 es estrictamente estrellado, z-v > 0
Q
para toda x € 0f).
Por lo tanto

2
z-vdr >0

/|2
ov
o0

ou

2 2 —

)\/|u| +/‘ay
o0

Q

Como

2
z-vdr =0

Entonces,
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CAPITULO 3. NO EXISTENCIA DE SOLUCIONES

ou
< 2 = — _—
Q o0

2
z-vdr <0

Por lo tanto,

/|u|2: :/ Ou x - vdx
Q
Entonces,
J
Q
Asi |u|* = 0, por lo tanto u = 0 en €2, como querfamos. ]

3.2. No existencia de minimizadores

3.2.1. Formulacion Variacional del problema

Recordemos que el problema que estamos interesados en estudiar es:

(03) = —Au+du=[u*2u, en Q
PA) = u=0, sobre Of)

donde Q es un dominio acotado suave en RY, N > 4, X\ € (=)(Q),00),

A1 (Q) es el primer valor propio de Dirichlet de —A en Q y 2* := 2% es el

N—2
exponente critico de Sobolev.

Definicién 3.6. Una solucién de (p,) es una funcion u € H}(Q) que satis-
face

/Vu -Vo + /\/uv = /|u|2*_2uv, Vv € Hy ().
Q Q

Q

Tomando inspiracion en el principio de Dirichlet, consideramos el funcio-

nal J : Hj(Q2) — R dado por

Iw)i= 4 [(VaP + x) = 5 [lu

Q

>k 1
* =l -

]. *

Por el Corolario 2.20, se garantiza que este funcional esta bien definido.

Proposicién 3.7. J, es de clase C? y
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3.2. NO EXISTENCIA DE MINIMIZADORES

Ji(u)v = /Vu - Vo + )\/uv — /\u|2*_2wb Vu,v € Hy(9).
Q Q Q

En consecuencia, u es solucion del problema (py) si y solo si u es punto
critico de Jy.

Demostracion. La demostracion se puede consultar en [6]. O

3.2.2. Variedad de Nehari

El conjunto

M) i ={u € Hy(Q) :u#0, Jy(u)u = 0}
= {ue Hy(Q) 1w # 0, ||ull} = [ul3}.

contiene a todos los puntos criticos no triviales de Jy y tiene las siguientes
propiedades:

Proposicién 3.8. (a) Eziste dy > 0 tal que ||u||x > do para todo u € Ny(Q).
En consecuencia, N\(Q) es un subconjunto cerrado de H}(S2).
(b) NA(Q) es una subvariedad de clase C* de H}(Q2) y se llama la variedad
de Nehari.
(¢) u ¢ T,NLAQ) para toda u € Ny(Q).
(d) Para cadaw € H}(Q), u # 0, existe un tnico t, > 0 tal que t,u € Ny(Q).
tu es el unico punto en (0,00) para el que cumple que:

méx Ia(tu) = Jy(tyu).
Demostracion. (a): Combinando la desigualdad de Poincaré con el Corolario
2.29, se tiene que existe C' > 0 tal que

Clul3. < [lull3, Yu € Hg().

Por tanto,

2 2 2*:2 4
< ) <l va e a0
2*

es decir,
_2(&) _4
dy = CT\T) = O < ||y, Vu € MA(Q).
En consecuencia,

NAQ) = {u € HY(Q)  Jlullx > do v [[ull3 = Julg: = 0},
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CAPITULO 3. NO EXISTENCIA DE SOLUCIONES

que es claramente un subconjunto cerrado de H(2).
(b)y (c): Consideremos la funcién ¥ : Hj(Q2) \ {0} — R dada por

W(w) = [[ull} = |uf3..

Entonces, N\ (©2) = ¥71(0), ¥ es de clase C? y su derivada estd dada por

U(u)v = 2(u,v)y — 2*/|U|2*_2UU, Vu,v € Hy(Q).
Q

Ademas, 0 es un valor regular de ¥ ya que
W (wu = 2wl — 2"ul3 = (2 = 29)[|ul} # 0, Yu € NA(9).
Esto prueba que N, (£2) es una variedad de clase C? y que
u ¢ ker V'(u) =: T,N\().
(d): Sea 0 £ u € HY(Q) y sea J, : (0,00) — R la funcién dada por
Tu(t) = Jy(tu) = (3ulB) & = (Eulg) &

Esta funcién tiene un tnico punto critico en (0,00) y éste es un méximo.
Ademads para t € (0,00) se cumple que

JL(t) = Ji(tu)u = 0 < J\(tu)tu = 0 < tu € Ny (D).

u

Es decir, J, tiene un méximo en t si y sélo si tu € N,(Q2). Esto prueba

(d). O
Observemos que

1 1 .
Jy(u) = NHuHi = N|u!§, Vu € N. (3.12)

De la proposicion anterior podemos concluir lo siguiente.
Corolario 3.9. (a) inf Jy(u) >0
() ot @)

(b) Siu € Nx(Q) es un punto critico de Jy sobre N\(Q2), entonces u es un
punto critico no trivial de Jy : H}(Q) — R, en consecuencia, una solucion
no trivial del problema ().

Demostracion. La afirmacién (a) es consecuencia inmediata de la identidad
(3.12) y la Proposicién 3.8.
(b): Siu € Ny(Q) es un punto critico de Jy sobre N, (), entonces

Ji(u)v =0, Vv € T,NL(Q).
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3.2. NO EXISTENCIA DE MINIMIZADORES

Ademas, de la definicién de N, (€2) se sigue que J}(u)u = 0. Como el comple-
mento ortogonal de T,N,(Q2) en H} () tiene dimensién 1y, por Proposicién
3.8, u & T,N\(Q), se tiene que H} () = T,N\(Q) @ {tu : t € R}. En conse-
cuencia,

Ji(u)v =0, Yv € Hj(Q),

es decir, u es un punto critico de Jy : H}(2) — R. O

3.2.3. No existencia de minimizadores

Definicién 3.10. Para R > 0 definimos la R—dilatacion up : RY — R de
una funcion u : RN — R como:

up(z) == R*2 u(R'x)
Denotemos por:
DY (RY) ={ue L* (RY): uesddy Due L* (RY), i=1,--- ,N}.
Lema 3.11. Siu € D (RY), entonces para todo R > 0, up € D'? (RY),

Jivunt = [196P y [lun = [l

RN RN RN RN

Es usual referirse a estas identidades como la invariancia bajo dilataciones.
Demostracion. Sean u € DVY2(RY) y R > 0, es claro que ur € DV?(RY),

Para cada i € {1,---, N}, sea g4 : RN — R definida como:

gn(z) := R~ 'a;, donde x; es la i—ésima coordenada de z € RY.

Definamos gg : RY — RY como: gg(z) := (gL(z), - ,g%) = Rz
gr asi definida es diferenciable, pues sus funciones coordenadas, g, son di-
ferenciables; ademas:

Vyr() Rt o 0
Dygr(z) = . = . -+ . |=R'1Id

Vol (z) 0 - R
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Ahora, ug = R™2 (uo gg), por lo tanto:

Vug(z) = R* V(uogp)(x)
= R Vu(gr(z)) - Dgn(x)
= R Vu(R'2)- R Id=R? Vu(R™") - Id
= R Vu(R '2). (3.13)

Entonces, por (3.13) y el teorema de cambio de variable,

/|VUR|2 = /lR_;VVu(R_lx)Fdx
RN RN

= / RN Vu(R™'2)|%dx

/|Vu 2)[2RY

- / Vo gul|Dxl

]RN
= /IVU|2.
]RN
/|VuR|2 _ /|Vu|2
RN RN

/|R2 uw(Rx)|* do

/R Nu(R™ z)|dx
/ e

- / o grl* | Dyxl
RN

Por lo tanto,

Por altimo:

R Ndzx

Por el teorema de cambio de variable, tenemos,
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3.2. NO EXISTENCIA DE MINIMIZADORES

J1wo gl 1Dgel = [1u
RN RN
/|UR T = /|U
RN

RN
como queriamos. ]

Por lo tanto:

2%
Y

Denotemos por

() = uE}\I/'l)\f(Q) Ja(u),

donde Jy y NA(2) son el funcional y la variedad de Nehari definidos en las
Subsecciones 3.2.1 y 3.2.2, respectivamente.

Observacién 3.12. Si Q C Q, u e Ny(Q) y

o u(w), x €
u(;t)—{ 0, r e QN

entonces 1 € No(Q) y Jo(u) = Jo().
Proposicién 3.13. Si A = 0 entonces c\(2) no depende de Q2 y no se alcanza.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que €2 contiene
al origen.

Sean r, R > 0 tales que B,.(0) C Q C Bg(0).

Por la Observacion 3.12

{Jo(u) : uweNo()} C{Jo(u): ue N(Br(0))}.
Por lo tanto,

co(Br(0)) := inf  Jo(u) < if Jo(u) =: ().

u€No(Br(0)) uENL(Q)
Andlogamente, ¢o(Q2) < ¢o(B,(0)).

Por otra parte, el Lema 3.11 implica que para cualesquiera r, R > 0,
u € Ny(B,(0)) siysélosiu, g € No(Bg(0)) y que Jo(u) = Jo(u,/g). Entonces

co(B:(0)) = co(Br(0)).

En consecuencia, para cualquier dominio acotado €2,

co(Q) = ¢o(B1(0)) =: ¢
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CAPITULO 3. NO EXISTENCIA DE SOLUCIONES

Por lo tanto ¢(2) no depende de €.

Ahora, supongamos que existe ug € Ny(Q) tal que Jy(ug) = ¢o = }{flf(ﬁ) Jo(u).
ueNg

Por la Observacién 3.12 1, es minimo de .J en RY.
Por lo tanto uy cumple:
—A?Io = |’LL_0 2*_2U_0, en RN B
iy =0, en RV Q

lo cual es una contradiccién al principio de continuacion tnica.
Por lo tanto ¢y no se alcanza en ningin dominio acotado.
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Capitulo I

Teorema de Brezis-Nirenberg

El objetivo principal de este capitulo es demostrar el siguiente teorema:
Teorema 4.1. (Brezis-Nirenberg 1983) Si N > 4, entonces el problema

(03) —Au+ Au= [ulf?u, en Q
£ u =0, sobre 0f)

tiene al menos una solucion no trivial para cualquier A € (A;(£2),0).

4.1. Lema de Brezis-Lieb

Lema 4.2. Sea H un espacio de Hilbert y sea (u,) una sucesion en H tal
que u, — u débilmente en H. Entonces

T (a2~ [l — ?) = [
Demostracion. Como u,, — u débilmente en H,
T (a2 = = l?) = i (2ot 0) — [u]?)
=2l = [lull® = [lu]?,
como queriamos. O
En esta secciéon demostraremos el siguiente lema,

Lema 4.3. (Brezis-Lieb, 1983) Sean 1 < p < oo, Q un dominio en RY y
(u,) una sucesion acotada en LP(QQ) tal que u,(xr) — wu(zx) para casi toda
x € Q. Entonces u € LP(QQ) y
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T (Ju ]} — [t — ulf) = [ulf

Lema 4.4. Sea p € [1,00). Dada € > 0 existe C = C(g,p) > 0 tal que
lla +bP — |a?| < elal? 4+ C|bP, Va,b € R.

Demostracion. Si b= 0 la desigualdad se satisface para cualquier C' > 0.
Podemos entonces suponer que b # 0. Notemos ge todo se reduce a demostrar
que

[t + 17 = [tP| —eft]? < C, VL € R,
puesto que, tomando ¢ = §, obtenemos de ésta la desigualdad deseada.
Definamos f : R — R como f(r) := |r|P, entonces f'(r) = p|r|P~?r.
Por el teorema del valor medio, existe r € (¢,t + 1) tal que
[t 4+ 17 = [t[P] = plr[P=" < p(t] + )P, st [t > L.

Dada ¢ > 0, definamos h(s) = p(s + 1)P~! — es?, para s € [0, 00).
Como h(s) — —o0, cuando s — oo, existe M > 0 tal que, para toda s > M,
h(s) < 1. Entonces,

p(s+1)P71 —esP < 1, para toda s > M.
Como h es continua, existe C*' > 0 tal que
h(s) < |h(s)| < C', para toda |s| < M.
Por lo tanto existe C' > 0 tal que
p(s+1)—esP < C, Vs> 0.
En consecuencia, para toda t > 0,

[t 417 — [t — eft]” < pl[t] + 1P — elt]?
< C,

como queriamos. O

Demostracién del Lema 4.3. Como (Ju,|P) es una sucesién acotada en L!(Q)
el lema de Fatou A.4, asegura que u € LP(2). Sea € > 0. Definimos

= [ual? = i = al? = [ul’| = e, — u

Sea C' = C(g,p) como en el Lema 4.4.
Aplicando dicho lema a
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obtenemos que

[un ()" = un () = u(@)["] = elun () = u(@)[” + [u(z)]?

v () < |
< (C+ Du(x)P Ve

En consecuencia, v := méax {v,, 0} cumple que |v; (z)] < (C'+1)|u(x)|? para
todo x € (). Aplicando el teorema de convergencia dominada de Lebesque
A.5, concluimos que

Im [v} =0.
n—oo
Q

Ahora, como (u,,) estd acotada en LP(Q) existe C’ > 0, independiente de ¢,
tal que

/|]un|p—\un—u|p—]u\p| §€/|un—u]p—|—/v:{§0’€+/v;
Q Q

Q Q

Tomando el limite cuando n — oo obtenemos

lfm /||un|p — |un — ulP — |ul’| < C’e, para toda € > 0.
n—oo
Q

En consecuencia,
i (a7 = i =l = fulz) =
como queriamos. O
Mas adelante, usaremos el siguiente resultado.
Lema 4.5. Si o < 1, entonces
a® +b* > (a+b)*, Ya,b > 0.
Ademds, la igualdad a® + b* = (a + b)* se cumple si y sélo si ab = 0.

Demostracion. Sea « € (0,1), entonces é > 1.
Asi, podemos fijarnos en la norma || - |1/, en R? y en los vectores

(a®,0),(0,b*) € R? con a,b > 0.
Como,

1@, 6 [1/a =
<

( 70) + (07ba)||1/a

I(a®
1@, 0l + 11€0,6%)l1/a-
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Entonces,

(@, 0%)[[1/a = (a + )
< a% + b
= [[(a®, 0)ll1/a + (10, b%)[|1/a-

Por lo tanto,
(a+b)* <a*+b*, para a € (0,1), con a,b > 0,

como queriamos.

Demostremos ahora que la igualdad a® + b* = (a + b)® se cumple si y sélo si
ab = 0.

Si ab = 0, entonces a = 0 o b = 0. Sin pérdida de generalidad, supongamos
a = 0, entonces

a® +b* =b* = (04+b)* = (a +b)*,

como queriamos.
Ahora, argumentando por contradiccién supongamos a® + b* = (a + b)* y
a,b> 0, con a > b, asi, tenemos

a%(aa +b%) = a%(a + b)*, entonces 1 + (2)0‘ — (1 + é)”‘_

a

Ahora, por la desigualdad de Bernoulli generalizada, tenemos:
(1+2)" <1+a(b).

Por lo tanto

Observemos que (%)a_l > 1.

11—«

En efecto, como estamos suponiendo a > b, entonces § > 1, asi (%) >1
y por lo tanto (%)Oﬁ1 > 1.
Asi, lo que obtuvimos es
1<) <a
Por lo tanto, 1 < «, lo cual es una contradiccién, ya que « € (0,1).
En consecuencia ab = 0 como queriamos. O
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4.2. Teorema de Brezis-Nirenberg

Recordemos primero que en el Capitulo 3 se prueba que los puntos criticos
del funcional

2%

1 1

IO 5/(|W|2 + Xu?) — §/m
Q Q

1 .

1
= Sl -
sobre la variedad de Nehari

M) i ={u€ Hy(Q):u#0, Ji(u)u =0}
={ue Hy(Q) :u#0, [Jul} = |ul3.}.

son las soluciones a nuestro problema

(03) —Au+ M= |[uf2u, en Q
£ u =20, sobre 0}

y en la Seccién 3.2 se define:

cy = Inf Jy(u).
A uEN/\(Q) )\( )

Notacién 4.6. En este capitulo, || - || denotard a la norma || - ||o-

Ahora, definamos para cada A € R,

Sy := inf {|Vul2+MNul2} = inf [ul]?.
vi i (VeB A=t [l
|ulox=1 |ulox=1

Asi, Sy es la mejor constante de Sobolev para la inclusion
H}(Q) — L*(Q).

Lema 4.7. Sy se alcanza si y solo si cy = inf Jy\(u) se alcanza.
UEN)\(Q)

Demostracion. Observemos primero que si u € H} ()~ {0} y ¢t € (0,00)
entonces

|u 2%
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En efecto, por definicion

tu € N,\(Q)

JIgAES B HUH?\

En consecuencia,

1 1 .
Taltu) = Sl = el
1
= el
1
= 2l

*

1/ ul2\ 7=
N \JulZ:
N
1 (fulBN?
N \JulZ

De la Proposicién 3.8 (d) se sigue que

cy= inf Jy(u inf  Jy(t,u
A ueN () A(u) = u€HY () A(tu)
u#0

(I
uEHl[gQ)N |u|3:

B 1
N uEH1

v|2

N
2

:—S

Por lo tanto, es claro que S se alcanza si y sélo si ¢y se alcanza.
Lema 4.8. Para toda A < 0,

Si=  mf (M <s = me [fF].

weHL (@)~ {0} L[z~ we H ()~ {0}
Demostracion. Sea A < 0. Entonces

Jully = [ (9u + xe2)

Q
< [19u? = ul?
Q
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4.2. TEOREMA DE BREZIS-NIRENBERG

para todo u € H}(Q).

Por tanto,
lullX o Jlu?
para todo u € H}(Q), u # 0.
Asi, tomando infimos se obtiene el resultado deseado. [

Lema 4.9. Si Q es un dominio acotado de RN, con N >3, A <0 y si

Sy < So
entonces
Si= it ]
ueH} (@)~ {oy LIz
se alcanza.

Demostracion. Supongamos S, < Sy. Lo que debemos demostrar es que exis-
m 2
te u € H} () \ {0} tal que S\ = %
2*
Consideremos una sucesién minimizante (u,,) para Sy en H(2) \ {0},
es decir, una sucesion (u,,) C H}(Q) ~ {0} tal que |uy,ls =1y

HumHi — Sh.

Como (||us,||3) es una sucesion convergente en R, es acotada. Sea b una cota
superior para (||u,,||2), entonces

Syi=  inf [:'“—L'ﬂguumuigb
ueHL(Q)~ {0} LIv2

Por lo tanto, (u,,) es una sucesién acotada en H}(Q). Asi, por Corolario
2.28 y el teorema de Rellich-Kondrachov 2.21, tenemos una subsucesién (que
denotaremos como wu,, por comodidad) tal que

Uy, — u, débilmente en H;(€2)
U — u, fuertemente en L*(12)
Uy, — u, casi dondequiera en (2.

2 2

%o = ueHgi(I}zf)\{o} Jfg = \%g = [Juml|*.
Entonces,
So < ||Um||2 (4.1)
Como
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¢ 2

Entonces,
luml3 = [Vt + Alwnls = Sx + o(1), (4.2)

donde o(1) — 0 cuando m — oc.
Sumando A|u,,|3 a (4.1), obtenemos

[l = V|3 + Alwm]3 = So + Auml3.
Por (4.2), nos queda
Sy +o(1) > Sp+ Aunl3
En consecuencia, tendiendo m — oo, tenemos
Sy > So + A|ul?
Por lo tanto,
—Aul2 > S, — Sy, >0
Asi,
—Aul3 >0
Por lo tanto u # 0.

Ahora, de la desigualdad de Sobolev, se sigue que (u,,) esta acotada en
L% (Q). Aplicando el lema de Brezis-Lieb 4.3 y el Lema 4.5, obtenemos que

L\ 22
Sy = Sy (lim [unf3)
m—r0o0
2 2\

:SA<hm |um—u2*+|u2*>

m—0oQ

. 2+ 2

SS,\(hm |um—u2*+|u2*>

m—0oQ

< lm lug — ull} + [ull}
m—r0o0

= lim ||un|3 = Sh.
m—0o0

Como u # 0, concluimos que

> —

lim |u, —u
m—0o0

Por lo tanto, |ulyx = 1y, como u,, — u débilmente en H}(f2), se tiene que

Sy < Jullk < lm [Jum[|} = Sh.
m—ro0

Es decir,
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a3 = ul}3 = S1.

Por lo tanto, Sy se alcanza, como queriamos.
]

Notacién 4.10. Denotaremos por O(e%) a una funcion (que depende de €)
tal que existe una constante C' > 0 que cumple

le=*O(e®)| < C, para toda € suficientemente pequeno.

Ahora, consideremos la familia:

N-2
ul(z) == []\[[;iv+_|j)2]€lzv]2_24 , €>0. (4.3)
Para toda ¢ > 0, u: € DV(RY).
Lema 4.11. Para toda € > 0
= [AuZ(2)] = ul(@)ul ()2, (4.4)
en RV,
Demostracion.

gf(x) — [NV - 2] T (_ (N;Q)) <[€2+1|x|2]2’> .
= [N(N-2)e%] © <N2_2> ([52 jl:g:P]N)
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Entonces,

— [N(N =227 [N(N

— [N(N —2)2?] 7 [N(N -

— [N(N —2)22] 7 [N(N -

— [N(N —2)e2] " [N(N -
waz |

Por lo tanto,

1
1

€2 + |2
82

€2 + |22 T

—[Au*(:c — [N(N_2)52] :

) €2+ [af2] 2
Ahora,
@) @p = | YW =21 © |[N(N‘2>‘i];‘

2+ 12 || [+l

[V -2 T {[Nw—z)s?]]
€2 + |22 "7 (€2 + | |)”

NN -2 T
2+ [af?] 2

Asi, por (4.5)

Por lo tanto, para toda ¢ > 0

= [Au(2)] = uf (@) ]ul (@) 72,

en RV, como querfamos.

40

(4.5)
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Observacion 4.12. Notemos primero que

ut(z) =ez ut (2).

Es decir, para cada € > 0, u es la e—dilatacion de uj.
Ast, por la invariancia bajo dilataciones, Lema 3.11, para toda € > 0,

Juzl] = lluill y [uZler = [ui]o-.

Lema 4.13. Sea v € C%(0,00) y definamos u : RY {0} — R como
u(z) :==v(|z]). Entonces

—Au = |u|?> "2u en RY {0}
sty solo si

— 2 (PN (1)) = PN P 720 en (0, 00).

., . ou — o/ T
Demostmcwn. Notemos que para cada i y cada z # 0, 5:-(z) = v (|xl)m
Se sigue entonces que

2

2 2
24 — o (Jel) 2 + v (Ia]) (& - &r)-

Asi,

Au(z) = v"(Jz|) + =20 (=), Vo € R~ {0}

||

En consecuencia, obtenemos la equivalencia de que 2 (rV =10/ (r)) = pN=1 (£

en (0, 00). O

Lema 4.14. Para toda € > 0,

* |12
[lug|l =S,

luzlye

FEsto es, la mejor constante de Sobolev se alcanza por la familia u?.

Demostracion. Sea u € D'*(RY) que satisface:
2

B = Jul® = So

(La existencia de tal funcién u se puede deducir del Teorema A.2).

Por Teorema C.4 de [4], u es radialmente simétrica. Reemplazando u por |u|
si es necesario, podemos asumir que u es no negativa.

Por la regla de multiplicadores de Lagrange, para algin A > 0, u es solucién
de

—Au = luju|* 72 en RV,
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Como u € C?*(RY), el principio fuerte del méximo implica que u es estrica-
mente positiva.
Después de reescalar, podemos asumir

—Au = ulul* 7% en RY

Ahora, sea g9 > 0 tal que u} (0) = u(0).
Por Lemas 4.4 y 4.13, tanto v como uZ son ambas soluciones de la ecuacion
diferencial ordinaria de segundo orden en r = |z|,

1-N 8 (TN—IQ

b ) u=ulul* 2, parar >0

r

compartiendo las condiciones iniciales

Este problema con valores iniciales admite una tnica soluciéon. Por lo tanto,
u=uz.
Asi, por 4.12,
2 fugl? 2|2
Sy = ]| = el oy s

Wy Ter B Jurl

Por lo tanto,

Ve > 0, Ll — So-

7 Juzl3.

como afirmdbamos. O

Observacion 4.15. Para toda € > 0,

N *
So = luzlze = [luzll?, (4.6)

Demostracion. Para toda ¢ > 0, v} cumple:

— [Auf(2)] = uf(@)|uf(z) 2
= —ul(z)Aul(z) ( H(2))” Jul (@)

Ju(2)[*
=>/ —ulAu?) al:zc—/\uel2 dx.

Pero, por la férmula de Green:

/(—u:Au:)dm‘ = /|Vu:]2da:

RN RN

*
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Juzlf? = / Ve = / »
RN RN

Asi, para toda € > 0,

Por lo tanto,

2% *| 2%
- |U€ 2%

*[12 *|2%
||U€H - |us 2*
Como, por Lema 4.14:
S — Jluz || tod 0
0 = Juiz,» Para toda & > 0.
€ l*
Entonces,
* |12
S . 1 B 17—
O\ el ) T ezl
Asi,
9% 9 Nz (%) %%
I * —4 x| N—2 _ * —2
SO - |u5 2% - |ua 2% ’ua 2%
Por lo tanto, para toda € > 0
5 2 2
2 __ * _ *
SO - |ua 2% T ||u5|| )
como queriamos. O

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 0 € 2.
Sea R > 0 tal que Byg(0) C Q.
Fijemos una funcién n € C*() tal que 0 < n(x) < 1 para todo = € RY,
n(z) =1si|z| < Ryn(x)=0si]|z| > 2R. Para cada £ > 0 consideremos la
funcién
Ue := Nu; (4.7)

Lema 4.16. Si N >4 y A € (—\1,0), entonces

/ Vel = 5%+ 0(eV2), (4.8)
0
/IUEP* = SéV/z + O(€N>7 (49)
Q
2 Ce2+0(EN2), si N >4
/]u€] = {Csﬂln(s)\ +0(e?), si N =4. (4.10)
Q

Demostracion. Por Observacion 4.15, se tiene que
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Jivup =5y = [l
RN RN

Observemos que

g
= —an(N =2 [ ———
aN( )8 (€2+|$|2) )

donde ay := [N(N — 2)]¥
Se tiene entonces que

/ V| = / PVl + (V]
]RN

Q

_ / PRIV 42 / et (Ve - V) + / (V)2 (ut)?
RN

RN

RN
= [Ivup - [a-mpvr 2 [ i)
RN

RN RN
+ [1onpaey
RN

=557+ 0(eN?),

ya que
N
Ja-mwr=ce? [a-i (o) b
RN |z|>R
< CeN-2 |I|—2N+27
|z|>R
Vi - Vi) < Ce! =\
ui(Vu! - < (e~ _ T
R[m( " V) < Mfm(gm,g) 21
S C€N_2 / |I’|_2N+3,
R<|z|<2R
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N—2
20,52 < €
[oirwrse [ (o500)
RN

R<|z|<2R

S CENfQ / |x|72N+4’
R<|z|<2R

donde C denota a distintas constantes positivas.

Por otra parte,
S = frer = fa-)
Q RN

RN
= 537"+ 0("),

N
/( n°)|ul —C/ (52+|$|2>

RN lz|>R

* | 2%
U

ya que

< oV || 2N,
|z|>R

De manera analoga se obtiene que

Juk = e [ oai= [wpeoer

Q |z|<R R<|z|<2R || <R
y, dado que
Jwr= [ [ ow
lel<R FES e<|e|<R
1\ N2 N
>C — -
- /(2) < (2|x|2>
lz|<e e<|z|<R
R

=Ce?+ OEN_2/T_N+3CZT

)

Yy que

R
N8 T (RN — N i N > 4,
In(R) — In(e), si N =
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concluimos que

2 > Ce2+ 0N, si N >4
= C¥in(e)| + O(e?), si N =
Q

Como queriamos. O
Por ultimo, demostraremos el siguiente lema:

Lema 4.17. Si Q es un dominio acotado de RN, con N > 4, y si A < 0,
entonces, para € > 0 suficientemente pequena,

lluell3
|“5|§*

< S().
En particular, Sy < Spy.

Demostracion. Sea € un dominio acotado de RY, con N >4y A < 0.

Para toda € > 0 tenemos
/|Vu5|2dx + )\/|u5\2dx

2
g, < luellx _ 2 Q (4.11)

|u£ %* /‘ue Q*dl'

Q

Dividamos en 2 casos:
Caso 1: Si N > 5, entonces, por Lema 4.16, tenemos

SN2 L ONe2+0(eN2) _
Sy < ESOH;(EN);W =Sy + CAe? + 0(eN72) < Sy,

para ¢ suficientemente pequena.
Caso 2: Si N = 4, entonces, por Lema 4.16, tenemos

S)\ < S() + C/\€2|ln€| + 0(52) < S(),

para ¢ suficientemente pequena.
En cualquiera de los casos obtuvimos:

2
S)\ S Hus“,\ < SO-

|Us g*

para € > 0 suficientemente pequena, que es justo lo que queriamos. ]

Teorema 4.18. (Brezis-Nirenberg 1983) Si N > 4, entonces el problema
(px) tiene al menos una solucion no trivial para X € (A(92),0).
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Demostracion. Sea A € (A(22),0).

Para probar que nuestro problema (g,) tiene al menos una solucién no
trivial, basta con probar que

cy= 1Inf Ji(u
A UGN/\(Q) )\( )

se alcanza.

Como N > 4y A < 0, por Lema 4.17 S\, < Sy, lo cual, por Lema 4.9,
implica que Sy se alcanza. Por lo tanto, por Lema 4.7, ¢ se alcanza. Como
queriamos. O
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Capitulo 5

Multiplicidad de Soluciones

Ya sabiendo que, bajo ciertas condiciones,

(03) —Au+ Au= [ulf?u, en Q
2 u =0, sobre 0f)

tiene solucion, el objetivo de este capitulo es dar una cota inferior para el
nimero de puntos criticos de

2*
2

1 « 1 1
i) = 4 [0Vl + 32 = 5 [l = Sl = 5ol
Q Q

sobre la variedad de Nehari,

M(Q) :={ue H}(Q) : u#0, J/’\(u)u*: 0}
={u e Hy(Q) :u#0, [Jul]} = [uf3.}.

5.1. La categoria de Lusternik-Schnirelmann

5.1.1. El problema de Cauchy
Sean H un espacio de Hilbert y M una subvariedad de clase C' de H.

Definicién 5.1. Un campo tangente a M es una funcion x : M — H tal
que x(u) € T,M para todo uw € M. El campo x es localmente Lipschitz
si para cada v € M existen v >0 y C > 0 (que dependen de u) tales que

Ix(v) = x(w)|| < Cllo = wl], Yo, w € B,(u),
donde B.(u) ={ve M:|v—ul <r}.
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Un resultado importante es el siguiente.

Proposicién 5.2. Si O es abierto en H y x : O — H de clase C*t, entonces
X : O — H es localmente Lipschitz.

Demostracién. Sea x € O. Como X’ es continua, existe p > 0 tal que B,(z) C

Oy
IX'(y) = X' (@) <1, st |ly =2 <p.
En consecuencia,

X W< 1IX' () = X @) + I @) < T+ X (@) = M, Yy € By().

Siy,z € By(x) entonces z; := (1 —t)y +tz € B(x,p) para todo t € [0,1] y
el teorema del valor medio asegura que

(@) = x(2)lI < méx [Ix' (@) [lly = 2l < Mlly = ]|
Esto concluye la demostracion. O]

Mas adelante, usaremos los siguientes dos lemas para probar el lema de
deformacion.

Lema 5.3. Siv: O =W y f: O — R son localmente Lipschitz continuas,
entonces su producto fip: O — W es localmente Lipschitz continua.

Demostracion. Sea xy € O y sean 1, C; > 0 tales que
|f(w2) = f(21)] < Chl|wa — @], Vg, 21 € Bs, (20)-
Sean 6y, Cy > 0 tales que
[ (22) = (@) || < Collwy — 2], Vo, 21 € Bs, (o).
Como |f(z) — f(zo)| < Ci||z — x¢|| para todo = € By, () se tiene que
|f(@)] < [f(@o)| + Cillz — @oll < [f(wo)| + C101, x € Bs, (w0)
y como |[1(x) — (x)|| < Csflx — || para toda x € Bs,(xo), se tiene que
[P (@) < MY (xo)ll + Collz = zoll < [[¢(zo)l| + C2b2, = € Bs,(xo).
Sean C5 := | f(xo)| + C101 y Cy := [|1p(x0)]| + C202, asi tenemos

1 (@2)ip(w2) = flan) (@) || = [If (22)(22) + flz1)(2) — f21)(@2) — f(21)h(21)]]
< |fa)l[¢(z2) — (x|l + ([0 (@) || f (22) — f(21)]
< (CgCQ + 0401)”.%’1 — ZEQ” \V/ZL’l, To € B5((L’0),

donde ¢ := min {1, d2}. Por lo tanto f1 es localmente Lipschitz continua. [
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Lema 5.4. Si f : O — R es localmente Lipschitz continua y f(x) # 0 para

todo x € O, entonces % : O = R es localmente Lipschitz continua.

Demostracion. Sea xo € O y sean d;,C; > 0 tales que
|f(z2) = f(z1)] < Cillza — 21|, Vo, 21 € By, (o).
Sea 9o > 0 tal que
(o)l = [£(@)] < |f(wo) — f(z)| < L5 v € By, (o).
Asi

< . Vx € B52($0).

[F@)] ~ flxo)”

Por lo que, si C := % y ¢ :=min{dy, d>}, tenemos

1 Il)—f(xz)‘ Cillz1—zo||

|f(x1) - f(i‘z)‘ = ’f;(m)f(m) S T T O’lxl - 1’2”7 Vg, 11 € Bé(xo)-

Por lo tanto % es localmente Lipschitz continua. O
Teorema 5.5. (Ezistencia y unicidad global) Sea x : M — H un campo
localmente Lipschitz tangente a M. Entonces, para cada u € M, existe un
intervalo abierto Z(u) := (T~ (u), Tt (u)) que contiene al origen y una tunica
funcion o(-,u) : Z(u) — M de clase C' que es solucidn del problema de
Cauchy
4 -
{dto-(t7u) X(O-(t7u))7 (51)

o(0,u) = u.

El intervalo Z(u) es mdzimo, es decir o(-,u) no se puede extender a una
solucion definida en un intervalo mds grande.

Si[[x(o(t,w))|| < C < oo para todo t € [0,TF(u)), entonces Tt (u) = co. La
afirmacion andloga vale para T~ (u).

El dominio de o,

D:={(t,u) eRx M :teZ(u)}.
es abierto en Rx M y la funcion o : D — M, definida por (5.1), es continua.
La funcion o : D — M se llama el flujo generado por x. i D =R x M
se dice que el flujo es global.

Demostracion. La demostracion se puede consultar en [8]. [
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CAPITULO 5. MULTIPLICIDAD DE SOLUCIONES

5.1.2. El flujo gradiente negativo

Supongamos ahora que M es una subvariedad de clase C* de H y J :
H — R una funcién de clase C?. Fijemos una funcién ¢ : O — R de clase
C?, definida en una vecindad O de M en H, tal que M = ¢~!(ag) para un

valor regular ay de .

Definicién 5.6. El campo gradiente de J sobre M es aquel que se ob-
tiene proyectando ortogonalmente a VJ(u) sobre T,M para cada u € M, es
decir,

Vo (u) 1= V.J (u) — 0L (u).
Tomando O mds pequena en caso mecesario, podemos suponer sin perder la
generalidad que Vi(u) # 0 para todo u € O. La Proposicion 5.2 asegura
entonces que V pJ es localmente Lipschitz.

Definicién 5.7. Elflujo gradiente negativo de J sobre M es la solucion
del problema de Cauchy

{dt o(t,u) = =V uJ(o(t,u)),
o(0,u) =u

Observacion 5.8. Observemos que V apJ(u) = 0 si y sdlo siu es un punto
critico de J sobre M. Es decir, lo puntos criticos de J sobre M son los
puntos estacionarios del flujo gradiente negativo de J sobre M.

Ademas,

Observacién 5.9. Para cada v € M se cumple que

d
(ot w) = (ot ), 5o ltw)

)
= (VJ(a(t,u)), VMJ(( w)))
=~V (ot w))lI*.

En consecuencia, la funcion t — J(o(t,u)) es decreciente.

5.1.3. La Categoria de Lusternik-Schnirelmann
Sean X un espacio topolégico, A y B subconjuntos de X.

Definicién 5.10. A es deformable a B en X si existe una funcion continua
n:10,1] x A — X tal que n(0,x2) =z yn(l,z) € B para todo x € A. Si A es
deformable a un punto en X decimos que A es contraible en X. La funcion
1 se llama una deformacién de A a B en X.
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Definicién 5.11. La categoria de Lusternik-Schnirelmann de A en
X es el minimo numero de subconjuntos Uy, --- Uy abiertos de X que son
contraibles en X y que cubren a A, es decir, A C UyU---UU}. Dicho nimero
se denota por

catx(A).

Cuando A = X, cat(X) := catx(X). Si no existe un nimero finito de sub-
conjuntos de X con esas propiedades, se define catx(A) = oco.

5.2. Lema de Deformacion

5.2.1. Lema de Deformacion

En lo sucesivo M denotard a una subvariedad de clase C? de un espacio
de Hilbert H, J : H — R a una funcién de clase C? y VJ al gradiente de
J sobre M.

Definicién 5.12. Una sucesion (uy) que cumple
up € M, J(ug) = ¢y Vad(ug) — 0,

se llama una sucesion de Palais-Smale para J sobre M en c. Se dice que
J satisface la condicion de Palais-Smale (PS)a . si toda sucesion de este
tipo contiene una subsucesion covergente en H. Diremos simplemente que J
satisface la condicion de Palais-Smale sobre M si cumple (PS)pm, para
toda c € R.

Observacién 5.13. Como M es cerrada en H, el limite u de tal subsucesion
pertenece a M y es un punto critico de J sobre M, ya que ¥V p(J es continuo.
Ademds, si M es compacta, cualquier J satisface esta condicion.

Definicién 5.14. Para X CR, a € R y d > 0, definimos

J X ={ueM: Ju)e X},
J ={ueM:J(u) <a},
K,:={ueM:Ju)=a,Vpl(u) =0}

Bs(K,) : ={u e M : dist(u, K,) < ¢},

donde
dist(u, A) :=Inf {||lu —v| : v € A}, st A#
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CAPITULO 5. MULTIPLICIDAD DE SOLUCIONES

dist(u, D) := 0.

Necesitaremos el siguiente resultado para probar el lema de la deforma-
cion.

Lema 5.15. (a) Si J satisface (PS) . entonces K. es compacto.
(b) Si J satisface (PS)m para todo ¢ € |a,b], con —oo < a < b < 00, ¥y
0 > 0 entonces existe € > 0 tal que

IVimJ(w)|| =5, Yue J a—e b+e] N U Bs(K.).

c€la,b]

Demostracion. La demostracion de (a) es clara pues, como J satisface (PS) a,c,
toda sucesion en K, contiene una subsucesién convergente.
Demostremos (b). Argumentando por contradiccién, supongamos que existe
una sucesion (uy) tal que

up € M U Bs(K.), J(up) € la— 1,0+ 2], [V (w)| < 57

c€la,b]

Esta sucesion contiene una subsucesién (uy;) tal que J(u,) — ¢ € [a,b] y,
como J satisface (PS)a ., ésta contiene una subsucesion que converge a un
punto u € K. N (M ~\ Bs(K.)), lo cual es una contradiccién. O

Proposicién 5.16. (Lema de deformacion) (a) Si J satisface (PS)pm,. en-
tonces, dada 6 > 0 existe € > 0 tal que J°T° \ Bss(K.) es deformable a J ¢
en M.

(b) Si J satisface (PS)p. y K. = 0 para todo ¢ > a, entonces M es defor-
mable a J* en M.

Demostracion. (a): El Lema 5.15 asegura que existe £ > 0 tal que
Vi (w)|| > 2, Vu € J e — 2e, ¢+ 2¢] \ Bs(K,).
Sean
A= M~ J Y e—2e,¢+2¢e|)UBs(K,), B:=J 1 c—e¢,c+e|\ By(K,).

Por Lemas 5.3 y 5.4, la funcién p : M — R dada por

L dist(u,A)
p(U) " dist(u,A)+dist(u,B) "

es localmente Lipschitz continua y cumple que p(u) =1 en B,y p(u) =0 en
A. También, por los Lemas 5.3 y 5.4 y la Proposicién 5.2, el campo vectorial

x(u) == —p(u) \\vvﬁj](_(uu))uza st VmJ(u) #0,
07 St u € A.
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5.2. LEMA DE DEFORMACION

es localmente Lipschitz, ademds es tangente a M, y cumple que ||x(u)|| < 2

— 2
para todo Yu € M.
El teorema de existencia y unicidad para el problema de Cauchy 5.5, asegura
que existe 0 : R x M — M continua tal que

{%O_(t7 u) = X(U(tv u)),
o(0,u) = u.

Observemos que

iJ(a(t,u)) = (VJ(a(t,u)), %J(t,u»

dt (
= —(VJ(o(t,u)), x(o(t,u))) (

— —p(o(t,u)) (
(

<0.

y por lo tanto, J(o(t,u)) es decreciente en t. Definamos 7(s, u) := o(2es,u).
Entonces 7(0, ) = u para todo u € M. Sea u € J \ Bys(K,). Considere-
mos dos casos:

1. Sin(s,u) € J¢ para algin s € [0, 1] entonces, como 7(-,t) es decre-
ciente, se tiene que n(1l,u) € J°°.

2. Si n(s,u) € J7'c — ¢g,¢+ €| para todo s € [0,1], observemos que,
utilizando el teorema del valor medio,

lo(t,u) — ull < [IFo(s,u)llt < 5t <6, vt € [0, 2].

Como u ¢ Bss(K,.), la desigualdad anterior implica que o(t,u) € B para
todo ¢ € [0,2¢] y usando (5.2) concluimos que

J(o(2e,u)) — J(u) = /d%J(a(s,u))ds = —/p(a(s,u))ds = —2¢.

Por lo tanto, J(n(1,u)) = J(u) —2c < ¢ —ey n es la deformacién deseada.
(b): Por Lema 5.15 existe d < a tal que VyJ(u) # 0 si J(u) > d. Sea
(e C®R)talque 0 < ( < 1,¢x) =0siz <dy((zr)=1siz > a
Definimos

xwy:{—“ﬂwh%ﬁ%#vsiJW>z¢

0, st J(u) <d.
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y denotemos por o al flujo asociado a x. Observemos que

J(u) — J(o(t,u)) = —/%J(J(s,u))ds = /C(J(a(s,u)))ds (5.6)

para todo t € [0, 7% (u)). Por lo tanto,

J(u) = J(o(t, u)), vt € [0, T (u)).
Sea u € M con J(u) > d. El Lema 5.15 asegura que existe ¢ > 0 tal que
[VmJ(v)]| > e parav € J-*d—e,d+¢]. Por lo tanto, ||x(v)|| < I para todo
v € JH(—o0, J(u) + ¢l
En particular,

Ix(o(t, u)ll < 2, vt € [0, T (u)).
Por lo tanto, T (u) = oo para todo u € M. Definimos

To(u) == méx {J(u) — a,0} y n(s,u) := o(s7a(u), u).

Entonces 7 : [0,1] x M — M esta bien definida, es continua y n(0,u) = u.
Si J(n(1,u)) = J(o(1a(u),u)) > a, la identidad (5.6) implica que

J(u) — J(o(ta(u),u)) = 1(u) = J(u) — a.
Por lo tanto, J(n(1,u)) = a y n es la deformacién deseada. O

5.2.2. Teorema de Palais

Definicién 5.17. Un espacio métrico Y es un retracto absoluto de ve-
cindad (ANR) si para cualquier funcion continua f : A — Y definida en
un subconjunto cerrado A de un espacio métrico X ezisten una vecindad U
de A en X y una funcién continua F: U =Y tal que F |4= f.

Definicién 5.18. Un subconjunto Z de X es localmente cerrado en X si
es la interseccion de un subconjunto abierto y un subconjunto cerrado de X .

Lema 5.19. 51 X es un ANR y Z es localmente cerrado y contraible en X,
entonces Z tiene una vecindad contraible en X.

Demostracion. Sean U un subconjunto abierto de X tal que Z es cerrado en
Uyn:[0,1] x Z — X una deformacién de Z a un punto xy en X. Definimos
Y :=([0,1]x2Z)U({0,1} xU) y f:Y — X como

f(t,2) ==n(t, 2), st (t,z)€10,1] x Z,
f0,2) =z,  f(l,z) :=zo, si xel.
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Como Y es cerrado en [0,1] x U, existen un abierto W en [0,1] x U que
contiene a Y y una funciéon continua F' : W — X tal que F' [y= f. Para
probar la afirmacion del lema bastara probar que existe una vecindad V' de Z
en X tal que [0,1] x V' C W pues, en tal caso, F' [ 1jxv es una deformacién
de V a xg en X.

Ahora bien, como W es abierto en [0,1] x X, para cada (t,2) € [0,1] x Z
existen abiertos I(; .y en [0, 1] y V(;.) en X tales que (t, 2) € L.y X Vig.y C W.
Puesto que [0, 1] x {z} es compacto, existen ty,--- ,t,, € [0, 1], tales que

[0, 1] X {Z} C L__J (I(ti,z) X ‘/(ti,z))

y, en consecuencia, [0, 1] x {z} C [0,1] x V, donde V, := ﬂ Vit =) es abierto
en X. Asi, V := () V, es abierto en X, contiene a Z y [0 1] xVcw. O
2€Z

Proposicion 5.20. Sean X un ANR y A, B C X. Entonces catx tiene las
siguientes propiedades:

1. No triwvialidad: catx(A) =0 si y sdlo si A =.
2. Subaditividad: catx (AU B) < catx(A) + catx(B).

3. Monotonia bajo deformaciones: Si A es cerrado y es deformable a B
en X entonces catx(A) < catx(B).

4. Continuidad: Si A es cerrado en X, existe una vecindad U de A en X
tal que catx(U) = catx(A).

5. Finitud: Si A = {x} entonces catx(A) = 1. Si A es compacto entonces
catx(A) < oo.

Demostracion. Las primeras dos propiedades son inmediatas.

(3): Sean:[0,1] x A — X una deformacién de A a B en X. Si catx(B) = 0o
no hay nada que probar. Si catx(B) = k < oo, existen k subconjuntos
Uy, -+, U abiertos y contraibles en X que cubren a B. Sea

A ={x e A:n(1,x) € U;}.

Observemos que A = Ay U---U A, y, como A; es abierto en A, es localmente
cerrado en X. Por otra parte, dado que U; es contraible en X, existe una
deformacién 6; : [0,1] x U; — X a un punto z; de X. Definimos 0; : [0, 1] x
A; — X como

_ (2t,2) si t€0,]
Oit, ) = {91-(%21,77(2@:1?))7 si t€[z1].
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Entonces 52 es una deformacion de A; a x; en X. El Lema 5.19 asegura que
existe un abierto contraible V; en X que contiene a A;. En consecuencia,
ACViU---UVg, lo que prueba que catx(A) < k = catx(B).

(4): Por la propiedad anterior, catx(A) < catx(B) si A C B. De modo
que , si catx(A) = oo, cualquier vecindad de A cumple lo que queremos. Si
catx(A) = k < ooy Uy, -+, U son subconjuntos abiertos y contraibles en
M que cubren a A, entonces U := U; U --- U Uy es una vecindad de A y
catx(U) = catx(A).

(5): Siz € X, el Lema 5.19 asegura que existe un subconjunto U, abierto
contraible en X que contiene a z. Por tanto, catx({z}) = 1. Mds atin, si A
es compacto, la cubierta {U, : € A} de A contiene una subcubierta finita.
Por tanto, catx(A) < oco. O

Teorema 5.21. (Palais, 1966) Si J estd acotado inferiormente en M y
satisface (PS)am, para todo ¢ < b entonces

cat(J’) < antjb(Kc), (5.7)

c<b

donde K. :={ue M : J(u) =¢c,VJ(u) =0}.

En particular, J tiene al menos cat(J°) puntos criticos con valor critico < b.
Demostracion. Escogemos a < inf g J. Entonces cat j»(J*) = 0.
Para cada ¢ € R escogemos una vecindad U de K. en J° tal que
cat pp(K.) = cat p(U).
Como K, es compacto, existe § > 0 tal que Bss(K,.) C U. El lema de defor-
macioén 5.16, asegura que existe ¢ > 0 tal que J™° \ Bss(K.) es deformable
a J ¢ en J y, por la Proposicién 5.20, concluimos que
CatJb(JCJrE) < Ca,tJb(Jc+€ AN 335<K0>> + CatJb<Bg(;(Kc))
< cat y (JTF) + cat p(Ke).

Los intervalos (¢ — €, ¢ + €) construidos de esta manera forman una cubier-
ta abierta de R, asi que hay un numero finito de ellos que cubre a [, b].

Escogemos ¢y, -+ , ¢, € [a,b] y €1, -+, > 0 de modo que ¢; = «, ¢ = b,
Cit1 — €1 S ¢ te, Vi=1-- k-1,
cat p(J9T) < cat p(J97) + cat o (K,), Vj=1,--- k. (5.8)

Iterando las desigualdades (5.8) obtenemos

k k
cat(J®) < catp(J*) + 3 cat p(Ke,) = 3 cat p(Ke,)
: =

J=1
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Esto demuestra la desigualdad (5.7). Finalmente, como la cardinalidad de
K., es al menos cat p(K,;) concluimos que J tiene al menos cat(J’) puntos
criticos en J. O

5.3. La condicion de Palais-Smale

Recordemos que el producto escalar que le dimos a H}(Q2) es el definido
como

(u,v)r := [ (Vu- Vo + luw) (5.9)
/

y denotamos por ||-||3 a la norma inducida por él. Recordemos, también, que
las soluciones no triviales de

(03) —Au+ Au= [ulf?u, en Q
£ u =0, sobre 0f)

son los puntos criticos del funcional Jy : H}(€2) — R dado por

Ia(u) = Yl — &l

2%
AN

sobre la variedad de Nehari

Ny:={ue Hj(Q):u#0, Ji(u)u =0}
= {u€ Hy(Q) :u#0, [[ul} = [ul3}
= U~H(0),

donde ¥ : H}(2) \ {0} — R es la funcién dada por
U(u) = Jlull} = |u

2*

2*.

Denotemos por VJy v VWU a los gradientes de Jy y ¥ respecto al producto
escalar (5.9), es decir,

Vi(u) =u—-Vo, VU(u)=2u—2"VP(u). (5.10)

donde

2%
2* .

O(u) := o

2*

u

Entonces,

(®(u), )5 = / 02 2w, Yu, v € HA(Q),
Q
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y usando las desigualdades de Holder y Sobolev, obtenemos

(VO (), 0)a] < / u

2*_1|v| < |u %:_IHUH)\, Yu,v € H&(Q).

2% §C|u

3l

(5.11)
Reemplazando v por V& (u) en la desigualdad anterior concluimos que

Ve (u)|x < Clu

5L Yu e HY(Q). (5.12)
Proposiciéon 5.22. Sea (uy,) una sucesion en HL(Q) tal que

a(u) = ¢ < =507 Wy (ug) = 0.
Entonces (uy) contiene una subsucesion convergente.

Demostracion. Como (Jy(ug)) converge en R, estd acotada. Sea d > 0 cota
superior para (|Jy(ug)|).
Ahora, existe kg € N tal que Vk > kg

[V ) ui)a| 1V () [l [
[Juk | x - ||
= [|[VJx(ur) | x
< 1.

Asi, Yk > ko,

(VI (u), ur)a] < Jlugll-
Ahora, por (5.10)

1 1
J(ug) — ;(VJA(W)»UIJA = J(ug) — 3 [(ur, ug)n — (VO (up), up) )
1 1 . 1 .
= §||Uk||§ - g\uk\g* ~ o [uell3 — uxl3-]
1 1
— |5~ |

1
=l
Por lo tanto
1 9 1
NHuklh < [ Ia(ug)| + §|<VJ>\(UI¢)7UI€>>\|
1

Se sigue que
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gl < max {1, Nd + &£}, Vk > ko,
v (ui) estéd acotada en H}(Q). Por tanto, pasando a una subsucesion,
up — u, débilmente en H,(2).
up — u, fuertemente en L?(Q).
ur — u, c.d. en €.

Afirmacidén: u es solucién (débil) de (p,).
En efecto: Sea ¢ € C>°(2). Como uy, — u débilmente en HJ (),

/(Vuk -V + Augp) — /(Vu -V + Aup). (5.13)
0 0

Por otra parte, como u; — u c.d. en €2, por el teorema de Egorov A.6, para
cada ¢ > 0 existe un subconjunto X, de €2 con | X.| < ¢ tal que

*_ *_ .
|ug|* “2urp — |u|* “?ue uniformemente en Q \ X..
Por lo tanto,

| / (u unp — [l u) | < | / (Jux
Q

O~ X

" Pupe — [ul” Puyp) |

+ ’/ (|Uk\2*_2uk90 - ’U|2*_2U90) |
X.

1
2%

> IXe

. 1
< 0(1) + [@loolurl3-"HXe] 7 + |ploo|u

<o(l)+ CeV?,

Como € es arbitraria concluimos que

/|uk|2*_2ukgp — /|u|2*_2ukg0. (5.14)
Q

Q
De (5.13) y (5.14) se sigue que

i (ur)p = J3(u)g.
En consecuencia, Jj(u)p = 0 para todo ¢ € C°(Q2). Esto prueba la afirma-
cion.
Afirmacién: uj, — u fuertemente en Hy ().
En efecto: Sea v,, := u,, — u. Entonces

[nl3 = llvall3 + fJull} +o(1). (5.15)
5o +o(1). (5.16)

2* _

5 = |vn 3 + |u

|un

Por lo tanto,
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In(ug) = In(vx) + Ja(w) + o(1)
Como u es solucién débil de (py),
Ta(u) = lul} = 0.
En consecuencia,
Ta(vg) = ¢ — J(u) = b < L5372,

De (5.15) y (5.16) se sigue ademds que

2 +0(1) = Nb+o(1)

okl = |vk
y, como v, — 0 fuertemente en L?((2), se tiene que

2 +o0(1) = Nb+o(1)

x| = v
De la desigualdad de Sobolev
So|1)k

3 < Jlol®
se sigue que

So(Nb)?/?" < Nb.
Si b # 0 entonces

Sy < (Nb)?N < S,

lo cual es imposible. Por tanto b = 0, es decir ||vg]|3 — 0.
Esto prueba la afirmacién y concluye la demostracién de la proposicién.
O

Corolario 5.23. J, satisface (PS)n, .. para todo ¢ < %Sé\m.
Demostracidn. Sea (uy) una sucesién en Ny tal que
Ia(ug) = ¢y Vo JIa(ug) — 0.
Basta probar que
VJi(ug) =0

y aplicar la proposicion anterior.
Expresemos a V.J(uy) como

VJ)\<Uk) = V./\/’XJ)\(uk) + th\I!(uk), tr € R. (517)
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Multiplicando esta igualdad escalarmente por u; y usando la Proposiciéon 3.8
concluimos que existe ¢; > 0 tal que

[V In(un), ur)a| = KV Ia(ur), ug)n — (VW (ug), ug) Al
= [tx] (2" — 2) [}
> o1t

De modo que (5.17) implica a ¢, — 0. Por otra parte, usando la desigualdad
(5.12), concluimos que existe una constante ¢y > 0 tal que

IV ()l < 2furllx + 27V O (ur) || x
< 2uglla + 2°Clu]z "t < ey
para todo v € H}(2). Asi pues, como (V¥ (uy)) estd acotada, Va, Jy(ug) — 0
y tx — 0, de la identidad (5.17) se sigue VJ,(ux) — 0.

Asi, por (5.22), (uy) tiene una subsucesion convergente. Por lo tanto J) sa-
tisface (PS)n, . como querfamos. O

5.4. Multiplicidad de Soluciones

Recordemos nuestro problema:

(o) —Au+ = [ul*2u, en Q
£ u =0, sobre 0f)

donde € es un dominio acotado suave en RY, N > 4, X\ € (=\(9), 0),

A1(Q) es el primer valor propio de Dirichlet de —A en Q y 2* := 22X es el

N—2
exponente critico de Sobolev.

Por el Teorema 4.18, el problema (p,) tiene al menos una solucién no

trivial si A € (—=A1(€2),0).
En esta seccién probaremos, al fin, la existencia de —\;(Q2) < A, < 0 tal
que , para A, < A < 0, el problema (p,) tiene al menos catq(2) soluciones

no triviales.

Para demostrarlo usaremos la siguiente funcién 3 : L* (Q) \ {0} — RY

/a:|u

Bu) = Q/T
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que se llama la funcién baricentro.
Tiene las siguientes propiedades,

Lema 5.24. (a) 5 es continua.
(b) Si Q= B,(0) y u(x) = u(—x) para todo x € 2, entonces f(u) = 0.

Demostracion. (a) Sea (uy,) C L¥ (2)~ {0} tal que up, — u en L? (Q), u # 0.
Por el Teorema 2.25, existe uy; subsucesion tal que

ug, (v) — u(x) para casi toda x € Q.
Sea g € L* () tal que Vk € N
lug(x)| < g(x) para casi toda = € 2.
Por tanto,
zilu, (2)|* = zfu(@)|*, petz e Q Vi=1,--- ,n
y, como {2 es acotado,

2 < Clg(x),?, petre,Vi=1,---.n

i [k, ()
Usando el teorema de convergencia dominada A.5 tenemos entonces que

2 en LY(Q).

x¢|ukj|2* — ;| ug

Se sigue que [(ug) — S(u)
Por lo tanto § es continua.

(b)

Q

2*dx:/—x|u z)|* dx
)

~ [sluto)F

Q

“dy.

En consecuencia, —f(u) = (u). Por lo tanto, f(u) = 0, como queriamos.
]

Proposicién 5.25. Siu, € No(Q) y ||uxl]* — Sév/z entonces
dist(B(ug), Q) — 0.

Demostracion. La demostracion es delicada y no la daremos aqui. Se puede
consultar en [4]. O

Consideremos la proyeccién radial
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C)\ : N)\<Q) — No(Q)

dada por

(i (u) := t,u donde t, = (Hullz)T

Lema 5.26. Dada 6 > 0 eziste \* € (—=\1(2),0) tal que, para cualquier
A € (A*,0) se cumple que

Jo(Gr(w) < %5077+,
para todo u € Ny(2) con Jy(u) < %Sévﬂ.

Demostracion. Sea C := Sy 'Q*NV. De las desigualdades de Holder y Sobo-
lev se sigue que

[ul3 < QP u

2. < Clul)?, para toda u € HY(Q).
Por lo tanto, si A € (—%,0),
[l = [lull® + Alul3 = (1 + CA)[Jul]?, para todo u € Hy(€).

En consecuencia, si u € Ny(Q) vy Jy(u) < %Sé\m, se tiene que

N (|lull3)*="
1 ulif
N1+ O\
Jx(u)
(1+ CAN2
1 L .~y
RCENSNIE NSO/

Por lo tanto, existe A* € (—A;(2),0) tal que, si A € (\*,0), entonces
Jo(Gr(w) < 3557 +0,
para todo u € N,(2) con Jy(u) < %Sé\m. O

Teorema 5.27. Si Q es un subconjunto abierto, acotado y suave de RY y
N > 4 entonces existe \* € (—A1(2),0) tal que, para todo X € (A\*,0) el
problema (p,) tiene al menos cat(2) soluciones.
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Demostracion. Sea r > 0 tal que
Q" ={z € Q:dist(z,00) >r}
T ={s e RY : dist(x,Q) <1}
satisfacen que las inclusiones Q= < Q y Q < Q7 son equivalencias ho-

motopicas.
Por la Proposicion 5.25 existe 6 > 0 tal que

B(u) € QF, Yu € Ny con Jo(u) < %Sév/z +6
y por el Lema 5.26 existe \* € (—A1(£2), 0) tal que, para cualquier A € (A*,0),
Jo(C\(u)) < %Sévﬂ + 8, Vu € Ny con Jy(u) < %Sév/z,

Fijemos ¢ € C°(RY) radialmente simétrica tal que 0 < ¢ < 1, p(x) = 1 si
o] <3 p(e) = Osi fo] = 7.
Para cada € > 0 consideremos la funcion

Ue 1= QU
donde
. [N(N—2)e? e
ui(z) = t—x>—,e>0.

2 +af2) T

Las funciones u. y u’ son las definidas en (4.7) y (4.3), respectivamente.
Entonces, sop(u.) C B,(0).

Por el Lema 4.17, existe € > 0 tal que

||U6HA < S

|Us|

Ahora, para cada £ € Q™ definimos
Uee(x) = u(x — &).
Entonces sop(ue¢) C B,(£) y, por lo tanto, u.¢ € Hy (). Definimos
L: Q7 = NL(Q)
1(§) = M(uee),
donde TI : H}(2) ~ {0} — Ni(
) =

A ((6)

Q) es la proyeccién radial. Entonces

(Hx(usg))

N/2
1 (lueel3\Y
N <2

L o~
5 2

<

Sea
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ho— L <||ue||§>N/2

Tenemos entonces que, si A € (A*,0),

1 oN/2
O —s M(Q)NJE =2y N B o
Por el Lema 5.26 (b) se tiene que
(Boou)(§) =¢,

es decir,
Bolyor~(Q — QF) ~idg
En consecuencia,
cat(Q) < cat(NA(Q) N J?).

Por el Corolario 5.23 Jy satisface (PS), (). para todo ¢ < b. Asi que, por
el Teorema 5.21 J, tiene al menos cat(2) puntos criticos con valor critico
< b. O
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Apéndice

Resultados adicionales

Definicién A.1. Denotamos por DV2(Q,RY) a la completacion de C3°(Q, RY)
en la norma ||ul|prz = [|Vu||2 = [Vuls

Teorema A.2. Sea (u,) C DY?(RYN) una sucesion minimizante tal que sa-
tisface

[tn]os =1, ||un||* = So, n — oc.

Entonces, existe una sucesion (yn, A,) C RY x [0, 00] tal que (ulr?n) contiene
una subsucesion convergente, donde

W (z) = AN " Py (A + yn).
En particular existe un minimizador para Sy
Demostracion. La demostracion se puede consultar en [4]. O
Teorema A.3. (Gidas-Ni-Nirenberg) Todo estado fundamental del problema
—Au = ulul* =% en RY
es radialmente simétrico respecto a algin punto a € RY.
Demostracion. La demostracion se puede consultar en [6]. O

Teorema A.4. (Lema de Fatou) Sea fr : RY — RU {400} una sucesion de
funciones integrable con las siguientes propiedades:

(i) existe una funcién integrable g : RY — R U {+oc} tal que f, > g para
todo k € N,

(1) existe M € R tal que

limf, < M, Vk € N.
RN
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Entonces, h'lgn inf fi es integrable y
—00
/h’m inf fr, < liminf /fk
k—ro0 k—ro0
RN RN
Demostracion. La demostracion se puede consultar en [5]. [

Teorema A.5. (de covergencia dominada en LP) Sea p € [1,00) y sea (fi)
una sucesion en M(S) tal que fr(x) — f(z) p.ct x € Q. Si g € LP(Q) tal
que

|fe(x)] < g(z) p.et. x€Q, Vk €N,
entonces f € LP(QQ) y
lim |f — fil, =0
k—ro0
Demostracion. La demostracion se puede consultar en [5]. O

Teorema A.6. (Teorema de Egorov) Sean X un subconjunto medible de RY
tal que | X| < oo y fr, f: X = R funciones medibles tales que fi(x) — f(x)
p.c.t. v € X.

Para cada € > 0, existe un subconjunto medible Y C X tal que

(i) | X \NY]| <e¢,

(i) (fr) converge a f uniformemente en'Y .

Demostracion. La demostracion se puede consultar en [9]. O
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