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Exordio

El presente trabajo forma parte de un proyecto que, a mi parecer, inicié por
ahi del ano 2009: el estudio de los ciclos y las trayectorias hamiltonianos en
generalizaciones de los torneos multipartitos. Fue un tema con el que nos
topamos accidentalmente. Habiamos abordado el estudio de la existencia y
caracteristicas de los (k, [)-nucleos en varias clases de las consideradas como
generalizaciones de torneos —en el sentido en el que los plantea Bang-Jensen
en [2]—.

El trabajo fue relativamente directo para el caso de las digréaficas cua-
sitransitivas. Sin embargo, para la segunda clase que abordamos, las digrafi-
cas localmente semicompletas en flechas —arc-locally semicomplete digraphs
en inglés—, consideramos que la informacion de la que disponiamos era insu-
ficiente para dar una buena caracterizacion de los (k, [)-nucleos. El tiempo
no apremiaba, por lo que nos dimos a la tarea de ver qué tanto més podiamos
decir sobre esa clase de digraficas. Dicho trabajo concluyd con una carac-
terizacion completa de dicha clase, que extendia el trabajo que Bang-Jensen
ya habia hecho para las que eran fuertemente conexas en [4], caracterizacion
que apareci6 publicada en [16].

Las digraficas localmente semicompletas en flechas fueron una propuesta
de Bang-Jensen para obtener una extension anéloga a la que las digraficas
localmente semicompletas representan con respecto a los torneos pero con
respecto a los torneos bipartitos. Sin embargo, mientras que las digraficas
localmente semicompletas dieron lugar a varias familias de digraficas y con-
strucciones novedosas, las digraficas localmente semicompletas en flechas s6lo
dieron lugar a familias muy restringidas o que ya eran conocidas.

En [5], Bang-Jensen afirmé que:

El teorema 3.3 y el lema 4.1 muestran que uno no puede obtener
una nueva generalizacion comun interesante simplemente al reem-
plazar las definiciones de digréfica localmente semicompleta y di-



10

grafica cuasitransitiva por localmente semicompleta en flechas y
3-cuasitransitival.

La pregunta resultaba, por lo menos para mi, obvia: ;cémo obtener
generalizaciones que si sean interesantes?

En principio, ;qué significa que una familia de digraficas sea interesante?
Bang-Jensen fij6o su atenciéon en los torneos porque son una familia de digra-
ficas bien conocida® [12, 34]. Para mi, las propiedades mas relevantes han
sido sobre la existencia de ciclos y trayectorias hamiltonianos.

Sabemos que:

e Las digraficas semicompletas siempre poseen una trayectoria hamilto-
niana (teorema de Rédei [33]) y poseen un ciclo hamiltoniano si y solo
si son fuertemente conexas (teorema de Camion [13]).

e Las digraficas bipartitas semicompletas poseen una trayectoria hamil-
toniana si y solo si poseen un casi-factor de ciclos y poseen un ciclo
hamiltoniano si y s6lo si son fuertemente conexas y poseen un factor
de ciclos (véase [25, 26, 29]).

e las digraficas multipartitas semicompletas poseen al menos una trayec-
toria hamiltoniana si y s6lo si poseen un casi-factor de ciclos y poseen
un ciclo hamiltoniano si y solo si son fuertemente conexas y poseen un
buen factor de ciclos (véase |27, 9]).

Y también se han obtenido los siguientes resultados, algunos de los cuales
son de nuestra autoria:

e Las digraficas localmente semicompletas (una generalizacion de las di-
graficas semicompletas) poseen una trayectoria hamiltoniana si y s6lo si
son conexas (véase |2, proposicion 3.10]) y poseen un ciclo hamiltoniano
si y solo si son fuertemente conexas (véase |2, teorema 3.3|).

e Las digraficas localmente semicompletas en flechas —que son una gene-
ralizacion de las digraficas semicompletas y bipartitas semicompletas—

! «Theorem 3.3 and Lemma 4.1 show that one cannot obtain an interesting new common
generalization of semicomplete and semicomplete bipartite digraphs, simply by replacing
the definitions of locally semicomplete digraphs and quasi-transitive digraphs, respectively
by arc-locally semicomplete digraphs and 3-quasi-transitive digraphs».

2Mas atin, tanto Bang-Jensen y Gutin en [7] como Volkmann en [36] afirman que son
la clase de digraficas que mejor conocemos.
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poseen una trayectoria hamiltoniana si y solo si son conexas (véase [16])
y poseen un casi-factor de ciclos y poseen un ciclo hamiltoniano si y
solo si son fuertemente conexas y poseen un factor de ciclos (véase [4,
teorema 6.7]).

e Las digraficas localmente in-semicompletas en flechas y las localmente
ex-semicompletas en flechas —generalizaciones de las digraficas semi-
completas y bipartitas semicompletas— poseen un ciclo hamiltoniano si
y s6lo si son fuertemente conexas y poseen un factor de ciclos (véase [37,
teorema 3.3]).

e Las digraficas 3-cuasitransitivas (una generalizacion de las digraficas
semicompletas y bipartitas semicompletas) poseen un ciclo hamilto-
niano si y so6lo si son fuertemente conexas y poseen un factor de ciclos
(véase |20, corolario 2.8]).

e Las digraficas H,-libres —una generalizacion de las digraficas semicom-
pletas y bipartitas semicompletas— poseen una trayectoria hamilto-
niana si y s6lo son conexas y poseen un casi-factor de ciclos (véase y [17,
teorema 4.14|) y poseen un ciclo hamiltoniano si y sélo si son fuerte-
mente conexas y poseen un factor de ciclos (véase [16, teorema 4.11]).

e Las digraficas multipartitas extendidas —un caso particular de las di-
graficas multipartitas semicompletas— poseen un ciclo hamiltoniano si
y s6lo si son fuertemente conexas y poseen un factor de ciclos (véase (28,

lema 7).

Al afio 2004, todas las clases anteriores ya eran conocidas. Las ultimas
aparecieron en [5|.

En [16] introdujimos una nueva operacion de digraficas encaminada a
lidiar con la pregunta que nos hicimos: la P-composicion de digréaficas, que
es una generalizacion de la composicion usual —en el sentido en el que la usa
Bang-Jensen pero que también es conocida como suma de Zykov—. La com-
posiciéon, cuando no es trivial, no respeta las particiones, i.e., si las digraficas
que componemos son k-partitas, la composiciéon no es k-partita. Cuando
las digraficas que componemos son k-partitas, podemos pensar la particion
como una k-coloracion y, més ain, que todas estan coloreadas con el mismo
conjunto de colores. La P-composiciéon considera estas coloraciones como
una k-coloracion de la digrafica resultante y agrega las mismas flechas que la
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composicion usual siempre que los extremos tengan colores diferentes. Con
esto, obtenemos una digréfica k-partita —y esto no depende en modo alguno
de la digrafica que tomemos como indice o base—.

Bang-Jensen, Gutin, Guo y Volkmann dieron una caracterizacion de las
digraficas localmente semicompletas en términos de composiciones en [6].
En particular, una de esas composiciones toma como indice —o base— una
digrafica circulares —en inglés round digraph— y como factores digraficas
semicompletas. Si substituimos la composicién y tomamos como factores
digraficas bipartitas semicompletas obtendremos digraficas parecidas a las
localmente semicompletas pero bipartitas y es plausible pensar que los cic-
los hamiltonianos en ellas satisfacen la misma caracterizaciéon que para las
digraficas bipartitas semicompletas.

En [14], Galeana Sanchez introdujo una nueva operacion que guarda cierta
relacion con las composiciones sobre torneos. Dada una familia de digraficas
ajenas en vértices Dy, ..., D,, una digrafica D es una suma generalizada de
digrificas, y lo denotamos al decir que D es subdigrafica de Dy @ --- & D,,, si
se satisface que

(i) D(V(D;)) es isomorfa a D; para todo i en {1,..., n}y

(ii) entre cualquier par de vértices en sumandos distintos hay una y so6lo
una flecha en D.

Las flechas entre vértices en un mismo sumando en D las llamamos inte-
riores y las flechas entre vértices en sumandos distintos —que son las que
agregamos— las llamamos ezteriores. Dos propiedades las relacionan con las
generalizaciones de torneos. Por una lado, cuando cada una de las digrafi-
cas Dy, ..., D, no tiene flechas, todas las sumas generalizadas son torneos
n-partitos. Por el otro, para todo torneo 1" de orden n se tiene que la com-
posicion T'[Dy, ..., D, ] siempre estd en D1 & - @ D,,.

Como parte de este proyecto, también hemos obtenido los siguiente re-
sultados sobre estas nuevas clases:

e Dada una grafica D = C,[Dy, ..., D,]7, en donde C, es el n-ciclo y
cada una de las digraficas D; es bipartita semicompleta fuertemente
conexa —un caso particular de la construccion comentada arriba, pues
todos los ciclos son digraficas circulares—, D posee un ciclo hamilto-
niano si y so6lo D posee un factor de ciclos [18].
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e Consideremos dos digraficas ajenas en vértices Dy y Dy . Si D esta
en Dy @ Dy y D posee un factor de ciclos F = {C1, ..., Ci} que estén
conformados por flechas exteriores de D tales que para cada par de
enteros distintos 7 y j en {1, ..., k}, se satisface alguna de los dos
siguientes condiciones:

— tanto (C;, C;) como (C}, C;) poseen flechas exteriores de D o

— (C}, ;) no tiene flechas exteriores de D y tanto (C;, C;)nA(Dy)
como (C;, C;) n A(D3) son no vacios

entonces D posee un ciclo hamiltoniano [19].

Como puede apreciarse en los ejemplos anteriores, son varias y amplias
familias de digréaficas en donde las caracterizaciones de la existencia de ciclos
y trayectorias hamiltonianas son semejantes —sobre todo, estéan relacionadas
con la existencia de factores y casi-factores de ciclos—.

Desde mi perspectiva, la presenta tesis aporta dos cosas. La primera de
ella es una técnica basada en el uso de la estructura de las clases laterales de
((1, 1))z,.0z, en Z,, ®Z, para analizar el comportamiento de las flechas entre
pares de ciclos ajenos. Dicho analisis resulta relevante porque las condiciones
que estudiamos para asegurar la existencia de un ciclo hamiltoniano presupo-
nen la existencia de un factor de ciclos o de un casi factor de ciclos. Con
base en dicha técnica, damos una caracterizacion y una condicion suficiente
para la existencia de ciclos hamiltonianos para dos clases de digraficas en los
capitulos 2 y 3.

La segunda de las aportaciones es una clase de digraficas, las digraficas
multipartitas localmente semicompletas, que es una generalizacion de los
torneos multipartitos. Mas atn, es una generalizaciéon comin de la clase de
los torneos multipartitos y de las digraficas localmente semicompletas.
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Capitulo 1

Preliminares

En el presente capitulo haremos una breve introduccion de los conceptos de
la teoria de las graficas utilizados a lo largo del texto. Como referencia,
recomendamos el libro de Bang-Jensen y Gutin [8].

Una digrdfica consiste de un conjunto, a cuyos elementos llamamos los
vértices de la digrafica, y de una relacion binaria sobre ese conjunto, a cuyos
elementos llamamos las flechas de la digrafica. Decimos que la digrafica D es
el par ordenado (V (D), A(D)), en donde V(D) es el conjunto de los vértices
de Dy A(D) es el conjunto de las flechas de D. Para el presente trabajo,
consideraremos digraficas en las que el conjunto de los vértices es finito y no
es vacio y el conjunto de las flechas es una relacion irreflexiva. Dada una
digrafica D = (V(D), A(D)), si u y v son dos vértices de D tales que (u, v)
es una flecha de D entonces diremos que u es adyacente hacia v y que v es
adyacente desde u; usualmente la denotaremos por u — v o v < u. Si entre
dos vértices u y v existe una flecha en algtin sentido entonces diremos que u
y v son adyacentes.

Consideremos una digrafica D. Si u y v son vértices de Dy (u, v) es una
flecha de D, decimos que hay una flecha de v a v, que u domina v, que v es
dominado por u, que u es adyacente hacia v o que v es adyacente desde u'y
lo solemos denotar por uv, u > v 0 v < u. Siu— v 0 v <« u, decimos que u y
v son adyacentes. Si u — v es una flecha en D pero v - u no es una flecha de
D, decimos que la flecha es asimétrica; en otro caso, decimos que la flecha es
simétrica.

Una grdfica es una digrafica G donde el conjunto de las flechas es una
relacion simétrica y, en tal caso, a sus elementos se les suele llamar aristas en
vez de flechas. En las graficas dos vértices pueden o no ser adyacentes pero

15



16 CAPITULO 1. PRELIMINARES

la direccion pierde completamente su relevancia. Es por esto que mientras
en las digraficas las flechas se suelen representar como flechas, en el caso de
las graficas las aristas se representan como lineas entre los vértices.

Dada una digrafica D, le podemos asociar naturalmente una grafica que
tenga el mismo conjunto de vértices de D. Para ello basta con agregar las
flechas necesarias —entre vértices entre los que haya al menos una flecha
en la digrafica— para que la relacion definida por las flechas sea simétrica.
Podriamos decir que «substituimos» cada flecha de D por una arista. A
tal grafica se le conoce como la grdfica subyacente de D y se le denota por
UG(D).

Dadas dos digréaficas D y H, un homomorfismo de D a H es una funcién
¢ de los vértices de D a los vértices de H tal que si u - v es una flecha de
D entonces ¢(u) - ¢(v) es una flecha de H. Si la funcién ¢ es inyectiva
entonces decimos que D es subdigrdfica de H. Si la funcién ¢ es biyectiva
y su inversa también es un homomorfismo entonces decimos que D y H son
isomorfas.

Dada una digrafica D y un vértice u de D, la exvecindad de v en D, que
denotamos como N}, (v), es el conjunto de los vértices de D dominados por
v mientras que la invecindad de v en D, que denotamos como Np,(v), es el
conjunto de los vértices que dominan a v. El exgrado de v es la cardinalidad
de la exvecindad de v y se denota por d},(v). De forma analoga, el ingrado
de v es la cardinalidad de la invecindad de v y se denota por d(v). En la
notacion anterior, omitiremos el subindice cuando esto no deje lugar a dudas
con respecto a la digrafica sobre la que se habla.

Dada una digréafica D, un semicamino es una sucesion u;uq---u, de vértices
de D tales que u; y u;;1 son adyacentes para todo entero ¢ en {1, 2, ...,
p—1}. También se le suele llamar (uy, u,)-semicamino donde u; y u, son
los extremos del semicamino. La longitud de un semicamino es el nimero
de flechas que éste recorre, contando multiplicidades, es decir, p — 1. Si los
extremos del semicamino son diferentes, se dice que es abierto; en otro caso,
se dice que es cerrado. Por V(P) denotaremos al conjunto de vértices del
semicamino, es decir, a {uy, ..., u,}. Dado un semicamino P en una digréfica
D, cualquier arista de D que no esté en P y cuyos extremos no sean vértices
consecutivos en P se dice que es una diagonal de P.

Una semitrayectoria es un semicamino en el que no se repiten vértices.
Un semiciclo es un semicamino cerrados cuyos extremos es el tinico vértice
que se repite.

Dado un semicamino P = wujug---u,, decimos que P es un semicamino
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dirigido o es un camino si se tiene que u; - u;,1 para todo para todo i en {1,
2, ..., p—1} 0 u; < u;y para todo para todoien {1,2, ..., p—1}. Si se tiene
que u; —> u;y para todo para todo i en {1, 2, ..., p—1}, también diremos
que P es un (uy, u,)-camino. Analogamente se definen las trayectorias y los
ciclos.

Dado un conjunto F = {C}, ..., C,} de ciclos de D, diremos que F es
un factor de ciclos o simplemente factor de D si los ciclos son mutuamente
ajenos en vértices y todo vértice de D esta en algin ciclo de F. Dado un
conjunto F = {C}, ..., C,} de ciclos de D salvo por C} que puede ser una
trayectoria, diremos que F es un casi-factor de D si los elementos del factor
son mutuamente ajenos en vértices y todo vértice de D esté en algin elemento
de F. En ambos casos, tenemos que el conjunto {V(Cy), ..., V(C,)} es una
particion de V(D). Dada una digrafica D y una trayectoria 1" en D, diremos
que T es una trayectoria hamiltoniana si T' recorre todos los vértices de D.
Si T es una trayectoria hamiltoniana de D entonces {T'} es un casi-factor
de D. Dada una digrafica D y un ciclo C' en D, diremos que C' es un ciclo
hamiltoniano si C' recorre todos los vértices de D. En particular, si C' es un
ciclo hamiltoniano de D entonces {C'} es un factor de ciclos de D.

Dada una digrafica D y un subconjunto S de sus vértices, la subdigrdfica
inducida por S en D, denotada como D(S), tiene por conjunto de vértices a
Sy dados dos vértices u y v en S, existe la flecha u - v en D(S) si y solo si
tal flecha existe en D.

Para cualesquiera dos conjuntos de vértices X y Y en una digrafica D,
(X, Y)p denota el conjunto {zy: (x, y) € A(D), z e X yyeY} Si X
y Y son subdigraficas de D entonces por (X, Y)p entenderemos (V(X),
V(Y))p. Cuando no haya confusion, omitiremos el subindice.

Para cualesquiera dos conjuntos de vértices ajenos X y Y en una digrafica
D, X - Y significa que para cualquier vértice x en X y cualquier vértice y en
Y se tiene que z - y. Ademéas, X = Y denota que (Y, X)p = @. Finalmente,
X ~ Y denota que se tiene tanto que X - Y como X =Y. Si X y Y son
subdigréficas de D entonces por X - Y, X =Y y X —» Y entenderemos
V(X)=>V(Y), V(X)=>V(Y)y V(X) V(Y), respectivamente.
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CAPITULO 1.

PRELIMINARES




Capitulo 2

Hamiltonicidad en una
generalizacion de las digraficas
bipartitas semicompletas

2.1 Herramienta algebraica

En lo que sigue daremos por conocidos los conceptos de grupo aditivo, grupo
ciclico, isomorfismo de grupos, subgrupo, subgrupo generado por un ele-
mento, subgrupo normal, clases laterales izquierdas y derechas y del grupo
de los enteros moédulo m —para cada entero positivo m—, denotado por Z,,.
Estos pueden consultarse en [30, 35].

Para cualesquiera dos enteros k y m con m positivo, denotaremos por
[k]m la clase de los enteros congruentes con k& modulo m. Dados dos enteros
m y n, la suma directa de Z,, y Z,, denotada por Z,, ®Z,, es el grupo aditivo

{([p]ma [Q]n) : [p]m €L y [Q]n € Zn}

tal que para ([pl]ma [q1]n) Yy ([p2]m7 [q2]n) en Zm®Zna ([pl]ma [q1]n)+([p2]m7
[q2]n) es ([p1 + p2]m, [@1 + @2]n). De la definicion del grupo de los enteros

modulo m se sigue que ([p1]m, [¢1]n) es igual a ([pa]m, [g2]n) si y solo si
pr=pe méd my q =g mdd n. Notemos que el neutro aditivo de Z,, & Z,
es ([0]m, [0]n) ¥ que dado un elemento ([p]m, [¢].) en Z,, ® Z,, su inverso
aditivo es ([-p]m, [¢]n)-

El subgrupo generado por ([1],[1].) en Z,, ® Z,,, denotado por (([1].,

19
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[1]n)>Zm@Zn, €s

{([KTm K1)+ ([Km, [K]n) € Zon @ Zn .-

Para simplificar la notacién, por G, , denotaremos el grupo Z,, ® Z, y
por H,, , denotaremos subgrupo (([1]m, [1].))z..ez, -

Proposicion 1. Dados dos enteros positivos m y n, se tiene que

Hm,n = chm(m,n);
donde mem(m,n) denota el minimo comin miltiplo de m y n.

Demostracion. Primero mostraremos que la funciéon

(b: Hm,n - chm(m,n)

es un homomorfismo de grupos. Tomemos ([p]m, [¢].) en H,,,. Por la
definicion de H,,,, existe un entero k tal que ([plm, [¢]n) = ([E]m, [k]n)-
Definamos ¢(([plm, [¢]n)) como [k]mem(m,n)-

Tomemos ([p1]m, [¢1]n) ¥ ([P2]m; [g2]n) en Hyppn. Supongamos que

o([p1]m, [a1]n) = [K1 ]mem(m.n)

¢([p2]m: [g2]n) = [F2lmem(m.n)-

Es decir, tenemos que p; = ky méd m, g1 = k;y mod n, ps = ks moéd m y
q2 = ko mod n. Se sigue que p1+pg = ki+ks méd my ¢r+qo = k1 +ky mdd n.
Por lo tanto

¢(([p1]m; [@110)) + d(([P2]m, [421n)) = O(([P1]m; [a1]n) + ([P2]m; [42]n))-

De aqui que ¢ es un homomorfismo de grupos. Maés atin, la funcién ¢ es
biyectiva, con inversa

¢71([k]mcm(m,n)) = ([k]mv [k]n)

Por lo tanto, los grupos H,, 5, ¥ Zunem(m,n) Son isomorfos. ]

Corolario 2. El orden del grupo H,,, es mcm(m, n).
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Corolario 3. Los grupos Hy, ., Y Gy.n Son isomorfos si y solo si m yn son
primos relativos.

Demostracion. Si m y n son primos relativos entonces mem(m, n) es igual
a mn. U

Teorema 4 (Hungerford, teorema 4.2 en la pagina 38). Supdngase que H es
un subgrupo del grupo G.

(i) La congruencia izquierda [resp. derechal mddulo H es una relacion de
equivalencia sobre G.

(i1) La clase de equivalencia de a en G bajo la congruencia derecha [resp.
izquierda] modulo H es el conjunto H +a = {h+a: h en H} [resp.
a+H={a+h:henH}|

(i11) |H +a| =|H| = |a+ H| para todo a en G.

Corolario 5 (Hungerford, corolario 4.3 en la pagina 38). Supdngase que H
es un subgrupo del grupo G.
(i) G es la union de las clases lateras derechas [resp. izquierdas| de H en
G.
(ii) Dos clases laterales derechas [resp. izquierdas] de H en G son disyuntas
o igquales.
(iii) Para todo a y b en G, H+a = H +0b si y sdlo si a-b estdi en H y
a+H=0+H sty solo si b—a estd en H.
(iv) Si R es el conjunto de clases laterales derechas distintas de H en G
e L es el conjunto de clases laterales izquierdas distintas de H en G
entonces |R| = |L].

Ya que Gy, , s un grupo abeliano, para cada ([plm, [¢]n) en Gy, tenemos
que
([Plm: [q]n) + Hinp = Hinp + ([P]m, [4]n)-

R es el conjunto de clases laterales derechas distintas de H,, ,, en Gy, ,, y £ es
el conjunto de clases laterales izquierdas distintas de H,,,, en G, , entonces
se tiene que R = L. Por lo tanto podemos hablar simplemente de las clases
laterales de H,,, en G, .

Recordemos que dado un subgrupo H de un grupo G, el indice de H
en G, que se denota por [G : H], es la cardinalidad del conjunto de clases
laterales de H en G.

Un sistema completo de representantes de las clases laterales de un sub-
grupo H en un grupo G es un conjunto {a;} que consiste de precisamente
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un elemento por cada clase lateral de H en G. Claramente, el conjunto {a;}
tiene cardinalidad [G : H].

Teorema 6 (Teorema de Lagrange). Si H es un subgrupo de un grupo G
entonces |G| =[G : H]|H].

Lema 7. Si ([plm, [¢]n) es un elemento de G, entonces ([plm, [q]n)

pertenece a H,,,, si y sdlo si p=q méd med(m, n).

Demostracion. Tomemos ([p]lm, [¢]n) en Hy, . De aqui que existe un ntimero

entero k tal que
([P]m, [a]n) = ([K]m, [K]n)-

Por definicion, p =k méd m y ¢ =k mod n. Basta con notar que se tiene
que p = k méd med(m, n) y que ¢ = k méd med(m, n). Por lo tanto,
p=q méd med(m, n).

Ahora consideremos dos enteros p y ¢ tales que p = ¢ méd med(m,
n). Por lo tanto (¢ — p)/med(m, n) es un namero entero. Llamemos m/
a m/mecd(m, n) y n’ a n/med(m, n). Notemos que m’ y n’ son primos
relativos, por lo que

Hm’,n’ = Gm’,n’-

De aqui que existe un ntmero entero k' tal que

([0)mr, [(q = p)/ med(m, ) o) = ([K e, [F]ar),

1.€.,
0=k moéd m'

y
(¢-p)/med(m,n) =k méd n'.

Multiplicando por med(m, n) tenemos que
0 = kmed(m,n) méd m

Yy
(¢-p) = kmed(m,n) méd n.

Asi, ([0], [¢—pln) esta en Hy,,,. Obviamente ([plm, [p]n) también esta en
H,, . Por lo tanto,

([p]m; [a]n) = ([0]m, [q = P1n) + ([Plm, [P]n)

estd en H,,,, que es lo que queriamos demostrar. ]
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Corolario 8. Los conjuntos

C ={([0]m,[0]n), ([0]m; [1]0), - ([0]m, [mecd(m, n) = 1],) }

D ={([0]m; [0]n), ([1]m, [O]n), - - -, ([med(m, n) = 1], [0]0) }
son conjuntos completos de representantes de las clases laterales de H,,, en

G-

Demostracion. Probémoslo para C. Por el teorema de Lagrange, sabemos
que el namero de clases laterales de H,,,, en G, ,, es el orden de éste entre el
orden de aquél, es decir, med(m, n). Este es justo el nimero de elementos
en C.

Asi, por el tercer inciso del corolario 5 basta con demostrar que para
cualquier par ([p1]m, [¢1]n) ¥ ([P2]m, [92]n) de elementos en C, su diferencia
no esta en H,, ,. Ya que p; =0 = py, por el lema 7 solo debemos mostrar que

0# ¢ — ¢ méd med(m,n).

Pero ¢ y g9 estén en el intervalo {0, 1, ..., mcd(m, n)-1}, por lo que med(m,
n) no puede ser divisor de ¢; — g2, que es lo que queriamos probar. ]

Corolario 9. Los conjuntos

{([0m, [0]n) + Hinn, ([0, [1]0) + Hiss - - -, ([0]a, [micd (2, 1) = 1]0) + Hi o}
y

{([0]m, [0]n) + Hinn, ([1]m, [0]0) + His, -, ([med (m,n) = 1], [0]5) + Hi }
son particiones de G, .

Corolario 10. Si ([plm, [q]n) es un elemento de G,,, entonces existen
([0]m, [4']n) en C y ([p']m, [0].) en D tales que

([P]m; [q]n) + Him = ([0]im; [4']0) + Hin = ([0, [0]0) + Hipn-

Corolario 11. Dados ([i]m, [7]n) y ([Plm, [q]n) en Gun, st ([plm, [q]n)
estd en ([i]m, [J]n) + Hmn entonces tanto ([plm, [¢ + kmed(m, n)],) como
[p+Ekmed(m, n)]m, [q]n) estin en ([i]m, [J]n)+Hmn, para cualquier nimero
entero k.
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Demostracion. Ya que ([plm, [q]n) esta en ([i]m, [j]n) + Hmn, se sigue
que ([p—i]m, [g—7]n) esté en H,,,,. Por el lema 7 sabemos que p —i =
g —j moéd med(m, n). Se sigue que tanto p —i = (¢ + kmed(m, n) -
j) méd med(m, n) como (p+kmed(m, n)—i) = g-j moéd med(m, n) se sat-
isfacen para cualquier nimero entero k. Se sigue que ([p—i], [¢+kmed(m,
n)—7jln) y [p+ kmed(m, n) —i]m, [¢—7]n) estan en H,,,. Por lo tanto,
([P, g + kmed(m, n)]n) v [p+ kmed(m, n)]m, [g]s) estan en ([i]m,
[]]n) + Hpp . U

Corolario 12. Tomemos una clase lateral de Hyp en G, sea ([i]m,
[7]n)+Hmn. Para cualquier elemento [pl,, en Z,, existe un elemento [q], tal
que ([plm, [q]n) estd en ([ilm, [J]n) + Hmn. Andlogamente, para cualquier
elemento [q], en Z, existe un elemento [plm, en Z, tal que ([plm, [q]n) estd
en ([1]m, []n) + Hopn-

Demostracion. Por el corolario 8, existe ([i'], [0],) en G, tal que ([']m,
[0]n) + Hum = ([t]ms [J]n) + Hmpn. Tomemos un elemento [p], en Z,. El
algoritmo de la division implica que existen ntumeros enteros k£ y ¢, donde
g es menor que mecd(m, n), tales que p—i' = kmed(m, n) +q. De aqui
que p—i' —q = kmed(m, n), es decir, p—1i = ¢ méd med(m, n). Se sigue
que ([p—17]m, [q]n) estd en H,,, por el lema 7. Pero ([plm, [¢]n) = ([¢']m.
[0]n)+([p=7"]m; [q]n)- Porlo tanto, ([plm, [¢].) estd en ([i'],n, [0]n)+ Himp =
([]m, [1]0) + Hinn- U

Proposicion 13. Si m y n no son primos relativos y ¢ es el menor nimero
entre m y n entonces para cualquier clase lateral de H,,,, en Gy, ., digamos

([Z]m, [J]n) + Hmm, la funcion
6 ([{lor U1)+ How = ([ilms [/la) + Hon

dada por ([ple, [q]c) = ([Plm, [a]n), para cada ([ple, [qlc) en ([i]e, [j]c) +

H,.., es inyectiva.

Demostracion. Consideremos dos elementos distintos ([p1]e, [¢1]e) v ([p2]e,
[¢2]c) en ([i], [7]c) + Hee. Por lo tanto, p; es diferente de py 0 ¢; es diferente
de go. Se sigue que ([p1]m, [¢1]n) ¥ ([P2]m, [g2]n) son distintos. Por lo tanto
¢ es inyectiva. 1

Teorema 14 (Hungerford, teorema 3.4 en la pagina 35). Considérese un
grupo G y a en G. Si a tiene orden finito m, con m >0, entonces:
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(i) m es el menor entero positivo tal que ma = e;

(ii) ka=e siy solo si k|m;

(iii) ra = sa siy solo sir=s mod m;

(iv) (a) consiste de los elementos distintos a, 2a, ..., (m-1)a, ma=e;
(v) para cada k tal que k| m, |ka|l = m/k.

Teorema 15 (Hungerford, teorema 3.6 en la péagina 36). Considérese un
grupo ciclico G = {a). Si G es de orden finito m entonces ka es un generador
de G si y sélo si med(k, m) =1.

Corolario 16. [p],, es un generador de Z,, si y solo si med(m, p) = 1.

Proposicion 17. St m y n no son primos relativos y m es menor que n
entonces el orden de m en Z, es n/mecd(m, n) = mem(m, n)/m y el indice
de ([m],) en Z, es med(m, n). Mds ain, ([m],)z, es {[m]., [2m]., ...,
[(n/med(m, n) = 1)m]n, [0].}.
Demostracion. Por definicion, mem(m, n) es el menor entero positivo tal que
mem(m, n) = km para algin entero k y [mem(m, n)], =[0],. Asi, tenemos
que k = mem(m, n)/m =n/med(m, n), ya que mn = med(m, n) mem(m, n).
Por el teorema de Lagrange, tenemos que el indice de ([m],) en Z, es
med(m, n).
Finalmente, por el teorema 14 tenemos que

(m)z, ={[m]n, [2m]n, ..., [(n/mecd(m,n) — 1)m],,[0].}
|

Corolario 18. Consideremos dos enteros positivos m y n, tales que no sean
primos relativos y m sea menor que n. Los conjuntos

{[m]n)z, +[i]n:i€{0,1,..., med(m,n) - 1}}

Yy

{{[km +0],,...,[km+ (mcd(m,n) - 1)],}: ke€{0,...,n/med(m,n) -1}}

son particiones de Z,,.
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Demostracion. Para el primer conjunto, basta con probar que {0, 1, ...,
med(m, n)—1} es un sistema completo de representantes de las clases laterales
de ([m],) en Z,,. Tomemos cualquier par de elementos distintos i y j en {0, 1,
..., med(m, n)—-1}; claramente n no es divisor de i—j porque |i—j| < med(m,
n) < n. Por el tercer inciso del corolario 5, se sigue que i y j pertenecen
a distintas clases laterales de ([m],) en Z,. Finalmente, notemos que la
cardinalidad de {0, 1, ..., mcd(m, n) — 1} es justamente mecd(m, n). De
aqui que el conjunto {0, 1, ..., med(m, n) — 1} es un sistema completo de
representantes de las clases laterales de ([m],) en Z,. Por lo tanto,

{[m]n)z, +[i]n: 1€{0,1,... ,med(m,n) - 1}}

es una particion de Z,.
Dado k en {0, 1, ..., n/med(m, n) — 1}, denotemos por Ty, el conjunto

{[km +0],,[km + 1],,...,[km+ (mcd(m,n) - 1)],}.

Falta por mostrar que
{70, 71, Tojmed(mn)-1}
es una particion de Z,. Tomemos el conjunto
A=A{[km],+[i].: k€{0,1,...,n/med(m,n) -1}

eien {0, 1,..., med(m, n)—1}}. Consideremos las proyecciones

m (k) = {[km], +[i].: 1 €{0,1,...,med(m,n) - 1}},
para k en {0, 1, ..., n/mecd(m, n) -1}, y

mo(1) = {[km], + [i],: k€{0,1,...,n/med(m,n) —1}},

para i en {0, 1, ..., med(m, n) - 1}. Notemos que
7T1(/€) = 77€
Yy
m2(i) = ([m]n) + [i]n-
Asi,
med(m,n)-1 . n/med(m,n)-1
U m@=A= U m(k).
i=0 k=0

Pero el conjunto de la izquierda es justamente Z,, de lo que se sigue que {7,
Tis -, Tajmed(mn)-1) €8 una particion de Z,. ]
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2.2 Preambulo

En la década de los ochenta se comenzaron a estudiar los ciclos y las trayec-
torias en los torneos bipartitos [4] y, en general, en digraficas bipartitas semi-
completas. Para el presente capitulo nos interesa el trabajo realizado por
Gregory Gutin, Roland Haggkvist y Yannis Manoussakis sobre trayectorias
y ciclos hamiltonianos en tal clase de digréficas.

Teorema 19 (Gutin [26], Haggkvist y Manoussakis [29]). Una digrifica bi-
partita semicompleta posee una trayectoria hamiltoniana si y solo si posee un
cast factor de ciclos.

Teorema 20 (Gutin [25], Haggkvist y Manoussakis [29]). Una digrdfica bi-
partita semicompleta es hamiltoniana si y solo si es fuertemente conexa y
posee un factor de ciclos.

En [4], Bang-Jensen introdujo las digraficas localmente semicompletas en
flechas' como una generalizacion tanto de los torneos bipartitos como de los
torneos, de forma similar a como generalizo los torneos en [2| Una digrafica
es localmente semicompleta en flechas si para cualquier flecha u — v en ella,
todo vértice z en la in-vecindad de u es adyacente a todo vértice y en la
in-vecindad de v, siempre que x y y sean distintos, y todo todo vértice x en
la ex-vecindad de u es adyacente a todo vértice y en la ex-vecindad de v,
siempre que x y y sean distintos.

Posteriormente, Bang-Jensen introdujo cuatro nuevas generalizaciones de
los torneos bipartitos en [5], las digraficas libres de H;, con i en {1, 2, 3, 4}.
A saber:

e Una digréfica es libre de H, si para cualesquiera cuatro vértices distintos
u, v, wy x tales que u - v « w < x se tiene que u y x son vértices
adyacentes.

e Una digréfica es libre de Hs si para cualesquiera cuatro vértices distintos
u, v, wy x tales que u < v - w — x se tiene que u y x son vértices
adyacentes.

e Una digréfica es libre de H; si para cualesquiera cuatro vértices distintos
u, v, wy x tales que u > v - w — x se tiene que u y x son vértices
adyacentes.

L Are-locally semicomplete digraphs en inglés.
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e Una digréfica es libre de H; si para cualesquiera cuatro vértices distintos
u, v, wy x tales que u > v < w — x se tiene que u y x son vértices
adyacentes.

Véase la figura 2.1.

u T

-~—e .,  e&——e 4 o——0 @ <

Ho Hs Hy

Figura 2.1: Configuraciones H;

Notemos que las digraficas libres de H; y Hs son justamente las digraficas
localmente semicompletas en flechas. Las digraficas libres de H3 a veces son
llamadas 3-cuasitransitivas y las libres de H, también son conocidas como
3-anticuasitransitivas.

2.3 Resultado principal

El resultado principal de este capitulo consiste en mostrar que el teorema 20,
que en un principio se satisfacia para las digraficas bipartitas semicompletas
y que luego fue extendido para la clase de las digréaficas libres de H;, con
en {1, 2, 3}, también se satisface para las digraficas libres de H,.

La idea sobre la que yace esta prueba es que dado cualquier factor de
ciclos con al menos dos ciclos, es posible reducir el nimero de ciclos en el
factor al mezclar dos o tres de ellos en un nuevo ciclo. Para ello, el paso
fundamental consiste en analizar el caso en el que el factor esta formado por
solo dos ciclos y, en particular, caracterizaremos el comportamiento de las
flechas entre esos dos ciclos del factor bajo ciertas condiciones.

Consideremos dos ciclos ajenos

Co = UoU1**Uny-1UQ

Ch = VpU1°**Uny-1V0
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(respectivamente una trayectoria
Py = UoU1 " Upg-1Ung

y un ciclo
Cy = VoU1+*Up,;-10,

ajenos entre si), un par de flechas u, - v, y v, > us, parapy senZ,, y ¢ y
ren Zny,, se dice que es un buen par de flechas si

CO[“Oa Up]Cl [Uq, UT]CO[U‘S7 Uo]
es un ciclo que pasa por los vértices tanto de Cp como de C (respectivamente
Po[u(bup]cl[vq’UT]PO[usvuno]

es una trayectoria que pasa por los vértices tanto de Py como de C). Véase
la figura 2.2. Asi, tenemos la siguiente proposicion.

up Ug

>@

: N
e —— 00— 0——0— . . .

Uy Uy

Figura 2.2: El par bueno de flechas u, - v, y v, — u, da lugar al ciclo
CO[u07up]Cl[Uq7UT]CO[U&U‘O] (resp' PO[u07up]Cl [UQ7U7“]PO[US7U7L0]>

Proposicion 21. Si Cy y C; son dos ciclos (respectivamente Py y Cy son
una trayectoria y un ciclo), ajenos entre si, en una digrafica D libre de Hy y
entre ellos existe un par bueno de flechas entonces existe un ciclo (resp. una
trayectoria) que pasa tanto por los vértices tanto de Cy como de Cy (resp.
tanto de Py como de C4).

El siguiente lema juega un papel central en lo que sigue porque caracteriza
el comportamiento de las flechas entre dos ciclos ajenos sin pares buenos de
flechas entre si en una digrafica libre de Hy,.
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Lema 22. Consideremos un par de ciclos ajenos Cy = tugln,-1--urtg y Cy =
VU1V, —1V0 StN pares buenos de flechas entre si en una digrdfica D libre de
Hy. Si existe la flecha u, - v, (respectivamente v, - u,), para algin (p, q)
en Ling ® Ly, , entonces existe un entero i en {0, 1, ..., med(ng, ny) -1} tal
que u, — vs (resp. vs = u,) para todo (r, s) en Hyyn, + (i, 0). En particular,
(p, q) estd en Hpypn, + (i, 0). El resultado es el mismo si los ciclos estdn
etiquetados de la forma Cy = ugtytp, 1y Yy C1 = VoUpy-1+-V100.

Demostracidn. Supongamos que u, — v, (respectivamente v, - u,), para
algin (p, q) en Gpyn,. Asi, tenemos que

Up_1 < Up = Vg < Ugop (TESP. Upyq = Up < Vg = Ugs1).

Ya que D es una digréafica libre de M4, se sigue que u,_1 y v4-1 (r€sp. up+1
y Vg+1) son adyacentes. Por hipotesis sabemos que entre Cy y C) no hay
pares buenos de flechas, de aqui que u,1 = V41 (resp. Vg1 = Ups1). Si
continuamos recursivamente, tendremos que uy,_p = Vyg (T€Sp. Vpi = Ugik)
para todo entero positivo k. Recordemos que

(0. ) +{(=1,=1))Grpny = (P, @) + (1, 1))y,

y este ultimo es H,,, ,,. Notemos que todo elemento en (p, q) + Hy, n, puede
escribirse de las formas (p—ko, ¢—ko) v (p+ k1, ¢+ k1), para algunos enteros
positivos kg y ki. Finalmente, el corolario 8 implica que existe un entero
en {0, ..., med(ng, n1) -1} tal que

Hno,n1 + (p7Q) = Hno,n1 + (7’70)

Cuando los ciclos estan etiquetados de la forma Cy = uguy---un,—1up ¥
Cy = VgUpy-1-v1V9 obtenemos el mismo resultado porque la propiedad de ser
libre de H,4 se preserva al voltear todas las flechas de la digréfica. (]

Para el siguiente corolario, obsérvese que ambos ciclos tienen el mismo
sentido por lo que no satisfacen las hipotesis del lema 22. Pero basta con
multiplicar por por —1 todos los subindices de las etiquetas de los vértices de
alguno de los ciclos para invertir su sentido.

Corolario 23. Consideremos un par de ciclos ajenos Cy = Wowy,-1--wiwy Y
Co = UpUpy-1---Urtg sin pares buenos de flechas entre si en una digrdfica D
libre de Hy. St w, — u, (respectivamente u, - w,), para algin (p, —q) en
Ghynos €ntonces existe un entero i en {0, 1, ..., med(ne, ng) — 1} tal que
W, > U_g (Tesp. u_s - w,) para todo (r, s) en Hy,n, + (i, 0). En particular,
(p, —q) estd en Hy, p, + (3, 0).
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Corolario 24. Consideremos un par de ciclos ajenos Cy y Cy, de longitudes
ng Y ni, respectivamente, sin pares buenos de flechas entre si en una digrdifica
D libre de Hy. Si ng y ny son primos relativos y existe una flecha de Cy a
Cy (respectivamente de Cy a Cy) entonces Cy — Cy (resp. Cp — Cy).

Demostracion. Si ng y ny son primos relativos entonces H,, ,,, £ Gpyn, DPOT
el corolario 3. O

Corolario 25. Consideremos un par de ciclos ajenos Cy = Uglp,-1---Uily Y
C1 = vgv1++Up,—100 Sin pares buenos de flechas entre si en una digrdfica D
libre de Hy. Siu, - v, (respectivamente v, - u,), para algin (p, q) en
Ghomy s entonces para cada v en Zy, existe s en Ly, tal que u, - v, (resp.
vs > u,). Andlogamente para cada s en Zy,.

Demostracion. Se sigue del corolario 12. 1

Corolario 26. Consideremos una digrdfica D que sea fuertemente conexa y
libre de H, con un factor de dos ciclos. Si las longitudes de los ciclos en ese
factor son primos relativos entonces D es hamiltoniana.

Demostracion. Supongamos que Cy = Uglpy-1---Uitg Y C1 = VgU1+++Up, -1U0 SON
los ciclos del factor. Ya que D es fuertemente conexa, existe al menos una
flecha desde C a (), sin pérdida de generalidad supongamos que es vy = ug.
El conjunto A = {¢: u. - v.} no es vacio porque

Hn07n1 = GnOynl

y D es fuertemente conexa; asi, éste tiene un elemento minimo que es difer-
ente de cero y no es negativo, llamémosle a. De aqui tenemos que las flechas
Vg1 = Ugq_1 Y Ug = U, son un par bueno de flechas. Por la proposicion 21, D
es hamiltoniana. L

Nota. Consideremos un par de ciclos ajenos Cy = ug Upy-1--u1 ug y Cy =
VgV1--*Up, -1V €n una digrafica D libre de Hy y supongamos que existe la
flecha u, - v,. Siempre podemos renombrar los vértices de Cj y C de forma
tal que tengamos la flecha uy - vy. Si ademés pedimos que entre Cy y C}
no haya pares buenos de flechas, el lema 22 implicaria que para todo (¢, ¢)
en H,,,,, existe la flecha u, - v.. Mas atn, si existe una flecha v, - u,
entonces existe un entero j en {0, 1, ..., med(ng, ny) — 1} tal que (r, s)
esta en H,,,, + (j, 0) por corolario 9. Por lo tanto, para todo (p, ¢q) en
Hyon, + (7, 0), tenemos que v, - u, por el lema 22. En particular, (j, 0)
esta en H,,,, + (j, 0). De aqui que exista la flecha vy — u;.
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Lema 27. Consideremos un par de trayectorias ajenas Py = ugl,_1--u1 y
Py = vgvy--v,-1 en una digrifica D. Si u, - v, para todo (a, a) en H,, y
Vo = Ugsj para todo (a+j, a) en Hy,,+ (4, 0), para algin j en {0, 1, ...,
n — 1}, entonces existe un ciclo que pasa tanto por los vértices de Py como
por los vértices de P;.

En este lema, observemos que las condiciones recaen sobre la relacion
entre las trayectorias pero no sobre la digrafica en si.

Demostracion. Consideraremos dos casos, segin n y j sean 0 no primos re-
lativos.

Vo (%1 U2 U3

Figura 2.3: n=4, j=3 y med(4, 3) =1

Supongamos primero que n y j son primos relativos (véase la figura 2.3).
Consideremos el camino

C = UgUoUjVjUzj* V(n-2)j U(n-1)jV(n-1)j Unj

donde tomamos los indices médulo n. De hecho, C' es un camino cerrado en
D ya que u,; = ug. Observemos que {0, j, 27, ..., (n—1)j} es el conjunto
de los indices de los vértices en el orden en el que aparecen en C, una vez
por cada una de las dos trayectorias. Ya que n y j son primos relativos, el
corolario 16 implica que (j)z, = Z, y, por lo tanto, C' pasa una y sblo una
vez por cada uno de los vértices tanto de Py como de P;. De aqui que C' es
un ciclo que pasa tanto por los vértices de P, como por los vértices de P;.
Ahora supongamos que n y j no son primos relativos (véase la figura 2.4).
Denotemos el méximo comin divisor de n y j por i¢. Ciertamente

C =upCy ['UOa'Ui—l]CO[ujH—lauj]Cl [Uj>Uj+i—1]Co[u2j+i—1,u2j]

4 [U2j7 U2j+z>1]“'01 [U((n/i)—1)j y U((nfi)-1)j+i-1 ]Co [u(n/i)j+i—17 u(n/i)j] )
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Vo (%) V3
O @ - 0— =@
o< o BE Y
Ug Uy Uz us

Figura 2.4: n =4, j =2y med(4, 2) =2

con los subindices modulo n, es un camino cerrado ya que (n/i)j = mem(j,
n), i.€., Ui); = Uo. Observemos que

(nfi-1)
U {kj+0,kj+1,... kj+i-1}

k=0

es el conjunto de todos los indices en el orden en el que aparecen en C, una
vez por cada una de las dos trayectorias. Por el corolario 18, recorre todos
los vértices tanto de Fy como de P; una y sélo una vez. Por lo tanto, C' es
un ciclo que pasa por todos los vértices de Py y de P;. O

Corolario 28. Consideremos una digrdfica D que sea fuertemente conexa,
libre de Hy y con un factor de dos ciclos. Si los ciclos del factor tienen la
misma longitud entonces D es hamiltoniana. Mads ain, D posee un ciclo
hamiltoniano que no pasa por al menos una flecha de cada uno de los dos
ciclos.

Demostracion. Sean Cy = ugty,_1--uiug y C1 = vgv1--v,_1v9 los ciclos del
factor.

Si entre los ciclos del factor hay un par bueno de flechas, sean v,_1 = 144
y U, = Vg, con p y q en Z,, entonces la proposiciéon 21 implica que existe
un ciclo que pasa por todos los vértices de D pero que no pasa por la flecha
u, = Up_1 0i por la flecha v, 1 - v,.

Asi, supongamos que entre los ciclos del factor dado no hay pares buenos
de flechas. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que tenemos la flecha
up = vo. El lema 22 implica que para todo (a, a) en H, ,, tenemos la flecha
U, = V,. Ya que D es fuertemente conexa, existe al menos una flecha de
a Cy. Como en la nota 2.3, existe un entero j en {0, 1, ..., n— 1} tal que
para todo (a+j, a) en H, , + (j, 0), tenemos que v, = Uqs;-
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Basta con aplicar el lema 27 a las trayectorias Co[u,_1, uo] v C1[vo, Un-1]
para obtener el ciclo que buscamos. Tal ciclo no pasa por la flecha ug — u,_1
ni por la flecha v,_; - v;. L

Consideremos un par de ciclos ajenos Cp = ugtp,-1--tg ¥ C1 = Vg++Vp,-100
sin pares buenos de flechas entre si en una digrafica D libre de H, y supon-
gamos que existe una flecha u, - v, con (p, q) en H,, ,, + (¢, 0), para algin
entero ¢ en {0, 1, ..., med(ng, ny) - 1}. El lema 22 implica que para todo
(¢, ¢') en Hyypy + (i, 0), tenemos la flecha v% — vl,. El corolario 11 implica
que todos los pares de la forma (p + med(ng, n1)j, ¢ + med(ng, n1)k), para
cualesquiera enteros j y k, estan en H,, ,, + (¢, 0). Si denotamos p+med(ng,
n1)j por p' y q+med(ng, n1)k por ¢, se sigue que Uy — vy

Lema 29. Consideremos un par de trayectorias ajenas Fy = ugtp,-1--U1 Y
Py = vguy--v,, -1 en una digrdfica D. Si u, - v, para todo (a, a) en Hpyypn, Yy
Vg = Ugsj para todo (a+j, a) en Hyy o, + (4, 0), para algin j en {0, 1, ...,
ny — 1}, entonces existe un ciclo que tiene a V(Py) uV(Py) como conjunto
de vértices.

emostracion. Sin ny son primos relativi nton mi i
Demostraci Si ng SO os relativos entonces D es hamiltoniana
por el corolario 26. Si ng y ny son iguales entonces D es hamiltoniana por el
lema 27. De aqui que podamos suponer que ng y ny no son primos relativos
ni iguales. Més atin, sin pérdida de generalidad, supongamos que ny es menor
que n;. La proposicién 13 nos asegura las siguiente contenciones:

{ua =V, (a,a) € Hno,no} S {ua =V, (a,a) € thm}
y
{Ua = Ug+j - (CL+j,CL) € Hno,no"'(jvo)} S {Ua — Uq+j - (CL+j,CL) € Hno,n1+(j70)}'

Del lema 27 se sigue que existe un ciclo que recorre tanto los vértices de
Po[tng-1, up] como de Pi[vg, vn,-1], llamémosle C” (véase la figura 2.5).
Notemos que tal ciclo no pasa por la flecha ug - v,,-1. Esto y el corolario 12
implican que existe un ntmero entero p en {0, ..., ng—1} tal que v, -1 = u,
es una flecha de C’, i.e.,

(p,no - 1) € Hno,nl + (.770)

De aqui que p—j = ng—1 mdd med(ng,n1). Ya que med(ng, ny) divide n;—nyg,
tenemos que 0 = ny—ny méd med(ng,nq). Asi, p—j =n1—1 méd med(ng, n)
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(notese que ny—1=(ng—1)+(n;—ng)) y el lema 7 implican que (p-7, n1—1)
estd en H,, p,, t.c.,
(p>n1 - 1) € Hno,n1 + (]70)

Por lo tanto, v,,-1 = wu,. De aqui que el ciclo

C = C"up; Vng-1]P1[vng; Uny -1 ]up

tiene a V(FPy) uV(P;) como conjunto de vértices (véase la figura 2.6). [
Vo U1 (%) V3 V4 Vs Vg U7
o— >0 o— >0 L] [ ] [ L]

.%‘x—xo
Ug Uy U2 us3

Figura 2.5: Un ciclo que recorre los vértices de Zy @ Z4 en Z, & Zg

Vo U1 V2 U3 V4 Us Ve U7
o——>0 P——>0— >0— >0— >0— >0
o<=——©0 o<——0
Ug Uy U2 %

Figura 2.6: Un ciclo hamiltoniano en Z, & Zg

Corolario 30. Consideremos dos ciclos Cy = ugtp,-1---ug Yy C1 = Vg Uy -100,
ajenos en vértices, en una digrifica dada D. Si para todo (a, a) en Hp,py,
existe la flecha u, - v, y existe un nimero entero j en {0, ..., med(no,
n1)—1} tal que para todo (a+j, a) en Hy, n, +(4, 0), existe la flecha vy, — gy,
entonces existe un ciclo cuyo conjunto de vértices es V(Cy) u V(Ch).

Corolario 31. St D es una digrifica fuertemente conexa, libre de Hy y con
un factor de dos ciclos entonces D es hamiltoniana.

Demostracion. Sean Cy = Ugln,-1---urtlg y C1 = Vov1---Up,-10g los dos ciclos
del factor, de longitudes ng y ni, respectivamente. Por la proposicién 21
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podemos suponer que entre ellos no hay pares buenos de flechas. Como en
la nota 2.3, sin pérdida de generalidad podemos suponer que para todo (a,
a) en Hy, ,,, existe la flecha u, - v, y que existe un ntmero entero j en {0,
..., med(ng, ny) — 1} tal que para todo (a+j, a) en Hy,n, + (4, 0), existe la
flecha vy, = Uqy;.

Por el corolario 30, se sigue que D posee un ciclo hamiltoniano. (]

Proposicion 32. Consideremos dos ciclos ajenos Cy = wWoWy,—1--wiwy Y
Co = UgUpy-1-U1Ug, Sin pares buenos de flechas entre ellos, en una digrdfica
D libre de Hy. Supongamos que wg — uo;_1 para todo entero i, donde tomamos
21 — 1 modulo ng. Si la longitud de Cy o de Cy es impar entonces para todo
vértice w; en Cy y para todo vértice uy, en Cy tenemos que w; — uy. En otro
caso, para todo vértice w; y para todo vértice uy, st j—k es impar entonces
w; — Up-

Demostracion. Tendriamos w_; < wy — ug;_1 < U, para todo entero ¢ con
2i—1y 2¢ médulo ng. De aqui que w_; — ug; parar todo entero ¢ con 2¢ médulo
ng. Siw; — ugy; (respectivamente w; — ug;_1), para algin j en Z,, y para todo
entero ¢, con 2i y 2i—1 modulo ng, tendriamos w;_; < w; — ug; < Ugi1 (resp.
Wj_1 < Wj = U1 < Ugy;). Por lo tanto, wj_y — gy (resp. wj_y — ug;), para
todo entero ¢ con 2i + 1 y 2¢ modulo ng. De aqui que si Cy o Cy tuviesen
longitud impar, lo anterior implica que w; - u;, para todo (j, i) en Hy, -
En otro caso, por la hipétesis, tendriamos justo que para todo vértice w; y
para todo vértice uyg, si j — k es impar entonces w; — uy. U

U Uy Us Ue Uz

[ ]

Figura 2.7: El primer paso en la prueba de la proposicion 32

Teorema 33. Si D es una digrdfica libre de Hy, fuertemente conexa y D
posee un factor de ciclos entonces es hamiltoniana.

Demostracion. Tomemos un factor de ciclos F de cardinalidad minima. Si el
factor tiene un solo elemento entonces la digrafica es hamiltoniana. Supon-
gamos que el factor tiene al menos dos ciclos. Si entre dos ciclos de F hay
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un par bueno de flechas entonces, por la proposicion 21, podemos mezclar
ambos ciclos en un nuevo ciclo, lo cual darfa lugar a un nuevo factor de ciclos
de cardinalidad menor que la de F, lo que es una contradiccion. Asi, supon-
gamos que entre ningin par de ciclos de F hay pares buenos de flechas. Mas
aun, si entre dos elementos de F hay flechas en ambos sentidos entonces, por
el corolario 30, llegarfamos a la misma contradiccion. Por lo tanto, todas
las flechas entre cualesquiera dos ciclos del factor van en la misma direccion.
El lema 22 y el corolario 23 caracterizan el comportamiento de las flechas
entre pares de ciclos del factor. Ya que D es fuertemente conexa, existe una
sucesion de longitud minima de elementos del factor de ciclos, Cy, C, ...,
(-1, tal que todas las flechas que existen entre los vértices de C; y los de
C;+1 van desde C; hacia Cj,q, con 7 modulo [. Primero probaremos que dicha
sucesion es de longitud tres (véase la figura 2.8).
Supongamos que [ es mayor o igual que cuatro y consideremos

0 0,,0

.0
Co = UgUpy_1°+01 Vg,

— 20,2 2,2
C = UgUny-1 V1)

los tres primeros ciclos en la sucesiéon. Sabemos que para cualquier entero
i en {0, 1}, existe un entero j; en {0, 1, ..., med(n;, ny1) — 1} tal que si
(p, q) esta en Hy, ., + (ji, 0) entonces existe la flecha v} — vi*!. Mas atn,
por el corolario 12 sabemos que para cualquier entero p modulo n; existe un
entero ¢ moédulo n;.q tal que (p, q) estda en Hy, .., + (ji, 0). De aqui que
existan un entero p moédulo n; y un entero ¢ moédulo ny tales que (0 p) esta
en Hyon, +(jo, 0) y (p—1, q) esta en Hy, , +(j1, 0), d.e., v = vp y vy = v2.
Asi, de

2
q

0 1 1
Vg > Uy < Uy g >
. 0 v 22 © 00 2 :
se sigue que vy y vy son adyacentes. Si vy < vg entonces los ciclos Cy, Cy y
(5 forman una sucesion de longitud tres, lo que es una contradiccion. En el
otro caso, habriamos reducido la longitud de la sucesion, lo que también es
una contradicci(’)n Por lo tanto, existe una sucesion C’o, Cl, Cs, Cp.
_ _ ol _ 02 :
Sean Cy = vQu no vy, Cr = vgvi-vk vy Cy = v3v nz 10§ los ciclos de la
sucesion de ciclos obtenida. Sin pérdlda de generalidad podemos renombrar
los vértices de forma tal que tengamos las flechas v — v} — v2. Por el

lema 22, tendriamos las flechas v? - v} — v? para todo entero i modulo n;
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Figura 2.8: Sucesion de ciclos en F

j . .
en v;. De aqui que tendriamos que

UZQ g Uil < Uilfl g Uz‘%l
para todo entero ¢ modulo n; en v!; por lo tanto, v? | — v. Por el corolario 23,
para cada entero i existe un entero ¢; en {0, 1, ..., med(ng, ng) — 1} tal que
para todo (7, s) en Hy, ,, + (¢, 0), se tiene que v? - v%,. En particular,

(i—1,-i) € Hyyny + (¢, 0).
Mas atin, tenemos que
(i-1,-i)+ (1-i,1-4)=(0,1-2i) e Hy, p, + (c;,0),

esto es, v3 — v9, | para todo entero i con 2i — 1 modulo ng. Por la proposi-

cion 32, se sigue que si Cy o Cy tiene longitud impar entonces para todo
2 . 2 z . 0 2 0

vertice v en (5 y para todo vértice vy en Cj, tenemos que v = V. En otro

2 . 2 , . 0 . . .
caso, para todo vértice vj y para todo vértice vy, si j — k es impar entonces

sz» - o). Si la longitud de Cj es par entonces ng — 1 es impar; de aqui que

2 0 : : ) 2 0
vy = v, _1- En otro caso, la longitud de Cy es impar; por lo tanto, vy = v, ;.
De lo anterior, se sigue que
_ .0 1,1 2 2 0 0
C = vyCh[vg, v, 1 ]Csfv v5]Colv vg ]

ni-1 ng-1s no—1»

es un ciclo que recorre tods los vértices de Cy, C y Cy, con lo que podriamos
dar un factor de ciclos con menos elementos que F, lo que es una contradic-
cion. Por lo tanto, D posee un ciclo hamiltoniano. ]
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Ya que toda digrafica bipartita semicompleta es libre de H4, como coro-
lario tenemos el teorema de Gutin, Haggkvist y Manoussakis.

Corolario 34 (Gutin [25], Higgkvist and Manoussakis [29]). Una digrdfica
bipartita semicompleta es hamiltoniana si y solo si es fuertemente conexa y
posee un factor de ciclos.

Si D es una digrafica bipartita semicompleta y posee un casi-factor en-
tonces D posee una trayectoria hamiltoniana. Esto también es cierto para
las digraficas libres de Hy.

Lema 35. Consideremos una digrdfica D conexa y libre de Hy. Dado un
factor de ciclos F de D, la digrdfica D tiene como conjunto de vértices a
F y para dos ciclos distintos Cy y Cy en F, existe la flecha de Cy hacia Coy
en Dg siy solo si existe al menos alguna flecha de Cy hacia Cy en D. Si F
es un factor de ciclos minimo entonces Dx es un torneo transitivo.

Demostracion. La minimalidad de F y el corolario 30 implican que entre
cada par de ciclos todas las flechas van en la misma direccién. El lema 22
describe el comportamiento de las flechas entre cada par de ciclos del factor.
Si el factor de ciclos tiene exactamente dos elementos, ya que D no puede ser
fuertemente conexa, se sigue que D es un torneo transitivo con dos vértices.
Asi, podemos suponer que el factor posee al menos tres ciclos.

Primero probaremos que si C'; y C son dos ciclos en F y existe un vértice
ven V(D) N (V(Cy)uV(Cy)) tal que existe una flecha de algiun vértice de
(1, digamos x, hacia v y existe una flecha de algtin vértice de Cs, digamos
y, hacia v entonces C y C5 son adyacentes. Sea z* el el sucesor de = en Cf;
asi, tenemos que y - v « x — x*. Por lo tanto, C; y C5 son adyacentes en
D]:.

Ahora probemos que si C y (5 son dos ciclos en F tales que hay al menos
una flecha de C a Cy y existe un vértice v en V(D) ~ (V(Cy)uV(Cy)) tal
que hay al menos una flecha desde C'; hacia v entonces C y v son adyacentes.
Supongamos que y es un vértice de Cy tal que existe la flecha y - v y sea y*
el sucesor de y en Cs. El lema 22 implica que existe un vértice x en C; tal
que x - y*. Asi, tendriamos que x - y* <« y - v. Por lo tanto, z y v son
adyacentes.

De lo anterior se sigue que si tenemos C; - Cy — C5, C7 - Cy « C3 0
Cy < Cy — C3 en Dg entonces C7 y C3 son adyacentes (en el altimo caso se
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sigue ya que la digréafica conversa? de una digrafica libre de H, es también
libre de H,). Es decir, Dx es una digrafica que es localmente semicompleta
y cuasitranstiva. Ya que D es conexa (porque D lo era) y el factor de ciclos
es minimo, el teorema 33 implica que Dz es un torneo transitivo. U

Corolario 36. Consideremos una digrifica D conexa y libre de Hy. St F
es un casi-factor minimo de D entonces cada ciclo en F es adyacente a la
trayectoria en F.

Demostracion. Supongamos que Cy, Cs, ..., C, es una sucesion de ciclos en
el casi-factor tal que C; y Cy;1 son adyacentes, para cadaien {1,...,p-1}y
que C), y un vértice de la trayectoria del casi-factor son adyacentes, digamos
v. El lema 35 implica que C; y C, son adyacentes, pues{C}, ..., C,} es un
factor de ciclos minimo en D(V(Cy)u---uV(C,)). Si C} es adyacente hacia
C, v C, es adyacente hacia v, se sigue que C; y v son adyacente como en la
prueba del lema 35. Si € es adyacente desde C), y C,, es adyacente desde v,
se sigue que (] y v también son adyacentes. Finalmente, supongamos que
existe una flecha de v a (), sea v - y tal flecha con y en C,, y que C; es
adyacente hacia C),. Por el lema 22, existe un vértice  en C tal que = — y.
Sea x* el sucesor de x en . Asi tenemos que v - y < x — x*, por lo que
C1 y v son adyacentes. Ya que la digrifica conversa de una digrafica libre de
H, también es libre de H,, en el caso cuando C), es adyacente tanto hacia v
como hacia €} también se sigue que C] y v son adyacentes. (]

Teorema 37. Consideremos D una digrdfica conexa y libre de Hy. Si D
posee un casi-factor entonces D posee una trayectoria hamiltoniana.

Demostracion. Tomemos un casi-factor de ciclos minimo. Sea P = xq---x,, la
trayectoria en el casi-factor de ciclos y tomemos un ciclo en el casi-factor,
sea C. Por el corolario 36, C'y P, son adyacentes. Primero supongamos que
existe una flecha de C' a P, sea ¢ el menor entero tal que hay una flecha de un
vértice y en C' hacia x;, es decir, y - x;. Asi, tenemos que x; 1 > z; <y > y*
donde y* es el sucesor de y en C'. Por lo tanto, x; 1 y y* son adyacentes. Si
x;_1 = y* entonces obtendriamos un buen par de flechas, con lo que habremos
reducido el casi-factor de ciclos, lo que es una contradiccion. Asi, y* - x;_;.
Por lo tanto ¢ = 0, por lo que existe una flecha de C' a zy. De aqui que

2Dada una digrafica D, su digrafica conversa se obtiene al invertir el sentido de todas
las flechas de D.
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podemos mezclar C'y P en una trayectoria, con lo que habremos reducido el
casi-factor.

El caso restante se sigue porque la digrafica conversa de una digrafica
libre de H,4 también es libre de Hy4. O
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Capitulo 3

Sobre las digraficas multipartitas
localmente semicompletas

3.1 Mas alla de las generalizaciones de torneos

En el articulo «Locally semicomplete digraphs: a generalization of tourna-
ments» de Jorgen Bang-Jensen [2], se puede leer lo siguiente:

El hecho de que uno pueda decir tanto sobre problemas muy difi-
ciles —para digraficas en general— cuando restringimos nuestra
atencion a las digraficas semicompletas sugiere que uno deberia
tratar de descubrir que tanto se pueden extender los resultados
ya conocidos para torneos!.

Luego, en el articulo «Arc-local tournament digraphs: a generalization
of tournaments and bipartite tournamentsy también de Bang-Jensen [4],
leemos:

En [2], el autor introdujo los torneos locales como una genera-
lizacion de los torneos. Estas son las digraficas en las que todo
conjunto de sucesores, respectivamente de predecesores, de un
vértice inducen un torneo. En [1, 3, 11] mostramos que muchos
de los resultados para torneos pueden ser extendido a esta clase

1 «The fact that one can say so much about such —for general digraphs— very difficult
problems when we restricted our attention to semicomplete digraphs suggest that one
should try to discover how far one can extend the known results for tournaments».

43
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méas grande de digréficas |...]. En este articulo extendemos la
idea de solo pedir una estructura especial localmente, para in-
cluir las digraficas bipartitas. A saber, estudiamos las digréafi-
cas con la propiedad de que si x, y son vértices adyacentes en-
tonces todo in-vecino (ex-vecino) de x es adyacentea todo in-
vecino (ex-vecino) de y. Llamamos a estas graficas localmente
semicompletas en flechas. Mostramos que los principales resulta-
dos de [24, 25, 26, 29| sobre trayectorias y ciclos hamiltonianos
en torneos bipartitos asi como los algoritmos polinomiales en [31]
pueden ser extendido a las digraficas localmente semicompletas?.

Mas adelante, en el articulo «Quasi-transitive digraphs» de Bang-Jensen
y Jing Huang [10], senalan que:

Es bien conocido que los torneos tienen una estructura muy rica.
Podria parecer que dicha riqueza se debe a la forma en cémo
estan construidos, a saber, no pares de vértices no adyacentes en
los torneos. Sin embargo, recientemente, hemos mostrado en una
serie de articulos que hay clases de digréficas mucho més grandes
que los torneos y que contienen los torneos como una subclase,
para las cuales mucha de esta estructura se preserva. Al estudiar
estas gréaficas, hemos encontrado que hay dos propiedades de los
torneos que resultan ser la fuerta motriz en las pruebas de muchos
resultados sobre torneos.

La primera es que para cualquier vértice x, tanto el conjunto de
in-vecinos como el conjunto de ex-vecinos inducen un torneo. Las
digraficas con esta propiedad son llamadas torneos locales?.

2«In [2] the author introduced local tournaments as a generalization of tournaments.
These are the digraphs in which every set of succesors, respectively predecessors of a vertex
induces a tournament. In [1, 3, 11| we showed that many results for tournaments can be
extended to this much larger class of digraphs [...]. In this paper we extend the idea, of
only requiring a special local structure, to include bipartite digraphs. Namely, we study the
digraphs with the property that if z, y are adjacent vertices, then every in-neighbour (out-
neighbour) of z is adjacent to every in-neighbour (out-neighbour) of y. We call these graphs
arc-local tournament digraphs or shorter arc-local tournaments. We show that the main
results of [24, 25, 26, 29] on hamiltonian paths and cycles in bipartite tournaments as well
as the polynomial algorithms in [31] can be extended arc-local tournaments. Furthermore
our proofs are very simple in the case of bipartite digraphs».

3«1t is well known that tournaments have a very rich structure. It may appear that
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Me parece que en algin lugar, del cual no me acuerdo, se senala que la
clase de los torneos es la interseccion de la clase de los torneos locales y de
la clase de las digraficas cuasitransitivas. En general, la interseccion de la
clase de las digraficas localmente semicompletas y la clase de las digraficas
cuasitransitiva es la clase de las digraficas semicompletas. Ciertamente, si
tenemos una digrafica conexa D que sea tanto localmente semicompleta como
cuasitransitiva con al menos tres vértices u, v y w tales que v y v sean
adyacentes y v y w sean adyacentes, tendremos cuatro posibilidades: u —
VoW, U >V W, U~V —>wY U< v« w. En el primer y el dltimo casos,
como D es cuasitransitiva se sigue que u y w son adyacentes. En los dos casos
restantes, como D es un torneo local se sigue que u y w son adyacentes. De
aqui que la digrafica resultante es semicompleta.

Esto nos motivo a dar dos nociones equivalentes a las anteriores en [21],
que ahora presentamos refinadas. Pero primero, necesitamos de una defini-
cion mas: dada una semitrayectoria P en una digrafica D, cualquier flecha
de D entre dos vértices no consecutivos de P es una diagonal de P. Ademas,
recordemos que una semitrayectoria es antidirigida si no posee subtrayecto-
rias dirigidas de longitud mayor que uno. Asi, tenemos que:

Teorema 38 (Goldfeder [21]). Una digrifica es localmente semicompleta si
y solo si toda semitrayectoria no dirigida tiene una diagonal.

Teorema 39 (Goldfeder [21]). Una digrifica es cuasitransitiva si y solo si
toda semitrayectoria no antidirigida tiene una diagonal.

Claramente, tenemos como corolario que:
Corolario 40. Una digrifica es semicompleta (es decir, localmente semi-

completa y cuasitransitiva) si y solo si toda semitrayectoria no dirigida o no
antidirigida tiene una diagonal.

this structure is due to their special structure, namely there are no nonadjacent vertices in
tournaments. However, recently, we have shown in a series of papers that there are classes
of digraphs much larger than tournaments and containing the tournaments as a subclass,
for which much of this structure is preserved. By studying these graphs, we found that
there are two properties of tournaments that turn out to be the driving force in the proofs
of many tournaments results.

»The first is that for any vertex = the set of in-neighbours as well as the set of out-
neighbors induce a tournaments. The digraphs with this property are called local tourna-
ments».
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iLas tinicas semitrayectorias que simultaneamente son dirigidas y antidi-
rigidas son las flechas!, es decir, toda semitrayectoria que no es una flecha
o no es dirigida o no es antidirigida. Asi, llegaremos a que cualquier par de
vértices debe ser adyacente.

En [4, 5|, Bang-Jensen tuvo la intencion (o, al menos, asi lo hemos in-
terpretado) de generalizar lo que hizo al definir las digréaficas localmente
semicompletas en el contexto de las digraficas multipartitas?. Sin embargo,
posteriormente en [5] senialo sobre esas generalizaciones que «uno no puede
otener una nueva generalizaciéon comin interesante de las digraficas semicom-
pletas y semicompletas bipartitas, al simplemente reemplazar la definicion
de ser localmente semicompleta por la de ser localmente semicompleta en
flechas»?.

3.2 Digraficas multipartitas semicompletas

Una digrafica D se dice que es multipartita o k-partita si y so6lo si existe una
particion de V(G) en k conjuntos, con k > 2, y a cuyos elementos se los llama
las partes de la particion, tal que toda flecha de D tiene extremos en partes
distintas. Cuando k =2, se dice que D es bipartita.

En las digraficas multipartitas podemos definir conceptos analogos a los
torneos y a las digraficas semicompletas que los generalizan. Una digrafica
D es un torneo multipartito si'y solo si D es multipartita y entre cualesquiera
dos vértices en partes distintas hay una y s6lo una flecha. De forma similar,
una digrafica D es una digrdfica multipartita semicompleta si y sblo si es
multipartita y cualquier par de vértices en partes distintas es adyacente. En
ambos conceptos podemos substituir el adjetivo «multipartito, -a» por «k-
partito, -a» si queremos senalar el nimero de elementos de la particion.

En particular, todo torneo de orden n puede verse como un torneo n-
partito y, andlogamente, toda digrafica semicompleta de orden n se puede
ver como una digrafica n-partita semicompleta. En ambos casos, cada parte
es un conjunto unitario.

4Recordemos que sefialo que «En este articulo extendemos la idea de solo pedir una
estructura especial localmente, para incluir las digraficas bipartitas».

®¢[...] one cannot obtain an interesting new common generalization of semicomplete
and semicomplete bipartite digraphs, imply by replacing the definitions of locally semi-
complete digraphs and quasi-transitive digraphs, respectively by arc-locally digraphs, re-
spectively 3-quasi-transitive digraphs»
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Tanto los torneos multipartitos como las digraficas multipartitas semi-
completas constituyen generalizaciones de torneos que se estudian desde hace
bastante tiempo, muchisimo mas que el del concepto de generalizacion de un
torneo.

., Cuél podria ser la relacion entre los torneos multipartitos y las digraficas
multipartitas semicompletas con las equivalencias que dimos arriba? Las
equivalencias se extienden naturalmente, a saber:

Lema 41. Una digrdfica multipartita conexa D es multipartita semicompleta
sty solo toda semitrayectoria sin diagonales entre dos wvértices en partes
distintas de D es dirigida y antidirigida.

El lema anterior se sigue ya que las tnicas semitrayectorias que son si-
multaneamente dirigidas y antidirigidas son las flechas. Asi, todo par de
vértices en partes distintas de D debe necesariamente ser adyacente.

3.3 El eslab6n perdido

En todo lo anterior es obvio que falta algo pero cuya definicion ya es inme-
diata.

Definiciéon 42. Diremos que una digrafica D es multipartita localmente semi-
completa si y s6lo si D es multipartita y toda semitrayectoria sin diagonales
entre cualquier par de vértices en partes distintas de D es dirigida.

Esta definicién implica que siempre que exista una semitrayectoria entre
dos vértices distintos en una digrafica multipartita localmente semicompleta,
en la subdigrafica inducida por los vértices de esa semitrayectoria (véase la
figura 3.1) hay una trayectoria entre esos dos vértices (véanse las figuras 3.2
y 3.3. Por lo tanto, la propiedad de ser multipartita localmente semicom-
pleta la heredan todas las subdigréficas inducidas. Esto no implica que las
digraficas sean unilateralmente conexas®, pues los vértices deben estar en
partes distintas. También las digraficas conversas” preservan la propiedad de
ser multipartita localmente semicompleta.

6Una digrafica es unilateralmente conexa si para cualquier par de vértices u y v de la
digrafica, existe una (u, v)-trayectoria o una (v, u)-trayectoria.

"Dada una digrafica D, su digrafica conversa se obtiene al invertir el sentido de todas
las flechas de D.
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Figura 3.1: Subdigrafica D(V(7T')) inducida por una semitrayectoria 7" entre
los vértices u y v

Figura 3.2: Una (u, v)-trayectoria en la subdigrafica D(V(T))

Figura 3.3: Una (v, u)-trayectoria en la subdigrafica D(V (7))
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En otras palabras, una digrafica D es multipartita localmente semicom-
pleta si cualquier semitrayectoria «corta» entre vértices en partes distintas
es dirigida.

Observemos que la clase de las digraficas localmente multipartitas semi-
completas contiene tanto a la clase de la digraficas multipartitas semicom-
pletas como a la de las digraficas localmente semicompletas.

3.4 Fines

Recordemos que los torneos son la clase de digraficas que mejor conoce-
mos. De ahi que Bang-Jensen se haya preguntado especificamente qué tanto
podiamos extender lo que sabemos a clases mas generales de digraficas.

En particular, los resultados més nitidos que poseemos de tal clase de
digraficas son sobre trayectorias y ciclos hamiltonianos, de Rédei en 1934 y
de Camion en 1959, respectivamente.

Teorema 43 (Rédei [33]). Todo torneo posee una trayectoria hamiltoniana.

Teorema 44 (Camion [13|). Un torneo es hamiltoniano si y sdlo si es fuerte-
mente conexo.

Por esto, el estudio de las trayectorias y los ciclos hamiltonianos suele ser
la primera aproximacion cuando se trabaja en clases de digréficas cercanas
a los torneos.

De forma independiente, Gutin en 1982 y Haggkvist y Manoussakis en
1989 caracterizaron la existencia de trayectorias hamiltonianas en los torneos
bipartitos —y, por ende, en las digraficas bipartitas semicompletas—. Maés
ain, Gutin en 1984 y Héggkvist y Manoussakis en 1989 caracterizaron la
existencia de ciclos hamiltonianos en los torneos bipartitos.

Teorema 45 (Gutin [24, 26|, Higgkvist and Manoussakis [29]). Una digrd-
fica bipartita semicompleta D posee una trayectoria hamiltoniana si y solo
si D posee un casi-factor de ciclos —esto es, una coleccion de subdigrdficas
ajenas en vértices que cubren todos los vértices de D y tal que una de tales
subdigrdaficas es una trayectoria y el resto son ciclos—.

Teorema 46 (Gutin [25], Hiaggkvist and Manoussakis [29]). Una digrdfica
bipartita semicompleta D posee un ciclo hamiltoniano si y solo si D es fuerte-
mente conexa y posee un factor de ciclos —esto es, una coleccion de ciclos
ajenos en vértices que cubren todos los vértices de D —.
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En estos dos casos, aparecen dos condiciones nuevas, los casi-factores y
los factores de ciclos.

Bang-Jensen introdujo las digraficas localmente semicompletas en [2], su
primera propuesta de una clase de digraficas que son una generalizacion de
los torneos, y mostré que preservan la mismas condiciones para asegurar la
existencia de trayectorias y ciclos hamiltonianos que los torneos y digraficas
semicompletas.

Teorema 47 (Bang-Jensen [2|). Dada una digrdfica localmente semicom-
pleta, ésta posee una trayectoria hamiltoniana si y solo si es coneza.

Teorema 48 (Bang-Jensen |2]|). Una digrdfica localmente semicompleta es
hamiltoniana si y sdlo si es fuertemente conexa.

Con respecto a las digraficas multipartitas semicompletas, Bang-Jensen,
Guo y Gutin probaron las siguientes condiciones suficientes para que éstas
tuviesen una trayectoria y un ciclo hamiltonianos.

Teorema 49. Una digrdfica multipartita semicompleta D posee una trayec-
toria hamiltoniana si y solo si posee un casi-factor.

Teorema 50. Si una digrdfica multipartita semicompleta es fuertemente
conexa y posee un buen factor de ciclos entonces posee un ciclo hamiltoniano.

3.5 Consecuencias locales de la definiciéon

Este trabajo fue motivado originalmente por las digraficas localmente semi-
completas en flechas, la primera propuesta de Bang-Jensen de una generali-
zacion comin de los torneos y torneos bipartitos «en la misma linea en que
las digraficas localmente semicompletas generalizaban a los torneosy en [4].

Sin embargo, Bang-Jensen dio una caracterizacion parcial de las digra-
ficas localmente semicompletas en flechas cuando son fuertemente conexas
en [5], la cual fue ampliada para todas las digraficas localmente semicom-
pletas en flechas por Galeana-Sanchez y Goldfeder en [15, 16]. La principal
consecuencia de esta caracterizacion fue el darnos cuenta que esta clase de di-
graficas no resulta ser una generalizaciéon tan amplia como esperdbamos, esto
es, la familia de clases de digréaficas en las que se descomponen las digraficas
localmente semicompletas en flechas son ya conocidas o de estructura relati-
vamente sencilla, a diferencia de lo que ocurre con las digraficas localmente
semicompletas.
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La pregunta que nos rondaba fue: ;existira una generalizacion de las di-
graficas multipartitas semicompletas en el mismo sentido en que las digraficas
localmente semicompletas generalizan a las digraficas semicompletas?

Nuestra respuesta serian, obviamente, las digraficas localmente multipar-
titas semicompletas. A diferencia de las digraficas localmente semicompletas,
su definicién no es estrictamente local. Sin embargo, si tienen una definicion
local que depende de la estructura de sus semitrayectorias de longitud dos y
tres.

Supongamos que D es una digrafica multipartita localmente semicom-
pleta. Primero consideremos una semitrayectoria de longitud dos uvw (véase
la figura 3.4). Existen cuatro posibles orientaciones distintas de las flechas de
tal semitrayectoria. Dos de esas orientaciones daran lugar a una trayectoria.
Las otras dos orientaciones posibles son 4 > v« wy u < v > w. Siuy w
estdn en la misma parte, no se sigue nada. En cambio, si estan en partes
distintas, de la definicién de ser localmente semicompletas en flechas se sigue
que, en ambos casos, u 'y w son adyacentes (véase la figura 3.6).

(% w
o— oo

o——0— >0

<0< —©

o———0<—— 0

o<— 00— >0

Figura 3.4: Posibles orientaciones de la 2-semitrayectoria

Ahora consideremos una semitrayectoria de longitud tres, sea uvwx (véase
la figura 3.5). Existen ocho orientaciones posibles de las flechas de esa semi-
trayectoria. Dos de ellas son dirigidas y, en tal caso, de la definiciéon de ser
multipartita localmente semicompleta no se sigue nada. Analicemos pues
los casos restantes. Es conveniente senalar que las flechas que puedan o no
existir entre los vértices dependen de si tales vértices estan o no en la misma
parte de la digrafica. Si w y x son adyacentes, hemos terminado (y, en tal
caso, no hay problema si entre u y x hay una solo una flecha o una flecha
simétrica). Siwu y w estan en la misma parte y v y = estan en la misma parte,
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ya que la semitrayectoria uvwx no puede ser inducida se sigue que u y x son
adyacentes. Asi podemos suponer que, ya sean vy w o vy x estan en partes
distintas y que u y x no son adyacentes. En este punto es conveniente recor-
dar que ninguna semitrayectoria que pase por una flecha simétrica puede ser
inducida. Dado que estamos buscando semitrayectorias inducidas entre dos
vértices (que no son adyacentes), las flechas que aseguramos que existen no
pueden simétricas (véanse las figuras 3.7 y 3.8).

Si u — v - w <« x entonces, para que haya una trayectoria entre u y x,
debe existir la flecha asimétrica u < w o la flecha asimétrica v — x.

Si u — v < w — x entonces, para que haya una trayectoria entre u y x,
debe existir la flecha asimétrica u - w o la flecha asimétrica v — x.

Si u < v - w — x entonces, para que haya una trayectoria entre u y x,
debe existir la flecha asimétrica u - w o la flecha asimétrica v < x.

Si u - v <« w < x entonces, para que haya una trayectoria entre u y x,
debe existir la flecha asimétrica u < w o la flecha asimétrica v — x.

Si u < v > w <« x entonces, para que haya una trayectoria entre u y x,
debe existir la flecha asimétrica u < w o la flecha asimétrica v < x.

Finalmente, si u < v < w — x entonces, para que haya una trayectoria
entre u y z, debe existir la asimétrica flecha ©u - w o la flecha asimétrica
v < x. Con lo cual hemos cubierto los seis casos posibles.

u (% w T

[ ]
[ ]
[ ]
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r<—O0<— O0<—— 0

——0——— >0<—— 0@

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

r<—0————>0—>0

< 00— >0<— — 0

Figura 3.5: Posibles orientaciones de la 3-semitrayectoria
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Estas condiciones corresponderian a la definicion local de que una digra-
fica sea multipartita localmente semicompleta pero resta por probar que si
una digrafica las satisface entonces es multipartita localmente semicompleta.
Para ello, basta con tomar dos vértices u y v en partes distintas y una (u,
v)-semitrayectoria en D, sea T' = wow;---w, con wy = u y wy = v. Debemos
probar que si T' no es dirigida entonces 1" no es inducida. Si 7" tuviese lon-
gitud dos, tendriamos que wy - wy < wy 0 Wy < wy > ws, y de aqui que u
y v tendrian que ser adyacentes por las condiciones previas, por lo que 7" no
seria inducida. Asi, supongamos que 7T tiene longitud al menos tres. Como T’
no es dirigida, existe un indice ¢ tal que la subsemitrayectoria w;w;,1w; 2w; 3
de T no es dirigida. Si w; y w;;2 estuviesen en la misma parte y también
Wil ¥ Wipg estuviesen en la misma parte, las condiciones locales implicarian
que w; v w;,3 serian adyacentes, por lo que 7" no seria inducida. Por lo
tanto podemos suponer que w; y w;,o 0 Wiy Y Wi, estan en partes distintas.
En general, si w; y w;,3 fuesen adyacentes entonces 7' no serfa inducida, asi
podemos suponer que no lo son. Asi, de las ultimas cinco condiciones se
seguirfa que w; y w;i2 0 Wiy ¥ Wirs, con lo cual T' no serfa inducida. Por lo
tanto, las condiciones locales previas implican que la digrafica es multipartita
localmente semicompleta.

Asi, tenemos que:

Teorema 51. Una digrifica D es multipartita localmente semicompleta si y
solo si D es multipartita semicompleta y satisface las siguientes condiciones:

1. En toda semitrayectoria no dirigida uvw tal que los vértices u y w estdn
en partes distintas (véase la figura 3.6, cf. [5, figura 1]),

. St U —> v < w entonces u y w son adyacentes y

1. St U< v—>w entonces u y w son adyacentes.

R

Figura 3.6: Primer caso del teorema 51
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2. En toda semitrayectoria no dirigida uwvwx tal que los vértices u y x
estdn en partes distintas pero no son adyacentes (observemos que nece-
sariamente u y w estan en partes distintas o v y x estan en partes
distintas, véanse las figuras 3.7 y 3.8),

. st u—> v —>w <« x entonces existe la flecha asimétrica u < w o la
flecha asimétrica v — x,

1. St u— v < w —> x entonces existe la flecha asimétrica u - w o la
flecha asimétrica v — x,

1. St u < v —>w — x entonces existe la flecha asimétrica u - w o la
flecha asimétrica v < x,

u €T

° o ° o
™ 7 Bl
. Q & 2
— | - —
v w

Figura 3.7: Primeros tres subcasos del segundo caso del teorema 51

. st u —> v < w < x entonces existe la flecha asimétrica u < w o la
flecha asimétrica v — x,

V. SIu <« v—>w < x entonces existe la flecha asimétrica u < w o la
flecha asimétrica v < x y

Vi. St u < v < w —> x entonces existe la flecha asimétrica u - x o la
flecha asimétrica v < x.

u T

[ ] (o] [ ]
- £ - 2 3
-~ — > -~
v w
. . vi.

Figura 3.8: Ultimos tres subcasos del segundo caso del teorema 51

En lo que sigue, haremos uso principalmente de las condiciones locales.
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3.6 Lo que perdemos

Las digraficas bipartitas semicompletas son una generalizacion de las digrafi-
cas semicompletas y, a diferencia de éstas, no s6lo basta con que sean fuerte-
mente conexas para que sean hamiltonianas. Fue necesario pedir algo mas
para asegurar que fuese hamiltonianas y, en ese caso, se llegd a una condiciéon
necesaria y suficiente; a saber, que sean fuertemente conexas y que posean un
factor de ciclos. Tenemos una situaciéon similar con las digraficas multiparti-
tas semicompletas, a las cuales podemos pensar como una generalizacion de
las digraficas bipartitas semicompletas. No basta con pedir que sean fuerte-
mente conexas y posean un factor de ciclos. Pero en este caso, la situacion
es todavia menos halagiiena ya que sb6lo conocemos una condiciéon suficiente:
debemos pedir que sean fuertemente conexas, posean un factor de ciclos y
que tal factor de ciclos sea bueno?®.

Las digraficas multipartitas localmente semicompletas son una generali-
zacion de las digraficas multipartitas semicompletas. En un principio, pensé
que las mismas condiciones que hacen a éstas hamiltonianas también harian
a aquéllas hamiltonianas. Pero entonces aparecio6 la grafica de la figura 3.9,
una digrafica multipartita localmente semicompleta, fuertemente conexa y
con un buen factor de ciclos que no tiene ciclos hamiltonianos.

En las figuras 3.6 y 3.11 aparecen otros ejemplos de digraficas multipar-
titas localmente semicompletas, fuertemente conexas con un buen factor de
ciclos que no poseen ciclos hamiltonianos. De los dos primeros se desprende
que podemos dar una familia infinita de tales ejemplos.

Se puede observar que en todos los ejemplos anteriores hay unos pocos
vértices con muchos vecinos (los que no son blancos ni negros) y existen
dos partes de la particion cuyos vértices no son adyacentes cuando estan

8Un factor de ciclos F = {Cy, ..., Cx} en una digrafica multipartita completa D es
bueno si para cualquier par de ciclos distintos C; y C; en F, se cumple una de las siguientes
condiciones:
(i) Para todo vértice u en Cj, se tiene que tanto (V(C;), u) como (u, V(C;)) son
diferentes del vacio.
(ii) Para todo vértice u en Cj, se tiene que tanto (V(C;), u) como (u, V(C;)) son
diferentes del vacio.
(iii) Existen un vértice u en C; y un vértice v en C; tales que tanto (V(C;), u) como
(V(C;), v) son vacios.
(iv) Existen un vértice u en C; y un vértice v en C; tales que tanto (u, V(C;)) como (v,
V(C;)) son vacios.
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Figura 3.9: Digrafica multipartita localmente semicompleta fuertemente
conexa y con un buen factor de ciclos que no es hamiltoniana.

OH.HOH. OH.HOH.

\\// N

Figura 3.10: Otras digraficas multipartitas localmente semicompletas fuerte-
mente conexas y con un buen factor de ciclos que no son hamiltonianas.

en ciclos diferentes del factor. Creo que ambas condiciones son légicamente
equivalentes y que basta con excluirlas para asegurar la existencia del ciclo
hamiltoniano.

3.7 Lo que queda suelto o algo mas

Definicién 52. Consideremos una digrafica multipartita localmente semi-
completa D. Dados una trayectoria o ciclo P y una trayectoria de longitud

dos @ = uwvw en D - P, diremos que () es una flecha larga con respecto a P de
D si V(P) - u, w—V(P)y tanto (V(P), u) como (u, V(P)) son vacios.

Definicion 53. Consideremos una digrafica multipartita localmente semi-
completa D con particion {Vi, ..., V,}. Dados un ciclo C' y un vértice v de
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N |
N4

Figura 3.11: Un dltimo ejemplo de una digrafica multipartita localmente
semicompleta fuertemente conexa y con un buen factor de ciclos que no es
hamiltoniana.

D que no esté en C', diremos que v es alternante con respecto a C' si existen
dos partes diferentes V; y V; tales que V(C)nV; vy v - V(C)nVj. En tal
caso, también diremos que v es (V;, V;)-alternante con respecto a C'. Véase
la figura 3.12.

Definicion 54. Consideremos una digrafica multipartita localmente semi-
completa conexa D con particion {Vi, ..., V,}. Dado un factor de ciclos
F ={Ci, ..., Cx} en D, diremos que F se escinde si existen dos partes
diferentes V; y V; tales que para todo par de enteros r y s en {1, ..., p}
se tiene que tanto (V(C,) nV;, V(Cs)nV;) como (V(C,)nV;, V(Cs)n'Vj)
son vacios. En tal caso, también diremos que F tiene una {V;, V;}-escision
(véase la figura 3.13).

Conjetura 55. Consideremos una digrdfica multipartita localmente semi-
completa conexa D cuya particion es {Vi, ..., V,} y que posea un factor de
ciclos F ={C4, ..., Cr}. Si F tiene una {V;, V;}-escision y v es un vértice
de D que no estd en C; pero es adyacente a C,, para algin o en {1, ...,
k}, entonces v es (V;, Vj)-alternante o (V;, V;)-alternante con respecto a C,
(véase la figura 3.13).
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Figura 3.12: Si los vértices de V; estan representados por «e» y los de V; lo
estan por «o», el vértice v es (V;, V;)-alternante con respecto a Cy

Cs

o Yy

Figura 3.13: Si los vértices de V; estan representados por «e» y los de V; lo
estan por «o», el factor F = {C}, Cy, Cs} se {V;, V;}-escinde

Conjetura 56. Consideremos una digrdfica multipartita localmente semi-
completa conexa D cuya particion es {V1, ..., V,} y que posea un factor de
ciclos F ={Cy, ..., Cy}. Si F no posee vértices (V;, V;)-alternantes entonces
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F no se {V;, V;}-escinde.

Conjetura 57. Consideremos una digrafica multipartita localmente semi-
completa conexa D cuya particion es {Vi, ..., V,} y que posea un factor de
ciclos F ={C1, ..., Cy}. Si D es fuertemente conezxa y posee un buen factor
de ciclos F que no se escinde entonces D es hamiltoniana.

3.8 Resultados auxiliares

El articulo de Bang-Jensen, Gutin y Huang en el que dan una condicién sufi-
ciente para que una digrafica multipartita semicompleta sea hamiltoniana [9|
tiene una estructura definida: primero analizan qué pasa en el caso de que el
buen factor de ciclos consta de s6lo dos elementos y posteriormente abordan
el caso general. Haremos lo mismo en lo que sigue.

Recordemos que si P es una (z, y)-trayectoria en una digrafica D vy
@ = v1v9--+vy es una trayectoria o un ciclo en D — P, diremos que P tiene un
socio (partner en inglés) en @ si existe una flecha (el socio de P) v; - v;4q
en () tal que v; > x v y - v;;1. En tal caso, la trayectoria P puede ser
«insertada» en () de forma tal que obtendremos una nueva trayectoria o ciclo
Q[vi, v;|PQ[vis1, v¢]. Nosotros solo emplearemos socios para trayectorias de
longitud cero o uno, es decir, para vértices y flechas.

Lema 58 (Bang-Jensen, Gutin y Huang [9]). Consideremos una trayectoria
P = wyus---u, en una digrdfica D y un ciclo C en D — P. Si para cada i en
{1, 2, ..., r=1}, o la flecha u; - u;y1 tiene un socio o el vértice u; tiene
un socio en C' y, ademds, u, tiene un socio en C' entonces D posee un ciclo
cuyos vértices son V(P)uV(C).

Lema 59 (Bang-Jensen, Gutin y Huang [9]). Consideremos una trayectoria
P = uyus---u, de longitud impar en una digrdfica D y un ciclo C en D — P.
Si para cada i en {1, 3, ..., r—1}, la flecha u; > u;y1 tiene un socio en C
entonces D posee un ciclo cuyos vértices son V(P)uV(C).

Lema 60 (Bang-Jensen, Gutin y Huang [9]). Consideremos un ciclo C' de
longitud par en una digrdfica D y un ciclo Q en D - C'. Si para cada flecha
u—>v de C, o la flecha u— v o el vértice u tiene un socio en ) entonces D
posee un ciclo cuyos vértices son V(C)uV(Q).
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3.9 Retazos

En esta seccion sélo mostramos algunos resultados dan idea de como las
técnicas del capitulo anterior en las digraficas localmente multipartitas semi-
completas, de forma tal que eventualmente podamos dar mas condiciones
suficientes para que sean hamiltonianas. En la seccion siguiente se ofrece
una version grafica de los resultados de la presente seccion, es recomendable
leerlos simultaneamente.

En cada uno de los resultados se enuncian por lo general dos resultados,
yva que estos dependen de la direccion de una flecha pero las pruebas son
analogas.

Proposicion 61. Consideremos una digrafica multipartita localmente semi-

completa conexa D con un factor de dos ciclos F = {Cy, Cs}, donde Cy =

UL Upy U, Y Co = VpyUp,_1--v1, tales que no hay pares buenos de flechas®

entre ellos y que ningun vértice de un ciclo posee socios en el otro ciclo.
Supongamos que la flecha u; — v; estd en D. Se tiene que:

1. st ui1 y v estdn en la misma parte entonces existen las flechas w; —
Uj+1 Y U1 = V5 Y

2. St U1 Y Vje1 no estdn en la misma parte entonces Uiy —> Vji1.
Supongamos que la flecha v; — u; estd en D. Se tiene que:

1. siuiy yvj1 estan en la misma parte entonces existen las flechas v; —
Ui-1 Y Vj-1 > Ui Y

2. st w1 Y vj—1 no estdn en la misma parte entonces vj_; = Ui_q.

9Recordemos que dados dos ciclos ajenos Cy = ugutny-1ug y C1 = Vov1+Un,-100 (T€-
spectivamente una trayectoria Py = ugui--Uny—1Un, ¥ unt ciclo C1 = vov1---vp,-1v0, ajenos
entre si), un par de flechas u, - vy y vr > us, parapy sen Zy, y ¢y r en Z,,, se dice
que es un buen par de flechas si

Co[uo,up]C1[vg, vr]Colus, uo]
es un ciclo que pasa por los vértices tanto de Cy como de C (respectivamente
Poluo, up]Civg, v Po[us, tn, |

es una trayectoria que pasa por los vértices tanto de Py como de C1).
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[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

N

U S
Uj Vj+1

Figura 3.14: Si existe la flecha u; = v; v 4,11 ¥ v;41 estan en la misma parte
entonces deben existir las flechas w; = v ¥ uir1 = v;

Demostracion. Probaremos el caso en el que existe la flecha u; — v;.

Primero supongamos que w1 ¥ vj41 estan en la misma parte (véase la
figura 3.14). Asi, tanto w;s1 y v; como u; y vj4 estan en partes diferentes.
Ya que tenemos las semitrayectorias vj 1 = vj < u; ¥ Uj < U; = Ujy1, POT SET
D multipartita localmente semicompleta se sigue que tanto vj,; y u; como
vj ¥ U1 son adyacentes. De existir la flecha v;,; — u;, tendriamos que el
vértice u; tiene un socio en Cy y de existir la flecha v; — u;.1, tendriamos
que el vértice v; tiene un socio en ;. De esto se sigue que existen las flechas
Ui = Vjy1 Y Uis1 — V5 en D.

. <—0<;‘<;\\\*<;0<— e

% Vj+1

Figura 3.15: Si existe la flecha u; - v; y w1 y vj41 no estan en la misma
parte entonces tenemos la semitrayectoria v;.1 = v; < u; = u;1. La flecha
Vj = Uj+1 O Vj41 — u,; darfa un socio al vértice v; o u;, respectivamente. La
flecha vj,1 = w;.1 junto con la flecha w; - v; forman un par bueno de flechas.
Por lo tanto, tenemos la flecha w;,1 — v;.1.

Ahora supongamos que u;;; ¥ v;+1 o estan la misma parte (véase la
figura 3.15). Tenemos la semitrayectoria v;,; = v; < w; = w;q. Por ser
D multipartita localmente semicompleta, se sigue que si vj41 ¥ %;41 DO son
adyacentes entonces existen la flecha v;,1 - w; o la flecha v; - u;1. Pero
la flecha vj,1 - u; le da un socio a w; y la flecha v; - w;1 le da un socio
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al vértice v;. Por lo tanto, v;;1 ¥ u;1 son adyacentes. De existir la flecha
Vj+1 = Ui+1, tenemos que junto con la flecha u; - v; forman un par bueno de
flechas, lo cual no es posible. Por lo tanto, tenemos que existe w1 = vj41.

<0< O<— @< @< . - .

Vj-1 Uj

Figura 3.16: Si existe la flecha v; = u; y u;-1 y v;_1 estdn en la misma parte
entonces deben existir las flechas v; = u;1 y v = w4

Las figuras 3.16 y 3.17 ilustran el caso cuando tenemos la flecha v; — u;,
que es anélogo al anterior.

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

2y
<0< (P<—O0<—— o< - .-
V-1 %

Figura 3.17: Si existe la flecha v; - u; v u; v;_1 no estan en la misma
7 i i—1 7-1
parte entonces tenemos la semitrayectoria v;_; - v; < u; = u;;. La flecha
u; = Vj_1 0 U1 — v; darfa un socio al vértice u; o vj, respectivamente. La
flecha uw;_; — v;_; junto con la flecha v; — w; son un par bueno de flechas.
j j
Por lo tanto, tenemos la flecha v;_; — u;_;.

]

En lo que sigue, recurriremos a la notaciéon del capitulo anterior e intro-
duciremos un par mas de conjuntos.

Recordemos que por G, ,, denotamos al grupo Z,, & Z,, y por H,, ,
denotamos al subgrupo ((1, 1)) de orden mem(ny, ng). Por el coro-

Gnqngo
lario 9, sabemos que los conjuntos1 {2((), 0) + Huy oy, (0, 1)+ Hyy iy, -, (0,
med(m, n) = 1)+ Hy 0y} v {(0, 0) + Hpyy oy, (1, 0) + Hyy s - -, (med(m,

n)—1,0)+ Hy, n, } son particiones de G, p,-
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Consideremos una digrafica D con un factor de dos ciclos, {Cy, Cs},
donde C = ujugtp,1Up, ¥ Co = VpyUp,—1---vov1. Dado un subconjunto S
de G, n,, @ Veces necesitaremos saber cudles flechas en entre C) y Cy estan
representadas por algin elemento en S. Asi, D(S) sera el subconjunto de las

flechas de D dado por
{u; > vj,v; > u;: (1,7) esta en S}n A(D).

Dada una flecha u; — v;, jqué elementos en G, ,, representan una flecha
de D paralela a u; - v;? ({u; = v;})a,, ., s el conjunto

{(p,q): up > v estaen D} n Hy, p, + (4, 7).

Anélogamente, dada la flecha v; - w;, el conjunto ({u; - v;}) seré

Gnl,nQ
{(p,q): vy > up estaen D} 0 Hy, o, + (4, 7).
En general, dado S un subconjunto de las posibles flechas entre C y Cs, el
conjunto (S)q serd
U ({f})Gn1,7L2 :

ni,no
feS

Es decir, (S)g,, ,, es el subconjunto de todos los elementos en Gy, », que
representan flechas entre C y Cy paralelas a alguna de las flechas dadas en

S.

Ug Uy U2 us Uag Us Ug ur

Vo U1 U2 U3

I

Figura 3.18: Digrafica para ejemplificar algunas definiciones.

Ejemplo 1. Considérese la digrafica que aparece en la figura 3.18. Tenemos
los siguientes conjuntos.

o D<{(37 1)7 (47 2)7 (57 2)}> = {U3 - Uy, U2 = U3}.
o D({Hs3+(3,0)})={us = v1, va > us, v3 > ug}.



64 CAPITULO 3. SOBRE LAS DIGRAFICAS MLS

o ({vo—>u2f)ays ={(2, 0)}.
hd <{'U0 - u7}>G8,3 = {(77 0)7 (67 S)a (5a 2)}
hd ({U7 - ,UO}>G8,3 = {(47 1)}

Observemos que, dado (i, j) en Gy, n,, tenemos que la flecha u, - v,
estd en D para todo en (p, q) en H,, n, + (4, j) siy solo si |D(H,, », + (4,
7)) (Ch, Co)| = mem(ny, ny), que son justo las mem(ny, ny) flechas paralelas
en la misma direcciéon en la clase lateral H,, ,, + (i, j). Analogamente, la
flecha v, - u, estd en D para todo en (p, q) en Hy, n, + (4, j) si y solo si
|D(Hpy iy + (2, 7)) 0 (Ca, C1)| = mem(ny, ng).

Dada una digrafica D con un factor de dos ciclos, {Cy, Cy}, donde
C1 = UUg - Up,—1Upn, ¥ C2 = Up,Un,-1---U201, con la notaciéon que introduci-
mos tenemos que existen (p, q) y (7, s) en Gy, pn,, fen (C1, Cy) y g en (Cy,
C1) tales que ((F})n v, = Huvo+ (52 0) ¥ ({936 s = Hov + (., 5) s
solo si se satisfacen las condiciones del corolario 30.

Proposicion 62. Consideremos un par de ciclos, Cy = ug-tup,—1uy y Co =
VoUny-1°-"V1, @jenos en vértices en una digrafica dada D. Dado un entero j en
{0, ..., med(ng, n1) -1}, las dos afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. Para todo (a, a) en ((1, 1))q,, .,, eviste la flecha vy — v; y para todo

(a+3, a) en{(1, 1))a,, ., + (4, 0), existe la flecha vy — v, ;.

2' <{u0 - U0}>Gn1,n2 = Hn17”2 y <{/Ua - ua+j}>Gn1,n2 = Hn17n2 + (j? 0)

Corolario 63 (Nuevo enunciado del corolario 30). Consideremos dos ciclos
C1 = UgUg - Up,—1Up, Y Co = Uy, Up, 10201, ajenos en vértices, en una digrdfica
dada D. Si existen f en (Cy, Cy), g en (Cy, Cy) y dos elementos (p, q) y
(r, s) en clases laterales distintas de Gy, n, tales que

(1) { Ny, = Horno + (2, @) 4
(ZZ) ({g}>Gn1,n2 = Hn1,n2 + (/r) S)
entonces existe un ciclo cuyo congunto de vértices es V(Cy) uV (Ch).

Basta con reetiquetar los vértices de los ciclos de la forma wuj = u, y
v}, = vg. Por la proposiciéon 62 se sigue que se satisfacen las condiciones del
corolario 30, el cual nos asegura la existencia de un ciclo sobre los vértices

V(C(]) U V(Cl)
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Proposicion 64. Consideremos una digrafica multipartita localmente semi-
completa conexa D con un factor de dos ciclos F = {Cy, Cs}, donde Cy =
UpUgUpy—1Un, Y Coy = UpyUp,—1---U201, tales que ningin vértice de un ciclo
posee socios en el otro ciclo. Tomemos (i, j) en Gy, p,-

Si existe (p, q) en Hy, n, + (1, J) tal que

(i) u, y v, estan en la misma parte y
(1) D{H,, n, + (3, j)) n (C1, Cs) es no vacio

entonces tanto D(H,, ,,+(i+1, 7))n(Cy, C2) como D(H,, n,+(i, j+1))n(Cy,
C3) no son vacios.
Andlogamente, si existe (p, q) en Hp, n, + (i, 7) tal que

(i) u, y v, estin en la misma parte y
(11) D{(Hy, n, + (3, j)) N (Ca, C1) es no vacio

entonces tanto D(H,, n,+(i+1, j))n(Cs, C1) como D(Hp, n,+(i, j+1))n(Cs,
C1) no son vacios.

Demostracion. Supongamos que para algin (p, q) en Hy, n, + (i, j) tenemos
que u, y v, estan en la misma parte y que D(H,, », + (i, 7)) n (Cy, Cs) es no
vacio, es decir, existe (r, s) en H,, ,,+ (4, 7) tal que u, - vs. Recordemos que

(p—r, q—s) estd en Hy, ,,, es decir, existe un entero k en {0, ..., mem(ny,
ny) — 1} tal que (k, k) = (p—r, g—s), esto es, (r+k, s+k) = (p, q). Seal
el primer entero en {0, ..., k} tal que u,y; y v 4 estan en la misma parte.

Por la proposicion 61, tenemos que existen las flechas u, - vy, Upy1 = Vgi1,
ooy Ups(i-1) = Ugs(-1) €n D. También, por la proposiciéon 61, tenemos que
las flechas w,.; = Vgy(-1) ¥ Upr-1) = Vs €0 D.

Ya que (r+(l-1), s+ (I-1)) esta en H,, , + (i, j), tenemos que (r +1,
s+(l-1)=(@+(U-1), s+ (l-1))+ (1, 0), es decir, (r+1, s+ (l-1))
estd en Hy, n, + (4, j) + (1, 0) = Hyypy + (0 + 1, j). De manera similar, ya
que (r+(l-1), s+ (l-1)) estd en Hy, », + (7, 7), tenemos que (r+ (I - 1),
s+l)=(r+(-1),s+(l-1))+(0, 1), es decir, (r+ (I -1), s+1) esté en
Hm,nz + (i, ]) + (07 1) = Hm,nz + (i, J+ 1)'

De lo anterior que las flechas u,.; = V4 (1-1) ¥ Urs(-1) = V41 implican que
D<Hn1,n2 + (Z + 1, j)) N (Cl, Cg) y D<Hn1,n2 + (7,, j + 1)) N (Cl, Cg) no son

vacios, respectivamente. []
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La proposiciéon anterior es importante porque nos permitira dar un argu-
mento inductivo.

Proposicion 65. Consideremos una digrafica multipartita localmente semi-
completa conexa D con un factor de dos ciclos F = {Cy, Cs}, donde C; =
Ul U, 1o Y Co = VoUp,—1---0100, tal que ningin vértice de un ciclo posee
socios en el otro ciclo. Tomemos (i, j) en G, n,.

Si suponemos que D(Hp, n, + (7, 7)) 0 (C1, Ca) no es vacio entonces se
tiene que |D(Hp, n, + (i, 7)) N (Cy, Cs)| < mem(ny, no) si y sélo si existe (p,
q) en Hy, n, + (i, ) tal que u, y v, estan en la misma parte.

Si suponemos que D(H,, n, + (i, 7)) n (C2, C1) no es vacio entonces se
tiene que |D(Hp, n, + (i, 7)) N (Ca, C1)| < mem(ny, no) si y sélo si existe (p,
q) en Hy, n, + (4, ) tal que u, y v, estan en la misma parte.

Demostracion. Por hipotesis D(H, n, + (4, 7)) N (C1, Cs) no es vacio. Es
decir, existe (r, s) en Hy, n, + (¢, j) tal que u, - v,. Si suponemos que para
ninguna pareja (p, ¢) en H,, ,, + (i, j) se tiene que u, y v, estan en la misma
parte, por la proposiciéon 61 tenemos que para todas las flechas paralelas a
u, = vs, es decir, para todo (p, ¢) en Hy, n,+(i, j) tendremos que u, - v,. Ya
que H,, n, tiene orden mem(ny, ns), tendremos que [D(Hp, n, + (4, 7)) N (Co,
C1)| = mem(ny, ng).

Para el reciproco, supongamos que |D(H,, »,+(7, 7))N(Cs, C1)| = mem(n,
ns), es decir, para todo (p, ¢) en Hy, ,, + (4, j) tenemos que u, - v,. Por lo
tanto u, y v, no estan en la misma parte. U

Lema 66. Consideremos una digrdfica multipartita localmente semicompleta
conexa D con un factor de dos ciclos, {Cy, Co}, donde Cy = uqtgtp, 1Upn, Y
Cy = VpyUp,y-1--0201, tal que (C1, Cy) y (Cy, C1) no son vacios y que ningin
vértice de un ciclo posee socios en el otro ciclo.

Si para todo (i, j) en Gpy n, se tiene que |D(Hp, n, + (i, 7)) 0 (Cy, Co)| <
mem(ny, ny) (es decir, no se satisfacen las condiciones del corolario 63)
entonces para todo (i, j) en Gy, n, se tiene que D(H,, n, + (4, j)) N0 (Cy, C2)
es no vacio.

Si para todo (i, j) en Gp, n, se tiene que D(H,, », + (1, 7)) n (Cq, C1)| <
mem(ny, ne) entonces para todo (i, j) en Gp, n, se tiene que D(H,, ., + (4,
7)) (Cy, C1) es no vacio.

En otras palabras, si para ninguna clase lateral de H,, ,, en Gy, ,, se
tienen todas las flechas en el mismo sentido (es decir, de C7 a Cy o de Csy
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a () entonces para todas las clases laterales de H,, ,, en Gy, », se tiene al
menos una flecha en ese sentido.

Demostracion. Ya que (Cp, C2) no es vacio, existe (i, j) en Gy, », tal que
D<Hn1,n2 + (Za ])) N (Cla C2) no es vacio. Ya que |D<Hn1,n2 + (Za ])) N (01,
C5)| < mem(ny, ne), por la proposicion 65 existe (p, q) en Hy, ,, + (7, j) tal
que u, y v, estan en la misma parte. Por la proposicion 64, tenemos que
D(Hp, py + (i +1, 7)) n(Cy, C2) no es vacio. Inductivamente, para cualquier
entero k tenemos que D(H,y, n, +(i+k, 7)) n(C1, Cy) no es vacio. Finalmente

recordemos que {Hn17n2+(ia ])a Hn17n2+(i+1a ])a SRR Hn1,n2+(i+(mCd(n1>n2)_
1), j)} son todas las clases laterales de Hy, 5, en Gy, n,, POr lo que tenemos
el resultado. O

Proposicion 67. Consideremos una digrafica multipartita localmente semi-
completa conexa D con un factor de dos ciclos F = {Cy, Csy}, donde Cy =
U U Upy -1 U, Y C9 = UpyUn,—1---0201, tal que entre ellos no hay pares buenos
de flechas, ningin vértice de un ciclo posee socios en el otro ciclo y (Cy, Cy)
y (Cy, C1) no son vacios.

Dado g en {1, 2}, si para todo (i, j) en Gp, n, se tiene que |D{Hp, n, + (1,
7)) (Cy, Cs-y)| < mem(ny, ny) entonces para todo (i, j) en Gy, n, se tiene
que tanto D(Hy, n, + (4, j)) N (C1, Cy) como D(Hp, n, + (i, 7)) n(Ca, Cy) no

son vacios.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que g = 1. Asi, ten-
emos que para todo (7, j) en Gy, oy |D{(Hpy ny + (2, §)) 0 (Ch, Ca)| < mem(ny,
n2). Por el lema 66 tenemos que para todo (i, j) en Gy, ,, se tiene que
D(Hy, n, + (4, 7)) 0 (C1, Cs) es no vacio.

Probaremos que para todo (i, j) en Gp,n, se tiene que |D(H,, », + (1,
7)) n (Cy, C1)| < mem(ng, n2). Ya que (Co, C1) no es vacio, existe (ig, jo)
en G, n, tal que |D(Hp, ny + (G0, Jo)) N (Ca, C1)| > 0. Supongamos que no es
cierto que para todo (i, j) en Gy, , se tiene que D(H,, n, + (4, 7)) n(Cq, C})
no es vacio. Por el lema 66, existe (i1, j1) tal que |D(H,, n, + (i1, J1)) N (Ca,
C1)| 2 mem(ny, ng), esto es, |D(Hp, n, + (i1, j1)) N (C2, C1)| = mem(nyg, ny).
Por el parrafo anterior, sabemos que D(H,, n, + (i1, 71)) N (C1, C3) no es
vacio, tomemos una flecha u, - v, ahi. Ya que D(H,, », + (i1, j1)) N (Ca,
C1)| = mem(ny, ny), en particular existe la flecha vy, > ug41. Ambas forman
un par bueno de flechas, lo que es una contradiccién. Por lo tanto tenemos
que |D(Hp, ny + (4, 7)) 0 (Ca, C1)| < mem(nyg, ng) v de nuevo por el lema 66,



68 CAPITULO 3. SOBRE LAS DIGRAFICAS MLS

se sigue que para todo (7, j) en Gy, n, se tiene que |D(H,, ,, + (2, 7)) N (Ca,
C1) no es vacio. []

Corolario 68. Consideremos una digrdfica multipartita localmente semi-
completa conexa D con un factor de dos ciclos F = {Cy, Cs}, donde C; =
U LU+ Upy 1 Up,y Y Co = UpyUpy—1--0901, tal que entre ellos no hay pares buenos
de flechas, ningin vértice de un ciclo posee socios en el otro ciclo y (Cy, Cy)
y (Cy, C1) no son vacios

Si para todo (i, j) en Gy, n, se tiene que tanto D{(H,, », + (i, 7)) n (Ch,
Cy) como D(H,,, n,+ (i, j))N(Cs, C1) no son vacios entonces para todo (i, j)
se sigue que tanto |D(Hy, n,+ (1, 7))N(Ch, Cs)| como |D{Hyp, ny+ (3, 7))n(Cy,
C1)| son menores que mem(ny, noy).

Demostracion. Si suponemos lo contrario, es decir, que para algun (i, j) en
Gy iy tenemos que | D(Hop, 5, +(7, 7)) (Cr, C2)| 0 |[D{Hp, ny+ (3, 7)) (Co, Ch)
son iguales a mem(ny, ny) entonces, como en la prueba de la proposicion 67,
obtendriamos un par bueno de flechas, lo que es una contradiccion. (]

Que no se tengan todas las flechas en el mismo sentido en una clase lateral
implica que en cada clase lateral de H,, ,,, en Gy, n, existe un elemento (p,
q) tal que u, y v, estan en la misma parte.

Proposicion 69. Consideremos una digrdfica multipartita localmente semi-
completa conexa D con un factor de dos ciclos F = {Cy, Cs}, donde Cy =
U U Upy 1 Uny, Y Co = UpyUp,—1--U201, Y tal que ningin vértice de un ciclo
posee socios en el otro ciclo.

Supongamos que existe (i, j) en Gp, n, tal que u; - v; y v; = w;. ST Uuiy
y vj-1 estdn en la misma parte y w1 Y vj41 estan en la misma parte entonces
existen las parejas de flechas vy = Up_1, Up = Vpi1 Y Vgo1 = Up, Ups1 = Uy

Demostracion. Por la proposicién 61, tenemos que la flecha u, - v, implica
la existencia de las flechas w, - v, ¥ ups1 = v4. Por la misma proposicion,
tenemos que la flecha v, - u, implica la existencia de las flechas v, > u,; y
Vg-1 = up. Esas son las flechas buscadas (véase las figuras 3.19 y 3.20). [

Corolario 70. Consideremos una digrdfica multipartita localmente semi-
completa conexa D con un factor de dos ciclos F = {Cy, Cs}, donde C; =
U U+ Upy 1 Up,y Y Co = UpyUpy—1---0201, tal que no tienen pares buenos de flechas
y ningun vértice de un ciclo posee socios en el otro ciclo.
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Figura 3.19: Ilustraciéon de la proposicion 69
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Figura 3.20: Ilustraciéon de la proposicion 69

Si para algin (i, j) en Gy, n, se tiene que tanto D(Hy, », + (i, j)) 0 (Ch,
Cy) como D(H,, n, + (i, 7)) 0 (Cs, C1) no son vacios entonces existe (i', j')
tal que (p, q) y (r, s) son dos elementos distintos de Hy, n, + (i, j') y se
tiene que U, = Vg Y Vs = Up.

Demostracion. Si en D(H,, n, + (i, j)) no hay flechas simétricas, se tiene el
resultado con (i, j') = (4, 7). Supongamos que tenemos la flecha simétrica
Up = Vg Y Uy = Up. Oi Up_1 Y Vg1 NO estdn en la misma parte, por la
proposicion 61 se sigue que v,_; = u,_1, ya que no hay pares buenos de flechas.
Asi, v,1 = up1 Y u, > v, son las flechas buscadas con (i, j') = (4, j). Si,
por otro lado, uy.1 ¥ Vg1 NO estan en la misma parte, por la proposicién 61
se sigue que U, = Ug11, ya que no hay pares buenos de flechas. Asi, v, - u,
Y Ups1 = Uge1 son las flechas buscadas con (¢, j') = (4, 7).

Por lo anterior, podemos suponer que u,_1 y v,-1 estan la misma parte y
Upi1 Y Vg+1 €Stan en la misma parte. Supongamos sin pérdida de generalidad
que up_1 ¥ Vg-1 estan en partes diferentes. Por la proposicion 61, tenemos las
flechas v, > up-1 ¥y up = Vpy1 en D(Hy, , + (4, j + 1)) y las flechas v,_1 - u,
Y Ups1 > Vg en D(H,, ., + (i +1, j)) satisfacen lo que se pide. O

Lema 71. Consideremos una digrdfica multipartita localmente semicompleta
conexa D con un factor de dos ciclos F = {Cy, Cy}, donde Cy = uy++tp, 1Up,
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y Cy = Vp,Un,-1--+01, tal que ningin vértice de un ciclo posee socios en el otro
ciclo. Si (Cy, Cy) y (Cq, C1) no son vacios y entre ellos no hay pares buenos
de flechas entonces existen (p, q) y (r, s) en Gn, n, tales que |D(Hp, n, + (D,
Q)> n (Cl’ C2)| = |D<Hn17n2 + (T7 S)) N (02} Cl)| = mcm(nb 712).

Demostracion. Supongamos que para algun g en {1, 2}, tenemos que para
todo (i, 7) en Gny gy [D(Hpyny + (4, j)) N (Cy, Cs-y)| < mem(ng, n2) y que
entre C; y Cy no hay pares buenos de flechas.

Por la proposicién 67, para todo (i, j) en Gy, ., se tiene que tanto
|D(Hpy iy + (2, 7)) 0 (Ch1, C3) como |D(Hpyny + (i, 7)) N (Ca, C1) no son
vacios. Ya que no hay pares buenos de flechas entre C; y Cy, por el coro-
lario 68 tenemos que tanto |D(Hp, n, + (4, 7)) N (C1, C2)| como |D(H,, », + (4,
7)) n (Cy, C1)| son menores que mem(ny, ng).

En lo que sigue, probaremos que existe un par bueno de flechas, es decir,
que existen (i, j) en Guyn, ¥ (D, @) en Hyy oy + (4, j) tales que u, —» v, y
Ug+1 = Ups1 son flechas en D.

Dado (i, j) en Gy, n,, definiremos ¢(H,,, n, +(4,7)) como el menor entero
ken {1, 2, ..., mcd(ny, ny)—1} tal que existen (p, q) y (7, s) en ¢(Hpy ny +
(4,7)), con (p, q) # (r, s), con u, > v, y vs > u, y (k, k) =(r, s)—(p, ¢). La
condicion (p, q) # (r, s) la podemos asegurar por el corolario 70.

Supongamos que para algin (i, j) en Gy, ,, se tiene que ¢(Hp, ny + (4, 7))
es mayor o igual que dos. Por la definicion de la funcion ¢, existen (p, q) y
(r, s) en Hy, py + (4, ) tal que u, > v, v v > u,. Como ¢ es el menor, no
pueden existir las flechas u,.1 = v441 ni v5.1 = u,_1. Por la proposicion 65,
tenemos que ups1 y Vg1 estdn en la misma parte y u,_1 y vs_1 estan en la
misma parte. Por la proposicion 61, tenemos que existen las flechas u, — v441
Y Us = Up-1.

Por hipoétesis tenfamos que (7, s) - (p, q) esta en H,, ,,. Observemos que
(r-1,s)-(p, q+1) =(r, s) - (p, ¢) — (1, 1). Por lo tanto, (r -1, s) y (p,
g+1) estan en la misma clase lateral de H,, ,, en G, ,,, a saber, H,, ., + (4,
Jj+1).

Pero, méas atn, sabemos que (r—1, s)—(p, ¢+1) = (r, s)—=(p, ¢)—-(1, 1) y
(r, )= (p, @) = (B(Huy oy + (7)), @(Hupy +(i,9))) por hiptesis. Entonces,
(T -1, S) - (p, q+ 1) = (¢(HN17H2 + (Za])) -1, ¢(Hn1,n2 + (Za])) - 1)' Por
lo tanto, ¢(Hp, o + (4,7 + 1)) < ¢(Hpymy + (4,5)). De aqui que debe existir
(0, Jo) en Gy, tal que ¢(Hpy py + (f0,70)) = 1. Es decir, existen (po, qo)
y (ro, So) en Hy, n, + (G0, jo) tal que uy, — vy ¥ vs, = Up,. Pero como
O(Hpyny + (10,50)) =1, 70 =po+ 1y So = qo + 1, es decir, son un par bueno de
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flechas, lo que es una contradiccion. ]

Teorema 72. Consideremos una digrafica multipartita localmente semicom-
pleta D con un factor de dos ciclos F = {Cy, Cs}, donde C = ugtig -y, 1Un,
Yy Oy = VpyUpy-1--02v1. St D es fuertemente conexra y ningiun vértice de un
ciclo posee socios en el otro ciclo entonces D es hamiltoniana.

Demostracion. Silos ciclos del factor poseen pares buenos de flechas, ya esta.
Supongamos que no. Por el lema 71, tenemos las condiciones del corolario 30.
Por lo tanto, D es hamiltoniana. ]

Para finalizar, requerimos de introducir un concepto. Dados dos ciclos C
y Cy en una digrafica multipartita semicompleta y un vértice u en Cj, con ¢
en {1, 2}, decimos que u es in-singular con respecto a Cs_; si (u, V(C5-;))
es vacio, u es ex-singular con respecto a Cs—; si (V(Cs-;), u) es vacio y u es
singular si es in- o ex-singular.

Como corolario tenemos el siguiente resultado, ya que su prueba usa que
ningtn vértice en cualquiera de los ciclos tiene socios en el otro —hecho que
es consecuencia de resultados previos en el articulo—.

Corolario 73 (Bang-Jensen, Gutin y Huang |9, Lemma 4.2|). Dada una
digrdfica multipartita semicompleta D con un factor {Cy, Cy}. Si C; no
tiene vértices singulares con respecto a C3_;, para i en {1, 2}, entonces D es
hamiltoniana.

3.10 Una versiéon grafica de la secciéon anterior

Para simplificar la tabla siguiente, p serd mem(ng, ng) y 6 serda med(ny, ng)

En la tabla 3.21, las etiquetas de los renglones son los elementos de H,,, ,,,
es decir, del subgrupo generado por (1, 1) en Gy, n, ¥ las etiquetas de las
columnas forman un subgrupo de G, ,, isomorfo a Z,,. Cada elemento
en la tabla (sin considerar las etiquetas) es la suma de las etiquetas de su
renglon y columna correspondientes. Cada columna es una clase lateral de
H,,\ ny en Gy, v cualesquiera med(ny, ng) columnas consecutivas forman
una particiéon de Gy, ,, en clases laterales. En el caso de que n; y ny sean
coprimos, cada columna contiene a todos los elementos de Gy, ,,, solo que
aparecen desplazados.

Dos entradas (p, q) y (r, s) son contiguas si son consecutivas en el mismo
renglon, es decir, si r =py s=¢+ 1. Son consecutivas si son consecutivas en
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(an) (Oa]-) (an) (07n2) (an)
(070) (070) (071) (07Q) (Ovn2) (070)
(1,.1) (1,.1) (1,.2) (1,1.+ q) - (1,1.+n2) (1,.1)
(p,:p) (y{y) (y,y:+ 1 - (p,p:+ q) - (p,p:+n2) (p,:p)
(u;u) (u;u) (1, u +1) o (p, u +q) - (p, u.+ ng) (u;u)
(0>0) (an) (Oal) (O>Q) (O>n2) (an)

Figura 3.21: El grupo G, n, = Zyn, ® Zy,

la misma columna, es decir, sir =p+1y s=¢g+1. Estan en diagonal-derecha

sir=p-1y s=gq, como la entradas (1, 1) y (0, 1) en la tabla 3.21.
Supongamos que D es una digrafica con un factor de dos ciclos, {C1, Cs},

donde C} = uqug-Up,-1Un, ¥ Co = UpyUpy-1---02v1. Sien D aparece la flecha

_
u, = vy, diremos que la entrada es derecha y lo denotaremos como (uy,v,). Si
en cambio aparece la flecha v, — u,, diremos que la entrada es izquierda y lo

denotaremos como (u,,v,). Y siu, y v, estan en la misma parte, diremos que
la entrada esta prohibida y lo denotaremos por (mze). A la tabla obtenida
de esta forma a partir de D la denotaremos por 7T (D).

Un vértice en C tiene un socio en Cy si en T (D) hay dos entradas
contiguas tal que la de la izquierda es una entrada izquierda y la de la derecha
en una entrada derecha. En cambio, un vértice en C5 tiene un socio en C
si hay dos entradas en diagonal-derecha tal que la entrada de la izquierda y
abajo es derecha y la entrada de la derecha y arriba es izquierda. Los ciclos
tienen un buen par de flechas si existen dos entradas consecutivas tal que la
entrada de arriba es derecha y la entrada de abajo es izquierda.

Ahora interpretaremos la seccién anterior con base en los conceptos que
acabamos de introducir en la tabla 3.22. Dada una columna H,, ,, + (0, k),
la proposicion 61 dice que cada vez que aparece una entrada derecha, todas
las entradas consecutivas hacia abajo seran derechas (véase la figura 3.14)
hasta encontrar una entrada prohibida, en este punto la entrada contigua a la
derecha de la entrada anterior a la prohibida sera derecha y la entrada en el
mismo rengléon que la entrada prohibida pero en la columna correspondiente
a la clase lateral H,, ,, + (1, k) sera derecha (véase la figura 3.15). Analoga-
mente, cada vez que aparece una entrada izquierda, todas las entradas con-
secutivas hacia arriba seran izquierdas (véase la figura 3.16) hasta encontrar
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Hy, n, + (1,k)

H,, n, +(0,k) H,, n, +(0,k+1)

-

-
(Up+i+17 Uqui)

«—
(ur—j> Vs—i-1 )

—
(up,vq)

(up+1> Uq+1)

3
—.> R
(Up+i7 Uq+i) - (up+i7 Uq+i+1)
W’J’M
-
’J’ﬂ (ur—j—la Us—j)
(ur—j> US—j) 7
1
«—
(Ur,l, Us—l)
P,
(Ur,vs)

Figura 3.22: Representacion de la seccion 3.9. Obsérvese que la columna
que aparece a la izquierda no es la columna que esta inmediatamente a la
izquierda de la columna central en T (D).
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una entrada prohibida, en este punto la entrada en el mismo rengléon que
entrada anterior a la prohibida pero en la columna correspondiente a la clase
lateral H,, ,, + (1, k) serd izquierda y la entrada contigua a la derecha de la
entrada prohibida sera izquierda (véase la figura 3.17). Esto muestra lo que
se afirma en la proposicion 64.

Que tengamos todas las flechas paralelas significa que existe una columna
en la que todas sus entradas son izquierdas o todas sus entradas son derechas.
La proposicion 65 afirma que cuando en una columna hay una entrada
izquierda o derecha pero no es cierto que todas las entradas en esa columna
son izquierdas o derechas, respectivamente, implica que hay una entrada pro-
hibida en esa columna.

El lema 66 afirma que si en ninguna columna todas las entradas son
derechas o izquierdas y en alguna columna hay una entrada derecha entonces
en todas las columnas hay una entrada derecha. Respectivamente si en al-
guna columna hay una entrada izquierda, en todas las columnas hay entradas
izquierdas. La proposicion 67 afirma que bajo las mismas condiciones pero,
ademas, suponiendo que entre los ciclos no hay pares buenos de flechas en-
tonces basta que en alguna columna haya una entrada derecha o izquierda
para que en todas las columnas haya entradas derechas e izquierdas y el
corolario 68 anade que en todas las columnas hay entradas prohibidas.

La proposicion 69 dice que si hay entrada que es tanto derecha como
izquierda y las entradas inmediatas superior e inferior estdn prohibidas en-
tonces aparece un par bueno de flechas y el corolario 70 concluye que siem-
pre hay dos entradas distintas, una izquierda y otra derecha (véanse las
figuras 3.19 y 3.20).

Finalmente, el lema 71 hace uso de la siguiente observaciéon. En la
tabla 3.22, el nimero de entradas que quedan entre la entrada derecha (u.;,
Vg+i) ¥ la entrada izquierda (u,_j, vs_j) en Hy, », + (0, k) disminuye en uno
entre la entrada derecha (up4i, Vg+i+1) ¥ la entrada izquierda (u,_;j_1, vs—;) en
la columna inmediata derecha, H,, ,, + (0, k+1). Eventualmente llegaremos
a una columna en el que las entradas derecha e izquierda son consecutivas,
es decir, son un par bueno de flechas.



Epilogo

En el principio, nos propusimos llegar a una clase de digréaficas que gene-
ralizaran los torneos multipartitos de forma analoga a como las digraficas
localmente semicompletas generalizan los torneos.

Dos observaciones que aparecieron en [21], y que no tenian relacion di-
recta con el tema de dicho trabajo —las digraficas localmente semicompletas
en flechas, presentadas en [4]—, constituyeron la clave para dar una gene-
ralizacion natural de los torneos multipartitos: las digraficas multipartitas
localmente semicompletas.

El teorema 72 extiende el lema 4.2 de [9] —formulado originalmente para
las digraficas multipartitas semicompletas— a la clase de las digraficas mul-
tipartitas semicompletas.

Ademés probamos, en el camino, la conjetura de Bang-Jensen que carac-
teriza la existencia de ciclos hamiltonianos en las digraficas libres de Hy vy,
adicionalmente, también caracterizamos la existencia de trayectorias hamil-
tonianas en esa misma clase de digraficas.

El corazon de esta tesis es el lema 29. Es el resultado crucial para cons-
truir los ciclos y las trayectorias hamiltonianos en las digraficas libres de Hy
y, curiosamente, dicho lema fue motivado precisamente por la prueba del
lema 4.2 en [9] y no es sino un refinamiento de éste.

Todavia falta mucho por hacer. Quedan las conjeturas de la seccion 3.7
que, de ser ciertas, darfan una condiciéon suficiente para que las digraficas
multipartitas localmente semicompletas tuviesen un ciclo hamiltoniano. Es-
peramos que los resultados que hemos presentado asi como una respuesta a
las conjeturas aparezcan en [22]. Pero también falta por estudiar la existencia
de trayectorias hamiltonianas asi como la caracterizacion de la hamiltonici-
dad en las digraficas multipartitas semicompletas.

Algunos resultados sobre torneos han podido mejorarse a través de las
digraficas localmente semicompletas. Aunque en éstas hay menos flechas, de
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cierta forma quedan las flechas importantes, 1o que permite entender mejor
lo que esta pasando. Esperamos que las digraficas localmente multipartitas
semicompletas arrojen una luz mas nitida sobre las digraficas multipartitas
semicompletas.
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