T UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
< DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

Una introduccion a métodos de estadistica algebraicay
sus aplicaciones en problemas

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

A C T U A R 1| O
P R E S E N T A:

FRANK PATRICK MURPHY HERNANDEZ

DIRECTOR DE TESIS:
ACTUARIO FERNANDO DIAZ LOPEZ
2015

Ciudad Universitaria, D. F.


Lourdes
Texto escrito a máquina
Ciudad Universitaria, D. F.


e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



1. Datos del alumno

Apellido Paterno

Apellido Materno

Nombres

Teléfono

Universidad Nacional Autonoma de
México

Facultad de Ciencias

Nuamero de Cuenta

2. Datos del tutor
Grado

Apellido Paterno
Apellido Materno
Nombre

3. Datos del sinodal 1
Grado

Apellido Paterno
Apellido Materno
Nombres

4. Datos del sinodal 2
Grado

Apellido Paterno
Apellido Materno
Nombres

5. Datos del sinodal 3
Grado

Apellido Paterno
Apellido Materno
Nombre

6. Datos del sinodal 4
Grado

Apellido Paterno
Apellido Materno
Nombre

7. Datos del trabajo escrito
Titulo

Ntmero de paginas
Ano

1. Datos del alumno

Murphy

Hernandez

Frank Patrick

55-94-96-19

Universidad Nacional Auténoma de
México

Facultad de Ciencias

405020508

2. Datos del tutor
Actuario

Diaz

Lopez

Fernando

3. Datos del sinodal 1
Doctora

Alonso

Reyes

Maria del Pilar

4. Datos del sinodal 2
Doctora
Fuentes

Garcia
Ruth Selene

5. Datos del sinodal 3
Maestro en Ciencias
Pérez

Carbajal

Francisco

6. Datos del sinodal 4
Maestro en Ciencias
Pérez

Arriaga

Fernando Daniel

Datos del trabajo escrito

Una introducciéon a métodos de estadistica algebraica
y sus aplicaciones en problemas de tablas de contingencia

67 paginas
2015



Agradecimientos

A mi mama Maria Fé

A mi papa Michael

A mis hermanas Mitzy y Melanie
A mi tia Bety

A mi abuela Cuquita

A mi tio Martin



Indice

Introduccion

Capitulo 1.

Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.

Capitulo 5.

6
Preliminares 8
Geometria Algebraica . . . . . . . .. ..o 8
Bases de Grobner. . . . . . ..o 11
Ideales Toricos y Variedades Toricas . . . . . . . . . . .. 12
Tablas de Contingencia. . . . . . . . . . . . . . .. ... 13
Complejos Simpliciales Abstractos . . . . . . . . . . . .. 15
Graficas . . . . . .. 16
Una Introduccion a la Estadistica Algebraica 18
Un Ejemplo Motivacional. . . . . . . . . . . . . ... .. 19
Variedades y Modelos Estadisticos . . . . . . . . . . . .. 21
Modelos Mezclados. . . . . . . . . . . ... ... .. 24
Estadistica Algebraica y Problemas en Tablas de Contigencia 27
Modelos Jerarquicos . . . . . . . . . . ... ... 27
Bases de Markov . . . . . . . . .. .. ... 32
Bases de Markov de Modelos Reducibles . . . . . . . . .. 37
Un Ejemplo de Modelos Reducibles. . . . . . . . . . . .. 45
Aplicaciones 47
La prueba x2 de Pearson . . . . . . . . .. . ... ... 47
Cadenas de Markov . . . . . . . . . ... ... ... .. 52
Tasa de convergencia . . . . . . . . . . . . ... ... .. 54
No interacciéon en tres factores . . . . . . . . . . . . . .. 55
Modelos log-lineales . . . . . . . . . .. ... .. 57
Conclusiones 60



ANEXOS-Codigos en R
Bibliografia

INDICE

61
65



Introduccion

Esta tesis busca presentar dos cosas, primera ser un primer acercamiento a
la estadistica algebraica, y segundo y el tema principal de la tesis es ver sus
aplicaciones a la teoria de tablas de contingencia. Es importante destacar que
la estadistica algebraica es de reciente creacion. Aunque el dlgebra ya era usada
en la estadistica en pruebas de hipotesis, estimacion de parametros, diseno de
experimentos y en anélisis multivariado, en especifico en series de tiempo, hasta
la creacion de la estadistica algebraica no se le habia dado la importancia debida
como herramienta de apoyo de la estadistica. Cabe mencionar que la estadistica
algebraica no hace uso de todas las cuestiones algebraicas, las técnicas estan
enfocadas en el uso de la geometria algebraica y del algebra conmutativa.

La estadistica algebraica se puede decir que comenzo6 con el articulo Al-
gebraic algorithms for sampling from conditional distributions de Sturmfels y
Diaconis. De esta pareja de matematicos, Diaconis es el estadista y Sturmfels
es el geometra algebraico y algebrista conmutativo. Es importante destacar el
papel de Sturmfels, ya que ha logrado integrar lo més abstracto de las mate-
méatematicas en un sin fin de aplicaciones que no solo se limita a la estadistica.

La idea de usar geometria en la estadistica es original de Pearson en 1956 en
su carta a la Real Sociedad Estadistica, aunque se debe de destacar que Fisher
(1921) hacen uso de una gran heuristica geométrica para lograr sus resultados.
El primero en usar geometria con tablas de contingencia fue Fienberg (1968).

En el primer capitulo se hace un repaso de todo lo que se necesita para
poder entender esta tesis, también sirve para establecer una notaciéon desde
el principio. En el segundo capitulo se empieza con un ejemplo motivacional
para aclarar de una manera introductoria que es la estadistica algebraica, para
continuar con una definicién formal y resultados bésicos de la materia. Al final

6
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del capitulo se presentan un caso particular de modelos, los modelos mezclados,
que después seran de interés.

En el capitulo tres se presenta como se aplica la teoria de la estadistica
algebraica a las tablas de contingencia, de hecho, a los modelos que cumplen
este objetivo se les llama modelos jerarquicos. Uno de las principales virtudes
de estos modelos es que se pueden desomponer en modelos méas pequenos que
se llaman modelos irreducibles. En el ultimo capitulo se ven las aplicaciones
de estos modelos, estas aplicaciones son desde un punto de vista historico lo
que motivo el nacimiento de la estadistica algebraica, problemas donde las
pruebas clasicas no se pueden efectuar por que las observaciones son pocas y
lo que provoca que la estimacion sea mala, se logra corregir con las técnicas
presentadas en los capitulos anteriores.
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Preliminares

Aqui se presentarin los conceptos basicos de geometria algebraica y de es-
tadistica que se usaran a lo largo de la tesis, asi como establecer la notacion y
otros aspectos.

Primero se consideraré que los naturales incluiran al cero, y que para todo
natural n, [n] denota al conjunto {1,...,n}.

1. Geometria Algebraica

Para un anillo conmutativo R un ideal I es un subconjunto no vacio tal que
es cerrado bajo la suma y RI C I, este hecho se denotard por I < R. Para
S un subconjunto de R, (S) denota al conjunto de todas las R-combinaciones
lineales de S y resulta ser el minimo ideal que contiene a S. Un ideal se dice
que es finitamente generado si existen x1,...,z, tal que (x1,...,2,) = I. Un
ideal I de R se llama primo si es un subconjunto propio de R y cada vez que
ab € I entonces a € [ o b € I. Un ideal I de R se llama semiprimo si es un
subconjunto propio de R y cada vez que a® € I entonces a € I. Un ideal I de
R se llama radical, si cada vez que a” € I para algin natural p > 1 entonces
a € I. Siun ideal es propio son equivalentes ser radical y ser semiprimo. La
interseccion de ideales radicales es un ideal radical, por los que todo ideal esta
contenido en un ideal radical que es minimo con respecto a esta propiedad, esto
es, para I < R se define 1 = {a € R | existe n > 0,a" € I}.

PROPOSICION 1.1. Sea R un anillo conmutativo e I,J < R. Entonces:
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= VI<R
s /1 es un ideal radical.

« I C VI
» [ es un ideal radical si y sélo si /I =1.

w 511 CJ yJ es radical entonces VICJ.
x Si I C J entonces VI CVJ.

Para K un campo, K|z1, ..., x,| denota el anillo de polinomios en n indeter-
minadas con coeficientes en K, donde n es un natural. En esta tesis el campo
K solo podréa ser los racionales Q (para cuestiones computacionales), los reales
R ( para cuestiones puramente teoricas de las estadistica algebraica) o los com-
plejos C (para cuestiones de geometria algebraica), aunque los resultados de
este capitulo son vélidos para cualquier campo. Un monomio f € Klzy, .., zy]
es un polinomio de la forma f(z1,...,z,) = [[1; x?(l) con « : [n] — N una
funcién, una mejor notacién para f es f = . El anillo de polinomios en n
indeterminadas con coeficientes en un campo K tiene estructura natural de K
espacio vectorial y el conjunto de los monomios forma una base natural, por
lo que todo polinomio en n indeterminadas se puede expresar de forma tnica

como K combinacion lineal de monomios, esto es, para todo f € K[x1, .., xy],

f@n )= > cal®
a:[n]—N
con ¢, € K siendo todos cero excepto un ntmero finito.

Ahora para S C Klzy,...,xy| se construye V(S) = {(z1,...,zp) € K" |
f(x1,...,x,) = 0 para todo f € S}, a los subconjuntos de K" de esta forma se
les llaman variedades algebraicas afines.

En el caso de que S = {f} se escribird V(f) en lugar de V({f}).

PROPOSICION 1.2. Sean K un campo, n un natural, S,T C K[z, ..., Ty),
I,J < Klzy,...,zn] e {Iz}ren una familia de ideales de Kz, ...,x,]. En-
tonces:

n 515 CT entonces V(T) CV(S).
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Klzy,...,x,]) = 0.
0) =

< < <= <= <

1J)=V({INnJ)=V({I)UV(J).

(
(
(5) =V({S)) =V(/(5)).
(
(D oxea 1) =Mrea V(I

Ahora se da el proceso inverso, es decir, para T' C K" se le asigna I(T) =
{f € Klz1,...,x5) | f(t) =0 para todo t € T'}. Se tiene las siguientes propie-
dades:

PROPOSICION 1.3. Sean K un campo, n un natural, S, T C K" y J <
Klx1,...,xy]. Entonces:

n [(S) < Klz1, ..y y).

I1(S) es un ideal radical.

Si S C T entonces I(T) C I(95).

« JCI(V(])).

n J=1(V(J)) sty solo si J es un ideal radical.
f V) = VIV,

« SC V(S

)
n S =V(I(9)) siy solo si S es una variedad algebraica.
= I[(S) = I(V(I(5)))-

Un hecho importante a tomarse en cuenta es el teorema de Hilbert, pero
para eso primero hay que recordar que un anillo conmutativo es neteriano, si
todo ideal es finitamente generado.

TEOREMA 1.1 (De las bases de Hilbert). Sea R un anillo conmutativo.
Si R es neteriano entonces R|x| es neteriano
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COROLARIO 1.1. Sean K un campo y n un natural positivo. Entonces
Klx1,...,xy] es un anillo neteriano.

Como referencias de algebra conmutativa (los conceptos de ideal, anillo, ra-
dical, etc.) se recomienda Introduction To Commutative Algebra de Michael
Atiyah, se resalta que el libro de es un clasico obligado. Con respecto a geome-
tria algebraica se recomienda Elementary Algebraic Geometry de Hulek.

2. Bases de Grobner

Un orden monomial < es un orden total en los monomios de K|z1, ..., )]
de tal manera que el minimo elemento sea 1 y para cualesquiera mq, mo, ms
monomios si m; < ms entonces mims < mams. Como ejemplo basico se tiene
al orden lexicogréfico donde Z¢ < 7 si (1) < B(1) o existe i = 2, ..., n tal que
a(i) < B(i) y a(j) = B(j) para toda j = 1,...,i — 1, en éste caso zjz92] < 7.
En caso de que no se especifique el orden monomial siempre se supondra que
es el lexicografico.

Para f € K|z1,...,z,] y < un orden monomial se define el término principal
de f segin < como el monomio de mayor grado de f con respecto a <y se
denota por LT<(f). Para I < K|x1,...,xy] se puede construir el ideal inicial
de I con respecto a < que es (LT<(f) | f € I) y éste se denota por LT<(1).

DEFINICION 2.1. Sea I un ideal de K[x1, ..., x,] y < un orden monomial.
Un congunto finito G C I tal que LT<(I) = (LT<(g) | g € G) es una base
de Grébner de I con respecto a <.

Las bases de Grobner son ttiles por la siguiente proposicion.

PROPOSICION 2.1 (Teorema de la Eliminacién). Sea I un ideal de
Klx1,...,xn] y < un orden monomial . Si G C I es una base de Grob-
ner entonces (G) = 1.

Existe un algoritmo llamado algoritmo de Buchberger, que fue propuesto
por Bruno Buchberger en 1965 en su tesis doctoral, el algoritmo toma como
entradas un ideal y un orden monomial, y como salida calcula una base de
Grobner.
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DEFINICION 2.2. Sea I un ideal de Klz1,...,2p] y 1 < m < n, el m-
ésimo ideal de eliminacion se define como I N Kz, ...,xn] y se denota
por Ip,.

Los ideales de eliminacién son importantes por que se pueden computar
usando bases de Grobner lexicogréficas.

PROPOSICION 2.2. Sea I un ideal de K[x1, ..., 1), < el orden lexicogrd-
fico y G una base de Grobner para I. Entonces G N K[z, ..., xy] €s una
base de Grébner respecto al orden lexicografico para Ip,.

Gracias a esta proposicion se puede computar el ideal de la imagen de una
funcién polinomial.

PROPOSICION 2.3. Sea f : K¢ — K" una funcion polinomial con
f = (fi,., fn) donde f;i € Klxy,...,xq] coni = 1,...n e I el ideal de
Klx1,...,xq,y1, .-, Yn] generado por y; — fi(x1,...,xq) parai=1,...n. En-
tonces I(tmf) es el ideal de eliminacion I N K[y, ..., yn].

Para los aspectos computacionales de la geometria algebraica se recomienda
Ideals, Varieties, and Algorithms: An Introduction to Computational Algebraic
Geometry and Commutative Algebra de Cox, Little y O’Shea. Se hace notar
que el libro presenta todos los resultados de forma constructivista, no acepta el
axioma de eleccion. Todas las pruebas son por medio de algoritmos y tiene una
tendencia intucionista, donde sélo se usa el tercer excluido para comprobar que
los algortimos se detienen.

3. Ideales Toéricos y Variedades Téricas

Para R un anillo conmutativo Myy,(R) denota las matrices de d por n
con coeficientes en R. Sea A € My, (Z) tal que A;; es un natural para toda
1<i<dyl<j<mn,sedefine f4: K% — K" como f4 = (ffl,,f;;l)
donde
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Como ejemplo se considera la matriz A,

037
A:(521>

En este caso resulta que fA(z1,29) = (23, 2323, 27 29).

DEFINICION 3.1. La variedad térica asociada a A, denotada por X4,
es V(I(imf4)).

DEFINICION 3.2. El ideal térico asociado a A, denotado por I, es
I(imf4).

La siguiente proposicién presenta una forma alternativa para caracterizar al
ideal torico en funciéon de una familia infinita de generadores, aunque por el
teorema de las bases de Hilbert ésta se puede reducir a una familia finita.

PROPOSICION 3.1. Para A una matriz de d por n con coeficientes na-
turales, 14 < K[z] = K|[x1,...,x,] tiene como generadores a T — z" son
tales que Au = Av.

Por lo visto en la seccion pasada usando el método de las bases de Grobner
se puede computar un conjunto finito de generadores de de I4.

4. Tablas de Contingencia

Una tabla de contingencia es una matriz que se usa en estadistica para
mostrar la frecuencia de distribuciones de un conjunto de variables aleatorias.
El término tabla de contingencia fue usado por primera vez por Karl Pearson
en "On the Theory of Contingency and Its Relation to Association and Normal
Correlation” en 1904.
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4.1. Definicién Formalmente, se consideran X1, ..., X} variables aleato-
rias que toma valores en [d1], ..., [dg] respectivamente y se pone D = [d1] X ... X
[dy], RP denota el espacio vectorial de todas las funciones de D en los reales,
este espacio tiene dimension dj...dy. La clasificacion cruzada de n realizacio-
nes independientes del vector aleatorio (X7, ..., Xj) produce un vector aleatorio
con entradas naturales n € R a esto se le llama una tabla de contingencia de
k-formas donde n;, _;, es el nimero de veces que la entrada (i1, ..., i) aparece
en la muestra.

Un ejemplo de tabla de contingencia es:

Diestro | Zurdo
Hombre | 43 9
Mujer |44 4

En este caso la variable X es una variable Bernoulli que se interpreta co-
mo el sexo de una persona y la variable X9 también es una Bernoulli que se
interpreta el lado con que una persona es mas habil.

De manera més practica una tabla contingencia (de 2-formas), es una forma
de clasificar n objetos de acuerdo a dos criterios A y B donde el criterio A
tiene r categorias Aq,..., A, y el criterio B tiene s categorias By, ... Bs. En
el ejemplo el criterio A es el sexo y el criterio B es el lado méas habil. También
y comtnmente se calculan las sumas por columna y por rengléon, ya que esto
dice la clasificacion s6lo con respecto a un criterio. Es decir, una tabla de
contingencia se presenta cominmente como:

Diestro | Zurdo | Total
Hombre | 43 9 52
Mujer |44 4 48
Total 87 13 100

Hombre

Mujer

02

48

Diestro

Zurdo

87

13

Esto dice que con respecto al sexo se tiene la siguiente clasificacion:

Esto dice que con respecto al lado més habil se tiene la siguiente clasificacion:
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4.2. Distribuciéon Multinomial Una hipotesis que se suele tener es
que la probabilidad p;; de uno de los n objetos de pertenecer a la categoria
(A;, Bj) es estocasticamente independiente y tiene distribucion conjunta:

. . n! y
P(N:(nw),Zzl,T,j:LS)Z—szlja

Donde N es la variable que denota todas las posibles tablas de contingencias
de r x s que clasifican n objetos.

5. Complejos Simpliciales Abstractos

Los complejos simpliciales son construidos a partir de formar bloques lla-
mados simplejos, los simplejos son puntos, segmentos de recta, triangulos relle-
nos, tetraedros solidos y sus analogos de dimensiones mayores. Los complejos
simpliciales tienen la ventaja de codificar informacion topologica en informa-
cion puramente combinatoria. Sean x1,...,x,, x € V un R-espacio vectorial,

x es una combinacion convexa de x1, ..., T, si existen tq,...,t, € [0,1] tal que
x=Y " tixiy > i t; =1 Para xg,...,x,, 2 € V se dira que son afinmente
independientes si x1 — xg, ...., x, — xg son linealmente independientes. Para

xo, ..., Tp € V afinmente independiente el simplejo generado por xg, x1, ..., Ty
es el conjunto de todas las combinaciones convexas de x, ..., z,, v se denota por
[0, ..., Tp], a m se le llama la dimension del simplejo y comunmente se llamara
un n-simplejo para hacer referencia a su dimension.

DEFINICION 5.1. Un complejo simplicial abstracto K es un conjunto de
conjuntos finitos no vacios que cumple: 51 S € K yT C S con T no vacio
entonces T € K.

Si IC es un complejo simplicial abstracto a sus elementos se les llama sim-
plejos abstractos, cualquier elemento s de un simplejo abstracto se llama un
vértice, mientras que cualquier subconjunto no vacio de un simplejo abstracto
se llama una cara y una faceta es un simplejo abstracto que no esté contenido
en ningun otro simplejo abstracto, se observa inmediatamente que un complejo
simplicial estd determinado por su conjunto de facetas. Se dice que I es un
complejo finito si I como conjunto es finito y localmente finito si cualquier
vértice pertence sélo a un nimero finito de simplejos abstractos. La dimension
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de un simplejo abstracto es su cardinalidad menos uno, si las dimensiones de un
complejo simplicial abstracto estan acotadas por arriba entonces se dice que el
complejo es de dimension finita y su dimension es el supremo de las dimensiones
de sus simplejos abstractos. Por tltimo se define

K= JK

que resulta ser el conjunto de vértices. Los simplejos abstractos son una
generalizacion de los simplejos usuales, y esta generalizacion guarda mucha de
la informacién geométrica en un lenguaje combinatorio.

6. Graficas

Una grafica G es una pareja (V, E) de conjuntos al conjunto V' se le llama el
conjunto de vértices de la grafica y s6lo es un conjunto, en general en la teoria
de graficas se trabaja con V finito y en algunos casos numerable, mientras que
E se le llama, el conjunto de aristas de la gréafica y consta de subconjuntos de
V' de cardinalidad dos, naturalmente a los elementos de V' se les llama vértices
y a los de E aristas, notacionalmente para una arista se escribird uv en lugar
de {u, v}, se observa que bajo esta notacion es lo mismo uv que vu, es decir,
es simétrica la notacion, asi u € G denotard que u € V y uv € GG denotara que
uv € FE. Las graficas se pueden representar de manera geométrica, esto se hace
representando a los vértices por circulos y a las aritas por segmentos de recta
que unen a los circulos, por ejemplo, considérese la grafica G cuyo conjunto de
vértices es V' = [6] y cuyo conjunto de aristas es E = {12, 15, 23,25, 34,45, 46},
representacion geométrica resulta:

6\4/5\1
%

—

3
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Una camarilla C' de una grafica G = (V| F) es un subconjunto del conjunto
de vértices de tal modo que para cualquiera dos elementos distintos de C' la
arista que los une pertenece a la grafica G, siguiendo con el ejemplo anterior
C' = {1,6} no es una camarilla de G por que la arista 16 no pertenece a G
mientras que {1,2,5} si es una camarilla de G de hecho es la camarilla de
mayor cardinalidad. A una camarilla a la cual si se le agrega otro vértice deja
de ser camarilla se le llama una camarilla méxima.
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Una Introduccion a la Estadistica
Algebraica

En anos recientes se ha hecho el uso del término estadistica algebraica para
hacer referencia al uso de técnicas de geometria algebraica y de algebra conmu-
tativa para estudiar problemas estadisticos relacionados con variables aleatorias
finitas. De manera més formal, la estadistica algebraica esta dedicada al estudio
de variedades algebraicas reales que surgen en el analisis multivariado discre-
to. El analisis multivariado discreto se interesa en modelos estadisticos para
variables aleatorias que tienen un ntmero finito de estados. El punto clave de
la estadistica algebraica es que la mayoria de los modelos estadisticos que se
usan en la practica para analizar variables aleatorias discretas son variedades
algebraicas.

Historicamente el uso de herramientas algebraicas se habia hecho presente en
distintas dreas de la estadistica como el uso de la teoria de grupos en el diseno
experimental y el uso de formas cuadréticas en modelos fijos y aleatorios de
efectos lineales. En la estadistica algebraica se usan polinomios, aunque el uso
de éstos no es nuevo en la estadistica ya que desde el comienzo de ésta se usaron
para modelos de regresion polinomial y en modelos multiplicativos derivados de
modelos de independencia para tablas de contingencia o en terminologia més
moderna modelos para informacion categorica. La diferencia con los modelos de
estadistica algebraica es que en ésta se hace uso no sélo de los polinomios sino
de la maquinaria de la geometria algebraica clasica, es decir, para analizar un
polinomio se tienen varios objetos algebraicos alrededor de este como variedades
algebraicas, ideales, el anillo de polinomios, entre otros. Los articulos donde se

18
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empieza esta nueva rama de la estadistica son (Diaconis and Sturmfels 1998) y
(Pistone and Wynn 1996).

1. Un Ejemplo Motivacional

Se considera el modelo de regresion cuadratica en una variable dado por:

Y (x) = 0y + 012 + Ooz® + €(x)

Si se observan cuatro puntos de diseno distintos sin réplica x1, T2, 23y 24
se tiene la forma matricial usual de la regresion

n=E[Y]=X0

donde n = (7717 n2, 7737774)t7 0 = ((907 917 92)t7

1 T
9 T
T3 T
T4 T

—_ = =

2
1
2
2
2
3
2
4

Y es el vector de observacion, 6 el vector de parametros y los errores tienen
esperanza cero. Por lo que se ve anteriormente se tiene el siguiente sistema de
ecuaciones cuadréticas.

0o + 0121 + 9256% =M
0o + 0122 + Box3 = 1
0o + 0123 + 02x§ =13
0o + 0124 + 92:1:?1 =14

Usando un poco de teoria de eliminacion se puede ver que el sistema anterior
es equivalente a:
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— (w2 — x3)(22 — w4) (73 — 24) + (01 — 23) (21 — 24) (T3 — T4) 72
—(z1 — @2)(x1 — w4) (22 — 243 + (21 — 22) (21 — 23) (T2 — T3)Na = O

Con la condicién adicional de que si ¢ # j entonces x; # xj. La version
del sistema de ecuaciones se podria llamar un modelo estadistico algebraico
explicito y la tultima ecuacion seria un modelo estadistico algebraico implicito.
En lugar de un modelo de regresion lineal se puede considerar un modelo de
regresion lineal generalizado donde Y se supone Poisson con parametro \; para
1 =1,2,3,4, con log-vinculo:

ln()\i) =0y + O1z; + 92%-2

para i=1, 2, 3, 4. En este caso se tiene:

—(zo — w3)(x2 — x4) (13 — 24) In(A\1) + (21 — 23) (21 — 24) (23 — 24) In(A2)
—(:131 — Ig)(ml — 5134)(:62 — 564) 111()\3) —+ (561 — :Ug)(ﬂjl — 5133)(5132 — 5133) 11’1()\4> =0

Esto implica, después de aplicar la funciéon exponencial en la ecuacion pa-
sada, se tiene que:

/\(1552—553)(502—334)(333—334)/\é$1—$2)(501—334)(332—334)_)\gﬁl—%)(ﬂﬂl—%)(l‘z’,—%)Ai¢1—$2)($1—$3)($2—$3) — 0

Maés atn se puede suponer que x1,x2,r3 y T4 son enteros, por ejemplo
—1,0,1 y 2 respectivamente. Después de exponenciar y haciendo una reduccion
se tiene

AMAS = X3\ =0

Se hace notar que este modelo implicito define una variedad torica. También
se puede condicionar a quen = Y1+ Yo+ Y3+Yy, en éste caso Y1+ Yo+ Y5+ Y,
tiene distribucion multinomial de parametros p; = % para 1 = 1,2,3,4 y se
tiene que éstos satisfacen plpg — p§p4 = (0. Como se ve en el ejemplo es posi-
ble llevar modelos estadisticos a planteamentos de naturaleza de la geometria
algebraica. La idea de usar geometria algebraica en estadistica es la siguiente:
entender mejor los modelos ya conocidos, ayudar o inovar en la metodologia
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estadistica e inferencia y definir una nueva clase de modelos en la cual se pueda
explotar sus caracteristicas algebraicas.

2. Variedades y Modelos Estadisticos

Considérese una variable aleatoria X con numero finito de estados y que
el conjunto de estados es [n] con n natural. La distribucion de X se puede
expresar como un vector (pi, ...,pn) € R™ tal que Y " p; = 1y p; > 0 para
toda ¢ = 1,...,n, donde p; = P(X = i). El conjunto de todos los vectores
reales que cumplen lo anterior se denota por A, y se le llama el simplejo de
probabilidad n — 1-dimensional, es decir, A,, es el conjunto de todos los n-
vectores de distribucion. Un modelo estadistico para X es un subconjunto no

vacio M de A,,.

De manera andloga al de la geometria algebraica para S C Klzq, ..., zy] se
define VA(S) = {(x1,...,zn) € Ay | f(x1,...,2) = 0 para todo f € S}, a estos
conjuntos se les llaman conjuntos semialgebraicos. Se observa inmediatamente

que VA(S) = V(S)N A,. En el caso de que S = {f} se escribird VA(f) en
lugar de VA({f}).

DEFINICION 2.1. Un modelo estadistico algebraico es un conjunto no
vacio M de la forma VA(S).

Se considera el siguiente ejemplo. Sea X = (X7, X2) una variable aleatoria 2-
dimensional donde X7 y X toman valores en {1,2}. Como se habia planteado
el modelo X toma valores en [4], para facilitar la notacion en lugar de usar
P1,P2,P3 Y P4 s€ usard pi1,pi12,p21 y pee donde p;; = P(X1 = i, X2 = j). Se
pone py; = p1; +p2i ¥ Pi+ = Pil + pi2 para i = 1,2, es decir, py; = P(X2 = 1)
v pi+ = P(X1 = i) .A continuacion una pequena proposicion que empieza a
juntar las dos partes, la de geometria algebraica y la de estadistica.

PROPOSICION 2.1. Sean X = (X1, X2) una variable aleatoria 2-dimensional
donde X1 y Xo toman wvalores en {1,2} y f € Klr11,x12, %21, %22] con
f(:l]ll, 12,21, 51322) = T11X22 — 12721 - Entonces X1 Yy X2 son independien—
tes si y solo si (p11,p12, p21,p22) € VA(f).
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Demostracion

Por la independencia se tiene que p;; = pi+p4; para 4,5 = 1,2. Ahora
calculando

f(p11, P12, P21, P22) = P11P22 — P12P21

= P14+P+1P2+P+2 — P1+DP+2P2+P+1
=0

lo que significa que (p11, p12, P21, p22) € VA(f). Para el regreso se hace notar

que despejando se obtiene

_ P12p21
P11

D22

De aqui se tiene que

P1+0+1 = (p11 + p12) (P11 + p21)

= p% + p11p12 + p11p21 + p12p21
p21p12)

= p11(p11 + p12 + p21 +

= p11(p11 + p12 + p21 + p22)
= P11

Analogamente se hace para pi2, p21 y p22 para obtener la independencia. l

Lo que se acaba de demostrar es que Va(f) es un modelo estadistico alge-
braico para la independencia de dos variables binarias. Una generalizaciéon del
resultado anterior es:

PROPOSICION 2.2. Sean X1 y Xs variables aleatorias finitas que tienen
d1 y do estados respectivamente. Se define fi1(Z) = xijxp — xyoR; para
i,k=1,...,dyyjl=1,..ds. Entonces VA({fiju |1 < i,k <dy,1 < 5,1 <
da}) es un modelo estadistico algebraico para la independencia de X1 y
Xo.
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Aunque ya se tiene un modelo fuerte desde un punto de vista algebraico,
éste presenta el problema de ser implicito (como en el ejemplo anterior) y no
paramétrico como usualmente se presentan los modelos estadisticos, ahora se
buscard dar una buena definiciéon de lo que serd un modelo estadistico pa-
ramétrico algebraico. Para esto primero hay que tener en cuenta la siguiente
definicion.

DEFINICION 2.2. Un modelo estadistico paramétrico es un conjunto
f(©), donde ® C R? y f : R? — R"™ es una funcion continua tal que
f(O) C A,.

A partir de esto se puede definir la version algebraica como:

DEFINICION 2.3. Un modelo estadistico paramétrico algebraico es un
conjunto f(0©), donde © C R? es un conjunto semialgebraico y f : R —
R" es una funcion polinomial tal que f(©) C A, con funcion polinomial
se entiende que existen fi, ..., fn € Rlx1,...,z4] con f = (f1,..., fn).

Ahora considérese el siguiente ejemplo: sea © = Ag el espacio paramétrico y
f:R? — R?*2 dado por f(z,y) = (xy,z(1 —y), (1 —z)y, (1 —z)(1 —y)). Si
se considera (01, 02) € ©, se tiene que 0102+ 61 — 0102+ 602 —0102+1—01 — 02+
6162 = 1y con el hecho de que 0 < 6165, 91(1—(92), (1—91)92, (1—&1)(1—92) <1
se tiene que f(01,62) € Agxo, por lo que f(O) es un modelo estadistico
paramétrico algebraico. Como estd dado f justo se contruye el modelo pa-
ra la independencia que ya se habia visto anteriormente, es decir, si se pone
f(61,02) = (6162,01(1 — 62), (1 — 61)02, (1 — 61)(1 — 02)) = (p11, P12, P21, D22)
se tiene que f(©) = Va(g) con g(x11, 212, T21,T22) = T11T22 — T12T21-

En los modelos estadisticos paramétricos algebraicos también se puede pedir
considera f(©) N A, en vez de f(©) C A, pero esto es el andlogo a proyecti-
vizar las variedades afines en geometria algebraica y corresponde a los modelos
jerarquicos.

Ahora se plantea de nuevo el modelo de independencia paramétrico pero sin
pedir que f(©) C A,,. Sean X1 y Xo dos variables aleatorias que tomen valores
en [d1] y [de] respectivamente, © = [0,00)h+% y f: RO+d o RAxd dada
por f(Z) = (fij(Z))1<i<d,1<j<d, donde fi;(Z) = zizg, 45 para 1 <i <dj, 1<
J < ds, en éste caso M = f(O) N A,. Este modelo en geometria algebraica es
la parte no negativa del encaje de Segre.
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3. Modelos Mezclados

Siempre se tiene la contencion f(©) C VA(I(f(O)) que no tiene porque ser
una igualdad, es decir, la contencion puede ser estricta, esta pregunta surge
naturalmente en el contexto de la geometria algebraica, ya que la igualdad se
da justo cuando el conjunto es un conjunto algebraicamente afin, pero desde
un punto estadistico esto tiene mucha interpretacion. Este caso suele ocurrir
en los modelos mezclados, o en modelos con una variable aleatoria oculta. Un
modelo mezclado supone que se esta observando propiedades de una poblacion
que es una mezcla de varias subpoblaciones independientes y que cuando se ve
al individuo en la poblacién no se sabe a que subpoblacién pertenece.

DEFINICION 3.1. Sea M un modelo estadistico para una variable alea-
toria X en n estados y H un variable aleatoria en m estados. El modelo
mezclado consiste en

m
Sec™(M) = {Zmpi | m € Ap,pi € M para todo i = 1,...,m}
i=1

Esto es, el conjunto de todas m-combinaciones convexas de M. En el modelo
mezclado la probabilidad de que un individuo pertenezca a una subpoblacion
1 es p; y no se observa a que subpoblacion pertenece el individuo.

La notacion Sec” (M) viene de geometria algebraica y el modelo mezclado
corresponde a la m-ésima variedad secante de M pero aqui s6lo se consideran
las combinaciones convexas.

Sea M el modelo de independencia de dos variables aleatorias X y X2 que
toman valores en [4]. El ideal I(Sec3(M)) es generado por el polinomio

11 212 T13 T14
f(—) 21 T22 X23 X24
L31 T32 X33 X34
T4l T42 T43 T44

donde T = (%11, 12, T13, T14, T21, 22, T23, T4, T31, T32, T33, T34, T41, T42, T43, Td4)-

El conjunto S€C3(M) consiste en todas las matrices no negativas de rango
3 que se pueden escribir como combinacion convexa de 3 matrices no negativas
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de rango 1. Este conjunto estd contenido propiamente en Va(f) que consiste
en la matrices no negativas de rango 3. Por ejemplo la matriz

o= O O ool
S O ool—0oo|—=
O ool O
oO|—0ol— O O

no se puede escribir como combinacion convexa de 3 matrices de rango 1.

A continuacion se presenta el modelo Jukes-Cantor introducido en 1969 es el
modelo més sencillo de secuencias de ADN, es otro modelo mezclado. Se llama
T al octante positivo de R3, es decir, T = {(t1,t2,t3) € R3 | t1,t9,t3 >0} y
se fija a > 0. Para i = 1,2, 3 se considera la matriz de transicion

14+3e %% 1—e @ 11— 11—
M= 11— e”i 143 1—e 0 11—
T4 1—e ™ 1—e i 143e7 Y 1 —eh
l—e @ 1—e ™ 11— 1439

con?=1,2,3.

Estas tres matrices se usan para construir un modelo de tres variables
aleatorias observadas X1, Xo y X3 y una variable aleatoria H oculta, cada
una de éstas variables toman cuatro estados. Este modelo se parametriza con

¢ : T — R con ¢(t1,t2,13) = (¢jia(t1, 2, 3))1<j k<4 donde

Gjki(t1, b2, t3) = ZMlM

El conjunto de distribuciones de probabilidad que surgen de esta para me-
trizacion se llama el modelo de Junkes-Cantor en el arbol de tres hojas-garra,
como referencia del tema se sugiere revisar Lectures on Algebraic Statistics en
el capitulo de Hidden Variables. Bajo un cambio de coordenadas se convierte
este modelo en un modelo estadistico paramétrico algebraico, para esto se pone
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—at) para i = 1,2, 3, esta transformacion convierte al espacio pa-

zi=3(l—e
ramétrico T’ en el espacio paramétrico © = {(z1, 22, 73) | 21,72, 23 € [0, 1]}

Por lo que las matrices de transicién se convierten en

1— 3.%’2' XT; ZTq €T
A — 1 Z; 1 — 3x; T T
4 x; x; 1— 3z, x;

T; T; T; 1— 3z,

cont=1,2,3.
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Estadistica Algebraica y Problemas
en Tablas de Contigencia

1. Modelos Jerarquicos

Sean X1, ..., X, variables aleatorias que toman valores en [d;] para i =
1,...,n, y en el caso que todas sean binarias, esto es que d; = 2 parai =1, ..., n,
se supondré que toman valores en {0, 1} en vez de de {1, 2}, también se pondra
D = T[i-,[di]. Un modelo jerarquico es un modelo en el cual se codifica la
interaccion entre estas variables mediante las llamadas funciones potenciales. Se
considera /C un complejo simplicial abstracto tal que sus vértices pertenezcan a
[n], el mismo n que el namero de variables aleatorias que se estan considerando,

ahora se pone como A al conjunto de facetas de K y se enumeran los elementos
de ésta, es decir, A = {F1, ..., Fs}.

El conjunto F' € A intenta codificar la informacion de {X; | i € F'}. Para
cada F' € A hay una funcion potencial ®p, cuyo dominio es [[,.p[d;]. Para
un vector T = (x1,...,xn) € Dy F € A, Tr denota la imagen de T bajo
la proyeccion canénica 7 : D — [[,cpldi], por ejemplo, en el caso binario
conn=>5y F = {1,3,5},si z = (1,0,0,1,0) entonces Zr = (1,0,0). El
modelo consiste en estudiar todas las posible distribuciones de (X1, ..., Xp)
que cumplen

1
P(Xl =, ...,Xn = :Cn) = E H (I)(fF>
FeA
27
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donde Z es una constante normalizadora llamada la funciéon de particion.
Obviamente se tiene que

z=> (]] ®@r)

zeD FeA

Un problema importante y no sencillo en modelos jerarquicos de varias va-
riables es el de calcular eficientemente la funciéon de particion.

Se define Dy = | [,cpld;] para cada F' € A, ahorasi F' = {ki, ..., kn, } se con-
sidera un conjunto de variable (R-polinomialmente independientes) {:L’f; YoeDp

DEFINICION 1.1. Sea f2 [Iren RPr — RP dado por

f (((xqﬁ)QbEDF FEA H xCUF

FeA

con T € D , el modelo jerarquico de Ma estd dado por imf N Ap.

Como un primer ejemplo se considera dos variables binarias X1 y Xo y
A = {{0},{1}}, en este caso D = {0,1} x {0,1}, Dy = {0,1} para i = 1,2
y en particular se tiene que

(25 gens)rea = (@5 ) pen i (15 oeny,)

— (i, 2%, @M 2

Por otro lado si £ € D entonces T = (i, j) con i, j = 0, 1, por lo que se tiene
que

ool (" {0}>,<é , m»—xé”xé”
a1, a1 = 00
fiof(zh {0}>,<é, ) =g
(a2, 41 11 = 000

De aqui que la funcién pohnomlal f que se busca sea
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(@8, 1), (@ 2{h) = (@0 G0 00 (00

Ty Xy TG Xy, Ty Ty, Ty Xy

Si se renombran las variables es el modelo de independencia paramétrico
que se observo anteriormente, el inducido por el encaje de Segre.

El modelo jerdrquico de un simplejo simplicial abstracto A se denotara por
M, por ser un modelo estadistico paramétrico algebraico tiene asociado un
ideal cuando se considera como variedad, el ideal de polinomios donde el modelo
se anula. Como la parametrizaciéon es monomial el ideal asociado resulta ser un
ideal torico y se denotara por Aa a la matriz que induce este ideal, siguiéndose
la misma notaciéon Ia denotara el ideal térico asociado a la variedad torica.

Dentro de los modelos jerarquicos estan los modelos de graficas no dirigidas
o mientras no se preste a confusion simplemente los modelos de graficas, que
son inducidos por un grafica G = (E, V') y un vector de entero d, estos modelos
son bastante importantes. Para una grafica GG se puede considerar el complejo
simplicial que induce IC(G) que es la familia de camarillas de G y como siempre
basta considerar el conjunto de facetas A(G) que en éste caso coincide con la
familia de camarillas maximas. Por ejemplo se considera la siguiente gréfica G-

DAY,
N\

3

En este caso A(G) = {{1,2,5},{2,5,6},{4,5,6}}. Dentro de los modelos
graficos se consideraran los descomponibles ya que tienen buenas propiedades
como descripciones simples de sus ideales, asi como formulas cerradas de esti-
mados de sus estimadores maximos verosimiles. Los modelos descomponibles
se definen recursivamente en términos de los modelos reducidos. En esencia lo
que se busca es a un modelo grande dividirlo en varios méas pequenos por lo
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tanto mas sencillos de trabajar a manera que los resultados de obtenidos en
estos se puedan unir para obtener los resultados del modelo grande.

DEFINICION 1.2. Sea K un complejo simplicial abstracto cuyos vértices
pertenecen a [n], se dice que KC es reducible si exiten complejos simpliciales
abstractos K1 y Ko tales que K1UKe =K y K1 NKy = 25 para algun S
subconjunto de [n] donde 25 se entiende por el conjunto potencia de S
menos el vacio. A la pareja (K1,Ks) se le llama una descomposcion de K.

Lo primero que se observa es que esta definicion se puede llevar a términos
de los conjuntos de facetas. Por ejemplo sea /C el complejo simplicial abstracto
dado por A = {{1,2},{2,3}} es reducible con A; = {{1,2}}, As = {{2,3}}
y S = {2}. Por otro lado en el caso de que A = {{1,2},{2,3},{1,3}} este
complejo simplicial no es reducible ya que la tinica descomposicién en esencia,
que se puede hacer es A1 = {{i,7}} y A = {{j, k}, {i, k}} coni, 5, k € {1,2,3}
yi#j,j#kei#k, en éste caso K1 N Ko = {{i},{j}} que no es el
conjunto potencia de {i,7}. Se hace notar fuertemente que la interseccion es
sobre el complejo simplicial abstracto, pero sélo se mencionan los conjuntos de
facetas dado que éstas determinan al complejo simplicial abstracto y se seguira
abusando de la notacion siempre y cuando no se preste a confusion.

DEFINICION 1.3. Sea K un complejo simplicial abstracto reducible cuyos
vértices pertenecen a [n], se dice que K es descomponible si para alguna
descomposicion (K1, Ke) ambos como complejos simpliciales abtractos son
reducibles o un conjunto unitario, es decir, ambos son reducibles, ambos
son un conjunto unitario, o uno es reducible y el otro un conjunto unitario.

La ultima definicién puede ser un poco confusa, primero un conjunto unitario
es un conjunto con un elemento, en el ejemplo dado por A = {{1,2},{2,3}}
con A1 = {{1,2}}, {{2,3}} resulta que también es descomponible por que en
éste caso tanto Ay como As son conjuntos unitarios, lo que se busca es que
estos de algiin modo sean reducibles pero se manejaran por aparte y a veces
como si lo fuesen. Ahora A = {{1,2},{2,3},{4,5},{5,6}} es reducible con
Ay = {{1,2},{2,3}}, Ao = {{4,5},{5,6}} y S = 0 y es descomponible por
que A1y Ag son reducibles. Por dltimo A = {{1,2},{2,3},{1,3},{3,4}} es
reducible con Ay = {{1,2},{2,3},{1,3}}, A2 = {{3,4}} v S = {3}, en éste

caso A1 es reducible y As es un conjunto unitario.
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Como se ha definido un modelo jerarquico es facil observar que el ideal que
anula al modelo es un ideal térico. Recordando lo mencionado sobre ideales
toricos en los preliminares si Aa representa la matriz asociada al ideal torico
del modelo A entonces I = {z% — 2° | Aau = Apv,u,v € NP}

Ahora se toman tres variables aleatorias binarias y el complejo simpli-
cial abstracto con vértices en [3] inducido por el conjunto de facetas A =

{{1,2},{2,3},{1,3}}. Este es el modelo de un tres ciclo. Entonces el ideal
torico esta dado por:

IA = <$000£IZ0113}1013§110 - $001$010$1001’111>

Ahora se toman cuatro variables aleatorias binarias y el complejo simpli-
cial abstracto con vértices en [4] inducido por el conjunto de facetas A =
{{1,2},{2,3},{3,4}}. Entonces el ideal térico esta dado por las veinticuatro
cuadricas que se pueden obtener al calcular el determinante de los los menores
de dos por dos de las siguientes matrices:

L0000 L0001 L0010 L0011
L1000 1001 21010 <1011

L0100 <0101 L0110 <0111
L1100 1101 *1110 L1111

L0001 20101 21001 <1101
L0000 <0100 L1000 <1100

20011 0111 21101 L1111
L0010 0110 <*1010 L1110
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2. Bases de Markov

Los conjuntos de binomios generadores de ideales toricos son conocidos como
bases de Markov. El concepto de base de Markov de un modelo jerarquico es
hoy en dia uno de los més importantes de la estadistica algebraica, de hecho, es
éste el concepto con el que se pudo hacer la conexion con la geometria algebraica,
en el articulo de (Diaconis and Sturmfels 1998), estos resultados empezaron de
manera practica con la estadistica algebraica.

Se consideran n variables aleatorias X7, ...., X;, que tomen valores en [d1], ..., [d},]
respectivamente, F' = {kq, ..., ks} C [n] ordenado en forma ascendente y u una
tabla con entradas enteras de di X ... X dj,, se denota por ur a la tabla F-
marginal de u. Esta nueva tabla ug es una tabla de dj,, x ... x dj,_y dada por
la regla:

(ur)iy, iy, = Z W,..j,

.]kl :Y’kl 7"'7]/65 :st

Por ejemplo, si di = 2 y da,ds = 3 las siguientes dos tablas dan todos los
posibles valores de la tabla u, esto se hace asi por que u es una tabla de 2 x3x 3

uiil | uri2 | U113
up = | U121 | U122 | U123
ui31 | U132 | U133

U211 | U212 | U213
U2 = | U221 | U222 | U223
u231 | U232 | U233

En el caso de que F' = {2, 3} se tiene que:

Uil + U211 [ U112 + U212 | U113 + U213
Up = | U121 + U221 | U122 + U222 | U123 + U223
uj31 + U931 | U132 + U232 | U133 + U233

En el caso de que F' = {1, 3} se tiene que:
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ujj] +Uui21 + Ui3p | U112 + U122 + U132 | U113 + U123 + U133
U211 + U221 + U231 | U212 + U222 + U232 | U213 + U223 + U233

up

En el caso de que F' = {1, 2} se tiene que:

ujpi] +upre + Uuqrg | w21 + ug22 + W23 [ U131 + U132 + U133
U211 + U212 + U213 | U221 + U222 + U223 | U231 + U232 + U233

up

En el caso en que cuando F' = {1}:

ujl] + U121 + U131 + ug12 + U122 + U132 + U113 + U123 + U133
+ui11 +ug12 + U3 + w21 + U2 + 23 + U131 + U132 + U133
U211 + U221 + U231 + U212 + U222 + U232 + U213 + U223 + U233
+Uu211 + U212 + U213 + U221 + U222 + U223 + U231 + U232 + U233

up

Ahora sea A el conjunto de facetas de un complejo simplicial abstracto
sobre [n], st A = {F7y, ..., F,.} la matriz Ax computa las tablas Fy-marginales
con ¢ = 1,..,r para cualquier tabla u de d; X ... X d,, de la siguiente forma:

Apau = (up,...,up)

La siguiente es una definicién alternativa a la dada de base de Markov. Un
conjunto finito B en el Z-nicleo de Aa serd llamado base de Markov y se vera
que las nociones coinciden.

DEFINICION 2.1. Sea A una matriz de enteros de d por n. Un conjunto
finito B en el Z-niucleo de Aa es llamado una base de Markov si para
cualquier par de vectores de naturales u,v tales que Au = Av, eriste una
sucesion {m;}_, en B tal que v = u + 22:1 mi yu-+y l_im; >0 para
toda j = 1,...,1, donde que un vector sea positivo significa que todas sus
entradas los son.
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Los elementos de la base de Markov comtiinmente se les llaman movimientos.
La razon del nombre de base de Markov es por la siguiente aplicacion; dada
una tabla Aau y una base de Markov B para Aa es posible generar dibujos
aleatorios del conjunto de todas las tablas con entradas naturales que tengan las
mismas marginales que Aau. Esta caminata aleatoria se obtiene de acuerdo al
siguiente algoritmo, se genera un movimiento aleatoriom € B, siu+m > 0 se
reemplaza u con u 4+ m con cierta probabilidad de acuerdo a una distribucion
estacionaria, este proceso se repite hasta que la estacionariedad se alcanza.
Este procedimiento se puede usar para computar p-valores Monte Carlo para
inferencia condicional en tablas de contigencia.

Ahora la siguiente proposicion justifica el porque llamar una base de Markov
a un conjunto de vectores con entradas naturales en vez de un conjunto de
polinomios en varias variables. Para eso se hace saber que todo vector entero
m se puede escribir de forma tnica como u™ —u~ donde ambos vectores ut y
u~ tienen entradas naturales y soporte disjunto.

PROPOSICION 2.1. Sea A una matriz de enteros de d por n y B un
conjunto de vectores con entradas naturales. Entonces {7 —z™ | m € B}
es una base de Markov para el ideal torico 14 st y solo st =B es una base
de Markov para A.

Demostracion

Sean u y v vectores enteros tales que Au = Av entonces existen {wi}lzl
vectores con entradas naturales y {mi}lzl movimientos tales que:

Despejando se obtiene que:

+

l
Ty av(E™ —a™) =z
=1

De lo que se deduce por induccién sobre [ que u + Z§:1 m; = .
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Para el regreso, se recuerda que un conjunto generador del ideal torico es
{z" — 2" | Au = Av}, sean u un vector con entradas naturales y m un movi-
miento en B tal que u +m > 0 entonces:

_ —U—m" [ =m" —_mT _ —u—m= - _
T — Fu—m (:L,m —Fm ):xu_xu m-+m —{—JJU_'_m
:fu+m

Esto da la idea de como se hace en general, es decir, sean u,v vectores
enteros tales que Au = Av, entonces por hipotesis existe una familia {mi}ézl

tal que v = u + Zﬁ':l m;, se pone:

wy =u—mq
w2 =u—my +my

w3 =u—mg +mi+mg

wp=u—m; + g ™m;

Lo que implica que:

1=1

De aqui Z% — Z¥ est4 en el ideal generado por {Z™ — Z™ | m € B}, lo
que implica que genere el ideal torico I4. Es obvio que si m € B entonces
" e {z" — 2" | Au = Av} puesto que Am =0= A0. &
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Por el teorema de las bases de Hilbert todo conjunto generador tiene un
subconjunto finito generador asi que por la proposiciéon anterior siempre existen
las bases de Markov en el nuevo sentido.

Se dice que una base de Markov es minima si es un conjunto generador
minimo de un ideal toérico. Una base de Markov minima no neesariamente es
tinica, notesé que no tiene porque ser tnica esta base de Markov. Para tratar
este problema se considera:

DEFINICION 2.2. Sea A un matriz con entradas naturales de d por n,
la base de Markov universal de A denotada por U(A) es la union de todas
las bases de Markov minimas de A.

Ahora una serie de definiciones de caracter técnico.

DEFINICION 2.3. Sean u,v y w vectores enteros con u = v +w se dice
que ésta descomposicion de u es semiconforme si v < ut yw < u.
Una descomposicion semiconforme se dice que es graduada si ||v||1 < ||ul/1
y |lw|| < ||u|li. Sea A un matriz con entradas naturales de d por n, un
vector en el Z-nucleo de A se llama A-semiprimitivo st no existe una
descomposicion graduada semiconforme en elementos del nicleo.

DEFINICION 2.4. Sea A un matriz con entradas naturales de d por n y
A; la i-ésima columna de A para i =1,...,n. Si existe un vector w tal que
w'A; =1 para toda i =1, ...,n se dice que A es una matriz homogénea.

OBSERVACION 2.1. Se observa que cuando la matriz A es homogénea
entonces el ideal torico 14 es homogéneo, es decir, esta generado por po-
linomios cuyos monomios tienen el mismo grado.

Gracias a éstas definiciones se puede postular la siguiente proposicion:

PROPOSICION 2.2. Sea A un matriz homogénea con entradas naturales
de d por n. Entonces la base universal de Markov de A estd contenida en
el conjunto de vectores semiprimitivos de A.
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Demostracion

Sea u un vector A-semiprimitivo con descomposicion graduada semiconfor-
me u = v + w, entonces se tiene la siguiente identidad

jqu T ju+—v+ <j,1}+ o fv*) + iu*—uﬁ—(g—jw* . i,uf)

.. ot - ) ..
Lo que significa que % — " se puede expresar como combinacion de dos

. . _nt _ _apnt —an— _qt _
polinomios z¥ —z¥ y ¥ — " de menor grado por lo que z% — x" no
pertenece a una base de Markov minima. Hl

La siguiente es una proposicion que intenta dar el reciporoco de la anterior.

PROPOSICION 2.3. Sea A un matriz con entradas naturales de d por
n. Entonces el conjunto de vectores en el Z-nicleo de A que no tienen
una descomposicion semiconforme estda contenido en cada base de Markov
minima de A.

Demostracion

Sea u un vector en el Z-nicleo que no tenga una descomposicién semiconfor-
me y sea B una base de Markov miima de A tal que u no pertenezca. Entonces
existe una sucesion de movimientos {mi}ﬁ.:l en B tales que conectan a u™* y a

- l .., .
u”, pero esto da uw = my + ) ,_5 m; que es una descomposiciéon semiconforme
de u. W

3. Bases de Markov de Modelos Reducibles

Como se mencion6 anteriormente los modelos reducibles son de importancia
por que se pueden llevar a modelos més sencillos, ahora se tomaré un complejo
simplicial abstracto A y se verd como construir una base de Gobner para cuando
A es reducible. Como se mencion6 intuitivamente lo que se hara sera resolver el
problema para los modelos pequenos, es decir, si A tiene una descomposicion
en A1y Ao se encontraran bases de Grobner para A y para As. Esta técnica
fue propuesta por Hosten y Sullivan en el 2002 en su articulo Grobner bases
and polyhedral geometry of reducible and cyclic models.
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DEFINICION 3.1. Para un complejo simplicial abstracto A en [n] redu-
cible con Ay y Ag, al conjunto S C [n] tal que Ay N Ay =25 se le llama el
separador de |A1|\ S y |Az| \ S, donde |K| es el conjunto de vértices del
complejo simplicial abstracto K.

Para f € K[z] un monomio, si es de la forma f = xg,..xx, con K; =
(kj1, ..., kjn) para j = 1,...,t se le puede asociar una tabla 7" de ¢ por n, dada
por T;; = Kjj para todo ¢ = 1,...,t y para todo j = 1,...,n. Si una variable
esta elevada a la m-ésima potencia esta en el monomio entonces aparecera m
veces en la tabla T'. Por ejemplo, para el monomio xgggxgi12x1012110 Se tiene la
tabla:

000
011
T_l()l
110

Como las variables conmutan entre si, se tiene que dos tablas pueden re-
presentar al mismo monomio, esto es, el monomio pasado también se puede
escribir como xg11200021107101, €n este caso se tendria una nueva tabla T” que
seria:

T =

— - O O
O = O =
_ O O

Por esto se extiende el concepto de igualdad para tablas, en éste caso sera:
dos tablas Ty T" de n por t son iguales si existe una permutacion de los
renglones de 7' que lleven a T”.

Un binomio f € K|Z] se puede representar como la diferencia de tablas, por
ejemplo, Too0T01171017110 — 0010101007111, S¢ puede ver comor:

000 00 1
011 010
T_S_101_100
110 111
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Esta diferencia solo se representa, no se puede operar, ya que no son matrices
sino tablas. Se hace notar la diferencia ya que aunque se podria calcular la
diferencia se perderia la informacion de que monomio es.

Si se tiene u una di X ... X dj,, tabla de contingencia y T su tabla asociada,
F C [n] y up la F-marginal de u, entonces la tabla T' |z que representa up se
obtiene de eliminar las columnas de T' indicadas por F.

PROPOSICION 3.1. Sea f un binomio representado por T — T’ en la

notacion tabla. Entonces f estd en In siy solo si T |p=T' |p para cada
faceta F de A.

Demostracion

Se llaman u y v a las tablas de contingencia de Ty de T” respectivamente,
por lo visto anteriormente f € Ia siy sélo si Aau = AavV, esto es, si y solo
si para cada faceta F' de A las F-marginales de u y de v coinciden y por lo

observado anteriormente esto sucede si y solo si T' |p= T’ | para cada faceta
Fde A 1

PROPOSICION 3.2. Sea A un complejo simplicial abstracto con A =
{{1},{2}} que consiste de dos puntos aislados con d = (dy,d2). Entonces
el conjuntos de binomios de la forma

g2\ (u 7
2 J1 12 J2
con 0 <ip <1y <dy y0<j; <jo<ds, es una base de Grobner del
ideal Ipn con respecto al orden lexicogrdfico inverso.

Demostracion

Véase Grobner Bases and Convex Polytopes de B. Sturmfels
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DEFINICION 3.2. Sea A un complejo simplicial abstracto con exacta-
mente dos facetas Fi1 y Fy yd = (dy,...,dy). Sea S = F1 N Fy y se supone
que F1\S={1,....a}, S={a+1,..,b} y b\ S={b+1,..,n}. Se define
Quad(Fy, F») como el conjunto de los binomios de la forma:

qgu T S1\ _ [(q¢1 T S2
qQ T S2 Q@ T S1
donde q1,q2 € [di] X ... X [dq] con g1 # q2, 7 € [da1 — 1] X ... X [dp] ¥y
S1,892 € [db—i—l] X ... X [dn] con si 7§ S9.

PROPOSICION 3.3. Sea A un complejo simplicial abstracto con exacta-
mente dos facetas Fy y F». Entonces el conjunto Quad(Fy, F») es una base
de Grobner para In con respecto al orden lexico grafico.

Demostracion

Si S = 0 el modelo es equivalente al modelo de dos puntos aislados de
la proposicion anterior con A" = {{I},{I1}} con d’ = (d},d,) donde d} =
di...dg y dy = dgy1...dy, por lo cual se tiene el resultado. Si S # ) entonces
se pueden reordenar sus columnas y renglones de la matriz Ap para que se
una matriz diagonal por bloques con bloques idénticos. Las columnas de cada
bloque corresponden a las variables zx con K = (ky,...,k,) con kgt1, ..., kp
fijos y este tipo de matrices es el del modelo de dos puntos aislados, por lo que
se concluye que Quad(F1, Fy) es la union de bases Grobner para modelos de
dos puntos aislados que no comparten variables.

Ahora considérese el caso en el que A es un complejo simplicial abstracto
reducible con descomposicion (A1, Ag), A1 N Ay =25 A1{1,....a}, S = {a+
L..,0} y A = {b+1,...,n}. Se llamaran a A; y a As los subcomplejos
inducidos del complejo simplicial abstracto reducible A y se denotan por di y
ds las partes correspondientes de d con indices en |Aq| y |Asgl.

Se sabe que cualquier binomio en In es homogéneo, en particular esto se
puede seguir para los modelos en los que A es un complejo simplicial abstracto
descomponible en dos facetas por la proposicién anterior, dado que se tiene
una base de Grobner de binomios se sigue que todo binomio es multiplo de un
binomio de la base y por lo tanto homogéneo. Interpretando esto en la notacion
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de tabla, todo binomio f se puede escribir como diferencia de dos tablas del
mismo nimero de renglones, considerando que el binomio estd en Ia,:

/
dm Tm A Tm

Como S es una cara de A, Ay y Ao, las tablas correspondientes deben tener
las mismas S-marginales, por lo que se pueden permutar las columnas a modo
de que r; = 7 para i = 1,...,m, por lo cual en notacion tabla queda:

/
dm Tm 9n Tm

Esto se puede hacer también para el ideal Ia,. Si se considera H un sub-
conjunto de binomios de I, cualquier elemento f se puede escribir como se
describi6 anteriormente, se toma § = (81, ..., Sm) € [dp1] X ... X [dy] v se crea
un nuevo binomio fz dado por la tabla:

/
qaq 71 S 4 T1 Sm

/
dm Tm Sm 9n T™m Sm

A continuacion se define Ezt(H, Iﬁl) como el conjunto de todos los f5 donde
f € Ia, es un binomio y § € [dp11] X ... X [dp]. De manera analoga se define

Ext(H, IﬁQ) para H un conjunto de binomios en Ia,, como el conjunto de
todos los fs donde f € Ia, es un binomio y § € [d1] X ... X [dg].

PROPOSICION 3.4. Sean A un complejo simplicial abstracto reducible
con descomposicion (A1, S, Ag9), H un conjunto de binomios en In, y H' un

congunto de binomios en In,. Entonces Ext(H, Iﬁl) C IA y Ext(H', I§2) C
IA.

Demostracion

Solo basta con demostrar un caso, el otro es anélogo. Sea f € Ext(H, ]ﬁl)
por lo que f = T — T’, para que f € Ip basta ver que las F-marginales de



3. BASES DE MARKOV DE MODELOS REDUCIBLES 42

T v T' son iguales para cada faceta I’ del complejos simplicial abstracto A, o
lo que es equivalente f|p = 0 para cada faceta F' de A. Por como es A, cada
una de sus facetas ésta en Ay 6 en Ag (no en ambos). Sea F' una faceta del
complejo simplicial abstracto A. Si F' € Ay, entonces f|r = (f|a,)|r y como
fla, € Ia,, se sigue que f|p = 0. De la misma forma si F' € Ag, entonces

flr=0.1

Se hace ver que tanto Ia, como Ia, se pueden considerar encajados en
anillos de polinomios mas peque<U-+FFFD>os, de hecho, se considerara el
anillo con la menor cantidad de indeterminadas, los cuales se denotaran por

K[f]l y K[i’]g

PROPOSICION 3.5. Sean <1 un orden monomial en K|[Z]1, <o un orden

monomial en K[Z|o y < un orden monomial en K[z]. Entonces la relacion
<* dada por

T<T'={T[a =Ta yTla, <2 T'|a,
Tla, =TNa,  Tla, =Ta, yT' < T

es un orden monomial.

Demostracion

Sean T y T’ tablas, éstas caen en alguno de los tres casos, ya que lo peor
que podria pasar serfa que las dos restricciones fuesen iguales, por lo cual se
compararian con respecto en < que es un orden total. Es facil ver que el 1 es
el menor elemento de <* por que <i, <9 y < son ordenes monomiales, por la

) | e . * !/ * 1/
misma razon preservan el producto. Para la transitividad, sean 7" <* T" <* T'
tablas. Se tienen los siguientes casos:

n Si TIa, <1 T'a, vy T'|a, <1 T"|a,. Como <; es un orden monomial
entonces T'|a, < T"|a,. Por lo que T <* T”.

n SiTIa, <1 T Ay Ta, =T A, y T'|a, <2 T"|A,. Entonces T'|a, <1
T"|a,, por lo que T <* T".
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n SiT|A, <1 T/‘Ap T/|A1 = T”‘Av T’|A2 = T”|A2 y T < T". Entonces
T'|a, <1 T"|a,, por lo que T <* T".

» Si T|a, = T'ay, Tla, <2 T'A, v T'|A, <1 T"|a,- Entonces T'|a, <1
T"|a, de donde T <* T".

= Si Tla, = T'a, Tla, <2 T'\a,, T'la, = T A, vy T'a, <2 T"|a,-
Entonces T|a, = T"|a, v T|a, <2 T"|a, de donde T <* T".

» Si Tla, = T'ay, Tla, <2 T'a, > T'a, = T"a, T'a, = TVA, y
T' < T". Entonces T|n, =T"|a, y T|a, <2 T"|a, de donde T <* T".

= Si T|A1 = T/‘Al, T’A2 = T’|A2, T < T y T’|A1 <1 T//|A1' Entonces
T\, <T"|a, de aqui T < T".

= Si T|a, = T'ays Tla, = T'a,, T < T, T'a, = T"a, y T, <2
T"|a,. Entonces T|a, = T"|a, v T|a, <2 T"|a, de aqui T < T".

« SiTla, =T |a, Tla, = T'a,, T < T, T'a, = T"a,, T'a, = T"|a,
y T" < T". Entonces T|an, = T"|a,, Tla, = T"|a, y T < T" de aqui
T<*T"

Por lo tanto el orden es transitivo. Il

PROPOSICION 3.6. Sean G base de Gréobner de In, con respecto a un
orden monomial <1 y G base de Grébner de In, con respecto a un orden
monomial <o y sea < el orden lexicogrdafico en Quad(Fy, F»). Entonces
el conjunto G = Ea:t(Gl,Iﬁl) U Eazt(Gg,I§2) U Quad(F1, F») es una base
de Grébner para In con respecto al orden monomial <* descrito en la
proposicion pasada.

Demostracion

El camino de la demostracion es lograr ver que para cualquier monomio
f =T —T € Ix con término principal T con respecto a <* (esto se hace
sin pérdida de generalidad ya que si T' no es el término principal lo es T y la
demostracion se hace anéloga), existe g € G con término principal que divide
aT. Se ve a f en notacion tabla como:
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f=T-T={(: : |-

d9m Tm Sm 9n T™m Sm
La demostracion va por casos.

Primer caso si T'|a, # T"|a,- Esto implica que el término principal de f|a,
con respecto a <1 es T|a,, ya que en caso de no serlo lo serfa 7"|a, lo que
implicarfa que 7" es el término principal en f respecto a <*. Como G7 es
una base de Grobner para Ia, con respecto a <j, existe g € G cuyo término
principal respecto a <; divide a T'|a,. Después de reordenar los renglones de f
(esto se hace solo para quitar los tltimos m — ¢ renglones y no andar quitando

renglones intermedios) , se puede poner a g de la siguiente forma en notacion
tabla:

q 71 C]i’ 1

1/
qi T q; Ti

con U el término principal. Entonces el binomio:

q 71 S1 q/f 1 S1

/!
qi Ti Si q; Ti Si

pertenece a Ext(Gy, Iﬁl) y tiene término principal V' que divide a T

El segundo caso es cuando T'|a, = T'|a, v T|a, # T’|a,, pero es analogo
al que se acaba de mostrar. El tercer y dltimo caso es cuando T'|a, = T'|a, ¥
T|a, = T'|a,. Entonces f no solo pertenece a Ia si no también a Ia- donde
A* es el complejo simplicial abstracto con exactamente dos facetas Fy y Fb.
Pero Quad(F1, F») es una base de Grobner para Ia- por lo que T es divisible
por el término principal de algin binomio de Quad(F1, F»). Por lo tanto G es
una base de Grobner para Ia con respecto a <*.
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COROLARIO 3.1. Sean Hi un conjunto de binomios que genera In, y Ho
un conjunto de binomios que genera a Ia,. Entonces H = Ext(Hl,Iﬁl) U
Eaxt(Hs, I5?) U Quad(Fy, Fy).

COROLARIO 3.2. Sean ny el grado maximo de un generador minimo en
In, y no el grado mdximo de un generador maximo en Ia,. Entonces el
grado maximo n de un generado minimo es n = max{2,ni,na}.

Demostracion

La demostracion se sigue de que Ext preserva el grado de los polinomios. l

COROLARIO 3.3. Sea A un complejo simplicial abstracto descomponi-
ble. Entonces Ia tiene tiene una base de Markov que consiste en binomios
de grado dos.

Demostracion

La demostraciéon se hace por inducciéon en el nimero de facetas de A. Si A
tiene una faceta, el ideal Ia es el ideal cero. Si A tiene dos facetas Fi y Fb
el ideal I esta generado por Quad(Fy, F») que consiste de binomios de grado
dos. Sino, A es reducible y por hipotesis de induccion sobre Ia, e Ia, (ya que
ambas tienen menos facetas) y aplicando el corolario anterior I tiene una base
de Markov de binomios de grado dos. Il

4. Un Ejemplo de Modelos Reducibles

Se considera el simplejo simplicial abstracto dado por las facetas A =
{{1,2},{1,3}, {2,3},{2,4},{3,4}} yd = (2,2, 2,2). El complejo es reducible
con descomposicion A = {{1,2},{1,3},{2,3}} y A2 = {{2,3},{2,4},{3,4}}.
Ahora Ay y As son el modelo de un tres ciclos y se observd anteriormente su
ideal torico es un ideal ciclico. Que de hecho es generado por el polinomio que
en notacion tabla es:

_ -0 O

_— O = O

O = = O
|

_ =0 O

_ O = O

_ o O =
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Si se le aplica el Ext al conjunto unitario {T' — T"}, entonces Fxt({T —
T'}, ]ﬁl) consiste de dieciséis elementos cuya forma en notaciéon tabla es:

000 r 001 r
01 1 r 010 r
101 (100 s
110y 111y

donde r1,r9,r3,74 = 0,1. De manera analoga Fxt({T — 1"}, ]ﬁQ) también
costa de dieciséis elementos que en notaciéon tabla son:

rr 000 rr 0 01

;o 7"2011_7“2010
r=1-= r3 1 0 1 r3 1 0 0
rgy 1 10 rgy 1 1 1

donde r1, 79,713,714 = 0, 1. Por tltimo se observa que Quad({1,2,3},{2, 3,4})
consiste de cuatro binomios de la forma (en notacion tabla):

07’17"20_07“17’21
1 1 rm 1 1 r1 7o O

con r1,r7o = 0,1. La unién de estos tres conjuntos como es una base de
Grobner de 1A, aunque no necesariamente es una base reducida.
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Aplicaciones

En este capitulo se presentan algunas aplicaciones. Se considera la siguiente
informacion, que es el mes nacimiento con respecto al mes de muerte de 82
descendientes de la Reina Victoria, la tabla se puede encontrar en (Andrews
and Herzberg, 1985).

Relaciéon entre fecha de nacimiento y fecha de muerte
Mes de Mes de muerte
nacimiento | Ene Feb Mar Abr May Jun Jul Ago Sep Oct Nov Dic | Total
Ene 1 0 0 0 1 2 0 0 1 0 1 0 6
Feb 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 2 5
Mar 1 0 0 0 2 1 0 0 0 0 0 1 5
Abr 3 0 2 0 0 0 1 0 1 3 1 1 12
May 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 12
Jun 2 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 3
Jul 2 0 2 1 0 0 0 0 1 1 1 2 10
Ago 0 0 0 3 0 0 1 0 0 1 0 2 7
Sep 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 3
Oct 1 1 0 2 0 0 1 0 0 1 1 0 7
Nov 0 1 1 1 2 0 0 2 0 1 1 0 9
Dic 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 3
Total 13 4 7 10 8 4 5 3 4 9 7 8 82

1. La prueba y? de Pearson

La prueba y? de Pearson tiene dos usos principales, el primero es como
prueba de bondad de ajuste y el segundo como prueba de independencia. En
este caso el segundo uso es el que interesa.

a7
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Se empieza por por considerar una tabla de contingencia de r X c. La entrada
ij que tiene la frecuencia observada se denota porn;;con1 <i <ryl <j<ec.

. . o, . P C : :
Para indicar la suma del 7-ésimo renglén se usa n;4 := ijl n;j. Para indicar

r

la suma de la j-ésima columna se usa n4; := » ., n;;. Para indicar el total

de observaciones se usa N = Y i njt = D 5 4.

La probabilidad de pertencer a la clase 75 se denota por p;;. Obviamente, esto
lleva a que la frecuencia esperada de la clase i7, I}, sea Np;;. Bajo el supuesto
de que las frecuencias observadas siguen una distribucién multinomial. Para
hacer la notacion intuitiva, p,; es la probabilidad de pertenecer a la clase j y
pi+ es la probabilidad de pertencer a la clase 1.

Que la variable aleatoria representada por las clases de las columnas sea
independiente de la variable aleatoria representada por los renglones, quiere
decir, que numéricamente se tiene p;; = p;1py; para toda 1 < i < r y para
toda 1 < j < c¢. Aunque hay que recordar que estas probabilidades son desco-
nocidas se pueden estimar a partir de sus frecuencias y su mejores estimadores

(estimadores maximos versimiles) que estén dados por pjj = 32, Diy = Sy

A~ _’I’L+-
P+j =N

La estimacion de p;4 y de py; permite evaluar la frecuencia esperada de la
clase ij. Esta estd dada por Ej; = Npjypy; = —=+L. Como es de esperar-
se, aunque las variables sean independientes no tiene por que cumplirse que
Dij = Di+P+j, pues son solo estimaciones y no tienen que coincidir con las pro-
babilidades reales. Por otro lado, en caso de ser independientes las variables
la frecuencia estimada y la frecuencia observada solo debe diferir por errores
de aleatoriedad. Por lo mismo, en caso de no ser independientes, la diferencia

antes mencionada se esperard que sea grande.
En 1904, Pearson propone como prueba de independencia de una tabla de

contingencia el uso del estadistico:

T Cc

i — ;)2
X2:ZZ( JEiE])

i=1 j=1 J

Como es de esperarse la hipotesis nula Hy es:

Pij = Pi+P+j
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Se quiere un metodo para poder decidir para qué valores de y? se debe
aceptar Hy y para cudles valores se debe rechazar Hy. El metodo se basa en
deducir una distribucion de probabilidad para x? bajo el supuesto de que las
variables son independientes. La aceptacion o el rechazo de Hy estd basado en
la probabilidad de obtener el valor x2, para valores con baja probabilidad se
rechazard Hgy y para los otros se aceptara. En general, baja probabilidad se
toma como 0.05 0 0.01, y este numero se le llama, el valor de significancia de la
prueba.

Bajo el supuesto de que las frecuencias observadas tienen distribucion mul-
tinomial y que las frecuencias esperadas no son muy pequeilas, el estadistico y?
tiene distribucion aproximada ji cuadrada. Asi, es posible una prueba a la hi-
potesis de independencia al comparar los valores del estadistico x? y los valores
de la distribucion ji cuadrada.

El supuesto de que las frecuencias esperadas no sean muy pequenas se enun-
cia matematicamente como que el valor minimo en cada celda es 5. En el ejem-
plo presentado este supuesto es violado gravemente, no hay celda que tenga
valor al menos de 5 o més. Si se hace una comparacion entre la distribucion
por permutaciones del estadistico ji cuadrada contra la distribucién de la ji
cuadrada se puede ver que no es una buena aproximaciéon como muestra la
grafica. La probabilidad muestral de que x? < 115.6 es 0.3208 contra 0.3775.
Por lo que el metodo no se puede utilizar, para esto hay que proponer un nuevo
metodo.

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

100 150 200

Para desarrollar este nuevo metodo, se considera generar aleatoriamente una
tabla de contigencia con suma de renglones fija y con suma de columnas fija.
Para dos enteros positivos I y J, se toman dos vectores de enteros positivos
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r=(ry,...,r7) yc=(cy,...,cy). Se pone F(r,c) como el conjunto de todas
las tablas de contingencia de I por J con suma de renglones r y con suma de
columnas c. Si se pone N = Zle ci = z;le ri, para X € F(r,c), se tiene:

[T (x,7x,)

(r2r,)

la distribucién hipergeométrica en F(r,c). Esta resulta ser la distribucion
condicional de la informacion dado el estadistico suficiente para el modelo cla-
sico de independencia.

H(X) =

Se puede usar un método Monte Carlo para generar desde H como sigue: Si
X es una tabla de contingencia que esta en F(r, c), se pueden elegir una pareja
de columnas y una pareja de renglones. Estas se intesectan en 4 entradas y se
modifica X de forma aleatoria como:

+ - = + .
_ Lo, _con probabilidad 5 cada una

Sumando o restando 1 segtn sea el caso. Por la forma que se hace no se
cambia la suma de las columnas ni la suma de los renglones. Si en un paso
del proceso alguna entrada resulta negativa entonces se ignora y se repite.
Esto resulta una cadena de Markov en F(r,c). Esto es una forma de hacer
el algoritmo de Metropolis, y como es usual la cadena resultante es conexa,
aperiodica y reversible con distribucion estacionaria H. En la simulacion de esta,
cadena en la tabla de contingencia de nacimiento y muerte de los descendientes
de la reina Victoria, se puede ejecutar la cadena con una longitud de 1, 000, 000
en 707.18 segundos. En general este metodo es muy eficiente a comparacion de
otros en 2-tablas de contingencia, pero para k-tablas de contingencia con k& > 3
parece ser el tinico.

Lo anterior puede hacerse de forma més general, sea H un conjunto finito.
Se considera la familia exponencial,



4. LA PRUEBA x? DE PEARSON 51

donde # € RY Z(0) es una constante normalizante y 7: H — N7\
{(0,...,0)} una funcion, aqui los naturales empiezan desde cero.

Si X1,..., Xy son variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas, de lo anterior el estadistico t = T'(X1) + --- + T(X ) es suficiente
para 6, esto se sigue del teorema de factorizacion de Fisher-Neyman.

Sea

Vi={(zx1,...,an) € H | T(x1) 4 -+ T(xy) =t}

Bajo la familia exponencial descrita anteriormente la ley de X7, ... X,, dado
t se distribuye uniforme sobre ). Evidemente es un problema enumerar los
elementos de ); de manera efectiva o hacer un muestreo de la distribucion
uniforme de ;.

Este problema, usualmente, se plantea en términos de la distribucion hiper-
geométrica como sigue: se escribe

N N
t=>Y T(X;)) =) G@)T(x)
1=1 =1

donde G(z) = |{i = 1...N | X; = x}|. La funcion G resulta ser un
estadistico suficiente para cualquier informacion independiente e identicamente
distribuida. Se define el conjunto de todos los conjuntos de informacién con
estadistico suficiente dado como:

Fi={f+H—N|) f@)7T(x)=t}

Como T'(z) no es cero para todo x, siempre se puede encontrar un conjunto
de informacion con ¢ suficiente. Claramente, F; es finito y no vacio. La imagen
de la distribucion uniforme en ) bajo la funcion que va de )y a F; es llamada
la distribucion hipergeométrica, dada por:

N! 1
1 =yl 7
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para toda f € F;. Por lo que el problema se reduce a hacer muestreo de Hy
en J;, dado t.

Las tablas de contingencia son el caso particular H = {(i,j) | 1 < i <
I,1 < j < J}. El modelo usual de independencia para tablas de contingencia
es T(i,7) € N'*7_un vector de longitud I + .J con dos entradas igual a 1 y el
resto igual a 0. Las entradas que son 1, estan en ¢ de las primeras I entradas y
en j de las ultimas J entradas. El estadistico suficiente ¢ contiene la suma de las
columnas y la suma de los renglones de la tabla de contingencia asociada con
N observaciones. El conjunto F; resulta ser todas las tablas de contingencia de
I por J con esa suma de renglones y con esa suma de columnas.

2. Cadenas de Markov

Una base de Markov es un conjunto de funciones fi,..., fr: H — Z tales
que:

> file)T(z)=0, 1<i<L

re€H

y para todo t y f, f' € F; existen (e, fi,) ..., (e, fi,) con e; = £1 tales
que,

A
fl=F+> €
=1

a
4> 6fi, >0, 1<a<A
j=1

Este nuevo concepto de base de Markov es el mismo que el que ya se habia
presentado. Las bases de Markov son importantes porque permiten construir
cadenas de Markov.

Para f € Fi, se eligen [ uniformemente de entre {1,..., L} y € de entre
{—=1,1}. Si f + efr > 0 la cadena se mueve ahi, en otro caso, permanece en
f. La primera propiedad de ser base de Markov asegura que f + €f; € F;. La
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segunda propiedad de ser base de Markov asegura que la cadena de Markov es
conexa. La cadena se modifica para tener una distribuciéon H;y con una muestra
con distribucion Bernoulli 1/2 para hacer otro paso en el proceso Metropolis.

LEMA 2.1. Sea o una funcion positiva en F; y una base de Markov
fi,-.., fr- Se genera la cadena de Markov eligiendo I uniformemente entre
{1,...,L} y e = & con probabilidad 1/2. Si la cadena esta en g € Fy y
g+ fre es no negativo, se mueve a g+ fre con probabilidad

J(g + f[e) 1}

min{ e

La cadena resulta ser conexa, reversible y aperiodica con distribucion
proporcional a o.

Un ejemplo muy ttil de funciones en JF; consiste en elegir una familia de
funciones {w;: N — R*},cqp. Para g € Fy, se pone 0(g) = [[,csy wa(9(2)).
Por ejemplo, si w;(a) = % con 0 < 0, <1, de aqui o resulta ser la distribucion
hipergeométrica multiple. Cuando 6, = 1 para toda © € H, o resulta ser la
distribucion hipergeométrica mencionada usual.

A continuacién se toma el siguiente ejemplo de una tabla de contingencia
de 4 por 4 (Snell 1974).

Relacion entre color de cabello y color de ojos
Color de Color de Cabello

Ojos Negros Castano Rojo Rubio | Total
Cafeé 68 119 26 7 220
Azul 20 84 17 94 215
Avellana | 15 54 14 10 93
Verde 5 29 14 16 64
Total 108 286 71 127 592

El estadistico ji cuadrada para esta tabla es 138.29 con 9 grados de libertad
para la distribucion ji cuadrada. Diaconis y Efron (1985) se interesaron en la
distribucion de x? bajo la hipotesis de que F; tiene distribuciéon uniforme, el
caso cuando 0 = 1. Bajo un trabajo largo y arduo determinaron una estimacion
de aproximadamente 18.31 % de las tablas que tienen la misma suma de colum-
nas y misma suma de renglones que la tabla anterior cumplen que x? < 138.29.
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Esto se hizo usando métodos asintéticos y metédos Monte Carlo. No se uso el
algoritmo Metropolis, solamente el procedimiento de sumar y restar descrito
anteriormente. Para saber el nimero total de estas tablas, se uso6 el trabajo de
Des Jardins donde se demostré que existen 1,225,914, 276,276, 768,514 con
esta suma de renglones y esta suma de columnas.

LEMA 2.2. Sea fi,... fr, una base de Markov en F;. Se genera una ca-
dena de Markov eligiendo I uniformemente entre {1,...,L}. Si la cadena
estd en g € Fy, se determian el conjunto de todos los enteros j tales que
g+ 7f1 € Ft. Se elige j de este conjunto con probabilidad proporcional a

1
11 T
oo, @) +ifr@)]!
con C; = {x | fi(x) # 0}. Entonces la cadena resulta ser conexa,
reversible, aperiodica en F; con distribucion estacionaria Hy.

El algoritmo de este lema se puede usar para medidas generales remplazan-

do el denominador por H:zeCI a(g(a:)ij ) Este algoritmo toma pasos mas

grandes que los descritos en el algoritmo anterior.

3. Tasa de convergencia

Las cadenas de Markov descritas en la secciéon pasada pueden tardar de
converger a su distribucion estacionaria. Hay una teoria general para calcular
la tasa de convergencia de estas cadenas. Para este tipo de cadenas, la teoria dice
que se necesita un total 42 pasos para garantizar la convergencia en variacion
total. Aqui v es el didmetro de la grafica inducida, que tiene por vértices los
puntos el espacio de estados, en este caso, F; y vértices de f a g si g se puede
alcanzar desde f en un paso.

TEOREMA 3.1 (Diaconis). Para I y J enteros positivos, r = (r1,...,77)
yc=(c1,...,c5) cony ;c;j=),;ri=N. Sea F(r,c) el conjunto de todas
las tablas de contingencia de I por J con suma de renglones r y con suma
de columnas c. Sea U la distribucion uniforme en F(r,c). Sea K(x,y)
la caminata inducida por £F los movimientos descritos anteriormente.
Entonces:
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IKF —Ullpy < Aje ¢

para k = cy? y ¢ > 0. Aqui x € F(r,c) es cualquier estado inicial 5
A1, Ay son constantes explicitas que dependen de I y J y no der yc. Mas
aun, v el diametro de la grafica cumple v < % Conversamente, existe

xr € F(r,c) y existen constantes Az, Ay como antes que satisfacen:

IKF —U|lpy < Age©

para k = c¢vy?.

El teorema muestra que son suficientes y necesarios 72 pasos para conseguir
la estacionariedad. Las constantes A; crecen de forma exponencial, poniendo
D = 1J, las A; son aproximadamente (%)% Para tablas pequenas, como la
tabla de color de cabello y color de ojos, resulta una tasa razonable, para esta

se necesitan alrededor de 100,000 pasos.

4. No interaccion en tres factores

Hasta ahora los ejemplos tenfan solamente 2-tablas. Ahora se veran n-tablas
para n mayor o igual a tres. Sean NV objetos clasificados en tres categorias con
I,J y K niveles, respectivamente. La probabilidad de un objeto de pertencer
a la categoria (7,7,k) es p;j;. La no inetraccion en tres factores especifica log
momios constante:

P111Pij1  P11kPijk
Pi11P1j1 PilkP1jk

2<i<I[,2<j<J2<k<K.

La suma de las lineas son estadisticos suficientes para este modelo. Si se
denota la entradas de la tabla como N;ji, la suma de las lineas se denotaran

I J

como Nyjg, Niyg v Nij+ donde Nyjp = > i Niji, Nivk = D51 Nig v
K

Nij+ = > k=1 Nij-
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4.1. Ejemplo En 1978 Haberman tomé datos de 1972 del centro nacio-
nal de investigacion de opinién con respecto a la postura entre cristianos blancos
hacia el aborto. La informacién se puede ver como una tabla de 3 x 3 x 3. La
primer variable es el tipo de cristiano: protestante norteno, protestante sureno
o catolico. La segunda es la educacion: baja ( menos de 9 anos), media (de 9 a
12 anos) y alta (méas de 12 anos). La tercer variable es la actitud hacia el abor-
to no terapéutico: positivo, mezclada y negativa. La informacion es procesada
como una muestra aleatoria de tamano 1,055 de Estados Unidos de 1972.

Protestantes Nortenos

Positivo Mezclada Negativa

Baja 9 16 41
Media 85 52 105
Alta 7 30 38

Protestantes Surenos

Positivo Mezclada Negativa

Baja 8 8 46
Media 35 29 54
Alta 37 15 22
Catolicos

Positivo Mezclada Negativa

Baja 11 14 38
Media 47 35 115
Alta 25 21 42

El estimador méximo verosimil de las entradas de las celdas segin el mo-
delo de no interaccion en tres factores encontrado por adecuaciéon proporcional
iterativa es

Protestantes Nortenos
Positivo Mezclada Negativa
Baja 12.01 14.43 39.58
Media 85.75 52.51 103.8
Alta 73.24 31.06 40.66
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Protestantes Surenos

Positivo Mezclada Negativa
Baja 9.44 12.25 40.27
Media 36.55 24.17 57.27
Alta 34.01 15.58 24.45

Catolicos

Positivo Mezclada Negativa
Baja 6.55 11.32 45.13
Media 44.68 39.32 113.0
Alta 31.77 19.36 36.87

El estadistico ji cuadrada para bondad de ajuste es 13.37. Las usuales asinto-
tas para esta distribucion ji cuadrada le da 8 grados de libertad. Para calibrar
las asintotas se corre una caminata aleatoria como la descrita anteriormente
para obtener una muestra hipergeométrica con la suma de las lineas. La cami-
nata tendré 110 movimientos. Se concluye que el algoritmo corre fécil y bien,
la aproximacion de la ji cuadrada se ve bien y el modelos de no interaccion en
tres factores encaja con los datos.

5. Modelos log-lineales

Los modelos log-lineales son modelos para tablas de contingencia. El con-
junto de indices es J€ = H,yer I con I' corriendo en las categorias e I, los
valores de la categoria . Sea p(x) la probabilidad de caer en la celda z € 72Z.
El modelo log-lineal se puede definir poniendo:

log(p(@)) = 3 dula)

aClIl

La suma corre sobre todos los subconjuntos de I' y la notacion ¢, sélo depen-
de de x por las coordenadas en a. Por lo que ¢y es una constante. Determinando
que clase de conjuntos ¢, = 0 se puede determinar el modelo.

Los modelos jerarquicos de Goodman (Goodman 1970, Haberman 1978,
Darroch, Lauritzen y Speed 1980 ) empiezan con una clase ¢ de subconjuntos
de I' que cumpla que para todo a,b C I', si a C b o b C a entonces a = b.
Un modelos jerarquico es definido poniendo ¢, = 0 al menos de que exista
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c € € tal que a C c. Por ejemplo si I' = {a,b,c} y € = {(a,b), (b,¢), (a,c)}
se obtiene el modelo no interaccion en tres factores.

El estadistico suficiente para un modelo jerarquico es {N(i¢)}ece con i, €
'y N(ic) la suma sobre todos los x que coinciden con i. en las coordenadas
deteminadas por ¢, es decir, por la proyeccion en c.

Los modelos jerarquicos tienen un tnico estimador méximo verosimil que
puede ser computado efectivamente usando el metodo de Newton-Raphson o
el método de adecuacion proporcional iterativa. Esto lleva a estimar pg(x). Si
¢ C Z son dos clases generadoras entonces una prueba exacta para suficiencia
del modelos & dentro de Z se puede basar en la distribucion condicional bajo
¢ del estadistico ji cuadrada.

(Npg(x) — Npgy(x))?
Z Npg(x)

5.1. Modelos graficos Los modelos graficos son una subclase de los
modelos jerarquicos que se obtienen de una grafica con vértices I' y aristas . La
clase generadora & es el conjunto de camarillas de la grafica. Estos modelos son
caracterizados por propiedades de independencia condicional: para a,b,c € T,
las variables a y b son condicionalmente independientes si y s6lo si cualquier
camino de a a b tiene que pasar por c. Por ejemplo para tres vértices se tienen
los siguientes modelos graficos:

Completa Independencia
1

Modelo p;

Dit+P+j+P++k

Estadistico Suficiente

Nit4, Nyj, Nyt
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Una Variable Independiente
1

Modelo p;

Pi++DP+jk

Estadistico Suficiente

Nit+, Ny ji
Independencia Condicional
1
3 2
Modelo p;

PitkD+jk
Pi+k

Estadistico Suficiente

Nivk, Nyjk

El modelo de no interaccion en tres factores es el modelo jerdrquico més
sencillo que no es un modelo grafico. Una subclase amigable de los modelos
gréaficos son los modelos descomponibles. Estos surgen de graficas para las cua-
les cualquier ciclo de longitud 4 tiene una cuerda. Los modelos descomponibles
permiten una forma cerrada del estimador maximo verosimil y algoritmos sim-
ples para la generacion de su distribucion hipergeométrica.



5)

Conclusiones

La estadistica algebraica es un gran avance en la estadistica desde un pun-
to de vista algebraico y computacional. Muchos de los modelos estadisticos se
limitan a un punto de vista del algebra lineal, esto es por razones computacio-
nales ya que aunque existen muchos modelos que estan basados en geometeria
diferencial o teoria de la medida cuando se intentan implementrar tienen seve-
ros problemas computacionales. Estos problemas computacionales van desde la
existencia de un algoritmo para la implementaciéon hasta la eficiencia de dichos
algoritmos. Por lo cual ha sido y continuan siendo lo més factible usar técnicas
que dependan del algebra lineal desde un punto de vista computacional.

La estadistica algebraica trae una nueva geometria como herramienta, que
tiene muchas bondades a nivel computacional. Aunque la definiciénde variedad
algebraica depende de un sistema de ecuaciones polinomial esto se puede llevar
a los algoritmos de algebra lineal y conservan una complejidad computacional
polinomial, aunque generalmente esta sea mayor.

En el caso de las tablas de contingencia la estadistica algebraica demuestra
ser muy original en sus métodos, ya que sirven para completar los métodos
de los modelos gréaficos que principalmente trabaja Lauritzen. En la tesis solo
se muestran dos ejemplos de aplicaciones dado que aplicaciones més fuertes
implicarfan un estudio mas profundo de un tercer tema como filogenética, que
es donde la estadistica algebraica se ha acomodado mejor a nivel de investiga-
cion aplicada. En el mundo los institutos que tienen investigacion en biologia
computacional suelen tener un estadista algebraico. Por otro lado, la importan-
cia de la estadistica algebraica es tal que ya hoy en dia que ya existe un revista
especializada solamente en el tema Journal of Algebraic Statistics.
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ANEXOS-Codigos en R

Aqui se presentan los codigos en R que se utilizaron.

Prueba Chi Cuadrada de Pearson

=82
> g=12

> n

0,1,2,0,0,1,0,1,0,

30)2’

o

0

o

0

o

> 0BS=matrix(c(1

=g)

, byrow=T,nrow

NSO oNNS OSSO
SHHO NS~~~
HOMHO A SO O
S S R K= RS RS SIS
SSigssssdsd

3
3
J
3
J
3

0
0
1
1
0
0
1
0
1
0
1
s

CSHO OSSO
CNO-H—"OO-HONOS
HO O HOHM AN~ O
SON—-ONSS O — —
SO0~ SO~ — —
HHNANNSS OO
+ + + + + + + + + + +

> x.obs=rowSum

> X.obs

[1] 6 5 51212 310 7 3 7 9 3

=colSums (0OBS)
0
> for(i in 1:12)4{

> y.obs
> q.obs

q.obs=q.obs+((0BS[i,j]-(x.obs[i]*y.obs[jl)/n)"2)/

((x.obs[i]*y.obs[j])/n)

for(j in 1:12)1{
}

+ + + +
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+ }
> q.obs

[1] 115.5596

Distribucion muestral del estadistico ji cuadrada contra la la
distribucion ji cuadrada

m=1000
F=0
n=200
J=0
for(a in 1:m){
S=sample(1:144,n,replace=TRUE)
X=matrix(1:144,ncol=12)*0
for(k in 1:144)4
j=((S[k]l-1)7%12)+1
i=((S[kl-j)/12)+1
X[i,jl=1+X[1i,j]
}

J[a]=sum(X)

y . obs=rowSums (X)
x.obs=colSums (X)
g.obs=0

for(r in 1:12)1
for(s in 1:12){
q.obs=q.obs+((X[r,s]-(x.obs[r]*y.obs[s])/n)"2)/
((x.obs[r]*y.obs[s])/n)

}
}
Fl[a]=q.obs
}
plot(ecdf (F),main = "",ylab="", col="red",pch=22)

=rchisq(m, 121)
lines(ecdf (H),col="blue")

VVV4++++++++++++++++++++VVVVY
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Cadena de Markov en tablas de contingencia Este codigo corre la
cadena de Markov descrita en la tabla de contingencia de los descendientes de
la Reina Victoria.

g=12

n=82
0BS=matrix(c(1,0,0,0,1,2,0,0,1,0,1,0,
1,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,2,
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-
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-

N\~ -

, byrow=T,nrow=g)
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“CDOHOCD“[\)[\)MQJH
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lﬂHOO“O“I\)OHI\)O
PHMHSDHOHOO
PMOHPOHHOM
POOOPOOHOH

X=0BS

m=1000

x=0

y=c(0,0)

z=c(0,0)

i=1

ptm <- proc.time()

while(i<= m){
x=rbinom(1,1,.5)

y=sample(1:12,2,FALSE)

z=sample(1:12,2,FALSE)

if(x==0 & X[y[1],z[2]]11=0 & X[y[2],z[11]1!=0 ){
X[y[1],z[111=X[y[1],z[1]]+1
X[y[1],z[2]1=X[y[1],z[2]]-1
X[y[2],z[111=X[y[2],z[1]]~1
X[y[2],z[211=X[y[2],z[2]]+1
i=i+1

+ +++++++++++VVVVVVVVEH++++++++++VVYV



V+ 4+ +++++ o+

if(x==1 & X[yl[1],z[1]]'=0 & X[y[2],z[2]]!=0 ){

+
}

ANEXO0S-CODIGOS EN R

X[yl[1],z[1]]1=X[y[1],z[1]]-1
X[yl[1],z[2]]1=X[y[1],z[2]]+1
X[yl[2],z[1]]1=X[y[2],z[1]]+1
X[yl[2],z[2]]1=X[y[2],z[2]]-1
i=i+1

proc.time() - ptm

user
0.22

system elapsed
0.00 0.22
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