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INTRODUCCION

OBJETIVOS GENERALES
1.-Mostrar de manera practica la obtencion de elementos mecanicos aplicando

los métodos de Analisis Estructural mas conocidos para la solucion de

problemas especificos propuestos de estructuras estaticamente indeterminadas

2.-Propiciar la comprension del método aplicado en cada caso y favorecer el
desarrollo de la intuicién mecanica’, de gran utilidad en el disefio conceptual
para proponer soluciones estructurales con criterio razonable, para alimentar
con parametros adecuados algun paquete de computo comercial y para

efectuar validaciones rapidas de los resultados proporcionados por el mismo.

3.-Ofrecer un material de apoyo para la asignatura de Analisis Estructural del

plan de estudios de la carrera de Ingenieria Civil.

OBJETIVOS PARTICULARES
1-Explicar la aplicacion de los métodos de analisis estructural listados en el

indice de este trabajo a ejercicios especificos.

2.-Presentar en forma detallada la aplicacién del método de analisis estructural
elegido en cada caso a problemas comunes de estructuras estaticamente

indeterminadas

3.-Fomentar la comprension en cada problema resuelto mediante explicaciones
breves paso a paso, intentando responder a los cuestionamientos “jcomo? y

¢ Por qué?” de cada calculo que se realiza.

1 . ez 7. ! . . . .. .
Intuicion Mecanica.-Habilidad que se adquiere con la experiencia para poder predecir intuitivamente
el comportamiento de una estructura.
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4.-Mostrar en la solucidén de algunos ejercicios la técnica usual para encontrar
las fuerzas cortantes a partir del conocimiento de todos los momentos de

extremo actuantes en la estructura.

JUSTIFICACION
Se eligié desarrollar este trabajo con pleno conocimiento de que actualmente

existe gran variedad de software y paquetes de computo que resuelven este
tipo de problemas clasicos, pero con frecuencia se suele poner mas enfoque a
la manipulacion de dicho software, que en la validacion de los resultados que
este arroje. La habilidad para interpretar y validar estos resultados depende de
los conocimientos en ingenieria estructural y la intuicibn mecanica que cada
uno tiene, y para desarrollar ésta, es sumamente importante en el area de
ingenieria estructural conocer los métodos para obtener los elementos
mecanicos de estructuras sometidas a carga, estos, la experiencia y el sentido
comun nos dan idea del comportamiento de cualquier estructura bajo distintas
condiciones de carga. De esta manera, se utilizaran los paquetes de computo
unicamente como herramientas para agilizar procesos de calculo, y en caso, de
incluso haber cometido un error al alimentar datos en un programa de
computadora, mediante la experiencia, la intuicion y un calculo rapido de
escritorio, es posible notar alguna incongruencia en los resultados, corregir y
retomar el proceso. Una ventaja importante del conocimiento de los métodos
de analisis estructural radica en que el Ingeniero se concientiza mas del
comportamiento estructural, evita la aplicacion de soluciones estructurales
riesgosas y obtiene mayor beneficio de los paquetes de computo comerciales.

Para utilizar las herramientas tecnoldgicas es necesario ser consiente de lo que
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se esta haciendo, pues al no tener el conocimiento necesario de estructuras al
manipular un software de analisis estructural, estariamos a ciegas con los
resultados que este arroje, seria el equivalente a utilizar una calculadora y no

saber aritmética.

INTRODUCCION
La necesidad de proteccion ante las inclemencias de los elementos naturales,

de los depredadores y también la de contar con espacios adecuados para
diversos propdsitos como reunién, ceremonial, culto, etc. ha sido un factor
comun en la historia de la humanidad, variando Unicamente a lo largo del
tiempo el nivel de sofisticacion de las soluciones adoptadas para satisfacer
dicha necesidad y otras como la de vialidad , abastecimiento de agua,
iluminacién nocturna, almacén de alimentos y desalojo de aguas residuales por

mencionar algunas.

En los origenes de la humanidad el hombre primitivo usé los espacios que la
naturaleza le brindaba, pero a medida que sus necesidades lo empujaron,
generd habilidades de construccion elementales al principio, que alimentadas
por milenios de aplicacion del mecanismo de "prueba y error’ primero y gracias
a la sistematizacion de esos conocimientos después, validados con técnicas
experimentales y analiticas desarrolladas e implementadas principalmente en
el ultimo milenio de nuestra era, se ha llegado hasta nuestros dias al estado
actual de conocimientos englobados en la Ingenieria Estructural, disciplina de

la ingenieria civil que se ocupa del analisis, disefo, construccion, supervision ,
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mantenimiento e intervencién de la parte estructural del sistema completo que

es el proyecto integral de las obras de ingenieria civil.

En el ambito de la ingenieria estructural, el Analisis Estructural es el proceso
que apoyandose en la mecanica (estatica y dinamica), las matematicas
aplicadas y el conocimiento del comportamiento de los materiales se encarga
de la obtencidn de los elementos mecanicos internos (fuerza normal, cortante,
flexion, torsion) que provocan las acciones externas impuestas en un modelo
analitico de la estructura real, como base para el disefio estructural de la

misma.

Los origenes de la Ingenieria Estructural se remontan a tiempos antes de
nuestra era, con Arquimedes (287-212 A.C.), que sent6 las bases de los

principios de la estatica y de la mecanica estructural.

Posteriormente, entre 1400 y 1600 D.C., Leonardo De Vinci inici6 el estudio
de la teoria estructural y la comprensién del comportamiento de los materiales,
considerandose a Galileo como el fundador de la Mecanica de Materiales y del

procedimiento de disefo por resistencia ultima.

Entre 1600 y 1800 se desarrollaron los principios que rigen la Teoria de la
Elasticidad con Hooke, Mariotte, los hermanos Bernoulli (Juan, Jacobo y
Daniel), Euler, Lagrange, Parent, Coulomb,quien da a conocer el primer
analisis elastico correcto de la flexién de vigas y Navier, que publica un libro
donde sistematiza el conocimiento de la Resistencia de Materiales. Se
considera a Coulomb y Navier como los fundadores de la Resistencia de

Materiales y del método de disefio elastico.
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De 1800 a 1900 se considera la "Edad de oro” de la Ingenieria Estructural, con
la sistematizacion y desarrollo de la Resistencia de Materiales y el Analisis
Estructural practicamente como lo conocemos hoy, por estudiosos tan notables
como:Lamé,SaintVenant,Clapeyrén,Rankine,Airy,Maxwell,Castigliano,Cul

mann, Mohr, Muller Breslau, y Engesser entre otros. El desarrollo de los
métodos energéticos aplicados al analisis estructural, el principio del trabajo

virtual y los desplazamientos virtuales surgieron en esa época.

De 1900 a la fecha se considera la Epoca Moderna de la Ingenieria
Estructural, caracterizada por la aparicion de libros de la teoria de la
elasticidad, teoria de la plasticidad, pandeo, placas, membranas y vibraciones.
En 1915 Maney publica el Método de pendiente-deformacion basandose en los
trabajos de Mohr, Castigliano y Clapeyrén. Se trata del planteamiento del
equilibrio de barras aplicando métodos energéticos pero despreciando la

deformacion por fuerza axial y fuerza cortante para simplificar la solucién.

En 1930, H. Cross publica el desarrollo de un método de distribucién de
momentos de aproximaciones sucesivas para resolver las ecuaciones de
pendiente-deformacién en forma practica, evitando la solucion formal del
sistema de ecuaciones lineales, de gran utilidad y aplicado ampliamente por
disefnadores de estructuras durante varias décadas hasta que los avances en
informatica lo han ido desplazando. Pocos afnos después que se conociera el
método de Cross, G. Kani di6 a conocer un nuevo procedimiento de
distribucion de momentos mediante aproximaciones sucesivas para la solucion
de las ecuaciones de pendiente-deformacion que también ha resultado una

herramienta de gran utilidad practica.
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Entre 1934 y 1938 se inicia el desarrollo del calculo matricial aplicado al
analisis estructural y estos métodos fueron adaptados en la década de los 50°s
por Turner, Clough y otros, tanto para el método clasico de Flexibilidades
como para el método clasico de Rigideces. Posteriormente, el Método General
de Rigideces di6 origen al Método de Elementos Finitos, impulsado por
Clough, Willson, Zienkiewics y Gallagher entre otros., que con el
advenimiento y desarrollo de las computadoras electronicas y los paquetes de
software ha sido posible implementar en la practica del analisis y disefio
estructural, pues se puede dar solucion a un gran numero de ecuaciones en
poco tiempo. En la actualidad los métodos matriciales aplicados al Analisis
Estructural con elementos finitos, basados en el método general de las
rigideces, los paquetes de computo y las computadoras electronicas cada vez
mas potentes son las herramientas de uso cotidiano para el Analisis

Estructural.

En el capitulo 1 de este trabajo se aplican los procedimientos usuales para
determinar el grado de hiperestaticidad de vigas, marcos planos y armaduras
planas. Se muestra también la aplicacion del principio del trabajo virtual para

obtener elementos mecanicos y desplazamientos en estructuras isostaticas.

En el capitulo 2 se muestra mediante ejemplos la aplicacion practica del
Método de Flexibilidades para vigas, marcos planos y armaduras planas. Lo
mismo se lleva a cabo en el capitulo 3 pero mostrando la aplicacion practica del
Método de Rigideces. El capitulo 4 se dedica a la aplicacion del método de
distribucion de momentos de H. Cross con varios ejemplos de vigas, y marcos
planos, incluyendo desplazamientos relativos de entrepiso. Se hace lo mismo

en el capitulo 5, pero aplicando el método de distribucion de momentos de G.
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Kani, con nudos fijos contra desplazamiento lateral y también considerando
desplazamientos relativos de entrepiso en marcos planos asimétricos en
geometria 6 cargas externas. El capitulo 6 se dedica a la exposicion practica de
algunos métodos aproximados para el analisis estructural de marcos planos
sujetos a cargas laterales como las originadas por sismo o viento, de gran
utilidad para efectuar comprobaciones rapidas aproximadas de los resultados
obtenidos con algun paquete de cémputo y descartar o identificar posibles

errores de proceso.

En todos los ejemplos resueltos en este trabajo se considera que la seccidn
transversal de las barras es constante, que estan construidas con un material
homogéneo, isétropo y linealmente elastico, donde es valido el principio de
superposiciéon de causas y efectos, ademas de que los vinculos entre barras y
entre barras y el sistema de apoyos se adapta a la idealizacién supuesta en el

modelo de analisis.

El estudio tridimensional de estructuras, la interaccion de marcos con muros de
cortante y la consideracién de seccion variable en las barras queda fuera del
alcance de este trabajo, donde se ha puesto énfasis en los aspectos practicos
de la obtencion de elementos mecanicos en estructuras comunes idealizadas
en un plano. Ademas, la fundamentaciéon teérica de los métodos de analisis
estructural aplicado debe consultarse en alguno de los tratados listados en la
bibliografia al final de este trabajo, pues en cada capitulo del mismo
unicamente se presentan los elementos necesarios para la solucion de los

ejemplos de aplicacion.



CAPITULO

ASPECTOS GENERALES

La experiencia es una guia que puede ser miscelanea, fragmentaria, poco
satisfactoria, a menudo de segunda mano, y muchas veces imprecisa, pero ningun

mgeniero deJ aria de tomar en cuenta su tremenda 1mp0rtan01a como testimonio.

Hardy Cross (Ingenieros y las torres de marfil)



Capitulo I Aspectos Generales

1.- ASPECTOS GENERALES

DEFINICION DE ESTRUCTURA
Una estructura puede concebirse como un conjunto de partes o componentes

gue se combinan en una forma ordenada para cumplir una funcién dada.

1.1 TIPOS DE ESTRUCTURAS

En la practica en ingenieria se pueden encontrar muchos tipos de estructuras.
Por ejemplo, existen puentes de distinto tipo, como apoyos sobre vigas
longitudinales, apoyados sobre una reticula de vigas, colgantes, atirantados,
con armaduras, etc. Existen bovedas de diversas caracteristicas, cilindricas,
con anillo central de compresién, con tirantes. Cascarones cilindricos o en
forma de paraboloide. Arcos de distintas formas. Vigas de un claro o continuas.
Marcos rigidos. Muros con cargas normales a su plano, como los de
contencion, o muros con cargas en su plano, como los utilizados en edificios
altos. Estructuras a base de cables colgantes. A veces se combinan dos o mas

de diversos tipos, como en edificios altos con marcos rigidos y muros.

Por considerar que son las formas estructurales mas comunes, en este trabajo
el analisis estructural se limita a solo tres tipos de estructuras: vigas de un solo
claro o varios claros, armaduras y marcos rigidos. Puede parecer un numero
muy limitado comparado con la gran variedad de estructuras que existen en la
realidad, sin embargo el objetivo principal es mostrar los principios

fundamentales del Analisis Estructural.

Practicamente todas las estructuras reales son tridimensionales. Algunas lo son
claramente, como una bdveda o un cascarén. Otras parecen planas, pero estan
ligadas a otras estructuras o a otros miembros perpendiculares a ellas, de tal

manera que trabajan en realidad en forma tridimensional. Por ejemplo, los

11
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edificios suelen tener dos sistemas de marcos rigidos perpendiculares entre si,
ligados por el sistema de piso. No obstante lo anterior, las estructuras pueden
dividirse, para fines de analisis, en estructuras mas sencillas que pueden
considerarse contenidas en un plano, o sea, estructuras planas. Por ejemplo,
los distintos marcos que constituyen un edificio, pueden separarse y analizar
cada uno por separado, lo cual resulta mas sencillo y permite obtener
resultados utiles (aunque menos precisos que los obtenidos con un analisis
tridimensional) para el disefio estructural. Las herramientas de cdémputo
disponibles, permiten en la actualidad analizar muchas estructuras en forma
tridimensional, lo cual se dificultaba notablemente cuando no se disponia de
ellas. Ademas, también se ha considerado que los principios fundamentales del
analisis estructural se pueden visualizar mejor en estructuras planas, razén por
la cual en este trabajo se consideran unicamente éstas (Gonzales Cuevas,
2007, p.14, 15).

1.2 CALCULO DEL GRADO DE INDETERMINACION

Existe una serie de métodos para determinar cuando una estructura es
estaticamente indeterminada, es decir, cuando el valor de las reacciones en los
apoyos, no lo podemos encontrar con los métodos clasicos utilizando las
ecuaciones de la estatica. Las estructuras indeterminadas pueden tener varios
grados de indeterminacion o grados de libertad, y por cada grado de
indeterminacion se requiere una ecuacion mas de compatibilidad de
deformaciones. La manera de calcular el grado de indeterminacién se muestra

a continuacién para vigas, marcos y armaduras planas.

12



Capitulo I Aspectos Generales

1.2.1 GRADO DE INDETERMINACION EN VIGAS
Para calcular el grado indeterminacion de vigas, se compara el numero de

reacciones en los apoyos con el numero de ecuaciones de equilibrio de la
estatica. Si ambos numeros son iguales, la viga es isostatica. Si el numero de
reacciones en los apoyos es mayor que el de ecuaciones de equilibrio, la viga
es hiperestatica de grado x, siendo x la diferencia entre ambos numeros. Si el
numero de reacciones en los apoyos es menor que el numero de ecuaciones
de equilibrio, la viga no puede mantenerse en equilibrio y se dice que es
inestable o hipostatica. Cuando en una viga dada se pueden establecer
ecuaciones de condicion por la presencia de articulaciones, el numero de estas
ecuaciones debe sumarse al de ecuaciones de equilibrio y comparar el
resultado con el numero de reacciones en los apoyos. Entonces, el grado de

indeterminacion es: r-(n+c)

Donde n es el numero de ecuaciones de equilibrio =3, ¢ es el numero de
ecuaciones de condicion y r el numero de reacciones de apoyo. Se pueden por

lo tanto presentar, de acuerdo a lo anterior, las siguientes situaciones:

Sir=n+c

La viga es estaticamente determinada (isostatica)

Si r>(n+c),

La viga es estaticamente indeterminada (hiperestatica)

Si r<(n+c),

La viga es inestable (hipostatica)

13
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Bajo condiciones especiales puede haber vigas que sean inestables aun
cuando se cumplan las condiciones r = (n + ¢) o, r > (n + c), esto sucede
cuando las estructuras presentan inestabilidad geométrica, la inestabilidad se
deriva de un numero insuficiente o de una disposicion inadecuada de los
apoyos. Por esta razon, las condiciones mencionadas son necesarias pero no

suficientes para la estabilidad de las vigas.

Ejemplo 1.1 Se muestra el céalculo del grado de indeterminacion de vigas con
diferentes condiciones de apoyo

r=3 Sir=n+c sust. 3=3+0
¢ n=3 3=3 por lo tanto la viga
c=0 es isostdtica.

L

r-(n+c)=3-(3+0)=0

r=4 Sir=n+c sust. 4=3+0
n=3 423 por lo tanto la viga
c=0 es indeterminada
de grado 1

r-(n+c)=4-(3+0)=1

r=6 Sir=n+c sust. 6=3+2
n=3 6>5 por lo tanto la viga
c=2 es indeterminada
de grado 1

r-(n+c)=6-(3+2)=1

14
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r=5 Sir=n+c sust. 5=3+0

¢ # # n=3  523+0 por lo tanto la viga

- ,ﬁ% /74%, f@, c=0 523 es indeterminada

¥ de grado 2

r-(n+c)=5-(3+0)=2

r=2 Sir=n+c sust. 2=3+0
¢ n=3 2<3+0 por lo tanto la viga
/@ c=0 253 es inestable de grado 1
T T r-(n+c)=2-(3+0)=-1

1.2.2 GRADO DE INDETERMINACION EN ARMADURAS PLANAS
En una armadura plana se tienen como incégnitas las componentes de

reaccion desconocidas y la fuerza interna en cada barra que conforma la
armadura, en tanto que las ecuaciones de equilibrio disponibles son 2 por cada

nudo incluyendo apoyos.

La formula utilizada para calcular el grado de indeterminaciéon en armaduras
planas se basa en la condicion de isostaticidad: r+b=2j, de donde el grado de

indeterminacion se obtiene como: r+b-2j

donde r representa el numero de reacciones en los apoyos, b representa el
numero de barras o miembros que conforman a la armadura y j el nimero de

nudos incluyendo los apoyos. Se pueden presentar las siguientes situaciones:

15
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Si r+b=2j, la armadura es isostatica

Si (r+b)>2j,la armadura es hiperestatica

Si (r+b)<2j, la armadura es inestable.

Es importante considerar que una armadura puede ser isostatica externamente
e hiperestatica internamente o viceversa. Desde luego, que tambien puede ser
hiperetatica tanto internamente como externamente. Cabe mencionar que las
ecuaciones anteriormente mostradas son validas para todos los casos e

indican, en su caso, el grado total de indeterminacién de la armadura plana.

Ejemplo 1.2 :Se muestra el calculo del grado de indeterminacion de armaduras
con diferente configuracion y diferentes condiciones de apoyo. En este ejemplo
se considera que las barras que se cruzan no se conectan en la interseccion

central, por lo que no se forma nudo en ese punto.

r=3  r+b=2j
b=9 3+9=2x6
—>§ j=6 12=12

Por lo tanto la armadura es

$> isostdtica
—
r+b-2j= 3+9-(2x6)=0

16
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r=4 r+b=2j Por lo tanto la armadura es
b=9 4+922x6 indeterminada externa_
j=6 13>12 mente de grado 1
r+b-2j=4+9-(2x6)=1

r=3 r+b=2j Por lo tanto la armadura
b=10 3+1022x6 esindeterminada inter_
j=6 13212 namente de grado 1
r+b-2j= 3+10-(2x6)=1

1.2.3 GRADO DE INDETERMINACION EN MARCOS PLANOS
En el caso de marcos planos se tienen como incégnitas una por cada

componente de reaccion desconocida y tres por cada barra que forma el

marco, en tanto que las ecuaciones de equilibrio disponibles son tres por cada

nudo y una ecuacion de condicién por cada articulacién, por lo que la condicion

de isostaticidad es: r+3m=3n+c y el grado de hiperestaticidad es: (r+3(m-n)-c)

Donde m es el niUmero de miembros en el marco, siendo 3m el numero total de

incognitas en los miembros,r es el numero de incognitas de reaccion, n el
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numero de nudos considerando apoyos y el numero total de ecuaciones de
equilibrio es 3n. Se denomina ¢ al numero de ecuaciones de condicion (una por

cada articulacion).

Si r+3m=3n+c

El marco es estaticamente determinado (isostatico).

Si r+3m > 3n+c

El marco es estaticamente indeterminado (hiperestatico).

Si r+3m < 3n+c

El marco es inestable (hipostatico)

Ejemplo 1.3.Se muestra el calculo del grado de indeterminacion de varios

marcos con diferentes condiciones de apoyo y distinta configuracion

r=5  5+3(6) > 3(6)+0
m=6 23>18
n=6 Por lo tanto el marco es estdtica_
c=0 mente indeterminado de grado 5.
el A
ol t r+3(m-n)-c = 5+3(6-6)-0= 5

18
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r=6 6+3(3)>3(4)+0

m=3 15>12
n=4 Por lo tanto el marco es estdtica_

c=0 mente indeterminada de grado 3.

v-i:f_ vxt:: r+3(m-n)-c = 6+3(3-4)-0=3
r=3 3+3(3)= 3(4)+0
m=3 12=12
n=4  Por lo tanto la estructura es isostdtica
c=0  r+3(m-n)-c=3+3(3-4)-0=0
e t

1.3. DEFORMACIONES EN ESTRUCTURAS ISOSTATICAS.

1.3.1 PRINCIPIO DEL TRABAJO VIRTUAL O DE LOS DESPLAZAMIENTOS

VIRTUALES
Este principio se trata basicamente de las deformaciones provocadas a partir

de las cargas a las que es sometida una estructura. Es importante conocer las
teorias de las deformaciones en estructuras, ya que los principales métodos
para el calculo de estructuras hiperestaticas se apoyan de estas, para obtener

las reacciones en los apoyos.

En el caso de un cuerpo rigido el principio del trabajo virtual establece que
si el cuerpo rigido esta en equilibrio, el trabajo total virtual de las fuerzas
externas que actuan sobre el cuerpo rigido es cero para cualquier

desplazamiento virtual del cuerpo, entendiendo como desplazamiento virtual
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una deformacion ficticia lineal o angular de magnitud unitaria en la direccion de

una fuerza o momento externo.

A continuacion se obtendran las reacciones de una viga isostatica
apoyandonos de sus deformaciones, por el método de los desplazamientos

virtuales.

Ejemplo 1.4 Se muestra la aplicacion del principio de los desplazamientos

virtuales para obtener las reacciones de una viga isostatica.

Para la solucién de este ejercicio se

2 Ton 3 Ton
B ¢ C realizaran 3 etapas
ﬂ% i

2m om mi{m;1Tm

A
correspondientes a cada apoyo, en
las cuales se considerara una

deformacion unitaria A, provocada por una fuerza que en cada caso sera

nuestra incognita.

Etapa 1

3 Ton Dado que el trabajo (W) es igual a

JA fuerza por distancia la ecuacion de

RC condicion es W=RcA - 3‘5] =0
ya que el principio del trabajo virtual indica que W debe ser igual a cero, en
este caso Rc es la fuerza incognita o reaccién en el apoyo C como se muestra
en el diagrama de cuerpo libre, A es la deflexion unitaria aplicada en el apoyo C
en esta etapa y 3 ton es la carga externa aplicada sobre la estructura en el

punto donde la deflexion tiene un valor de A/2 (por geometria), se coloca con

valor negativo por la convencion de signos en la sumatoria de fuerzas, es decir,
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las cargas que van hacia abajo se toman como negativas y las van hacia arriba

como positivas.

2 Ton 3 Ton
{ _ B Ahora igualando la deformacion A=1
s — "‘{ SM{ T IsmaA

JQ RB y sustituyéndola en la ecuacion de

condicidon tenemos:

Rc(1) - 3(71) =0 Rc- §= 0 despejando tenemos Rc = %

Etapa 2

Ahora la deflexion delta se situa en el apoyo B, la forma en que se deformaria
la estructura nos forma dos triangulos con pendiente diferente, para lo cual,
para poder obtener la ecuacion de condicion para esta etapa necesitamos

apoyarnos de una relacién de triangulos.

El4 es la medida entre el apoyo Ay el apoyo B,y 5
4 : en el segundo triangulo es la medida desde al

ly apoyo A hasta la articulacion; haciendo la relacion

de triangulos tenemos:

“e "

% = % Despejando “y” nos queda y = 5%, ésta es la medida de la deflexion en la

articulacion.

Después se hizo una relacion de triangulos para conocer el valor de la
deflexion en el punto de la estructura donde se aplican las 3 ton, el valor de la
deflexion resulté ser de 5A/8, con estos valores, ya es posible determinar la

ecuacion de condicion la cual sera:

W=-22+ARg -3 %A= 0 IgualandoA=1 -1+Rs - §=o Rg =2

8
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Etapa 3
2 Ton Se hizo una relacion de triangulos
- 3 Ton
AH 1* l ,i,,, donde resultdé que la deflexioén
RTA G RB TEJ’—" A;‘}B

donde se aplican las 2 ton es igual a
2m 2m Tm 1m 1m

A/2 y donde se aplican 3 ton es

igual a A/8, por lo que nuestra ecuacion de condicion queda como sigue:
W= ARAa - 23 - 3(— g) = 0 sustituyendo A=1 queda: Ra-1 + §= 0 Ra =§

Para corroborar que nuestros resultados son los correctos hacemos la
sumatoria de fuerzas en y, para que nuestro sistema este en equilibrio el

resultado debe de ser igual a cero.

SFy=0 2+242.5=212 5-15+35-5=0
8 8 2 8

2
Por lo tanto estas son las reacciones que mantienen a la estructura en

equilibrio.

Ejercicio 1.5 Se resolvera ofra viga por medio del método de los

P / desplazamientos  virtuales para
M=Pa *
A ) e ~ E determinar las reacciones en los
=~ g €6 D
apoyos Ay E.
a a a a
Etapa 1

Primero se quita el apoyo A y se aplica Ra en ese punto y le damos un

desplazamiento virtual A, y que a su vez produce una rotacion en el tramo A-C
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alrededor de C, se puede observar que el momento en B y la reaccion en A
producen trabajo, y atendiendo al principio del trabajo virtual la ecuacion queda

de la siguiente forma: W= RA(A)+Pa(AB8) =0

Sin embargo para resolver esta ecuacién se tiene que poner en funcion de una

P sola incégnita, ya sea en funcion del

A : ) Ae ¢ desplazamiento  lineal o  del
\_______________-\C.‘_H:__—-:j

f B desplazamiento angular, aplicando

relaciones geométricas podemos

expresar AB en funcién de A; como A6 es muy pequefio podemos expresar la
tan AB= AD = % sustituyendo en la ecuacion del trabajo para el punto A se

obtiene.

W= RA(A)’fPa(%) =0  despejando a RA tenemos que RA= —g

Etapa 2

Para determinar la reaccion en E, se desaparece el empotramiento y se

introducen una reaccion vertical RE

=
Y y un momento ME, comenzando por
Ag . A
A B & ? )ME el desplazamiento lineal en E como

RE

se muestra en la siguiente figura
Aplicando la ecuacién del trabajo virtual se obtiene que:
W=RE(A)-P(A)-Pa(AB)=0

Nuevamente se expresa la ecuacion en funcion de una sola incognita

quedando: W=RE(A)—P(A)—Pa(%)=O RE=§
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Etapa 3
P Por ultimo para determinar ME, se
M=Pa |
T E una pequefia rotacion o
A ) Y A da en
A M) NE | |
$ desplazamiento angular A6, sin

B ¢ D
= 2 0P o

producir desplazamiento lineal en E,
el desplazamiento de la linea esta representado por la linea punteada, por lo
tanto la ecuacion del trabajo para este caso quedaria como: W=

ME(A8)-P(A)-Pa(A8)=0

En esta etapa se expresa A como A8 = % por lo tanto A= a (A@),

sustituyéndola en la ecuacion del trabajo de la etapa 3 para asi despejar

ME=(AB)-P(a (AB))-Pa(AB8)=0 finalmente tenemos que: ME = 2Pa

En este método se propone una deformacion unitaria ficticia por cada etapa. En
el método de flexibilidades para resolver estructuras hiperestaticas, lo que se
propone es una carga unitaria ficticia, y las deformaciones se calculan con la
tabla de integrales de Mohr. Antes de entrar a dicho método conviene
ejemplificar el calculo de deformaciones utilizando esta tabla (VER ANEXO 1)

1.3.2 TABLAS DE INTEGRALES DE MOHR
Mediante la tabla de integrales de Mohr se puede calcular para algunos casos

comunes la deformacion dada por la integral: f”;—rlnds, Donde M=Momento

producido por las cargas reales y m=Momento producido por las cargas

ficticias.
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Ejemplo 1.6 Calcular la deflexidn vertical y la rotacion en el extremo del

voladizo

\
)

3 Ton

Sm

a).-DEFLEXION VERTICAL EN EL EXTREMO DEL VOLADIZO

Primero se obtiene el diagrama de momentos en estas condiciones de carga y

3 Ton

\ 5m |

//

15

5

el segundo paso es poner una

1 carga unitaria en el punto

donde se quiere calcular la

. deflexion se calcula el

y

diagrama de momento.

El siguiente paso consiste en hacer una comparacién entre estos dos

diagramas usando la tabla de integrales de Mohr, en este caso tenemos dos

triangulos, los maximos coinciden en el lado izquierdo en ambos triangulos

entonces, buscamos en la tabla la formula que nos dara la deflexion al

comparar las figuras que forman los

dos diagramas de momentos.

Al ir a la tabla vemos que para dos

triangulos en la misma posicion se
- . 1.
utiliza la férmula: -sik
A\ 3 3

MiMkds [ 4 lﬂﬂ]ﬂ]ﬂm""
frova s NI _ s | o
i[]l]I]]]I[IIIlm-' si k - sik %sa‘[&.+k,)
Aﬂm]]]]]- % sik L %s:{k,d'zk,r
\
"ﬂll[[[n:n.. ':li sik ook %si{!k,fk;b
il oo | oo | Hk]
1.1 125
A=L (2 (5)-5)-15)) a=

EI

Ahora decimos que A = %(g sik)
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b).-ROTACION EN EL EXTREMO DEL VOLADIZO

Se propone un momento unitario en el punto donde

se quiere calcular la rotacion, se obtiene el

diagrama de momento y se compara contra el

‘

WM primer diagrama en condiciones de carga. En esta
1 Zy

ocasion tendremos que buscar la formula que

intersecta la figura de un rectangulo con triangulo con la cual calcularemos la

.y , 1 .
rotacion. Como vemos en la tabla la férmula es > sik

37.5

1,1 a1 _
entonces tenemos que G_E G sik) = (5)(—1)(—15)—?

Ejemplol1.7 Calcular la deflexion en el centro del claro de la siguiente viga

2 Ton/m

%7—m,‘
Lo primero es obtener los diagramas de momento flector, los podemos obtener

rapidamente ya que sabemos que de una viga isostatica con carga distribuida

tiene un diagrama en forma de parabola cuyo momento maximo es M max.

2

l . .
=WT, y para una carga puntual en el centro, el diagrama es triangular y su M

pl

max= =,
4
2 Ton/m 1
e * Ay
12.25
1.75
T M%m

Ahora se entra a la tabla para buscar la formula que nos dara la deflexién en el
centro del claro de la viga.
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frovas NI _ g oo | s 0| ol |

s . s P 2* grada P 2° grado Py 2% grado Pl
'[E[III]!]]]]H]’ sk % sik %yﬂ,aﬁxz] ‘;"g‘t, %55]: l;;,-k % ik
Aggﬂﬂﬂ- -; sk iﬂ ;Tsdt, »3ky Lk, :—525:1 %uik é,.,uﬂ
|I|]I|m_ 3 sik 2t 25y k) %sr‘k,. Lsik 5 25014 Bk
_“ﬂﬂ:!]]]m». ; i, + i)k %un:j,& {—1_;1:"‘:1:;*;“] :_1i4,+.3=i,,_ ﬁﬂ.ofs.-;u Tiz’""'}}“ %‘l{:i::,]

Tenemos que la férmula que intersectan una parabola con un triangulo es

62.526
EI

A== Gs(1L + ap)ik) = — (5 (7)(1 + (0.5)(0.5)(12.25)(1.75)=
Para los valores de a y B en el diagrama triangular se tomaron igual a 0.5
debido a que as y Bs son las distancias desde el momento maximo a los
extremo del diagrama, en este caso el momento maximo igual a 1.75 situado

en el centro, es por ello que la distancia horizontal desde este hasta cualquiera
de los apoyos es igual a ; o 0.5 de la longitud total de la viga. También

sabiendo que s es la longitud total del triangulo se pueden obtener como la

distancia desde el momento maximo hasta el extremo del diagrama entre su

longitud total as/s, en este caso a =§ =0.5 ya que el M max esta en el centro.

Ejemplo1.8 Calcular la deflexién horizontal en el punto F del siguiente marco

1'50n
© () E
& 3m
4m (b’\
®
&
| 6 m |

Primero se calculan las reacciones en |los apoyos para posteriormente obtener

el diagrama de momentos flexionantes
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€+yMA=2(2)+1(3)—6Fy =0 despejando Fy=1.167

{1 +2Fy=-1+1.167+Ay despejando tenemos Ay=-0.167

Ahora ya que se quiere conocer el desplazamiento horizontal en el punto F,
aqui se coloca una carga unitaria horizontal unitaria y se calcula el diagrama de

momentos.

€ + YMA=1(1)—6Fy  despejando Fy =

o=

ﬂ+ 2Fy= é + Ay despejando tenemos Ay=—%

4 +\’I3 3
© © ® 4 o @
24
E)1 G|
G @
1 1,’6fTon

1 ;’SlTon

Ahora que se tienen los diagramas se hace la comparacion entre ellos
La comparacidn se realizara por tramos

Tramo A-B dos triangulos rectangulos con los maximos hacia el mismo lado

33

A== (5 sik) == (5 (2)(4)(2) ==

5
El

Tramo B-C un trapecio y un rectangulo
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_ 1, . _ 1.1 24
Tramo C-D dos trapecios

A= —(2s[2i1k1 + i1k2 + i2k1 + 2i2k2] = —(2 (3)[2(3.5)(3.5) + 3.5(4) +
4(3.5) + 2(4)(4)] = B

T El
Tramo D-E triangulo y trapecio con maximos hacia el mismo lado

17.5
EI

= Llsitk1+ 2k2) = L 3)(35)(3 +2(3.5)=

E

Tramo E-F hay solamente un triangulo en el diagrama con la carga unitaria,
pero no hay contra que compararse por lo tanto hasta aqui termina la

comparacioén de diagramas, y la deflexion total sera:

5.33 24 42.25 17.5 89.08
ATotal =22 +Z= 4222 4 2 =222
EI EIl EI EI EI
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"Es preferible no saber tanto que saber sobre muchas cosas que no son asi."

Josh Billings
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2.-METODO DE FLEXIBILIDADES.
Frecuentemente se le conoce también como método de las fuerzas virtuales

porque se utilizan fuerzas ficticias unitarias sustituyendo a las reduntantes de
reaccion desconocidas en una estructura hiperestatica y para su aplicacion
practica es de gran utilidad la tabla de las integrales de Mohr. En este método
el primer paso es convertir la estructura hiperestatica en isostatica, resolverla y
comparar su diagramas de momento flexionante contra los diagramas
contenidos en cada una de las etapas, en estas etapas se resuelve la misma
estructura hiperestatica con una carga unitaria cada una, esta carga se situa en
el mismo lugar y sentido, donde estarian las reacciones de los apoyos que se
quitaron para convertir la estructura hiperestatica en isostatica. Después de
hacer la comparacion de los diagramas y hacer los calculos de acuerdo a la
ecuacion que indique la tabla de integrales de Mohr, se resuelve la matriz de
flexibilidades. El arreglo matricial obedece a las ecuaciones de compatibilidad,
la complejidad de las cuales a su vez, depende del grado de indeterminacion
de la estructura hiperestatica. Una vez resuelta la matriz se obtienen los
resultados de las reacciones en los apoyos que se quitaron para hacer la
estructura isostatica.

2.1 METODO DE FLEXIBILIDADES EN VIGAS CONTINUAS.

A continuacion se muestran algunos ejemplos donde se aplica dicho método
para el mejor entendimiento del mismo, cada uno de los problemas se
desarrollaran paso a paso hasta llegar al objetivo, que es obtener los

diagramas de elementos mecanicos de cada caso:
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Ejemplo 2.1 Encontrar las reacciones en los apoyos de la siguiente viga

continua

A (=) 2 lon/m ©

N,
i

W

4 m 6m

El primer paso es convertir esta estructura en una estructura isostatica, dado
que es indeterminada de grado 3 conviene quitar el empotramiento, ya que, de
esta manera quedaran con unicamente tres incognitas, pero considerando que
en este caso no tenemos carga horizontal se consideran unicamente 2

incognitas.

Ahora se comenzara a analizar la estructura por etapas, en la etapa cero se
resuelve la estructura hiperestatica con las cargas originales, y en las
siguientes etapas se resuelve la misma estructura isostatica pero ahora la
carga sera unitaria y sustituira a cada una de las reacciones que fueron
eliminadas para convertir la estructura hiperestatica en isostatica, tal y como

sucede en este caso con las etapas 1y 2.

Etapa cero
f o 2 Ton/m
10~
| 4 I 6
9 Ton-m
Etapa uno
) f2q
-11‘,%'_;"-‘#7 ..... e
1 Ton
| 4 | °
4 Ton-m
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Etapa 2

22
1 Ton/m| M1

Ay AN
| 4 | 6 |

1Tonm

v - 7
A S 7
i # / / / I -
- / iy / - - 2
%///// s iy T T

Se consideraron 2 etapas ya que solo se considero que habria 2 reacciones, el
momento en el empotre y la reaccién vertical, pudieron haber sido 3 pero no se
considera en este caso la reaccién horizontal ya que no hay carga horizontal
alguna en la viga, por lo tanto las ecuaciones de compatibilidad quedarian de la

siguiente manera.

Fi, F R F
Fin+F{11R++F1-R =0 11 12] ( 1) — ( 10)
10 11\ 122 le F22 Rz F20

Fao+F21R1+F22R2=0 ,—T T T—‘

Matriz de flexibilidad Vector Fuerza Vector de Deformacién
Primero se comenzd haciendo la comparacion entre el diagrama de la etapa 1
contra este mismo diagrama por ello la F indica dos numero 1 como subindice

JANVAN
Fio= = (S11K) = 2 (20 (@) )= 120 = 222

EI

Comparacion entre las etapas 1 y 2 del punto A al punto B se comparan un
triangulo con un cuadrado y del punto B al C se comparan dos triangulos, de

los cuales sus maximos coinciden en el mismo lado.

A0 A
Fro=For == (CLIK +1LIK)= Z(2(®H@®OD +2(O)@®®)= =
O DN
Faz = (LK +2LIK)= 2 (D) + 2 ©)()(1) =2
Q&

F10——( LIK) G (6)(9)(4))=§
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DN
e 5 (106) = SO0 2

Noétese que F»qtiene el mismo valor que F12 ya que representa exactamente la

misma comparacion de diagramas de la tabla de integrales de Mohr.

La matriz de condicién quedaria de la siguiente manera

1 - - _
= [53.33 16] [gﬂ _ [_Zg 1;12 - 32.25

16 6

Los valores resultantes de la solucidén de la matriz son los valores de las

reacciones que se propusieron unitarias durante las etapas 1y 2, el valor de R4

equivale a la reaccion vertical en el punto A mientras que la Rz es el valor del

momento en ese mismo punto provocado por el empotramiento.

©

2 Ton/m
’ B B
R2=3 Ton-m(d Y
| 1 t
R1=‘2.25 Ton RB| RC
| 4m ' 6m
3Tonm(ﬁ® ® 2 Ton/m ©
Bt Ay
} t
2.25Ton 9.25 Ton 5Ton
Diagrama de Cortante
7 Ton
28T .35 Ton ==
5Ton

Diagrama de Momento Flexionante

6.25 Ton-m
3 Ton-m

6 Ton-m

Con los valores
de estas dos
reacciones solo
nos queda
encontrar las
reacciones de
los puntos By C,
dado que ya sélo
nos quedan dos
reacciones por

encontrar,

podemos

resolver el problema haciendo uso de las ecuaciones de la estatica como sigue:

§+2MB=O 0=3-((2.25)(4))+((2)(6)(3))-6RC Despejando RC resulta RC=5

34



Capitulo II Método de flexibilidades

i+ ZFy=0 0=-2.25+RB-((2)(6))+5 Despejando RB tenemos RB= 9.25

Finalmente conociendo todas las reacciones, ya es posible calcular los
diagramas de elementos mecanicos que nos dan idea del comportamiento de

la estructura en condiciones de carga.

Ejemplo 2.2 Obtener los diagramas de fuerza cortante y momento flexionante
en la siguiente viga:

® 1 Ton/m ® 2 'Iion © 1 'ion )

(ggg ($H )

6 m | 4Am e 4m  _|.2m | 4m |

4

Como podemos ver esta estructura es indeterminada de grado 4, sin embargo,
aplicando criterio, podemos decir que es indeterminada de grado 3, por la
sencilla razén de que en las cargas a las que las estructura esta sometida no
hay fuerzas horizontales, es por ello que se pueden despreciar las fuerzas

horizontales en este caso.

Ahora el primer paso es convertir la estructura en isostatica y encontrar sus

diagramas de momentos flexionantes.

B 1 Ton/m ® 2 EOH o 1 'Iion o

e AN

En este caso se decidi6 convertir la estructura en isostatica quitando el

empotramiento en el punto A y el apoyo simple en el punto D, pero con la
estructura de esta forma y las cargas que tiene esta, el diagrama de momentos

flexionantes no quedara en una forma bien definida en el tramo de B a C, es
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conveniente que queden figuras definidas y parecidas a las que aparecen en la
tabla de integrales de Mohr, para que se pueda hacer una clara comparacién
en los diagramas y simplificar el calculo usando las ecuaciones que en dicha
tabla aparecen, por esta razén, de facilitar la comparacion, se analiza esta

estructura en dos etapas | y Il como se muestra a continuacion.

La etapa cero se divide en 2 etapas | y Il

Etapa I,
1 Ton/m o 110”
f”I _____,_a—”’d_-— _______'“"-h——:[le
far
6m 4m 4m 2m 4m

Etapa I1-

———sfam
fi III S

6m 4m 4m 2m 4m

4 Ton-m
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Etapa 3
- (faa
‘—_v?_:J_.
fHI(' — — — R N
\ ES——-:
1 Ton-m /74/_}7 \
6 m 4m 4m 2m 4m
1 Ton-m
VJ ,f/ ;// %

Dado que despreciamos las fuerzas horizontales, y consideramos un grado de
indeterminacion de 3 en la estructura, obtendremos las ecuaciones de

condicion.

Fqitfiu+f11R1+f12R2+f13R3=0
Fartfont+f1R1+f22R2+f23R3=0
Faitfant+fz1R1+f32R2+f33R3=0
Ahora encontrando el valor de los coeficientes con la tabla de integrales de

Mohr (VER ANEXO 1)

La primera comparacion se realiza entre la etapa 1 con la etapa I, se comparan
los diagramas existentes desde el punto A al punto C, nétese que en la etapa |
hay una parte del diagrama en forma de triangulo que va desde el punto C
hasta donde se aplica la carga de 1, esta parte del diagrama no se considera

en esta comparacion ya que no tiene contra que compararse ya que el
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diagrama de la etapa 1 no se extiende hasta este tramo, lo cual hace que el
triangulo de la etapa | en este caso no tenga contra que compararse en este

Caso.

—1 A A
Fu=t(3LIK) + 2 GLIK1 + 2k2)== (2(6)(6)(18)) + = 2 (8)(6)((2) + 2(18)) =2

4-66

El resultado se puso con un signo negativo debido a que el diagrama que
contiene la etapa | es negativo, cuando se compara un diagrama de sigo
positivo con otro de signo negativo, el resultado sera negativo, mientras que
cuando se compare uno de signo positivo con otro positivo también, el

resultado sera positivo.

MNA
fin = [—L(1 +RIKI =5 @ (1+3) ©O@WI =5

168

fri=r (3 LIK) LEane)e) =22
I
f1o= f21—— (- ) ( (8)(6) (6)) > :—

f1a= f31=—( LIK) e LIK) = L3 ©W®) )= (G@MWe)=2

N
Fo = —< LI(2K1 + K2))+—( (K1 + 21(2)) = E(‘ ®)(6)((2)(2) +18)) +

— (- 2)2)(4+2(6)) =
for= -2 L1(1A+Aa)1()= Es (1 ®)6) (1+1) (4))=ﬁ
EI ~6 EI \6 2 EI
N
fo3= f32=% (%LIK) = %(2 (8)(1)(6)) = %

186 67

168

YANVAN
f= (LL1K) = L (L)) =12

—1 S
Fa=L(1LIK) + I(%(K1+2K2)) ( (6)18)(1)) + ( (8)(1)(2+2(18)> o7
A

fa=—(CL+pIK) == (2@ (1+3) W) =2
e T N N

8.67

far=1 LIK+-L ( LIK) = —(B)(1)(1)+— G @ (D(1) ==~
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El siguiente paso es sustituir los coeficientes en las ecuaciones de condicidon

como sigue:

-466+48 = 168R1+48R,+34R3 168 48 34 R, 418

-186.67+48 = 48R+168R,+8R5 483 168 8 Ry)| = l138.67]
34 8 8.67] [R; 78.67

-86.67+8 = 34R1+8R>+8.67R3
Al dar solucion a la matriz se obtuvo R1=3.11, Ry=0.088 y R3=-3.22

2 Ton 1 Ton

q@) 1 Ton/m /_@ | %) ! O

3.22 Ton-g\ ﬁ /74%, ﬂé;,

3.111T0n 4.0132T0n 1.77Ton D.U%STon
6m | 4m i 4m | 2m | 4m |

D +IMg=0 0=-3.22 + 3.11(6) - 6(3) + 2(4) — 8Cy + 1(10) - 14(0.088)

-8Cy=-14.88 Cy=—""2=177

5 =

[ +5Fy=0 0=-6-2-1+3.11+By+1.77+0.088 despejando By =4.032

Con todas las reacciones ya es posible encontrar los diagramas de elementos

mecanicos.
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2.2 METODO DE FLEXIBILIDADES EN MARCOS PLANOS
Ejemplo 2.3 Obtener los diagramas de fuerza cortante, momento flexionante y
fuerza normal del siguiente marco:

2 Ton/m
B =y
4m
6 m
D
©
- T

Este marco es indeterminado de grado 2, el primer paso para resolverlo por el
método de las fuerzas es, al igual que en las vigas, convertirlo en isostatico y
hallar su diagrama de momento flexionante. Lo podemos convertir en isostatico
de 2 formas, ya sea introduciendo articulaciones o quitando el apoyo fijo. Para

fines practicos en este caso se decidié agregar articulaciones en los puntos Ay

B.

Etapa cero

9 Ton-m Debido a que es una carga
T
2 Ton/m S T . P

f1o Y, &= uniformemente distribuida
a lo largo de toda la viga,
podemos intuir que cada
6 Ten apoyo carga la mitad de la

6 Ton

carga total, ya que solo

tenemos dos apoyos; Ademas, de los cursos de estatica sabemos que el
. . 12
momento maximo en el centro del claro es igual a W? , ¥ fue esta la manera en

que se calcularon los resultados de la etapa cero.
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Etapa 1
1Ton-m En esta etapa se propuso
LER (1Ton~m VA + T
5| {5,;;{ ® ® un momento unitario, es
1Ton-m 7
T .
£ / decir con valor de uno, en
50/
= P . e
N D) el punto Ay a partir de alli
1/6 T © o i A
rd " Z se obtuvieron los demas

1/6 Ton
valores tanto en reacciones como en diagrama de momentos.

Etapa 2
£ 1Ton-m ¢ 77 1Ton-m Debido a
12 » o2 7
1

1Ton-m 2 que la

7
/ estructura
resultod

1/4 Tgn Z
! OV . .
S e b N indetermina
32 Ton-m  1/68Ton

da de grado

2, obtendremos una matriz con dos ecuaciones y con dos incognitas, las

ecuaciones de condicién serian las siguientes;
Fi. F R F.
F1o+F11R1+F15R,=0 11 12] (1):(10)
10 11N\ 122 F21 Fzz Rz on
FaotF21R1+F22R2=0

Ahora comenzamos haciendo la comparacién de diagramas de momentos.

O
Foms (2Lik) = L (L)@ @) =2

[ NN
Fu=r (LIK + S LIK )= (6(1)(1) + 2 (6)(D)(D)) = =

I
Fro=o (=S LIK + 1 LIK) = = (=2(6)(15)(1) + 1 (6)(D(D)) = ==
F20= F10= g
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DD A DD
F2o= — GLIK + S LIK + 1 LIK)= — e ©)1D) (3) +3© @) +3 (4)(1)(1)) S

T OEl
_ R —
18+8R+-3.5R,=0 [_2 5 6?;)?? (R;) - (—12)

18-3.5R1+6.33R>=0

La solucion de esta matrizes R1=-4.6 y R,=-5.4

Como en las fases se agregaron momentos unitarios, los resultados que
obtuvimos son los valores de los momentos en los puntos donde se
propusieron momentos unitarios, en este caso como la primer etapa en la que
se propuso momento unitario, fue en la etapa 1 donde el momento unitario se
colocé en el nudo A del marco, R1 corresponde al valor del momento que se
genera este nudo, y por consiguiente R2 corresponde al momento generado

en el nudo B, ya que fue el otro nudo donde se aplicé momento unitario.

Una vez obtenidos los momentos se requiere seguir haciendo célculos para

determinar las reacciones en los apoyos.

54Tonm  + & XM= -5.4 -5.4 = 4Dx
Dx = == = -1.35
4

Ahora considerando todo el marco

2Fx=0 =-1.35+Cy
Dx - ~7777
Dy Cy=1.35
4.62Ton-m 5 4Ton-m
[ ~] +0 M= -4.62
- wy 462 = 12(3) + 1.35 (4) — 6D
5.4Ton-m ®) @) y
-4.62 = 36 + 5.4 - 6Dy
41.4 - 4.62 = 6Dy
/’ .\I‘\
T = 36.8=6Dy Dy=>"=6.13
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Ahora calculando el momento en el apoyo C
D+ >Mc = -1.35(2) - 6.13(6) + 12(3) + M =0 -39.48 +36 + M =0 M=3.48

Ya se han obtenido todas las reacciones

A B que actuan sobre este marco como se

4am muestra en la figura contigua a este

texto, con estos datos ya podemos

© 135 Ton calcular los diagramas de elementos

3.48 TDH'FH 5.31? Ten 6m |

mecanicos.

Para calcular en la viga donde el cortante
es igual a cero, se hace una relacién de

triangulos como sigue:

2 =38 despejando z = 22X = 2,935 m
6 z 12

462 ’/3-?? - 54 Diagrama de momento flexionante

4.62 54 / _ 2x2
d Mci=-4.62+2-

Observando el diagrama de cortante

S observamos que cuando el cortante vale

3.48
‘ <4 cero a 2.935m de distancia del punto A,

por lo tanto alli se encuentra el momento maximo el cual sera:

M = -4.62 +2.935%= 3.99 ton-m
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Diagrama de Fuerzas Normales 1.35

Ejemplo 2.4 Obtener los diagramas de fuerza cortante, momento flexionante y
fuerza normal del siguiente marco:

a&m

e - ‘ /2 Ton/m

Cy

Como podemos apreciar en la imagen anterior el marco es indeterminado de
grado 1 con lo cual nos damos la idea de que su proceso de solucion sera mas
sencillo, ya que de una sola ecuacion obtendremos el valor de una sola

incognita.

Etapa cero
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Etapa 1
oy ® 7
o) E
4 15
1 Ton e
7
O 77
Cx /’,’/,
( ke i
cy

Nuestra ecuacion de condicion quedaria de la siguiente forma:
Fo+f1R1=0

Ahora comenzamos la comparacién de diagramas de momento.
el
1 .1 1 .1 —-576
Fio = GLIK) =—((6)(36)(8)) = —~
AA [,

fir= = GLIK + LIK) == (3 (8)(8)(8) + (6)(8)(8) ) = =27

EI

Ahora hacemos la sustitucidon en la ecuacién de condicidn.

—-576 554.67 576
— + R1= 0 R1_

El El T 55476 1.04

SMp=1.04 (8)-12(3)=0 Mp =- 27.68

Los diagramas de cortante, momento flexionante y fuerzas normales quedarian
como:

Diagrama de Cortante Diagrama de Momento Flexionante
104104 832
= e [ s Y T 8.32

V ton M ton-m

27.68

N ton
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2.3 METODO DE FLEXIBILIDADES EN ARMADURAS EXTERNA E
INTERNAMENTE INDETERMINADAS
En el caso de armaduras planas, el desplazamiento en un nudo dado se

calcula considerando la contribucién de todas las barras de la armadura
mediante la expresion: A=3(Ni)(ni)(Li)/EiAi, Donde N=Fuerza axial en las barras
debida al sistema real de cargas y n=fuerza axial en las barras debida a las

cargas ficticias

La manera en como aplica este método a armaduras depende del tipo de
indeterminacion de la armadura, recordemos que en las armaduras hay
indeterminacion interna y externa. El proceso de solucion es igual que en las
vigas y en los marcos, primero se convierte la armadura en isostatica ya sea
quitando el apoyo o barra que sobra en la armadura y se resuelve, el segundo
paso es resolver otra armadura isostatica igual a la del primer paso pero ahora
tendra una carga con valor de uno y se colocara en el lugar donde se quit6 el
apoyo o donde se anulé la barra, el sentido de esta fuerza se propone positivo,
por lo cual cuando se trate de una barra se debe de suponer que existe esta
barra y que trabaja a tension con una carga de uno, o si se trata de un apoyo
se supone la carga unitaria hacia arriba ya se en forma vertical o hacia la
derecha en forma horizontal a continuaciéon se muestran ejemplos del proceso

de calculo de ambos tipos de armaduras indeterminadas.

Ejemplo 2.5 Obtener las reacciones y las fuerzas internas en las barras de la
siguiente armadura

a B »2 Ton —
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La armadura es externamente indeterminada con grado de hiperestaticidad de
uno. El primer paso es convertirla en isostatica, en este caso quitaremos el

apoyo simple del nudo D.

Siendo isostatica esta armadura se pueden encontrar las fuerzas que actuan en

ella por medio de las ecuaciones

i B2 Ton - L.
de la estatica.
3m
& 5 v 0N\F +2MA = 2(3) + 3(8) - 12Fy
‘ A% Fy=2.5
L\ 3 Ton g
. Hirn Am | +2Fy=-3+25+Cy=0

‘ Cy=05
+2Fx=Cx+2=0 Cx=-2
Ahora para el célculo de las proyecciones de fuerzas, en el caso de barras

inclinadas nos apoyaremos de la trigonometria tomando en cuenta las

dimensiones de la armadura.

2% 3 4 3
3 = - = - —_— -
m e sen 0 - cos O c y tan© "
4m
Nudo F
2Fy=0 FB Nudo B
_FB Send +2.5=0 O ™~F
FE
3 _
-FB(2)+2= -
FB = 4.17 a5
@ Nudo C
%)
Q‘
SFy=0 SFx=0
0/ ¥ ;
267(T) 0.5-ACSen6=0 -2--cos 6+ CD =0
2
I 05-AC(3)=0 AC=0.83 2-2(3)+CD=0 CD=2.67
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Por inspeccion obtenemos los
resultados siguientes resultados
en la armadura en la que seria

la etapa cero.

Etapa 1 En esta etapa se calcul6 la misma armadura isostatica pero ahora en
el nudo D el lugar del apoyo simple, tenemos una carga unitaria con sentido

contrario a la gravedad, como si fuera la reaccion ejercida por el apoyo.

Por inspeccién obtuvimos de manera rapida los resultados de las fuerzas a las

que se sometié la armadura.

Nudo F
SFy =0 2Fx =0
//' A . FB Sen 9 - é: 0 - % Cos 6+ EF=0
f 3 1 5. (4 _
13 FB()—3=0 “()(3) +EF=0
5 1. _,5,(4\ _ 5_
FB =(3)(5)=0.56 EF_(E)(E)_E_OM
A 040, B Debido a que la armadura
g T 0.0«6/ Ag %6/ principal a  resolver es
D 10 g |[@ 4
d . .
0/ 0me, Y0 osme \]B puc g ndeterminada de grado uno
7 W 2 A ”
""""""""" 1 Ton _ obtendremos solo una ecuacion
23 13

de condicidn con una incégnita.

F10+F11R1=0 sustituyendo -43.47+20.48R1=0 despejando R4=2.12 ton

Por comodidad de calculo las fuerzas en la barra en cada caso se ordenan en

la siguiente tabla:
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Miembro | Long N(0) n(1) (F10)LNn | (F11) Lnn | N+n(R1)
AB 4 | 133 | 044 | -23408 | 07744 | 040
cD 4 | 267 | -088 | 93984 | 30076 | 0,80
DE 4 | 267 | -088 | 93984 | 30076 | 0,80
EF 4 | 333 | -044 | 58608 | 07744 | 240
AD 3 0 1 0 3 2,12
BE 3 25 | -033 | 2475 | 03267 | 1480
AC 5 | -08 | 112 | -4648 | 6272 1,55
AE 5 | 08 | 056 2324 | 1568 2,02
BF 5 | 417 | o056 | -11,676 | 1568 | -2,98

| | | 5 [ -43,4734 [ 20,4787 |

Nomenclatura:

N(0) = Fuerzas en los miembros de la armadura en la etapa cero.

n(1) = Fuerzas en los miembros de la armadura en la etapa uno.

LNn= Producto de N(0) n(1) y L la longitud

Lnn = Producto del cuadrado de los resultados de la etapa 1 nny L la longitud.

N+n(R1) =Resultado de ésta es el valor final de las fuerzas de cada miembro
de la armadura.

Atendiendo a la ecuacion de condicion R1=2.12 ton

En los resultados definitivos de la armadura mostrados en la tabla anterior, los
valores negativos representan fuerza a compresion, mientras que los positivos

representan fuerza de tension.
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Ejemplo 2.6 Obtener las reacciones y las fuerzas internas en la armadura
siguiente:

Se trata de una armadura externamente determinada pero internamente
hiperestatica de grado 1. De igual manera que en el ejercicio anterior el primer
paso es convertir la armadura en isostatica y resolverla, en este caso como la
armadura principal resultd ser indeterminada internamente, se quitd un
elemento de la armadura para poder resolverla por las ecuaciones de la
estatica. En este caso se elimind la barra diagonal AE y la armadura se

resolvié como se muestra a continuacion.

Nudo D Sen 6 =§
2Fx=0 Cos 6 = E
&/
75(3)-DE =0 ¥ 4m
0
-9 _
DE=-=45 i

De toda la armadura

A B 9(T) .C 9
¢ A " 2Fy=0
& © ®
«b\ ©) DB Sen6-6=0
DB- -6=0
D 45 (C) 9
L E 45(C)" F s 20
6 Ton DB:6(Z):T:75
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El siguiente paso es resolver una armadura con una carga unitaria, en este
paso suponemos que la barra que se quitd en el paso anterior en realidad no
se quito, pero ahora tenemos que asumir que tiene una fuerza de una tonelada

y que trabaja en sentido positivo, es decir a tension. Como se ve en la siguiente

figura.
Andlisis en el nudo A
A 35(C) B ¢
~ L ZFy=0 SFx =0
R x@ /LN y X A AB
: 7 e AD-1Sen =0  -AB+1Cos 6=0 9
< < ’ 4
(o)
b\ \. AD-2=0 -AB +3=0 alT "\
\ Y X \ 5 5 < pas
2

)
w
=
a
A3
-n

AD=§ AB =

ol w

Ahora los datos se acomodan en una tabla para comodidad de su manejo.

Miembro | Long N(0) n(1) (F10) LNn | (F11) Lnn | N+n(R1)
AB 3 0 -0,6 0 1,08 1,58
BC 3 9 0 0 0 9,00
DE 3 -4,5 -0,6 8,1 1,08 -2,92
EF 3 -4,5 0 0 0 -4,50
AD 4 0 -0,8 0 2,56 2,11
BE 4 0 -0,8 0 2,56 2,11
AE 5 0 1 0 5 -2,64
BF 5 -7,5 0 0 0 -7,50
BD 5 7,5 1 37,5 5 4,86

> 45.6 17.28

Atendiendo a la ecuacidon de condicion Fqp+F41R4=0 sustituyendo

45.6+17.28R4=0 despejando R4=-2.64 ton

En la ultima columna de esta tabla se mostraron los valores de las fuerzas
reales que actuan sobre las barras de la armadura, los resultados con signo

negativo indican que la magnitud de tales fuerzas es de compresion y las
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cantidades positivas indican que esos elementos de la celosia trabajan a

tension

Los ejercicios 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.5 y 2.6 fueron tomados de los apuntes, son similares a los
resueltos en clase de Analisis Estructural.
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Los libros presentan los juegos de herramientas; la comisién del ingeniero dedicado al

analisis es seleccionar cudl puede usar en forma mas ventajosa.
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3. METODO DE RIGIDECES
Para el desarrollo de este método se necesita hacer uso de las tablas del

anexo 2 en el cual se muestran los momentos de empotramiento perfecto para

vigas.

Los pasos a seguir en el planteamiento de manera practica de este método en

vigas y poérticos o marcos son los siguientes:

1-Se tiene la estructura bajo condiciones de carga con sus diferentes tipos de
apoyos, lo primero que se hace es empotrar todos los apoyos intermedios en el

caso de vigas y unicamente nudos en el caso de pérticos 0 marcos.

2-Una vez empotrados se calculan los momentos de empotramiento perfecto,

con las condiciones de carga iniciales.

3-Se imponen rotaciones unitarias, en cada apoyo en caso de vigas y en cada
nudo en caso de marcos, se obtendran unas “K” que llamamos coeficientes de
rigidez angular y “V” que son coeficientes de rigidez lineal que se calculan
dependiendo del caso. Existen 3 diferentes para Ky 4 para V, en los siguientes
ejemplos se mostrara la manera de hacerlo. Para estos calculos se necesita

apoyo de los factores de transporte de la figuras 3.1y 3.2.

4-Una vez obtenidos todos los coeficientes se conforma la matriz de rigideces
(K). En los ejemplos se mostrara de manera practica como conformarla, ya que
depende del caso de cada estructura. Al resolver la ecuacion matricial F=K.X,
de donde X=K'.F es el vector de resultados que se obtienen y representa la
magnitud de rotaciones y desplazamientos unitarios, siendo F el vector de

cargas externas. Para agilizar los calculos, la solucion del sistema de
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ecuaciones resultante puede llevarse a cabo mediante la herramienta de

MATLAB que también permite la inversion de matrices.

5- se calculan los momentos en cada apoyo o cada nudo, segun sea el caso,
para esto se considera en cada nudo todos los valores que llegaron en todas
las etapas desde que se calcularon los momentos de empotramiento perfecto y
nos apoyamos nuevamente de los factores de rigideces para obtener los
momentos debidos a las rotaciones de nudo (M=Ke) y los momentos debidos

a los desplazamientos lineales de nudo (M=VD)

6-Se verifica el equilibrio en los nudos. Al obtener los momentos notaremos que
en el caso de las vigas, en apoyos intermedios las magnitudes de los
momentos coinciden, en caso de los marcos en las esquinas superiores, los
momentos también coinciden. En los ejemplos de manera grafica sera mas
sencillo notarlo, finalmente asi se obtienen todos los momentos en cada nudo y
apoyo empotrado en su caso, y a partir de aqui, con otras técnicas mas
sencillas se pueden obtener los demas elementos mecanicos que son fuerzas

cortantes y normales.

A continuaciéon se muestran unos ejercicios para ejemplificar este método, pero
antes conviene mostrar los coeficientes que se utilizan en este método, esta es
la imposicion de rotaciones unitarias, mencionadas en el paso 3 del

planteamiento de este método.
0 [} 0

7T

’

e

K=3EI K=2EI K=2E]
L L L

Figura 3.1
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K es el coeficiente de rigidéz,

E el mddulo de elasticidad,

| el momento de inercia de la seccidn transversal del elemento estructural
L es la longitud entre la rotacion

Estos factores se obtuvieron de un analisis de determinacién de la rigidez

angular y del factor de transporte para una viga en cada uno de los tres casos

3.1 METODO DE RIGIDECES EN VIGAS CONTINUAS
Ejemplo 3.1 Obtener los elementos mecanicos en la siguiente viga:

3@ 2Tonm @ @k

\ Ay \

Bm 4m

Primero se empotra el apoyo simple ubicado en el punto B, debido a que aqui

es donde se va a aplicar la rotacién unitaria.

Paso (1
& . B ©) Ahora una vez empotrado el
AR % Y N punto B, se calculan los
Y M | Mo, |
Age Bhe . Mece “* L momentos de empotramiento
L, 6m e 4m

perfecto (anexo 2) con la carga
original de la viga, en este caso los momentos de empotramiento perfecto para

una viga empotrada en ambos extremos y carga uniformemente distribuida es

iqual a *&
g 12
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Paso (2
_wi? _ 2(6)%2 _wi? _2(6)%
Muge=T7 === 6 Mene=Ty =2 = ©
_wiZ _2(0% _wiZ _2(4)? _
Mgce= 5, = 2.66 Mcge 5 5 2.66
Paso (3
Es aqui donde se hace uso de

6m 4m

i
F

!

la imposicion de las rotaciones
unitarias, se propuso una

rotacion en el punto B como se

ve en la figura de este paso 3, a partir de esta ilustracion, encontraremos los

coeficientes de  rigidez

Paso 4)

Kps==— = 2= = 0.33EI
_4El _ 4EI _

Kea=— = == = 0.66EI

Keo=— = == = El

Kos=22t = 22 = 0.5E|

correspondientes en la viga

mostrada.

. P 2EI .
Primero se calculd Kag con la formula - debido a que Kag es un momento que

va desde el punto A donde hay un empotre hacia el punto B donde hay una

rotacion (figura paso 3), es decir Kag va del empotre a la rotacién y cuando esto

sucede el coeficiente de rigidéz se calcula con la formula

2EI ,
— después se

calcul6 Kga el cual como se ve en la figura de este paso 3, es un momento que

va de la rotacion al empotre por lo que su coeficiente de rigidez se calcula con

, 4 EI ’ . . .y . p
la formula — Y asi sucesivamente se siguio este razonamiento para el calculo

de los coeficientes de rigidez de la seccion B-C de la viga.
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Lo que sigue es hacer una sumatoria de momentos en el punto B, se
consideraran todas las fuerzas que aparecen en este punto durante todo el
proceso como los momentos de empotramiento perfecto de este punto B a los

puntos Ay C, y los coeficientes Kga ¥y Kgc multiplicados por la rotacion 6g.

ZMB=O

Mgae + Mgce + (Kea + Kgc) 8= 0 haciendo Mge=Mgae + Mace Y Kgs= Kga + Kac

Esta ecuacion la podemos resumir como: Mge + Kggbg = 0  Esta ecuacién es

nuestro sistema de ecuaciones de equilibrio

Sustituyendo valores tenemos 6 — 2.66 + (0.66EI+EIl) 6g = 0 3.34+1.66E| 85=0

334 _ -201
166 EI  EI

Despejando nos queda: 8g=

Paso 5)

Ahora se calculan los valores que deben tener las deformaciones aplicadas a

los nudos para corregir todos los desequilibrios determinados en el paso 2.

Para simplificar la manera de ver este ejercicio, digamos que calcularemos por

secciones comenzando por el punto A:

Mas= Mase+ Kbl = -6 + 0.33 EI(— ) = - 6.66

Como se puede observar el calculo de Mag se hizo identificando y sumando
todo lo que aparecio en el punto A con direccién al punto B en todo el proceso,
es decir, para calcular Mag revisamos lo que se ha calculado en esta seccion,

en el paso uno tenemos un momento de empotramiento perfecto Mag en el

tercer paso tenemos un momento Kag que se multiplica por la rotacion 6s que
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se considera en el punto B en el paso 3, y asi de esta misma manera se

encontraron los momentos en los otros tramos de la viga

-2.01

Mga = Mgae + Kgabg = 6 + 066E|( 1 ) =4.67
Mac = Mage+ Kacfs = -2.66+EI(—) = -4.67
Mcs = Mgse + RCBOs= 2.66 + 0.5 (—~) = 1.66

Estos son los momentos que actuan en la viga original cuando son sometidas a

una carga distribuida de 2 ton/m

Conociendo los momentos que

A (M ton-m) o)
N 6.66 467 46 166 | actuan en cada punto de la viga, ya
L 2Tonm ANB/ N
NN 4NN /1. es posible calcular el resto de las
A sxes
- 6m F 4m - reacciones por las ecuaciones de la
estatica.
s B MA =0
6.66 top-ti o Torym 467 ton-m
Ax— MA —6By + 4.67+2(6)() =0
'
Ay o _
5.67 Ton -6.66-6By+4.67+36 = 0
6m
<—# By — 36+4.667—6.66 =567

6.66 ton-m 2 Ton/m 1.66 ton-m 2MB =0
N corror 3 -6.66+2(10)(5)-5.67(6)
- 6m e am -10Cy+1.66 =0
_6.66+100—-34.02+1.66 _
Cy n =6.1
2Fy=0 -20+6.1+5.67+Ay=0 despejando la incognita Ay=8.23
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Conociendo ya todas las
reacciones, se calculan los
diagramas de elementos
mecanicos, fuerza cortante y

momento flexionante

Ejemplo 3.2 Obtener los elementos mecanicos en la siguiente viga continua:

Comenzamos a resolverlo empotrando los apoyos interiores (B 'y C) vy

calculando los momentos de empotramiento perfecto para cada caso (anexo 2).

—wl _ 1) _ =3PL _ 3(2)(8) _ _
Maae= — o =2 Mcpe="_- = 23) 3
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Etapa uno consideramos una rotacion en el apoyo B y obtenemos coeficientes

de rigidez.
(=) OE? 1
PP N /2 3ylo =)
Vi Ksm//‘ R e 7”///KL‘B‘\‘, i :{//(
4 m 6 m 4 m 4 m
381 38
Kga1= L " 0.75 EI
Keci=— = 221 = 0.66 EI
L 6
KCB1=% = % =0.33 El

Etapa dos la rotacién se encuentra ahora en el apoyo C y se calculan sus

coeficientes de rigidez como sigue:

® o=

@ # (K,E,C.?f——————--—-ﬁu,,_nl 7(_}7<Bcz @
i ~ K o ‘ AN
4 m B8 m 4m 4m

_2EI _ 2EI _

KBCZ—T == 0.33 El

_4EI _ 4EI _

KCBZ—T == 0.66 El

_ 3EI _

3EI
Kepo=—=—=0.375 El
L 8
Ahora intuimos la ecuacion de condicion. Analizamos y observamos

cuidadosamente nudo por nudo como se explico en el ejercicio anterior.

(NUdO B) Mge+Kgrg16s +Kgc20c =0 2 +(0.75+0.66)E|GB+ 0.33El6¢ =0
(NUdO C) Mce+Kcr16g +Kcc20c =0 -3 +0.33E|GB+(0.666+0.375)E|90 =0
Nuestro sistema de ecuaciones quedaria de la siguiente manera:
1 [1.41 0.33] [GB] _ [2]
Er10.33 1.041[6c] 13
3.6

. . —-2.26
El resultado del sistema de ecuaciones es eB:T y 6c= -

Ahora sumamos todo lo que esta de B a A para calcular los momentos finales.
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—2.26
EI

Mga=MgaetKga16s= 2 + 0.75EI ( )=0.3
—2.26
EI

Mgc=Kpc10s +Kpc28c= 0.66EI (

3.6, _
)+0.33E1 2% =-0.3

—-2.26
EI

Mce=Kcg10g +Kcg20c= 0.33EI (

) + 0.66EI (=) = 1.6

Mco=Mcoe+Kcpz0c= -3 + 0.375E1 (22) = -1.6

Conociendo los momentos que actuan en la viga ya es posible conocer las
reacciones que actuan en los apoyos, en este ejercicio presentaremos otra
manera diferente de obtener las reacciones, Vi es el cortante isostatico, Vh es
el cortante hiperestatico y VR es la suma algebraica de Vi y Vh, y el valor que
debe estar en el diagrama de cortante en determinado punto. En el tramo A-B
tenemos una carga uniformemente distribuida a lo largo de todo el tramo por lo
tanto decimos que se concentra aqui una carga de 4 Ton y por lo cual cada
apoyo cargara 2 Ton, en el apoyo B hay un momento de 0.3 como en el apoyo
A no tenemos momento, entonces se dividio este entre la distancia de 4 del

tramo A-B dando como resultado Vh= -0.075 en el punto Ay 0.075 en el punto

M1+M2
. Recordemos de los cursos de

B, este Vh se obtiene con la féormula V=

estructuras isostaticas que la reaccion menor siempre va situada del lado
opuesto al momento mayor, es decir, supongase que en
la imagen de la izquierda M2 es el momento de mayor

valor absoluto entre este, y M1, por lo tanto, al aplicar la

M1+M2 . e .
formula V=T’ Va sera la reaccion de menor valor, razén por la cual la

reaccion de menor valor se colocé en el apoyo A, VR es la suma algebraica de

Viy Vh. En el apoyo result6é ser VR= 2 - 0.075 = 1.925.
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En el tramo B-C no hay carga por lo cual no tenemos Vi, Vh se calculé6 como

—0.3+1.6 . .y
V=——+—=0.2, en el tramo de C-D por inspeccién vemos que los resultados se

obtuvieron de la misma manera que el tramo A-B.

2Ton
@ — 1 1oMM NG NO ¢ ! ©
0.3’5 % No3 167 éé N1.6 4;
4 m 6 m 4m 4 m
Vi 2 2 0 0 1 1
Vh |-0.075 0.075| -0.2 0.2] 0.2 -0.2
VR|1.925 2.075| -0.2 0.2 1.2 0.8
19k

3.2

Diagrama de Momento Flexionante

1.8

Ton-m

0.3
1.6

3.2 METODO DE RIGIDECES EN MARCOS
En el siguiente ejercicio analizaremos un marco, pero antes mostraremos otro

tipo de imposiciones a considerar en este método, estas son imposiciones que
se usan en fuerzas horizontales en marcos, las usaremos en este caso ya que

se trata de un marco con desplazamiento lateral:

Y

V=2El W V=2El V="FI v=2EI
L L L

VAR \

R

?< \. e

Figura 3.2
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Ejemplo 3.3 Tenemos un marco indeterminado de grado1

o T O,

90 Ton—» h)

Primero se calculan los momentos de empotramiento perfecto suponiendo

empotrados los nudos B y C y considerando las formulas del anexo 2.

Ai.—- [ _7_718_:_|'0nﬁ/.rn N i

® "“?'\&‘_54 wi2 2
= _ W _ (8)e?_
& T2 12 54
~ 2
) Mege = 2 = 09O - 54
A o) 12 12
Lo C Vo =-90
2

A continuacion se realizaran otras tres etapas, en las dos primeras se supondra
una rotacion en cada uno de los puntos que fueron empotrados en el paso
anterior y la tercera se trata del desplazamiento horizontal que genera la carga

lateral en el marco.

ETAPA 1
e,—i Kecs K ces
vi =l Yo Kes=2EI=2EI=1EI
K AN e Z|© L 6 3
A ] _4 _4 _2
j A Kact =1 EI == EI == EI
3 _ 3 2
i o Keat =2 EI == EI == EI
/ \\\ / \\\
' = V1=2fpr=EI=-2FI
L 4.5 27
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ETAPA 2
KBCZ Kgc: ' e
B ( .> . ~ V. KCD2=%E1=§E1
(&) /_\KCD:
“ a2
2 K032—2E1—6 I 3EI
Kac2 = 2EI1=2E1=1FIVv2 =%E1 = _2p
A ‘D) L 6 3 L 27
108=T0n ETAPA 3
18 Tén/m 3.3
90 Ton—w 5 = ; KCD3— El 152 El = E]
_3
c Keas = Z EI = EEI —EI
wn
= 3
V3 =V3I+V3ll= S EI + —E] =1
L 243
Gy in)
37 53 T
/77?’7 /77T77 . o
135 1215 Ecuaciones de condicion
| . 6m |
- ! MgcetKpg10+Kpc20c+KpasA =0  Kggi=

KBC1+KBA1=§ E1+§ El =§ El
MceetKcp10s+Kec20c+KepsA =0 Keeo=Kep2 + K052=§ El + § El =§ EI

Vo+ V40 + Vobc+ VA =0

Ahora sustituyendo los valores de los coeficientes en la ecuacién de condicion:

54+ % E£10g +1 EI6c - + EIA =0 4+ 1 4]
3 3 27 3 3 27

1 4 4 1 1 4 4 93 54

54 + EEIGB +§ E[eC- EEIA:O — = _ ——118 = |—-54

EI| 3 3 277

4 4 16 |8 90
-90-—EIGB-—E19C —EIA =0 - o
- 27 27 243

La solucién del anterior sistema de ecuaciones es GB=%, Oc= 1‘:'5y A—227§I'125

Mga= Kga108 +KBA3A— 2 FI (%)_ %EI (2278 125)

5l —166.5

Mgc = Mgce +Kgc10g +Kge2Bc = = EI( . ) %EI (148 5) 54 = 166.5

Mcg = Mcge +Kcg108 +Kcp2Bc = § El (%) gEI (148 5) + 54 = 2385
148.5 2278.125
Mcp = Kep28c +KcepsA == EI (—)- 24—7E1( l ) = —238.5
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Conociendo los momentos de los nudos B y C, ya es posible conocer los
valores de las reacciones en los apoyos A y D, por inspeccion podemos decir
que primero analizamos la seccion C-D, en C tenemos un momento de -238.5,

por lo que podemos hacer la XMc como sigue:

D+ZIMc=-238.5+4.5Cx=0 Cx =53

Ya que tenemos calculada una reaccién horizontal hacemos 2ZFx de todo el
marco para obtener la otra reaccion horizontal en el punto A ¥Fx= 90-53+Ax=0
Ax = 37 y ya tenemos las fuerzas horizontales en el marco, ahora para calcular
las reacciones verticales. Podemos apoyarnos calculando >*M en cualquier
apoyo, por ejemplo:?+ZMA=108(3)+90(4.5)-6Dy=0 Dy=121.5 por ultimo
hacemos ZFy de todo el marco para obtener el valor de la reaccion Ay y
obtener todas las reacciones que actuan en el marco para estas condiciones de

carga:
SFy=-108 +121.5 + Ay Ay=-13.5

Finalmente se obtienen los diagramas de elementos mecanicos los cuales nos
dan una idea del comportamiento del marco sometido a las cargas asignadas

en este ejercicio.

Diagrama de Momento Flexionante

Diagrama de Cortante 166.5

=== Ton
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Diagrama de Fuerzas Normales

Ejemplo 3.4 Ahora resolveremos un marco con sus dos apoyos empotrados,
por lo tanto un mayor grado de indeterminacion.

N
O
I o
B c| &
N
£
<+
D
1 A
<4—m4
En nem I n I
/ N Vo3 este caso tenemos solo una carga
b SRS 7 ) )
Bl o 0* [C (ﬁ puntual horizontal aplicada en el nudo B del
£
5
marco por lo que no tendremos momentos
Y de empotramiento perfecto, pero si
desplazamiento lateral.
Kec1 = 1 EI =2 El = El 0 K cor -
2 2 1 V1 «— J| 7‘&"'*-7—r7 - ’.Zr
Keg1 ==EI ==El ==EI AT~ Kees <
L 4 2 BA1 / j—
Keat =7 EI =2 EI = EI <1> P
I“\ KAB1
Keat == EI =2 El == EI ~
L 4 2

V1=2EI=2FI=>FI = - 2EI
L 4 16 8
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S K Sy K Kacz == EI= EI= 2EI
"_":»;_'ﬁ\'-n.,_,‘ _./-/( 8 i_VE
*-K BC2 ‘\‘ K cb2 chz = %El = %El =E]l
(2) A / Kocz
) T Kooz = 7 EI =S EI = 2EI
2 2
KDCQ = ZEI = EE] =FIl
V2=2FI=2EFI=%FI=-2FI
L 2 4 8
=S =2 fF=tF=_2
Keps == EI == EI =~ EI = — = EI
KBA3 = - %El

Keos = 5 EI = = El = 2El = —>El

KBAS = —EEI

V3 = V314V3ll= ZEl+ El =2 El + — El= 2 EI
Ahora obtenemos la ecuacion de condicion. En el ejercicio anterior lo dimos de
manera automatica pero ;CoOmo se obtiene o intuyen las ecuaciones de
condicion?, bueno pues detras de todo trabajo de calculo existe toda una teoria
con la que se concluye que la solucion de algun problema se calcula de una o
de otra manera, es recomendable leer primero la teoria para saber cual es el
punto u objeto en el que se basa un método, y de como es que a partir de este,

se intuye que se puede llegar a la solucién de un determinado problema.

Para simplificar la solucion comenzaremos a obtener paso por paso 1er
ecuacion de condicion, primero comenzamos por el nudo donde se realizo la
primera rotacion en el nudo B, nétese que las primeras dos ecuaciones de
condicion se enfocan en un nudo por ejemplo, la primera en este caso la
enfocaremos al nudo B en este caso como tenemos una carga lateral no
tenemos momentos de empotramiento perfecto en el primer paso, pero

generalmente se tienen momentos de empotramiento perfecto en esta parte de
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los marcos Mgce. Ahora en la etapa 1 tenemos Kgg10s , Ksgt €s la suma de los
dos coeficientes de rigidez que estan en el mismo nudo de la rotacion 6 en
esta etapa, es decir, Kgg1 = Kgc1+ Kgat, Y B €s la rotacion en esta misma etapa,
luego pasando a la etapa 2 en el nudo B solo tenemos al coeficiente Kac2
debido a que se considera el nudo B empotrado entonces tendremos Kgc20s, Yy
Bg es la rotacién en la etapa 2, después pasando a la etapa 3 observamos al
nudo B nuevamente y vemos unicamente al coeficiente de rigidez Kgas y se
multiplica por A esto debido a que A es el desplazamiento del marco al que se
hace referencia en esta etapa 3; por lo que nuestra primera ecuacién queda de

la Siguiente manera. MBCe+KBB1eB+KBczec+KBA3A =0

Se sigue la misma forma para encontrar la segunda ecuacién, pero ahora nos
enfocamos al nudo C donde fue la segunda rotacién y obtenemos en la etapa
cero Mcge, €n la etapa 1, Kcg10s en la etapa 2, Kcc20c donde Keeo= Kepz + Keasz
y finalmente en la etapa 3 KcpsA y la segunda ecuacion es:

MceetKcp10s+Kcc20c+KepsA = 0

La tercera ecuacion es la mas sencilla de intuir ya que en esta solo se suman
las fuerzas cortantes o desplazamientos de todas las etapas, en este caso

nuestra tercera ecuacion quedaria como: Vo + V40 + V,0c + V3A = 0

MgcetKag108+Kac20c+KeasA = 0
MceetKca10s+Kcc20c+Keps = 0
Vo+ V0g+ V,0c+ViA=0

Sustituyendo los coeficientes tenemos:

0+ 2EIBg + EIfc - > EIA =0 o 13
2 8
2 8|16, 0
1 3 1 1 3 -
0+ = EIBg +3 EIBc- = EIA =0 =l 3 3 —3||fc| =0
3 2 P
_3 _3 27|LA 3
2 16
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3-2E10g-2 EI6c + 2 EIA =0
8 2 16

4
Al dar solucion al sistema de ecuaciones tenemos GB—— Bc=— y A=—
19E1 19E1 57E1

Mga= Kga168 "‘KBA3A El (1931) 8E1 (51;331) 1

30
Msc = Mace +Kac10s +Kac20c = EI (19E1) %El (ﬁ) -1

30

Mce = Mcge +Kcg188 +Kcp20c = _EI (1951) El (@

19E1)' %El (%) =—1.68

): 1.68

Mcp = Kep20c +KepsA = 2 EI(

184

Mag = Kag10g + KagsA = —EI (19E1) gEl (ﬁ) = —1.10

Moc = KoezBc + Kocalc = EI (rox)- SEI (557) = —3.26

Conociendo el valor de los momentos en cada nudo ya podemos encontrar las
reacciones tanto horizontales como verticales que actuan en los apoyos del
marco, por ejemplo aplicamos el viejo método de cortar el marco, en este caso

lo cortamos en el nudo C y analizamos la parte de la derecha, es decir, el

tramo C-D. En este caso como tenemos momentos en ambos lados de la

M1+M2

columna aplicamos la formula de V= , M representa los

& 1 1.68
B
momentos y L Ila distancia que existe entre estos,

Cy
4m | 1.68+3.26

~ = sustituyendo V= =2.47 la cual es la reaccion horizontal

en el apoyo D, por inspeccion nos damos cuenta que haciendo 2Fx hayamos
Ax=0.53, para las reacciones verticales analizamos por separado el tramo de la
viga B-C, hacemos sumatoria de momentos en B, pero ya sabemos que aqui
hay un momento de -1 entonces analizamos como sigue +§-1=1.68+4Cy
despejando Cy = 0.67 por inspeccion encontramos que Ay=-0.67 y ya se

pueden calcular los diagramas de elementos mecanicos
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Diagrama de Cortante

t
0.67
Ton
0.53
Diagrama de Momento Flexionante Diagrama de Fuerzas Normales
1 T (H—
1 NPz 1.68 Rk dhdbdRdbdbdhdR P
I 10.67
3.26. 0.67 I
Ton-m Ton

Ejemplo 3.5 Obtener los elementos mecanicos en el siguiente marco:

2 Ton/m 3.5 Ton/m
3Ton oSNNS
‘B‘ ‘Q‘ (E)

3m

A\ D F

[ 4 m 6m

Primeramente se obtienen los momentos de empotramiento perfecto:

2.67 10.5
e
-2.67

-10.5

La fuerza horizontal 3 que aparece en el nudo E es la que necesitamos para

que el sistema de fuerzas se encuentre en equilibrio.
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Calculando los coeficientes de rigidez en cada nudo:

e (P

BA1/—\ K 651
.\‘}/ | )
[ K |
A
KBm:% El = EI KCB1=% El = 0.5EI V1 =;—f = ;—f = —0.667EI
Ksat =§ El KAB1=§ El
B ;/' Kcsz\: C /-K CE2 Kee \E L
CD2
"
K DC2
KBC2=§ El = 0.5EI KCBZ=§ El = EI v2=;—26 = ;—f = —0.667EI
KECZ=§ El KCE2=§ El
KDCZ=§ El KCD2=§ El
C <’K CE3 K EC3> E
A K EF3/\
L
. H . | Kees
F
KCEazg El = 0.5EI KEcgzg El = EI v3:;—f = ;—f — —0.667EI
KFE3:§ El KEF3:§ El
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Kea=— = = = —0.667E]  Kcp=—
Kns=y = = = —0.667E]  Kpc=— =23 = —0.667El  Kre=— =

12 12 | 12
VA=VatVostVe=5 + 5+

—+1.33
KBA/\ KCD Kgpi
L
, [ Kee
—0.44

= ;—f = —0.667EI KEF=;—26 - ;—f — —0.667EI

=% = —0.667EI
3

= 044+ 044+0.44 =2 = 133E]
3 3 3

33

El siguiente paso es armar la matriz de rigideces como sigue

-2.67+( + 7 )Bs+ =0c + 0 -0.667 A= 0

4 4 4 2
2.67-10.5+0.50g+ (> + = + - )Bc +-6g -0.667A = 0
105+ 0+ 2Bc+(:+7 )8 -0.667A=06

3 -0.6676g-0.6676c-0.6676¢ +1.333 A =0

La matriz nos quedaria como:

2.33 0.5 0 —0.667] /05
0.5 3 0.333 —-0.667|| 6,
0 0.333 2 —0.667 |\ 6%

-0.667 -0.667 —-0.667 1.333 A
Cuya solucién es 8=0.93 6c=3.44 06g=-5.21 A=1.83

Revision de los momentos en los nodos By E

En el nudo B

Mgc=-2.67+(0.93)+0.5(1.83)=-0.02
Mga=2(0.93)-0.67(-5.17)=0.02
Enelnudo E

Mec= 10.5+5(3.44)+=(-5.21) = 8.17

Mer= %(-5.21)-0.67(1.83)=-8.17
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Obteniendo los momentos en cada nudo de los nudos

Mag== (0.93)-0.67(1.83)=-0.6

Mcg= 2.67+ 0.5(0.93)+1(3.44)=6.58

Mce= -10.5+ 2 (0.93)+(-5.21)=-9.94

Mco= % (3.44)+7(1.83)=3.37

Moc= 2 (3.44)-0.67(1.83)=1.07

Mee= 2 (—5.21) -0.67(1.83)=-4.47

Ahora que tenemos los momentos en cada extremo de los miembros que

forman el marco, se calculan las reacciones como sigue:

Tomamos en cuentas las columnas como si fuesen vigas y calculamos las

reacciones horizontales apoyandonos de los momentos, usaremos la formula

.- . . . . M1+M2
que utilizamos en el ejercicio anterior V=T para este caso tenemos

Ran=""-"2=-0.193, Rpy=""--"=1.48 y Rey=————""=-4.21
B c E
0.02 3.37/ ™ 8.17
- -0.6 1.07 " 4.47
-0.193 »1.48 +—4.21
A D F

Las reacciones verticales se calcularon utilizando el método que se utilizd

anteriormente para determinar las reacciones en vigas continuas.

B  2Ton/m C c 3.5 Ton/m E
-0.02 6.58 ~.9.94 8.17¢
Vi 4 4 10.5 10.5
Vh -1.64 1.64 0.59 -0.59
VR 2.36 5.64 11.9 9.91
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Una vez encontradas las reacciones se obtienen los diagramas de elementos

mecanicos.

Diagrama de Cortante

B 11.09 =
2.36 =
Fo— I = I
1 === 4.213

5645 991

=+ =

‘ Ton %
—0.193‘, 1.48 - j
A D F

Para obtener los momentos maximos en las trabes del marco (secciones B-C y
CE) los momentos se hizo la clasica relacién de triangulos para conocer la
distancia desde un extremo de cada viga hacia donde el cortante es igual a
cero, después encontrada esta distancia, podemos cortar el marco y calcular el

momento existente en ese punto.

En la seccion B-C el cortante vale cero hasta la distancia de 1.16 en donde se

calculara el momento

1,16
B 27oum ), +O EM=2.36(1.16)+0.193(3)-0.06211

M=1.37 ton-m
06
.+ 0.193
En la seccion C-E el cortante vale cero hasta la distancia de 2.83, desde el

nudo E, en donde se calculara el valor del momento.

283 _
m( E 2 ZM=—9.91(2.83)+4_21(3)_4_47+%832)
3.5 Ton/m
M=5.86 ton-m
F 4.47

~4.21
9.91
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Diagrama de Momento Flexionante

B © E
,9.94 8.17
6.58 /
0.02 <9”'92'z:/:,+yz///—*‘/ /;%7 W s "////{:”5.17
ek 1.37 Jasr S 7
| 5.86 7
5 [ 7
2 /
2 / Ton-m 4
EZ/A016 1-07//J — 4'47:?; —
A: D‘ 3 F

3.3 METODO DE LAS RIGIDECES EN ARMADURAS PLANAS EXTERNA E
INTERNAMENTE INDETERMINADAS.

Se parte de la ecuacién matricial (C=K.D), donde C es el vector de fuerzas
externas, K es la matriz de rigideces del sistema y D es el vector de
desplazamientos obtenido como: (D=K™.C) . La matriz de rigideces referida al
sistema global de referencia se obtiene para cada barra como:
N, N, F, E,
A2 AxAy A2 —AA
_AE| Ay ks —AAy =23

L -2 A, 2 AL,
“Ahy, =2 A, AR

S 22

A=area de la seccion transversal de la barra
E=modulo elastico del material de la barra
L=longitud de la barra

N, F se refieren a los extremos cercano y lejano de la barra respectivamente y

los cosenos directores que transforman del sistema local al general son:

A, = cos@ :xF_XN: XF — XN

* * L \/(XF —xy)? + (e — ;VN:)Z
1 = cosh ZJ’F—}’N: YF— VN

Y 7 L \/(XF —xy)?+ (r —yn)?

(x,y) son las coordenadas de los nudos y los subindices N y F se refieren al

extremo cercano y lejano de la barra respectivamente. Una vez calculados los
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desplazamientos, la fuerza interna en cada barra se obtiene con la siguiente

expresion:
DNx
AE [ Dy
(h:T(_’{x _Ay Ax ’ly) DF,J:
Dg,,

Ejemplo 3.6 Obtener las fuerzas internas en la siguiente armadura:

En este ejercicio se muestra una armadura indeterminada tanto interna como
externamente, el primer paso para solucionarla por el método de las rigideces
para armaduras es asignarle coordenadas a cada uno de los nudos como se

muestra a continuacion:

(4,3) (8,3)
(0,0 (12,0)
(4,0) (8,0)
Figura 3.3.1

Después de haber asignado las coordenadas, se continua enumerando los
posibles desplazamientos que tendra la armadura, haciendo referencia a los

ejes Xy Y, como se muestra en la siguiente figura.
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Figura 3.3.2

Se imponen desplazamientos unitarios por lo que K1, Kz, K11y ki2=0

Se comienza analizando los

. 3. desplazamientos en el nudo B.

Utilizando las férmulas siguientes en las

que utilizaremos los valores de las

coordenadas para cada nudo.

Si observamos las figuras (3.3.1) y (3.3.2) observaremos que las coordenadas

en el nudo A son (0,0), en el B son (4,3), y en el F son (4,0), las férmulas para

(x1—x2)2
l3

encontrar los desplazamientos en este método seran para el eje X, k =
, donde x1 es la coordenada en x del nudo que se esta analizando, x2 es la
coordenada en x del otro nudo donde ocurre el efecto provocado por el

desplazamiento del primer nudo, cada k indica desplazamiento y | es la longitud

: 1-y2)?2
de la barra que conecta ambos nudos. Para el eje Y tenemos, k = Wi-y2) ,

13
donde y 1 es la coordenada en y del nudo que se esta analizando, y2 es la

coordenada en y del otro nudo donde ocurre el efecto provocado por el

desplazamiento del primer nudo. Para ambos ejes: k = W, ahora se

13

comienzan a calcular los desplazamientos en el nudo B.

78



Capitulo III Método de rigideces

Primero se analizan sobre el eje X que en este nudo se enumeroé con el numero

3, por lo tanto:

(4-0)?  (4—4)?,(4-8)%? | (4-8)*
53 = 33 = 53 + 43

Kas = [ 1= 0.506
Después se analiza el desplazamiento en ambos ejes X y Y, por lo tanto

tenemos:

(4—0)(3—0)_._(4——4)(3—0)_._(4—8)(3—0) (4-8)(3-3)
53 ' 33 ' 53 43

K34 = [ ]= 0
Terminando con los desplazamientos en este nudo se analiza el efecto sobre el

eje Y que se enumerd en este punto como el desplazamiento 4, por lo tanto:

(B-0?,3-0? ,G-0? & (B3-3)*_
ottt 1= 0477

Kas = [

Ya se analizaron los desplazamientos en los ejes X y Y, pero unicamente en el
nudo B, pero sucede que dichos desplazamientos afectan a los nudos cuyas
barras sean conectadas con este nudo (nudo B). Por lo tanto se analizan
también los desplazamientos en ambos ejes y con cada nudo que tenga una
barra de conexién con el nudo B, por ejemplo para este caso, B se conecta con
el nudo A, pero al principio se propuso que no habria desplazamientos en los
apoyos de la armadura es por ello que K4, Ky, K11y ki2 =0, y por lo que los
desplazamientos en el nudo B o en cualquier otro nudo no tendran efecto en
los nudos A y D, estos nunca se desplazaran, por lo que no tiene caso calcular
desplazamientos en esta parte. En cambio, el desplazamiento en el nudo B si
surtira efecto en el nudo F ya que los conecta una barra vertical de 3m, y F no
se impuso como un apoyo fijo, nuevamente se comienza analizando el eje X

que para estos dos nudos el calculo quedaria como:

Kay = -[(4;’)2]:0 ahora ambos ejesKss = | “572]=0  Ku; = 220
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. —_0)2
Sobre el eje y tenemosK,s = -[(335)

=-0.333y este proceso de calculo se repite

con los nudos C y E los cuales tienen coneccion con el nudo B.

Ksg =- [(458) ]—-0 128 Ksj10 = -[W] 0.096 Ky g = [(4—8223—3)]=0

Kas =- [(448) ]—-O 25 Ksg =[W] 0 Kus= [(4—83123—3)]=0 Ky =- [(3_3)2]=0

Ahora analizando el nudo F

(4-4)* (4—-8)?, (4-0)? | (4-8)?

K7,7 = [ 33 ' 53 ' 43 + 43 ]= 0628
— (4-4)(3-0), (4-0)(0-0), (4—8)(0-3) , (4—8)(0-0),_
Krg = [ 33 ' 43 ' 53 + 43 1=0
_ (0-0)% (0-3)% (0-3)* & (0-0)% _
Koo = (ot O 020 4 07 = 0.405

Ks7 =~ [£25]=-0.128 Ksg = [“22]=0.096 Ky = -[“2°2]=-0.096

Ke,s=- [(3 0" ]—-0 07 Kzg=- [(4 8 ]—-0 25 Kzq0= [—(4_8)(0_0)]= 0

43

e

K7,3=K3,7=0 Ks 3= K3,8=O K74 =Ks7=0 Kss = Ksg =-0.333

Nudo E

(8- 12)

(8-4)*  (8-4)?, (8-8)2
43 53 33

Koo = [ + 1=0.628

8—-4)(0-0 8—-4)(0-3 8-8)(0-3 (8-12)(0-0
Ko o =[O0, -0(09), (-8)0-3) | 6-1D(0-0)1_ g g
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(0-0)?

_ 2 _ 2 _ 2
Kioo = [(043) +(0533) +(0333) + = 1=0.405
_g)2 a0 a0 a2
Kso =- [(833) ]=0 Ks 10 = '[(88;#%0 Koo = -[%]4) Ke,10 =- [(0533) ]=-0.33

Kg,3=K3,g=-O.128 Kg’4= K4’9=0.096 K10’3 = K3’10 =0.096 K10!4 = K4’10 =-0.072

Ko, 7=K7,0=-0.25 Kos= Kg =0 K107 = K7,10 =0 K1oe = Kg,10 =0
Nudo C
B - 'CV'

_ (8-8)? (8-4)* (8-4)* | (8-12)% _
Kss = [ St = 1=0.506

_ (8-8)(3-0), (8-12)(3-0), (8-4)(3-0) , (8—4)(3-3),_
K6’5_ [ 33 ' 53 ' 53 + 43 ]_ 0

_ (3-0? (3-0)* (3-3)? | (3-0)% _
Kes = [ =t =t + = 1=0.477

En todos los casos el signo negativo indica que la barra estad a compresion (“se

empuja el nudo’) y el positivo indica tensién (‘se jala el nudo’)

Se debe de satisfacer la siguiente matriz de rigidez:

Kss
Kas
Ks3
Ke,3
K7
Ks 3

wa

Ksa
Kaa
Ksa4
Ks.4
K74
Ks 4
Ko 4

Kes
Kos

K3,6
K4,6

Ko

Ks7
Ks7
Ks 7
Ke 7
K77
Ks 7
Ko7

K3,8

Koss

Ksm

Ka,10
Ks,10
Ks,10
K7,10
Ks,10

Ko,10

Kioa Kios Kios Kioz Kiog Kiog K1y/

-

-

A3
A4
A5
AB
A7
A8

A9

A10)
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Nétese que no es tan complejo intuir como construir la matriz de rigideces para

el caso de las armaduras, en este caso sustituyendo valores la matriz nos

queda como:

0,506 0 -0,250 0 0 0 -0,128 0,096 A3 0
0 0,477 0 0 0 -0333 0,096 -0,072 A 0

-0,250 0 0,506 0 -0,128 -0,096 0 0 A5 0
0 0 0 0,477 -0,096 -0,072 0 -0,333 A6 _ 0
0 0 -0,128 -0,096 0,628 0,096 -0,250 0 A7 — 0
0 -0,333 -0,096 -0,072 0,096 0,405 0 0 A8 8

-0,128 0,096 0 0 -0250 O 0,628 -0,096 A9 0

0,096 -0,072 0 0333 0 0 -0,096 0,405 A10 7

La solucion al anterior sistema de ecuaciones es: (valores multiplicados por
E.A)

A3=-19.21, A4=133.43,A5=20.28, A6=130.21, A7=-0.55, A8=157.66, A9=-1.23, A10=152.44

Figura 3.3.3

Una vez calculadas deformaciones que resultan con la aplicacién de las
fuerzas desequilibrantes se hace el calculo de la fuerza en cada barra como se

muestra a continuacion.

AB= = [(4 - 0)(~19.21) + (3 — 0)(133.43)] = 12.9
AF=—[(4— 0)(=0.55) + (0 — 0)(157.66)] = 0.137
CD= [(4 — 0)(20.28) + (3 — 0)(130.2)] = 12.37
ED=—[(8 — 12)(—1.23) + (0 — 0)(152.44)] = 0.3

BC=4L2 [(4 —8)(—19.21 — 20.28) + (3 —3)(133.43 — 130.21)] =9.87

BF=3L2 [(4 —4)(—19.21 4+ 0.55) + (3 — 0)(133.33 — 157.66)] = —8

82



Capitulo III Método de rigideces

BF=512 [(4—8)(—19.21 + 1.23) + (3 — 0)(133.43 — 152.44)] = 0.59
CF=5%[(8 —4)(20.28 4+ 0.55) + (3 — 0)(130.21 — 157.66)] = 0.155
CE=3l2 [(8—8)(20.28 + 1.23) + (3 — 0)(130.21 — 152.44)] = —7.39
FE=412 [(4—8)(—0.55+1.23) + (0 — 0)(157.66 — 152.44)] = —0.17
Las cantidades que anteriormente se obtuvieron corresponden a las fuerzas

axiales ejercidas en cada barra por lo que al final la armadura trabajaria de la

siguiente manera:

8870 ©

h 4 0\ N

&) Qf\ ’.\' 7<"
'\“1’9\ 2 0 © G}Ko
s .6:9@ 3
-/

®) , 0137 (M), (Fn s 017 (M W Q3@ D)

Y Y

8 Ton 7 Ton
1‘_>10'19 10.19<—1A

7.66 7.33

Ejemplo 3.7 Resolver la siguiente armadura por rigideces.

Ahora se resolvera un ejemplo clasico de armadura indeterminada unicamente

con 3 barras como a continuacidon se muestra.

3 Ton
oton T

(2,6) 2m 2m

Se siguen los mismos pasos que en el ejercicio anterior

comenzando por establecer un sistema coordenado en

(0,0) (4,0) cada uno de los nudos de la armadura, ya que segun el
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método las coordenadas nos ayudaran con el calculo de las fuerzas que actuan

(x1-x2)2
B

en la armadura. De nueva cuenta seguiremos las férmulas, k = k =

(y1-y2)? k= (x1-x2)(y1-y2)
E - E

para calcular los coeficientes de rigidez como lo

marca el método.

Ahora se imagina el desplazamiento B’ en el nudo B
en ambas direcciones X (A1) y Y (A2), dicho
desplazamiento provocado por las fuerzas que se le
aplicaron a la armadura, como lo muestra la figura

que se muestra del lado izquierdo de este texto.

Ahora tomando en cuenta las coordenadas se procede al calculo de los
coeficientes de rigidez K, la longitud de las barras A-B y B-C se pueden

obtener facilmente apoyandonos del teorema de Pitagoras.

2 2 2
(2-0)%  (2-2)° (2-4)
6.323 63 6.323

(2-0)(6-0), (2—2)(6—0) , (2—4)(6—-0)
6.323 ' 63 ' 6.323

K1,1 = [ ]= 0.17 K1‘2 = [

=0

_ (6-0)* (6-0)* (6—0)*,_ _ _
K2,2 = [6.323 + pe + 6320 ]— 0.45 K2‘1 = K1‘2 =0

Para este caso la ecuacion matricial quedaria de la siguiente manera:
-0
K1 K32l \A; 3

Calculo de desplazamientos reales (multiplicados por (E.A)):

0.17 0 1(A1\ _ /2 . _ ~ _
[ 0 0_45] (A2> = (3) Resolviendo de obtiene A1=11.76 y A,=-6.67

Obtenidos los valores de los desplazamientos sigue el calculo de las fuerzas

ejercidas por los miembros mostrados a continuacion.

1
6.322

Fea= [(2-0)(11.76) + (6 — 0)(—6.67)] = —0.413
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FBD:eiZ [(2-2)(11.76) + (6 — 0)(—6.67)] = —1.11

1
6.322

Fgc= [(2-4)(11.76) + (6 — 0)(—6.67)] = —1.59
Revisamos que se garanticen las ecuaciones de equilibrio YFx=0 y >Fy=0
para esto se analiza la sumatoria de fuerzas en el nudo B, para conocer el valor

de las proyecciones en cada eje (x,y) nos apoyamos del siguiente triangulo.

Para calcular la proyeccion en el eje X

Sen =2

6.32

Para calcular la proyeccién en Y

Cos BB =°

6.32

Revision del nudo B

Fy=0
3 Ton 2Fy
~ 2Fy =-3+1.11+ 0.413(%) + 1_59(%)
B/ 2 Ton | -
- > Fx=0
_ 2 2
o . SFx=2+0413(2) - 1.59(%) + Dx
v X Dx = -1.63
ASERTIRC x

Finalmente tenemos que las reacciones en los apoyos quedarian como:

1 . .. , . .. . T
Los ejercicios de armaduras estan basados en ejercicios del libro Andlisis Estructural del Ing.
Oscar Gonzales Cuevas
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CAPITULO 4
Metodo de Cross

P=4t
2.00
q=3t/m q=1.5¢/m q=3t/m
i 2< z< A
L 2.00 600 7.00 L 500
) "= r=0.17 I =014 T w018 L
7 00 [1.00 0.54] 0.46 049 051  1.00
9| +6]-9.00 [+9.00[-1023]  |+7.78]-8.35] [o.0 |
M [+3.00 _+0.66[+057 . _ +0.77|+080
+0.33€ ¥4150[4+0.38 € ¥ 4028
-0.33, _-1.02|-086 . _ -0.14[-0.14
o/ -0.51€ >-0.16[-007 ¢ > -0.43
+051 +0.12[+0.11 4021 [+0.22
+0.06€ 3 40.26(40.10 > +0,05
-0.06 . _~0.19]-0.17 « _ -0.02[-0.03
o [-009¥ > —0.03[-0.01 > 008
[ |+009  +0.02|+0.02 +0.04 |+0.04
9 -6.00tm ~10.16tm -8.46tm

Cualquier teoria estda limitada en su aplicacién, pero no puede estar libre de la

relacién de causa y efecto, de la experiencia por medio de los experimentos, o de

despreciarse, o atin del sentido comun.

Hardy Cross (Ingenieros y las torres de marfil)
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4. METODO DE CROSS
El profesor estadounidense Hardy Cross desarrollé en el afio de 1930 un

método numeérico para la resolucion de estructuras hiperestaticas que alcanzo
gran popularidad y que se sigue usando hasta la fecha. Es un método de
aproximaciones sucesivas, que evita tener que resolver sistemas de
ecuaciones simultaneas de un numero elevado, como sucede en los métodos
de rigideces y de las flexibilidades, siendo la base principal de este método el
de rigideces, con la diferencia de que en este método se hace una distribucion
a partir de los momentos de empotramiento perfecto, por ello también lo llaman
el método de la distribucion de momentos. La teoria dice que la suma de los
momentos en algun punto de la estructura debe de ser igual a la suma de los
momentos de empotramiento perfecto y es un método iterativo, se calculan
factores de distribucidén en proporcién a las rigideces de las barras que
concurren a cada apoyo en una viga o en cada nudo en un marco, la suma de
estos factores debe ser igual a 1, en cada apoyo o en cada nudo segun sea el
caso, se hace una diferencia de momentos de empotramiento perfecto en cada
nudo o apoyo y esa diferencia se reparte multiplicando por los factores de
distribucidon, a este valor se le llama primera distribucién, acto seguido se
realiza un transporte, es decir, de la distribucion que se calculé se pasa la
mitad de ese valor al otro extremo del mismo miembro donde se realizé la
distribucion, a excepcion de los apoyos simples, ya que estos se consideran
articulados y por lo tanto no puede haber momento en estos puntos. En un
apoyo empotrado no se efectua distribucion ni se libera transporte al extremo

contiguo de la barra, pues en teoria la rigidez del apoyo es infinita.
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El numero de iteraciones a ejecutar depende de la precision que se quiera
lograr al realizar el método, siendo suficientes cuando el desequilibrio
resultante en los nudos sea pequeno en la ultima distribucion. Siempre debera
concluirse el proceso con una distribucién, no con transporte, procediéndose
entonces a la suma algebraica de los momentos de empotramiento perfecto y
todas las distribuciones y transportes que se realizaron en cada extremo de
barra para obtener los momentos finales correspondientes.

4.1 METODO DE CROSS PARA VIGAS CONTINUAS
Ejemplo 4.1 Obtener los elementos mecanicos en la siguiente viga continua:

A 2 Ton/m ® 15f°” ® 3 Ton/m O
2la lo lo

8m |
|

1

Para este método no es necesario tomar en cuenta el grado de indeterminacion
de la estructura, sino que se comienza con los momentos de empotramiento
perfecto y posteriormente con los factores de distribucidn los cuales son datos

necesarios para comenzar a realizar las iteraciones de este método.

Se calculan los momentos de empotramiento perfecto

= = PL_ 154 _ _ =9t _ 367
Mas=0 Mgc = - Py 7.5 Mco 5 o
ql _ 2(8)? PL_ 15(4) _ ql® _3(6)* _
MBA_S_ 5 =16 Mcg = 5 5 =75 Mbc = YT =9

Calculo de los coeficientes de rigidez.

88



Capitulo IV Método de Cross

K=
L
y, _ 3 _ 3lo _3(2I0) _
Kag = ZKAB = e =0.1875lo
Kac = ’: =0.25lo

Kep = % =0.166lo

Calculo de los factores de distribucion (FD)

lo

FDBA _ Kpg 0.1875lo — 04279
Kpa+Kpc 0.1875lo+0.25l0
251
FDgc =—2¢ 92500 =0.572
Kpa+Kpc 0.1875lo+0.25l0
251
FDcg =—EC 0250 __ - (601
Kpc+Kcp 0.25lo+0.166l0
FDep =—2— = 1% __ = () 399
Kcp+Kpc 0.166lo+0.25lo
=) D
oy 0.428 ‘ 0572  0.611 \ 0.399 R
MEP |0 16 |-7,5 7,5/ -9 9
1DISTR |0 3,637 —4,862><o,902 0,599 0
1TRANS |0 0]0,451 4 72,4310 4><o,z99
2DISTR |0 -0,193 —0,258>< 1,461|0,970 0
2TRANS |0 0/0,7314 *.0,129|0 4><0,485
3DISTR [0 0,313 | -0418~, 0,077 0,251>< 0
3TRANS |0 0]0,039% ™0,209|0 0,026
4DISTR |0 -0,017 |-0,022._ _ 0,126 | 0,083 0
ATRANS | 0 0 0,063; X 0,011 0 4><o,o42
SDISTR |0 -0,027 —0,036><o,007 0,004 0
STRANS | 0 0/0,003 € ™*0,018|0 0,002
6DISTR |0 -0,001-0,002 0,011 0,007 0
5= 0 11,81]-11,81 | 7,28]-7,28 9,86

Las flechas sefialan los transportes que se hacen en cada iteracion
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Diagrama de Cortante

6.53 8.63 8.57

= 6.37 >
948 943

Diagrama de Maomento Flexionante

10.66 I Ton-m

i i
7.28 %

11.81 . 9.86

Ahora se resolvera otro ejercicio a través de este método

Ejemplo 4.2 Obtener los elementos mecanicos en la siguiente viga:

& 3Tonim g © 15*-'—0“

O
2 /7% % /7% To /7%
|

F._ 4m I;. 6m I;. 4m I:._ 4m

Primero se calculan los momentos de empotramiento perfecto

® o
7y 3Ton!m/§5t :t / 153-0” O
fa 2/:t o i: \_3 fo
4m 6 m 4m 4m
12 _ 3(4)? 3Pl _ 3(15)(8
Mepo="2- = 2= = 6 Mcpe=2o = 28 = 29 5

Ahora calculando coeficientes de rigidez relativa:

=3 (1) = 3 _
K’ pc= ( )_ 2 = 0.187510

4 \ 4
KBC=%° = 0.167I0

_3 /o

K,CD_Z (E) = 0.094]0

Calculando los factores de distribucion obtenemos

FDgp = Kpa  _ 0.18710 — 053

Kpa+Kpc 0.1875I10+0.167I0

FDBC _ Kpc 0.1671o — 047

Kpa+Kpc 0.1875I0+0.167I0
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FDcg = Kpc  _ 0.16710
Kpc+Kcp  0.09410+0.16710

FDep = Kep  _ 0.094]0
Kcp+Kge  0.16710+40.16710

Ahora se comienza con la distribucidon de momentos

= 0.64

=0.36

B ()
& 053 |0.47 064 |0.36 O
Io o o

NI b

FD 0 0,53 | 0,47 0,64 | 0,36 0
MEP 0 60 0[-22,5 0
1DISTR 0 -3,180 | ~2,820 14,400 | 8,100 0
1TRANS 0 07,200 -1,410 | 0 0
2DISTR 0 -3,081 | 4118 0,847 | 0,563 0
2TRANS 0 0 0,424>< -2,059 | 0 0
3DISTR 0 -0,181 | -0,242 1,238 0,822 0
3TRANS 0 0 0,619><-0,121 0 0
4DISTR 0 -0,265 | -0,354 0,073 | 0,048 0
ATRANS 0 0 0,036><—O,177 0 0
5DISTR 0 -0,016 | -0,021 0,106 | 0,071 0
5TRANS 0 00,053 4><-o,o1o 0 0
6DISTR 0 -0,023 | 0,030 0,006 | 0,004 0
6TRANS 0 00,003 ><-o,o15 0 0
7DISTR 0 -0,001 | -0,002 0,009 | 0,006 0
5=|0 -0,75 0,75 12,89 | -12,89 0

Al detener el calculo en la séptima iteracion nos damos cuenta que tenemos

una aproximacion suficiente en los momentos.

Diagrama de Cortante

9.111

Diagrama de Momento Flexionante

M Ton-m

23.56

12.89
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Este método se considera uno de los mas precisos en el calculo de estructuras,
por ello es aun uno de los mas utilizados. Para el calculo de marcos existen
dos maneras de realizar el método, pero esto depende de los casos de carga a
los que este sometido el marco, ya que las dos manera se refieren a marcos
rigidos con y sin desplazamiento lateral, cuando el marco tiene cargas laterales
dependiendo del tipo de apoyos puede haber o no desplazamiento lateral,
cuando se calcula con el método de Cross con desplazamiento lateral también
se le considera método de Cross de segundo orden.

4.2 METODO DE CROSS PARA MARCOS SIN DESPLAZAMIENTO LATERAL
Ejemplo 4.3 Obtener los elementos mecéanicos en el marco siguiente:

16 Ton

l@‘\

3lo

FTTS

8 Ton—»{ 2/,

15m15m ©

iR

A

Calculando los momentos de empotramiento perfecto.

16¢Ton \
R - ’ C — PL_ 8(3) _ _ Pl _8(3) _
B % 8</ | C Mp=T="0=3  Mau=g="0=3
\3 — PlL_ 16(4) _ _ Pl _16(4) _
8 Ton— MAB—-;—-T—-S MAB_?_T_s
-3
A N

Calculando coeficientes de rigidez
Kas=2 = 033310
Kec=2 = 0.2510

Calculando Factores de distribucion tenemos
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Kpa _ 0.333]0
Kpa+Kpc 0.33310+0.25]0

FDBA = = 0.53

Kpc 0.25]o0
= = 0.47
Kpa+Kpc 0.25]0+0.333]0

FDBC =

Para la comodidad de los célculos se presenta la distribucion de momentos en

la siguiente tabla

FD 0 0,47|0,53 0
MEP -3 3-8 8
1DISTR 0 2,35(2,65 0
1TRANS 1,175 0|0 1,325
2DISTR 0 0|0 0
2= -1,825 5,35(-5,35 9,325

El método nos permitié resolver este marco en solo una iteracidon, ahora se
calcularan las reacciones en los empotramientos para esto, se dividié el marco
en dos secciones, y cada seccion se analizd como si cada miembro se tratara
de una viga usando los mismos criterios que se utilizaron en el ultimo ejercicio

de la viga en el método de rigideces, calculando el cortante.

, 8 Ton B 16 Ton
A 5 35 = ¥ \ ©
\1.82 ' \N535 932710
Vi 4 4 Vi 8 8
- Vh -0.994 0.994
VR Zabe s178 VR| 7.006 8994

15m 1 1.5m ’42&__‘42_7'“»‘

Como ya vimos VR son los valores del diagrama de cortante, de aqui podemos
partir para por inspeccion obtener las reacciones horizontales y verticales en

los apoyos.

Diagrama de Cortante Diagrama de Momento Flexionante

9.32

i
+
1
I
1

5175

‘\
7

/

[
©
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Diagrama de Fuerzas Normales

5.175
AR G G

=)=

a

==

]

==

]

==

=]

a

o

a

=]

a

SN N A A N AN
]

| B

O O O 0 0 0. 00

==

Ejemplo 4.4 Ahora analizaremos otro marco, en esta ocasion se incluira una

carga horizontal y una vertical cuyas magnitudes se aprecian en la siguiente

figura
. 20 Ton ~
B ©
@ (B> ‘ G- 8 Ton
SN 2 2
JAR
o E
lo hoy
la
()
E
(=) o
} 3m l 25m } 25m }
Calculando momentos de empotramiento perfecto:
B (@3]
™ ' 20¢Ton \
AN N 7 T » 8 Ton
SN 2 \15 2 ! 5
L L NE iN\g . P 20
lo - Msc = — =20 - 125
I 8 8
D A
E = PL_2005) _
= e Mcs PR 12.5
3 2.5 25 . -
- Mmoo 2emo28m, Calculando los coeficientes de rigidez
relativa tenemos:
y 3 (21 1
Kne=> (%2) = 0510 Kee=2 = 0.210
4 3 5
21 y 3,1
KBC=?° = 0.4l0 K'eo=> (;") = 0.25]0
Calculando factores de distribucion
K 0.51
FDga = BA___ = ° =0.43
Kpa+Kpc+Kpp 0.410+0.510+0.2510
K 0.251
FDgp = BE = ° =0.22

Kpa+Kpc+Kpp 0.410+0.5]0+0.2510
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K 0.410
FDgc = BC = =0.35
Kpa+Kpc+Kpp 0.510+0.4l0+0.2510
K 0.410
FDcg = B = = 0.67
Kce+Kpc 0.2]0+0.410
K 0.21o
FDcg =—£ =0.33

Kcg+Kpe 0.2I0+0.4l0

Realizacion de los calculos o distribucion de momentos.

BA BD BC CB CE EC
FD 0,43 0,22 0,35 0,67 0,33 0
MEP 0,00 0,00 -12,50 12,50 0,00 0,00
1DISTR 5,38 2,75 4,38 -8,38 -4,13 0,00
1TRANS 0,00 0,00 -4,19 2,19 0,00 -2,06
2DISTR 1,80 0,92 1,47 -1,47 -0,72 0,00
2TRANS 0,00 0,00 -0,73 0,73 0,00 -0,36
3DISTR 0,32 0,16 0,26 -0,49 -0,24 0,00
3TRANS 0,00 0,00 -0,25 0,13 0,00 -0,12
4DISTR 0,11 0,05 0,09 -0,09 -0,04 0,00
4TRANS 0,00 0,00 -0,04 0,04 0,00 -0,02
5DISTR 0,02 0,01 0,02 -0,03 -0,01 0,00
5= 7,61 3,90 -11,51 5,15 -5,15 -2,57

Como podemos ver ya obtuvimos el valor de los momentos en cada nudo
aplicado en extremos de cada barra y a partir de alli podemos obtener las
reacciones en los poyos y posteriormente los diagramas de elementos

mecanicos.

Primero analizamos la parte de la izquierda, el miembro A-B y luego el C-E

5.15
<Al B ? + ZMBz 0 C i §+ ZMC= -5.15
T 0=7.61+3Ay -5.15 = 5Ex
2_?4 3m | E
- - Ay= -T2 = —2.54 |l Ex=-1.03ton
Miembro B-D 7
822 D+ IMe= 3.90
£ 3.90 = 3Dx
o A 1 Dx=1.3ton —=>
T Ahora se corta el marco en el punto B y analizamos solamente la

parte derecha
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D + IMs=0
0=-11.51+20(2.5)+1.03(5) -5Ey  Ey=8.73 ton
Ahora considerando el marco completo

+ >Fy=0

0=-20-2.54 +8.73 + Dy Dy =13.81 ton

Momento maximo  positivo: M+=-11.27x2.5-
11.51=8.73x2.5-5.15=16.68 ton

Obtenidos estos datos tenemos que los diagramas quedan de la siguiente

manera:

7.61 20 Ton

A \By \©
./ \ 7 » 8 Ton
8 7 A151 5151~

254 3.90 ’ ’

D

1.3~ 2.57

13.81 NS B
03 T

Diagrama de Fuerzas Normales

Diagrara de Cotante
11.27

8.27 8.27
R K R R B L IR R G

N ton

11381

o
b

:]

hr

] .

b

o

En este ejemplo se esta despreciando la deformacién axial de la trabe de
cabezal, que de otro modo produciria desplazamiento lateral en los nudos vy el

equilibrio alcanzado en la primera etapa del Método de Cross seria inexacto.
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Ejemplo 4.5 Otro ejemplo de marco sin desplazamiento lateral de nudos es el
siguiente, en el cual se utilizaron carga distribuidas de manera triangular como
se muestra. La simetria del marco tanto en geometria como en cargas, permite
suponer que es despreciable el desplazamiento lateral del cabezal, por o que
solo se aplica el método de Cross en su primera etapa.

6 Ton/m
o it 1 Cl l!"r.[_j -
21 21 2l E
A _® E !
T 5m 5m it

o —— -—

Calculando los momentos de empotramiento perfecto

wiz _ 6(5)2 wiZ _ 6(5)2

Mac= 20 20 =95 Mcg= 30 30 =75
6 Ton/m Por lo tanto
5 s
e ' T Mco=-75 y Myc=5
Bl \ To 36/ 10 F ‘/D' I cD -2 Y Ve
=~ €
2l 21, 2 «
5m 5m

Ahora seguimos para calcular los coeficientes de rigidez relativa:

2lo

K,AB=% (?) = 0.5]o KCD=I?O = 0.2]o

2lo

Kec=— = 0.210 K'oe=2 (T) = 0.25]0
_2Ilo

KCF—T = 0.66710

Continuamos con la obtencién de los factores de distribucion

K1 0.5Io
FDBA = AB = =0.714
Krpp+Kpc 0.5I0+0.2]0
K 0.2]o
FDBC = BC = = (0.286
Krpp+Kpc 0.5I0+0.210
K 0.2]o
FDCB = BE = = 0.187
Kcp+Kpc+Kecp 0.66710+0.2I0+0.210
K 0.2]o
FDCD = £ = = 0.187
Kcr+Kpc+Kcep 0.2]0+0.210+0.66710
K 0.66710
FDCF = BC = = 0.625

Kpa+Kpc+Kcp 0.66710+0.210+0.2]10
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Realizacion de los calculos o distribucion de momentos.

NUDOS | BA BC CB CF cd| DC DE | FC
FD 0714 0728 | 0,187 0625 0187 | 028 0714 | 0
MEP 0 5 7,5 0 7,5 5 0 0
1DISTR | 357 1,43 0 0 0| -143 357 | 0
1TRANS | © 0o | 0715 0 0715 | 0 0 0
2DISTR | O 0 0 0 o] o 0 0

s= | 357 | 357 [ 8215 | o | -8215] 357 | 357 | o

En este caso esta estructura se resolvid con tan sélo 2 iteraciones, con los

valores de los momentos podemos encontrar el valor de las reacciones en los

apoyos.
6 Ton/m
? +> Mc=0
© D
£ 8.215 = (5/3)(6x5/2) + 1.19x3— 5Ey
B 8.215 =25+ 3.57 — 5Ey ,por lo que Ey=4.07 ton
| Sm |
| |
o t2Mc=
+ YMo=+3(1.19)-4.07(2.5)+(*52) (2%)=3.48 ton-m 342 Ton/m
3.57
Cortante tramo B-C: V=4.07-(§)(X)(X/2)=4.07-0.6X2 E
Por lo que cuando V=0, X= /ﬂ =2.60 m. 11
0.6 e f
4.07
Momento maximo positivo: M+max.=( [Vdx )- e

3.57=[(4.07 — 0.6x2)dx-3.57=4.07X-0.6X°/3-3.51=3.56 ton-m. en X=2.60 m.

Diagrama de Momento Flexionante Diagrama de Cortante

Diagrama de Fuerzas Normales

1]

j=RENnieRsRsgeRsRLeRsnny sl s s he] se m Lo e s uReRsieRsRsgeR Ly he g A

407k 407
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Ejemplo 4.6 A continuacion se muestra la solucion de un marco de dos niveles

y una sola crujia

Los momentos de empotramiento perfecto son:

Mep=—* —_ 6.67

Mep=—2 = 2 67

Moo= — 6.67

12

Moo= = 2,67

12

Se comienza por calcular la K de rigidez para cada elemento

2o

K’AB=T = 0.5/0
KCD=’f = 0.25]0

_2lo

KDE—? = 0.6671o

2]o

KBC=? = 0.667I0

KBE=%° = 0.25]0

KEF=% = 0.5]o0

Posteriormente se calculan los factores de distribucion

0.375

FDBA_O.375+O.667+0.25 =0.29
FDge=—2° =0.193
0.375+0.667+0.25
FDgc= 9.067 =0.516
0.375+0.667+0.25
_ 0667
FDCB_O.667+0.25 =0.73
_ 025
FDCD_O.667+0.25 =0.27
_ 025
FDDC_O.667+0.25 =0.27

0.5

FDEF=0.5+O.667+0.25 =035
FDgr=——27___ — 0.47
0.5+0.667+0.25
FDgr=—22° = 0.18

0.5+0.6674+0.25
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0.667
— = (0.7
0.667+0.25

FDDE=

Calculo de la distribucion de momentos

NUDOS B D
Elementos BE BC DC DE
FD 0,193 0,516 0,270 0,730
MEP -2,670 0 6,670 0
1DISTR 0,515 1,378 -1,801 -4,869
1TRANS -0,240 2,435 0,900 -0,627
2DISTR -0,423  -1,132 -0,074 -0,199
2TRANS 0,196 0,077 0,029 0,512
3DISTR -0,053 -0,141 -0,146 -0,394
3TRANS 0,028 0,220 0,081 0,073
4DISTR -0,048 -0,128 -0,042 -0,113
4TRANS 0,020 0,052 0,019 0,053
5DISTR -0,014 -0,037 -0,019 -0,052

-2,689 2,723 5619 -5619 | 5618 -5618 | -2,730 2,688 0,043 | 0,007

Teniendo los momentos se calculan las reacciones horizontales en los apoyos

Para el tramo B-C y para el tramo E-D

5.62+2.72 -5.62-2.72
== = 278 Ex= —

Bx =-2.78
Por lo tanto el segundo nivel esta en
equilibrio y sin desplazamiento lateral.

Los momentos correspondientes a las columnas A-B y F-E son

considerablemente pequefios por lo que el valor de las reacciones horizontales

es aun menor, motivo por el que podemos despreciar fuerzas cortantes
horizontales en Ay E, y entonces decimos que el marco esta en equilibrio, por

inspeccion se pueden encontrar las reacciones que nos generan los siguientes

diagramas de elementos mecanicos.
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4.3 METODO DE CROSS PARA MARCOS CON DESPLAZAMIENTO
LATERAL
Se siguen practicamente los mismos pasos, sbélo que en esta ocasion se

tendran que realizar mas tablas de iteraciones, ya que se requieren para
encontrar el factor de correccion que se aplica, para corregir los momentos, por
estas operaciones que se hacen adicionales, el método también es llamado
método de Cross de segundo orden

Ejemplo 4.7 Obtener los elementos mecanicos del siguiente marco que es

simétrico en geomelria pero asimeétrico en cargas y por lo tanto esta sujeto a
desplazamiento latera | del cabezal.

10 Ton
B ' T C©

5m

Se calculan los momentos de empotramiento perfecto,

2 2 2 2
MCD=_Pcltzb —_ 10(;)2(4) —. 64 MCD_Pba _10(4)(1)?_ 16

12 52

Se comienza por calcular la K de rigidez para cada elemento

KAB=’§ = 0.2l0 KBC=%° =0.2l0 KCD=%° —=0.2l0

Posteriormente se calculan los factores de distribucion
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0.2 0.2 0.2 0.2

I:DBA=0.2+0.2 =05 FDBC:0.2+0.2 =05 I:DCB=0.2+0.2 =05 I:DE)C=0.2+0.2 =05
Calculo de la distribucion de momentos
NUDOS A B C D
Elementos AB BA BC CB CD DC
FD 0 0,5 0,5 0,5 0,5 0
MEP 0 0 -6,4 1,6 0 0
1DISTR 0 3,2 3,2 -0,8 -0,8 0
1TRANS 1,6 0 -0,4 1,6 0 -0,4
2DISTR 0 0,2 0,2 -0,8 -0,8 0
2TRANS 0,1 0 -0,4 0,1 0 -0,4
3DISTR 0 0,2 0,2 -0,05 -0,05 0
3TRANS 0,1 0 -0,025 0,1 0 -0,025
4DISTR 0 0,0125 0,0125 -0,05 -0,05 0
ATRANS 0,00625 0 -0,025 0,00625 0 -0,025
5DISTR 0 0,0125 0,0125 -0,0031 -0,0031 0

z 1,80 3,625 -3,625 1,703 -1,703 -0,85

Estos son los momentos finales, sin embargo podemos darnos cuenta que por
la manera en como esta asignada la carga, el marco tiene posibilidad de
desplazamiento lateral, por ello analizaremos sumatoria de fuerzas horizontales

para asegurarnos que se garantiza el equilibrio.

— 1.086 Ton Vag= %‘085 — —0.51 Ton

VAB= 1.80+3.625
Ahora XY Fx=1.086ton - 0.51ton = 0.575 ton por lo tanto no se garantiza el
equilibrio, el marco presenta desplazamiento lateral y se le debe de aplicar un

factor de correccion.

Para aplicar el Factor de correccion (FC) nos apoyamos de la férmula para

calcular la rigidéz lineal:

6E1
Maa=Mag=—3-

6E1 6E1 0.575

MBA=MAB=1—2 = 5—2 =0.24 MEP=024X? =0.14
MCD=MDC=% = ? —=0.24 MEP=0.24X$ —0.14
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Y se comienza un nuevo calculo con los momentos de empotramiento perfecto

NUDOS A B C D
Elementos AB BA BC CB CD DC
FD 0 0,5 0,5 0,5 0,5 0
MEP 0,14 0,14 0 0 0,14 0,14
1DISTR 0 -0,07 -0,07 -0,07 -0,07 0
1TRANS -0,035 0 -0,035 -0,035 0 -0,035
2DISTR 0 0,0175 | 0,0175 0,0175 0,0175 0
2TRANS 0,00875 0 0,00875 | 0,00875 0 0,00875
3DISTR 0 0,004375 -0,00438 | -0,004375 0,004375 0
3TRANS -0,002188 0 -0,00219 | -0,002188 0 -0,002188
4DISTR 0 0,001094 | 0,001094 | 0,0010938 | 0,001094 0
4TRANS 0,0005469 0 0,000547 | 0,0005469 0 0,0005469
5DISTR 0 0,000273 -0,00027 1-0,000273 0,000273 0

3 0,1121094 | 0,083945 | -0,08395 | -0,083945 | 0,083945 [0,1121094
Nuevamente se calculan las reacciones horizontales
VAB= 0.112+4+0.084 — 0039 Ton VAB= 0.084+0.112 — 0039 Ton

IFX1 0575 _
SFX2

2Fx=0.039+0.039=0.078ton ya podemos calcular el FC=—
—7.37= factor de correcion,

0.078

Los momentos finales son la suma de los momentos de la primera distribucion,
mas los momentos de la segunda distribucidn multiplicados por el factor de

correccion, de esta forma tenemos que:

Mag=1.8+(-7.37X0.112)=0.975 Ton-m
Mga=3.625+(-7.37X0.084)=3 ton-m
Mgc=-3.625+(-7.37X-0.084)=-3 ton-m
Mcg=1.703+(-7.37X-0.084)=2.32 ton-m
Mcp=-1.703+(-7.37X0.084)=-2.32 ton-m
Mpc=-0.85+(-7.37X0.112)=-1.675 ton-m

Verificando reacciones horizontales tenemos que

= —0.798Ton

0.983+3 -2.32-1.673
=== 0.798 Ton Vag= —

Vag
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Al ser iguales las reacciones pero de diferente signo se intuye que su sumatoria

es igual a cero por lo que notamos que la estructura esta en equilibrio.

Con estos datos ya podemos obtener las
reacciones para posteriormente formar los
diagramas de elementos mecanicos, por
ejemplo en la trabe las reacciones verticales se

calcularan como se muestra a continuacion.

(2.32-3)

— lox4 (232-3) _ +~———= 1864 Ton

Vi (23273) _ 8136 Ton Vo= 2241
5 5 5

Diagrama de Fuerzas Normales

0.798
oAofoHoAcHoAofofofoAofofo

oHoH
pgpd] q

npd o
oHoH b
adp
ofo b
odp
oo b
npd o
oHoH b
=f=]=]s q
oHoH b
o
b
d

npd
oHoH

uuu
EEEEE
oUaUaUals

81361 ]1.864
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Ejemplo 4.8 Obtener los elementos mecanicos en el siguiente marco, que por
asimetria en geometria y cargas esta sujeto a desplazamiento lateral del

cabezal
2ton 8 ton
iy 4 ton/m @
21 I ] 2l | o
J B ’ 14 m 5.3 ml| fo[)4 ton/m

8m i F )

= &
o o
P
(=it} 50 m + 40m »\< 40m -

10 m

Debido a las condiciones de carga a que esta sometida la estructura y a la

distancia que tienen que librar los claros, se realiz6 el analisis considerando en

las trabes el doble del momento de inercia que en las columnas

Como primer paso se calcularon los momento se de empotramiento perfecto

con las formulas que aparecen en el anexo 1 encontrado al final de la memoria

de calculo de este proyecto.

Para la barra AB el momento de empotramiento perfecto se calculd

Mag=

—wl"2_—4x50"2_ -833.33 MBA=_=TA= 833.33

12 12 12
Para la barra BC los M.E.P son:

—-wl"2_—2x40"2 wlh2 _2x40"2
= =-106.67 Mcg=—-=

30 30 20 20

MBC_ =160

Para la barra CD los momentos de empotramiento perfecto son

—PL_—8X40 PL_8X40
Mep=——=—=" = —40 Mpc="2=222 = 40

Para la barra CG

-wl"2 _—4x5.3"2 wlh2 _4x5.3"2
=-9.36 Mac=22=
12 12 12 12

=9.36

Mcg=

Después de calcular los momento de empotramiento perfecto se calcularon los

coeficientes de rigidez K para posteriormente obtener los factores de

distribucion necesarios para comenzar el calculo del analisis de la estructura.
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NUDO A
KAB="2* =0.16E| Kae="=- =0.5E| >K=0.66E|
FDas=2-- =0.2424E| FDae=-"— =0.7575E|
NUDO B

Kea= 0.16El Kgc="—-— =0.2El Kgr=" =EI >K=1.36El

FDBA-ﬁ =0.1176E FDBC—— =0.147E]| FDBF=§ =0.735E]|

NUDO C

Kee= 0.2El  Kep="= =0.2El  Kge=—= =0.75E SK=1.15El
FDge=-~= =0.1739E| FDcp=--= =0.1739El  FDco=1— =0.6522E|

NUDO D

Koc= 0.2EI Kon==- =0.4E| >K=0.6El

FDpc=2= =0.333El FDpr=1 =0.667El

Utilizando estos datos se realiza primera distribucion de momentos, al finalizar

de realizar las iteraciones, en las que se suman los momentos de

empotramiento perfecto, y se obtienen los primeros momentos, inmediatamente

se calculan las reacciones horizontales, en el caso del tramo C-G se considera

la carga distribuida que genera el desplazamiento lateral en el marco, para

garantizar el equilibrio la suma de todas las fuerzas horizontales debe ser igual a cero

de no ser asi el marco no esta en equilibrio.

Una vez obtenidos estos datos se realizo la distribucion de momentos el

procedimiento de calculo se muestra en la siguiente la tabla
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NUDO A E F G H
miembro AE AB EA FB GC HD
FD

-110,64 0,00 0,00 0,00

12 Distr | 631,31 | 202,02 1916 | -19,16 | -72,31 0,00 0,00 0,00 0,00

1°transp | 0,00 | -42,74 5343 | -667 | 000 31566 | -267,15 | -36,16 | -13,33
42,74 60,10 0,00 0,00 0,00 0,00

22Distr | 3238 | 1036 1041 | 1041 [ 3928 0,00 0,00 0,00 0,00
29Trans | 0,00 5,38 6,72 1,60 0,00 1619 | -3361 | 1964 | 3,19
5,38 5,13 0,00 0,00 0,00 0,00

32 Distr | 4,07 1,30 0,89 0,89 3,35 0,00 0,00 0,00 0,00

32Trans | 0,00 0,61 076 | 087 | 0,00 2,04 | 3,82 1,68 | -1,73
0,61 1,63 0,00 0,00 0,00 0,00

42Distr | 046 0,15 0,28 0,28 1,07 0,00 0,00 0,00 0,00

4°Trans | 0,00 -0,06 008 | 007 | 0,00 023 | -040 | o053 | 015
0,06 0,15 0,00 0,00 0,00 0,00

52 Distr | 0,05 0,02 0,03 0,03 0,10 0,00 0,00 0,00 0,00

52 Trans | 0,00 0,01 002 | 002 | 0,00 002 | -008 | o005 | -005
0,01 0,04 0,00 0,00 0,00 0,00

62 Distr | 0,01 0,00 001 | o001 | 003 0,00 0,00 0,00 0,00

s 668,29 -66829| 842,63 -232,48| -61015| 9144| 5358 -37,85| 2415 -2415| 33414 -30507| -490| -12,07
VE=668.29+334.14 — 12530 tonVF=—610.154—305.07 — —228.80 tonVG_4x5.3 + —37.5853—4-.9 — 253 tonVH=—24.15—12.07 — —3.62 ton

2FX=125.30-228.80 + 2.53 — 3.62 - 21.2 =-125.79 lo cual significa que no se garantiza el equilibrio.
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Capitulo IV Método de Cross

Sin embargo la suma de las fuerzas horizontales no nos da el equilibrio
2Fh=125.3-228.8+2.53-3.62-21.2=-125.79 lo cual significa que debido a la
carga distribuida de manera horizontal en el miembro CG, le genera a la
estructura un desplazamiento lateral, razén por la cual, se tiene que considerar
este desplazamiento y realizar un ajuste en los calculos de los momentos para
que al final los datos arrojados por este analisis nos garanticen el equilibrio de

la estructura.

Siguiendo el método se aplico el factor de correccidn de la siguiente forma

—-125.79

= 0.0937E10.0937E1 x =-11.78
Mgr= = 0.375E10.375E] x‘125 70— 4717
Mce=Mac=-5> = 0.2112E10.2112E] x—— = —26.56
Mor=Mup=>c3 = 0.06E10.06E x——" = —7.55

Con estos momentos se realiza una segunda distribucion.
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NUDO A E F G H
miembro AE AB EA FB GC HD
FD

26,56 0,00 0,00 0,00 0,00

12 Distr 8,92 2,86 460 | 4,60 17,36 0,00 0,00 0,00 0,00
1°transp | 0,00 2,77 347 | 1,2 0,00 a46 | 1734 | 868 2,52
2,77 4,73 0,00 0,00 0,00 0,00

22Distr | -2,10 | -0,67 08 | 082 -3,09 0,00 0,00 0,00 0,00
29Trans 0,00 0,22 027 | 038 0,00 1,05 | 137 | 154 | 077
0,22 0,66 0,00 0,00 0,00 0,00

32 Distr 0,17 0,05 011 [ o11 0,43 0,00 0,00 0,00 0,00
3¢ Trans 0,00 0,04 005 | 0,07 0,00 0,08 0,27 0,21 0,14
-0,04 0,12 0,00 0,00 0,00 0,00

42Distr | -003 | -001 0,02 | 002 -0,08 0,00 0,00 0,00 0,00
49Trans 0,00 0,00 001 | -001 0,00 002 | 003 | 004 | -002
0,00 0,02 0,00 0,00 0,00 0,00

52 Distr 0,00 0,00 0,00 [ 0,00 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00
59 Trans 0,00 0,00 0,00 [ 0,00 0,00 0,00 0,01 0,01 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

62 Distr 000 | 0,00 000 | 000 | 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

5] 482 482 630 843] 1473] 712] 48| 11,93 381  -381] -830] -3095] -1925] 568
Ve= 2R _164ton  Vem = —1142ton Vo= o= —588ton V= o2 = —0.95 ton
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Capitulo IV Método de Cross

Después se calculan otra vez las reacciones horizontales y se suman en este
caso tenemos -1.64-11.42-5.88-0.95=-19.89, con esa suma se puede calcular

el factor de correccion con la formula que se mostro en el problema anterior el

SFX1 -125.79
=— = —6.32
SFX2 -19.89

FC=—

Los momentos finales son la suma de los momentos de la primera distribucién,
mas los momentos de la segunda distribucién multiplicados por el factor de

correccion, de esta forma tenemos que:

Mae=668.29+(-6.32X-4.82)=698.78 Ton-m
Mag=-668.29+(-6.32X4.82)=-698.78 ton-m
Mga=842.63+(-6.32X6.3)=802.77 ton-m
Mec=-232.48+(-6.32X8.43)=-285.77 ton-m
Mgr=-610.15+(-6.32X-14.73)=-517 ton-m
Mcs=91.44+(-6.32X7.12)=46.41 ton-m
Mcp=-53.58+(-6.32X4.81)=-84.01 ton-m
Mce=-37.85+(-6.32X-11.93)=37.61 ton-m
Mpc=24.15+(-6.32X3.81)=0.06 ton-m
Mpn=-24.15+(-6.32X-3.81)=-0.06 ton-m
Mea=334.14+(-6.32X-8.30)=386.63 ton-m
Mrg=-305.07+(-6.32X-30.95)=-109.35 ton-m
Mac=-4.9+(-6.32X-19.25)=116.8 ton-m
Mip=-12.07+(-6.32X-5.68)=23.84 ton-m

A partir de estos resultados se puede ir dividiendo el marco en secciones,
obtener las reacciones y por consiguiente encontrar los diagramas de

elementos mecanicos.
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Capitulo IV Método de Cross

Analizando la seccion A-B

802.77—-698.78

} _ _4x50 _
698.7(8 Ton-m 4 Ton/m 802.77>Ton m VB » + = = 102.08 ton
VA_4x50 _ 802.77-698.78 _ 97.92 ton
2 50
50m
e V=0 cuando x=24.48

Mmax=97.92x24.48-698.78 +4x24.48x12.24=499.76 ton-m (Lado izquierdo)

De la seccion B-C se tiene que

_40x13.33 46.41-285.77

Ve _ =19.314 ton
40 40

\=2X26.67 | 4641728577 _ 54 686 ton
40 40

Variacion de la carga en tramo B-C  2/40=w’/x

De izq. A der. V=19.314 (2 x) (£) = 19.314 -2 siV=0

2

x=v40 * 19.314=27.79 m en esta posicion esta el Mys=/(19.314 — i—;)dx—
285.77=19.314x - % -285.77 Mmax=72.11 Ton-m cuando x=27.79 m

Seccion C-D

Vp=2 + 206-8401 _ 19 ¢on
2 40

VC=§ _ 0.06—-84.01 — 61 ton

2 40

Mc.=0.06-1.9x20=-37.94 ton-m (lado

derecho)
Secciéon C-G
©
~~J37-61ton-m  C3lculo de la reaccion horizontal en G
_4x53 37.61+116.8 _
53m 1. D4 Ton/m Vax > + =3 = 39.73 ton
(@) V=39.73-4X Si V=0 X=
N/ 116.8 ton-m
— 39.73 ton
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Capitulo IV Método de Cross

Calculo de reacciones horizontales

_698.78+386.63 _—517-109.35

V=2 = 135,68 ton. Vexe————— = —156.59 ton
Vin=—2222 = 2.38 ton

SFx= Vaxt Vex+ Voxt VaxtWe.g=135.68-156.59+39.73+2.38-21.2=0

Diagrama de Cortante

1.9

2.38

Ejercicios de vigas basados en apuntes de clase.
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CAPITULO )

Metodo de Kant

2 Ton/mL
¢ mmnmnnmq o x
K= 4El =
K= 4E1 . os7 K-gEl 133
L 133
| I
3 Ton/mL
* i X
K= 4El
067
K=4El L K= 4El
_E 33 —E 133
Bm
El= Constante
== =t v

m

Cuando un ingeniero se enfrenta a un problema profesional, lo primero que necesita
hacer es tratar de comprenderlo, darse cuenta de que es lo que tiene que resolver,
como y cuando lo va a abordar, y hasta después, si es calculable o si s6lo puede
estimarse.

Hardy Cross (Ingenieros y las torres de marfil)



Capitulo V. Método de Kani

5.-METODO DE KANI

Algunos afos mas tarde a la publicaciéon del método de Cross (1930), G. Kani

propuso un nuevo meétodo para resolver en forma iterativa las ecuaciones de

pendiente-deformacion en barras, desarrolladas a su vez por Maney en 1915.

En todos estos métodos se desprecia la deformacidn por cortante y fuerza axial

en las barras de la estructura, lo cual es valido con excepcion de casos

especiales.

M’2< e gn;@) K

(a) Sistema-de cargas

(b) Deformacién de In viga

M;= M; +(4EI/L)6+(2EI/L)8;+(6EI/L*)D
M= M;+(2EI/L)e+(4EI/L)o(6EI/L*)D
M;,M;=Momento final en extremos i y j

M;°, Mj*=Momentos de empotramiento
perfecto en cada extremo

6;,6=Giros en los nudos i,j, respectivamente
D=Desplazamiento relativo entre i-j

Y =DI/L

E=Moddulo elastico del material

I=Momento de inercia de la seccién
transversal

Cuando no existe desplazamiento relativo
entre los nudos el ultimo término de las
ecuaciones no se considera.

5.1.-METODO DE KANI PARA VIGAS CONTINUAS
Este método es iterativo y similarmente como sucede en el método de Cross,

se trata de una distribucion de momentos y no hay un numero especifico de

iteraciones que se tienen que realizar para llegar a la solucion, es decir, se

puede ser tan preciso como se quiera. A diferencia con el método de Cross, el
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Capitulo V. Método de Kani

método de Kani es autocorrectivo, (‘con eliminaciéon automatica de los errores’,

segun describe G. Kani) de tal modo que si se comete algun error en la

aplicacién sucesiva de una misma operacion que es la distribucién de las

influencias de giro en un nudo, el error se disipa y la consecuencia es que se

requieran mas iteraciones para llegar a la convergencia, pero siempre se llega.

Ademas, es conveniente iniciar las iteraciones con el hudo mas desequilibrado

para acelerar la convergencia.

La descripcion del método es la siguiente:

1.

Primero se calculan los coeficientes de distribucién tomando en cuenta
los momentos de inercia de las secciones transversales de la seccidén o
secciones de la viga

Se calculan los momentos de empotramiento perfecto siguiendo el
mismo criterio que el método de rigideces y de Cross, considerando a
los apoyos simples y fijos medios como empotramientos, y considerando
los apoyos fijos y simples en extremos como tales.

En los puntos medios donde se tienen dos momentos de empotramiento
perfecto se hace una suma algebraica de ambos momentos, el resultado
es el momento a distribuir en ese punto (desequilibrio).

Para comodidad al realizar las iteraciones, se realiza un diagrama como
el que se muestra en los siguientes ejemplos, se dibuja la viga, en los
puntos donde se hizo la suma algebraica de momentos, se escriben los
factores de distribucion a ambos lados y al centro, se escribe el
momento a distribuir en ese punto.

Las iteraciones en este método solo se realizan en los apoyos centrales

de la viga, se comienza de izquierda a derecha, se multiplica el
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Capitulo V. Método de Kani

coeficiente de distribucion por la suma del momento a distribuir con el
resultado del mayor valor absoluto que se haya obtenido en el nudo
anterior, por lo que en la primera iteraciéon siempre se comenzara
multiplicando solo el factor de distribucion por el momento a distribuir
mas cero, debido a que no se realizé6 ninguna iteraciéon anterior a la

primera.

El ultimo paso que se debe realizar es utilizar unicamente los valores finales
de las influencias de giro (ultima iteracién),en cada nudo para encontrar los
momentos finales que actuan en la viga cuando es sometida al sistema de

cargas que le es impuesto.

En los siguientes ejemplos se muestra con mas claridad como se van dando
las iteraciones y la obtencién de los momentos finales en los extremos de

las barras.

Ejemplo 5.1 Obtener los elementos mecanicos en la siguiente viga:

Se calculan los coeficientes de distribucién los nudos B y C, debido a que son
los apoyos medios de la viga, en la siguiente tabla se muestra el calculo que se

realizo y las formulas que se utlizaron para la obtencion de dichos coeficientes.
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Capitulo V. Método de Kani

APOYO | MIEMBRO K-I K Lk
L 2(21(
21
BA ) 0.25 -0.25
B
I
BC = | 025 | -0.25
4
I
CB = | 025 -0.3
4
C
I
CD ¢ |0167| -02

Después se calculan los momentos de empotramiento perfecto que para este

Ccaso son:
2 2
MBA=%= % =16 MAB=0
l 15(4 1 _15(4
Mgc=—2=- 28 =75 Mcp=2 =22 = 7.5
MCD_ 12 12 9 MDC 12 12

Ahora se calculan los momentos a distribuir en los apoyos medios,

comenzamos en el punto B tenemos Mga=16 y Mgc=-7.5, haciendo la suma

algebraica de momentos tenemos que Mg=16-7.5 = 8.5, siguiendo el mismo

proceso en el punto C tenemos que Mc=Mcg+Mcp, por lo que Mc=7.5-9=1.5.

Ahora se dibuja un diagrama para facilidad de los calculos, en el que
colocaremos factores de distribucion y los momentos a distribuir en los apoyos

ByC.
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0.25(8.5+0)=-2.125
-0.25(8.5+1.08)=-2.39
-0.25(8.5+1.169)=-2.417
-0.25(8.5+1.175)=-2.418

-0.25(8.5+1.176)=-2.419

+2.125

-2.39

-2.417

+2.418

2.419

--0.3(-1.5-2.125)=1.08
-0.3(-1.5-2.39)=1.17
-0.3(-1.5-2.417)=1.175
-0.3(-1.5-2.418)=1.176

-0.3(-1.5-2.419)=1.176

-0.2(-1.5-2.125)=0.725
-0.2(-1.5-2.39)=0.779
-0.2(-1.5-2.417)=0.783

-0.2(-1.5-2.418)=0.783

-0.2(-1.5-2.419)=0.784

En este caso cuando los valores ya casi no varian, se considera que pueden
parar las iteraciones, el siguiente paso es encontrar los momentos finales con

los valores obtenidos, como se muestra a continuacion.

Mas=0 Mga=16+(2X-2.419)=11.162

Mgc=-7.5+(2X-2.419) = -11.162 Mcg=-7.5+(2X1.176)-2.4189=7.43
Mcp=-9+(2X0.784)=-7.43 Mpc=9+0.784=9.784

Una vez obtenidos los valores de los momentos en cada uno de estos puntos
por medio del procedimiento anteriormente visto se pueden determinar las

reacciones en los apoyos Yy encontrar la ecuacion que describe el
comportamiento de los momentos y cortantes en cada punto, por ejemplo en

este caso, las reacciones se encontraron de la siguiente manera:

A 2Tvm B \1116 Ra= -T2 =66Ton
a 2lo /’ >
Cece _16 , (11.16+0)
‘_. am _ RB—7+—_9.4Ton
_ 15 Ton . 15 | (743-1116) _
11.16( B 4 © )7.43 Rozy % —657Ton
lo
e ~ Re=2 — Z#71119 _ 843 Ton
l2m_ | 2m_ 2
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7.43 , © __ 3Tom | \Q 784 Re=!f_ (784749 _gc 1o
( ; Io (’\D;: \ > 2 6

18 , (9.784—7.43)

6m RD=7 + 7 =9.4Ton

De lo cual concluimos que las reacciones verticales finales son en A=6.6 ton en
el punto B es igual a 9.4+8.43=17.83 ton y en el apoyo C igual a 6.57+8.6 =
15.17 ton y en D=9.4, datos con los que ahora podemos realizar los calculos

para obtener los diagramas de elementos mecanicos.

Diagrama de Cotante

8.43 86

Diagrama de Momento Flexionante

576 404
/W%me/

743
11.16 9.78

Ejemplo 5.2 Obtener los elementos mecanicos en la siguiente viga:

A B © D

l 5 Ton/m 2.5 Ton
¥

- ‘ fo SN 1.5l /N 1.5k

Calculando los coeficientes de distribucidon tenemos:
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1 K
Nudo | Miembro K=- SK _E(Z_K)
BA £=o.25| -0.2
B 0.625I
3 1.51
BC ;XT=0.375| -03
1.51
CB = = 0.5/ -0.5
C 0.5l
CD 0 0

Calculando los momentos de empotramiento perfecto

—_ Wl 5(®?_
Mag= 5 5 6.67
—_ w537 _ _
Mpe=—2t= - =375

Mcp= -2.5X2=-5

MBA=6.67

Mcg= 3.75

MDC= 0

En este tipo de problemas se hace una modificacion de los momentos en el

apoyo C, en el tramo Mcp=-5 ton-m; Mcg= 3.75, por eso se suma 1.25 ton a

Mce Yy hacemos que corresponda a la carga sobre Mgc.

Ahora Mcg=5 ton Modificando MBC=-3.75+§(1 .25)=-3.13 ton

Ahora como el momento en el nudo C ya fue corregido el nudo C no entrara en

el proceso de iteracion.
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-0.2(3.54+0)=-0.71 -0.3(3.54+0)=-1.06
Dado que unicamente el apoyo B necesitaba correccion, el proceso de iteracion
termina después de la primera iteracion, en el diagrama que se muestra arriba
ya se escribieron los resultados de la primera iteracion en sus respectivos

lugares.

Ahora para comodidad de los calculos en esta ocasién usaremos una tabla

para obtener los momentos finales.

MOM. FINALES
Miembro | MEP 2M;; Mi;
=MEP+2Mj;+ M;
AB -6.67 0 -0.71 -7.38
BA 6.67 | 2(-0.71)=-1.42 0 5.25
BC -3.13 | 2(-1.06)=-2.12 0 -5.25
CB 5 +5
CcD -5 - - -5
DC 0

Ya obtenidos los momentos finales se pueden obtener los diagramas de
elementos mecanicos, pero para esto primero apoyandonos de los momentos

calculamos las reacciones en los apoyos.

RA% - @ = 10.53 ton

RB% + —(5'25;7'38) = 9.47 ton

RBz? - (5_2'25) = 7.56 ton

RCz? + (5‘2—25) = 7.44 ton
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C D SMD=0
< 2.5Ton

\OOC
RN 0=-5+2Cy Cy === 2.5ton

N |0

[ -—

Las reacciones verticales en los apoyos quedarian de la siguiente manera en
A=10.53, en B=9.47+7.58=17.05 y en C=7.44+2.5=9.94, si se hacen sumatoria
de fuerzas en y, se notara que el resultado final es cero, lo cual nos indica que

las reacciones garantizan el equilibrio.

Obtenidos estos datos ya se pueden obtener los diagramas de elementos

mecanicos cortante y momento flexionante.

Diagrama de Momento Flexionante

37 M ton-m
7 0.53
77 7
5.25 5

7.38

5.2.- METODO DE KANI PARA MARCOS PLANOS SIN DESPLAZAMIENTO
LATERAL RELATIVODE ENTREPISO

Ejemplo 5.3 A continuacién se resolvera un marco de una sola crujia, simétrico
en geometria y cargas, por lo que no esta sujeto a desplazamiento lateral del
cabezal.

40 Ton/m

(\B) S -—-3 ',,Df.. o QJ \
lo lo 3m

e j . i ,
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Calculando factores de rotacion.

. 1 K
Nudo | Miembro K=— SK -3 (Z_K
BC | > =05 03
B 0.83l
BA | z=033 0.2
CB %z 0.51 -0.3
C 0.83
CD —=10.33/ -0.2

Calculando los momentos de empotramiento perfecto

Mag=Mga=Mcp=Mpc=0

40X62

Mgc= —

= —120 ton-m

Haciendo sumatoria de momentos:

2Mg=-120 + 0 =-120

Mcg= 120 ton-m

2Mc=120+0=120

Nudo B
Rotacion
o MBA MBC MCB MCD
contribucion
Factor de
., -0.2 -0.3 -0.3 -0.2
rotacion
Iteracién 1 -0.2(-120+0)=24 | -0.3(-120+0)=36 | -0.3(120+36)=-46.8 | -0.2(120+36)=-34.01
5 -0.2(-120- -0.3(-120-46.8) | -0.3(120+50.04) =- | -0.2(120+50.04) =-
46.8)=33.6 =50.04 51.01 34.01
3 -0.2(-120-51.01) | -0.3(-120+51.3) | -0.3(120+51.3) =- | -0.2(120+51.3) =-
=34.2 =51.3 51.39 34.26
4 -0.2(-120-51.39) | -0.3(-120-51.39) -0.3(120+51.42) -0.2(120+51.42)
=34.28 =51.42 =-51.42 =-34.28

123




Capitulo V. Método de Kani

Miembros | Mij | 2Mij M’ij Mij+2Mij+ M’ij
AB 0 0 34.28 34.28
BA 0 2X34.28 0 68.56
BC -120 | 2X51.42 | -51.43 -68.56
CB 120 | 2X-51.43 | 51.42 68.56
Ccb 0 | 2X-34.28 0 -68.56
DC 0 0 -34.28 -34.28
Diagrama de Momento Flexionante Diagrama de Momento Flexionante
‘,1,‘2_0 _ 111.44
g +/W > 7 /+§
22/ y
i ton-m
+ V ton i
11.4214 11.42
Diagrama de Fuerzas Normales
11.42
T A 1 e A it
N ton
120
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Ejemplo 5.4 Ahora se obtendran los diagramas de elementos mecanicos del
siguiente marco de una crujia y dos niveles de alto, simétrico en geometria y

cargas, por lo que no esta sujeto a desplazamientos laterales de entrepiso.

20 Ton 20 Ton

© 1ml 22}: l1m @ j

lo ol am

20 Ton/m

e B |

2l 2 4m
® ® ¥
T
- 4m -

Nuevamente comenzamos calculando los factores de rotacion

Nudo | Miembros K-L 2K —l(i
L 2°YK
21 1
BA T -5
21 51 1
B BE T |z| s
1 1
BC 1 T
1
I _=
CB - 4
C 4 21
T
1 41 1 1
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Ahora calculando los momentos de

empotramientos de perfecto

2 2
(20)(12)(3) n (20)(32)(1) 1=
4 4

Calculando el Mcp=—
—15 ton-m

Dado que el marco es simétrico y las cargas
estan aplicadas también de manera simétrica,

se asume que Mpc=15 ton-m.

2
Calculando Mgg= —% = —32 ton-my por

2
244 _ —32ton-m

consiguiente Mgg= —

Este método sefiala que cuando tenemos un marco simétrico con cargas
aplicadas simétricamente, sélo se calcula la mitad de este, como a

continuacién se muestra.

El proceso de calculo por iteracion se muestra en la figura a lado izquierdo de
este texto, en ella se muestran, la diferencia de momentos en los nudos, los
momentos a distribuir, y los resultados de cada una de las iteraciones, en
realidad no es claro como se obtuvieron dichos resultados con tan sélo verlos,
no es tan facil intuirlos, ni tampoco explicarlos unicamente apoyandose de este
diagrama, por lo que los movimientos o proceso de calculo se describe de

manera un poco mas detallada en la siguiente tabla.
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Nudo B
Rotacion
L Mcs Mco Mga Mee Mec
contribucion
Factor de 1 1 1 1
L 4 4 5 10
rotacion
1( 15 + 0) 1( 15 4+ 0) ! 32 +3.75 ! 32 +3.75 ! 32 +3.75
Iteracién 1 4 4 —5(82+4375) -5 (=324375)  —5(=32+4375)
=3.75 =3.75 = 5.65 =5.65 =283
1( 15 + 5.65) 1( 15 + 5.65) ! 32 +3.04 ! 32 +3.04 ! 32 +3.04
2 4 ' 4 ' 5( 04) 5( 04) 10( 04)
= 3.04 = 3.04 =579 =5.79 =29
1( 15 + 5.79) 1( 15 + 5.79) ! 32 +3.03 ! 32 +3.03 ! 32 +3.04
3 4 ' 4 ' 5( 03) 5( 03) 10( 04)

= 3.03

= 3.03

=58

=58

=29

Las iteraciones se comenzaron a realizar de arriba para abajo, nétese que las

primeras iteraciones se realizaron en el nudo C multiplicando el factor de

rotacion por la diferencia de momentos en ese punto —i(—lS + 0), se sumod

con cero, ya que fue la primera iteracion, después en el nudo B, se arrastr6 el

momento de M¢g=3.75 del nudo C para calcular las iteraciones del nudo B, una

vez obtenidos los valores en este nudo se hizo, se realiza la segunda iteracion

MCB=—i(—15 + 5.65) = 3.04, se arrastré el momento de Mge=5.65, y también

para calcular la segunda iteracion Mcp= —%(—15+5.65):3.04, asi

sucesivamente se realizan las iteraciones y se puede ser tan preciso como se

quiera, pudiéndose detener el calculo de iteraciones, cuando los resultados de

estas varien por una pequena diferencia en decimales.
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En la siguiente tabla se detallan los calculos para obtener los momentos finales.

Tramos | Mij 2Mij M’ij | Mij+2Mij+ M’ij
. cD -15 | 2X3.03=6.06 | O -8.94
C 1135_03 D
+3.03 +3.03
1303 | —t CB 0 | 2X3.03=6.06 | 2.9 8.96
BC 0 | 2X2.9=5.8 |3.03 8.83
843 BE’ |-32| 2X5.8=11.6 | O -20.4
+2.90
2o BA 0 | 2X5.8=11.6 | O 11.6
-32 ' 0= . .
(B +5.80 E
+580 +5.80
o83 = DC 15 2x0=0 3.03 18.03
+11.60
EB 32 2x0=0 5.8 37.8
540 AB 0 0 5.8 5.8
o| &
T

M’ij es el valor de la iteracion final del otro extremo del mismo miembro, por
ejemplo, en el tramo CD en este caso M'ij es cero ya que en D’ no hubo
iteraciones, en cambio, en el tramo BC (véase la figura y la tabla anteriores a
este parrafo) la iteracién final en CB fue 3.03, que seria el M’ij del tramo BC, y

viceversa dado que la iteracion final en BC fue 2.9, este valor seria el M’ij de

CB.
® 395  +895 D Debido a que este marco es simétrico, se asume
& o . .
o pot que ocurre el mismo comportamiento en ambos
+ 1

lados de la estructura por lo que calculados los

-8.83

B\M’FE momentos finales de un lado ya se resolvio toda la

+11.6h+8.83

-11.60

estructura.

Los momentos finales quedarian de esta manera,

K\‘/iS.SO

F

+5.80
>

los signos que nos arrojd el calculo, no son

precisamente los signos de los momentos, por experiencia e intuicion mecanica,
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sabemos que los momentos por ejemplo del tramo BE, los momentos en los
extremos deberian ser negativos, y el momento en el centro del claro debe ser
positivo, como si se tratase de una viga con carga distribuida empotrada en sus

dos extremos.

Por otro lado, por la manera en la que estan aplicadas las cargas podemos

intuir la forma de los diagramas de elementos mecanicos.

Hallando reacciones verticales: 20 Ton 20 Ton

2 1
Cy=2"+ (Z22%2) = 20t0n o\mr—=Rt)D
2 4 8.95ton-m §.95 ton-m
1
Dy=42—0 _ (—3.95+3.95) — 20ton 20ton 20 ton
20.4 ton-m 20.4 ton-m
( 20 Ton/m ) ©®
By=82—0 + (—_20'4:20'4) = 40ton ® )
40ton 4OTton
Ey=2 — (Z24224) = 40t0n - -
2 4
8.95 ton-m
C©) 7™ +0ton Hallando reacciones horizontales
0  (-895+883
Cx=d 4 (Z2255) _ g on
4m 2 4
0 [(-895+8.83
Bx=l — (F251282) _ g gon
\ » —» Oton
8.83 ton- 0 11.6-5.8
on-m By=; — ( ) = —1.45ton
11.6 ton-m 2 4

N «145ton

Ey=3 + (7522) = 145000

4m Después de obtener las reacciones, ya se pueden

realizar los calculos para obtener los diagramas

®\__} — 1.45 ton

5.8 ton-m de elementos mecanicos.
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Para calcular los momentos en el centro del claro de las vigas teniendo las

reacciones nos apoyamos de las ecuaciones de momento.

Comenzamos con el tramo C-D

O<x<1 M=-8.95+20x x=0 M=-8.95 x=1 M=11.05
1<x<3 M=-8.95+20x-20(x-1)= -8.95+20x-20x+20 = 11.05
3<x<4 M=11.05-20(x-3) x=3 M=11.05 x=4 M=-8.95

Luego del tramo BE

20x2
2

0<X<4 M=-20.4+40x — x=2 M=19.6

Con esto concluimos que los diagramas quedarian de la siguiente manera

Diagrama de Momento Flexionante Diagrama de Fuerzas Normales
11.05 11.05

895 S 8

95
%%95 3.95_ %

11.6 1 11s

. .

204 204

M ton-m

g
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Ejemplo 5.5 Ahora se analizara otro marco en esta ocasion de dos crujias y
dos niveles como se muestra en la siguiente figura, con simetria en geometria y
cargas, por lo que no esta sujeto a desplazamiento lateral de entrepiso.

100 Ton/m

© 3o D 3lo e T
o A 3m
100 Ton/m 100 Ton/m
3l B 3l ®
Io fa 3m
®) @ (D
Ve Ve Voo A
m 6m " 6 m _

Se calculan los factores de rotacion

Nudo | Miembro K sK | Factor de rotacién =_%(Z£K
I 1
BA 3 -7
31 1|71 3
B BE =313 13
I 1
BC 3 -7
1
CB ! —=
3 51 5
oC %
31 I 3
& 1573 10

Se calculan los momentos de empotramiento perfecto

100X62

Mcp= — = —300 ton-m

300 ton-m

MDC= 300 ton-m MBE= -300 ton-m MEB=

Mpg=-300 ton-m Mgp= 300 ton-m Mgen= -300 ton-m  Mgue= 300 ton-m
Teniendo estos datos se comienza a realizar las iteraciones a continuacion se
muestra la tabla que describe las operaciones que se hicieron en el proceso de

calculo.
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Nudo B
Contribucion
Mce Mco Mzga Mge Mgc
de rotacion
Factor de 1 3 1 3 1
» 5 10 7 14 7
rotacion
” 1 3 1 1
Iteracion 1 —(=30040)  —=(=300+0) | —=(~300+60) —=(0+60) = ~ (=300 + 60)
=60 =90 =34.28 51.42 =34.28
Iteracidn 2 1 _3 . 1 —300 _3 0+ 53.14 1 ~300
5( 300 10( 300 7( 1z 0 +5314) 7 (
+34.28) =53.14  +34.28) =79.71 | +53.14) =35.26 =529 +53.14) = 35.26
[teracion 3 _1 _ _i _ _1 ~300 _i —300 _1 —300
5 (300 10 (7300 7 12 ¢ 7¢
+35.26) =52.95  +35.26) =79.42 | +52.95)=3529 +52.95) =5294  +52.095) = 35.29
i 1 3 1 3 1
lteracion4 | _~ 300 —— (=300 —=(-300 ——(-300 —=(-300
5 10 7 14 7
+35.29) =52.94  +35.29) =79.41 | +52.94) =35.29 +52.94) =52.94  +52.94) = 35.29
lteracion 5

1( 300
5
+35.29) = 52.94

3
——(—300
10
+35.29) = 79.41

1( 300
7
+52.94) = 35.29

1( 300
7
+52.94) = 52.94

1( 300
7
+52.94) = 35.29
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© 300 3 '300 +300 E D!

10 +90 b
% ' +79.71
= 5 +79.42
x +79.41
+53.14
+E2 95 +79.41
+52.94
+52.84
+35.29
+35.29
+35.29
+35.26
+34.28 | 0
1
.~ 300 E
.| -300 + :
300 +51.43 b E
i +52.9
7 +52.84
+34.28 |0 +52.84
+35.26 +52.84
+35.28
+35.29
+35.29
G R
© 14118 +379.41 -379.41 14117 o
114117 D 14117
12392 19412 +352.94 |-352.94 +194.12 |-123.52
© H
+70.58 7058
13529 | A) ® D] -35.20
Prrosa Voo Ta VroTTa
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Diagrama de Momento Flexionante

197.587 197.587

14117 Y > 14117

379.417 379.41
179.97 179.97

123.5 1235

7058 V%, m + /) 7058

f4 / 1
104.12

352.94 Y 352.94
M ton-m

§35.29 35.29 Z

Diagrama de Cortante

.. 260.295 - 339.705

5.88

5.88

AHHHHHHHHE

|| IM\lllll Mlll ififififr

Diagrama de Fuerzas Normales

5.8 5.8

BEdEdEdEdEdndEdEdEdEdEdE b db B IR dE TR R JEdE b TE R IR IR dEJEJEJE IR
7 i — ==
dh dhopd dh
FARGg ocQodoQ (m)=|
dh — hghdphd dh
bHA oHoHoH o H
W0 [dh = hdhd d g
o b{d o [PHoHoH PHT &)
&l (db I~ papdhd o Y
. bHY oHoHoH "Hl o
[s W [=]=] O hdhdbd dp
«© PAA oOoofqoQ (m) | g
gp gpopg d Fi
N b 11.76 oHoHoH 11.76 o H
dh dhopd dh
O R 3 kL 1l 10| L1 o G G )
bbb b
ogofd HQOJOCOOHJOQOOoQH OHOpC
bdbdp dhdpdphdpdpd dhdp
oHoHd pHoHoHoHoHoH cHoHo
ngpgp cpopopgpopg gpop
ogofpQg poofdofofdoQogd OHOpC
WO Ldhdh dhdpdphdpdpd dhdp g
N FaHaHg bPHoHoHoHoHoH oHoHo
@0 [agbdh dhdpdhdphdpd dbdpg €@
. fO0H00O[Q0 poofdofofdoQogd Nt OHOpC 9
) [bdbdp dhdpdphdpdpd on dbdbg €2
¢ fogofld hHoHoHoHoHoH oHoHo|l
o [pdpdp dhdpdhdphdpd dhdho WO
ogofpQg poofdofofdoQogd OHOpC
nopgp cpopopgpopg gpop
oHoHY 1332 .35 bHoHoHoHoHo cHoHo
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5.3.- METODO DE KANI PARA MARCOS PLANOS CON DESPLAZAMIENTO
LATERAL RELATIVO DE ENTREPISO
En marcos que presenten asimetria en geometria o cargas externas o que

estén sujetos a fuerzas laterales se requiere considerar la influencia que en los
momentos finales en los extremos de las barras tiene el desplazamiento lateral
relativo de entrepiso, lo cual se lleva a cabo mediante el siguiente

procedimiento:

1.-Del mismo modo que en el caso de nudos rigidos lateralmente, se obtiene el
momento de empotramiento perfecto (M®) en el extremo de cada barra y se
anota en el extremo correspondiente de la figura. A continuacion se obtienen
los momentos de sujecién (desequilibrio) en cada nudo por suma algebraica de
los momentos de empotramiento correspondientes a los extremos de las
barras que concurren en el nudo y se anotan en el centro del circulo en cada

nudo. Mdi=siM®

En caso de existir cargas horizontales se calculan las fuerzas de fijacion H y el
cortante de piso sumando todas las fuerzas H que actuan por encima del nivel

considerado: Vhi=SH; obteniéndose el momento de piso como: My=V4; h/3

2.-Se obtienen los coeficientes de reparto (factores de distribucion) igual que
en el caso de nudos fijos: pi=—%kik/2'.‘kik, se anotan los valores en cada nudo

frente a la barra respectiva y se comprueba que la suma de todos ellos sea (-

1/2).

. _— 3,.
Enseguida se calculan los factores de corrimiento ny= —Eklk/

Ykikdistribuyendo en cada entrepiso el valor (-3/2) proporcionalmente a las
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rigideces de las columnas del entrepiso, se anotan en la figura a la izquierda de
la columna correspondiente y se verifica que en cada entrepiso la suma sea
(-3/2)

3.-Se obtienen las influencias del giro por iteracién sucesiva de la férmula:

M ik=Mik[M;+Z(M" (i+M " jx)]de uno a otro nudo.

La influencia del desplazamiento M i« se obtiene por iteracion sucesiva en
todos los nudos de la formula: M ik=nik[Mp+Z(M i +M')], si no existen cargas

laterales, M,=0

Las iteraciones seran sucesivas alternando influencia de giros e influencia de
desplazamientos relativos de entrepiso, iniciando con giros en cada nudo vy

después con desplazamiento hasta llegar a la exactitud deseada.

4 .- Se obtienen los momentos finales en los extremos de las barras sumando
en cada extremo el momento de empotramiento + ultima influencia de giro +

ultima influencia de desplazamiento

Para el extremo de la barra i-k se tiene: My=M+2M i+ M’ i+ M iy

COLUMNAS CON DIFERENTE LONGITUD

En el caso de que en el marco en algun entrepiso existan columnas de
diferente longitud, se toma como altura del entrepiso la longitud de las
columnas que figuren en mayor numero y se calcula un factor de correccion:
cik=h./hi, donde h,=altura de entrepiso adoptada y hi=altura de la columna i-k.

Se anota este valor a la izquierda de cada columna en la figura.

El calculo de los factores de giro es igual que en el caso de columnas de igual

longitud. Los factores de corrimiento se obtienen con la férmula:
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kik
Zkikc2ik

3 . . .
nig=— Eczk. debiendo comprobarse en cada entrepiso que: ZXCi. njk=-

3/2

El célculo de las influencias de giro es igual que en el caso de columnas de
igual longitud, pero la influencia del desplazamiento se calcula con la férmula:

M i=nik[Mp+Zci(M ikt M )]

La obtencién de los momentos definitivos es igual que en el caso de columnas

de igual longitud.

Ejemplo 5.6 Para ilustrar la aplicacién del método de Kani considerando
desplazamientos relativos de entrepiso se ha tomado el ejemplo que se presenta
en el libro de G.Kani, "Calculo de pérticos de varios pisos’. Se observa que se trata
de un marco de tres crujias y tres niveles superiores, en el cual la asimetria de
geometria y cargas lo hace susceptible de experimentar desplazamientos laterales
de entrepiso. No existen columnas de diferente altura en ningun entrepiso, los
valores de la rigidez relativa (I/L) estan anotados en el centro de cada barra y los

numeros que identifican cada nudo estan anotados en la esquina correspondiente.

FIGURA 5.3a- GEOMETRIA GENERAL Y CARGAS
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Se obtienen los momentos de empotramiento perfecto como se ha hecho antes
y se anotan en la figura del marco. Enseguida se calculan los coeficientes de
reparticion (factores de distribucién) del mismo modo que en los ejemplos
previos. La primera iteracion de las influencias del giro es también exactamente
la misma que en nudos fijos, pues se inicia con un valor del desplazamiento

lateral igual a cero por no conocer otro mas aproximado.

LAS ITERACIONES

Ya teniendo la diferencia de los momentos y los coeficientes de reparto se
comienza con las iteraciones en este caso las primeras iteraciones se hicieron

enlos nudos 3y 7,

Primera iteracién de las influencias de giro.

M7.6=-0.429(11.8)=-5.05
My7.11=-0.071(11.8)=-0.84
Ms.2=-0.462(11.8)= -5.45
Ms.6=-0.038(11.8)=-0.45

Estos fueron los nudos que se consideraron mas desfavorables y a partir de
estos se comenzd con las iteraciones y estos primeros valores se arrastraron
para calcular las demas iteraciones en los demas nudos ya con iteracién en el

nudo 3 se calcul6 el 2 como sigue

M2.3=-0.214(-6.2-5.45)=2.50
M2.5=-0.018(-6.2-5.45)=0.21

M,.1=-0.268(-6.2-5.45)=3.13 de aqui nos desplazamos al nudo 1 para

completar el nivel

Mi.2=-0.469(-2.4+3.13)=-0.35
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M1.4=-0.031(-2.4+3.13)=-0.02 se continud en el nudo 5 jalando M2.5=0.21
Ms.2=-0.017(-6.2+0.21)=0.10

Ms.4=-0.25(-6.2+0.21)=1.50

Ms.9=-0.033(-6.2+0.21)=0.20

Ms.6=-0.2(-6.2+0.21)=1.20 de aqui se siguid la iteracion en el nudo 4 jalando

esta vez M14=-0.02 y M5.4=1.50.

My.5=-0.416(-2.4-0.02+1.50)=0.38
My.1=-0.028(-2.4-0.02+1.50)=0.03
My.s=-0.056(-2.4-0.02+1.50)=0.05 para finalizar el nivel vamos al nudo 6

extrayendo los valores Ms.5=1.20, M7.6=-5.05 y M3.6=-0.45

Me.3=-0.019(3.2+1.20-5.05-0.45)=0.02
Me.7=-0.222(3.2+1.20-5.05-0.45)=0.25
Me.10=-0.037(3.2+1.20-5.05-0.45)=0.04
Me.5=-0.222(3.2+1.20-5.05-0.45)=0.25  después se continué en el nudo 9

extrayendo el valor Ms.4=0.20

Me.5=-0.032(-6.2+0.2)=0.2
M-10=-0.193(-6.2+0.2)=1.16
Me.13=-0.032(-6.2+0.2)=0.20

Mg.g=-0.242(-6.2+0.2)=1.45 se sigue en el nudo 8 se usaran los valores Ma.

3=0.05 Yy M9_8=1 45

Mg-9=-0.396(-2.4+0.05+1.45)=0.35
Ms-4=-0.052(-2.4+0.05+1.45)=0.05
Ms.12=-0.052(-2.4+0.05+1.45)=0.05 continuamos calculando el nudo 11

arrastrando el valor de M7.41=-0.84

M11.7=-0.059(11.8-0.84)=-0.64
M1 1_10=-0.353(1 1 8-084)=-386

139



Capitulo V. Método de Kani

M11.15=-0.08 (11.8-0.84)=-0.96 de aqui se va al nudo 10 considerando Mg.

10=1 .16, M6_10=0.04 Yy M11-10=-3.86

Mi06=-0.034(3.2+1.16+0.04-3.86)=-0.02
Mi0.11=-0.207(3.2+1.16+0.04-3.86)=-0.11
Mi0.14=-0.052(3.2+1.16+0.04-3.86)=-0.03
Mi0=-0.207(3.2+1.16+0.04-3.86)=-0.11

Se anotan los factores de corrimiento en el lado izquierdo central de cada
columna, siendo el reparto del valor (-3/2) en los diferentes entrepisos como

sigue:

En el entrepiso 3: (-3/2).1/3=-0.5

Entrepiso 2: (-3/2).1/4=-0.375

Entrepiso 1: (-3/2)(0.2/(0.2+0.2+0.3+0.3))=-0.30 en las dos cols. Izquierda
(-3/2)(0.3/(0.2+0.2+0.3+0.3))=-0.45 en las dos cols. Derecha

En el entrepiso 3 se suman las iteraciones de influencia de giro que estan en

los extremos de las columnas y multiplican por el factor de corrimiento de este

entrepiso para tener la primera iteraciéon de influencias en las columnas.

Entrepiso 3 -0.5 (-0.02+0.03+0.21+0.1-0.45+0.02)=0.06
Entrepiso 2 -0.375(0.05+0.05+0.2+0.19+0.04-0.02-0.84-0.64)=0.37

Entrepiso 1 -0.3 (0.05+0.19-0.03-0.96)=0.23 en las dos cols. Izquierda
-0.45 (0.05+0.19-0.03-0.96)=0.34 en las dos cols. Derecha

Segunda iteracion de las influencias de giro. (se realiza en el mismo orden

que la primera iteracion)

M7.6=-0.429(11.8+0.24-0.64+0.37)=-5.05
M7.11=-0.071(11.8+0.24-0.64+0.37)=-0.84
M3.2=-0.462(11.8+2.5+0.02+0.06)= -6.65
M3.6=-0.038(11.8+2.5+0.02+0.06)= -0.55
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Para calcular a partir de la segunda iteracién se utilizan los valores de la
iteracién anterior de cada nudo que se conecta al nudo que se este calculando,
mas la iteraciéon o iteraciones correspondientes en las influencias de las

columnas.

M,.3=-0.214(-6.2-6.65+0.1-0.35+0.06)=2.80
M,.5=-0.018(-6.2-6.65+0.1-0.35+0.06)=0.24
M,.1=-0.268(-6.2-6.65+0.1-0.35+0.06)=3.50 de aqui nos desplazamos al nudo 1

para completar el nivel

M1.2=-0.469(-2.4+3.50+0.03+0.06)=-0.56
M1.4=-0.031(-2.4+3.50+0.03+0.06)=-0.04 se continud en el nudo 5 jalando Ma-

5=0.24, +0.06 y +0.37 por que el nudo se ubica entre los niveles 2 y 3.

Ms.2=-0.017(-6.2+0.24+0.25+0.38+0.19+0.06+0.37)=0.08
Ms.4=-0.25(-6.2+0.24+0.25+0.38+0.19+0.06+0.37)=1.18
Ms.9=-0.033(-6.2+0.24+0.25+0.38+0.19+0.06+0.37)=0.16
Ms.6=-0.2(-6.2+0.24+0.25+0.38+0.19+0.06+0.37)=0.95
Ms.5=-0.416(-2.4-0.04+1.18+0.05+0.37+0.06)=0.32
Ms.1=-0.028(-2.4-0.04+1.18+0.05+0.37+0.06)=0.02
Ms.6=-0.056(-2.4-0.04+1.18+0.05+0.37+0.06)=0.04
Me-3=-0.019(3.2-0.55-5.05+0.95-0.02+0.37+0.06)=0.02
Me.7=-0.222(3.2-0.55-5.05+0.95-0.02+0.37+0.06)=0.23
Meée-10=-0.037(3.2-0.55-5.05+0.95-0.02+0.37+0.06)=0.04
Me.s= -0.222(3.2-0.55-5.05+0.95-0.02+0.37+0.06)=0.23
Mg.5=-0.032(-6.2+0.16-0.11+0.35+0.23+0.37)=0.17
Mg.10=-0.193(-6.2+0.16-0.11+0.35+0.23+0.37)=1.01
My.13=-0.032(-6.2+0.16-0.11+0.35+0.23+0.37)=0.17
Mg.g=-0.242(-6.2+0.16-0.11+0.35+0.23+0.37)=1.26
Mg-9=-0.396(-2.4+0.04+1.26+0.23+0.37)=0.20
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Ms-4=-0.052(-2.4+0.04+1.23+0.23+0.37)=0.03
Ms-12=-0.052(-2.4+0.04+1.23+0.23+0.37)=0.03
M1417=-0.059(11.8-0.84-0.18+0.34+0.37)=-0.68
M11.10=-0.353(11.8-0.84-0.18+0.34+0.37)=-4.08
M11.15=-0.08 (11.8-0.84-0.18+0.34+0.37)=-1.02
M10.6=-0.034(3.2+0.04-4.08+1.01+0.34+0.37)=-0.03
M10-11=-0.207(3.2+0.04-4.08+1.01+0.34+0.37)=-0.18
M10-14=-0.052(3.2+0.04-4.08+1.01+0.34+0.37)=-0.05
M10.9=-0.207(3.2+0.04-4.08+1.01+0.34+0.37)=-0.18
Segunda iteracion influencia de columnas

Entrepiso 3 -0.5 (-0.04+0.02+0.24+0.08-0.55+0.02)=0.12
Entrepiso 2 -0.375(0.04+0.03+0.16+0.17+0.04-0.03-0.84-0.68)=0.42

Entrepiso 1 -0.3 (0.03+0.17-0.05-1.02)=0.26 en las dos cols. Izquierda.
-0.45 (0.03+0.17-0.05-1.02)=0.39 en las dos cols. Derecha.

Y se comienza el tercer ciclo y asi sucesivamente con el resto de las

iteraciones

En la figura 5.3b se muestran los calculos efectuados hasta la tercera iteracion,

solo faltan los valores en los nudos 8, 9 y 10, que se presentan a continuacion:

Los primeros valores en cada una de las siguientes sumas son la ultima
influencia del giro en el extremo opuesto de cada barra y los ultimos dos
valores (entre paréntesis) son la influencia mas reciente del desplazamiento

(anotada en el centro de columnas en la figura 5.3b)

Para el nudo 10 la suma de influencias es: (ver figura).

+3.2+1.01+0.03-4.08+0.0+(0.42+0.39)=+0.97,y  multiplicando  por los
coeficientes de reparto se tienen las siguientes influencias:

Trabe izq.: 0.97x-0.207=-0.20, Trabe der. 0.97x-0.207=-0.20,
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Col.inf.: 0.97x-0.052=-0.05, Col. Sup.: 0.97x-0.034=-0.03, y se anotan como
nuevas aproximaciones en el nudo 10.

Para el nudo 8, la suma de las influencias es:(ver figura).

-2.4+.04+1.26+0.0+(0.42+0.26) = -0.42, y multiplicando por los coeficientes de
reparto se tienen las siguientes influencias:

Trabe der.: -0.42x-0.394=+0.17
Col.inf..:-0.42x-0.053=+0.02, Col. Sup.:- 0.42x-0.053= +0.02, y se anotan como
nuevas aproximaciones en el nudo 8.

Para el nudo 9 ya se consideran las ultimas influencias calculadas para los
nudos 8 y 10, por lo que la suma respectiva es:

-6.2+.17+0.16-0.20+0.0+0.42+0.26 = -5.39, vy multiplicando por los
coeficientes de reparto se tienen las siguientes influencias:

Trabe izq.: -5.39x-0.242= +1.30, Trabe der.: -5.39x-0.194=+1.04,
Col.inf..:-5.39x-0.032=+0.17, Col. Sup.:- 5.39x-0.032= +0.17, y se anotan como
nuevas aproximaciones en el nudo 9.

INFLUENCIA DEL DESPLAZAMIENTO LATERAL DE ENTREPISO

Entrepiso 3- La suma de las ultimas influencias de todas las columnas de
este entrepiso es: -0.04+0.02+0.24+0.08-0.56+0.02=-0.24, multiplicando por los
factores de corrimiento se obtiene para cada columna: -0.24x-0.50=+0.12 que
se anota como ultima influencia del desplazamiento lateral en cada columna (al

centro). Se observa que es igual al de la iteracion anterior.

Entrepiso 2- La suma de las influencias de todas las columnas de este
entrepiso es: +0.04+0.02+0.16+0.17+0.03-0.03-0.84-0.68= -1.13, multiplicando

por los factores de corrimiento se obtiene para cada columna:

-1.13x-0.375=-0.42 que se anota como ultima influencia del desplazamiento
lateral en cada columna (al centro). Se observa que es igual al de la iteracion

anterior.
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Entrepiso 1- La suma de las influencias de todas las columnas de este
entrepiso es: +0.02+0.17-0.05-1.02= -0.88, multiplicando por los factores de

corrimiento se obtiene para cada columna:

-0.88x-0.3=+0.26 en las dos columnas de la izquierda
-0.88x-0.45=+0.40 en las dos columnas de la derecha
OBTENCION DE MOMENTOS FINALES

Se suma en cada extremo de barra: el momento de empotramiento perfecto +
el doble de la influencia del giro del mismo nudo + la influencia del giro del
nudo opuesto + la influencia del desplazamiento. Para simplificar esta

operacion, G. Kani propone el siguiente procedimiento:

-Tachar en la figura en cada extremo de barra los valores no utilizables,
dejando solo los momentos de empotramiento perfecto y la influencia final del

giro.

-Formar en cada barra la suma de las influencias de giro en cada extremo mas

la del desplazamiento y se anota en los extremos de la barra

-Sumar los valores anotados, tres valores en trabes y dos en columnas (si no

existen momentos de empotramiento) .El resultado es el momento total.

Los momentos finales de extremo de barra se presentan en la figura 5.3c,
donde ademas se puede comparar el resultado obtenido considerando
desplazamiento lateral de entrepiso con el resultado que se obtiene

considerando nudos fijos, que rotan, pero sin desplazamiento lateral.
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FIGURA 5.3b- ESTADO DEL PROCESO EN LA TERCERA ITERACION

En esta figura se muestran los resultados de las iteraciones efectuadas hasta la
tercera iteraciébn, donde aun no se han anotado Ilas influencias
correspondientes en los nudos 8, 9 y 10, calculos que se presentan antes.
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FIGURA 5.3c- MOMENTOS FINALES EN EXTREMOS DE BARRAS

En esta figura se muestran los resultados de los momentos finales en los
extremos de cada barra. Con fines comparativos y para ponderar la influencia
del desplazamiento lateral se presentan entre paréntesis los valores que
corresponden a la no consideracion de desplazamientos relativos de entrepiso.
Se puede observar que en algunas columnas el valor que se obtiene
considerando el desplazamiento es varias meces mayor que no considerandolo
e incluso hay cambio de signo del momento en el primer entrepiso del tercer

eje de columnas de izquierda a derecha.
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FIGURA 5.3d-DIAGRAMA DE MOMENTO FLEXIONANTE
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CAPITULO 6

M¢todos aproximados mas conocidos,
para analisis de marcos
planos ante cargas verticales y laterales

Para el analisis formal pueden usarse sistemas que no son métodos de pensamiento
en lo absoluto. Muchas veces, son muy formalistas, como un aparato de moler carne
para preparar embutidos. Si se alimentan ciertos datos numéricos en un extremo del
analisis y se da vuelta a la manivela, en el otro extremo de la maquina salen siempre
muchos pequefios embutidos -momentos, reacciones, esfuerzos, deflexiones.

Hardy Cross (Ingenieros y las torres de marfil)
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6.1 METODO APROXIMADO PARA ANALISIS POR CARGA VERTICAL

6.1.1METODO DE LAS SUPOSICIONES
En realidad los métodos aproximados, se

usan para corroborar rapidamente

cuando se tiene duda sobre los resultados que nos arroja un software de

analisis estructural en el caso de cargas verticales, este método se basa en

ubicar los puntos en las vigas donde el momento flexionante es igual a cero,

dado que la rigidez de las columnas también interviene en la ubicacién de

dichos puntos, segun Hibbeler?® en promedio la articulacién donde el momento

es igual a cero esta a 0.1L en las vigas,

suponen articulaciones en esos puntos

dado el momento igual a cero se

los cuales transforman la viga

empotrada en sus dos extremos en una central simplemente apoyada como se

Imagen 6.1.1

ve en la Imagen 6.1.1 las vigas
apoyadas en los puntos A-B y C-D,
y dos vigas simplemente apoyadas

en cada extremo.

Esta suposicion convirtié una viga
indeterminada en tres vigas
isostaticas, con las cuales
rapidamente se puede calcular los
momentos flexionantes y cortantes

alo largo de ellas.

(20) R.C. Hibbeler, 2012. Pearson Education, Inc.,New Jersey 07458pdg. 270 y 271.

Los siguientes juicios son asumidos e incorporados en este modelo

149



Capitulo VI Métodos aproximados para analisis de marcos planos

1.-El momento igual a cero, se localiza en las vigas a 0.1L de cada soporte

2.-la viga no estad sometida a ninguna carga axial, es decir, este método no
arrojara resultados muy realistas si la estructura se somete a cargas laterales,

las cuales provocaran esfuerzo axial en las vigas.

Ejemplo 6.7

2 Ton/m
Im

1 Ton/m
3m

3 Ton/m
4m

T T Ve s o
| m |

Lo primero es hallar donde estarian las articulaciones, la longitud de las vigas
en este caso es de 7m, calculamos 0.1L que para este caso seria
0.1(7m)=0.7m tenemos que las articulaciones se encuentran a 0.7m, entonces

las articulaciones quedarian ubicadas como se muestra en la siguiente Imagen

2 Ton/m
AN e -
1 Ton/m Im
db aéﬁ _[_
3 Ton/m Im
& ﬂéﬁ _[_
| |
D.F’mI S6mM '0.7m
4m
T T F
| 7m |

Ahora se resuelven cada una de las vigas isostaticas para obtener los

150



Capitulo VI Métodos aproximados para analisis de marcos planos

momentos y cortantes aproximados.

441 Ton-m  1.4ton geiqn 2 Ton/m
&%&l

7 tnnT

o
(=2}
—
=]
=
o
[=2}
—tn
=]
=

2.205 Ton-m D.?lmn 2 8ton 1 Ton/m

2 i

—_
=]
3

35 tonT

[as]
I
—
o
=
oo

6.615 Ton-m | 2.1ton g 4 ton 3 Ton/m
@Jfﬂl

el
0.3am

T 0.7 m
10.5 ton

o
=
—
o
S
@
=
—
=)
S

T

21ton

Enseguida se ensamblan los elementos separados antes y se consideran los

elementos mecanicos calculados.

7.84
%
- =
41 4.41 7
392 35
4 = e
7 Iy
/2.205 2.205 3.2
11.76
A,
/ == =
6.615 5
6615 V ton 105
M ton-m
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En este ejercicio en particular no se obtienen los momentos en los extremos de
las columnas directamente, si bien en las esquinas superiores del marco, el
momento de 4.41 ton-m también es el momento que debe estar presente en la
parte superior de las columnas del ultimo entrepiso, pero partiendo de esto no
es posible saber el momento aproximado que se genera en la parte inferior de
estas columnas, sin embargo obsérvese los ejemplos 5.4 y 5.5 de marcos con
mas de un nivel y nétese que cuando se trata de cargas verticales aquellas
partes donde dos columnas empotran a una trabe, el momento en la trabe se
divide aproximadamente en casi la mitad para cada extremo de cada columna,
sin embargo esta afirmacién no es valida para cuando en las cargas externas
se consideran cargas laterales, en este caso tenemos unicamente cargas
verticales de manera que pudiéramos considerar esta afirmacion para este
caso particular, como una revision rapida en caso de dudar del resultado de
algun software, de hecho por inspeccién notamos en este ejercicio que los
momentos en la columnas del primer entrepiso seran mayores a los de las
columnas superiores, esto debido a que la trabe del primer entrepiso sera

sometida a mas carga de servicio.

152



Capitulo VI Métodos aproximados para analisis de marcos planos

6.2.- METODOS APROXIMADOS PARA ANALISIS POR CARGA LATERAL
Se presentan algunos métodos aproximados para obtener los elementos

mecanicos en marcos planos sujetos a cargas laterales como las causadas por
sismo o viento. La aproximacion de cada uno de ellos al analisis éxacto del
marco depende de las suposiciones de partida de cada método y de la
regularidad del marco analizado en cuanto a geometria y cargas, pudiéndose
usar los resultados aproximados como comprobacion rapida de los resultados
obtenidos con un método mas preciso. Los métodos aproximados mas usuales
que se presentan aqui son el Método del portal, el Método del voladizo, el
método de Bowman y las formulas de Wilbur para el céalculo de las rigideces
de entrepiso. EI Método del factor tuvo también mucha popularidad hasta
antes del desarrollo de las herramientas de computo electrénico, sin embargo,
consideran mas variables y requiere también mayor labor numérica, por lo que
se vuelve poco practico y por lo mismo no se presenta aqui.

6.2.1 METODO DEL PORTAL
Este método se basa en las siguientes hipotesis

1) Los puntos de inflexion en trabes y columnas se encuentran en los puntos

medios.

2) La fuerza cortante en cada una de las columnas exteriores de un piso, es

igual a la mitad de la que corresponde a cada columna interior.

El proceso de calculo puede resumirse en los siguientes pasos:

1) Determinacion de la fuerza cortante en cada entrepiso

2) Obtencion de la fuerza cortante en cada columna, de acuerdo con la

hipotesis 2
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3) Calculo de los momentos flexionantes en los extremos de las columnas,

teniendo en cuenta la hipétesis 1.

4) Obtencién de los momentos en los extremos de las trabes, equilibrando los
momentos de las columnas en cada nudo. Para ello es necesario comenzar en
nudos que tengan una sola trabe y proseguir, recordando que los momentos en

los extremos de una misma trabe son iguales entre si.

5) Obtencion de las cortantes en las trabes a partir de los momentos en sus

extremos.

6) Obtencién de las fuerzas axiales en las columnas a partir de las cortantes en

las trabes.

Ejemplo 6.2.1

20 Ton —,

4m

5m + 5m

Fuerza cortante segun el método atendiendo la segunda hipotesis

b
I

+-5ton <10 ton <5 ton

20 Ton

Realmente no es tan dificil intuir como es que se obtiene las reacciones si se
comienza analizando desde el nudo donde es aplicada la carga lateral, se

puede observar que se busca poner en equilibrio cada nudo del marco.
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Ejemplo 6.2.2

De igual manera que en el ejemplo anterior los puntos de inflexién se ubican en
el centro de cada elemento estructural, y la estructura se va analizando por
nudos, en este ejemplo se comenzd encontrando las reacciones del nudo que
forma la esquina de la parte superior izquierda del marco, que es donde esta
aplicada la carga lateral de 25 Ton, se continu6 en el nudo de la parte superior
central y asi sucesivamente hasta que se llegé a los ultimos nudos que son los

apoyos.
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6.2.2.- METODO DE BOWMAN
Aun suele utilizarse este método a pesar de la cantidad de software que existe

actualmente, debido a su simplicidad y a la rapidez con que pueden estimarse

los elementos mecanicos. Se basa en lo siguiente:

1.- los puntos de inflexidén en las vigas exteriores se encuentran a 0.55 de su
claro, a partir de su extremo exterior, en vigas interiores, el punto de inflexién
se encuentra en el centro del claro, a excepcién de la crujia central cuando el
numero de crujias es impar, o en las dos centrales si es par. En estas crujias la
posicion de puntos de inflexion en las vigas esta forzada por condiciones de

simetria y equilibrio.
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Imagen 6.2.2a Imagen 6.2.2b

Imagen 6.2.2c

2.-Los puntos de inflexion en las columnas del primer entrepiso se encuentran
a 0.6 de su altura, a partir de la base. En marcos de dos o mas, tres o mas,
cuatro o mas entrepisos, respectivamente, los puntos de inflexion en las
columnas de los entrepisos ultimo, penudltimo y antepenultimo,
respectivamente, se encuentran a 0.65, 0.6 y 0.55 de la altura correspondiente,
a partir del extremo superior. En edificios de cinco o mas entrepisos, los puntos
de inflexiéon en columnas para las cuales no se ha especificado la posicion se

encuentran en el centro de su altura.
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0.65

lltimos

pendltimos

0.60

antepenultimos

0.55

| 0.50

intermedios

0.50

planta baja

0.60

Imagen 6.2.2d imagen bajada en Prezi.com hecha por Manuel Ruiz

3.-La fuerza cortante total, V, de cada entrepiso se distribuye de forma

siguiente:

En el primer entrepiso, una fuerza cortante igual a Vt=V-Vc se divide entre las
crujias proporcionalmente a la rigidez de la viga que las limita en la parte
superior. Luego, la mitad de la cortante de cada crujia se asigna a sus dos
columnas colindantes. En pisos superiores, una fuerza cortante Vc=V(N-
2)/(N+1) se distribuye directamente entre las columnas. La cortante Vt=V-Vc se

reparte entre las crujias tal y como se hizo en la planta baja.
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(N-2)
V: i A
A c=V N+ 1)
Vi=V-Vc
(N-0.5)
V="
I N I I (N+1)

Imagen 6.2.2e imagen obtenida en Prezi.com hecha por Manuel Ruiz

N es el numero de crujias en el entrepiso considerado, V cortante acumulada y

K la rigidez
se divide entre el las crujias proporcionalmente a sus
rigideces
o) /) l <\ o
K1(Vt/zKt)|  K2(Vt /zKt) K3(Vt /2Kt)
V > , o o o
l I |
Vt/N vt/N | vi/N Vt/N Vt /N Vt/N
o 2 PR © B 2 Q2 2 ©
Vc
25ic K3ske K45 ke

se reparte directamente entre las columnas del
entrepiso proporcionalmente a sus rigideces

Imagen 6.2.2f Imagen bajada enPrezi.com hecha por Manuel Ruiz
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Ejemplo 6.3 Resolver el siguiente marco por el método de Bowman.

Primero se comienza ubicando los puntos de inflexioén, tal y como se describid
en las imagenes 6.2.2a, 6.2.2b y 6.2.2c, en este caso el marco es de tres
crujias, el punto de inflexion en las vigas que quedan en los extremos se
localiza a 0.55d donde “d” es la longitud de la viga, las vigas de la izquierda
tienen 6m de largo por lo tanto el punto de inflexibn se encuentra a
0.55x6m=3.3m, las vigas de la derecha tienen 5m, y su punto de inflexién
segun este método se encuentra a 0.55x5=2.75m, y la viga central tiene su

punto de inflexion justo en el centro del claro de ésta.

Los puntos de inflexion en las columnas se deben de ubicar como en la imagen
6.2.2d, donde h es la altura de cada una de las columnas, y para este caso
tenemos que entonces los puntos de inflexion en todo el marco quedan

ubicados como sigue:
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El siguiente paso consiste en encontrar las fuerzas cortantes en las vigas,
aplicamos las formulas que se mencionan en el paso tres de este tema, para

simplificar los calculos se organizaran los datos en una tabla:

Para el calculo de las cortantes se va a ocupar conocer las rigideces de las
trabes, ya que ésta fuerza cortante total ejercida entre las vigas de un nivel, se
dividira entre el total de vigas que hay en ese nivel, de manera proporcional a
sus rigideces, para fines de este ejemplo en esta parte se propondran las
dimensiones de las trabes por niveles, en los niveles 1 y 2 las dimensiones
seran de 35 cm X 45 cm su momento inercia | sera 265,781.25m* y los niveles

3,4y 5 seran de 30 cm X 40 cm su momento de inercia | sera 160,000m4.

A B C D E F G H | J K

Entrepiso | Crujias V ex EDc FDt1 | FDt2 Ve Vcol | Vt |Vtrab1 | Vtrab2
(Ton) (Ton) | (Ton) (Ton) [ (Ton) | (Ton) (Ton)

1 3 42 0,25 |0,3125|0,375 |26,25| 6,56 | 15,8 | 4,92 5,91

2 3 26 0,25 |0,3125|0,375| 6,5 | 1,63 | 19,5 | 6,09 7,31

3 2 15 |0,3333| 0,5 - 0 0,00 | 15 7,50

4 2 8 10,3333| 0,5 - 0 0,00 8 4,00

5 2 3 10,3333| 0,5 - 0 0,00 3 1,50

6m 5m 6m 5m
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Tabla 6.A proceso iterativo de este ejemplo para obtener cortantes en trabes y columnas segin el
método de Bowman.

En la columna “C” tenemos Vex que es la acumulacion de las cargas laterales,
se comienzan a acumular desde el nivel 5 al nivel 1, debido a que el nivel 5
tiene una carga lateral de 3 ton y el nivel 4 de 5 ton, el acumulado (Vex) en el

nivel 4 es de 8 ton.

En la columna “E” tenemos FDt que es el factor de distribucion de la cortante
en cada nivel proporcional a las rigideces de las trabes, aqui es donde
ocupamos los momentos de inercia por ejemplo, en el nivel 1, se tienen 3

crujias, por lo que tenemos entonces 3 trabes y 4 columnas en este nivel

Kdecadatrabe

calculamos el FDt=

Y Ktrabesdelmismonivel

Sabiendo que K= % = % = 442.96 m3para las trabes con longitud igual

__265781.25 m4

abmyK= % = o = 531.56 m3 para la trabe de 5 m de longitud

2% ___x™=0.3125 FDt2= X = 0.375

442.96+442.96.+531.56 m3 442.96+442.96.+531.56 m3

FDt1=

En los niveles 1 y 2 se calcularon 2 FDt, FDt1 en la columna E y FDt2 en la
columna F, esto debido a que en estos niveles tenemos dos diferentes
longitudes de trabes, de 6 y 5 metros. Ahora para el nivel 3 seguimos el mismo

procedimiento para calcular FDt:

I _ 160 000 cm4
L 600cm

K= = 266.67 m3 esta aplica para las dos vigas de este nivel 3

debido a que ambas poseen el mismo momento de inercia | y tienen la misma

longitud.

Kdecadatrabe 266.67 m3
FDt= FDt= =0.5
Zl(tfrabesdelmismonivelI T 266.67+266.67  m3 )
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Este factor de distribucidn corresponde al nivel 3, pero ya que los niveles 4y 5
comparten con el 3 las mismas dimensiones en las trabes y las mismas

longitudes, decimos que aplica para las vigas de los 3 niveles.

En la tabla en la columna D se encuentran los FD para columnas que para
calcularlos se necesité también de los momentos de Inercia de estas, y para
estas se propuso que en los niveles 1 y 2 tendrian las dimensiones de 35cm
por 55cm, su momento 1=485,260.417cm4 en los niveles 3, 4y 5 tendrian

dimensiones de 30cm por 50cm con momento de inercia 1=312,500cm4.

Kdecadacolumna

FDt= partiendo de esta formula calculamos primero K

Y Kcolumnasdelmismonivel

__ 485260.417 cm4

que para el piso 1 seria K= L= = 1213.15m3 en este nivel hay 4
L 400 cm

1213.15 3
x22=0.25,

columnas con las mismas dimensiones por lo tanto, FDt=—————
4X1213.15 m3

para el nivel dos seguimos exactamente los mismos pasos en este caso

I _ 485260.417 cm4
L 300 cm

tenemos K= =1617.53m?3

FDt=—21723_ym3_q o5

4X1617.53 m3

I _ 312500 cm4 _

Continuando con los pisos superiores tenemos que K= T ooom

1041.67 _m3
x—=0.333
3X1041.67 m3

1041.67 m3*FDt=

En la columna G de la tabla 6.A tenemos Vc que para calcularlo se utilizaron
las férmulas descritas en el paso 3 y que aparecen en la imagen 6.2.5 en la
descripcion general de este método, que de hecho se describe, que existe una
férmula exclusivamente para calcularla en el primer piso, y otra para los pisos

superiores, sustituyendo en dichas formulas en el piso 1 tenemos

N-0.5 (Vex) — 3-0.5
N+1 3+1

Vc= (42) = 26.25 Ton para entrepisos superiores tenemos:
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N-2 _ 32 — i
Vc—N+1 (Vex) = o (26) =6.5Ton piso 2
Vc=x—;i (Vex) = 23;:1(15) =0Ton  piso 3 misma situacion para4y5
En la columna H se encuentra Vcol que es el cortante que corresponde a cada

columna en cada nivel la cual se calcula como: Vcol=(FDc)(Vc)

Los resultados de la columna | corresponden al valor de Vt cortante en trabes
este valor lo calculamos con la formula Vt=Vex-Vc, finalmente tenemos que en
las columnas J y K se calcul6é Virab que es la cortante que corresponde a las
trabes por cada nivel, en los niveles 1 y 2, se célculo 2 veces debido a que una
se calculé para las trabes de longitud de 6 metros y otra para la trabe de 5
metros de largo, Vitrab se calculé con la férmula: Vtrab1=(FDt1)(Vt) y
Vtrab2=(FDt2)(Vt)y de esta manera se obtuvieron los valores que aparecen en

la tabla 6.A

En esta imagen se muestra la fuerza cortante en toneladas que hay en cada
punto de inflexion en las trabes, el siguiente paso es dividir en dos esa fuerza

cortante y transmitir ese resultado a cada punto de inflexion de las columnas en
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las que se apoya la trabe correspondiente, siguiendo esto, las columnas
centrales les corresponderan dos numeros ya que apoyan dos tramos de viga
continua, estos numeros se suman al resultado de V col. De la tabla 6.A que
corresponda a cada nivel y tal resultado sera la fuerza cortante final en cada

punto de inflexion en las columnas

Teniendo las fuerzas cortantes en cada punto de inflexion propuesto por el
método, solo falta calcular los momentos flexionantes, lo cual se puede calcular
por nudos considerando aquella teoria fundamental de la estatica que dice que

para que un cuerpo permanezca en equilibrio cada una de sus particulas debe

de estarlo.
33m
OV:4,675 .
15m De la cortantes de la columna del primer
M=7.01  |m=21.442 - _
M=14.432 V=4.92 piso tenemos que M=9.02x2.4=21.648 ton-
1.6 m
P v=9.02 m con respecto al punto opuesto se
24m .
calculan los momentos producidos por las
M=21.648
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cortantes de las columnas M=9.02x1.6=14.432 ton-m, M=4.675x1.5=7.01 ton-m

y sobre la trabe M=4.92x3.3=21.442 ton-m

sobre esa misma trabe al otro lado de la articulacion

2.7m

M==——x21.442tm17.54 ton
3.3m

33m | 27m 3m | De las columnas:
- T il ]
OV=4.G75 V=7.720 (3 R
ot 15 15m M=11.48x1.6=18.368 ton-m
M=7.01  |M=21.442 ~ M=17.54 |M=12 408 5 T
M=14.432 V=492 M=18.368 V=492
16m  M=7.720x1.5=11.58 ton-m
V=902 V=11.48 _r
24 m
Para que el nudo este en
M=21.648 M=27.552
e e -

equilibrio

0=M+17.54-18.368-11.58 M=12.408ton-m
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Ejemplo 6.4 Resolver el siguiente marco por el método de Bowman.

3 Ton =» _

3Ton —» i

Se comienza ubicando los puntos de inflexion en el marco como lo indica el
punto 2 para trabes y el punto 3 para columnas de este capitulo, siguiendo

dichas instrucciones, los puntos de inflexion quedarian ubicados como sigue:

275m [225m 225m| 275 m

3 Ton —» e ) o
1.95m
O ® 0 D I S
3Ton —» & & ——1 .
D P P g ) ——1'8
TR TR TR TR TR T
5m | 5m | 5m 5m |

El siguiente paso es encontrar las fuerzas cortantes en las trabes, para esto primero
nos apoyaremos de las dimensiones que le daremos a los elementos estructurales del

marco, para fines didacticos o de ejemplo, proponemos las siguientes dimensiones:

Trabes
Base (cm) | Altura(cm) |1(cm4) | L(cm) K
30 40 160000 | 500 320
Columnas
Base (cm) | Altura (cm) | (cm4) L (cm) K
35 35 125052.083 | 300 |416.84028

A continuacion se muestra una tabla que simplifica los calculos de las fuerzas

cortantes en trabes
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A B C D E F G H |
Entrepiso | Crujias | Vex | FDc FDt Vc | Vcol | Vt |[Vtrab

1 4 6 0.2 0.25 42 | 084 | 1.8 | 0.45

2 4 3 0.2 0.25 1.2 1024 | 1.8 | 0.45

Tabla 6.B proceso de este ejemplo para obtener cortantes en trabes y columnas segun el
método de Bowman.

En la columna “C” tenemos Vex que es la acumulacion de las cargas laterales,
se comienzan a acumular desde el nivel 2 al nivel 1, debido a que el nivel 2
tiene una carga lateral de 3 ton y el nivel 1 de 3 ton, el acumulado (Vex) en el

nivel 1 es de 6 ton.

En la columna “E” tenemos FDt que es el factor de distribucion de la cortante
en cada nivel proporcional a las rigideces de las trabes, aqui es donde
ocupamos los momentos de inercia, se tienen 4 crujias, por lo que tenemos

entonces 4 trabes y 5 columnas en este nivel calculamos el

Kdecadatrabe
Y'Ktrabesdelmismonivel

FDt=

I _ 160000 cm4
L~ 500cm

320 m3
x —=0.25
320+320+320+320  m3

Sabiendo que K= = 320 cm3 yFDt=

En la tabla en la columna D se encuentran los FDc para columnas

Kdecadacolumna
FDc=

partiendo de esta férmula calculamos primero K

Y Kcolumnasdelmismonivel
__ 125 052.083 cm4

que seria K= % =——————=416.84m3y FDc=

300 cm

416.84 m3
5x416.84 m3

=0.2,

En la columna F de la tabla 6.B tenemos V¢ que para calcularlo se utilizaron las
férmulas que aparecen en la imagen 6.2.2e, en la descripcion general de este
método, donde se puede ver que existe una férmula exclusivamente para
usarla en el primer piso, y otra para los pisos superiores, sustituyendo en

dichas formulas en el piso 1 tenemos

N-0.5 (Vex) — 4-0.5
N+1 4+1

Vc=

(6) = 4.2 Ton para entrepisos superiores tenemos que:

Ve==2 (Vex) = %21(3) =12Ton  piso 2

N+1
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En la columna G se encuentra Vcol que es el cortante que corresponde a cada

columna en cada nivel la cual se calcula como: Vcol=(FDc)(Vc)

Los resultados de la columna H corresponden al valor de Vt cortante en trabes
este valor lo calculamos con la formula Vt= Vex-Vc, finalmente tenemos que en
la columna | se calculdé Vtrab que es la cortante que corresponde a las trabes
por cada nivel, Vitrab se calculé con la formula: Virab=(FDt)(Vt) y de esta

manera se obtuvieron los valores que aparecen en la tabla 6.B

= =| —y
Thas V=045 V=045 Vo4
VD45 S V=045 V=0.45 V=0 45
T TR, TR TR TN,

A partir de aqui se comienza a repartir las cortantes a cada una de las
columnas que apoya a cada trabe a esos numeros se le suma la cortante en

cada columna por nivel que le corresponde segun los calculos de la tabla 6.B.

V=045 V=045 V=0.45 V=045
0240 0.240 0.240
0240 +0225 +0.225 +0225 +IJ 240
C) +0'05 0225 0225 0.225 0.225 )
NPT 0.690 0.690 0.690 0.465
V=045 V=045
V=045 V=045
0.840 0.840 0.840
0.840 0225 0,225 0.840
C 10225 i 225( To5% C ] C *0.225 )
1065 1200 1290 1.290 1.065
B RN RN RN BN

Teniendo fuerzas cortantes en ciertos puntos, apoyados de las distancias de

los brazos de palanca en todo el marco, comenzamos a calcular los momentos

flexionantes.
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M=0.907 M=0.742 M=0.6035 M=0673 M=0.673  M=06035 M=0742 .  M=0907
_ o -
M=0.907 V=045 V=0.45 / M=0.907
V=0.45 M=1.3455 M=1.3455 M=13455 V=045
059 098 0539 0240
+8-§‘2“§ 0.225 > 0.925 ) 0225 ) *0225 <>
0.465 0690 0.690 0.690 0.465
M=0.488| M=1.766 M=1.45 | M=0.823 M=1.1365| M=1.1365 M=0.823 | M=1.45 M=1.766 | M=0.488
_ _ = - 7 _
M=1.278 V=045 .0 |M=1548 V=045 oy 1548 V=045 M=1548 ) 15 M=1.278
0.840 - - 0.840 0.840
+ +0.395 > +0295 ) +0225 ) - >
0.225 _02%5 _0235 0225 0225
1.065 1.290 1.290 1200 1.065
G BN SN U U
M=1917 M=2322 M=2322 M=2.322 M=1.917

6.2.3 METODO DEL VOLADIZO
Se suele utilizar este método para el analisis preliminar de marcos esbeltos, las

hipotesis que se hacen son similares a las del método del portal:

1.-los puntos de inflexion de trabes y columnas se encuentran en sus puntos
medios. En caso de que las columnas se encuentren articuladas, el punto de

inflexion se encuentra en la articulacion.

2.-La fuerza axial en cada columna de un mismo entrepiso es proporcional a su
seccion transversal y a su distancia al centro de gravedad de las columnas del
marco en el entrepiso considerado. Ocasionalmente se suponen todas las
columnas de igual seccion y se calculan las cargas axiales como directamente

proporcionales a sus distancias al centro de gravedad del marco.

A continuacion se resumen los pasos a seguir

1.- Considerando el edificio como un voladizo, se determinan los momentos de
las fuerzas exteriores con respecto a secciones horizontales que pasen por los

puntos de inflexion de las columnas de cada entrepiso.

2.-Los momentos asi calculados se utilizan para obtener las fuerzas axiales, en

las columnas, aplicando la hipotesis 2.
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3.-A partir de las fuerzas axiales en las columnas, se obtienen las cortantes en

las trabes.

4.-Se determinan los momentos en trabes y columnas aplicando la hipétesis 1

Ejemplo 6.5 Resolver el siguiente marco por el método del voladizo.

15 Ton—»
3m
20 Ton —»
3m
YO orea Yoo rra

- 4m 8m |

Identificando la posicion de los puntos de inflexion tenemos que:

—
h

15m

15m

15m

1.5m

}#2m\2m| 3m | 3m _|

! ! ! !
El siguiente paso es calcular el centroide general horizontal de las columnas
del marco, se calcula de la siguiente manera apoyandonos con la ubicacion del

centro de cada columna, recordamos de estatica elemental que el centroide (x)

. . A
se haya apoyandonos de la férmula x = LXA

YA

Supondremos que las tres columnas del marco tienen una dimension de

transversal de 30x30cm, por lo que tendran un area transversal de 900 cm?que

900 cm?(1m?) _

corresponden a e = 0.09m?2para tener todo en m2ahora calculando el
centroide tenemos que x = 22 = om(0.09m” )+4m(0.09m*)+ 10m(0.09m?) _ g o7,y
YA 0.09Mm2+0.09m2+0.09m2 )
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15 Ton—»,

20 Ton

h 4

El siguiente paso es calcular la fuerza axial en cada columna en el entrepiso

superior:

Calculando I = 1x4.672+1x0.67% + 1x5.33%2 = 50.67 m?

CalculandoM = 15x1.5 = 22.5Ton — m

M 225t—m M 225t—m
Vli=—d=——-r—x4.67m=2.07Ton V2 =—d =

177 50.67m? 14~ 50.67mz X0-67m =03 Ton

M 225t—m
V3=—d=

I = WXS 33m = 2.37Ton

Teniendo estas fuerzas axiales en cada columna se divide este tramo por
secciones. Cada seccion determinada por los puntos de inflexion y se haya los

momentos en trabes y columnas.

Se repite el mismo proceso para encontrar las fuerzas axiales de entrepiso en

el primer nivel
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467 m

15 Ton— :
l 15m
: 1.5m

20 Ton — :
: 1.5m

aT 1297 10.26T
CalculandoM = 15x4.5 + 20x1.5 =97.5Ton —m
=My Tt eTm=9Ton V2= =2t T M 67m=120T
ST YT S06rmez Jre/mECAon Ve =T 0= ey eyme o ofm = ez lon
M  975t—m
V3=—d = x5.33m = 10.26 Ton

I 50.67m?

Ejemplo 6.6 Resolver el siguiente marco por el método del voladizo.

Se calcula el centroide general horizontal de las columnas del marco, se
calcula de la siguiente manera apoyandonos con la ubicacién del centro de

cada columna, en esta ocasion, supondremos que las cinco columnas del
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marco tienen una misma dimension de transversal cualquiera (A) en m? ahora

calculando el centroide tenemos que

_ YxA _ om(Am?)+5m(Am?2)+10m(Am?)+16.5m(Am?)+23m(Am?)
T YA Am2Z2+Am2+Am2+Am?2+Am? -

109m

Calculando I = 1x10.92+1x5.92 + 1x0.9% + 1x5.6% + 1x12.12 = 332.2 m?

CalculandoM = 6x1.5=9Ton—m

=My 2T M 0.9m=0295Ton V2= Mg= 2 "™ 5 om=016T
T T 33 mz M T Rersdon Ve =l = oo o Jm = Do on
p3 =My 2T 0 9m=0024Ton Va=Ng= 2™ o 6m=0152T
14T 33 me M on vt =T4=3355mz > om="> on
ps= Mg M o tm=0328T
T4 T 3y m e M T Reee don

Del segundo entrepiso tenemos que:

Calculando M = 6x4.5 +9x1.5 =40.5Ton — m
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pr= My A0S om=133Ton V2= Mg =200 =072 T
T 4T 3322mz S M T e don Ve =l = oz o om = B/eton
pa= My A0S 011 Ton Va= g = 20T M em = 0.68T
T 4T 33pomez oM o VR = A = e ome o o = Res ton
V5 =3g =250 12 1m = 1.47 Ton
1 332.2m

Analizando el primer nivel nos resulta:

Calculando M = 6x8+ 9x5+9x2 =111 Ton —m

pr =My At m o om=364Ton V2= g = 2t 1077
T T Bazomz O T OO PEE O g gz T T RO
p3=M g M om=03Ton va= g =T e em=187T
T4 T 33z oM T e on VA= e = s amez oo = Leston
V5 =3d=11""112 1m = 4.04 Ton
1 332.2m
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6.2.4.-FORMULAS DE WILBUR
La rigidez de entrepiso es la relacion entre la fuerza cortante absorbida por un

marco, muro o sistema de contra venteo en un entrepiso y el desplazamiento
horizontal relativo entre los dos niveles que lo limitan. En marcos ordinarios de
edificios, el empleo de sistemas de cargas que no son estrictamente
proporcionales al definitivo de analisis, introduce errores de poca importancia y
usualmente es importante calcular las rigideces a partir de hipotesis

simplificadoras sobre la forma del sistema de fuerzas laterales.

Las formulas Wilbur se aplican a marcos regulares formados por piezas de
momento de inercia constante en los que las deformaciones axiales son
despreciables y las columnas tienen puntos de inflexiébn. La versidn que a

continuacion se presenta se basa en las siguientes hipétesis.

1- los giros en todos los nudos de un nivel y de los dos niveles adyacentes son
iguales, excepto en el nivel de desplante, en donde puede suponerse

empotramiento o articulacion, segun el caso.

2- la fuerza cortante en los dos entrepisos adyacentes al que interesa, son

iguales a la de éste.

En las siguientes férmulas se definiran:

E moddulo de elasticidad

Rmrigidez del entrepiso en cuestion

Kinrigidez (I/L) de las vigas del nivel sobre el entrepiso n.

Kcnrigidez (I/L) de las columnas del entrepiso n.
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m,n,o0 indices que identifican tres niveles consecutivos de abajo hacia arriba.
hn altura del entrepiso n.

-Para el primer entrepiso, suponiendo columnas empotradas en la cimentacion

_ 48E 4h1 h1+h2

" Dih1 ~ IKel z(Kt1+(%)

Y suponiendo columnas articuladas en la cimentacion:

R1= 24E D1= h1 +2h1+h2

D1h1 ZKcel ZKt1

-Para el segundo entrepiso, columnas empotradas en la cimentacion

4h2 h1+h2 h2+h3

E) TKt2
12

A58 D2=

D2h2 T sKe2 z(m1+(

R2=

Y para columnas articuladas en la cimentacion.

48E 4h2 | 2h1+h2 | h2+h3
R2=— D2=

D2h2 ZKc2 ZKt1 ZKt2

-Para entrepisos intermedios en ambos casos.

48E
Dnhn ZKcen ZKtm ZKtn

D 4hn hm+hn hn+ho

Rn=
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Ejemplo 6.7 Se tomara el marco del ejercicio 6.3 para calcular sus rigideces de

entrepiso con las columnas del primer nivel empotradas en las cimentacion.

Consideramos que es un marco que se construira con concreto de una

resistencia fc=250 kg/cm? y un modulo de elasticidad E=8000+/fc.

Recordemos que en los niveles 1 y 2 las dimensiones en las trabes son de 35
cm X 45 cm, su momento inercia | es 265,781.25m* y los niveles 3, 4 y 5 son
de 30 cm X 40 cm su momento de inercia | es 160,000m4, y en columnas se
propuso que en los niveles 1 y 2 tendrian las dimensiones de 35cm por 55cm,
su momento 1=485,260.417cm4 en los niveles 3, 4y 5 tendrian dimensiones de

30cm por 50cm con momento de inercia 1=312,500cm4.

De aqui tenemos que la rigidez K=(I/L) Se calcula el total de la suma de

rigideces de cada elemento por entrepiso de la siguiente manera.

Del primer nivel se tiene

En trabes K =

265 781.25 265 781.25 265 781.25
- +

=1,417.5cm?®
600 600 500

485 260.42

En columnas K =4 ( 200

) = 4,852.60 cm®

Del Segundo nivel
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265 781.25 265 781.25 265 781.25
En trabes K = + + =1,417.5 cm?®
600 600 500

485 260.42

) = 6,470.14 cm®
300

En columnas K =4 (

Del tercer al quinto nivel

En trabes K = 182290 4 160000 _ 4 417 cmd
600 600
En columnas K =3 (m) = 3,125 cm®
300

Ahora se calculan rigideces de entrepiso, se trata de un marco cuyas columnas

estan empotradas en la cimentacién.

Primer entrepiso

_ 4(400) 400+300

48E 48(126 491.11 Ton
= 00 —28557 Ri==L _ 28 )
4852.6 1417.5+( = )

D1h1 ~ 1000(285.57)(400) = 21'265

D1

NOTA: En este caso se multiplicaran por mil al denominador en las formula de

“R” para obtener los resultados finales con las unidades (Ton/cm)

Segundo entrepiso

h1+h2 h2+h3 _ 4(300) 400+300 300+300

4h2
D2= + KCI - 4852 .6 = 297.89
SKc2 zm1+(7) IKt2 6470.13 1417,5+(T) 1417.5
48F 48(126 491.11 T
R2= 285 _ 48 )_ = 20387
D2h2 1000(297.89)(300) cm
Tercer entrepiso
4h hm+h hn+h 4(300 300+300 300+300
Dn= 22 fmihn | hntho 3 = 2890 4 ( )+ = 579.68
YKen YKtm YKtn 3125 1417.5 533.33
48F 48(126 491.11 T
Rn= = 28 ) — 10477
Dnhn 1000(579.68)(300) cm
Cuarto entrepiso
4(300 300+300 300+300 48(126 491.11 T
D4 =289 1 ) =790.2 R4=_2U2BID__ 5 cgTon
3125 533.33 533.33 1000(790.2)(300) cm

Quinto entrepiso
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48(126 491.11) Ton
—————— =7.68—
cm

4(300 3004300 300+300
— 4309) |, ( ) =790.2 R5=
3125 533.33 533.33 1000(790.2)(300)

D5

Ejemplo 6.8 Se resolvera el mismo marco del problema anterior pero en esta

ocasion con las columnas articuladas a la cimentacion.

En el primer nivel se tiene

h1 2h1+h2 400 2(400)+300
D1= = = 343.38
SKcl = SKt1 4852.6 1417.5
R1= 24 _ 24(126 491.11) Ton
D1h1 ~ 1000(343.38)(400)  cm

Segundo nivel

4h2 2h1+h2 h2+h3 4(300 2(400)+300 3004300 T
D2= — 4(300) , 2(400) — 415.43™°"
YKc2 JKt1 JKt2 6470.14 1417.5 1417.5 cm
48F 48(126 491.11 T
R2= = 48 ) _ 14617
D2h2 1000(415.43)(300) cm
Tercer entrepiso
4h hm+h hn+h 4(300 3004300 300+300
Dn= 24 hmthn | hntho — p3 _ 2G00) , ( ) ¢+ = 579.68
2Ken JKtm JKtn 3125 1417.5 533.33
48E 48(126 491.11 T
Rn= = _48( )__ 10477
Dnhn 1000(579.68)(300) cm

Cuarto entrepiso
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D4 = 4(300) (300+300) 300+300 = 790.2 R4= 48(126 491.11) -7 8To_n
3125 533.33 533.33 1000(790.2)(300) cm

Quinto entrepiso

D5 — 4(300) + (300+300) + 300+300 —790.2 R5= 48(126 491.11) -7 To_n
3125 533.33 533.33 1000(790.2)(300) cm

Nétese que entre el ejercicio 6.7 y 6.8 unicamente hubo diferencia importante

entre los primeros dos entrepisos.
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Conclusiones

CONCLUSIONES:
En este trabajo se presentd la aplicacion a ejemplos especificos de los

métodos tradicionales mas wusuales para el analisis de estructuras
hiperestaticas planas comunes, vigas, armaduras y marcos, destacando la
importancia de conocer y manejar la aplicacion de escritorio de estos métodos
como fuente posible de verificacién y deteccion de errores en los resultados

que se obtengan usando paquetes de cémputo comerciales.

Los diagramas de elementos mecanicos nos dan de manera grafica, una idea
clara del comportamiento de las estructuras, siendo esta idea indispensable
para el disefio estructural, desde el disefio conceptual donde para proponer la
estructuracién basica se requiere imaginar el posible comportamiento de la
estructura bajo condiciones de operacién, hasta el disefio definitivo donde se
proporcionan detalles ejecutivos de escuadrias, refuerzo y especificaciones de
construccion, es de vital importancia saber y poseer la intuicion mecanica sobre
el comportamiento de un determinado tipo de estructura bajo diferentes
condiciones de carga, ya que de lo contrario, si no se realiza el analisis de
manera adecuada, el disefio de tal estructura también sera erréneo, y los

resultados finales muy probablemente seran desastrosos.

En deterioro del fortalecimiento del criterio estructural, los calculos de escritorio
manuales son cada vez menos frecuentes y la sumisién del Ingeniero
Estructural ante los resultados de los programas de computo es cada vez
mayor en los ultimos tiempos, dotandolos de una credibilidad incondicional y

perdiendo a veces de vista que dichos programas tienen limitaciones y
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dependen de los datos de alimentacién cumpliéndose invariablemente la

maxima:”si entra basura, basura saldra”.
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ANEXOS

ANEXO 1 Tabla de integrales de Mohr
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ANEXO 2 Momentos de empotramiento perfecto
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