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Introduccion

Desde épocas remotas de la civilizacion uno de los intereses del hombre ha sido el de los
nimeros, y una de las razones para ocuparse en ellos fue para dar solucion a las necesida-
des y a los problemas practicos de la vida diaria. Bajo este contexto el primer concepto que
seria importante abordar tendria que ser el de niumero; sin embargo la concepcion de nume-
ro trae consigo una multitud de significados si nos extendemos hacia disciplinas diversas
como la filosofia. En el caso de las matematicas, y en particular en lo que se refiere la teoria
de numeros tenemos un sin fin de resultados, y esto se debe a que en esta rama se estudian
las propiedades de los nimeros y no el concepto mismo. De esta manera las propiedades
del numero le dan a dicha concepcidon un enfoque mas matematico.

La teoria de numeros es sin duda una de las areas de la matematica mas antiguas.
Sabemos que desde la época de oro de la matematica griega ya se manejaban conceptos
basicos de lo que hoy conocemos como teoria de niimeros,' y es sobresaliente que éstos son
los que se usan actualmente en un primer curso de esta materia.

Ahora bien, asi como la matematica se ha divido en muchas ramas, la teoria de nu-
meros también lo ha hecho. Una de estas areas, y de la que se desprende este trabajo, es la
teoria aditiva de los numeros; en ella se tienen muchos teoremas, pero entre ellos existen
los que son poco conocidos, y otros que si son muy identificados por la fama que han lo-
grado. Se sabe que los babildnicos y otras culturas ya conocian lo que después se llamo
ternas pitagoricas,” y lo mencionamos porque esto ya recae dentro de la teoria aditiva de los
nimeros (nos referiremos a la disciplina como TAN). Mas aun, Euclides ya conocia las
formulas para encontrar a todas las ternas, por lo que esta subrama es igual de antigua que
la teoria de nimeros.

Tal pareciera que los libros aritméticos de Euclides nos dan una primera base axio-
matica de la teoria aditiva de los niimeros, pero realmente ésta llegd hasta el siglo XVII,

con la Aritmética de Diofanto y con las observaciones de Fermat. Varias de estas observa-

" Los libros VII — X de los Elementos de Euclides nos muestran el interés que tenian los griegos por enten-
der a los nimeros.
? Véase Carrera, Josep [2009], pp. 139-144.



ciones hoy son problemas aun vigentes en la ciencia matematica y que recaen dentro de la
TAN.

Los problemas (feoremas) que se estudian en este trabajo, y que pertenecen a la
TAN, son principalmente de Waring, para los casos de cuadrados y cubos, y cuyas solucio-
nes hacen honor a los matematicos que intervinieron en ella.

Esta tesis inicia con los antecedentes historicos de la TAN que datan desde tiempos
pitagoricos y llegan hasta Lagrange; esto dara la base para encontrar la solucion del teore-
ma de Waring para el caso de cuadrados.’

De manera general, este trabajo contiene los origenes y los primeros problemas de la
TAN pero escritos con la notacidon actual para que el lector pueda tener una lectura mas
fluida. Dejamos claro desde un principio que este trabajo no es una introduccion a la TAN,
pues no se abordan muchos de los temas que se necesitan y que forman parte de los conte-
nidos de esta subrama; mas bien se abordan todos los resultados que son necesarios para
demostrar los teoremas antes mencionados, y que en general se encuentran separados en
distintos libros y articulos. Se pasa en seguida a resumir los contenidos de cada capitulo

El capitulo 1, que trata los Antecedentes historicos, aqui proporcionamos algunos
resultados particulares y otros generales concernientes a nimeros cuadrados. Este capitulo
nos brinda la cadena de los problemas de niumeros cuadrados desde la época de oro de la
matematica griega hasta la obra de Diez Freyle, titulada Sumario Compendioso, publicada
en 1556.*

En el capitulo 2 se demuestran y explican los resultados concernientes a la suma de

dos, tres y cuatro cuadrados; el Gltimo resultado corresponde al teorema de Lagrange.

Por tltimo, el objetivo principal del capitulo 3 es demostrar el teorema de Wieferich-
Kempner, que trata sobre la suma de cubos y cuya prueba conlleva algunos resultados pre-
vios incluyendo detalles de dos articulos publicados por L.E. Dickson en 1928 y 1935. Y al
final se muestran algunas lineas del trabajo actual sobre algunas potencias mayores a las de

cuadrados y cubos.

* Todo niimero entero positivo es suma de cuatro cuadrados.
* Esta obra titulada Sumario Compendioso [facsimilar, 2008], fue la primera obra de carécter cientifico que se
publicé en América (1556), por Juan Diez Freyle.



Capitulo 1

Antecedentes historicos

La suma de cuadrados es un problema de interés
centenario

Dentro de la teoria de los numeros la suma de cuadrados es de los primeros problemas que
aborda el tema de la representacion de un entero como suma de otros enteros, es decir, po-
driamos pensar que aqui inicia la teoria aditiva de los nimeros, esto ha generado gran inte-
rés desde la época de oro de la matematica griega. Este tema se abordd principalmente
desde la perspectiva de los nimeros poligonales y fue Diofanto (siglo II d. C), en su Arit-
mética, que planteo diversas situaciones que involucraban a los numeros cuadrados. Pero es
importante sefalar que este conocimiento que aportd Diofanto no regresé directamente (a
través de su obra) a Occidente en una etapa temprana del siglo XVI; lo que sucedi6 es que
la teoria de los niimeros cuadrados llegd a Occidente a través de otros autores correspon-
dientes al bajo Medioevo y a la segunda mitad del siglo XV.

Una explicacion de porqué no fue conocida su obra en el pleno despegue de la mate-
matica a partir de la segunda mitad del siglo XVI, tiene que ver con que no se conoci6 di-
rectamente en ese siglo. Se sabe que la obra de Diofanto fue estudiada desde el siglo X por
Abu Al-Wafa (segunda mitad del siglo X), y que Qusta-ben-Luga-al-Balabakki escribi6
comentarios a la Aritmética.’ El problema historico que de inmediato se hace patente es que
las obras 4rabes de la edad media que trataron estos temas practicamente no fueron conoci-
das en Europa durante el siglo XVI, s6lo se sabia de su existencia por listados que se en-
contraron en esa €poca.

Una de las aportaciones historicas mas importantes sobre numeros cuadrados que se
dio en el siglo XIII fue el Liber Quadratorum (Libro de los numeros cuadrados) de Leonardo

de Pisa, conocido como Fibonacci. Esta obra fue escrita en 1225, las copias fueron escasas y

> Para mas informacion sobre las obras de estos autores, véase Suter [1892] y [1890].



su difusion por el territorio europeo no le fue favorable en su época.’ Las caracteristicas pro-
pias de la obra la colocan dentro de un tipo de matematica que no se aplicaba directamente al
comercio y por ello rapidamente quedd en desuso. Fue hasta 1799 que Pietro Cossali revivio
a los nimeros cuadrados de Fibonacci con motivo de un estudio que realizd acerca de los
progresos del algebra en Italia.”

AUn nos queda una via para tratar de saber como llegaron los nimeros cuadrados a
los lectores del siglo XV. Esta opcion consiste en revisar las Aritméticas que se publicaron
en la segunda mitad del siglo XV y en las primeras décadas del XVI. Para esto la referencia
obligada y el personaje que primero acude a la memoria es Luca Pacioli de Borgo Sansepol-
cro y su Summa Arithmetica. La obra se publicd por primera vez en 1494 y mas tarde, en
1509, se imprimid su Opere matematiche (Venecia), la cual incluia a la Summa.

La obra de Pacioli contiene la justificacion del estudio de los nimeros cuadrados;
alli define y afiade propiedades de ellos y todo esto lo acompaiia con diversos ejemplos.®
Antes de que Pacioli se adentrara en los resultados importantes advierte al lector de la exis-

tencia de la obra de Fibonacci como fuente historica.

drato £ fimilie quella. Ze qualizomandefonnoviffizillifime quanto gla vimenftratioe
pelapuatice.comizo @cibenta ferutinato. 2Baxime Zeonaedo pifano in yn particulare
tractasoche 8 de quadratisnumerts intitulato. Botecongrende ffovofe ingegns dare
noxmaeregolaafimili folutioni & pur inalmente generaliternon feruanoattte. epurti

Figura 1: Referencia en la Summa Arithmetica a Fibonacci.

En este contexto histdrico cabe mencionar que las inquietudes matematicas en Méxi-
co de mediados del siglo XVI si incluyeron a los nimeros cuadrados. En 1556 Juan Diez
Freyle [2008] publicé una obra con el titulo Sumario Compendioso. El trabajo contiene una
parte de problemas "reservados al algebra"y en ellos se aborda la cuestion de los nimeros
cuadrados.” Diez Freyle no ofrece referencias de los autores cuyas obras pudo haber consul-
tado, pero estudios recientes'’ nos permiten pensar que el Libro de los nimeros cuadrados si

marcd el camino del Sumario, si bien no lo hizo directamente, esto se dio a través de Pacioli. Si

% Es importante sefialar que aunque el Liber Quadratorum fue la iltima obra que escribi6 Fibonacci, en su
Liber Abaci ya enuncia algunos problemas de cuadrados (véase el capitulo 14 (pag. 548) de la edicion de
Sigler [2002]).

7 Consultar Cossali [1799].

¥ Véase Pacioli, Luca [1494], version electronica de la biblioteca virtual Miguel de Cervantes.

? Véase Sumario compendioso [2008], p. 70.

' Ver el estudio matematico que se presenta en la edicién del Sumario [Diez 2008].



comparamos el contenido del Sumario con las obras de Pacioli y Fibonacci encontramos
que en el tema de los nimeros cuadrados existe la posibilidad de una cadena de influencias
Diofanto —Fibonacci— Pacioli que finalmente alcanza a Diez Freyle.

Pasamos ahora a la revision de algunos problemas representativos de los autores
mencionados en los parrafos anteriores.

Problema a)

Este problema plantea la solucion simultdnea de dos ecuaciones: se requiere encon-
trar un numero X que al sumarle 15 dé como resultado un cuadrado, y que por otro lado, al
restarle 4 genere otro cuadrado diferente al anterior. Esto es, se tiene que resolver el sistema

X+15=5
X-4=r1
En el Sumario el problema se aborda de manera insuficiente.'' Por un lado se resuel-

ve solo para un caso particular, y cuando presenta la regla de solucion no abre al lector la
posibilidad de poder enfrentar problemas semejantes, es decir, no ofrece un camino para
extraer una regla general.

Se puede ver que la solucion se enmarca en la técnica que usa Fibonacci para resol-
ver el problema IV de su Libro de los niimeros cuadrados,’”” por ello aqui se resolvera el

problema del Sumario, pero a través de la matematica de Fibonacci.

Solucion

A las ecuaciones X + 15 =s* y X - 4 =1°, réstese la segunda ecuacion de la primera
para obtener 19 = s” - r*; gracias a Euclides se sabia que 19 = (s +1) (s - r), por lo que se pue-
de descomponer el producto en dos igualdades (s +1) =19 y (s - r) = 1; se suman ambas para
obtener 2s = 20, y por tanto s = 10. Ya que se obtiene s se sustituye en la primera ecuacion y
resulta que X + 15 = 10% o lo que es lo mismo, X = 100 - 15. Asi que X = 85, y también sa-
tisface la segunda ecuacion.

Si se compara esta solucion con la del Sumario, se vera que se sigue el mismo mé-
todo, pero Diez no lo dice, y s6lo se limita a describir las operaciones aritméticas del caso

particular.

"'Véase Sumario [Diez, 2008].
2 Libro de los niimeros cuadrados [Ver Eecke, 1973], pp. 39-44.



El caso general seria el de encontrar un nimero X que al sumarle A y restarle B ge-
nere cuadrados diferentes:
X+A=¢
X-B=r.
El método general, extraido del procedimiento de Fibonacci, seria el siguiente:

restar la segunda ecuacion de la primera: A + B=s>-r*=(s +1) (s - 1).

Partir los productos y generar dos igualdades, que si se multiplican miembro a miem-

bro generan la igualdad anterior:

A+B=(s+r1)
I =(s-1).
. . L A+B+1
Se suman ambas igualdades y se despeja s, obteniéndose s = T .
2
Finalmente se sustituye s en la primera ecuacion para obtener® X Z(WJ -A,

y cuyo resultado también satisface a X - B =r°.
Es importante sefialar que la solucion de este tipo de problemas que se presentan en

el Sumario es para nimeros enteros, y que si la suma de los términos A y B es par, entonces

A+B+1
., , . . . 14
la expresmn(T no es un entero y en este se obtendran soluciones fraccionarias.

Las ternas pitagoricas

Ahora presentamos un problema sobre ternas pitagdricas. Se pide encontrar a y b tales que
a’ + b? = r?, donde ya se conoce la terna x + y? = r2 (en ambas esti 7). Este problema
se encuentra en el Sumario y es interesante ver como se usa la teoria de proporciones para
encontrar la solucion, y aunque aqui no es explicito el uso de esta herramienta, si lo es en el

problema III del Libro de los niimeros cuadrados."

13 Cabe sefalar que la solucion también se puede obtener restando las ecuaciones A+ B=(s+1) y 1=(s-1),

(la segunda de la primera).

14 . D _ 141 (13)? _ (11)?
PorejemplosiA=7,B=5=X = 5= (7) y r= (?) .

15 Libro de los mimeros cuadrados [Ver Eecke, 1973], pp. 36-39.
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Fibonacci usara las siguientes proporciones entre los tridngulos rectangulos que apa-

recen en la figura 2. L

ZL _ZM _ ZL _ LM
72D zE Y Zp  DE"

M E Z

Figura 2

En la solucion del Sumario se usa como el triangulo conocido el de lados X, Y, 8
(figura 3) que satisface la ecuacion X* + Y* = 8% después, para encontrar un tridngulo que
tenga la misma hipotenusa se propone usar como triangulo auxiliar a 3* + 4> = 5°. Con am-
bas ternas pitagoricas se construye el triangulo de lados AXYS8 (con hipotenusa 8), y en su
interior el de lados A3, 4, 5 (con hipotenusa 5). Por lo tanto, de las proporciones de Fibona-

cci se tiene que:

8 X 8x3
22 = x= =44 y
5 3 5 %
5
8 Y 8x4 4
2 = y= =62
5 4 5 %

3
X

Figura 3

2
3) — 82, Asi, lo

2
y como el tridngulo de lados X, Y, 8 es rectangulo, entonces (6 g) + (4 .

que obtenemos es un triangulo de lados diferentes al auxiliar, pero con la misma hipotenu-
sa.

En el problema que sigue se pide resolver una suma de cuadrados conociendo pre-

. ., . 2 2_ g2

viamente una solucidn, esto es, se pide encontrar valores para X, Y tales que X* + Y* =57,
. 2 2 _ g2
sabiendo que 3 +4° = 5",

La solucion del problema — que se presenta tanto en el Sumario como en la Summa

(foja 17) — encierra nuevamente elementos euclidianos de la teoria de proporciones. Este

problema es semejante al anterior y en ambos se usan proporciones entre triangulos rectan-

11



gulos. De igual manera, Fibonacci lo hace en el problema III'® de su Libro de los mimeros

cuadrados. Las proporciones (figura 4) que usa Fibonacci son:

L

ZL _ZM _ DE _ ZD D
720 zE Y IM _ZL°

M E Z
Figura 4
Para la solucién del Sumario se propone usar la igualdad 5° + 12 = 13 (arbitraria) y
se construye el tridngulo rectangulo de hipotenusa 13 (figura 5). Después se construye un

triangulo semejante de hipotenusa 5. Por lo tanto, de las proporciones de Fibonacci se tiene

que:
13
X 5 5
RETERARTINETE : :
X
12 y
X = 51—X35 y = 5:;2’ Figura 5

y como el triangulo de lados X, Y, 5 es rectangulo, entonces

2 2
DR
13 13
Al igual que el problema III, Diez Freyle no uso los tridngulos de manera explicita,

pero se puede encontrar sin dificultad que las operaciones que se presentan de manera figu-

rada en su respuesta son precisamente los calculos de las proporciones

5X5 5x12
o e— y Y = .
13 13

Diez y Pacioli no emplearon tridngulos para acompafiar sus explicaciones, pero a tra-
vés de una cuidadosa lectura se ve que intrinsecamente siempre estuvieron presentes a tra-
vés de las proporciones correspondientes, pero de manera explicita si lo estuvieron en Fi-

bonacci, que fue una guia para ambos.

16 . , .
El problema dice: Encontrar dos niumeros cuyos cuadrados reunidos den un cuadrado formado por la
union de los cuadrados de otros dos niimeros dados.

12



El siguiente problema es un buen ejemplo de una interpretacion aditiva de enteros
que usan los elementos matematicos mas sobresalientes de la teoria de los nimeros hasta el
siglo XV. Con este ejemplo nos percatamos que la TAN se estaba gestando en torno de

sumas mas generales y no sélo con los ejemplos antes sefialados.

La suma de grandes cantidades “in infinitum” de cuadrados
también es un cuadrado

Un problema entre los autores antes mencionados es el de poder construir sumas de mas de
dos cuadrados cuyo resultado también sea un cuadrado; aqui ya no consideramos la suma
de dos cuadrados que da lugar a otro cuadrado, dado que son las ternas pitagoricas, y de
ellas ya sabemos como encontrar una infinidad de soluciones. Se pasa a exponer la manera
de construir tres cuadrados cuya suma sea un cuadrado, o pensar en la suma de cuatro cua-
drados, y asi hasta tener una cantidad indeterminada de cuadrados cuya suma sea un cua-
drado.

La exposicion de Fibonacci y la de Pacioli son semejantes: ambas pretendian mostrar
que se puede encontrar una cantidad indeterminada de numeros cuadrados tales que juntos
o tomados por grupos formen un cuadrado'’. Por otro lado la de Diez Freyle esta usando el
hecho de que la suma de los n primeros numeros impares es un cuadrado. En Fibonacci la
exposicion es muy clara —a pesar de que también es retérica—, y menciona que esté utili-
zando los resultados de los problemas I y II de su libro'®.

Para construir la solucion de la suma de cuadrados ellos parten de una condicion ini-
cial que es importante, y que si menciona Pacioli, y que se refiere a que el nimero cuadrado
inicial que se tome siempre debe de ser un cuadrado impar. En el caso de Diez Freyle pide
que se tome el primero impar, pero no menciona que siempre se debe de tomar asi.

Antes veamos un caso particular. Sea nueve el primer cuadrado impar, es importante
elegir un cuadrado impar pues dado que la suma de impares es un cuadrado, entonces la

suma de los impares anteriores al 9 — que son 1, 3, 5, 7 — es un cuadrado, es decir,

' Proposicion XIX de El libro de los niimeros cuadrados [Ver Eecke], pp. 87-88. Summa Arithmetca [Pacio-
li, 1974], version electronica de la biblioteca virtual Miguel de Cervantes.

'S El problema II dice: Quiero demostrar porqué surge una serie ordenada de cuadrados de la suma de los
numeros impares que van desde la unidad hasta el infinito.

13



2
9-1 . ., . - .
(TJ =4’. La interpretacion diagramatica de este razonamiento — que era una de las

formas de presentacion tipica de las épocas de Fibonacci y Pacioli respectivamente — se

puede ver en la figura siguiente:

Numero cuadrado
impar A?

La suma de los impa-

res <A es un nuimero \
cuadrado

[ ] L] L4

\ ——‘. . .

Figura 6: Interpretacion diagramatica de suma de impares.

Ahora damos lugar a la justificacion.

Sea A® un entero impar y como la suma de los impares anteriores a A? es un cuadra-
do, entonces la suma total de A* mas los impares hasta (A* - 2) que es un cuadrado al que
llamamos B?, es también un cuadrado, entonces p*+ A” es una suma de cuadrados, y esto da
como resultado un cuadrado.

Asi, en el caso de tomar al 9 y siguiendo el método grafico de arriba, se suman los
. : 9-1y ,
impares menores a 9 y se obtiene que | = 4% es el segundo cuadrado, después se suman

ambos cuadrados y se obtiene que 3% + 4* = 5%. Ahora se hace lo mismo para 57, con el ob-
jetivo de encontrar una suma de tres cuadrados que dé como resultado un cuadrado.

Ahora, se toma la suma de los impares menores a 25, es decir, 1 +3 + 5+ 7 +...+ 23,

2
y el resultado es [%} —12*. Asi, se sigue que 12* + 5% = 13% y sabiendo que 4° + 3% = 57,

se llega a4’ +3%+ 127 =122+ 5% =13%
Ahora extendamos el ejemplo para el caso en que se toma la suma de cuatro cuadra-
dos (aunque ya no esta contenido en el Sumario, si lo esta en la Summa y en Los numeros

cuadrados). Ya se tiene que 3% + 4% + 12 = 13%; enseguida tomese la suma de los impares

14



2
menores que 132=169, es decir, 1+3+5+7+..+165 + 167 = (&;lj =7056 =847, por tanto

13% + 847 = 85* = 7225. Finalmente a 3* + 4> + 12% = 13? se le suma de ambos lados 84°
para obtener: 3% + 4% + 12% + 847 = 13% + 84% = 85°. Lo mismo se puede hacer para los im-

pares menores que 85° y se llega a que:

3%+ 47+ 127 + 847 + 3612% = 36137,
y asi, como escribié Diez Freyle al final del ejemplo: "y nota que por esta via lo podras
hacer in infinitum".
Para generalizar esta idea primero consideremos un cuadrado impar m?. Asi, si

m = 4k + 1, entonces m? = 4q + 1, y sabemos que la suma de los impares anteriores a ¢él

m? —1

2
m? + [Tj ] es un impar,

2opY y
es [m 5 que también es un cuadrado y par, entonces

pero a la vez es un cuadrado. Finalmente se tiene que la suma de un cuadrado impar m?

2

2
. m" -1 .
mas la suma de un cuadrado par [ J , da como resultado otro cuadrado impar,

2 2
m? + (mT al que llamamos n?.
Como ya tenemos otro cuadrado impar n?, entonces podemos hacer el mismo pro-

ceso como en el caso de m?,y se llega a que

2 2
le + [nT es nuevamente otro cuadra-

do impar al que llamamos t2.

Entonces por los dos procesos anteriores se tiene que

2
m? + {mzz—lj ] = n2,

y como

entonces de ambas expresiones se llega a

15



2 2 2 2
2 m—l n—l ) le—l 42
i+ (2 j+[2j]_n+(_2)_t.

Como se puede ver, hemos obtenido tres cuadrados cuya suma es un cuadrado t2, y
notese que como este ultimo cuadrado es nuevamente impar, entonces podemos repetir el
proceso y construir de manera general que la suma de cuatro cuadrados es un cuadrado, y
asi se puede seguir el proceso como lo propuso Diez Freyle, in infinitum.

Con esto llegamos al inicio del camino del estudio de la suma de dos cuadrados, y

esto es lo que expondremos en el capitulo siguiente.
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Capitulo 2

Suma de dos cuadrados

En el capitulo anterior nos adentramos en algunos problemas que nos muestran de qué ma-
nera se interesaron los matematicos en los problemas que involucraron la suma de cuadra-
dos. Desde la antigiiedad hasta finales de la Edad Media este tipo de problemas se presen-
taban en un contexto de resolver principalmente situaciones mercantiles y de tierras. En el
siglo XVII se empiezan a plantear problemas mas de fondo, es decir, los interesados en las
ciencias matematicas voltearon al estudio de los nimeros enteros, pero ya no desde la pers-
pectiva de una aritmologia Medioeval, y lo que ahora les interesaba era conocer la estructu-
ra aditiva subyacente a los enteros. Asi, con estas nuevas interrogantes, surgio el interés por
saber qué numeros enteros se pueden escribir como suma de dos cuadrados, y si habia for-
mas cerradas de representarlos o generarlos.

Seguramente en el entorno de Fermat sabian por — auscultacion — que no era posible
que todo entero fuera suma de dos cuadrados, pues es facil ver que 3, 7, 11, 12, 14,...no
pueden ser escritos como suma de dos cuadrados. Ademas parece que si el intervalo de me-
dicion es mas grande los nimeros que son representados como suma de dos cuadrados son
aun mas escasos. Por ejemplo, entre 100000 y 100030 hay so6lo siete nimeros que lo cum-
plen. También podemos decir que cada entero que es suma de dos cuadrados tampoco tiene
muchas representaciones de esta forma; por ejemplo, entre 1 y 150000 s6lo el 148625 es de
los que maés representaciones tiene como suma de dos cuadrados (ver la figura que sigue), y
tiene s6lo ocho, y en el caso de los primos que pueden ser representacion de esta forma,

solo tendran una (la demostracion se presenta mas adelante).
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Figura 7: Grafica de representaciones de enteros como suma de dos cuadrados

En la figura 7 se aprecia que los cuadrados verdes representan en su posicion vertical la cantidad de represen-
taciones como suma de cuadrados de los enteros, la franja negra son los enteros que no tienen representacion

1
como suma de dos cuadrados."’

Con la informacion mencionada pasemos a ver qué nimeros se pueden representar de
la forma sefialada. Los primeros datos que tenemos sobre este problema los encontramos
con el matematico francés Albert Girard (1595-1632); de él sabemos que sus planteamien-
tos fueron conocidos algunos afios antes que los resultados propuestos por Fermat. Se pue-
de notar que los niimeros 2, 4, 5, 8, 9, 10, 13, etc. si se pueden expresar como suma de dos

cuadrados, y a la vez algunos son de la forma 4k + 1. De hecho este resultado fue propuesto

' El programa que se uso fue creado por José¢ Antonio Lopez Saucedo y no es un software comercial, éste
fue creado exclusivamente para el uso del grupo de trabajo de teoria de nimeros al que pertenezco.
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por Fermat en 1646, pero demostrado por Euler hasta 1754.° Ahora demos lugar a un re-
sultado que nos indica una clase de nimeros que no pueden ser escritos como suma de dos

cuadrados.

Teorema 2.1 Sea n € Z tal que n = 3 (mod 4), entonces 7 no se puede expresar como su-

ma de dos cuadrados.

Demostracién. Supongamos que bajo la hipétesis que n = 3 (mod 4), n = x? + y?
para x,y € Z". Por otro lado sabemos que el cuadrado de cualquier entero m modulo 4
cumple con m? = 0,1(mod 4), y se debe a que si m es par, entonces m? es miltiplo de 4, y
por tanto deja resto 0 modulo 4; si m es impar, entonces m? es impar y deja resto 1 mddulo
4. Asi, n = x% + y? = 0,1 6 2(mod 4) pero nunca deja resto 3, es decir, n # 3(mod 4), y

esto contradice la hipotesis. m

Con este teorema tenemos la clase residual que deja resto tres y donde ninguno de
sus elementos se puede expresar como suma de dos cuadrados, y a partir de esto podemos
encontrar otra clase residual modulo cuatro que contiene una infinidad de elementos que no

pueden ser escritos como suma de dos cuadrados.

Teorema 2.2 Sea n € Z, si n no es expresable como suma de dos cuadrados, entonces su

cuadruple tampoco es expresable como suma de dos cuadrados.

Demostracion. Supongamos que 4n se puede expresar como la suma de dos cuadra-
dos, entonces existen x,y € Z" tal que 4n = x? + y?. De esto se puede ver que tanto x co-
mo y deben de ser pares, pues si esto no se da, la igualdad no se da. Asi, si x =2r y
y = 2s, entonces 4n = 4r% + 4s2, y por lo tanto n = r? + s2, pero esto contradice la hi-
potesis de que n no se puede expresar de esta forma. Finalmente, 4n no es expresable co-

mo suma de dos cuadrados. m

Conocemos algunas clases residuales modulo cuatro que no son expresables total-

mente como suma de dos cuadrados. Pasemos ahora a ver cudles si lo son, y para esto nece-

% Noétese que si un ntiimero es suma de dos cuadrados no significa que tenga que ser de la forma 4k + 1; por
ejemplo, 2% + 62 = 40 y 40 no es de la forma 4k + 1, pero si tendran esta forma cuando a y b en a® + b?
sean primos relativos.
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sitamos previamente conocer algunos resultados a los que les daremos la categoria de le-
mas, ya que ayudaran a demostrar los teoremas posteriores.

El primer resultado esta vinculado con el producto de dos enteros positivos, donde
cada uno es suma de dos cuadrados, y a la vez este producto también es suma de dos cua-
drados. Diofanto lo menciona implicitamente en su Aritmética y Fibonacci lo demuestra en
su Libro de los nimeros cuadrados.*' La demostracion que se presenta estd fundamentada

en la aplicacion de areas, de la misma manera como se utilizaba en la matematica griega.

Lema 2.3 (Diofanto) El producto de dos sumas de dos cuadrados, es también suma de dos
cuadrados, y puede ser de dos maneras diferentes. Si m =a’ + b’ yn = ¢’ + d°, entonces

mn=(a’ +b°) (¢ + &)= (ac+ bd)’ + (ad — bc)* **
o puede ser = (ac— bd)’ + (ad + bc).
Se puede ver de manera conjunta como mn = (@ +b°) (& + d°)= (actbd)’ + (ad F bo).
Asi, si definimos a Q = {n|n = x2 + x2 con x;,x, € Z},

entonces el lema nos indica que Q es cerrado bajo el producto, es decir, si ny, n, € Q, en-

tonces nq " n, € Q.
Ejemplo 2.4 Sin; =5=2%2+4+12 y n, = 2 = 12 + 12, entonces
10=5-2=22+1%) (12 +1%®) =(2:1-1-1 + 21 - 1.1)
=32+ 1%

: +
En general, si nq,n,,ns, ...,n, € Q, entonces nq *n, *nz =-n,. € Q, r€ Z . Ahora se

demuestra el lema ya mencionado.

*! Pisa, Leonardo de. Libro de los niimeros cuadrados [1973], proposicion IV.
** Diofanto usa implicitamente este resultado en la Aritmética, sin dar la demostracion, esta puede ser obser-
vada geométricamente en Koshy, Thomas [2002].
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Figura 8: Lema 2.3

21



Pasamos ahora a identificar algunas caracteristicas de los enteros positivos que si

pueden ser representados como suma de dos cuadrados.

Lema 2.5 Sea p un niimero primo tal que p = 1 (mod 4), entonces existen x,y € Z', tal

que x2 + y2 = mp, paraalgin m€Z ym < p.

Demostracion. Por hipétesis p es primo y p = 1 (mod 4), entonces el simbolo de
Legendre®® nos indica que* (_—;) = 1, es decir, —1 es residuo cuadratico modulo p. En-

tonces existe un entero positivo @ < p tal que a? = —1 (mod p), donde a es un elemento
del sistema completo de residuos modulo p. Asi, de la congruencia anterior se obtiene que
a?+1=mp,param € Z'; y si nombramos a x = @ y y = 1, entonces x2 + y? = mp.

Soélo falta ver que m < p, y para esto ya teniamos que a < p entonces a < p — 1, y por
otroladomp=a?+1<(p—1D*+1, asimp<(p—1)2+1=p%2—-2(p—1) <p? es

decir, mp < p?porlocual m<p. =
Ejemplo 2.6 Sip = 5 = 1 (mod 4) entonces 22 = —1 (mod 5), dondea =2 ym = 1.

El siguiente resultado muestra que se puede ir mas lejos con m y que no sélo nos

quedamos con que sea menor que p, ahora se demostrard que m es exactamente 1.

Lema 2.7 Sip = 1 (mod 4) y es primo, entonces p puede ser expresado como suma de dos

cuadrados.

Demostracion. Por el lema 2.5 y considerando el principio del buen orden, tenemos
que existe un menor entero positivo m tal que mp = x? + y?, para x,y € Z'. Probaremos a
través de una contradiccion que m = 1.
Supongamos que m > 1, y considerando un sistema completo de residuos (nos referiremos

al sistema como SCR) mddulo m, entonces existen a, b en el SCR tal que

¥ Sea a € Zy sea p un primo impar tal que (a,p) = 1. Se define al simbolo de Legendre igual a 1, y se deno-
ta como (;E;) si a es residuo cuadratico moédulo p, y se define igual a -1 en cualquier otro caso.

** Se usa el resultado que dice que si p = 1 (mod 4) entonces existe x tal que x2 = —1 (mod p), y en conse-

. (-1
cuencia (?) =1.
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a=x(mModm) y b=y (MOA M) ..o e (1),

donde % <ab< % ................................................................................................... Q).
Entonces

a’ + b? = x? + y?> = mp = 0 (mod m),
y en consecuencia a? + b? = 0 (mod m), es decir, a® + b?> = mk, paraalgin k € Z'.
Ahora, por el lema 2.3, tenemos que
@+ D)2+ y2) = (ax +by)2 4+ (ay —bx)% ..o (35,
y esto nos lleva a que (a? + b?)(x? + y2) = (mk)(mp) = m?kp.........ccovveveeeeeen... (4).

A partir de (3) y (4) se tiene que (ax + by)? + (ay — bx)? = m%kp.

Como a = x (mod m) entonces ax = x? (mod m), por otro lado como b = y (mod m),

por tanto by = y? (mod m), entonces ax + by = x% + y? = 0 (mod m).

Nuevamente a = x (mod m), entonces ay = xy (mod m), y como b =y (mod m) en-
tonces bx = xy (mod m), por lo tanto ay — bx = xy — xy = 0 (mod m). Con este resul-
tado y el anterior tenemos que (ax + by) y (ay — bx) son multiplos de m, y en consecuen-

cia

+b —-b
(ax y) , (ay x) c7
m m

De regreso a lo anterior, ya teniamos que (ax + by)? + (ay — bx)? = m%kp, entonces

2 N2
(ax;by ) + (ay mbx> = kp. Lo que obtenemos es que kp es suma de dos cuadrados ente-

ros. Ya teniamos que m es el menor entero positivo tal que mp es suma de dos cuadrados y

2 m2

2
por (2)a,b < % Luego a®? + b? < mT + mT ==,y como a’ + b? = mk, entonces se

2
tiene que mk < mT < m?, por lo tanto k < m. Aqui ya estamos cerca de llegar a una con-

tradiccion sobre el hecho de que m > 1y que a la vez es el minimo entero positivo tal que
mp es suma de dos cuadrados. Como llegamos a que k < m, entonces basta demostrar que

k > 0 para terminar la contradiccion.

2> Tomamos una de las dos opciones en los signos de lo planteado en el lema 2.3.
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Asi, si k=0, entonces a?+ b?=mk =0, y se tendria que a=b =0, y por (1)
x =y =0 (mod m); de esta forma x,y serfan divisibles por m y asi m?|x? y m?|y2,
por lo tanto m? | x2 + y2? = mp, lo cual implica m | p, pero el lema 1.1.4 nos indica que
m < p, entonces m = 1, y esto contradice nuestra hipotesis (m > 1). Porlotanto k >0 y
cumple con que 1 < k <m, y ala vez kp es suma de dos cuadrados, lo cual no puede su-
ceder por la minimalidad de m y mp como suma de dos cuadrados. En conclusion, el entero

k no puede existir y m tiene que ser 1, esdecir mp=1-p=p=x2+y% =

Con el teorema 2.7 y el teorema siguiente quedaran probados las condiciones necesa-
rias y suficientes para que un entero positivo pueda ser expresado como suma de dos cua-

drados.
Teorema 2.8 Sea p = x? + y? y p un primo impar, entonces p = 1 (mod 4).

Demostracién. Sea p un primo impar, tal que p = x? + y?, para algin x,y € Z,
entonces x y y deben ser de distinta paridad, pues si son de la misma paridad entonces p
seria par, lo cual contradice la hipotesis. De esta forma, sea x = 2a y y = 2b + 1, por lo
tantop = x2 + y2 = (2a)? + 2b + 1)®> = 4a® + 4b> + 4b + 1 = 4(a® + b2+ b) + 1,
es decir, p = 4k + 1 donde k = a? + b> + b € Z. Por tanto p = 1 (mod 4). =

El resultado que sigue, quiza sea e/ mds importante respecto a la suma de dos cua-
drados de un entero positivo n, ya que caracteriza a un nimero que es suma de dos cuadra-
dos. Esto se hace a través de observar que los factores primos congruentes con 3 modulo 4

en la descomposicion candnica de n tienen exponente par.

Teorema 2.9 Un entero positivo n se puede expresar como suma de dos cuadrados si y solo
si cualquier divisor primo p = 3 (mod 4) de n tiene exponente par en la descomposicion

canonica de n.

Demostracion. Primero supongamos que un entero positivo n es suma de dos cua-
drados y que un primo p divide a n = x? + y2, para x,y enteros positivos, por lo tanto
x%2 = —y2(mod p), es decir,—y? es un residuo cuadratico modulo p. Por el simbolo de

Legendre se tiene que
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=(5)=G)F) -G
p p/\p p

y esto pasa si solo si p = 1 (mod 4).
Si se da el caso que un primo p; = 4k + 3 divida a n, entonces tendria que pasar que
x =y =0 (mod p,), es decir, x = p;ayy = p,;b,cona,b € Z', entonces

n=x?+y? = p?(a? + b?) = pim, con m = a? + b>.
Ahora, si m no es divisible por un primo de la forma 4k + 3, entonces m tendria que serlo
por un primo de la forma 4k + 1, por lo que el resultado quedaria demostrado para el primo

P1, ya que éste seria el tnico primo de la forma 4k + 3 con potencia par en la descomposi-

cion de n.

Por otro lado, si existe un primo p, = 4r + 3 tal que p, divide a m, entonces tiene que
pasar —por el mismo anélisis hecho con p;— que m = p3m,, con m; = a? + b2, y por lo
tanto n = p3m = p?3(p3m,).*° En general, si m, es divisible por un primo de la forma
4k + 1, el resultado quedaria demostrado, con p; y p, primos de la forma 4k + 3 con po-
tencia par; por otra parte, si my es divisible por un primo de la forma 4k + 3, entonces ese
primo también tendra potencia par. En cualquiera de los casos los primos congruentes con 3

moddulo 4 apareceran con potencia par en la descomposicion canonica de 7.

Por tultimo, falta mostrar el regreso, es decir, si cada factor primo p = 3(mod 4) de n, tie-

ne exponente par, entonces n es expresable como suma de dos cuadrados.

Tomese a n como un producto de primos donde los p; = 1 mod (4) y los q; = 3 mod (4).

Entonces

T S
n=p®pl e p® . gPr gbe . gbs — npiai . nqi .
i=1 i=1

Como p; = 1 mod (4), entonces (por el lema 2.7) una parte del producto se puede expresar

como suma de dos cuadrados, por lo tanto

T
pitpg e pir = | o + 9B,
i=1

%6 puede suceder que p; = p,.
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y como el producto dos a dos de sumas de dos cuadrados es también suma de dos cuadra-

dos, entonces

r

ﬂ(xiz FYZ) = X2 P2 e e et e e e e e e e e e (1),

i=1
Por hipétesis los q; = 3 (mod 4) tienen potencia par, asi (g;)?"i = ((4k + 3)¥i)? + 02,

donde 2y; = f;, paratodai=1,..., s. De esto se sigue que

g* g qun :1_[ i)2 402,

Nuevamente por el lema 2.3 — el producto dos a dos de sumas de dos cuadrados es también

suma de dos cuadrados—.

a7 : ﬂ(q ) +02=224+0% i (2).

De (1) y (2) se tiene

n=pH . pl2.pir.gf.gbr i gFs = (2 £ y2) (22 + 07) ... ... (3),
y por lo tanto
n=(x%+y?)(z%+ 0%) = (x2)? + (yz)>.

Asi queda mostrado que n es suma de dos cuadrados, y la prueba estd completa. m

Demos lugar a otra propiedad que esta en la misma categoria de las propiedades de

los divisores de un nimero que es suma de dos cuadrados.

Teorema 2.1.0 Sean x,y € Z" y p un primo impar tal que p|x% +y? y (x,y) = 1. En-
tonces p = 1 (mod 4).

Demostracion. Sean x, y enteros positivos y p un primo impar tal que p | x% +y2. Si

suponemos que p | x, entonces p | x2, por lo tanto p | (x2 + y2) — x2 = y2, es decir p | y,

pero esto no puede suceder ya que (x,y) =1, asi ni x ni y son divisibles por p.
p-1 p-1
mop | x2 + y2, entonces x2 = —y? (mod p) y por tanto (x2) z = (—y2) z (mod p), asi

(xz)pz;1 = (—1)132;1(y2)z)2;1(m0d D) e (D).
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Ya que (p,x) = (p,y) = 1, entonces por el Pequefio Teorema de Fermat 2’ (PTF) se cum-
ple que
XPTL = PP L= 1 (MOA D) oo ().
Asi, por (2)
p-1 p-1
(x?) 2 =xP71 =yP7! = (y*) 2 (mod p),
y de (1) y (2) tenemos que

(—1)102;1(3/2)177_1 = (xz)pz;1 =1- (yz)pT_l(mod D) oo (3).

p-1
Se sabe que si (p,y) = 1, entonces (y", p) = 1. En particular ((yZ)T,p) = 1, de manera

que la congruencia (3) se reduce a
p—1
(—=1)=2 = 1(mod p),

-1
por lo tanto 1 = (—1)pT, y al aplicar el Criterio de Euler™ y el Simbolo de Legendre, ve-
mos que
-1\ _ p=t (1 sip=1(mod4)
( p) = (-1 _{—1sip53(mod4)’
porlo tantop =1 (mod 4). =

Ejemplo 2.1.1 Si p = 5 es un primo impar, y por otro lado 85 = 22 + 92 es divisible por 5,

entonces notese que 5 es de la forma 4k + 1.

Sabemos que existen una infinidad de primos de la forma 4k + 1, por lo tanto hay
una infinidad de estos primos que se pueden expresar como suma de dos cuadrados, pero si
no se toma en cuenta el orden y los signos de ellos, entonces demostraremos que la repre-

sentacion como suma de dos cuadrados es tnica.”’

*7'Si p es un primo y @ un nimero entero tal que (p, a) = 1, entonces aP~! = 1 (mod p).
* Sea a € Z y p un primo impar tal que (a,p) = 1, entonces a es un residuo cuadratico de p si y sélo si

(at)pT_1 = 1 (mod p).

29 : ~ : , . .
Es importante seflalar que si estos niimeros - los 4k + 1 - no son primos, entonces pueden tener varias
representaciones como suma de dos cuadrados o ninguna.
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Teorema 2.1.2 (Teorema de Girand - Euler)

Todo primo de la forma 4k + 1 puede ser expresado de manera inica como suma de dos

cuadrados, salvo el orden y signos.

Demostracion. Sea p un primo de la forma 4k + 1 y supongamos que tiene dos re-
presentaciones distintas como suma de dos cuadrados. Sea p = x2 + y2 = x2 + y2 con
X1, Y1, X2 Y Yo enteros positivos, se demostrara que ambas representaciones son la misma.
Como p = 1 (mod 4) entonces —1 es residuo cuadratico, es decir, existe una x € Z tal que
x% = —1 (mod p). Sea a la solucioén de la congruencia. Entonces

=R € o T A ) TSR & ) B
Por otra parte, de las representaciones de p como suma de dos cuadrados, se tiene que
plx?+y?yplxd +y2. Asi

X2 = —YZ (MOA D) we e e e e vt vt ee e et eereere e wreeene . (2)

X2 = —Y2 (MOA D) v cer v e et et et e et et et et et e e w2 (3),
de (1), (2) y (3) se obtiene

X2 = —y2 = Y2a?(Mod P) v e e e e e (D)
x2 = —y2 = Y2a?2(Mod P) v v cee e e et e e ee e e (B),

de (4) tenemos x? — yZa? = tp, con t € Z, asi (x; + (y1a))(x; — (,@)) = tp, y como p
es primo, entonces divide a alguno de los dos factores y s6lo a uno,’” por lo que

p| (2 + 010)) = x; = ~yra (mod p),
o bien

p | (x1 - (J’1a)) = x; = y,a (mod p).

Sin pérdida de generalidad supongamos que x; = y,a (mod p). Por (5) y haciendo un pro-
cedimiento analogo al que se hizo a partir de (4) se obtiene que x, = y,a (mod p). Por lo
tanto >’

X1X; = 0‘2}’13’2 (mod p).

%% Si divide a ambos entonces divide a la resta y se tendra que p | 2y;a, pero (p, @) = lentonces p | 2y4, pero

p es impar, entonces p | y; y p = x2 + y2; por lo tanto p = p?(x% + y2), y asi 1 = p(x2 + y2), y esto es
una contradiccion.
*''Six; = —y,a (mod p) y x, = —y,a (mod p), entonces se haria un procedimiento analogo al que se hizo

con la parte positiva.
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De la congruencia anterior y por (1) se tiene que
X1X3 + V1Yo = a?y1Y, + ¥1Y2 = (@ + D)y,y, = 0 (mod p)..................(6),
como x; =y, (modp) y x, =y,a(modp), entonces X1y, =y,y,a (modp) y
Y1X5 = y1¥2a (mod p) respectivamente. Por lo tanto
X1V2 — ViXo = @(V1Y2 = Y1Y2) = 0(Mod p)...oviviiiiiieeeceee, (7),
de (6) y (7) se tiene que x1X, + V1Y, =Tp Y X1Y» — Y1X = Sp respectivamente. Pero se
habia supuesto que p = x% + yZ = xZ + yZ, asi que por el lema 2.3.
p* = (xf + yD) (x5 +y3) = (x1x3 + ¥1¥2)* + (X1y2 — y1x2)?
= r2p2 + s2p? = p2(r? + s2).
Por lo tanto
1= (r? +s?),
y esto es cierto siy sélosir =0 o s = 0, es decir, x;x, + 1Y, =0 0 x;Y, —y1x, = 0.
Ahora como (x1,y;) =1 = (x3,y,) entonces XX, + V1Y, =0 0 XY, —V1X, =0 siy
solosi x;y =xx,y y1 =21y, o x4 =21y, y y; = £x,, en cualquier caso, se tiene la

misma representacion. u

Ahora presentamos una segunda demostracion de la unicidad de la representacion
como suma de dos cuadrados que contiene mas técnicas de geometria que de teoria de nu-
meros, practicamente solo un lema de Euclides®® extraido de sus libros aritméticos. Lo de-
mas es operar con técnicas de geometria.

Consideremos un cuadrilatero convexo donde a, b,c,d € Z* son las longitudes de
sus lados. Lo que se demostrara es que dicho cuadrilatero resulta ser ciclico®™ y ademas
rectangulo, por lo que demostraremos que sus lados opuestos son iguales,” y asi la repre-

sentacion de la suma de dos cuadrados serd Unica. Ahora pasamos a demostrar que.

Todo primo de la forma 4k + 1 es representable como suma de dos cuadrados y de manera
unica.
Demostracion. Supongamos que la representacion de p no es unica. Sea

p=a’+b*=c*+d? ab,c,d€eL".

**Sea p un numero primo tal que p | ab entonces p | aop | b.
33 Un cuadrilatero convexo es ciclico si y solo si tiene dos dngulos opuestos suplementarios.
** Se probara que @ = ¢, b = d y por tanto las representaciones a? + b? y c? + d? seran iguales.
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Lo que se probara es que ambas parejas {a, b}, {c, d} representan el mismo primo p. Para

esto, consideremos un cuadrilatero ABCD tal que:

AB =a,BC =b,CD =c,DA=d y AC = \/E—Véase la Figura 9—.

Figura 9: Cuadrilatero ABCD

Notese que de cualquiera de las dos igualdades podemos extraer el inverso del Teorema de
Pitagoras, por ejemplo de la primera igualdad (\/5)2 = a® + b?, entonces tenemos tridngu-
los rectangulos de lados a, b, \/5 y ¢, d, \/5, respectivamente.

Asi podemos construir un cuadrilatero usando los triangulos que tendrian un lado en comin

\/5, que a la vez es una diagonal del cuadrilatero, pero se deja claro - véase la Figura 10 -

que las diagonales no tendran por qué ser iguales.
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B C
Figura 10

Notese que precisamente lo que se quiere demostrar es que las diagonales deben tener la
misma longitud, por lo que y al ser diametros nos generaran en consecuencia un cuadrilate-
ro ciclico, cuyos lados opuestos seran iguales y en consecuencia las representaciones de p

como suma de cuadrados seran iguales. Ahora tdmese a X como el punto de interseccion de

ACconBD ysea AX =1,XC =./p—r,BX =uXD = v.

Se sabe que a* + b?> =p = (\/5)2, es decir, que (a, b, /p) es una terna pitagérica, enton-
ces el AABC es rectangulo. De la misma forma se tiene que el AADC es rectangulo, por lo
cual 4ABC = £ADC = 90°, esto es, los triangulos rectangulos estan inscritos en una semi-
circunferencia. Por lo tanto el cuadrildtero ABCD es ciclico, y en consecuencia se tienen las
siguientes relaciones entre angulos

4BAC = 4BDC = «,

4ABD = 4ACD = f3,

4ADB = 4ACB = 6,

4CBD = 4CAD =y.

s . 1 35
Como el cuadrilatero es ciclico, entonces por el Teorema de Ptolomeo,” se sabe que

t\/g =ac+ bd,donde t = BD = U+ V. oo cevcevceveeeeeeeve eveen e e e e (1),

3 Se dice que un cuadrilatero es ciclico si y sélo si AC - BD = AB - CD + BC - AD
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Aplicando la ley de los senos en el triangulo ABXC se tiene
Sinéd u
Siny \/5 —r

y respectivamente para los triangulos AABC y AADC se obtiene

Sind (\/%)_a
Siny (%)_E
P

Asi, de las igualdades anteriores

u _a a(yp—1)

Analogamente para el ADXC se tiene que
Sinf v
Sina N

pero de los triangulos AABC y AADC obtenemos

sinp_(G5) _d
Sina_(j’__)_b'
P

por lo tanto

# = % — = @ I ¢ )}
entonces
u+v= a(\/— r) d(\/— (\/— r)( ) (\/5— )<ab+cd) e (4).

Se sabe que a partir del concepto de potencia de un punto,’®

circunferencia que circunscribe al cuadrilatero ABCD se llega a

ad(yp -

u*v =

por lo tanto

d d
([—r)_r s f “dr_r@¥:

a(fp-r) d(5-7) _
c b

cb

y en particular para X en la

-7),

_) _ r(cb;ad)

36 Si dos cuerdas AC y BD en una circunferencia se intersecan en un punto X entonces XA - XC = XB - XD
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d
adﬁ_r(cb+ad % B ad,\/p
=

Sr = = ,
c cb ) ¢btad  ch + ad
cb

entonces

adﬁ B

ch+ad r
De (1), (4) y (5) se tiene

e Ml
<(cb + ad),[p - adﬁ) (ab + cd) _ ( ch\/p ) (ab + cd)

.. (5).

chb + ad cb chb + ad cb

ab + cd)

\/E (cb + ad

por lo tanto

ab + cd)

t=\/5<cb+ad

Ahora bien, recordando que tﬁ = ac + bd de (1), se obtiene

ab + cd ab + cd)

ac+bd=t‘/—=[‘/E(cb+ad)]\/5=p<cb+ad

entonces

_ (ac+ bd)(cb + ad)
B ab + cd

)

(ac + bd)(chb + ad)
> :

Nuevamente, como p es primo entonces divide a (ac + bd) o divide a (cb + ad). Supon-

ab+cd =

gamos que p | (ac + bd) entonces p < ac + bd = tﬁ; esto ultimo por (1), asi que

JPp=p<typ = P <t (6).

Por otra parte, el diametro de la circunferencia en el cuadrilatero ABCD es VP = AC,” y
como el didmetro en cualquier circunferencia es mayor que cualquier longitud de cuerda en

ella, en particular

%7 Pues se habia concluido con anterioridad que el triangulo ACD era rectangulo, donde el #4DC = 90°, y por
tanto la diagonal AC que es la hipotenusa del mismo triangulo tendria que ser el didmetro de la circunferencia.
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Didmetro = \/5 SBD=U4+ V=t = Pt e e cee e e eee e (7)),
por (6) y (7) se tiene

\/5 <ty \/5 >t
por lo tanto
o=t
Asi
AC =P =t=BD.
En consecuencia las diagonales del cuadrilatero ABCD son iguales, y por ello el cuadrilate-
ro resulta ser un rectangulo, por lo que AB = CD yporende a = ¢, b = d.
Finalmente llegamos a que
p =a*+b?=c?+d>
Con lo cual queda demostrada la unicidad de la representacion de p como suma de dos cua-

drados. m

Queda asi establecido que la descomposicion de un nimero primo p como suma de
dos cuadrados es Unica, salvo el orden y los signos. Para terminar mostraremos dos ejem-
plos en los cuales hay mas de una representacion como suma de dos cuadrados, donde si

consideramos signos y orden:

Sin=2 entonces 2=12+12=12+(-1)2 = (-1)2+ 12 = (-1)? + (-1
Sin=>5entonces 5 =2%2+12 =224 (-1)2=(-2)2+1%2 = (-2)? + (—1)?
=12422 = (-1)2+ 22 =12+ (-2)* = (-1)* + (-2)%

Para finalizar esta parte sobre suma de dos cuadrados, vamos a explorar el caso don-
de si cuentan los signos y el orden, y lo hacemos porque en el ambito de la representacion
de coordenadas en el plano si podemos tener estos casos. Denotemos a f(n) como la fun-
cioén que expresa el numero de representaciones de n como suma de dos cuadrados conside-
rando el orden y signos. Asi, tenemos que f(2) = 4 y f(5) = 8.*® El siguiente resultado
muestra el nimero de representaciones f(n) utilizando la funcion t(m, n), que hara expli-

cito el hecho de que f(n) siempre es un multiplo de 4.

3% Para tener una mejor idea en cuanto a esta funcion, ver el apéndice A.
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Teorema 2.1.3 (Jacobi)
Seam,n € Z' y sea T(m,n)3° que denota el numero de divisores positivos de n, que dejan

el mismo residuo que m modulo 4. Entonces f(n) = 4[t(1,n) — 7(3,n)].*

Ya sabemos que hay una infinidad de enteros que no tienen una representacion como
suma de dos cuadrados. Cabe preguntarnos la posibilidad de que dado cualquier entero po-
sitivo siempre pudiéramos encontrar tres cuadrados que al ser sumados lo representen; un
claro ejemplo nos muestra que no, pues el 7 no puede ser representado como suma de tres
cuadrados. Con base en esto mostraremos que como no es posible con tres cuadrados repre-
sentar a cualquier entero, entonces nos centraremos en exponer qué tipo de nimeros son

representados como suma de tres de ellos.
Suma de tres cuadrados

Sabemos por un resultado de Gauss - mas adelante se anunciard- que existe una cantidad
infinita de enteros que no se pueden escribir como suma de tres cuadrados. Como no todos
los enteros se pueden expresar como suma de tres cuadrados, entonces ;podemos saber
cuales son los enteros que si son suma de tres cuadrados? Para adentrarnos en la ruta hacia
la respuesta analizaremos diversas clases residuales, y para esto el teorema siguiente es

fundamental.

Teorema 2.1.5 Si n es un entero positivo y n = 2(mod 4), entonces n puede ser represen-

tado como suma de tres cuadrados.

Para demostrar este teorema es necesario un lema previo (lema 2.1.4), y para probar-
lo seréd necesario disponer de algunos resultados de la teoria de formas cuadrdticas, los cua-
, , , . 41 .
les seran presentados al final de los capitulos en un apéndice,” no se incluyen las demos-

traciones de ellos, y el motivo de esta omision radica en que dicha teoria es necesaria Uni-

3% Recordamos que la funcion tau () esta definida como el nimero de divisores de un entero positivo n; asi se
define a la funcion 7(m, n) que se menciona en el teorema, pero se deja claro que 7y 7(m,n) son dos repre-
sentaciones distintas.

* La demostracion detallada de éste resultado se encuentra en el apéndice A.

! Apéndice B.
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camente para la demostracion de este lema (2.1.4).* Con base en lo anterior pasemos a la

demostracion del lema en cuestion.

Lema 2.1.4 Sea n > 2. Si existe un entero positivo d’ tal que —-d’ es un residuo cuadratico

modulo d’n — 1, entonces n puede ser representado como la suma de tres cuadrados.

Demostracion. Si —d' es un residuo cuadratico modulo d’n — I, entonces existen
enteros a y b tales que
b? = —-d'(modd'n—1),
y
b2+ d =a(dn—1)=ac,donde ¢ = d'1 — 1 .. ee v coe cer e e e e e et et ee en oo (1),
Por hipdtesis, se tiene que n > 2 si y solo si d'n>2d’ si ysélosidn—1=>2d —1,
pero se tiene que d’ es un entero positivo, por lo que d’ = 1 si y s6lo si 2d’ = 2 si y solo si
2d'—1>1.
Asi
c=dn-1>22d"-1>1.
Como b2 >0y d’' = 1 entonces b? +d’ = 1. De la ecuacién (1) y de las desigualdades
anteriores se tiene que
ac = b? +d’, entonces a > 1,

ya que ¢ = 1. Nuevamente de la ecuacion (1) se deduce la equivalencia d' = ac — b?.

a b 1
Ahora considérese a la matriz simétrica A = <b c O) y obtengamos su determinante
1 0 n

det(4) = nac — nb? —c,
entonces
det(d) = —c+n(ac—b?) =d'n—c = 1.
Ya que de la ecuacion (1) se tiene ¢ = d'n — 1. De esta forma a > 1 y det(4) = 1, enton-
ces por el teorema (c) del apéndice B se tiene que la forma cuadratica F, correspondiente a
la matriz A es positiva-definida, donde Dis(F,) = |A | =1.% y F,(0,0,1) = n, esto alti-

mo se desprende de lo siguiente

** Para mayores detalles sobre estos resultados, se puede consultar Nathanson [1996], p.18.
* Definimos al discriminante de la forma cuadratica F, como el determinante de la matriz simétrica A.
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a b 1\ /0
FA(OrOrl) = (0,0,1) <b C O) <0> =n.
1 0 n/\1

En otras palabras la forma F, representa al entero n, y como Dis(F,) = 1, entonces por el

teorema (d) del apéndice B, la forma x{ + x3 + x% debe representara F, = n. m

Anteriormente se analizaron las clases de nimeros 4k, 4k + 1,4k + 3 que mostra-
ban su relacion con la suma de dos cuadrados. Ahora se pasard a demostrar que los nime-
ros enteros de la forma 4k + 2 pueden expresarse como suma de tres cuadrados, que es el

teorema sefalado al inicio de esta seccion.

Teorema 2.1.5 Si n es un entero positivo y n = 2(mod 4), entonces n puede ser represen-

tado como suma de tres cuadrados.

Demostracion. Por hipdtesis n = 2 (mod 4), es decir, n — 1 = 1(mod 4). Notese

que (n —1,4) = (1,4) = 1 y también que (n,n — 1) = 1,* asi que (4n,n — 1) = 1.4

Por el teorema de Dirichlet * la progresion aritmética {4nj +(n-1) | j=1,..n } con-
tiene una infinidad de primos. Elegimos alguna j > 1 tal que para ese entero j, p es primo y
p=4nj+(n—1)=(4j+1)n—1=dn—1, donde d = 4j + 1. Por otra parte como

n = 2 (mod 4), entonces d'n = n = 2(mod 4).

Asi
dn—1=1(mod4),ycomop =d'n—1,
entonces
p = 1(mod 4) VST (& §
y por el Lema 2.1.4 basta probar que —d’ es un residuo cuadratico mddulo p. Ahora bien,

expresamos a d' como producto de primos impares, es decir, d’ =[] aild’ q; donde los
L

Qirs son primos de la forma 4k + 1y 4k + 3. Entonces p =d'n — 1 = —1 (mod q;), pues
d'n=d =0 (mod q;) paratodai € N.

* Esto es, ya que si (n,n — 1) = d # 1 entonces por definicion d | nyd | n — 1, y asi d divide a la diferen-
cia, es decir d | n—(n—1)=1,yporlotantod = 1.

¥ Seana,b,c €Z.Si(a,b) = (a,c) = 1 entonces (a, bc) = 1.

* Sean a, b € Z tal que (a,b) = 1, entonces la progresion aritmética {a + bk | ke Z} contiene una infinidad
de ntimeros primos.
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Si separamos a los primos 4k + 1 y 4k + 3 de la descomposicion de d’, se tiene que

e=[lar= [] e [] an
il a’ qild’ qi|a’
q;=1(mod 4) q;=3(mod 4)
= (D 1_[ (—1)ki
q;|a’ aila’
qi=1(mod 4) gqi=3(mod 4)

(=1)*i (mod 4) .

q;|a’
q;=3(mod 4)

Ahora, el producto anterior tomara Unicamente los valores de 10 —1 (mod 4), pero

d =4j+1,asiqued =1 (mod4).

Y como
d = 1_[ (=¥ (mod 4),
aila’
q;=3(mod 4)

entonces

1_[ Lk B ¢) )

qi| d’

gi=3(mod 4)

!

Se tiene que (_—;) =1, yaque p = 1 (mod 4). Falta mostrar que (%) = 1.

Sabemos —por propiedades del simbolo de Legendre*’ y aunado a que p = —1 (mod q;) —
que:
(-9 -()- (5
p p/\p p p
[1(E)- T - [0
p p qi
qi|a’ qila’ aila’

*7'Si p y g son primos impares distintos tal que p = 1 (mod 4) o q = 1 (mod 4), entonces (S) = (g). Sea p

un primo impar y @, b nimeros enteros. Si a = b (mod p), entonces (%) = (g).
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-1 ki
-11(%)
aila’

ki ki

-1 -1 -1
- [l &) 1l G- 11 &)= 11 o=
qi qi q;
q;|a’ ;| a’ ;| a’ q;la’
q;=1(mod 4) q;=3(mod 4) q;=3(mod 4) q;=3(mod 4)

Luego de la igualdad (2) tenemos que

— | =1.
p
Por lo tanto n es suma de tres cuadrados. =

Quedan asi definidos los primeros resultados concernientes a la representacion de la
suma de tres cuadrados. Es de sorprender que previamente los nimeros de la forma 4k + 2
no tuvieran tanta importancia cuando se trabajaba con la representacion de la suma de dos
cuadrados, pero, como es el caso, hasta los resultados aparentemente relegados pueden ser
finalmente trascendentes.

Y dentro del mismo contexto de los enteros que son suma de tres cuadrados, tenemos

otro lema que a continuaciéon se expondra. La idea de la demostracion de este resultado es

cn—1
2

encontrar un primo p en la progresion aritmética A = {4nj + | JE Z} de tal manera

que 2p =d'n—1, donde d’ = 8j + ¢, y mediante el lema 2.1.4 bastara probar que —d’
es un residuo cuadratico modulo 2p; y haciendo un pequefio analisis resultara que es sufi-
ciente demostrar que —d’ es un residuo cuadratico modulo p y asi n sera suma de tres cua-

drados.

Lema 2.1.6 Si n es un entero positivo tal que n = 1,3 0 5 (1nod 8), entonces n puede ser

representado como la suma de tres cuadrados.

Demostracion. Damos por entendido que 1 es suma de tres cuadrados no negativos.

Es por ello que consideramos an > 2.

* En la hipétesis del lema, 7 es un entero positivo de tal forma que n = 1,3 0 5 (mod 8) vy al inicio se defini-
3si n=1(mod 8)

rAac =<{1si n=3(mod8).
3si n=5 (mod 8)
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3si n=1(mod8)
Definimos: c=31si n=3(mod8)
3si n=5(mod8)
Analicemos esto. Si n =1 (mod 8), entonces cn = ¢ (mod 8), pero 8 =0 (mod 8) y

¢ =c + 8 (mod 8), por lo que cn = c + 8 (mod 8). Ahora, como ¢ = 3 se tiene que

n-—1

cn—1=c+7=2(mod8); de esta forma CT =1 (mod 4),” y analogamente para
n = 3 (mod 8).
En cualquier caso se tiene que
Sin = 1,3 (mod 8), entonces an—_l = 1 (mod 4).
Ahora, si n =5 (mod 8), entonces cn = 5c¢ (mod 8), esto es cn = 15 = 7 (mod 8); de

esta forma cn — 1 = 6 (mod 8). Por lo tanto %_1 = 3 (mod 4).

cn—1

= 1 (mod 4) y también de %_1 = 3 (mod 4) se tiene que (1,4) = ( >

cn—1

De

,4)=1

y (3,4) = (%_1,4) = 1, respectivamente.
En cualquiera de los casos (%_1, 4) 3 SRR (& § B

por otro lado también se tiene que(%_l,n) = L e e e e e (2).50

cn—-1

De (1) y (2), tenemos que (%,n) = ( -

cn—1
,4) =1, por tanto (T,4n) = 1. Por el
teorema de Dirichlet existe un primo p de la forma p = 4nj + %_1 perteneciente al conjun-

toAd = {4nj + an—_l | JjE Z} para alguna j € Z". Entonces
2p=8nj+cn—1=n@j+c)—1=dn—1, ccoii i et et e s e v e e (3),
donde d' = 8j + c.
Gracias al Lema 2.1.4, bastaria probar que —d'es un residuo cuadratico modulo 2p. Si —d’
es un residuo cuadratico modulo p, entonces existe un entero x, tal que
x2 = —d'(mod p),

ademds como 2px, + p? = 0 (mod p), entonces (x, + p)? = x3 (mod p); asi

* Haciendo sustituciones correspondientes para este caso, se llega a que cn — 1 es par. Ademas (cn-1, 8) = 2,
cn—1 2 8

y 2 | 2, entonces =3 (mod E)'

0 Afirmamos que (%,n) = 1, pues si (an—_l,n) = d, entonces d | ny d| %, yasi d | 2d | cn — 1, pero

d | cn entonces d | 1, yen consecuenciad = /.
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(o + D)2+ d =x2+d S 0(MOAP)  corcer ettt et et et et et e e et et et et e e e e (D).
Sea x = x,, si X, €s impar, y sea x = X, + p, si X, es par, entonces x es impar y x> + d’ es
par, por lo tanto x2 +d’ = 0 (mod 2), y por (4) x> + d' = 0 (mod p); de esta manera,
como (2,p) =1 y por lo anterior tenemos que x? + d' = 0 (mod 2p), es decir, basta pro-
bar que —d' es un residuo cuadratico moédulo p. Ahora retomemos a d' y lo descompone-

mos en producto de potencias de primos impares, asi

d' = 1_[ g;ki e e (5).

q;|a’
De lo anterior, se tiene que de (3) 2p = d'n — 1, por lo que 2p = —1 (mod d'), y de (5)
2p = =1 (mod [, |4 q;*)), es decir, 2p = -1 (mod q;) y (p,q;) =1 Vi €N.
Retomando la parte inicial de la demostracion, la cual se fragment6d en dos casos, vemos

que:

Sin =10 3 (mod 8), entonces p = 1 (mod 4), y por consiguiente (_—pl) =1, asi

—d"\ =1\ (d"\ [(d
(5)-6)5)=5)
Aplicando el simbolo de Legendre al producto en (5) respecto a p, tenemos que
(5)- (") - TT (- TT ()"
P P qila’ P qila’ 1
Para el caso n =5 (mod 8), se tiene que p =3 (mod 4) y d’' = 3 (mod 8), ya que si
n=5(mod8)entoncesc =3 y d =8j+c=8j+3.

Nuevamente, por (5) tenemos que

d'ZHQikiZ 1_[ q;" 1_[ q;"

aila’ qi|a’ qila’
q;=1(mod 4) q;=3(mod 4)
= (1) 1_[ (—1)ki
aild’ aila’
q;=1(mod 4) q;=3(mod 4)
q;|da’
q;=3(mod 4)
= 3 (mod 4)
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= —1 (mod 4).
Asi

1_[ (—Dki = -1 USSR () B

q;|a’
q;=3(mod 4)

Por reciprocidad cuadratica tenemos

5)-G)G)--G)

ya que p = 3 (mod 4) y por tanto (_—;) = —1. Ahora, reanudando lo anterior

)= T " ] @

aila’ q;|d’
q;=1(mod 4) q;=3(mod 4)
ki ki
— [ @I @[] e
qi qi
aila’ aila’ qila’
q;=1(mod 4) q;=3(mod 4) q;=3(mod 4)
pero de (6)
(—1)ki = —1.
a;la’
q;=3(mod 4)
Por lo tanto
d’ ki ki
- 1@ I @ 1] e
p qi qi
(Iild’ qi|d’ qi|d’
q;=1(mod 4) q;=3(mod 4) q;=3(mod 4)
[1 & 1 &
B qi qi
qi | a’ qi | d’
q;=1(mod 4) q;=3(mod 4)
p\ki
N 1_[ (ql> '
;| a’
Ahora bien, para cualquier primo g; | d’, y tomando en cuenta que 2p = —1(mod gq;), re-

sulta lo siguiente

> Si p y ¢ son primos impares distintos tal que p = q = 3 (mod 4). Entonces (S) =- (%).
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)= T16 = TG G - TT6) TG

aila’

De lo anterior nos importan los q;7, donde (qi) = —1, es decir, los q; = £3 = 3,5 (mod 8)

1

y los g;; donde =)= —1, llevan a que q; = 4k + 3. Ahora, de esta tltima igualdad mul-
[ qi

4

tiplicando por dos ambos lados, se tiene que 2q; = 8k + 6, es decir,

2q; = 6 (mod 8).
Retomando las congruencias lineales, basta con encontrar las soluciones de las g;. Ademas,
de la congruencia 2q; = 6 (mod 8) tenemos que (2,8) = 2 y como 2 | 6, entonces dicha

congruencia tiene exactamente dos soluciones médulo 8, a saber 3 y 7, ya que el conjunto
{xo + (g) t | 0<t< 2}, donde x, es una solucion particular, contiene todas las soluciones.

Si x, = 3 es una solucion, entonces 7 =3 + 4 (1) es la otra solucién.

Asi
q; = 3,7 (mod 8).
Del producto anterior, se unificaran los productos donde (qi) = —1, lo cual sucede cuando
q; = 3,5(mod 8) y también los productos donde (;—1) = —1, lo cual también sucede cuan-
do q; = 3,7(mod 8). Asi
o\ ki N
[[G) T1G) =[] coe [] eo
qi 4i
qila’ qila’ qila’ aila’
q;=3(mod 8) q;=5(mod 8)
aila’ aila’
qi=3(mod 8) qi=7(mod 8)

22
i

>2 Se tiene que (q;,p) = 1 V q; | d’, entonces(g;, 4p) = 1 y también (q ) = 1 para cualquier primo g; | d’, asi
(@)= Q-G
=)= OE)-0)
qi qi/ \9; 4qi
0)-0) -G
4qi qi/ \9qi qi qi/\q;/

por tanto
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[[ v« [] eom

aila’ aila’
q;=5(mod 8) q;=7(mod 8)
- || com
qila’
qi=5,7(mod 8)

por lo tanto

@ 11 o

q;la’
qi=5,7(mod 8)

Asi,—d’ es un residuo cuadratico modulo 2p = d'n —1 si

z k; = 0 (mod 2),

q;|a’
qi=5,7

que es lo que demostraremos a continuacion. Nuevamente, tomemos a d’' como descom-

puesto en primos de la siguiente manera

= ][ e [] e J] e [] e

aila’ aila’ aila’ aila’
qi=1(mod 8) qi=3(mod 8) q;=5(mod 8) q;=7(mod 8)
= 1_[ 3ki 1_[ (=3)ki 1_[ (=1 (mod 8)
qila’ qila’ qila’
qi=3(mod 8) gqi=5(mod 8) qi=7(mod 8)
= 3ki 1_[ (=1D¥ (mod 8).
aila’ aila’

q;=3,5(mod 8) qi=5,7(mod 8)
En la factorizacion anterior se puede observar que d’ queda expresado en potencias de tres
y potencias de -1’s; en particular las potencias de este ultimo son las que nos interesa tratar,
pero para esto necesitamos retomar los dos casos que ya se habian mencionado. Las con-
gruencias (7), (8), (9) y (10) se dan directamente, las pruebas se pueden observar en el

apéndice C. Asi que

sin =105 (mod 8), entonces c =3y d' = 8j + 3 = 3 (mod 8), y esto implica que
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Z k; = 1 (mod 2) e (D),

qila’
qi=3,5(mod 8)
y también
Z k; = 0 (mod 2) e (8).
qila’
qi=5,7(mod 8)

Por otra parte, sin = 3 (mod 8), entoncesc =1 y d' = 8j+ 1 =1 (mod 8).

Y por tanto
Z k; = 0 (mod 2) e (9,
q;la’
q;=3,5(mod 8)
y
Z k; = 0 (mod 2) (10D,
q;la’

qi=5,7(mod 8)

Entonces

z k; = 0 (mod 2),
aila’
q;=5,7(mod 8)
en cualquiera de los dos casos. Asi, —d' es un residuo cuadratico médulo 2p =d'n—1,y
de esta forma, por el lema 2.1.4, n es suma de tres cuadrados, que es lo que se queria de-

mostrar. H

El siguiente resultado, a diferencia de los anteriores, manifiesta qué nimeros no pue-
den ser suma de tres cuadrados y se debe al gran genio de Gauss. Con esto ya nos acerca-
mos a la necesidad de estudiar si cuatro cuadrados pueden representar a cualquier entero
positivo, y esto quedara bien establecido con el teorema de Lagrange. Pero antes veamos el

resultado de Gauss.
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Teorema 2.1.7 Un entero positivo n se puede escribir como suma de tres cuadrados si y

s6lo si n no es de la forma 4*(8k + 7), con a, k enteros no negativos.

Demostracion. Sea x € Zy A = {0,2, ...,7} un SCR moédulo 8. Entonces existe a € A
que es congruente con x tal que x? = a (mod 8), de esta forma, haciendo algunas opera-
ciones, tenemos que

12 = 1 (nod 8), 2% = 4 (mod 8),3% = 1 (mod 8),4? = 0 (mod 8),5% = 1 (mod 8), 6
= 4 (mod 8),7% = 1 (mod 8).
Entonces para cualquier entero x tenemos que

x?>=0,104 (mod 8).

Ahora, tomemos las diferentes combinaciones de un entero como suma de tres cuadrados.
Asi, si x,y, z son enteros, entonces
x2+y24+2z2=0+0+0= 0 (mod 8)

=04+0+1=1(mod8)

=0+1+1=2(mod8)

=1+1+1=3(mod8)

=0+ 0+ 4 =4 (mod8)

=0+4+1+4+4=5(mod8)

=1+1+4+4=6(mod8)

=0+4+4 =8 (mod8)

=1+4+4+4+4 =9 (mod8)

=4+4+4+4 =4 (mod8),
pero x% + y? + z? # 7 (mod 8). De aqui que la suma de tres cuadrados nunca puede ser
congruente con 7 mddulo 8, es decir, si n € Z y n es suma de tres cuadrados entonces
n # 7 (mod 8). Ahora, si 4l = x? + y? + z? con x,y, z € Z, entonces x, y, z deben de ser
nimeros enteros pares. Asi

=@ @6

Por lo tanto, 4%l es la suma de tres cuadrados si y s6lo si [ es la suma de tres cuadrados.
Esto demuestra que cualquier entero que no se de la forma 4*(8k + 7) puede ser expresado

como suma de tres cuadrados.
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Ahora, cualquier entero positivo N puede ser escrito de manera tnica en la forma 4%m,
donde m = 2 (mod 4) 6 m = 1,3,0 5 (mod 8). Entonces por los lemas 2.1.5 y 2.1.6, el
entero positivo N puede ser escrito como suma de tres cuadrados, excepto cuando m no es
de la forma 8k + 7. Por lo tanto si N no es de la forma 4%(8k + 7), entonces se puede es-
cribir como suma de tres cuadrados. =

El ultimo teorema nos regresa al lema 2.1.6 para mostrarnos que unos de los casos

también tienen elementos interesantes de paridad.

Teorema 2.1.8 Sea n un entero positivo tal que n = 8k + 3, entonces n es suma de tres

cuadrados impares.

Demostracion. En la demostracion anterior teniamos que x2 = 0,1 0 4 (mod 8),
para cualquier entero x. Si n es suma de tres cuadrados entonces existen x;, X5, X3 € Z™ tal
que n = x? + x2 + x2, y como n = 3 (mod 8) por tanto n = x? + x2 + x% = 3 (mod 8),
pero esto pasa si y solo si x? = x2 = x2 = 1 (mod 8) y por ende se tiene que cada cuadra-

do es impar. m

Suma de cuatro cuadrados

Concluimos de lo anterior que no bastan tres cuadrados para poder expresar a cualquier
entero positivo como suma de éstos. Viene entonces a la mente preguntarse si cuatro cua-
drados serian suficientes para poder representar a todos los enteros positivos. Esto se de-
muestra en el teorema de Lagrange, que aunque Diofanto parece haberlo conjeturado, fue
Claude Gaspard Bachet de Méziriac el primero en mencionarlo explicitamente en sus co-
mentarios a la Aritmética de Diofanto; por su parte Fermat expresd que habia descubierto
una demostracion, pero no la escribid; Euler trat6 de demostrar el resultado, pero no tuvo
éxito alguno. Fue Lagrange el primero en demostrar y publicar su resultado en 1770.”

Al hablar del teorema de Lagrange nos referimos no so6lo al problema de representar
cualquier entero no negativo como suma de cuatro cuadrados, también nos acercamos a
resultados importantes de la teoria aditiva de los nimeros, como el que se refiere a conjun-

tos de enteros llamados bases de algiin orden k para algin entero k. Pero es sin duda el teo-

33 yéase Torrecillas, Blas [1999], pp. 39 — 40.
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rema de Lagrange uno de los més importantes en esta rama de la matematica, ya que mu-
chos resultados son una generalizacion de éste. En las pdginas siguientes se demostrara
dicho teorema, pero no sin antes probar algunos lemas que nos ayudaran a construir la de-

mostracion de Lagrange.

Lema 2.1.9 (Euler 1743) El producto de las sumas de cuatro cuadrados es suma de cuatro

cuadrados.

Demostracion.
(a® + b2+ c?2+d?)(e? + f? + g%+ h?)
= (ae + bf + cg + dh)* + (af — be + ch — dg)*
+ (ag — bh —ce + df)? + (ah + bg — cf — de)?.

Como en la identidad de Diofanto, el lema anterior muestra que el producto de las
sumas de cuatro cuadrados es cerrado bajo el producto, mientras que el de tres cuadrados
no lo es, es decir, el producto de las sumas de tres cuadrados no es suma de tres cuadrados;

por ejemplo, 5 y 3 son cada uno suma de tres cuadrados, mientras que 15 no lo es.

Lema 2.2.0 (Euler 1751) Si p es un primo impar, entonces existen enteros x y y tales que

1+ x% + y? = 0 (mod p), donde 0 Sx,y<§.

Demostracion. Sea p un primo impar y tomemos al conjunto {0,1,2,..,p — 1} como

un SCR médulo p. Denotemos como A al siguiente conjunto

— 132
A= {02, 12,22, {pT} } = {uz

. +1 ,. .. . , .
que tiene pT distintas clases de congruencias modulo p. Por otra parte, tomemos a los in-

p— 1}
=01,23, .., ——!
v 2

versos aditivos de los elementos de A y restémosle una unidad, dicho conjunto tiene, al
. 1 ,. .. . .
igual que A, % distintas clases de congruencias modulo p, es decir

-1
B = {—uz - 1|u =0,1,2, 'pT}

Afirmamos que no existen elementos de A que sean congruentes entre ellos, ya que supo-

niendo que existen dos elementos distintos u?, v? en 4 tal que u? = v?(mod p), entonces
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u = +v (mod p); teniendo como hipdtesis que u,v < pT_l,u #v y uZv(modp),si

u = —v (mod p), entonces p | u + v, lo cual es imposible ya que

-1 -1
O<u+vSpT+pT=p—1<p,

asi, no existen u?, v? € A tal que u? = v?(mod p). De la misma forma, no existen elemen-
tos distintos de B que sean congruentes. Ahora bien #(4 U B) = p + 1.”* Entonces por el
principio del palomar™ tienen que existir u2 € A y —w? — 1 € B, tal que

0<uwc< pT_l < g,yademés

u? = —w? — 1 (mod p),

es decir,
u? +w? + 1 = 0 (mod p).
Six=uy y=w,entonces x?+y2+1=0(modp). m

El siguiente resultado forma parte de la demostracion del teorema de Lagrange, y por

ello pasamos a presentarlo con mayor detalle.

Corolario 2.2.1 Sea p un primo impar. Entonces existe un entero positivo n < p, tal que np

se puede escribir como suma de cuatro cuadrados.

Demostracién. Por 1.3.3, existen enteros x, y tales que 1+ x%+y? = 0 (mod p),

donde 0 < x,y < %, asi 02 + 12 + x2+y? = np para algin n € N. Ahora,

2 2 2
np=1+x2+y2<§ +p7+1=p7+1<p2,ent0ncesn<p,
por lo que

np =02+ 12+ x2+y?, donden<p. =

El teorema fundamental de la Aritmética n os muestra que todo nlimero natural puede
ser expresado como producto de numeros primos, y como el siguiente lema nos mostrara
que cualquier primo puede ser escrito como suma de cuatro cuadrados, y el lema 1.3.2 nos

dice que el producto de ellos también es suma de cuatro cuadrados, entonces cualquier

>* Denotamos al simbolo # como la cardinalidad de un conjunto.
%3 Si n+ I objetos se deben colocar en n casillas, entonces en alguna de las casillas hay méas de un objeto.
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natural serd suma de cuatro cuadrados y por ende el Teorema de Lagrange quedaria asi

demostrado.
Lema 2.2.2 Todo niimero primo p puede ser escrito como suma de cuatro cuadrados.

Demostracion. Asumimos que p es un primo impar, y para el caso de 2 ya sabemos
que es suma de cuatro cuadrados. Apoyandonos en el Principio del Buen Orden y del coro-
lario anterior, entonces asumimos que existe un minimo entero positivo m tal que
mp =w? 4+ x? +y? + 72 TRV RRTSPRTRTSRTIPRN ( §
para algunos enteros w, X, y, zdonde 1 < m < p.

Como m es un entero entonces puede ser tanto par como impar. Si m es par entonces mp €s
par, por lo cual w, X, y, z deben ser todos de la misma paridad o exactamente dos de ellos
de la misma paridad, entonces sin pérdida de generalidad supongamos que

w=x(mod2)y y=z(mod?2),

y asi WTix, yTiZ son enteros, de esta forma
w+x\2 w—x\2 (y+z\> y—2z2 wi+x?+y2+z2 m
(2)+(2)+<2)+(2)_ 2 =(3)r

m
Por tanto (;) p puede ser expresado como suma de cuatro cuadrados, lo cual es una con-

tradiccion, pues m es el minimo entero positivo tal que mp es suma de cuatro cuadrados.
En conclusion, m tiene que ser impar y ademds veremos que tiene que ser exactamente 1.
Para demostrar esto supongamos que m > 1. Tomemos a los enteros no negativos a, b, ¢ y
d del sistema completo de residuos méodulo m entre % y %, tal que

w = a (modm),x = b (mod m),y = c (mod m),z = d (mod m),
entonces

a’+b*+c?+d*> =w? +x%+y? + 2% =0 (mod m).

Asi, paraalginn € N
a’?+b?+c?+d*=mn USRS (7))

-m m
y como —~ <ab,cd< oY tenemos que

m
OSmn=a2+b2+cz+d2<4(—) =m?,

por lo tanto
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0<n<m.
Pero n no sera cero, ya que sin =0, entoncesa =b=c=d =0, por loque w =x =
y = z = 0(mod m); asi m? |w? + x2 + y2 + 22, lo que implica m? |mp y m/|p, lo cual
no puede ser, pues 1 < m < p. En conclusion
1<n<m.
Por el lema 2.1.9
W2+ x2+y%+2z2)(a?+b* +c* +d?)
= (wa + xb + yc + zd)*+(wb — xa + yd — zc)?
+ (we — xd + ya — zb)? + (wd + xc — yb — za)?.

Por (1) y (2)
(mp)(mn) =m?np =r?2 +s2 +t?2 + u? TR () N
donde

r=wa+xb + yc+ zd,

s = wb—xa+ yd — zc,

t = wc—xd+ya-—zb,

u= wd+xc—yb-—za.
Como w = a (mod m), entonces wa = a? = w?(mod m), y lo mismo ocurre con las de-
mas congruencias x = b (mod m), y = ¢ (mod m), z = d (mod m), pues se obtiene que
xb = x% = b?(mod m), yc = ¢? = y*(mod m) y zd = d? = z?(mod m), por lo que

r=wa+xb+ yc+zd =w? + x? + y? + z2 = 0 (mod m).

Asis =t =u = 0 (modm), de esta manera r, s, ¢ y u son divisibles por m y al dividir (3)

entre m’, se tiene

T\2  S\2 [t\?  u\?

=)+ () G-
Donde n < m y np es suma de cuatro cuadrados, lo cual es imposible, ya que m es el mi-
nimo entero que cumple dicha propiedad. Por ello la condicion m > 1 no es posible y no

queda mas que m = 1.

Por lo tanto

p=w?+x2+y>+z2 m
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Finalmente pasamos a demostrar el teorema de Lagrange, el cual practicamente esta

hecho.

Teorema 2.2.3 (Lagrange 1770) Todo entero positivo n se puede escribir como suma de

cuatro cuadrados.

Demostracion. El caso paran = 1 es directo, entonces consideremos a n > 1. Tomemos la
descomposicidon candnica de n en potencias de primos, es decir
— 491
n= p;".
ieN
Por el resultado anterior cada primo p;, puede ser escrito como suma de cuatro cuadrados,
. e .7 a;
por tanto cada potencia p;* también, y por el lema 2.1.9 (Euler) el producto [[;enp;"* es

suma de cuatro cuadrados, que es exactamente 7. M|
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Capitulo 3

Suma de cubos

Con el teorema de Lagrange demostramos que cualquier entero positivo se puede escribir
como suma de cuatro cuadrados y ésta ya es la cantidad minima de ellos que se requiere
para que todo entero se pueda escribir como suma de cuatro de ellos. La pregunta inmediata
que nos podriamos hacer estaria en torno a la posibilidad de tratar de generalizar la idea de
la suma de cuadrados y con ello plantear que cualquier entero también se puede expresar
como una suma de un nimero determinado de cubos. En este capitulo trabajaremos para
encontrar cuantos cubos se necesitan para expresar a cualquier entero como suma de cubos.
Pero antes abundaremos en torno del problema general.

Bajo el razonamiento anterior llegamos a una serie de preguntas cada vez mas gene-
rales, y ya no so6lo podriamos pensar que los enteros positivos se pueden expresar como
suma de 4 cuadrados o un nimero determinado de cubos, sino también como una suma de
cuartas potencias y, en general, como una suma de k-ésimas potencias para cualquier nume-
ro natural £.

El primero en proponer estas representaciones de los enteros fue Edward Waring en
su libro Meditationes Algebraicae, publicado en 1770, pero no pudo dar pasos definitivos
para demostrar su propuesta. El primer avance definitivo lo dio Lagrange cuando demostré
que todo entero positivo se puede escribir como una suma de cuadrados. Posteriormente
Linnik prob6 que a partir de cierto entero todos los demads se puede escribir como una suma
de siete cubos, o dicho de otro modo, salvo una cantidad finita de enteros, todos se pueden
escribir como suma de siete cubos.™

Si quisiéramos saber para cualquier entero k positivo el menor numero de k-ésimas
potencias que se necesitarian para expresar a cualquier entero positivo, entonces si estamos

ante un gran problema pues hasta la fecha no se ha podido resolver esta cuestion para cual-

%6 Teorema 2.3, véase Melvyn B. Nathanson [1996], pp. 46-49.
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quier k, mas adelante se exponen algunos valores para k£ en los cuales el problema de
Waring’” ha quedado resuelto.

Hilbert nos brinda la demostracion general de que cualquier entero positivo si se
puede expresar como la suma de k-ésimas potencias,” para cualquier k£ en los enteros posi-
tivos. Pero aun nos queda por saber explicitamente la cantidad minima de potencias reque-
ridas para cada k. En este capitulo s6lo nos quedamos con algunos casos particulares de k
en los que si se ha logrado avanzar.

Antes de adentrarnos mas en el tema damos unas definiciones.

Definicion

Sea A un conjunto de numeros enteros. Se dice que el conjunto A4 es una base de or-
den k, si cualquier entero puede ser escrito como suma de k enteros de 4 no necesariamente
distintos. Se dice que 4 es una base asintética de orden £, si cualquier entero suficiente-
mente grande puede ser escrito como suma de exactamente & elementos de 4. Por ejemplo

los cuadrados son una base de orden cuatro.

Definicion
Sea g(k) el minimo nimero s de k-ésimas potencias necesarias para representar

cualquier nimero entero positivo como suma de ellas, es decir, sin € Ny x; € Z*.
— Lk kK ...k
n=»x + Xy + + xg(k)zs .

El propodsito de este capitulo es probar que los cubos son una base de orden 9, esto
significa que para cualquier entero no negativo n, existen x; ... xq, tal que
n=x+x3++x3.
Para este propdsito nos apegaremos a la demostracion hecha por Wieferich y
Kempner,”’ y para el desglose de ésta, probaremos previamente cuatro lemas que seran de
ayuda para su mejor entendimiento.’” Antes de ocuparnos con los detalles de la demostra-

cion de la suma de los nueve cubos, consideramos que es importante exponer los resultados

>7 Cada numero entero es un cubo o la suma de 2, 3, 4,....8 0 9 cubos; cada entero es o una cuarta potencia o la
suma de 2, 3,..., 19 cuartas potencias de enteros no negativos y asi sucesivamente.

*% Publicado en Géttingen Nachrichten (1909) 17-36 y Math. Annalen 67 (1909), 281-305.

>’ Véase B. Nathanson, Melvyn [1996], pp. 41-43.

% Lemas (3.1), (3.2), (3.3) y (3.4).
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obtenidos en décadas pasadas para si comprender por qué no se pudo llegar al resultado con
seis, siete u ocho cubos, pero si con nueve. Para esto recurrimos a unos trabajos de L.E.
Dickson,”' publicados en 1928 y 1935, y que estan relacionados con los cuatro lemas antes

sefalados.
Trabajos previos de L. E. Dickson

En 1928 y 1939, L.E. Dickson publicé los articulos: “Una demostracion simple del teore-
ma de Waring sobre cubos, con varias generalizaciones”, y —Fodos los enteros excepto 23
v 239 son suma de ocho cubos”. Cada uno contiene elementos vinculados con la suma de
cubos para resolver el problema de Waring. Sobre los articulos mencionados sélo nos ocu-
paremos de los resultados vinculados con lo que atafie a Waring y las justificaciones se
pueden ver en los articulos. Cabe mencionar que Dickson no expone las demostraciones de
sus resultados; el motivo radica en que dichas pruebas en su gran mayoria son numéricas y
ademads son el complemento (una extension) de célculos ya realizados.*® Pasemos a enun-
ciar los resultados requeridos.

Se tiene que cualquier entero N tal que 1 < N < 40000, es suma de 6 cubos no ne-
gativos, y también que cualquier entero positivo N < 40000 es representable como suma
de 7 cubos no negativos, excepto

15,22, 56, 114,167, 175, 186, 212, 231, 238, 303, 364, 420, 428 y 454.
Ademés, 23 y 239 son los Unicos enteros que requieren 9 cubos.
De la lista de numeros antes expuestos se infiere que son necesarios mas de 7 cubos para
poder representarlos, y por lo tanto el minimo nimero de cubos que posiblemente se reque-
riran seran 8, y precisamente si son 8 cubos.

Entonces bastan 7 cubos para representar a todos los enteros positivos del mismo
rango, salvo 23 y 239 © y los listados antes. Asi, se puede observar que el entero 454 es el

mas grande que requiere 8 cubos. De los célculos realizados por Dickson y Von Sterneck,

' L.E. Dickson [1928] y [1938], Transactions of America Mathematical Society.

% En 1903 Von Sterneck, por medio de una tabla numérica, mostro que cualquier entero N, tal que 8042 <
N < 40000, es suma de 6 cubos no negativos. Dickson ampli6 esa lista para cualquier 1 < N < 123000 y
posteriormente alcanzo hasta 560000.

% El teorema de Linnik [Nathanson, 1996].

55



se ve que solo 121 enteros requieren 7 cubos y el mayor de ellos es 8042; por tanto, si
N > 8042 entonces N es suma de 6 cubos no negativos.

De esta forma, y de acuerdo con las dos definiciones que anteriormente menciona-
mos, el conjunto de los nimeros cibicos son una base asintdtica de orden 6 para cualquier
entero 8042 < N < 40000. Linnik mostraria mas adelante que si N es un entero suficien-
temente grande, entonces los cubos son una base asintotica de orden 7.

Uno los objetivos del primer articulo de Dickson [1928] es presentar algunos resulta-
dos generales para la representacion de los nimeros enteros como suma de cubos no nega-
tivos. Para esto define a C,, como la suma de n cubos no negativos, y ademas toma a t = 0.

A partir de lo anterior ahora enunciamos so6lo algunos de sus resultados

- Laforma f; = tx3 + Cg representa a todos los enteros positivos < 40,000 si y solo si
0<t<?23.

Es claro aqui que si t = 0, entonces implicaria que f; = Cg, pero esto no nos repre-
senta a todos los enteros menores que 40000, porque 23 y 239 < 40,000 no se pue-
den representar — se mencion6 antes - como suma de 8 cubos.

En el caso mas general, ya que 0 <t < 23, entonces 0 < 23 —t < 23 y también
23 < 239 —t < 239; de esta forma 23 —t y 239 — t son suma de ocho cubos de
acuerdo a lo que se escribié con anterioridad,®* es decir, se cumple que 23 = Cg + t
y 239 = Cg +t, por lo cual x = 1 en la forma f; = tx3 + Cg.

- La forma f; = ly® + C, representa a todos los enteros positivos < 40,000 si y solo si
l=2-6,9—15.f;, representa todos < 40,000 excepto 22. fg representa todos
excepto 23, 239 y 428.

Veamos el ejemplo para el caso del entero 15. Supongamos que 15 es de la forma des-

crita, es decir f; = 15; de esta forma si [ > 15 o si [ = 0, entonces f; # 15, ya que

15 = 23 + 7 - 13, o0 bien 15 cubos, donde dichos cubos son todos 1’s, entonces son ne-

cesarios al menos 8 cubos o bien 15 cubos para poder representarlos; en cualquier caso

15 no es representado por la forma f; = ly3 + C, fuera del rango mencionado.

% Los célculos a los que Dickson hace referencia, y que no exhibe de manera explicita, pero que si menciona
nos permiten decir que por medio de esas cuentas los enteros 23 y 239 requieren 9 cubos, pues no bastan 8
para poder representarlos; de esta forma 23 — t y 239 — t requeririan ocho cubos para poder ser representa-
dos.

56



- Todo entero n es congruente médulo 96 a Ny3 + 6, para 0 <y < 23 y u suma de
tres cuadrados.

El punto de convergencia del segundo articulo (1939) es precisamente demostrar que

todo entero positivo N es suma de ocho cubos, excepto 23 y 239. Para tal demostracion el

autor utiliza una serie de 5 lemas que a continuacidon se mencionaran, € insistimos en que

las pruebas son totalmente numéricas y aqui no se presentan.

Lema L.- Todo entero n > 233°D es una suma de 8 cubos si D = 14.0029628 o mas ge-

neralmente si D = d, donde

3

d>14+(24) d<14.1
167 -

Lema II.- Todo entero entre 8043 y 123,000 es suma de 6 cubos.

El siguiente lema es una extension del lema II.

Lema III.- Todo entero entre 123,000 y 560,000 es suma de 6 cubos.
El siguiente lema es una consecuencia de los dos anteriores.

Lema IV.- Todo entero entre 8043 y 41623625 es una suma de 6 cubos.

Lema V.- Dados un entero positivo S y un nimero B, tales que 0 < B < S, podemos en-

contrar un entero i = 0, tal que

2
B<S—i*<B+3Ss.

De este tltimo lema se puede concluir, mediante algunas sustituciones, que todo en-
tero no menor que 455 es una suma de ocho cubos, y por debajo de 455, de acuerdo a los
datos obtenidos por Dickson, 23 y 239 son los tinicos enteros que requieren 9 cubos.®
Todo lo mencionado sobre representaciones de enteros positivos como suma de cubos es
unicamente para cualquier entero N que se encuentra entre 1 y 40000.

Cuando se llegue al objetivo de este capitulo, que es el teorema de Wieferich —
Kempner, Gnicamente mostraremos que cualquier entero N > 40000 es suma de nueve

cubos, y de esta manera el problema de Waring respecto a cubos quedara probado.

5 Para mayores detalles ver A/l integers except 23 and 239 are sums of eight cubes. L. E. Dickson [1939].
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Con la informacion anterior, pasamos a detallar y a demostrar los primeros tres lemas

(3.1, 3.2, 3.3) que ayudan a la prueba del teorema principal, que es el 3.5.
Todo entero es suma de nueve cubos

Como ya se menciono6 al inicio del capitulo, nuestro objetivo es demostrar que todo entero
se puede escribir como suma de nueve cubos, y mencionamos que se requieren cuatro le-
mas para la demostracion hecha por Wieferich y Kempner. Ahora damos paso a los lemas

correspondientes.

Lema 3.1 Sean x, y enteros no negativos, tales que x < y? y ademds x es suma de tres cua-

drados. Entonces 6y(y? + x) es suma de 6 cubos no negativos.

Demostracion. Por hipotesis sabemos que x es suma de tres cuadrados, entonces
existen Xy, X, X3 enteros no negativos, tales que x = x? + x3 + x3. Es claro que para cual-
quieri =1,2,3 0 < xiz < x,ycomox < y?, entonces 0 < xiz < x < y?2. Por lo tanto

0<x,<Vx<y,

asi

X<y = y—x;=20 PSP (1 ) B
ademas

0<x;<2x;<y+x; = y+x;,=20 R ¢ B

Ahora damos lugar a la demostracién de que 6y(y? + x) es suma de 6 cubos no negativos.

6y(y? +x) = 6y(y® + x% + x2 + x2) = 6y3 + 6yx? + 6yx2 + 6yx3

3
= (2 + 6yxD) + 2y* + 6yx) + (29 + 6yx3) = ) (@y* + 6yxD)

=1

3
= Zy3 +y3 + 3yx? + 3yx?

=1

3
= z y3 +y3 + 3yx? 4+ 3yx? + (3y?x; — 3y%x;) + (] — x)

i=1
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3
= Z(ﬁ + 3y2x; + 3yx? + x}) + (v — 3y%x; + 3yx? — x7)

=1
3

=) G+ + -,
i=1

De (1) y (2) los sumandos son no negativos, por lo tanto 6y(y? + x) es una suma de seis

cubos no negativos.

Lema 3.2 Para todo entero impar b, existe un entero impar a tal que

b = a®(mod 2%),cont > 1.

Demostracion. Sea S = {0,1,2,3,...,2" — 1} un sistema completo de residuos mo-
dulo 2! y de este conjunto considérese al subconjunto de los impares S, = {1,3, ..., 2" — 1}.
El cubo de cada uno de los impares de S, es congruente a uno y solo uno de los impares del
conjunto S.
Ahora veamos que el cubo de cualesquiera dos elementos de S,, es decir, del conjunto
{13,33,53, ... (2% — 1)3}, no pueden ser congruentes modulo 2¢.
Tomemos dos impares a,a, de S, y sus cubos correspondientes a3 y a3, y supongamos
que

a3 = a3(mod 2Y),
por lo tanto
2t a3 — a} = (ay — ay)(a} + a,a, + ad),

pero como (a3 + aa, + a?) es impar, entonces

es decir
a, = a,(mod 2Y),

pero a;, a, son dos enteros impares de distintas clases de residuos, asi a; Z a,(mod 2Y),
lo que contradice (1). Por lo tanto a3 % a3(mod 2!), es decir, cualesquiera dos cubos im-
pares en {13,33,53, ... (2* — 1)3} caen en diferentes clases residuales de los impares médu-
lo 2. Con esto podemos concluir que como cualquier impar es congruente a uno y solo uno

de los impares en S,, entonces para cualquier impar b existe un entero impar a tal que

b = a3(mod 2Y).
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Lema 3.3Si v > 223 = 10648, entonces existe un entero d € [0,22] y un entero m, que es
la suma de tres cuadrados, tal que

r=d3+6m.

Demostracion. Para la construccion de r serd necesario que m sea suma de tres cua-
drados, pero primero analizaremos qué pasa cuando m no es suma de tres cuadrados. Del
teorema 2.1.7 sabemos que si m no es suma de tres cuadrados, entonces m = 4%(8k + 7)
con a y k enteros no negativos; de esta forma

6m = 6-4%(8k + 7).
Asi,
¢ si a = 2, entonces
6m=6-4%8k+7)=6-4%"2"2(8k +7) = 6-42-4%2(8k+7) =96 -4*2(8k + 7)
= 0 (mod 96).
¢ Si a = 1, entonces
6m =648k +7)=6-4(8k +7) = 24(8k + 7) = 24 - 4(2t) + 168
=96(2t) + 168 = 168 = 72 (mod 96).

¢Sia =0y kesun entero par (sea k = 2r, r € Z), entonces

6m =648k +7) = 6-4°(8(2r) + 7) = 961 + 42 = 42 (mod 96).
¢Sia =0y kesun entero impar (sea k = 2r + 1, r € Z), entonces

6m =6-4%8k +7) =6-4°(8(2r + 1) +7) = 96r + 90 = 90 (!mod 96).

De acuerdo con lo anterior si m no es suma de tres cuadrados entonces tenemos que
0 (mod 96), Siox =2
72 (mod 96), sio=1
42 (mod 96), siax=0ykes par
90 (mod 96), siax=0ykesimpar.

6m

Asi, para este caso siempre existe un entero positivo g, que toma uno de los valores del
conjunto {0, 72, 42,90}, y que pertenecen a un SCR médulo 96, tal que
6m = g (mod 96).
Ahora, pasemos al caso en que m es suma de tres cuadrados. Suponemos que para

cada nimero 6m existe un entero 4 que pertenece a un SCR modulo 96 tal que

% Consideremos al SCR méddulo 96 como el conjunto A = {1,2, ...,96}.
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6m = h (mod 96).
Como 6 divide a 96 y a 6m, entonces /4 es un multiplo de 6, por lo tanto # debe pertenecer
al conjunto

B = {6,12,18,24,30,36,48,54,60,66,78,84}.%7

Entonces podemos sefialar que si m es un entero positivo que es suma de tres cuadrados,
por lo tanto existe un entero 4 en un SCR modulo 96, tal que

6m = h (mod 96),
donde h € B.
Enseguida se mostrara una tabla (figura 11) en la se construyen los enteros d® + h modulo
96, con h € By d € [0,22]. La finalidad de construir esta tabla es para obtener un sistema
completo de residuos mddulo 96, con enteros de la forma d3 + h, y cabe sefialar que no es
necesario considerar a todos los enteros del intervalo [0,22], pues los cubos de algunos de
ellos dejan el mismo resto modulo 96, como 123 = 03,163 = 43,203 = 83 (mod 96). De

esta manera basta considerar a

deD=1{0,1,2,3,4,56,7,8,9,10,11,13,14,15,17, 18, 22}.

6 (12| 13| 24|30 (36 (48| 54| 60| 66| 78 | B4
0 |6 (12)18)|24|30(36 (48| 54| 60| 66| 78|84
1 |7 (13|19)25]| 31|37 (45| 55| 61| 67|79 |85
2 |14 (20| 26| 32|38 |44 (56| 62| 68| 74| 86 | 52
3 [33(39)|45| 51|57 |63 |75|81|87|93[% |15
4 (70|76 82|83 (%4|4 |16 22| 28|34 46|52
3 |35(41| 47| 53|59 (65(77|83|8%)95| 11|17
b 42 72 90
J 73 91 43
8 50 80 2
9 69 21| 27
10 58| bd 10
11 3 23 71
13 1
14 8
15 3
17 29
18 0
22 40

Figura 11: SCR modulo 96

%7 Este es un subconjunto de SCR denotado por 4 —ver nota a pie anterior-, y que ademas no contiene a los
elementos 0,72,42,90, vinculados con el caso de m cuando no es suma de tres cuadrados.
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Asi, se muestra que los niimeros enteros d® + h forman un sistema completo de residuos
modulo 96. Con este nuevo SCR tenemos que para r > 223 > d3 > 0, entonces existe un
entero del SCR tal que r = d® + h (mod 96), donde h € B.
Como r —d3 = h (mod 96) y h es multiplo de seis, entonces r —d3 = 6m’, pero si
6m’ = h (mod 96), y h pertenece al conjunto

B ={6,12,18,24,30,36,48,54,60,66,78,84},
entonces m’ es suma de tres cuadrados. En otras palabras r = d® + 6m’, donde m' es suma

de tres cuadrados y d € [0,22]. Por lo tanto queda probado el lema. m

Quedan mostrados también los primeros tres lemas de los cuatro que ya hemos citado
y que son vitales para la demostracion del teorema de Wieferich y Kempner. Ahora pasa-
mos a enunciar el ultimo lema, para después probar el teorema principal de nuestro capitu-
lo. La demostracion del cuarto lema (3.4) es de tipo numérico y corresponde basicamente a

la conclusion de lo mencionado en los articulos de Dickson.

Lema3.4Sil1l <N < 40,000, entonces

(i) N es una suma de nueve cubos no negativos.

(ii) Si N # 23 0 239, entonces N es una suma de ocho cubos no negativos.

(iii) Si N # 23 0 239 y si N no es ninguno de los siguientes 15 nimeros:
15,22,50,114,167,175,186,212,231,238,303,364,420,428,454,

entonces N es suma de siete cubos no negativos.

(iv) Si N > 8042, entonces N es una suma de seis cubos no negativos.

Teorema 3.5 (Wieferich-Kempner) Todo entero no negativo es la suma de nueve cubos

no negativos.

Demostracion. Los cuatro lemas anteriores ahora seran usados para simplificar la
demostracion de este teorema. Anteriormente en el Lema 3.4, se mostrd que todo N tal que
1 < N < 40,000, puede ser escrito como suma de nueve cubos no negativos. Ahora bien,
el problema se reduce a mostrar que todo entero N > 40,000 es suma de nueve cubos no
negativos. Para esto, la prueba se dividira en dos partes, en la primera veremos que se cum-
ple para todo entero N > 80, y la segunda parte que lo hace para todos los enteros

40,000 < N < 80,
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1) N> 8t
2) 40,000 < N < 810,

Primera parte

1
Para esta parte consideremos que n = [NE]. Por hipétesis N > 8% entonces

1 1 1. 10
N3 > (810)s = (85) = 219 De la parte entera de ambos lados de la desigualdad se tiene

que n > 210,
Como N > 819 entonces el minimo valor que puede tomar N es 81° + 1 = 1,073,741,825,
y el minimo para n es n= [Ng] =[1024] = 1024 = 2 - 83 = 210,
Asi, para cualquier k > 2, se tiene que k + 1 > 3. Entonces
8k*1 > 83 portanto 2 - 8%*1 > 283 =210 =,
De esta forma
210 < <281 e, (1).
Afirmamos que existe un entero k = 3, tal que
8-8% < N < 8-83(k+D),
y esto se obtiene al elevar al cubo las partes de (1).
Definamosa N; = N — i3 parai = 1,2,...,n,y también a d; = N;,_; — N;. Entonces
di=N_;—N=N-(i—-1)3-N+i3=3i2-3i+1,
y como i = 1 se puede afirmar que 3i? —3i + 1 < 3i% si y solo si —3i+ 1 < 0, y esto
pasa siy solo si 3i > 1.
Por lo tanto
d; =3i>-3i+1=3i>-(3i— 1) < 3i%

1 1 2
Ademas, i <n = [NE] < N3 por lo que 3i* < 3N3. Entonces

2
d; = 3i? —3i + 1 < 3i%? < 3Ns5,

y esto puede quedar acotado por
2 3- 82k+3
3N3 < —

1 142 2 2
® porla formula (1) n < 2 - 8%*1 entonces N3 < 234 porlo cual (NS) < (2K+1)7- (22k43)7y
3_82k+3

2 2 2
asi 2N3 < 22k+3 . 42k+3 4o esta forma 2N3 < 8%*3 y por tanto 3Nz <
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De esta manera
2 3. 82k+3

d; =3i*—-3i+1<3i*?<3N3 <
Elijase algin i € {1, 2,3, ..., n} tal que
Nit1 <883 < N, e Q).
Yaquei > 1ytomando a k > 3, entonces por definicién de N; tenemos que N,, = N — n3.
Ahora bien, afirmamos que *

N,=N-n3<(n+1)>—-n3-1=3n%+3n< 6n?

y por (1) se tiene que 6n? < 3 - 82k+3,
Asi, ya tenemos que

N, =N —n3 < 3n?+3n < 6n? < 3-8%k+3
y como k > 3, entonces 3 < 8%72 3.82k.83 < 8-83 yasi3-8%*3 < 8- g3kt
por lo tanto
N,=N-n®<3n?+3n<6n®><3-8%k3 <g3k+tl=-g.g3k ... 3).
Para terminar esta parte, de (2) se deduce que i < n — 1.
Por la definicion de N; es claro también que N; < N;_;. Por otra parte

Ni—1 = Ni—1 + [0+ 0]=N;—y + [(N; = Np) + (Niyq — Nip)]1 = di + diyq + Niyr.

Anteriormente, se tenia que

3 82k+3
d; < 5 Vi=1,..,n
3- 82k+3 3- 82k+3
di +diyy + Niyy < ———+—— +8- 8% =3.8%+3 1 g. 83k

yalavez,® 3-8%+3 4 8.8% <1183,
En resumen, se tiene que

Ni_g <3:-8%2K43 1 8-83k < 11 -83K e ).

6 Supongamos que la siguiente desigualdad es verdadera N —n® < (n+ 1)® —n® — 1, entonces

143 142 1
N<n*+3n’+3n+1-—1siysolosi N < [NE] + S[NE] + 3[N5] siysélosiN < N +3n% +3n,siy
s6lo si 0 < 3n? + 3n, como la ltima desigualdad es verdadera entonces la primera lo es.
" por hipétesis k > 3, entonces 0 > 3 — k y asi 827 < 1. Por tanto de la cadena siguiente de desigual-

dades se sigue 8%7% <1,y asi 3-8%% <3, asi 83(3.8%k*373k 1 8) < 11-8% y de este modo

3-8%*3 +8-8% < 11-8%
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Como la igualdad d; = N;_; — N;, es siempre impar, entonces uno de los enteros de la resta
es impar. Ahora, elijase a € {i,i — 1} de tal forma que N, = N — a® sea un nimero impar.
El lema 3.2 nos garantiza la existencia de un entero impar en el SCR modulo 8%, es decir,
existe un entero impar b € [1,8% — 1], tal que

N — a® = b3(mod 8%).
Como b € [1,8% — 1], entonces 1 < b < 8%, por lo tanto
0 < D3 B3 e (5).
También, como a € {i,i — 1}, entonces N; < N, < N;_4, y por (2) tenemos 8- 83 < N;,
de esta forma 8 - 8%% < N, = N — a3, por lo cual
8- 83K — 83K < (N = @3) = 83K e (6).
Ahora de (5), (N — a®) — 83% < (N — a3®) — b3 = N — a® — b3, y de esto tltimo y también

por (6) se tiene que 8 - 83% — 83k < N — a® — b3. De esta forma

7-8%=8-8%_-8%< N—ag®—p3<N-a®=N,<N,_;<11-8% ... (7).

Como N — a® = b3(mod 8%), entonces existe q € Z tal que N — a® — b3 = 8%q. Por lo

tanto, sustituyendo 8%q por N — a® — b3 en la desigualdad (7) nos da

7-83% <8kq < 11-83F yasi 7-82K < g <11-8%K .o, (8).

Témese a r = q — 6 - 8%%. Es claro que 8% > 223, y como k > 3, entonces 82 > 8°.

Ahora, por (8) se tiene que 7 - 8%% < g, por lo que 8% < q — 6 - 82%, es decir, 8%F <,

Por (8) se tiene que g < 11 - 8%%; entonces, de manera analoga a lo anterior
r=q—6-8%% <5-8%,

Por lo tanto

223 < 80 < B2k < 5 B2 e, 9).

De (9) r > 223, y por el lema 3.3, r se expresa como 7 = d3 + 6m,donde 0 < d < 22y m

es suma de tres cuadrados. Sea A = 8% y como r = d3® + 6m y d® > 0, entonces 6m < r

y por lo tanto m < 2-

., . 5-82k
También por (9) se tiene que r < 5 - 82k, entonces g <= por lo tanto
. 2k
> g g2
6 )
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asi

.2k
M SZCI QA% e (10).

Como N — a® = b3(mod 8%), entonces
N=a>+b3+8%-q=a3+b%+8(r+6-8%)

=a® + b* + 8(d® + 6m + 6 - 8%%)

= a®+ b> + (2*d)* + 8¥(6m + 6 - 8%%)

= a® + b* + (2¥d)® + A(6m + 642).
Si hacemos a ¢ = 2%d, se tiene que N = a® + b3+ ¢3 + A(6m + 64%) ........... (11); por
(10) se tiene que m < A%, y m como suma de tres cuadrados; entonces, por el lema 3.1,

tenemos que A(6A% + 6m) es suma de seis cubos no negativos, y (11) queda como sigue.
6

N=a®+b3+c3+A(6m+ 64%) =a® + b3 +c3+2xi3.
i=1

Por lo tanto NV es la suma de nueve cubos, y asi la primera parte queda demostrada.
Segunda parte

Para terminar, ahora demostraremos la segunda parte, la que corresponde a demostrar

que todo entero N tal que 40,000 < N < 8°, se puede escribir también como suma de

1
nueve cubos. Para esto requerimos construir al entero a = [(N - 10,000)51, y como

N > 40,000 entonces N — 10,000 > 30,000. Por lo tanto
1 1
a= [(N - 10,000)5] > (30,000)5,
1
y como (30,000)3 = 31.07 > 31, entonces

1 1
a= [(N - 10,000)5] > (30,000) > 31.

Por otro lado, sea
d=(@+1)3*-a®*=3a’+3a+1,

y como a > 31, entonces 3a? + 3a + 1 < 4a?.
1
De la construccion de a se tienen la siguiente desigualdad a < N3, entonces

2 2
4a? < 4N3.Porlotanto d = (a+ 1)3 — a3 = 3a? + 3a + 1 < 4a® < 4N-s.
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Afirmamos que N — (a + 1)3 < 10,000 y también que 10,000< N — a3.”!
Ahora bien
N—a*= N-a*>+0
=N-a®+[(a+1)3—(a+1)3]
=N—-(a+1)3+[(a+13®*—-a®]=N-(a+1)3+d.
Anteriormente teniamos que d < 4N : y N — (a + 1)3 < 10,000, por lo cual

2
N —(a+1)*+d < 10,000 + d < 10,000 + 4N,

2
asi, N—(a+1)3<10,000<N—a®=N—(a+1)%+d < 10,000 + 4Ns.
Si N —a® < 40,000, entonces por el lema 3.4 tenemos que N — a® es suma de 6 cubos y
por tanto se llega al resultado.
1
Pero, si N — a3 > 40,000, se construye otro entero b = [(N —ad - 10,000)5] > 31, tal
que
2
N—a3®—(b+1)3<10,000 <N —a®—-b3<10,000 + 4(N — a3)s.

Ahora, si N — a3 — b3 < 40,000, entonces por el lema 3.4 tenemos que N — a® — b3 es

suma de seis cubos y asi el resultado quedaria demostrado. Si N — a3 — b3 > 40,000, se
1

construye otro entero ¢ = [(N —a3—-b3— 10,000)51 > 31, tales que

N—-—a®>-b3-(c+1)2<10,000<N—a3—-b3-¢3

2
< 10,000 + 4(N — a3 — b3)3

2\3
2
< 10,000 + 4 (10,000 +4 (10,000 n 4N§)3)

2
2\3
2
< 10,000 + 4 (10,000 +4 (10,000 + 4(810)5)3)

2
= 10,000 + 4 (10,000 +4(10,000 + 4,194,304)5)3

2
= 10,000 + 4(10,000 + 4(26049.301))3

71Supongamos que la siguiente desigualdad es verdadera: N — (a + 1) < 10,000 por lo tanto
1 1
N — 10,000 < (a + 1)3, entonces (N — 10,000) < (a + 1), por tanto [(N - 10,000)5] <[a+1]y asi

a <a+ 1siy sélo si 0< 1; como esta ultima desigualdad es cierta, entonces la primera lo es. La de-
sigualdad 10,000 < N — a® se da por la construccién de a.
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= 10,000 + 4(2353.804 ... ... )

=19,415.21637 ...... < 20,000.
Por lo tanto, si 40,000 < N < 819 entonces existen a, b, ¢ enteros no negativos, tales que
10,000 < N — a3 — b3 — ¢3 < 40,000, y por el Lema 3.4 inciso (iv), N — a3 — b3 — ¢3
puede ser escrito como suma de seis cubos no negativos, es decir, existen x; € Z', con

i=1,2,..,6, tales que

6
N—a3—b3—c3=2xi3,
i=1

por lo tanto
6
N=a3+b3+c3+2xi3.
i=1
De esta forma N es la suma de nueve cubos, en cualquiera de los dos casos tomados. =

Finalmente ya se demostré que todo entero no negativo se puede expresar como su-
ma de 9 cubos no negativos, pero realmente 23 y 239, son los unicos enteros que necesitan
de los nueve cubos, como lo muestra Dickson en 1939. En 1909 Landau muestra que todo
entero suficientemente grande es suma de 8 cubos, aunque solo 15 enteros no negativos
necesitan 8 cubos para ser representados. Linnik y Watson muestran independientemente
que para cualquier entero suficientemente grande son necesarios siete cubos, > por tanto, se
puede pensar que la representacion de los enteros como suma de cubos se puede ir acotan-
do, salvo para un numero finito de enteros.

Por otro lado se tiene que si n = +4 (mod 9), entonces n no puede ser suma de tres
cubos, por tanto existe un niamero infinito de enteros no negativos que necesitan mas de tres
cubos. De esta forma podemos inferir superficialmente que la representacion de los enteros

no negativos, como suma de cubos, estd acotada inferiormente por 4 y superiormente por 9.

™ Ya sabemos que todo entero no negativo es suma de nueve cubos, y si # es un numero distinto de los si-

guientes valores y suficientemente grande,
15,22,23,56,114,167,175,186,212,231,238,239,303,364,420,428 y 454,

entonces n es suma de siete cubos.
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Algunas lineas de trabajo actual

Ya sabemos que para representar a todo entero positivo como suma de cuadrados se requie-
ren cuatro, pero si se usan dos o tres de ellos entonces existiran una infinidad de enteros que
no pueden ser la suma de estas cantidades de cuadrados. Para el caso de la representacion
como suma de cubos son necesarios nueve para representar a cualquier entero positivo co-
mo suma de ellos, pero a partir de un nimero suficientemente grande todos pueden ser re-
presentados con una suma mayor o igual que cuatro cubos. Edward Waring fue mas lejos y
conjeturd que todo entero positivo se puede escribir como una suma de no mas de 19 cuar-
tas potencias. En 1964 Chen demostrd que se requieren 37 quintas potencias para la repre-
sentacion correspondiente.

En el Capitulo 3 ya habiamos comentado lo que hoy se conoce como —Rroblemas de
Waring”, que era la representacion de cualquier entero positivo como suma de n-ésimas
potencias. Recordemos el gran problema que consiste en plantearse, dada una potencia £,
entonces ¢cual es el menor nimero requerido de estas potencias para representar a todo
entero positivo? Ya habiamos definido a g(k) como el menor numero requerido de poten-
cias de k para representar a todos los enteros positivos. Entonces la pregunta anterior se
puede replantear como /cudl es valor de g(k)? A pesar de los esfuerzos para conocer co-

mo es g(k) para cualquier £ la siguiente tabla nos muestra lo poco que se sabe sobre el ta-

marfio de g(k).

¢g(2) =4 Conjetura de Fermat demostrada por Lagrange en 1770.

+g3) =9 Conjetura de Waring, demostrada por Wieferich en 1912.

¢g(4) =19 Conjetura de Waring, demostrada por el grupo de Balasubramanian, Dress y

Deshouillers en 1986.

+9(5)
+g(6)

¢ g(7) =143 Demostrada por R.M. Stemmler en 1964.

37 Demostrada por Chen en 1964.

73 Demostrada por Pillai en 1940.

¢ g(8) =279  Demostrada por R.M. Stemmler en 1964.

¢ g(9) =548 Demostrada por R.M. Stemmler en 1964.
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¢ g(10) = 1079 Demostrada por R.M. Stemmler en 1964.

Podemos ver que solo se tiene certidumbre para k entre 2 y 6, para k entre 7 y 10 la
informacion ya no es tan precisa, pero de once en adelante el camino ya es totalmente oscu-
ro. Ya mencionamos que Hilbert demostrd que todo entero se puede representar como su-
ma de k-ésimas potencias, es decir, por Hilbert sabemos que g(k) existe, pero el gran pro-

blema es conocer su valor exacto.

Otra vertiente que se generd a partir de este problema de Waring es conocer ;Cual es
el menor numero de potencias de k para el que existan s6lo un nimero finito de fallas para
representar a todo entero positivo? Por ejemplo, tenemos que para los cubos esa cantidad es
mayor o igual que cuatro, es decir, a partir de un numero suficientemente grande todo ente-
ro positivo puede ser escrito como suma mayor a tres cubos, lo que nos lleva a que la canti-
dad de fallas es finita.

Definamos a G (k) como el menor nimero de potencias de & en el que existen solo un
numero finito de excepciones, es decir, si se quiere representar a los enteros positivos con
menos potencias k, G (k) tendra s6lo una cantidad finita de fallas. En este contexto sabemos
que G(2) =4y g(2) = 4; para los cubos, g(3) =9y 4 < G(3) < 7. Aqui estamos fren-
te a G(k) que es otro problema que atn est4 lleno de interrogantes, de G (k) conocemos

muy poco, y solo podemos dar algunas aproximaciones en la tabla que sigue:

*¢G(2) =4

+4<G6(3)<7

¢G(4) =16

¢6<G(5) <17 La cota superior R.C. Vaughan y T.D. Wooley [conjetura G(5) = 6].
+9<G(6) <24 La cota superior R.C. Vaughan y T.D. Wooley [conjetura G(6) = 9].
¢8<G(7)<33 La cota superior R.C. Vaughan y T.D. Wooley [conjetura G(7) = 8].

+32<G(8) <42 Conjetura G(8) = 32.
+13<G(9) <50 Conjetura G(9) = 13.

¢12<G(10) <59  Conjetura G(8) = 12.
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Sélo conocemos con exactitud como es G (k) para k = 2 y 4, para los restantes s6lo
se conocen rangos. En 1984 R. Balasubramanian y C. J. Mozzochi demostraron que

—2Ln(3k) — Ln(6k) 4

k—1 ’
Ln—
k

G(k) <

esta cota superior es grande pero mejora un poco para k grande. R.C. Vaughan y T.D.

Wooley obtienen (entre otras) las siguientes cotas para 10 < k£ < 20.
G(k) < [Ek - 23].
19
Ademéas, .M. Vinogradov obtuvo la cota G(k) < 6klogk + (4 + log 216)k, que mejord con

G(k) < k(3logk + 11). En 1959 demostré mediante su método de sumas trigonométricas

que, para cualquier entero k suficientemente grande
G (k) < k(2logk + 4loglog k + 2logloglog k + 13).

Y D.T. Wooley obtiene para valores grandes de & que
G(k) < k(logk + loglog k + 0(1)).
Esta es una muestra de los problemas que aun se tiene que resolver en la Teoria aditi-
va de los nimeros, y con esto podemos tomar conciencia de que esta disciplina, la teoria de

los nimeros, mantiene un ritmo sorprendente de trabajo de investigacion.
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Apéndice A

La funcion f(n)

Ya se sabe que los nimeros de la forma 4k + 1 se pueden representar como suma de dos
cuadrados; ademas se demostr6é que si dichos numeros son primos entonces su representa-
cion es unica. Si se deja de lado la propiedad de ser primo, entonces la representacion como
suma de dos cuadrados de dichos nimeros no necesariamente es Unica, y si ademds consi-
deramos orden y signos estos nimeros tienen diferentes representaciones. Por lo anterior es
preferible una notacién que nos dé todas las representaciones de un nimero entero como
suma de dos cuadrados; sea ésta f(n). En seguida se describiran algunas consecuencias que
se pueden extraer de la funcién mencionada.

Asi, f(n) se define como el numero de representaciones de n en términos de una
suma de dos cuadrados, considerando orden y signos, es decir, si

A= {(x,y) |x2 +y?2=nneNxye€ Z}.
Entonces f(n) = #4.”
Ejemplo. Si n = 160 entonces f(n) = 8 y las representaciones son éstas:
160 = (12)2 + (4)?2 = (4)? + (12)2 = (—12)? + (—4)? = (—4)? + (—12)?
=(—4)%+ (12)* = (12)* 4+ (-4)* = (-12)* + (4)* = (4)* + (—12)=

En general, si un nimero n tiene como representacion de suma de dos cuadrados al

par (b, c), entonces n tendra 8 representaciones, a saber
(b,c) (—=b,c) (b,—c) (—c,—b)
(¢c,b) (c,—b) (—c¢,b) (=b,—c)’

y si la representacion como suma de dos cuadrados es (a, 0) o (a, a), entonces f(n) tendra
4 representaciones en ambos casos, a saber

(a,0) (—a,0) (a,a) (—a,a)
(0,a) (0,—a) (—a,—a)(a,—a).

3 Denotamos #4, como la cardinalidad del conjunto A.
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Un ejemplo peculiar es cuando n es una potencia de 2, es decir, si n = 2™, m € N.
Una potencia de dos se puede expresar como suma de dos cuadrados y ademas de 4 for-
mas. Asi
f2™ =4 vmeN.

Para verificar lo anterior basta con expresar a n = 2™ de la siguiente manera:

Si m es par, entonces n = 2™ = (2%)2 + 02, cuya representacion se denotaria con el par
m

(a,0), donde a = 22 y se obvia la segunda entrada del par ordenado.

Si m =2k + 1 es impar, entonces n = 2™ = 22k+1 = (2K)2. 2 = (2%)2 + (2%)?, cuya

representacion se denotaria con el par (a, a), donde a = 2¥.

En cualquiera de los dos casos se tendrian 4 formas de representacion para una po-
tencia de 2, ya que se menciono que cualquier entero positivo que tenga a los pares (a,0) y
(a,a) como representaciones en suma de dos cuadrados, tendran 4 formas. Por otro lado
aplicando el teorema de Jacobi’" se llega al mismo resultado

f@2™M) = 4[t(1,2™) —7(3,2™)].

m-12m vy queda claro que en dichos divisores

Los divisores de 2™ son 1, 2,...,2
s6lo el 1 es impar, y por tanto 7(1,2™) = 1, y como los divisores restantes son pares en-
tonces 7(3,2™) = 0. Por lo tanto

f(2™) =4[r(1,2™) —(3,2™)] = 4[1 — 0] = 4.

En general, la funcion f(n) hace explicita la cantidad de representaciones de n como
suma de dos cuadrados, pero no dice quiénes son o cdmo encontrar a cada una de ellas.
Ahora bien, en matematicas en ocasiones es importante, mas no indispensable, saber que
mas all4 de lo analitico se encuentran las interpretaciones geométricas, y en especial la de
las funciones. Entonces es indiscutible pensar que existen interpretaciones geométricas que

involucran la funciéon f(n); un ejemplo de ello es la suma Y,i=; f(i). Veamoslo de la si-

guiente manera
fQ = #{(x,y) |x,y €Zx*+y*=1}
f(2) = #{(x,y) |x,y €Zx*+y*=2}

™ Para tono namero natural # se tiene que f(n) = 4[t(1,n) — ©(3,n)]. En la parte final de suma de dos cua-
drados mencionamos este teorema.

73



f(n) = #{(x,y) |x,y €EZx%*+y? = n}.

Asi, la suma Y7, f (i) representa geométricamente a todos los puntos reticulares del
plano cartesiano que cumplen la ecuacién x? + y? < n, donde x,y € Z.
Ejemplo. Si n =5 entonces Y.;_, (i) = 20, es decir, existen 20 puntos en el plano que
cumplen que x2 + y2 <5 y x,y € Z. Haciendo algunas cuentas queda claro que tanto x
como y no deben exceder de V5. En general, de la ecuacion x? + y? < n queda claro tam-
bién que tanto x como y no deben exceder de Vn.

Nuevamente, si tomamos a todos los puntos P = (x,y) tales que x% + y? < n, de
modo que sean el centro de cuadrados unitarios, entonces el area de la region formada por

todos los cuadrados unitarios — llamamos R a esa region — también representa a ),i—; f (i).

La figura A muestra la region de dicha suma.

A
Y
[ Ioni h  i |
1 1
1 1
=== |
1 1
1 1
—-- -
T o
1
e 1
1 - 1
) T - 1 =
[ | X
]
1 1 X
1 1
| I JR—
i i
| - J—
1 1
1 1
| IR NI Sy S
A
Figura A.

Si tomamos todos los puntos en el plano cartesiano que cumplen la ecuacion
x? + y? < n, y dejamos a un lado la propiedad de que x,y € Z, entonces la suma Y™, f (i)

representara a todos los puntos (x,y) que viven en el interior y en el circulo x2 + y? = n,
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y que son exactamente los puntos que estan dentro de la region R, y asi dicha regién queda
como una aproximacion al circulo de radio v/n.

Es légico encontrarse en algunas ocasiones con resultados que mas alla de cumplir
con cierta propiedad, traen consigo algunas caracteristicas importantes, y esta funcion de
representacion es uno de esos resultados. Anteriormente se vio que f(n) es siempre un
multiplo de 4, y mediante célculos sencillos, nos encontraremos que el nimero de dichas
representaciones no es totalmente creciente, mas bien en algunos numeros dicha funcion
suele ser repetitiva; entonces para una cantidad de representaciones de ciertos enteros hay
un promedio, y por lo tanto vale la pena pensar en el valor caracteristico de una serie de
datos que en este caso son el numero de representaciones de los numeros naturales. Se de-
mostrard que cuando la cantidad de enteros n va creciendo indefinidamente dicho valor
caracteristico es siempre muy cercano a .

Asi, si denotamos a F(n) como el valor promedio de f(n), entonces

F(n) =—Y", f(i) = —-(Areade R)...... (1),
n+1 n+1
y se demostrara que

Ai_r)gof(n) =T.

Para la prueba se tomard y analizara desde un punto (x, y) de la region R, y después
solo se generalizara para el conjunto de cuadrados unitarios que serd exactamente la region
descrita. Sea P = (x,y) tal que x*> + y> =n = (\/ﬁ)z — obsérvese la figura B - Es claro
que la distancia del origen al punto P es exactamente v/n; ahora, por la desigualdad del

triangulo, tenemos que — tomando a P’como un vértice del cuadrado unitario de P-.

d(0,P") <d(0,P) +d(P,P).
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R

Figura B.

Pero como d(0,P) = +v/n, d(P,P’) = g - esta ultima igualdad se desprende de la

diagonal del cuadrado unitario -, entonces

Se habia mencionado que la region R estd formada por todos los cuadrados unitarios

. , 2 . .
con centro (x,y) y que viven en el circulo x? + y2 =n = (\/ﬁ) y en el interior de el. En-
tonces dicha region esta contenida en el circulo concéntrico al origen y de radio d(0,P") y

por lo tanto R también estd contenida en el circulo concéntrico al origen y con radio
Vn + g; esto ultimo se cumple por (2).

Por otra parte es claro que la desigualdad vn — \/2—5 <+Vn=d(0,P) <+n+ g se
cumple; asi, en términos de areas, se tiene que la region R contiene al circulo con centro en

. . 2 ., . . , ’ .
el origen y radio vn — \/2—— También es bien sabido que el area de un circulo se obtiene de la

formula A = mr?, y por tanto la desigualdad anterior queda expresada de la siguiente forma

n(f—?) <A(R)<n<\/ﬁ+§>,
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pero

A(R) = Zn:f(i),

entonces

n(f—@) <Zf(i)<n<\/ﬁ+g> ,

y dividiendo toda la desigualdad entre n + 1, se tiene que

Vz\? Vz\?

n(Vi-F) _sms@_m(n+3)
n+1 n+1 n+1

Por ultimo, se denotd anteriormente que F(n) = ﬁ e, f(D),
entonces
2 2
s N e
— L <Fn)<——=—,
n+1 n+1

Si n va creciendo indefinidamente, entonces el limite de las ecuaciones de los extre-
mos convergera a 1, y F(n) convergera también a 7.
Asi
lim F(n) = m.
n—->oo

Este es un resultado elegante establecido por Gauss y que fue descubierto después de

su muerte en una de sus publicaciones.

Demostracion del teorema de Jacobi

Para demostrar el teorema de Jacobi primero se analizara la funcion 7(m, n)7> en términos

del simbolo de Legendre cuando m = 1,3 y el mddulo es 4, y veremos que

Z (__dl) = [z(1,n) — (3, n)].

d|n

7 Sean m,n € N. Denotamos a 7(m,n) como el niimero de divisores de 7 que dejan el mismo residuo que m
modulo 4.
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Después relacionamos a 7(m, n) con R(n)7¢ a través de los divisores de n. El motivo
de esta relacion es que f(n) también se puede definir en términos de R(n) a través de los
divisores de la forma 4k+1 y 4k+3 de n, y por ultimo se pasa a demostrar el teorema de
Jacobi — cita 74 —.

Seam,n € Z'. Definimos a T(m, n) como el numero de divisores positivos de n, que
dejan el mismo residuo que m modulo 4.

Es claro, tal como se ha definido a la funcién T, que 7(1,n) representa a todos los
divisores de la forma 4k+1 y que 7(3,n) a todos los divisores de la forma 4k+3.”” Por otra
parte recordemos que por el simbolo de Legendre
(—_1) _ {—1 sid = 3(mod 4)

d 1sid=1(mod4)’
entonces la siguiente suma representa al nimero de divisores de la forma 4k+1 de un nume-

ro natural n

d|n
d=1(mod 4)

Anélogamente, la siguiente suma representa al numero de divisores de la forma

4k + 3 den

d | n
d=3(mod 4)

antes de continuar, expresamos a n mediante la factorizacion con primos de la forma
4k + 1y 4k + 3.
Asi

r S
— a; Bj
n= p; qj .
i=1 j=1

Se sabe que el producto de dos nimeros de la forma 4k+1 es de la misma forma, y en
general el producto de un ntimero finito de primos de la forma 4k+1 también es de la forma

4k + 1.

7 R(n): el namero de pares ordenados (x, y) de enteros tal que x% + y2 = n.
7si suponemos que existen r divisores de la forma 4k+1 y s divisores de la forma 4k+3, entonces f(n) =
4[r —s].
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Es decir
(4ky + 1)(4k, + 1) = (4k, + 1) = 4k + 1,
en particular, (4k + 1)(4k + 1) -~ (4k + 1) = (4k + 1™

n—-veces

Asi, si p; es un primo de la forma 4k + 1, entonces piai = (4k + 1)*.
Si tomamos en cuenta a todos los divisores de n entonces se tendran [[i_;(a; + 1) -
7=1(B; + 1); sin embargo sélo algunos son de la forma 4k + 1y 4k + 3. De la factori-
zacion de n podemos observar que el producto []i_;(a; + 1) representa a los divisores de

la forma 4k + 1, pero no a todos.

De igual modo, si qf L, qf ¢ son primos de la forma 4k + 3, entonces s6lo los pri-
mos con potencia impar representan a los divisores de la misma forma, y los que tienen
potencia par representan a los divisores de la forma 4k + 1también; asi el nimero de divi-
sores de la forma 4k + 1 aumenta en []i_;(a; + 1) mas los primos de la forma 4k + 3
con potencia par. Pero aun con todo esto, no se puede decir que se han encontrado todos los
divisores de las dos formas descritas, ya que los siguientes productos también representan a
los divisores de ambas formas.

Si g = 3(mod 4) entonces g% = (3)?f =1 (mod 4) y q?¢*! = (3)%* - 3 = 3(mod 4),
de esta manera
p-q** =p =1(mod 4)
p - q?**1 = 3p = 3(mod 4)
q?* - q***1 =1-3 = 3(mod 4)
gk - g% = 1(mod 4)
g%kt . g?k+1 = 3.3 = 1(mod 4).

Entonces quisiéramos una formula explicita que nos dé¢ directamente a todos los divi-

sores primos de la forma 4k + 1, y todos los de la forma 4k + 3. Sin embargo nos es dificil

tener dicha formula, si es que la hubiera, asi que daremos por hecho que existen nimeros

especificos de divisores de las dos formas, a saber  y 5. Por tanto

z<‘_d1)= > (__d1>+ D (_—dl) OO ¢ 3)

d|n d|n d|n
d=1(mod 4) d=3(mod 4)
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Explicitamente

(_—dl)= 1+ 1441 +(=1)+ (=1) + -+ (=1)

d | n r divisores (4k+1) s divisores (4k+3)

=r-(1)+s(-1)=r-—s.

Asi

Z (_—dl> =7r—5s=T7(1,n) —T(3,1) ettt et et e e e e e e e e (2).
d|n

En otras palabras, si queremos mostrar que f(n) = 4[t(1,n) —1(3,n)], entonces sera

Fn) = 42 <_—dl> — R(n).

d|n

equivalente a mostrar que

Esto es claro desde un principio, ya que cada uno de los sumandos del segundo
miembro de la igualdad (1) se han definido de la misma manera que las representaciones
con la funcidn tau de (2), pero se queria hacer énfasis en que las representaciones de diviso-
res de un numero n mediante distintas formas denotan exactamente las mismas cantidades,
solo que en algunas ocasiones resulta mas facil trabajar con alguna de ellas. Dada la expli-

cacion anterior, se prueba finalmente el teorema de Jacobi de la siguiente manera.
Teorema (Jacobi)
Si n es un numero natural, entonces el nimero de representaciones de n como suma de dos

-3 ()

d|n

cuadrados es R(n), donde

Demostracion. Sea n un nimero natural y que se expresa como producto de primos,

donde p; = 4k + 1y q; = 4k + 3, de la siguiente manera:

T N
e[ o[ ]t
i=1 j=1

Es claro que al tomar divisores de »n de la forma 4k + 1 y 4k + 3, las potencias de dos no

entran en ningun divisor de dichas formas. Entonces podemos tomar a n simplemente como
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o[ ot =

donde a es el primer producto de primos y b es el segundo producto de primos respectiva-
mente, es claro que a y b no necesariamente son nimeros primos, pero si que (a,b) = 1.

Es facil ver que cualquier divisor d de n puede ser un producto de primos de la forma
4k + 1, y también un producto de primos de la forma 4k + 3 o bien un producto de ambos
primos.

Sean=a'b y d | n, entonces existen d; y d, tales que d; | a, d, | by d=d;-d,,

donde d, d4, d, son divisores impares. Por tal motivo podemos aplicar el simbolo de Jacobi
-
d) \d,/\d,/)’
> (@) =D
d - dl d2 wEw mEw sEwow ]

Y haciendo lo anterior repetidamente generalizamos a potencias de primos. Ahora bien, si

y se tiene que

Entonces

el nimero en general es una potencia de 2, entonces entre sus divisores 1,2,22, .2k el

Unico termino no cero, se obtiene tomando d = 1, pues es de la forma 4k+1.
En el caso de un primo p = 1(mod 4), entonces (_?1) =1, y si se tiene p* entonces cada

uno de los a; + 1 sumandos seran 1; asi
< ) ﬂ(al +1).
l 1 i

En el caso de que un primo q = 3(mod 4), los sumandos se alternan entre 1 y -1, y enton-

al I, p;t

CcEs

> (D2 Y-k,
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De esta manera se tenia que

T S
— a;i Bj
n= pi qj )
i=1 j=1

y tomando p;s = dy y qjs = dj, junto con (1), llegamos a que

r

Z (_—dl) = [ll:[(ai +1)|(1) = H(ai +1), si B es par.

i=1

De la misma manera

Z (__dl) = ll:[(ai +1)|-0=0, sipesimpar.
%) Jeern

78
De esta manera tenemos que

R(n) = 4ﬁ(ai +1) = 42 (_—dl) = 4[t(1,n) — 13, m)] = f(n),

que es lo que se queria demostrar. =

® Teorema. Sea n un entero positivo y n = 2¥ [T, p*I1q qP, donde p representa los divisores de la forma
4k+1 y g representa a los primos de la forma 4k+3. Si k = 0 0 1 y todos los 8 son 0, entonces r(n) = 2¢%2,
donde ¢ es el niimero de primos p de la forma 4k+1 que divide a n, de otra manera r(n) = 0 . Si todos los 8
son pares, entonces R(n) = 4[]i_;(a; + 1), de otra manera R(n) = 0.

Denotamos a r(n) como el niimero de pares ordenados (x, y) de enteros tales que (x, y)=1 y x? + y* = n, que
es el namero de representaciones de n. Véase Niven, Zuckerman, Montgomery [1991], pp. 163-168.
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Apéndice B

Al inicio del capitulo 2 se mencion6 que para la suma de tres cuadrados se hace uso de un
resultado propio de formas cuadraticas. Sin embargo no profundizariamos en dicha teoria
—en el capitulo se explicd el motivo—, asi que Unicamente se pasaran a exponer algunos
resultados de esta teoria sin ninguna demostracion.

A la expresion siguiente (1) se le denomina funcion homogénea en n-variables de segundo
grado. Un caso especial de estas funciones es cuando n = 2, y dicha funcién se le denomi-

na forma cuadratica.

Fi(x) = xtA zn:zn: (VEFD T T ()

i=1j=1
Donde A4 es una matriz simétrica asociada a la forma y x es un elemento de un espacio vec-

torial V. La expresi(')n (1) también se puede ver asi

n n
Fi(x) = Zauxxj ZZaﬂxx] Eaux +22auxx]

i=1j=1 i=1j=1 i<j
Ejemplo.

Toémese la matriz identidad I,, de tamafio n X n. Entonces la forma cuadratica asociada es

n n

F (X1, %) = ZZ QXiXj = A1 X5 + Q%5 + -+ AppXi = X5 + X5 .+ x5,
i=1j=1
pues
L L0 _{aij=o sii#j
L ’ T al]=1Sll=]
0 - 1

Una forma cuadritica F:V = R® - R = K, [F4(x) = x*Ax], se dice que es positi-
va-definida si F,(x) = x*Ax >0 VO #=x € V.
Ademés, se dice que una forma cuadratica es binaria, si esta expresada con dos variables y
ternaria si tiene tres variables. Asi, se pasa a describir los resultados que ayudaran para la
solucion del lema 2.1.4, primero se mencionan dos resultados respecto a formas cuadraticas

binarias.
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a
b

forma cuadratica asociada a la matriz A. Se tiene que la forma cuadratica binaria F, es posi-

Lema (a) Sea la matriz simétrica A = ( lg), y sea Fy(xq,x,) = ax? + 2bx,x, + cx? la

tiva definida si y sélo si a > 1y el discriminante d satisface d = det(4) = ac —b? = 1.

Una caracteristica para que cualquier entero positivo representado por una forma cuadratica

sea suma de dos cuadrados, es que sea una forma positiva-definida y con discriminante 1.

Teorema (b) Toda forma cuadratica binaria positiva-definida con discriminante 1 es equi-

valente a la forma x? + x3.

Generalizando las formas cuadraticas binarias, se llega a las formas cuadraticas terna-
rias, que a continuacidn se pasan a mencionar y que son en realidad una generalizacion de

las formas vistas anteriormente.’”

Formas Cuadraticas Ternarias

bi1 biz by
Lema (¢) Sea B = b1, by, by3 | una matriz simétrica de tamafio 3 X 3 y Fg su corres-
biz  byz b33

pondiente forma cuadratica ternaria con determinante d. Entonces
b11Fg(x1, X, X3) = (b11X1 + biaXp + by3x3)* + G (X2, X3).

Donde G+ es la forma cuadratica binaria asociada a la matriz

B* = < b11b22 - b122 b11b23 - b12b13>
b11b23 - b12b13 b11b33 - bf3 ’

y G+ tiene discriminante by d. Si Fg es positiva-definida entonces Gg-es positiva-definida,
en cambio la Fy es positiva definida siy solo si los siguientes tres determinantes son positi-

VOs

by, = det(by;) = 1,d = det (Z” 212) 21y d=det(B) =1
12 22

Teorema (d) Toda forma cuadratica ternaria positiva-definida con discriminante 1 es equi-

valente a la forma x? + x3 + x2.

7 Todas las pruebas de estos resultados tanto de formas binarias como de ternarias, pueden verse en Nathan-
son [1996], pp. 9-17.
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Apéndice C

Se llegd a que para probar que —d’ sea un residuo cuadratico médulo 2p = d'n — 1, tene-

mos que probar que

z k; = 0 (mod 2),

q;la’
qiES'7

de esta manera, nos basaremos en la prueba por contradiccion tomando como ciertas nues-

80 en ambos casos la suma

tras hipotesis del problema en cuestion. Como se puede observar,
(8) que es la misma que (10) queda expresada como se queria mostrar, pero veamos por qué
(7), (8), (9), y (10) se cumplen, verificandolos mediante una prueba por contradiccion.
Se tiene que

d' = 1_[ 3ki H (=1)k (mod 8).

aila’ aila’
q;=3,5(mod 8) q;=5,7(mod 8)

Del primer caso del cual se concluyen (7) y (8), supongamos que (8) no se cumple,

por tanto se tiene que

Z k; =1 = (mod 2),

aila’
q;=5,7(mod 8)

z (—1)ki = —1.

aila’
qi=5,7(mod 8)

entonces

Ahora bien, se tiene que toda potencia de 3 deja como resto 1 o 3 modulo 8, ya que para

cualquier entero positivo £.
(3)%* = (3%2)k = 9% = 1¥ = 1 (mod 8),

(3)2k+1 = 3(32)k = 3(9%) = 3(1¥) = 3 (nod 8).

% Las congruencias (7), (8), (9), y (10) que se demuestran en este apéndice estan escritas de manera ordenada
al final de la prueba del lema 2.1.6.
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Por tanto, si d’ = 3 (mod 8), entonces

3=d = 1_[ 3ki 1—[ (—1Dki = — 1_[ 3k (mod 8),

il a’ aila’ q;|a’
q;=3,5(mod 8) q;=5,7(mod 8) q;=3,5(mod 8)

pero

1_[ 3k =3% =301 (mod 8),

aila’
q;=3,5(mod 8)
para alguna a; € Z*; asi
d' =3 =-3,—1(mod 8),

de esta manera, 3 = —3 (mod 8) y 3 = —1 (mod 8), lo que es una contradiccion.
Por lo tanto

z k; = 0 (mod 2).

qi|d’

4i=5,7(mod 8)

Falta mostrar (7). Para probarlo supongamos que no se cumple, es decir, que

Z k; = 0 (mod 2),

q;lda’
qi=3,5(mod 8)
y como
a= || s || coe=smoas,
qila’ ;| a’
q;=3,5(mod 8) q;=5,7(mod 8)
entonces
1_[ 3% = 3 (mod 8) RPN & & § B
;| a’
q;=3,5(mod 8)
pero

Z k; = 0 (mod 2).

qila’
q;=3,5(mod 8)

De esta forma existen k; pares y un nimero par de k;,¢ impares.



Por lo tanto

3k =1 (mod 8) U ¢ V) §

q;|a’
q;=3,5(mod 8)

por (11) y (12), tenemos que 3 = 1 (mod 8), lo que es un absurdo. Asi:

Z k; =1 (mod 2).
qi|d’
qi=3,5(mod 8)
Para el caso en que n =3 (mod 8), c =1y d =1 (inod 8) se sigue un procedimiento
analogo al anterior, y asi se obtiene la veracidad de (9) y (10); de esta forma —d’ es un re-
siduo cuadratico modulo 2p = d'n — 1, y por lo tanto n es suma de tres cuadrados, que es

lo que se queria demostrar. =
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