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Estructura de la Tesis

En este trabajo estudiamos el problema de homogeneizacién para un fluido actstico
compuesto por capas de dos fluidos distintos acomodados de forma periédica en una di-
reccién. Como resultado de la homogenezacién obtenemos un material cuyas propiedades
no se presentan de forma natural. A estos materiales se les conoce como metafluidos.
Para estudiar este problema dividiremos el presente trabajo en las siguientes partes:

= En la introduccién presentaremos brevemente el contexto histérico y cientifico del
desarrollo de los metamateriales y en particular de los metafluidos acusticos; tam-
bién revisaremos una aplicacién directa de un metafluido actstico, dada por el
espejo acustico. Veremos ademas los dos tipos principales de metafluidos que se
clasifican por la anisotropia en dos de sus propiedades fisica, la inercia y la defor-
macién por esfuerzos. Finalmente presentaremos algunas simulaciones numéricas
para el espejo.

= FEn la segunda parte definimos las distintas nociones de convergencia relevantes en
los problemas de homogeneizacion. En particular revisaremos la idea de convergen-
cia débil e introduciremos la convergencia a dos escalas de Allaire [1].

= En la tercera parte presentaremos el concepto de homogeneizacién e ilustraremos
dos procedimientos de la misma: el método asintético, que no es riguroso, y el méto-
do por convergencia a dos escalas que es riguroso y sera el método que se usara
para el modelo que nos interesa.

= En la cuarta parte, que es la seccion principal de la tesis, se propondra el diseno
de un modelo fisico para un metafluido actstico. Este diseno consiste en un arreglo
de capas periddicas de dos fluidos normales. Usando el método de homogeneizacion
cuando la periodicidad de las capas tiende a infinito se demostrara que el sistema
resultante satisface las propiedades del metafluido que se usa en el diseno del es-
pejo acustico. Se presentard la homogeneizacioén de este por el método asintético,
propuesta por John D. Smith [18] y se realizara la homogeneizacién rigurosa por
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convergencia a dos escalas, demostrando la existencia y unicidad de las soluciones
de la ecuacién macroscopica homogeneizada asi como la forma y regularidad de las
funciones limite.

En los anexos se abordaran conceptos matematicos clasicos también usados en
la tesis, esto incluye, el concepto de espacios de Banach y Hilbert, asi como de
Sobolev, incluyendo desigualdades que dan propiedades de compacidad a estos y
una descripcién del método de elemento finito.
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Parte 1

Introduccion



Capitulo 1

Metamateriales: Contexto historico

y cientifico

La ciencia de materiales ha representado una parte importante del desarrollo tec-
nologico moderno, los cientificos han explorado a lo largo de la historia las propiedades
de distintos materiales asi como la posibilidad de la generacién artificial de algunos de
ellos, con objetivos tantos puramente cientificos como de utilidad tecnolégica. En este
capitulo se presentara brevemente el contexto histérico y cientifico en el que un tipo
especifico de materiales (los metamateriales), que en los 1ltimos anos ha ganado impor-

tancia, se han desarrollado.



1.1. Definicion de metamateriales

Todo material creado por el hombre o por la naturaleza tiene una composicién interna,
incluso en el caso de moléculas o atomos. En general para describir la interaccion de un
material con ondas externas de distintos tipos (por ejemplo las electromagnéticas o las
mecanicas), solo necesitamos conocer ciertos parametros caracteristicos del material. En
el caso electromagnético la permitividad eléctrica € y la permeabilidad magnética u,
en el caso mecanico la densidad p y el médulo de compresibilidad . Estos coeficientes
describen al material macroscépicamente como un material homogéneo, y se obtienen de
promediar las contribuciones de la interaccion de las ondas con la microestructura, dicha
interacciéon depende de la relacion del tamano caracteristico de la microestructura y la
longitud de onda de la radiacién con la que interactua. En particular una onda es “ciega”
a estructuras mucho mas pequenas que su longitud de onda.

La palabra metamaterial tiene como raiz griega la palabra “meta” (ueTa) que significa
“mas alla”. Estos materiales presentan estructuras disenadas por el hombre a nanoescala
(microestructuras) y propiedades no convencionales cuando interactuan con ondas de
cierta longitud de onda que sea mayor a la longitud caracteristica de la microestructura.
Este tipo de materiales no son recientes, en la historia han existido varios materiales
hechos por el hombre con inclusiones més pequenas que la longitud de onda de la luz
visible, en particular utilizados por algunos artistas estan algunos vidrios.

La primera vez que la palabra “metamaterial” apareci6 en la literatura cientifica fue en
el ano 2000, Smith et al. [17] publicaron un articulo sobre materiales microestructurados
con permeabilidad negativa a frecuencias de microondas, aunque varios autores atribuyen
que dicha palabra fue acunada un poco antes por el profesor de la Universidad de Texas
Rodger M. Walser en 1999.

Una definicién mas completa de los metamateriales es la que sigue (consultar [7]):
Un metamaterial es un material artificialmente estructurado cuya respuesta a un
estimulo se debe a la respuesta conjunta o promedio de los elementos de su microestruc-

tura.



1.2. Metafluidos acusticos

Una clase interesante de metamateriales (propuestos teoricamente) son aquellos com-
puestos por fluidos, cuyas respuestas a ondas mecanicas (como las de sonido) son distintas
a las que presentan la mayoria de los materiales actsticos.

El estudio de estos materiales es mas reciente que el de los metamateriales épticos,
la primera vez que aparecio el término “metafluid dynamics” en la literatura cientifica
fue en una conferencia impartida en el “International Symposium on Theoretical and
Computational Fluid Dynamics” en la Universidad Estatal de Florida el 7 de Noviembre
de 1996. La teoria fue publicada en la revista “Physics of Fluids” bajo el titulo “Analogy
between the Navier-Stokes and Maxwell’s equations: Application to Turbulence” [13]
pero fue presentada con mayor detalle un ano después en la tesis del mismo autor titulada
“Analogy between the Electromagnetic and Hydrodynamic Equations: Application to
Turbulence”, el titulo de estos trabajos tienen mucho sentido histérico ya que la idea de
generar teorias sobre metafluidos nacié en el sentido de generalizar la teoria ya estudiada
de metamateriales épticos.

Andrew N. Norris de la Universidad Rutgers en Piscataway, Nueva Jersey fue de los
impulsores del estudio de estos materiales. Un metafluido actstico tiene como principal
caracteristica la “imitacién” de dominos (con dominio me refiero a espacio ocupado por
el fluido) de otros fluidos o metafluidos (esto es, puede responder ante ondas mecénicas
de manera idéntica que como lo harfa otro fluido pero con un domino distinto). Una de
las aplicaciones de esta caracteristica es el llamado “cloaking” actstico o “sigilo” acustico
ideal, esto es, el ocultamiento de algin dominio ante cierto tipo de ondas.

En general, la regién imitada (esto es la regién ocupada por el fluido actstico cuya
respuesta es imitada) es mas pequena que la original y puede verse como una regién
compactada de la misma. La dindmica de un fluido esta definida de manera general por
su tensor de esfuerzos y su densidad (ambos incluidos en las ecuaciones constitutivas y
de Navier-Stokes). En términos de estas cantidades existen principalmente dos tipos de

metafluidos acusticos:



» Materiales con inercia anisotrépica (la densidad de masa de la cual depende la
inercia del material tiene forma de matriz, esto es, tiene méas de una direccion
preferencial) y relacién constitutiva con el tensor de esfuerzos usual. Este tipo de
materiales se hacen normalmente usando capas de materiales isotrépicos distintos,

cuya respuesta efectuva (macroscopica) resulta en la anisotropfa inercial [14].

= Materiales con tensor de esfuerzos generalizado, que incluyen a los llamados elasti-
cos pentamodos (este nombre viene del nimero de modos de vibraciones funda-

mentales) [14].

La propiedad principal de un metafluido actustico, como ya se menciond, es la habilidad
de imitar otro fluido actstico que ocupe un dominio distinto. A este fendémeno se le conoce
como “acoustic mirage” cuando, por ejemplo, un observador escucha la reflexién de una
pared de la onda de sonido distante cuando en verdad el eco se origina en una pared mas

cercana.



Capitulo 2

Aplicaciones de los metafluidos

acusticos

Los metamateriales actsticos tienen varias aplicaciones interesantes muy parecidas a
las aplicaciones de los metamateriales 6pticos en el caso de las ondas electromagnéticas,
ya que permiten manipular el recorrido del frente de onda dentro del material de la
manera mas conveniente. En esté capitulo presentaremos una aplicacion clasica de los
metafluidos actsticos: el espejo, esto es, simular la respuesta de reflexién de un fluido

normal con un metafluido de dimensiones arbitrariamente menores [14].



2.1. Espejo acustico en una dimension

Vamos a suponer que tenemos un medio semi-infinito en x > 0 con una densidad
de masa uniforme py y un médulo de compresibilidad volumétrico kg. Y tenemos ondas
mecanicas de presion p(x,t) y velocidad #(x,t) (ambas definidas en R x R™) que en el
limite actstico siguen las ecuaciones definidas en la region donde se encuentra el fluido
(revisar [14]):

pvi = —=Vp
p=—-KkV- T

Dénde py ¥ son las derivadas temporales de la presién y la velocidad respectivamente,

suponiendo que la parte temporal ambas ondas es de la forma e~*? obtenemos de estas
dos ecuaciones la onda estacionaria para la presién dentro de la regién 0 < z < b (donde

en cero tenemos una parte reflejante perfecta) dada por
p—cAp =0

La velocidad de la onda es ¢y = \/% y tiene condiciones de frontera continuas. Se
reemplaza la regién 0 < x < b con una seccién mas corta 0 < b —a < z < b (esto es, se
recorre la pared reflejante a b — a) lleno con un metafluido.

Queremos que un observador en x = b escuche una respuesta a la onda como si todo
el medio fuera del fluido original. Hay dos condiciones que se tienen que cumplir para

que esto pase

= No debe de haber reflexion en x = b, es decir, la impedancia actustica es la misma

en la region modificada que en la de antes.

= El tiempo de viaje de la onda que incide de 0 a by de b—a a b no debe de cambiar

(para que ambas ondas lleguen al mismo tiempo al otro extremo del dominio).

Estas dos condiciones aseguran que la amplitud y fase de cualquier senal es la mis-

ma que antes. Sabemos que la velocidad en el metafluido es \/%. Para satisfacer las
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condiciones anteriores se puede encontrar en [14] que se debe de cumplir

pc = pocy (misma impedancia)

) (2.1.1)
— = — (mismo tiempo de viaje)
Co
Por lo tanto,
b
p= apo
a (2.1.2)
K= —K
o

En este caso el metafluido es otro fluido normal. La masa total del fluido nuevo no

cambia (pob = pa).

2.2. Espejo en dos dimensiones

Nos planteamos el problema anterior, pero en dos dimensiones. Esto es, tenemos una

onda incidente oblicua de la forma
p = eiFF—w) (2.2.1)

(con (Z,t) € R2xRT) dénde k es el vector de onda dado por k = (cos(6), seno(6)) con 6 el
angulo de incidencia medido desde la normal a las interfaz, que en este caso es n = (1,0),

dicha onda recorre una distancia horizontal b en un tiempo de viaje originalmente de

b
cos(fo)co *

Si hacemos una inclusién en 0 < b — a < x; < b que se extiende en z2 sobre todo el
dominio. Ahora el tiempo de viaje sera #(6’)07 donde 6 esta definida por la ley de Snell.
sen(0)  sen(6y)

= 2.2.2
. . (2.2.2)

Al mismo tiempo exigimos que la reflectividad (R) sea cero, esto es la impedancia

8
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Figura 2-1: Espejo en dos dimensiones

(Z) de la capa modificada y el fluido original sean iguales (algo anélogo a la condicién

de no reflexién en una dimensién), dadas por

A
=7 Z0
+ 2o (2.2.3)
pc
7 —
cos ()
(para mayor referencia consultar [6])
La condicién sobre la impedancia y el tiempo de viaje es en esta caso
pc_ _ _Po
cos(0)  cos(by)’
4 b (2.2.4)

cos(B)c — cos(fy)cy’

Despejando p de la primera ecuacién y sustituyendo ¢y obtenido en la segunda tenemos

que

— (2.2.5)
1+ \/1 - ¥86n2(2«90)]




La primera condicion ya se habia obtenido en el espejo en una dimension, y la segunda
condicién nos dice que solo habré reflexiéon en la direccién del dngulo de incidencia 6.
Para poder solucionar esta limitante necesitamos introducir méas grados de libertad.

Hay dos maneras tipicas de obtener estos grados de libertad extras: podemos intro-
ducir a un material inercia anisotrépica (la densidad de masa ahora adquiere un caréacter
tensorial), o podemos debilitar la relacién clasica entre el tensor de esfuerzos (o) y el
tensor de deformaciones (€) a una relacién anisotrdpica lineal, a este tipo de materiales
(con relacién anisotrépica de esfuerzo y deformacion) se les llama materiales pentamo-
dales ya que presentan cinco modos fundamentales de vibracién. En el siguiente capitulo

se precisa mejor esta idea.
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Capitulo 3

Tipos de metafluidos acusticos

Hay dos formas comunes de generalizar las propiedades actsticas de un material, ya
sea cambiando la isotropia de su inercia, y asi cambiando las direcciones principales de
movimiento, o cambiando la relacion constitutiva entre la deformacion del material y la
fuerza ejercida sobre este que se resume en cambiar la isotropia de la relacion entre el
tensor de esfuerzos y el tensor de inercia [14]. En este capitulo presentaremos de manera

detallada estos dos métodos.
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3.1. Inercia anisotrépica

Para introducir el concepto de densidad de masa anisotrépica primero vamos a en-
contrar las ecuaciones que gobiernan la propagacién de ondas de sonido en los fluidos.
Dichas ecuaciones s encuentran imponiendo un balance entra la compresibilidad (cambio
de volumen de los elementos del fluido) y la invercia del fluido. La aceleracién de un

elemento de fluido esta dado por

donde ¥, es la velocidad del fluido. Tomando el limite lineal (esto es, suponiendo que
las perturbaciones de ¢ son muy pequenas) depreciamos los términos cuadraticos, por
lo tanto le término advectivo en la derivada total (¢ - V¥) no aparecera en la ecuacién
anterior . Se despreciaran los efectos de viscosidad, conduccién de calor y fuerzas externas
(incluyendo la gravedad). La naturaleza inercial de la densidad p del fluido se expresa
aplicando a un elemento pequeno de fluido, la segunda ley de Newton, la cual dice que
el producto de la masa por la aceleracion por unidad de volimen es igual a la fuerza
total aplicada por unidad de volimen. Las fuerzas aplicadas en este caso solo se deben a
esfuerzos internos, for lo tanto la fuerza aplicada por unidad de volimen serda —Vp, con

p la presion acustca del fluido, con la cual obtenemos la ecuacion
pi=—Vp

La compresibilidad implica que la densidad del fluido puede cambiar, para lo cual se debe

de cumplir una ley de continuidad (conservaciéon de masa) dada por

dp L
EﬂLV-(pv)—O

LCudn pequeiias necesitan ser las perturbaciones para que tengamos el limite lineal se puede leer méas
a detalle en el Capitulo 2 de Lighthill, J., ” Waves in Fluids”, Cambridge University Press, Cambridge
(2001)
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Linealizamos dicha ecuacién suponiendo que el fluido tiene una densidad uniforme pg

que no cambia con el tiempo. De esta suposicion y usando las dos ecuaciones anterirores,

obtenemos las ecuaciones para la presién y la velocidad de un fluido en el limte acustico
pu=—Vp

(3.1.1)
p=—rV U

Donde v es el campo de velocidades y p la presién actustica y sus respectivas derivadas
temporales v y p. Ahora supongamos que la densidad de masa (que en este caso representa
el comportamiento inercial del material, esto es, su resitencia hacia el movimiento cuando
una fuerza se le aplica) es una matriz diagonal, esto significa que el material con dicha
densidad presenta dos direcciones distintas de interacciéon inercial en lugar de una como

es el caso de los materiales clasicos

pr 0
p et
0 p2
-Problema:FEncontrar p y x tales las soluciones de la ecuacioén 3.1.1 se comporten igual

en la regiéon b < x; < oo que las soluciones de la misma ecuaciéon con los coeficientes pg

y kg correspondientes al fluido original.

Sustituyendo p en la primera ecuacién de 3.1.1 obtenemos

0 v
P1 1 - Vp=— Pa

0 p2| [V D2

(3.1.2)

donde p ; es la derivada de p respecto a la coordenada x;. Sea ¢; = , / f (la velocidad de
J

la onda de presion p en la direccién j). Por lo tanto tenemos que

. P11
Ul,l = —p—
1

3.1.3

. D22 ( )
U2 = —7"—
P2

13
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Figura 3-1: Espejo en dos dimensiones

También sabemos que
p = —kV - Uy derivando con respecto al tiempo p = —xkV - v (3.1.4)

Usando las ecuaciones (3.1.3) y (3.1.4) obtenemos una ecuacién de onda anisotrépica

para la presién.
.. . . R K
p=—k(vi1+v32) =—p11+ —DP2
P1 P2 (3.1.5)

p—= C%P,n - C§p,22 =0

De ahora en adelanta, nos referiremos a la onde de presién como la solucién de la ecua-
cién anterior. Sea vy la velocidad de fase (la tasa de cambio de la fase, parte del periodo
transcurrido desde el momento en que la onda empez6 a propagarse, de cualquier com-
ponente de frecuencia) de la onda en direccién n = nié; + nqgéy (dénde ese define de
manera general las entradas de vy estdn dadas por (vf); = i) v ¥y la velocidad de grupo

(velocidad de la envolvente de la onda con entradas (vy); = g_l:)’ y estan dadas por ( [6]

pag. 1).

2 _ 2.2 22

vy =Ny + can

oo (3.1.6)

—

—1 2 ~ 2 A
U, =v" (ciniéy1 + c3neés)
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Con ¢ y €, los vectores unitarios en direccion z; y x5 respectivamente. Podemos entonces
encontrar la solucion al problema en dos dimensiones. El tiempo de viaje una distancia
a en direccién de e; es: t = ﬁ, la impedancia en direccion e; es Z = a% y la direcciéon
de propagacion de la onda es (ny,n3) = (cos(f), sen(d)). Bajo el supuesto de condicién

de cero reflectividad y mismo tiempo de viaje obtenemos las condiciones de la seccion

2.2.

piv PoCo
cos(0)  cos(fy)
- , (3.1.7)

cicos(0)  cocos(y)
Con esto finalmente podemos obtener p y k. Dividiendo estas ecuaciones obtenemos,

Kk = %Ko, y usando la ley de Snell (v'sen(d) = c;'sen(f)) se obtienen.

vt p 12
2 Cgp Op (3.1.8)
—(2) S <1 — —1) sen’(6y)
v K pa
Finalmente resolviendo (3.1.7) y (3.1.8) obtenemos los parametros buscados
a b a

S =~ = — 3.1.9

K= TR0 PL= —po s P2 = 00 (3.1.9)

Que claramente ya no dependen del angulo de incidencia.

3.2. Materiales pentamodos

Ahora veremos que sucede si en lugar de tener inercia anisotrépica, tenemos rigidez
anisotrépica, dejando la densidad isotrépica (respuesta ante las fuerzas de cuerpo que
actuan sobre el material con una sola direccién preferencial) y debilitamos ahora la rela-

Dt (D)t

cién constitutiva entre el tensor de esfuerzos o y el tensor de deformaciones € = 5

con ¥ la velocidad del fluido (que describen la relacién que tiene las deformaciones del

material y la fuerza que se le aplica a este en algin punto) que clasicamente tiene la
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forma isotrépica (con coeficientes escalares).

La relacién estandar es & = —pl con p = tr(e)x siendo p la presién e I es la
identidad para un fluido ideal [14]. Ahora, reemplazamos esta relacién por la siguiente

relacion anisotrépica en dos dimensiones

(3.2.1)

(donde @ es una funcién a valores matriciales simétricos y dos dimensionales, cuya

divergencia es cero por conservacién de la energia [14]). La notacién Q : € representa
., : . _ 9Qi;

la doble contraccién de dichas matrices, esto es >, >, Qi€ vy V- Q = >, 4. Los

materiales acusticos estandares corresponden a Q = I, donde recuperamos la relacién

constitutiva clasica o = xe.

Podemos reescribir la primera ecuacién de (3.2.1) como o = —pQ, donde p = —k(Q :
€). Usando que la divergencia de Q es cero, la ecuacién de movimiento y la ecuacién de

continuidad del metafluido resultan respectivamente

pi=—QVp
p=—krQ : DU

(3.2.2)

la combinacién de estas ecuaciones resulta en una ecuacion de onda escalar anisotropica

para p
P—rQ:V(p'QVp) =0 (3.2.3)

Supongamos que ) es constante y diagonal con entradas (1 y ()2, usando esto y la

ecuacién de onda podemos obtener que las velocidades de fase (vy) y de grupo (v,) de la

U = (1/An? + And)n
f 1741 2742 (3.2.4)

—

(%

onda de presién p son

—1 2 A~ 2 A
g = U (cinié; + c3nqés)
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(revisar donde [6]) ¢; = Q; \/%, son las velocidades de la onda en cada direccién de
propagacion.
Si ahora usamos la ley de Snell y la conidicién de tiempo de viaje igual y de impedancia

cero, obtenemos las siguientes relaciones

_akg o bp _b
Ql_ b/’i ’QQ_GPO’Qle_a

De esto podemos darnos cuenta que la cantidad fisica que es importante aqui, es el
producto de k con Q ® Q (dén de se encuentran los términos @1, Q2 y @1Q2), cada
uno de los parametros k, ()1, )2 pueden ser seleccionados independientemente de forma
natural imponiendo V- @Q continua en la interfase, lo que hace que Qn, llamado vector de
traccién, es continuo (en general pedir divergencia cero hace que la componenta normal
del campo sea continua en la interfase, un ejemplo andlogo a esto es el cldsico campo
magnético H).

Ahora, en el caso n = €1, tenemos ()1 = 1y lo cual determina el resto de las relaciones

b a 1 0
p=—py, K=Ky, Q= (3.2.5)
a b 0

Q|

Comparando con las ecuaciones obtenidas para el material con inercia anisotrépica, en
cada caso, la densidad y la rigidez asociadas con la normal é; son iguales a las del caso
en una dimension, gpo Y §Ko, respectivamente.

El material con inercia anisotrépica tiene una inercia menor en la direccién transver-
sal €3, po = §po (ya que a < b, entonces p; < p2). El segundo metafluido ha incrementado
su rigidez en esa direccién transversal (@2 > ()1). El efecto en cada caso es incremen-
tar la velocidad de fase en la direccién transversal (tiene menos rigidez que impida su

movimiento en esa direccién) comparado con la direccién normal.
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3.3. Simulacion computacional (Espejo en 2D)

Para simular las ecuaciones efectivas obtenidas en el material se utilizé una libreria de
Elemento Finito de C++ llamada FreeFem++- (se puede consultar la amplia documen-
tacion en [11]. Se simulé un metafluido acistico con inercia anisotrépica que presentas
las propiedades de espejo presentadas en seccion 3.2, esto es, se resolvié la ecuaciéon de

onda estacionaria anisotrépica (3.1.5) para la presién, suponiendo como parte temporal

la onda arménica e ** con w = 1. El fluido imitado tiene una densidad adimensional

po = 1y coeficiente de médulo de compresibilidad ko = 1, usando las ecuaciones (3.1.9)

0
la densidad anisotrépica del metafluido que imitard al fluido original es p = P
0 po

con p; = 2, py = ¢ y sumédulo de compresibilidad serd k = ¢ (en nuestro caso el tamafio
a’ b

(SylfS]

de fluido imitado es b = 10 y del metafluido que imta es a = 5). Usando que k, = w/c,
Y Cp = \/m (respectivamente para k, y ¢,) se presentan a continuacién las imagenes
obtenidas de la solucion estacionaria del espejo actustico en este fluido para una onda
de presién incidente p(x,y) = (e*+® 4 =)y (que se utilizén como Benchmark, ya
que es una solucién explicita al problema) para cuatro distintos dngulos de incidencia:
0=0,0.2, T y 2 (con arctan(f) = k,/k,), y con condiciones de frontera pseudo periédicas
en las fronteras horizontales (para tener ondas incidentes a distintos dngulos), y de refle-
xion perfecta en la pared izquierda; se puede observa que en todos los angulos es clara la
imitacion del espejo del fluido original (en todos los casos el solver utilizado para invertir
la matriz de elemento finito fue Gradiente Conjugado y el error relativo de la onda refle-
jada por el metafluido en comparacién con la onda reflejada por el fluido original fue de

2 x 1078 %, que se puede considerar como un cero computacional).
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X1

 J

X14

Figura 3-2: Curvas de nivel de onda estacionaria de presién en fluido cldsico (arriba) y el

metaflido (abajo), con éngulo de incidencia § = 0

Figura 3-3: Curvas de nivel de onda estacionaria de presién en fluido cldsico (arriba) y el
metaflido (abajo), con una onda con angulo de incidencia 6 = 0.2
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X14

X2
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X14 X2

Figura 3-4: Curvas de nivel de onda estacionaria de presién en fluido cldsico (arriba) y el

metaflido (abajo), con una onda con dangulo de incidencia 6 = /4
Iﬂmﬁ

Figura 3-5: Curvas de nivel de onda estacionaria de presién en fluido clédsico (arriba) y el
metaflido (abajo), con una onda con angulo de incidencia 6 = 2

X1

X14
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X2

Figura 3-6: Curvas de nivel de onda estacionaria de presién en fluido cldsico (arriba) y el
metaflido (abajo), con una onda con dangulo de incidencia 6 = /4
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Capitulo 4

Nociones de convergencia

En muchos casos cuando queremos resolver una ecuacién diferencial parcial en un
espacio especifico podemos usar espacios alternativos densos en el original (por ejemplo el
espacio de las funciones suaves, que es denso en el espacio de las funciones p-integrables),
y asi obtener sucesiones de ecuaciones que son mas faciles de resolver cuyas soluciones
convergen a la solucién de la ecuacion original, esté método es muy utilizado en ecuaciones
con coeficientes que varian rapidamente déonde podemos definir dos escalas de variacion.
Al mismo tiempo si estamos resolviendo algiin problema de ecuaciones parciales en el
espacio de Sobolev W, (€) (definicién A.2.6) para encontrar algunos estimadores sobre
nuestras funciones solucién nos va a ser ttil saber en qué otros espacios esta contenido
este, i.e. cuando se cumple que VVO1 P(Q) C L1(Q) para alguna ¢, y qué propiedades debe
de cumplir la ¢ para que esto suceda. Es importante saber el criterio de convergencia de
nuestras soluciones; y para ello existen distintos tipos de convergencia, la méas conocida es
la convergencia fuerte, que es la converegencia respecto a la métrica del espacio. En este
capitulo se introduciran otras dos nociones de convergencia, la débil que es mas general
que la fuerte y la convergencia a dos escalas que se puede posicionar en medio de la débil
y la fuerte, también se demostrara el teorema de compacidad de Rellich Kondrachov
(Teorema 4.2.7), que caracteriza la compacidad de los encajes entre espacio de Sobolev y

Lebesgue. Dichos conceptos nos ayudaran a resolver el problema principal de esta tesis.
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4.1. Convergencia débil

Se sabe que en R" cualquier sucesién acotada tiene una subsucesién fuertemente
convergente (converge en la manera usual con la norma del espacio), a este resultado se le
llama Teorema de Bolzano-Wierestrass. En general, en un espacio de Banach arbitrario
(particularmente, de dimensién infinita) esto no se cumple. En consecuencia a esto la
bola cerrada unitaria en un espacio normado es compacta si y solo si el espacio es de
dimension finita. La compacidad nos sirve para encontrar subsucesiones convergentes
de una sucesién acotada en esa bola. A continuacién se presentard un concepto mas
débil de convergencia, para el cual se cumple que para toda sucesion acotada existe una

subsucesion que converge en este sentido (revisar [9] y [15]).

Definicién 4.1.1 Una sucesion (u) en un espacio de Hilbert real H con producto inte-
rior (-,+) converge débilmente a u si, para cada v € H, se tiene qu

lim (ug, v) = (u,v).
k—o0

En este caso se dice que u es el limite débil de u, y se denota como ur — u.

Por continuidad del producto interior (o producto escalar) si una sucesién wy, converge

fuertemente a w, entonces converge débilmente, ya que limy_, o (ug, v) = (limg_, o0 ug, v) =

(u,v).

Aunque en este caso estamos hablando de convergencia débil en un espacio de Hilbert
y por ello usamos el concepto de producto interior, la nocién de convergencia débil se
puede extender a cualquier espacio de Banach de la siguiente manera.

Sea uy una sucesion en el espacio de Banach V', y sea V* el espacio dual topologico
de V' (Definicién A.1.9); se dice que uy converge débilmente a u en V' si f(ug) converge
a f(ug) para todo f funcional en V*; por esto se demuestra que la convergencia débil es

la dada por la topologia inducida en V' por su dual topoldgico, llamada topologia débil.
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Proposicién 4.1.2 (a) Si up — u en un espacio de Hilbert real H, entonces
[|u|| < Hminf ||ug|| (4.1.1)
k—ro0
(b)Siup — u en H, entonces up, — u en H si y sdlo si
lull = Jim [l (4.12)
— 00

Demostracién. (a) Supongamos que uy — w en H. Si v = 0 la desigualdad 4.1.1
se satisface trivialmente. Entonces supongamos que u # 0, usando la desigualdad de

Cauchy-Schwarz tenemos que

<uk7u>
[lul]

< ||ug|| VEk € N.
Como {(uy,u) — ||ul|?, tomando los limites inferiores tenemos que
lall = tm 29 g 80 g0 g 1|
k—oo  ||ul| k—oo ||l k—300
(b) Si up — u en H, entonces (ug,u) — ||u||?>. Usando la identidad
[lur = ul® = [Jug||* = 2{ur, u) + [Jul|*, k €N,

obtenemos finalmente que

lm ||up — u|]* = 0 <= lim ||ug|| = ||ul|,
k—o0 k—o0

25



Teorema 4.1.3 (Revisar pag. 356-359 de [9]) Toda sucesion acotada en un espacio de

Hilbert realH contiene una subsucesion débilmente convergente en H.

Demostracién. Sea u; una sucesién acotada en H y sea ¢ € R tal que [|ug]| < ¢ Yk € N.

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos que
[ (e, un)| < e |[Jua ]| < effun]]

Con esto tenemos que la sucesion de numero reales (uy, u1) estd acotada y por tanto existe
una subsucecién uj, de uy, tal que (ui,u;) converge en R. La sucesién (uj,us) también
estd acotada, por lo tanto existe una subsucesiéon u? de uj, tal que (ui,us) que converge
en R. Haciendo lo mismo obtenemos, para cada m € N, una subsucesién (uf?) de (u}"™")
tal que (uy",u,,) converge en R cuando k — oo. Definamos wy, := u}. La sucesién wy, es
una subsucesion de ug. Para probar que wj converge débilmente en H, primero vamos
probar que la sucesién de reales (wy, v) converge en R Vo € H. Hagdmoslo por casos.
Caso 1: v = u,,. Observemos que, para cada m € N, la subsucesion (w,,, W11, ...) de
wy, es una subsucesion de u7". Por lo tanto, (W, Uy,) converge en R cuando k — oo para
cada m € N.
Caso 2: v € V := lin({u,, : m € N}) (El espacio generado por u,,). Usando el Caso 1
y la bilinealidad del producto escalar obtenemos que (wy,v) converge.
Caso 3: v € V (denotando la cerraduro de V en H) En este caso, para cada € > 0 existe
w € V tal que |[v —w|| < ;5. Usando el Caso 2 tenemos que la sucesion (wy, w) es de
Cauchy en R. Por lo tanto, existe kg € N tal que |[(wp — w;, w)| < § si k,j > ko. Por lo
tanto
[(we — wj, )] < [wr — wj, v — w)| + [{wp — wj, w)]
< flwe = wjllllv = wl] + [(we — w;, w)|
< (wgll + [[w; 1D = wl] + [{wi — w;, w)]

<20i+gzesik,j2ko.
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Esto prueba que la sucesién (wy,v) es de Cauchy en R y, por lo tanto, converge.
Caso 4: v € H. Como V es un conjunto cerrado en H, se tiene que v = w+2z con w € V

y z € V*. Por lo tanto,
(Wi, v) = (wg, w) + (wg, z) = (W, w).

Aplicando finalmente el Caso 3 podemos concluir que (wy,w) converge en R. Basta
construir al limite débil u, tomemos como funciones prueba v = é, (con {é,},en una

base ortonormal de H), por lo tanto para toda n € N
(Uk, vn) = Cn

Afirmamos que u =) _y e, es el limite débil, primero veamos que esté en el espacio,

neN
esto implicaria ver que ||} _ycnen| < 00, usando que la base es ortonormal tenemos
que demostrar que Y _lc,[* < oo, si tomamos la suma finita Y, = 1"¢,e, v la
usamos como funcién prueba, tenemos que existe una constante C' tal que (ug, )., =

1"cpen) < C|| 300 cnenll (al ser acotada la sucesion de productos punto, pero tenemos

que (ug, v,) — ¢, por lo tanto obtenemos la desigualdad

m m %
Sl <c (w)
n=1 n=1

esto es, para toda m € N

(Emjlcﬁ)é <C

n=1

por lo tanto la suma es finita, esto implica que u = > _« cpe, € H, claramente

neN

lim <Uk, €n> - <Z Cn€n, 6n>

k—o00
neN

por lo tanto u es el limite débil de la subsucesién u, en H. m
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4.2. Teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov

Si Q C R™ abierto y acotado, p € [1,n) y ¢ € [1,p*] (dénde p* = %), entonces
Wy (Q) € L) y dicha inclusién es continua; pero si ¢ € [1, p*) esta inclusién tiene otra

propiedad, también es un operador compacto, dicho concepto se define a continuacién.

Definicién 4.2.1 Se dice que una funcion F : X — Y entre espacios métricos es com-
pacta si para cualquier subconjunto acotado A de X se cumple que F(A) :={F(a):a €

A} es relativemente compacto en Y .

Equivalentemente, F' : X — Y es compacto si para toda sucesién acotada {z,} en X, la

sucesion {F'(x,)} tiene una subsucesién convergente en Y.
Lema 4.2.2 Siu € WyP(R") conp>1, y £ € R", entoncces
| Tew = ull, < [[Vull,[¢]

donde Teu = u(x — €).

Demostracién. Sean ¢ € C°(R") y z,£ € R™. Por el teorema fundamental del célculo,

si t € R™ y definimos la funcién f(t) := p(z — t£), tenemos que

ol — &) — plx) = f(1) - f(0) = / f(tydt = - / (Vele — t€) - €)dt

Ahora, usando la desigualdad de Holder obtenemos

1

oo~ (o)l < | Vola = )lilar < ( [ 9t - t5>|pdt)” €

Por lo tanto, integrando sobre todo R™ obtenemos

oo =9 —poptr< ([ [ et - opaar) i = [91pler

Rn
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esto es,

| Tew = ollp < [[VellplEl Ve € CF(R™) y vE € R

Ahora, sea u € Wy”(R") y tomemos una sucesién {¢;} € C®°(R") tal que ¢ — u en
W, (R™). Entonces ||pr — ull, = 0, ||[Tewr — Teull, — 0y [|Vor — Vall|, — 0, de la

deisgualdad anterior tenemos finalmente que

[ Teuw = ullp = lm [[Tepr —@ellp < lm [[Vor[lp[] = |[Vull,[¢]

Antes de demostrar el Teorema de Rellich-Kondrachov vamos a enunciar algunos
Teoremas y Corolarios que nos serviran para ello. Para demostrar la compacidad de algin
conjunto en un espacio métrico nos es util una caracterizacion general de la compacidad
de un espacio de funciones de un espacio métrico a otro dada por el Teorema de Arzela-
Ascoli, y una caracterizacién particular para los espacios LP dada por el Teorema de

Kolmogorov-Riesz-Frechet, a continuacién se enuncian ambos resultados.

Teorema 4.2.3 (Arzela-Ascoli) Sea K un espacio métrico compacto y H un subespa-
cio acotado de C(K) (el espacio de las funciones continuas sobre K con valores en R).
Supongamos que H es uniformemente equicontinuo, esto es:

Para toda € > 0 existe 6 > 0 tal que d(xy,x2) < 0, entonces |f(x1) — f(xa)] < € para

toda f € H. Entonces la cerradura de H en C(K) es compacta.

La demostracién de este famoso teorema se puede encontrar en [15], pag. 369.

Teorema 4.2.4 (Kolmogorov-Riesz-Fréchet) Sean Q yw abiertos de R", con w CC
Q (esto es, existe un compacto B tal que w C B C Q, que denotaremos aqui como
compactamente incluido) y K C LP(Q) acotado, p > 1, con la siguiente propiedad: para
toda € > 0 existe 6 € {0, dist(w,R"\ Q)} tal que

| Tef = fllerw) <€ VEER™ con [§] <6 yVfeK
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Entonces K, :={fxw : [ € K} es relativamente compacto en LP(w)

La demostracion se puede encontrar en [5], pag. 111. A continuacién se enunciarén y
demostraran un Corolario y un Teorema que seran ttiles para finalmente demostrar el

Teorema de Rellich-Kondrachov.

Corolario 4.2.5 Sean 2 C R™ abierto y K C LP(QY) acotado con p > 1, con las siguien-
tes caracteristicas

(i)Para toda € > 0 y w CC § abierto existe § € {0, dist(w,R" \ Q)} tal que
Tef = fllorw) <€ VYEER" con || <6 yVfeK
(ii)Para toda € > 0 existe w CC § abierto tal que
[l <€ VfeEK

Entonces K es relativamente compacto en LP((2).

Demostracion. Sea ¢ > 0 dada, escogamos un abierto w CC €2 tal que

[ fllrow) <€ VfeEK

Por el Teorema 4.2.4 K, es relativamente compacto en LP(w) y, por lo tanto, existen

g1, -, gm € K, tales que

K, C BLp(w)(gl, 6) U...u BLp(w)(gm, E)

(donde Bpr(.)(g:, €) es la bola con centro en g; con radio € en LP(w)). Es decir, para cada

f € K existe i € {1,...,m} tal que ||f — g;||zr(w) < €. Por lo tanto

/|f—gz»|p=/|f—gi|f’+/ P < 20
Q w QN\w
3
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Esto demuestra que
1 1
K C Brr)(g1,27€) U ... U Bro)(gm, 27 €)

Por lo tanto, K es totalmente acotado, entonces K es totalmente acotado y cerrado, esto
K es relativamente compacto en LP(€)) (més sobre esta nocién de compacidad relativa
se puede encontrar en [9]). m

El dltimo teorema que se va a demostrar antes de proceder con el Teorema de Rellich-
Kondrachov es la desigualdad de interpolacién, muy 1til para encontrar algunas inclu-

siones de espacios LP.

Teorema 4.2.6 (Desigualdad de interpolacién) Sea 1 < s <r <t <oo, § € (0,1),

tal que 2 =%+ 128 y seq u € L*(Q) N L'(Q). Entonces u € L"() y

r s
@) < [lullZeoyllulliio
Demostracion. Escribamos primero

/|u|rdx:/ ][] 10"
Q Q

Seap=g.yq= #, como por hipotesis }—17 + % = 1, podemos aplicar la desigualdad de

Holder para obtener

or
/ lu|"dz < (/ (|u|07")% dx) (/ (|u](1_9)7’)m d:v)
Q Q Q
gi.r (1;9)7"
< |u\sdx> </ ]u|td:c)
Q Q

= (11l ol i1ty

(1-6)r
t

Finalmente, se demostrara el Teorema principal
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Teorema 4.2.7 (Teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov) SiQ C R™ abier-
to y acotado, p € [1,n) y q € [1,p*) (con p* = n”—_’;) el coeficiente critico de Sobolev),
entonces la inclusion Wy*(Q) < LI(Q) es compacta, esto es, toda sucesion acotada en

1 , -
Wy P(Q) contiene una subsucesion convergente en L1(S2).

Demostracién. Sea A C W, " () acotado. Usando la desigualdad de Poincaré (Teorema
A.3.4) tenemos que A es un subconjunto acotado de L?(2) para toda g € [1,p*]. Ahora,
para probar que A es relativamente compacto en L%(2), se demostrard que cumple las

hipétesis (i) y (ii) del Corolario 4.2.5 cuando ¢ € [1, p*).

Sean € > 0 y w un abierto tal que w CC Q. Sea C' > 0 tal que ||u

» < CVu e A
Entonces V¢ € R” tal que |£| € {0, dist(w,R™\ ©)} se cumple que

Pdr = ||u gi <cr

1Teall = [ oo = do < [ futa)

y esto para toda u € A.

Usando la desigualdad de interpolacién (Teorema 4.2.6), el Lema 4.2.2 y la afirmacién

usada en el Teorema A.3.4, podemos concluir que existe C; > 0 tal que

-«
Lr*(w)

| Tew — uf|paq) < [|Tew — uf|Fr o) || Tew — ul]
< (20)'7|Teu — ullgy )
< (20)7|Vul|2|€]* < C1|€]*  para toda u € A
donde o cumple que
1 1 -«
+ *
q p

Notemos que v > 0 si ¢ € [1,p*). Por lo tanto, tomando § € {0, dist(w,Q \ w)} con
1
0 < <C%> se tiene que

| Tew — uf|pa@) <€ VEER" con [{| <dyVueA
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Esto es, A cumple con la hipétesis (i) del Corolario 4.2.5 cuando ¢ € [1, p*).
Por otro lado, como €2 es acotado, la afirmacién usada en el Teorema A.3.4 asegura que

para toda w C () abierto se cumple que

*
—q

|ul|La@w) < [\ w] 77 HUHLP*(Q\w)

< C|Q\w|% para toda u € A

g
Como ¢ < p*, si elegimos un abierto w CC Q tal que |2\ w| < (5) »*=1 " obtenemos
finalmente que

||U||Lq(Q\w) <e YueA

Por lo tanto, A cumple con la hipétesis (ii) del Corolario 4.2.5 cuando ¢ € [1,p*), y en

consecuencia, A es reltivamente compacto en L?(£2). m

4.3. Convergencia a dos escalas

Existe otra nocién de convergencia cuando una funcién presenta oscilaciones a distin-
tas escalas, la llamada convergencia a dos escalas. Para estudiar esta idea definimos los
siguientes conceptos:

2-Conjunto abierto de R™ (no necesariamente acotado).

Y = [0, 1]"-Cubo cerrado unitario.

Cx(Y)- El espacio de Banach de las funciones continuas y Y-periédicas

C (Y)-Espacio de las funciones en C*°(R") y Y — periddicas, dén del signo # repre-
sentara periodicidad de ahora en adelante.

D[Q; O (Y)]-Espacio de las funciones C2°(R™) con soporte compacto en € y con
valores en el espacio CZ(Y).

(En todos los casos anteriores se estd tomando a C* con la topologia compacto-

abierta).
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Definicién 4.3.1 Una sucesion (en este caso y en lo que sigue del texto me referiré como
sucesion a una red de funciones indexadas con reales €) (u.) € L*(Q) se dice que converge
a dos escalas al limite ug(x,y) € L*(Q xY') si, para toda funcion ¢(z,y) € D[Q; C¥(Y)]

tenemos que

lim g ue(x) (z, %) dx = /Q/Yuo(x, Y)U(x,y)dxdy

e—0

Y se denotard como u. — ug.

Asi como existen teoremas de compacidad para el caso de convergencia fuerte en
espacios de dimension finita (Teorema de Bolzano-Wierestrass) o para convergencia débil
en espacio de dimensién infinita (Teorema 4.1.3), existe un teorema de compacidad para el
caso de las sucesiones acotadas con la convergencia a dos escalas, para poder demostrar

dicho teorema necesitamos algunos resultados previos.

Lema 4.3.2 Sea B(Q,Y) el espacio de Banach L*[Q; C4(Y)] (funciones en L*(Q) con
valores en Cy(Y')), si 2 no es acotado, o cualquiera de los espacios de Banach L*[Q; Cy(Y)],
LLY;C(Q)], ClQ; Cx(Y)] si Q es acotado. Entonces B(Q,Y) tiene las siguientes pro-
piedades

(i)B(,Y) es un espacio de Banach Separable (es decir, contiene una familia contable
densa).

(ii)B(2,Y) es denso en L*(Q x Y).

(iti) Para cualquier ¥(z,y) € B(Q,Y), la funcién ¢ (z, L) es medible y satisface

v (=2)]

(iv)Para cualquier ¥(z,y) € B(Q,Y), se tiene

<
sy = [l (z, 9)l[ By

tim [ (2. 5) dr= [ [ we.y)ded
61_r>%Q z, - x—QY x,y) dxdy

La demostraciéon de este teorema va mas alla del alcance de la Tesis y se puede encontrar

en [1].
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A continuacién se presenta la demostracion del Teorema de compacidad correspon-

diente a la convergencia a dos escalas usando el Lema 4.3.2.

Teorema 4.3.3 Para toda sucesion acotada (u.(z)) € L*(Q) existe ug(z,y) € L2 (A xY)

tal que se puede extraer una subsucesion que converge a dos escalas a uyg.

Demostracién. Sea (u.) una sucesién acotada en L?((2), entonces existe C' constante
tal que para toda € ||uc||r2) < C. Sea ¥(x,y) € B(£,Y), por el inciso (iii) del Lema

4.3.2 tenemos que

/Que(x)z/J (x, %) dx

Entonces, para e fija, la parte izquierda de (4.3.1) es una funcién lineal en B(2,Y)

<0ljo(#.7)]]. < Motz wllmar (43.1)

acotada. Sea B*(€,Y") el espacio dual topolégico de B(£2,Y). Definimos a la funcién
pe € B*(Q,Y) por
x
(e, V) = / ue(z) (:c, —) dx (4.3.2)
Q

(donde (-, -) es el producto dual en el espacio B(£2,Y), i.e. la aplicacién del funcional p. a
la funcién ). La sucesion p, es acotada en B*(£2,Y"). Como B(£2,Y) es separable (por (i)
del Lema 4.3.2), entonces por el Teorema de Banach-Alaoglu [15] para cualquier sucesién
acotada de su dual uno puede extraer una subsucesién que converge en la topologia débil
*

(i.e. la sucesién de imagenes de la sucesién bajo cualquier funcional lineal acotado

converge). Por lo tanto existe o € B*(£2,Y) tal que

(Her, ) = (po,v)  para toda ¥(z,y) € B(Q,Y) (4.3.3)

donde o es una subsucesién de p. que por comodidad denotaremos solo por .. Usando

(4.3.2) y (4.3.3) tenemos que dada esa subsucesién y para toda ¢ € B(Q2,Y)

lim | uc(z)y (m, %) dx = (10, V). (4.3.4)

e—0 Q
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Usando (iv) del Lema 4.3.2 tenemos que

o (= 2)]

Regresando a (4.3.1) y usando (4.3.4) y (4.3.5) tenemos que

lim
e—0

L2() = ||¢($»y)||L2(QxY) (4.3.5)

[{ko, ) < CHIYI 2y -

Pero B(Q,Y) es densa en L*(2 x Y) (inciso (ii) del Lema 4.3.2), y a po por teorema de

representaciéon de Riesz lo podemos identificar con una funcién vy € L*(Q2 X Y), esto es

<m%=L£w@MM@M@ (4.3.6)

Finalmente los resultados (4.3.4) y (4.3.6) demuestran el teorema. m

A continuacion veremos como la convergancia a dos escalas contiene mas informacion
(es mas fuerte) que la convergencia L?—débil; algunas de las oscilaciones de una sub-
sucesién son capturadas en su limite a dos escalas, mientras que no sucede esto en la
convergencia débil. Cuando todas las oscilaciones son capturadas, uno puede obtener la

convergencia fuerte.

Teorema 4.3.4 Sea u. € L*()) una sucesion que converge a dos escalas al limite
ug(w,y) € L2 (Q x Y), entonces

i) ue converge también a u(x) = [, uo(x,y)dy débilmente en L*(Q), y tenemos que
Y

1 el 2y > [l ey 2 Il 2o (4.3.7)

(ii) Asumamos que

111% ||Ue||L2(Q) = ||u0||L2(Q><Y) (4.3.8)
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Entonces tenemos que

lim
e—0

ue(x) — ug (;E, f) ‘

€

—0 (4.3.9)

L)

a esta utlima condicion le llamaremos convergencia fuerte a dos escalas.

Demostraciéon. La convegencia débil se obtiene de inmediato por definicién de conver-

gencia a dos escalas. Ahora, si desarrollamos

/Q [ug(x) — (m, %)}2 dr = /Q [(uf(x) — uc(x)y (x, %) + op? <x, %)] dx

Usando el Lema 4.3.2 y la definicién 4.3.1 calculamos el limite del término expandido y

haciendo que 1 (1’, f) converja a dos escalas a ug(z,y) en L*(2 x Y'), obtenemos

lim [ug(:v) — (:v, %)]2 dr =1lim [ v?(z)dr — /Q/Y[—ng(m, y) + ud(z,y)|dvdy > 0

e—0 Q e—0 Q

Por lo tanto

lim uf(x)zf/ug(x,y)dxdy
Q alJy

e—0

Para la otra desigualdad usamos Cauchy-Schwarz en Y, para tener que

2
HUIIizm):/Q(/Yw(%y)dy) dﬂfﬁ/g/yﬂ%(:my)dwdy

Con esto hemos demostrado la desigualdad (4.3.7). Ahora para obtener (4.3.9) usamos

la suposicién (4.3.8) y el lema 4.3.2 y obtenemos

lim i [ue(x) — (33, %)T dr = /gz/y[uo(x, y) — U(x, y)]*dody (4.3.10)

e—0

Si aseguramos que g (:c, f) es medible y esta en L?*(€2) entonces podemos reemplazar 1)

en (4.3.10) para obetener (4.3.9). =
Podemos hablar de convergencia a dos escalas en espacios de Sobolev, donde contro-

lamos tanto la convergencia de la funcién como la de su gradiente débil. La siguiente
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proposiciéon describe la convergencia a dos escalas del gradiente de una funcién.

Proposicién 4.3.5 Sea u, una sucesion acotada en H'(2). Entonces existe u(x) en
H' () y ui(z,y) en L?[Q; Hy(Y)/R] (donde H,(Y)/R, es el espacio H,(Y') sin cons-
tantes), hay una subsucesion (ue) que converge a dos escalas a u(x), y Vu, converge a

dos escalas a Vyu(x) + Vyui(z,y).

Demostracién. Como u, (resp. Vu,) es acotada en L*(Q xY)) (resp. [L*(Q)]Y), entonces
por el Teorema 4.3.3 podemos extraer una subsucesion convergente a dos escalas al limite
ug(z,y) € L2(QxY) (resp. xo € [L2(2xY)]Y). Entonces para cualquier funcién ¢ (z,y) €
D[Q; Cx(Y)]Y, tenemos

lim vaw(m,f) dr = / /Y Xo(z,y) - ¥ (x,y)dady (4.3.11)

Integrando por partes obtenemos

e/QVuE-w(x,§>d:c:—/Que(x) [Vy'w<x,%>+evm-w<x,§)]dx

Tomando el limite cuando € — 0, obtenemos

_/Q/YuG(LC,Z/)Vy.q/;(x,y)d:cdy

Por lo tanto uy no depende de y, esto es, existe u € L?(Q2) tal que ug = u es el limite a
dos escalas u.. En la ecuacién (4.3.11) elegimos una funcién ¢ tal que V,, - ¢(z,y) = 0.

Integrando por partes obtenemos

lir% ()V@/}x— //Xoxy :vydxdy—// )V (x,y)dxdy
€E—r Q

Si ¥ no depende de y la ecuacién anterior prueba que u(x) € H(Q) y que

/Q /Y ol ) — V()] - (e, y)dedy = 0 Vi(x,y) € DI CF (V)]
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Con V, - 9(x,y) = 0 e integrand por partes la ecuacién anterior tenemos que entonces

existe uy (x,y) € L*[Q; H(Y)/R] tal que

xo(z,y) = Vu(x) + Vyui(x,y)

Teorema 4.3.6 Sea (u.) una sucesion de funciones en L*(S)) que converge a dos escalas

a up(z,y) € L*(Q x Y). Suponga que
y_f}%”uel‘jﬁ(g) = HuOHLQ(QXY) (4312)

Entonces para toda sucesion (ve) € L*() que converge a dos esacalas al limite vy(z,y) €

L2(2 xY), tenemos que

wle)ue) = [ wolag)un(e.dy en L9 (1.3.13)
Y
Mas aiin, si ug(x,y) € L*[Q; Cy(Y)], tenemos que

m [Jue () — 1o (x %) lr2@) =0 (4.3.14)

e—0

Demostracién. Sea 1, (r, y) una sucesién de funciones suaves en L?[Q; Cy(Y)] que con-
verge fuertemente a ug(x,y) en L?(Q x Y). Por definicién de convergencia a dos escalas

para u, y la convergencia debil de las funciones periédicas obtenemos que

lim <ue(m) — 1y, <x, %))2 dr = /Q/Y(uo(x,y) — U (,y))*dedy (4.3.15)

e—0 Q

pasando al limite cuando n tiende a infinito obtenemos

lim lim (ue(x) — Yy, (z, %))2 dx =0 (4.3.16)

n—00 €e—0 Q
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Sea v, una sucesién que converge a dos escalas al limite vy (z, y). Para toda ¢(z) € D(Q),

tenemos

/ ()1 ()0, () = / e ) vele)dz -

/¢> u(x %( , ))Ue(m)daz

pasando al limite cuando € tiende a cero y usando que v, es una sucesion acotado en

L?(Q) tenemos

gg%/<z> (v dx—//¢ b (2, )02, )dxdy‘
< Clim [luc(@) = ¥ (2, 2) 20

(4.3.18)

Ahora, pasando al limite cuando n tiende a infinito y usando (4.3.16) tenemos

h’m/gb(m)ue(x)ve(x)dx:/Q/ng(:v)uo(x,y)vo(x,y)dxdy (4.3.19)

e—0 Q

Més ain si ug(z,y) € L*[Q; Cx(Y)] entonces podemos usar directamente el limite de

(4.3.15) en la sucesion u,, obteniendo

1 [|uc(z) — o <x f) lr2@) =0 (4.3.20)
e—0 €

Sea € un conjunto abierto acotado en RY, Y la celda periédica unitaria [0, 1]V iden-
tificada con el toro RY /ZY. Sea T' un subconjunto abierto de Y con frontera suave I, y

Y* =Y \ T, sean también
Qe={reQ ey ey nQ (4.3.21)
€

Fez{xem% el'tel'nQ (4.3.22)
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A continuacién se presenta otro sentido de convergencia a dos escalas que nos sera 1til.

Lema 4.3.7 Sea B = C[Q; Cx(Y)] el espacio de funciones continuas ¢(x,y) en QxY que
son 'Y -periddicas en y. Entonces, B es un espacio de Banach separable (esto es, contienes
una familia densa numerable) denso en L*(Q; L*(T")), y tal que cualquier funcidén ¢(x,y) €

B satisface

xz
G/rs 6 (. %) PaA ) < Clol; (4.3.23)

(con dA. la diferencial de area en T'.) y

me /F | ]¢<x,%) 2dA,(z) = /Q /F |6z, )2 dzd Aly) (4.3.24)

i
e—0
La demostracién del Lema anterior se puede encontrar en [4].

Teorema 4.3.8 Sea u. una sucesion en L*(T.) tal que

e | |u(z)dAd(z) < C (4.3.25)

Ie

donde C' es una constante positiva independiente de €. Entonces existe una subsucesion
(que sequiremos llamando u.) y un limite a dos escalas uo(x,y) € L*(Q; L*(T)) tal que

uc(x) converge a dos escalas a ug(x,y) en el siguiente sentido

h’me/Fe ue(z)g (:c, %) dA () = /Q/Fuo(:c,yw(:c,y)da:dA(y) (4.3.26)

e—0
para toda funcién continua ¢(x,y) € C[Q; Cy(Y)].

Demostracién. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos

e/re ue(x)o (x, %) dA, e/re ) <x, %) dA,

Esto implica que el lado izquierdo de (4.3.27) es una forma linear continua en B que

o=

<c < Clélls (4.3.27)

puede indentificarse con el producto dual (u., )« g (donde B* es el dual topolégico de
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B) para algina sucesién acotada de funcionles p.. Como B es separable podemos extraer
una subsucesion y existe un limite g tal que u, converge a g en la topologia débil-* de
B*. Por otro lado, el Lema 4.3.7 nos permite pasar al limite en el término de enmedio de

(4.3.27). Combinando estos dos resultados tenemos

| [0t Pasiae)

Por densidad de B en L?(Q; L*(T)) la ecuacién (4.3.28) nos muestra que jo es una forma

D=

(10, @) p=,5] < C (4.3.28)

continua en dicho espacio. Por lo tanto, el teorema de representacion de Riesz existe

ug(x,y) € L*(Q; L*(T)) tal que

(110, B) 55 = / / (2, )6z, y)dwd A(y) (4.3.20)

Teorema 4.3.9 Sea u. una sucesion de funciones en H' () tal que
el 2@ + €llVuell 2@ < C

donde C' es una constante positiva independiente de €. Entonces la traza (ver teorema
A.2.17) de u en T satisface
e | |u(z)PdA. < C (4.3.30)

Te
y, eziste una subsucesion, que converge a dos escalas al limite ug(z,y) que es la traza en

[ del limite usual a dos escalas, una funcién en L*(Q; H#(Y). Mas precisamente

a8
~——

iy« / ufe)o (o, 7) da = / / o, 9)6(z, y)dd A(y)

11’_1% Que(x)qb (x, %) dr = /gz/yuo(x,y)qﬁ(x,y)dxdy (4.3.31)
lll%e/QVuE(x)qﬁ (x, %) dr = /Q/Yvyuo(:p,y)qﬁ(x,y)dxdy
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para toda funcién continua ¢(x,y) € C[Q; Cyx(Y)].

Demostracion. Reesacalando las funciones con € y sumando sobre todas las celdas

perioddicas de €2, la desigualdad de traza en la celda unitaria nos dice
€/F lue(z)*dAc(2) < Clluel|72(q) + € Vuellz2 o) (4.3.32)

Por lo tanto existe una subsucesién u. (manetenemos la misma notacién que con la
sucesion por simplicidad) que converge a dos escalas en el sentido del Teorema 4.3.8 al
limite vo(z,y) € L*(Q; L*(T)). Por otro lado, por el Teorema 4.3.5 existe otra subsucesion
u. que converge a dos escalas en el sentido de la Definicién 4.3.1 al limite uo(x,y) €
L(€; Hy(Y)). Para demostrar que vy es la traza de ug en T', la sucesién u, se restringe
primero al dominio perforado 2. definido anteriormente en (6.2.1). Para cualquier funcién

prueba suave ¥ (z,y), integrando por partes tenemos

E/QCVuE-w(;v,%>dx:—e/Qeuevwa(x,%)dx—/geuﬁvy-w(:v,%>dx
+6/F6 U (x, %) -vdA(x)

Pasando al limite a dos escalas en cada término, obtenemos

/Q/*Vyuo.wdxdy: _/Q/*uovy'wdf"dy‘ir/g/rvoiﬁ'vcl/l(y) (4.3.34)

Integrando por partes la ecuacién anterior obtenemos finalmente

(4.3.33)

/Q/F(vo —ug)®) - vdedA(y) =0 (4.3.35)

No es dificil comprobar que las funciones suaves son densas en L*(€; LZ,(Y;T')) (re-

visar [4]. Esto implica que vy coincide con la traza de ug en I'. m
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Parte 111

Homogeneizacion
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Capitulo 5

Homogeneizacion

En este capitulo se introduce el concepto de homogeneizacién. Se trataran dos métodos
de homogeneizacion, el método asintotico y uno que no se aborda comunmente en los
libros de textos clasicos y a diferencia del asintotico, es de caracter riguroso, el método de
homogeneizacion a dos escalas, todo esto para ilustrar el procedimiento que se usara para

resolver el problema principal de esta tesis.
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5.1. Homogeneizacién asintética

Si tenemos un problema modelado por ecuaciones diferenciales, donde existen dos
o mas escalas de tiempo o de espacio, podemos tratar a estas escalas como variables
independientes, y derivar un problema homogeneizado, esto es, que dependa sélo de la
escala macroscépica (lenta) y siga teniendo la estructura microscépica relevante (por

ejemplo, la periodicidad interna de algin material).

Por ejemplo, considerese un problema en un dominio acotado y suave €2 C R”

~V-(A(%)Vu) =f enQ,
ue =0 en 0f).

(5.1.1)

Con A(y) es una matriz L>*(Y), Y-periédica que satisface la condicién de continuidad y

coercividad, esto es, existen dos constantes 0 < o < 3 tales que V¢ € RY

N
a6 <Y Ay(w)és; < BIEP, (5.1.2)

ij=1
donde f € C*(R") y es independiente de .

En este caso el problema de la homogeneziacion consiste tomar el limite cuando €
tiende cero y estudiar la convergencia de las soluciones u. a un limite uy y el problema

de ecuaciones diferenciales que posiblemente caracteriza a la funcion limite.

Un procedimiento formal, mas no riguroso, para homogeneizar un problema del tipo
(5.1.1) es el método de expansién asintdtica. En esté método suponemos que u¢ puede

escribirse como

ut = ieui (:L‘, %) : (5.1.3)

i=0
dénde para toda i € N uf: Q x (0,1)" — R con u'(x,y) 1-periédica en y para toda
r € Q. A la dependencia en y = % le llamamos escala microscépica y suponemos que x, y

son variables independientes.
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Para las funciones u’ tenemos la regla de derivacién

\Y <uZ (m, %)) = (e 'V,u' + V') (x, %) (5.1.4)

y por lo tanto de 5.1.4 tenemos

+oo
Vu'(z) = e 'V, u° (x, %) + Z e (V,u't + V,u') <x, %) . (5.1.5)

1=0

Sustituyendo (5.1.3) en el problema (5.1.1) obtenemos la siguiente ecuacién

- E_z(vy : (Avyuo))
— e NV, AV’ + V') + V, - A(V,u°))
— OV, - AV’ + Vyul) + V, - A(V,u! + V,u?)) (5.1.6)

+o0o
=) (Ve AV + V) 4V, AV 4+ V) = fx),
=1

la cual suponiendo que € es pequeno podemos separar en ecuaciones para distintos or-
denes, antes de esto introducimos un teorema que nos permite resolver la ecuacion del

orden €2,

Teorema 5.1.1 Sea f(y) € L% (Y) una funcion periddica en Y. Entonces eviste una

solucion en Hy,(Y') (tinica salvo una constante) de

V- A(y)Vw(y) = f en?, (5.1.7)

w(y) periodica

sty sdlo si [, f(y)dy = 0 (esto dltimo es la condicion de solubilidad de la alternativa de

Fredholm).

(una demostraciéon de este Teorema se puede encontrar en [3]). A continuacién se pre-

sentan las ecuaciones obtenidas a distintos ordenes.
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= La ecuacion de orden €72 es

VY, (AW YV, (z,y) = 0 en Y.

que es una ecuaciéon en la celda unitaria Y con condiciones de frontera periddicas.
En esta ecuacion, y es la variable y x es un parametro. Por el Teorema 5.1.1 dicha
ecuacién tiene una unica solucién salvo una constante (esto es, una funcién de x
independiente de y ya que x es sélo un pardmetro). Esto implica que u" es una

funcién que no depende de y (es constante en y), por lo tanto u®(z,y) = u°(x).

» La ecuacién de orden e ! es

~V, - (A(y)Vyu'(2,y)) =V, - (A(y)V,u(z)) en Y.

De la ecuacién a orden €2 tenemos que u” no depende de y. Entonces, por linealidad

podemos asumir que

ut(z,y) = Z g;iwz(y) (5.1.8)

donde w'(y) es solucién al llamado problema de la celda

v, A(y?(ei +Vyw'(y) =0enY (5.1.9)
w'(y) Y-periddica.

A la funcién (5.1.8) se le conoce como la funcién correctora, la cual claramente es

solucién de la ecuacion a orden e 1.

» Finalmente la ecuacién a orden €, tenemos
~V, - (Ay)Vyu*(z,y)) = Vy - (AW)Vau') + Ve - (A(y) (Vyu' + Vo) + f(2).

Esta ecuacién para u? tiene solucién siempre y cuando se satisfaga la condicién de
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compatibilidad dada por la alternativa de Fredholm ( [10], pags. 641-643). En

este caso esta condicién es,

/Y (V, - (AW Vo) + Vs - (A@)(Vyut + Vo)) + £(2))dy = 0.

Si ahora reemplazamos u' por su valor, obtenido en la ecuacién de orden e !,

obtenemos la ecuacion homogeneizada del problema,

-V, - AV, u(z) = f(x) en €,
u = 0 sobre 0f).

donde la la matriz homogeneizada es constante y esta dada por

Ajj = /Y((A(y)Vywi) cej + Aij(y))dy = / A(y)(e; + Vyu?) - (ej + Vud)dy

Y

Este método formal permite encontrar expresiones asintéticas de la solucién, sin em-
bargo no es una demostracion rigurosa. La convergencia rigurosa de las funciones obteni-
das a partir de la homogeneizacién por expansion asintética se hacen via la convergencia

a dos escalas.

5.2. Homogeneizacién a dos escalas

En esta seccién expondremos el método de homogeneizacion a dos escalas, aplicado al
problema eliptico (5.1.1) tratado en la seccion anterior. Para esto supondremos ademés

que

3\ 2
lim [ A (a:, —) dx://Aij(x,y)dedy. (5.2.1)
Q € QJy

e—0

con A (w, %) =A (z)

€

Nétese que bajo la suposiciones (5.1.2), el problema (5.1.1) admite una tnica solucién
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ue en H(Q) la cual usando (5.2.1) satisface la desigualdad a priori,

lulla) < Cllfllz@), (5.2.2)

donde C' es una constante positiva que solo depende de ©Q y a (no de ¢, revisar [1]).
Por lo tanto existe u € HJ(2) tal que, hay una subsucesién de u¢ (que llamaremos
por comodidad igual) que converge débilmente a u en H{(f2) usando que convergencia
débil y convergencia débil * son equivalentes en Hj () al ser un espacio de Hilbert
reflexivo (revisar el Teorema 4.3.3). La homogeneizacion del problema (5.1.1) nos permite

encontrar una ecuacion efectiva o limite que tiene a u como su tinica solucion.

Definicién 5.2.1 El problema homogeneizado estd definido como

=V - [A*(x)Vu(z)] = f en Q

(5.2.3)
u =0 sobre 0f)
Donde las entradas de la matriz A* estdn dadas por,
AL@) = [ A Vo) el Ve teldy (G24)
Y
para 1 <1 < N yw; es la solucion del llamado problema de la celda,

-V, - Ay)(e' + V,wi(z,y)) =0 en Y,

s AW)(E + ' (,) 525

w'(z,y) Y-periddica.
Claramente (5.2.3) y (5.2.4) se corresponde con la ecuacién homogeneizada de la seccién
anterior. Queremos demostrar el siguiente teorema

Teorema 5.2.2 La sucesion u¢ de soluciones de (5.1.1) convergen débilmente en Hj(£2)
a la solucion u de (5.2.3) (que es unica al ser un problema eliptico), cuando € tiende a

cero.
Demostraciéon. A continuacion se describird paso a paso la homogenizacion del proble-
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ma (5.1.1) por medio de convergencia a dos escalas. En particular, este procedimiento

demuestra el teorema.

» Primer paso: Deducimos de (5.2.2) la forma precisa del limite a dos escalas de la
sucesion u€. Aplicando la Proposicién 4.3.5, sabemos que existen dos funciones
u(r) € Hy(Q) y u'(z,y) € L?[Q; Hy(Y)/R], tales que se puede extraer una subsu-
cesién de u¢ que converge a dos escalas a u(z), y tal que el gradiente Vu converge
a dos escalas a V,u(z) + V,u'(z,y). Entonces, para € lo suficientemente pequetio

’ s 7 1
u(x) se comportard como la funcién u(z) + eu' (z,%).

» Segundo paso: Multiplicamos (5.1.1) por una funcién prueba similar al limite
de uf, es decir de la forma ¢(z) + epr (z, %), donde @(z) € D(Q) y ¢'(z,y) €
D[; O (Y)]. Entonces, usando la regla de derivacién (5.1.4) tenemos

() 7)- [Pt 4907 () # 9. (5.5
= /Qf(x) [(p(x) + €ep? (:v, %)} dx.

A continuacién usamos a la matriz transpuesta A’ (z,%) [V(z) + Vo' (2, 2)]

(5.2.6)

como funcién prueba en (5.2.6) pasamos al limite a dos escalas para la sucesién

A(y)Vus. Con esto obtenemos,
/ / A(z,y) [Vu(z) + Vyu'(z,9)] - [Ve(z) + Vye' (z,y)] dedy
aJy

= /wa(x)dx

» Tercer paso: En la ecuacién (5.2.7) obtuvimos una formulaciéon variacional pa-

(5.2.7)

ra (u,u'). Por densidad dicha formulacién se mantiene para toda (p, ') en el
espacio de Hilbert Hj(€) x L*[; Hy(Y')/R]. Dotando el espacio con la norma
[Vul| 20 + ||Vyu! (2, y)| | 12(0xy), podemos verificar que se tienen las condiciones

para el teorema de Lax-Milgram ( [10], pags. 297-299). En efecto, primero con-
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centrémonos en la coercividad de la forma bilinear definida por el lado izquierdo de
la ecuacion (5.2.7), esto es, veamos si existe a > 0 tal que, a(v,v) = v' Av > a||v||%4
(que es la misma constante de elipticidad en (5.1.2)) donde H es el espacio de
Hilbert antes definido y a(u,v) = v*Au es la forma bilineal analizada. Usando la

coercividad de la matriz A(y) obtenemos,

/Q /Y Az, ) [Vo(@) + V0 @,9)] - [Vo + Vo (2, 9)] dedy
> a / /Y Vola) + Vo (2, y) Pdady

—a [ Ve +a [ [ 19,6 @) Pdudy.
Q QJY
(5.2.8)

Segundo, es claro que la forma bilineal es continua, y también es claro que el lado
derecho de la ecuacién (5.2.7) define un funcional lineal acotado (esto se puede
ver usando el teorema de representacion de Riesz), por lo tanto podemos aplicar
Lax-Milgram y obtener una solucién tnica (u,u') del problema variacional (5.2.7).
Entonces u¢ — u 'y Vu® — Vu(z) + Vyu(z,y) a dos escalas y el problema (5.2.7)

es la forma variacional del problema a dos escalas homegenizado

-V, - (A(y)(Vu(z) + Vyul(z,y))) =0 en QxY
—Va - (Jy Aly)(Vu(z) + Vyu'(z,y))dy) =0 en ) (5.2.9)
u(z) =0 sobre 0f)

N = ou
=1 85!21‘

A través de la relacién u'(z,y) = > (r)w'(y). Hasta aqui se puede conside-
rar terminada la homogenizacion ya que la sucesién entera de soluciones converge
a la solucion de un problema limite bien planteado (5.2.9), llamado el problema
homogenizado a dos escalas. Esto demuestra rigurosamente la convergencia de las
funciones obtenidas en el método asintético. Aunque ciertas veces es preferible en
la fisica para hacer calculos numéricos eliminar la variable microscépica y, usando

la alternativa de Fredholm ( [10], pags. 641-643). Esto tltimo se hard con mas
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detalle mas adelante.

» Cuarto paso: Para obtener las férmulas (5.2.3) y (5.2.4) usamos la funcién correc-

tora (5.1.8),

1 = Ou i
ula,y) = Y 5 owi(y)
i=1 v

la primera ecuacién en (5.2.9) corresponde al problema a orden e ! de la seccién
anterior y su solucién serd la funcién conrrectora siempre que w'(u) sea solucién del
problema de la celda (5.2.5). Finalmente, la ecuacién (5.2.3) se obtiene de sustituir

(5.1.8) en la segunda ecuacion de (5.2.9) y la definicién de A* en (5.2.4).
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Parte IV

Homogeneizacion de un metafluido
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Capitulo 6

Modelo de un metafluido acustico

En este, el capitulo central de la tesis, presentaremos un modelo de metafluido basado
en capas laminares de fluidos distintos que se repiten preiodicamente en una direccién. El
objetivo es estudiar el problema de homogeneizacion del sistema de ecuaciones del fluido,
primero por el método de expansion asintética, y después se demostrara rigurosamente

la convergencia de las soluciones por el método de homogeneizaciéon a dos escalas.
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6.1. Homogenizacién por expansion asintética

Z2Qy 1 P2, Ko ——>
1

Oy :pg, k) |

1

|

Fgﬂll'g:z :ﬁ)

IO:-/E2_O
X
— _/
~

Q

Figura 6-1: Dominio peridédico

Suponga que tenemos un sistema compuesto de dos capas de diferentes fluidos pe-
riddicamente distribuidos (basado en el modelo dado por John D. Smith en [18]). Las
interfaces son normales al eje x;. El fluido 1 tiene espesor R con periodo [, densidad p,
y modulo de compresibilidad ;. Para el fluido 2, el espesor sera [ — R, la densidad p,, y
el médulo de compresibilidad k2, como se puede observar en la figura (6-1). Entonces los

dominios macroscépicos dénde se definira las ecuaciones del fluido seran:

Q= {z € R¥r; € R, 25 € [0,27]}
O ={zeQml <z <ml+ (l— R) para todam € Z ,x, € [0,27]}
QQ - Q \ Ql

(denotaremos a I'; como las fronteras internas de € entre los fluidos).
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Y2

— U1

y1 =1

Figura 6-2: Celda unitaria de la microestuctura

La microestructura peridédica esta definida por un celda periédica Y que se observa

en la figura 6-2, cuyos subdominios estéan definidos por

Y = {x € R*|m(l) < 1 < (m + 1)l para alguna m € Z, x5 € [0,27]}
Gx ={x € Qml <x <ml+ (I — R) para alguna m € Z , x5 € [0, 27]}

G=Y\G

Si suponemos que tenemos ondas incidentes de presién acustica p y velocidad ¢ en
el fluido que tiene como parte temporal una excitacién arménica o< e~“* esto significa
que p(z,t) = iwp(x) y de manera andloga para la velocidad, entonces las ecuaciénes que

estas dos funciones seguiran en cada fluido estan dadas por

P = ﬁv v,

“ (6.1.1)
7= -—Vp,

iwp;
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En la interface I'; entre los distintos fluidos se asume continuidad de la presion p y con-
tinuidad de la componente normal de la velocidad ¢ - 72, con n = (1,0). Sustituyendo la
segunda ecuacion (6.1.1) tenemos que p sigue la ecuaciéon de Helmholtz en dos dimensio-

nes,

Ap+k?p=0en Q
Py (6.1.2)
p continua en 02\ I'g U 'y,

w

donde k; = o es el nimero de onda de p en el fluido ¢ € {1,2}, y la velocidad de la
onda de presion es ¢; = ’;— que depende del medio donde nos encontramos. También

imponemos condiciones pseudoperiddicas en las fronteras ['y y 'y, esto es

P — eikzgp

x2=0

va=2m (6.1.3)

8252p = eika amp

x2=0 To=2T

con la k correspondiente para cada fluido.

Supongamos ademas que la longitud de onda en cada fluido es mucho mas grande que
el periodo de la microescala [. En este caso podemos definir como parametro pequeno
a € = | y nombraremos a las coordenadas microscépicas (y1,y2) = (x1/€, 22/€). Expan-
diendo asintéticamente (como se vié en el Capitulo 5.1) a la presién y la velocidad (que

ahora denotaremos como p° y ), tenemos

(z,2/€) + ep'(z,2/€) + O(€?)

P
P (x,2/€) + et (x,2/€) + O(e?)

p6

()

(6.1.4)

Usando la primera ecuacién de (6.1.1), tenemos que,

V-0 —iwep® =0

(donde o€ = 1/k°, con k°(y) = K1 en 1 y k(y) = K1 en y). Usando (6.1.4) en la ltima
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ecuacion obtenemos,
VP a,y) + (Ve (2,y) + V- 3 (2y) —iwo(z,y)p°(z,y) = Oe)  (6.1.5)

Igualando términos del mismo orden a cada lado de (6.1.5) obtenemos,

(7,9) =0 (6.1.6)

V- v
Vv, - °

(z,y) + Vy - T (x,y)) — iwo(z,y)p°(z,y) = 0

T °

Ahora, usando la segunda ecuacién de (6.1.1) para p° y ¢, Vp© — iwp*0* = 0 obtenemos

la ecuacién a orden cero,

e 'V, (2, y) + (Vap" (2, y) + Vup'(z,y) — iwp(z, y)o° (z,y) = Ofe) (6.1.7)

que igualando los términos del mismo orden a cada lado da como resultado,

V' (z,y) =0
! (6.1.8)
Vap'(2,y) + Vyp' (z,y) — iwp(z,y)v" (2, y) = 0
De la primera ecuacion de (6.1.8) es claro que
0 _ 0
p (z,y) =p'(2) (6.1.9)

Para encontrar las ecuaciones a segundo orden conviene utilizar la ecuacion de onda
(6.1.2) reescribiendo el operador Laplaciano en término de los operadores en cada escala
(A= (Vy+V,) (V,+V,) =A,+2V, -V, +A,). Entonces la ecuacién de onda se

reescribe como,

2
(Axpo + EAxpl + €2Axp2) + Z(Vz ) Vypo +eVy - Vypl + 62vx ) VyPQ)
6.1.10)
1 (
E_Q(Aypo + EAypl + €2Ayp2) + k?(po + €p1 + 52]92) = 0(62)
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Las ecuaciénes para cada orden son

= Orden €2
Aypo =0
s Orden ¢ %
2V, - Vyp' + Ayp't =0
= Orden €
App” +2V, - Vyp' + Ayp? + Kp° =0
» Orden e
Apt 42V, - Vyp2 +kpt =0
= Orden €%

Ap* + K p* =0

La ecuacién de orden € representa una ecuacién en la celda con o como pardametro,
usando el mismo argumento usado en la primera ecuacién de ordenes para la homogenei-
zacién del problema (5.1.1) tenemos que p° s6lo depende de x; de la ecuacién de orden
e ! usando que Vypo = 0 tenemos que Aypl = 0 y por lo tanto Vyp1 = —2V,_p°, por
las condiciones de frontera periédicas en y esto implica que p' depende linealmente de
y, la segunda ecuacién de (6.1.8) implica que p* depende también linealmente de V,p".
Considerando ademés la simetria del dominio y las condiciones de frontera en las inter-

fases, tenemos que las presiones deben de ser constantes en la direccion ys, por lo tanto

podemos escribir de manera general a p' en cada dominio como,

P =W(y)W Vo’ + Bi(z), 1 €
(6.1.11)

pt=W(y)? V.’ + By(z), y1 € Qy

para algunas funciones By y B, arbitraria. Vamos a definir a r = 1 — R/l el tamano
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de G* reescalado en la celda unitaria, imponiendo la continuidad de p' en la interface
entre los dos fluidos y la periodicidad de la misma tenemos que By (z) = Bs(z) = B(z),
WO (r)y =W (r)y WH(0) = WP (1). Como por la forma del dominio y las condiciones

de frontera, v,, es continua en las interfases obtenemos
opt  op° opt  op’
(i I I

8y1 61'1 o, P2 8y1 (91‘1 90

Nétese ahora que estas condiciones de frontera se satisfacen si Wg)(yl) = Wg) (1) =a

(6.1.12)

y Wag)(yl) =by + by, Wg)(yl) = dy + dyy1, donde

(1= )1 = 1)
(=)o + 7]

g — = pr (6.1.13)
(1 =7)p2 + 1pi]
b[) = do + dl

Donde a, dy, d; y B(x) son arbitrarias. Por simplicidad tomaremos estos pardmetros como

cero. Renombrando las constantes,

k’l Co
al:a:k_:_’a2:1
2 a (6.1.14)
P1
my=m=—, My =1
pa’

,91691

concluimos que
= ( p2)(1 —1) n (p1 —p2)(1 =) 1) op°
r)p2 + rp1 (L=7)pes+1rp 0x,

CEL
po(omplon Yol o,

r)p2 + 11 Oy

(6.1.15)

Ahora, usando que la funcién p! solo dependen de y; obtenemos de (6.1.15) , que

32])2 82]91 anl
=— — A" — E*p° 6.1.16
3y% - 0Y1014 0Yy1014 b b ( )
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62p0
6y1 8w1

Pero como p° = po(x), tenemos que = 0 y por lo tanto

32p2 82p1 32p0 82p1 32]90
= — - — A" — E2pC. 1.1
8y% * 3y1ax1 * aylaxl a?Jlah a?J13$1 b b (6 7)

Usando que p? es continua a través de las interfases tenemos que,

B > opt oy
* + N ((9y1 ox + 0x,

op*  opt o
((9y1 o T om (6.1.18)

891\FOUF2,, 892\F0UF271—

Integrando la ecuacién (6.1.18) sobre y; de 0 a r, y sumandole m por la integral de r

a 1 resulta

— 0, (6.1.19)

y por lo tanto

r 02p! 1 82!
/ + App” + E2p° ) dyy +m / + A’ + k3 ) dyr =0 (6.1.20)
o \Oy101; » \0y101,

Sustituyendo en la ecuacién (6.1.20) la forma de la solucién para p' de (6.1.11) obtenemos

la ecuacién homogeneizada para p°

2.0

pQ +(@*r+ 1 —-r)m)p’=0  (6.1.21)
Oxy

(r +m(1 —7))Aup° + (rby +m(1 — r)dy)

La cual podemos reescribir de manera matricial como,

V. (PV.p°) =p° (6.1.22)
Donde
r4+m(1—r)+rbi+m(1—r)dy 0
P- (r—1)m—a?
0 r+m(1—r)

(r—1)m—a?r

De esta manera con el método asintdtico se obtiene la ecuaciéon de onda homogenei-
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zada para p°(r) que resulta ser anisotrépica (lo cual no pasaba a nivel macroscépico).

También encontramos con dicho método una relaciéon entre V,p°(z) y V,p'(z,y) que se

encuentra en la ecuacién (6.1.11) y puede ser reescrito como

[ (p1—p2)(1=1)

(1—=r)p2+rp1
0

- (6.1.23)

(p2—p1)r
(1=r)p2+rp1

0 0

pr() si Yy € Ql

Vrpo siy €

El objetivo de la siguiente seccion es demostrar formalmente que efectivamente las ex-

presiones obtenidas por la expansion asintética corresponden a las obtenidas mediante el

calculo riguroso de homogeneizacion a dos escalas.

63



6.2. Convergencia a dos escalas

T2 Qo 1 pa, Ko L

Q1 :poy K !
F2ﬁ§l’2:2ﬂ' L

~ |
Q |
-

o

Figura 6-3: Dominio computacional

Los dominios de este problema se definen igual que en la seccion anterior, a diferencia

de que Q ahora es un subconjunto acotado de R%:

Q= {z € [ab]|r; € R,z €0, 27]}

Y ={zeQml<z<ml+(l—R)VYme€Zcon [ml,ml+ (I — R)] C |a,b],zs € [0,27]}
Oy =0\ O

Iy ={x€la,b]|zy =ixl}

Y_={x € [a,b]|z; =a}

Yy ={x € [a,b]|z; = b}

(denotaremos como €y a un dominio computacional con fronteras I'_ y I'y en zy, el
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Y2

— U1

y1 =1

Figura 6-4: Celda unitaria de la microestuctura

cual se hard tender finalmente a infinito para tener condiciones de frontera de ondas

desvanecentes).

La microestructura peridédica esta definida por un celda periédica Y que se observa

en la figura 6-4, cuyos subdominios estan definidos por

Y = {z € R*)m(l) < z; < (m + 1)l para alguna m € Z, x5 € [0, 27|}
Gx ={zx € Qml <z <ml+ (I — R) para alguna m € Z , x5 € [0, 27]}

G=Y\G"

Sea € = [ el periodo de la microestructura, vamos a denotar a nuestros dominios

reesacaldos periddicamente como:
Qez{ocemE €EY'leY ' NnQ (6.2.1)
€

PE:{xemfer}eer (6.2.2)
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con Y* =Y \T (T el toro identificado con la celda unitaria).

De la seccion anterior, tenemos el siguiente sistema de ecuaciénes para cada € > 0

con condiciones de frontera

V -0 =iwop* en (2,

Vp© = iwp® en €

el (6.2.3)
Vg, = Vg,
o0 O \T'oUT 21
P1Uz, = P2VUz,
891 HQQ\FOUsz
Con el cual obtenemos la ecuacion de Helmholtz en €2,
Ap® + (k9)*p° =0 (6.2.4)

Donde k¢ = w/c es el nimero de onda en el fluido, y ¢¢ = \/k¢/p¢ es la velocidad de la
onda, donde k¢ = kp si estamos en §2; v kK¢ = kg si estamos en ). En esta caso, para
permitir ondas que no sean perpendiculares a los ejes del dominio, imponemos condiciones

de pseudoperiodicidad en la direccion x4, es decir

€

p

_ ezkrgpe

x2=0

ra=2m (6.2.5)

ik
— ¢l mgampe
xo=0

O, D"

Tro=2T

En este caso el espacio de soluciones esta dado por,
V= H; () ® Hy(9%)

donde Qf = Q.NOQy y Qf = Q.M son los subdominios con pardmetros (p5, kS) v (p, K$)
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respectivamente como se muestra en la figura 6-3 y
H(Q) ={p € H'(Q)|p es pseudoperiédica en 2}.

Ahora, para estudiar el problema de convergencia a dos escalas seguiremos la estructu-
ra dada por Robert V. Kohn y Stephen P. Shipman en el problema de homogenizeizacion
de un metamaterial 6ptico basado en microresonadores periédicos [12].

En este contexto vamos a estudiar el problema de una onda incidente de Bloch! dada
por

Pine = €' (M ivms (6.2.6)

(para algunos k € Rt y m € Z).

En este caso la forma general de la presion serd

P =Pinet D apellmtmtimal (6.2.7)

m=—0oQ

Bajo estas hipétesis la forma débil del problema (6.2.3) es

[ v T oy ndy - [ () pdo =0 (62)
Q o0 ov

(donde @ representa el complejo conjugado de ).
Como 0Q =T, Ul'_UT Uy, UL, I'; con n el nimero de celdas en €2, como se ve
en la figura 6.2 y T'; son las interfaces de los subdominios internos, si usamos (6.2.6) para

expandir el término de frontera, obtenemos

[ vr - To-tovpyindy - [ o
“ e (6.2.9)

+ [ Ou05P + z'um/ elmtmztvmailg iy, — (
r_ r_

'Una onda de Bloch es una fucién de onda que describe una particula en un medio periédico que
tiene la forma 9(r) = e***p(r donde r es la posicién y puna funcién perididca con la misma periodicidad
que el medio.
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donde p§ = xq,p°, es decir, la presion en el fluido 2. Cabe senalar que los términos de
frontera en las I'; se eliminan al ser continuos y en I'g, 'y, se eliminan de igual manera al
ser pseudoperiddicos. Sélo se toma la p;,. en en la frontera I'_ ya que los demds términos
son ondas que se hacen cero en infinito (lo cual quedard mas claro cuando se demuestre
la existencia y unicidad de las soluciones de este problema en la siguiente seccién). A

continuacion presentamos el problema de dispersion a resolver.

Problema 6.2.1 (Problema de dispersién) Encontrar una funcion pS, = p* = p5 @

pi € V€ tal que.

/Q (0) V" - Vgm0 pB) dudy — / 00 7
L

(6.2.10)
+/ aﬁﬁp;@ - _Zl/m/ ei[(m+ﬁ)12+ymxl]¢dx2
r- I_
para toda ¢ = @1 & @y € V¢, y sea v € L*(Q) dada por
A
v =—(p) VP QU (6.2.11)
1w

6.2.1. Existencia de soluciones del problema de dispersion

Para poder resolver el problema (6.2.10) primero hay que saber qué valores de € son
permitidos para que sea posible hablar de una solucién con todas las caracteristicas que
pedimos en (6.2.7) . Para esto, vamos a suponer que la anchura de la banda es un miltiplo

b=a con n € Ny a, b las fronteras de Q en z;

entero de celdas periddicas, esto es € =
como se muestra en la figura 6-3. También suponemos que la estructura es 27-periodica
en ro. Entonces € = %’T, por lo tanto el conjunto de valores permitidos para € esta dada

por el conjunto

T={ecRle=(a—0b)/nye=2m/m con m,n € N} (6.2.12)
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Vamos a renombrar cada parte de la ecuacion (6.2.10), como sigue

a,(p, ©) = b5, (p, ) — wc(p, @),

)= [ ()0 Ve - [ duse (6.2.13)

+ur_

co,(p, @) = / oPp
Q

y f € (V9)* (el dual topolégico de V¢) el término de forzamiento estd dado por

flp) = —ivm / elmtrzztvma] gy, (6.2.14)
La demostracion de existencia de soluciones al problema 6.2.1 se basa en los siguientes

lemas:
Primero vamos a definir antes el operador de traza Dirichlet a Neumman.

El operador Dirichlet a Neumann nos permite definir los términos de frontera en la
formulacién débil (6.2.9), dicho operador mapea los valores de un condicién de frontera
de la solucion de una ecuacion diferencial parcial eliptica a los valores de otra condicién

de frontera, y estd dado por?, (denotaremos a I'x como los dos 'y o ')

Tr,  H2(Q) — H 2(T'y)
(6.2.15)

Ahora si hacemos expansién de Fourier de manera adecuada (usando como k; = (m+ k)

y ks = v,,) a una funcién prueba g tenemos que

g=Y_ ghellmtmmtim) (6.2.16)

MmeZ

2Los espacios de Sobolev se puede generalizar para ordenes fraccionarios definiendo el espacio a
partir de la transformada de los coeficientes de fourier donde la norma estd dada por [|g||, -1 =

Smeans (71 1) 1912 5 l9lly3 = Spncans (Il + 1)1
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por lo tanto
_— oG .
(Tr.(9))(k) = =5 ~| (k) = —imgy (6.2.17)
T I

Lema 6.2.2 El operador Dirichlet a Neumann T estd acotado, mds aun, existen Cy y

Cy constantes positivas tal que

ITrll 3 )b 0y = €1 + Cole] (6.2.18)

Demostracién. Usando la segunda ecuacién de (6.1.1) en la onda incidente tenemos

que,
1 1 ‘
———VDine = —— V(i((Kk +m)zg + V1)) ((FFmMT2tyma)
P P (6.2.19)
_[(Vm K +m pil(stm)zatvmz) _ Vine
w' o ow
Entonces,
2 2
V - e — e tmpztimay g ((EEMT L Vi icmpzatone) (6.2.20)
w w
Lo cual en vista de la primera ecuacién de (6.1.1) implica que
(k+m)*+12 —w?=0 (6.2.21)
por lo tanto
V2 =w? — (k+m)* < Ow? (6.2.22)
Ahora, la norma de T en el sentido de operadores, esta definido como
1 Tr.pll,,-
_ H2(9)
1Trell s o)ty = S~ (6.2.23)

peH? (Q) Hp”H%(Q)
Usando ahora la forma del operador Dirichlet a Neumann para la transformada de Fourier
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tenemos que,

bl gy = 3 (T + 177, )
me22rZ
1
-y (— i|m|2+u;|%rz)
me22rnZ |m|

=S IR g
m| "
m#£0
Tenemos dos casos para v,,:

-Caso 1: v, € R para toda m, entonces
vnl? _ (R o

+C— S Cl +C'2w2

[m| m|

[m|

y por lo tanto

ITeapl 3 ) < (€1t ) S04 I = (€14 Collolyy
-Caso 2: v, € C para toda m,

Fijandonos solo en la seminorma obtenemos que

|Vm| |Vm
Z pnl” = Z 7 |mllp, > < (Cy+ Cow?) Y ml (g5,

m#0 m;éO m#0

< (Cr+ Cow?) Y |ml| |5, 2

m#0

= (C1+ Cou?)Ipll 3

H3(Q)

y por lo tanto [T, || 3 < (C1 4 Cw?). =

2(@)H2(9)
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El siguiente lema nos permitird encontrar una cota superior en |a(p, ¢)|.

Lema 6.2.3 Euxiste una constante C' tal que para cada € € Y y para cada p° = p5 @ pj €

Ve, existen funciones pS,p§ € HX(Q) tales que
Pila, = 0ilq, » Polg, = Pblq, (6.2.24)

1511 @) < Pt @ v 155l ar @) < 195l H1 @) (6.2.25)

Demostracion. Para extender las funciones a todo €2, primero vamos a extenderlo en
una sola celda (figura 6-4). Las funcién extension p§ en €2 se definen como la funcién
armoénica en f cuya traza en 02y coincide con la de p§ . Sea & = (x1,22) y &, = (n,0)
con n € 7Z, la extensién es k-pseudoperiodica ya que p; lo es y 0€2; N 02y = &. Ahora
vamos a usar las siguientes desigualdades en el cubo unitario, usando que como ya se

definié anteriormente r = R/l

/ |V o5 (e, + 7€) |Pdyday < C/ Vo5 (€2, + €Z)|*dz1dry  (6.2.26)
(0,1)%(0,27)

(0,r)x(0,27)

que son consecuencia del teorema de extension de funciones en espacios de Sobolev. Por

lo tanto, usando la desigualdad de Poincaré,

/ |75 (€2, +red)|*drdry < C/ (|95 (e +-€T) |*4+| VDS (€2, +€T)|? ) daoday .
(0,1)x(0,2) (0,r)x(0,27)

(6.2.27)
Ahora reescalamos con €, para guiarnos lo hacemos primero en una dimensién usando

una funcion auxiliar w.

1 1 1
WO < [P + [ o/ e)Pden < [ ote)Pde+ [ o) e,
0 0 0

([ Wtwsords 4 [ Wisray)
(6.2.28)
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Por lo tanto,

2 2w T 27 1
/ lw(exy, zo)|*dry < C (/ / lw(wy, 19)Pdzydas —|—/ / (|0yw|* + |82w|2dx1da:2>
0 o Jo o Jr

(6.2.29)

Reescalando la ultima desigualdad obtenemos
2m C 2 €r C 2 €
/ |w(exy, x5)|*dry < —/ / \w(wy, m9)|*daydry + —/ / (E|01w|? + [Opw]?)dy day
0

< = (/ /er|w| dxidzy +/ / (2|01w]* + |0yw| )da:ldx2>

= —le|H1

(6.2.30)
Esto se puede hacer para w = p(ez,, +rex) y w = p§(ex, + rex), por lo tanto obtenemos
las estimaciones en la celda unitaria reescalada z, + €y (Z, + €{2y), dénde denotamos
a €€y (e€2) como el reescalamiento de € (€23) en la coordenada xq, en el caso de p{ se

obtiene

/ Vo7 (2 + ) |Pdzydag < C’/ IV.pS (2 + ) Pdzda, (6.2.31)
ey

donde Y es la celda unitaria y,

/ 1755(2 + ) Pdzides < C | (Ip(2 + 2))* + E|VopS (2 + z)|*)dwodr, (6.2.32)
eOq

Sumando sobre todas las celdas unitarias en {25 obtenemos

V.5 Pdedis < C / Vo5 s dz

QO Q01

(6.2.33)

7 2wy < C / (D2 + 1Vt [2)dardes

Qo Q01

Las funciones se pueden extender trivialmente a toda {2 ya que las orillas no intersectan

a las celdas. Finalmente obtenemos

195 | 1) < Clipill o (6.2.34)
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que es lo que se quiere demostrar. Andlogamente se puede demostrar (6.2.34) para p$, lo

que concluye la demostracién. m

Lema 6.2.4 Sea f € (V)* definida como en 6.2.14 , entonces eziste una constante C

tal que || f||(ve)» < C para toda e € T.

Demostraciéon. Sea p¢ = pj @ p5 € V¢ dada, y sea p5 la extensién de pS, entonces si

denotamos a f como la extensién de f obtenemos

9 = = Ayt = | 05 = 1)

< N s one 11921 0 (6.2.35)
< O f @)

< Ol fll )

Poll ()

Ve

P

de donde concluimos que f es uniformemente acotada, es decir

[ fllvey < Cll fll -

(esto es f es uniformemente acotada). m

74



Lema 6.2.5 La forma bilineales b, es coerciva,

uniformemente acotada (continua), es decir:

(a) [05,(p: )] < (Cr + Calw))Ip]

2elloll?

(b) Re(b;,(p,p)) = C'|Ipll3-

() [[fllveyr £ (Cr+ Colwl|), para alguna C > 0

Demostraciéon. Sea p° = p; en 0] y p° = py en

con constante independiente de € y f es

25, supongamos de manera conveniente

que C" < (p°)~t < C” para algunas C’, C", en particular podemos elegir C;,Cy tal

que [(p) ] < (C1 + Colw]) tal que ||f]|ve- <

demostrar:

1. La forma bilineal es acotada

165, (p, )| Z‘/((pe)‘IVpe-Vsa)Jr/ Tr.p5e
Q I'y

2. La forma bilineal es coerciva

Re(b;,(p°, p%)) = Re </Q((pe)1vpe)2 _/

(Cy 4+ C3|w]) Con esto podemos ahora

Z‘/((pe)‘IVpe-VsO)—/ 311?590‘

Q 'y

< / (o) - Vg + / D5l
Q Iy

< (Cr + Colw]) ]

Ve (p| VE

81]?6]96) Z C///(vpe>2 Z C«//Hpe”ve
4 Q

T

La ultima desigualdad se demuestra usando la cota de (p°)~! y la desigualdad de

Poincaré (Teorema A.3.4).

3. Usando el dltimo Lema 6.2.3 finalmente tenemos que el funcional f cumple que

[fllvey- < (Cr + Calw])
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Lo cual demuestra el Lema 6.2.5. m
Por la continuidad de las formas bilineales, podemos definir a partir de estas a los
operadores acotados BS y C¢ de V¢ (revisar []) dados por

b, (p, ) = (BLp, p)ve
(6.2.36)

c“(p, @) = (Cp, @)ve

donde (-, )y« es el producto interior usual V<. Sea f el elemento de V¢ tal que (f,-) = f
(dado por el teorema de representacién de Riesz ya que el funcional es continuo). Por lo

tanto el problema de dispersién toma la forma

ag,(p, ) = f(p) para toda ¢ € V*

o bien

Bp—w?Cp=f (6.2.37)

Teorema 6.2.6 FEl problema de dispersion (6.1.1) (o (6.2.37)) tiene al menos una so-

lucion.

Demostracién. Como b, es coerciva, B, es una biyecciéon con inversa acotada, supon-
gamos que o¢ € L>(£) (con 0 = 1/k¢, y k° definida de manera andloga a p), entonces
C*¢ es compacta y podemos usar la alternativa de Fredholm ( [10], pag. 641). Por lo

tanto el problema (6.1.1) tiene solucién si y sélo si
(f,p%)ve = 0 para toda p¢ € Ker(BS — w?C)f (6.2.38)
o equivalentemente si se satisface la condicion de solubilidad

f(¢) = 0 para toda ¢ € V° tal que af,(p,¢) = 0 para toda p € V¢ (6.2.39)

Ahora, cualquier funcién p que satisface la condicién de eigenvalor adjunto af,(p, ¢) = 0
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para toda p € V¢ satisface, en particular af,(p,p) = 0, y como la parte imaginaria e a
(esto es la parte que del operador que aplicarlo a un par ordenado resulta en imaginario)

es no positiva (vease ecuacién 6.2.13), tenemos que
Tr p=0, (6.2.40)

por lo tanto la traza de p en I'_ solo tiene armoénicos de Fourier que decaen en infinito,
en este caso estamos tomando el limite cuando las fronteras exteriores I'_ y ['y estan en

infinito (que es la inica manera de que la ecuacién anterior se cumpla)

Z Eeilmtr)eatvmler) o o] exterior a la banda (6.2.41)

mivm <0

(el exterior de la banda se refiere, el exterior del dominio €y) mientras f se define a través

de la integracion contra la traza del campo incidente, obteniendo
f(SO) — —Qiym/ ei((m+m)x2+umw1) Z ,7m€i(—(m+m)x2+umz1) daig (6242)
- m|ivm <0
por lo tanto la condicion de solubilidad es vélida, por lo tanto existe p© € V¢ solucion del

problema de dispersion. m

Finalmente necesitamos encontrar cotas uniformes para las soluciones p¢, el siguiente

lema nos permite reescalar las soluciones para obtener cotas a priori.

Lema 6.2.7 Las siguientes funciones reescaladas

m = min{l, ‘|p€HZ21(Q)}
qe(.]:) = m€p€(l‘) (6.2.43)

We(z) = mv(x)
son tales que las q°(x) son soluciones del problema de dispersion con una onda incidente
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reescalada y es acotada en L*(Q2) uniformemente en e, esto es

a, (¢, ¢) = m-f(p) para toda w € V©
1

We — ._(pe)—lvqe
W
22 < 1
Demostracién. Sabemos que
ag,(p, ©) = b, (p, ) — w’c(p, ¥),
b.0) = [ (097 Ve - [ arse
Q ry

co,(p,p) == / opp
Q

y f € (V9)* el término de forzamiento estd dado por

f((P) — _,L'ym/ ei[(m+/~t)y+uﬁlm]@dl_2

Sustituyendo ¢¢ = mp y usando que m* es constante, tenemos que
o) = ([0 V-9 - [ oume o [ owe)
Q Iy Q
= m (a5 (p%, @) = m f(p)

Ahora, como
1

€ e\—1 €
V¢ = — \Y
— () Vp
Sustituyendo v¢ = #Wﬁ y pf = #qﬁ tenemos
1 € 1 €\ — €
— W= ——(p)"'Vq
m wm
por lo tanto
1 - €
We=—(p)"'Vq
w

(6.2.44)

(6.2.45)

(6.2.46)



Finalmente, calculando la norma de ¢¢ tenemos que

1| z2) = ImP°||L2(0) = M|l 22(e)
pero |me| = [min{L, |[p|| 20, }| < [Pl 72, Por lo tanto

el < 1P E@

< =1
1p¢]| 2 ()

Lo cual termina la demostracion. =

6.2.2. Existencia del limite a dos escalas

En esta seccién demostraremos la existencia del limite a dos escalas de subsucesiones
de ¢ v V¢° cuya dependencia en y refleja las discontinuidades sobre las fronteras de las
celdas de los dos fluidos. Recordemos el significado de convergencia a dos escalas que

vamos a representar aqui con el signo ”—": Una susecién ¢ converge a dos escalas a

¢"(z,y) (¢° - ¢°) en Q si

lim | ¢ (z)p(z,x/€)dx = /Q/qu(x,y)qﬁ(x,y)dxdy para toda ¢ € CF(Q x R)

e—0 Q

De ahora en adelante denotaremos a la funcion caracteristica de 2; extendida pe-

riédicamente a R? por x1(y), sea xa2(y) = 1 — x1(y) la funcién caracteristica de Q.
Teorema 6.2.8 Para toda funcion 0(x) € [L*(Q)]N existe U(z,y) € L*[Q; HL)V tal que

1. V- ¥(z,y) =0 en Y™,

2. U(z,y) =0 en dY* = 9Y (conY la celda unitaria y Y* =Y \ T, T el toro identi-

ficado con la celda unitaria),
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8 [y V(x,y)dy = 0(x),

4 H‘I’(%ZJ)HH(Q;H#(Y*))N < CHe(x)l‘LQ(Q)N
Demostracion. Para 1 < i < N, consideremos el problema de Stokes

Vp; — Av; =e; en Y™
V-vy;=0enY"
(6.2.47)
v; =0en YY" — Y

pi, v; son Y — periodicas

(con e; el vector unitario en direccion 7) el cual admite una tinica solucién no cero (p;, v;) €
[L%(Y™*)/R] x [H (Y)Y (revisar [2]) ya que supusimos que E* (el conjunto Y-periédico
obtenido de Y*) es suave y conexo. Denotemos por A la matriz constante, simétric,
positiva definida ( [,.. Vv; - Vo) Entonces, parta toda 6(z) [[L*(Q)]V, la fucién
U definida por

1<i,j<N~
N
U(z,y) =Y (A7'0(x), e)vi(y) (6.2.48)
i=1
dicha W satisface las propiedades requeridas ya que fY* Vo, - Vo, = fy* v; - e;. Se puede

encontrar una demostracion més detallada en el Teorema 2.10 de [1]. =

El siguiente lema caracteriza la convergencia a dos escalas de nuestra sucesion ¢°.

Lema 6.2.9 Toda sucesién en Y admite una subsucesion Y’ y funciones ¢9(x) € H:(Q),

@(x) € Hy(Q), a2(x,y) € L*(Q Hy(Q\ D)/R) y qi(w,y) € L*(Qo; Hy(Q)/R) en Q

¢“(z) = x2(1)5 (%) + x1(y)ai (x) (6.2.49)

Va(z) - x2(1) Va3 () + Vyi (z,y)] + x1 () [V (z) + Vi (z, )] (6.2.50)
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Demostracién. Sean ¢ = ¢ en af (¢, ) = m*f(¢) entonces,

b(q", ) = m*f(¢) + wc(q", ¢) (6.2.51)

Usando ahora la coercividad de &S, la cota de o€ (ya que o¢ € L*>(Q2) y las cotas demos-

tradas en el Lema 6.2.5 obtenemos lo siguiente

S < Reltia'sa) < 1)+ [ Re(olarP)
Q
< Cllgtllve + o gl 2oy (6.252)
< (C+wo )¢ |ve
donde o7 es la cota de o, de esa desigualdad se sigue que,
lg[lve < (C+w?0™)/d (6.2.53)

Por lo tanto (haciendo lo mismo con V¢¢) tenemos que ¢ y V¢© son sucesiénes acotadas
en L*(Q), usando el Teorema 4.3.5 existen funciones ¢° € L*(Q x Q) y £ € L?(Q2 x Q)?

y una subsucesion Y/ C T tal que

q“(z) = ¢°(z,y) (6.2.54)

V¢ (z) — £z, y). (6.2.55)

Notese que el comportamiento es trivial afuera de la banda (€ \ ).
Sea ¥ € C§°(Q; CF(R?))* con ¥(z,y) - n = 0 para y € d dada. Usando ¥ como

funcién test en (4.3.11) e integrando por partes, las integrales sobre I'y y I'_ se cancelan
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(por el soporte) de 1) y obtenemos

/ V¢ (x) V(x,z/e)dx + / () (V- V(z,x/€))
@ . ¢ . (6.2.56)
+ @) (Fouvefe) + 20,00,/ ) =0

Podemos multiplicar esta desigualdad por € y tenemos que

/Vq (x x/e)dx+/ () (eVy - ¥(z,x/€))
@ (6.2.57)

‘A<Mwwmwm+%%mwmb

Tomando el limite cuando ¢ — 0, concluimos que

//qo(ﬂc,y)vy-\l’(w,y)zo (6.2.58)
2Jq

Notese que por simetria de bandas paralelas, las funciones no dependen de o, por lo

tanto

Vy : w(xay) = 8y1\111(:r;,y)

con lo que (6.2.58) puede simplificarse, aunque para mantener la generalidad de la de-
mostracién usaremos a la ecuacién (6.2.58). Ahora sea ¢ € Cg°(Qo; C°(R?)) dada (que
serd en este caso la primera entrada de la funcién test U dada anteriormente) y podemos
elegir a ¥(z,y) = ¢(x)P(y) (esto es, que sea separable, notese que en verdad ® solo
depende de ¥, ), con ®(y)n; = 0 en 9, (esto es ¥(z,y) -1 = 0 con 7 el vector normal a

la interfase), con esta funcién test en (6.2.58) obtenemos

/(;5 / (x,9)0,, P(y)dydx =0 (6.2.59)

de donde,
/ q(x,y)9,, ®(y)dy = 0 para toda ®(x) € CF(Q x R) (6.2.60)
Q
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esto ultimo pasa ya que ¢(z) es arbitraria. De esto y de la conexidad de cada subdominio

Q5 Q5 se sigue que ¢°(z,y) es independiente de y en 2 y por lo tanto, para cada x € Qo,

¢ (z,y) = x2(y)a3(x) + x1 (V)& (),
@ — x2(y)a3(x), (6.2.61)
¢ - x1(y)a} (x).

Para probar que ¢9(z) € H'(£)), debemos probar que existe una constante tal que para

cada funcién O(z) € C°(y),

/ @ (x)V - O(x)dz| < cte.||O]| 22 (6.2.62)
Qo
Por el Teorema 6.2.8 tenemos las siguientes propiedades para ¥(z,y).

1. Vy,-¥(z,y) =0en Y*
2. [,. V(z,y)dy = O(x)
3. ||\I’||L2(QO;H;#(Y*))2 < C||@||L2(Qo)2

Tomando ahora el limite en la subsucesion Y’, obtenemos

Qo

I R R e
(6.2.63)

/Q Vs (x) - ¥Y(z,z/e)dx = / q5(x)Vy - V(z,z/€e)dx de donde

Por otro lado de (6.2.55) tenemos que

Vgy(x) - V(z,z/e)dw — /Q ; E(z,y) - V(z,y)dydx (6.2.64)

Qo
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de tal forma que

/ ¢ (z)V - O(x)dr = / &z, y) - V(z,y)dydr (6.2.65)
Qo

Qo J Qo

Tenemos la desigualdad

/ &'z, y) - Uz, y)dydr| < (€] 2(oxa2 [ PllL2(@oxas)2
Q0 /2

(6.2.66)
< C||§O||L2(Qox92)2||@||L2(Qo)2

Esto demuestra que la integral (6.2.65) actua como un funcional lineal acotado en L?(€))?
para ¢ € H'(£). Por un argumento andlogo se demuestra también que ¢¥ € H' ().
Se puede ver entonces que ¢9 y ¢} estdn en H!()) aplicando los argumentos anteriores
a una extension de €y dentro de una vecindad de zo = 27 con ¢¢ extendido pseudope-
riédicamente en esta region.

Para obtener las funciones ¢i(z,v) v ¢i(z,y) en o, usamos que

lir%/ Vs (x) - V(z,x/e)de = / VS (x) - W (x,y)dydx (6.2.67)
0 Jq Qo J
para obtener
| [ €@ - V@) s o (6268
Qo J
lo cual implica, como antes que
| (€. = V@) - oy =0 (6.2.69)

esto pasa para toda ®(y) € H#(Q){ con V-® =0 (que implica 9,,&1 =0y ®-n=0en

99y, de donde inferimos la existencia de una funcién g (z,y) € L*(Qo; H*(22)) tal que

(z,y) = V@(x) + Vg (2,y) , y € Qo (6.2.70)

84



De manera andloga, se establece la existencia de gj (z,y) € L*(Q0; Hy()) tal que
@, y) = Vi(2) + Vyai(z,y) , y € Y (6.2.71)

Ahora, por el Lema 6.2.3, las funciones ¢5 pueden ser extendidas a funciones ¢¢ € H'(Q)
de tal manera que [|G°||g1(q) < C. Podremos entonces extraer una subsucesién que con-
verge debilmente en H'(Q), y por la Proposicién 4.3.5 esta subsucesién converge a dos
escalas a su limite débil, que debera ser igual a ¢3. Esto demuestra que ¢J € H*(€2). =
La clave para obtener la convergencia a dos escalas de ¢° a una solucién del problema
de dispersion para una banda homogenea es la unicidad de esta solucion. La forma débil
de este problema se dard a continuacién . Si Im(c*(z)) > 0, la unicidad se asegura.
Nuestra tarea ahora es saber si las funciones limite obtenidas son solucién del problema

variacional limite.
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Teorema 6.2.10 Las funciones limite a dos escalas p3(z), pd(x), pi(x,y) v pi(z,y),

satisfacen el siguiente problema variacional

/Q / (7@, 9) (Vap(@) + Vy0h(a,9) - (Vo) + Vy@b(a 1)) dA(2)dA(y)

" / / (@, 9) (Vap(@) + V02, 9) - (Vo) + V@l (2 9)))dA(2)dA(y)

—i [ ([ otwniawm ) e

—i [ ([ otenpiawm) stoetenat

-/ (©ar0) + Do )00 ) + 8 1))
b [ @) + 0yuphle ) 0, 312 + 0y Pl ()
_ v / _ i) +50) 0 ()

para toda @), &)(x) € HXQ) , ph(e,y) € L*( Qo H(Y)) & L2(2\ Q)

y 1(x,y) € L¥(Qo; Hy()).
(6.2.72)
(donde dA(x) = dxdxy, dA(x) = dyzdys y ds(x),ds(y) son la integral linea en las coor-

denadas macroscdpicas y microscopicas respectivamente)

Sea p° = (p, py), entonces el problema (6.2.72) es equivalente al sistema:

1. Vyp'(z,y) = x2(y)Pa(z, ) Vap® (2) + x1(y)P1 (2, y) Vap® ()

2. W0z, y) = Lo (Vp°(z) + Vyp'(z,y))

/(ivarom(x) V@ — ok (z)py(2)py(z) = —Z'l/mpgl/ ei(m+r)eatvmal) 5
0

(6.2.73)
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para toda p € H'(Q)

en donde el promedio de v (Vprom) €s definida como

vpmm(a:):/yvo(m,y)dA(y) (6.2.74)

la cual cumple la ecuacion diferencial homogeneizada

Uprom () = %p*(:c)lvxpg(x) (6.2.75)

donde P, Py son las matrices correctoras que son solucion del problema microscopico

/ p~ (@, y) (€ + Pa(z,y)€) - Voo y)dA(y) = 0 para toda @y € Hy(Q)
22 (6.2.76)

/Q p~H(x,y) (& +Pi(z,y)€) - Ver (y)dA(y) = 0 para toda oy € Hy(Qy)

22 (6.2.77)

con P =P; + P,

Demostracién. Sea Y’ una subsucesién de T tal que m¢ = min{l, ||p€||221(9)} converge,

digamos a m® € [0, 1]. Usaremos funciones prueba de la forma

p(x) = xa(z/€)(95(7) + epy(x, x/€)) + X1 (2/€) (1(2) + €1 (w, 2 /€))

= ¢'(z) + €' (z,3/e€)

(6.2.78)

que son suaves afuera de la frontera de las bandas 3, y ¥_(como se observa en la figura

6-3) en la forma débil del problema de dispersién obtenido en (6.2.9). Con la funcién
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prueba (6.2.78), esto es

/Q(P_l(% 2/ )V (x) - (V@ () + V@' (2, 2/€) + €V, @' (2, 2/€))dA
— w? /Q o(x,x/€)q (x)(p(x) + ep(x,x/€))dA = (6.2.79)

~ ivm / R (00 4 (2, /) )drs

(donde recordemos que la barra arriba en p° denota el complejo conjugado de @)

Para lo siguiente usaremos la convergencia a dos escalas. Ahora consideremos el primer
, . ., ., . . . 1
término de la ecuacién. Por hipétesis impuesta anteriormente sobre p~!(z,y), tenemos

que x2,.1(y)p(x,y)~" € C[Qo; LF(R)?], y por lo tanto tenemos también que

Ga(,y) = x2(y) (p(z, y) ) (VEh(2) + Vy@a(z, 2/€)) € C[Q; LF (R)*)
Gl y) = xa(y)(p(z, y) ) (V@i (2) + Vypi(z, 2/€)) € C[Q0; LF (R (6.2.80)
E(z,y) = (p(x,y) ) (V@y(x) + Vy@a(, a/e) € CIQ\ Qo; L (R)?]?

entonces, por el Lema 4.3.7 los campos (21 ¥ § convergen fuertemente a dos escalas en

sus dominios correspondientes 3.

Como Vp° converge a dos escalas en €2y, el Teorema 4.3.6 justifica el paso a la conver-

gencia a dos escalas en el dominio entero €). Andlogamente se aplica al segundo término

de la ecuacion (6.2.79).

El Teorema 4.3.9 aplicado a la extensién de las funciones ¢j y ¢5 del Lema 6.2.3

garantiza la convergencia a dos escalas de las trazas de estas funciones a ¢3(z) y ¢ (x).

Al tomar el limite para e € T’ de (6.2.79), obtenemos la forma débil del sistema de

#La sucesién w*(z) converge fuertemente a dos escalas a w® (z,y) en Q significa que lim_,¢ [, |[w*(z)| =
Jo Jy [w° (@, y)ldady
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ecuaciones parciales para los las funciones limites a dos escalas py, p?, pt vy pi,

/Q / P 9)" (Vad(x) + Vb)) - (VEY(x) + V() didy
+ / / o, 9) (V@) + Vg () - (VEUa) + V, 6Lz, y))ddy
QJMN

~t [ B / (e y)dyds — |t [ oty

971

(6.2.81)

_ _“/m/ ei((m+n)$2+umx1)@(2)(x)dx2

Esto se debe de cumplir para toda @3, @) € H'(Q) , ¢y € L*(; Hy(Qs)), ¢ € L*(Q; H} (Q1)).

Ahora vamos a encontrar las ecuaciones para el campo promedio y el problema de
celda para las funciones correctoras. Primero hacemos ¢° = (¢9, ¢9) = 0 en (6.2.81) para

obtener

/ / (0(2. )" (Vad(@) + V0 (2. 9) - Y, 5Lz, y))dydz+
29 (6.2.82)

/Q / (0, 9) " (V) + Vg () - V5L (2, y)dyde = 0

Esto se cumple para toda @y € L*(Q; Hy(2)), 1 € L*(Q; Hy (). Usando ahora las
funciones prueba separables ¢3(z,y) = ¢(2)3(y) v ¢i(x,y) = ¢(x)¥i(y), en (6.2.82)

obtenemos el problema de la celda para cada x

| o0) (VaBla) + Vo) - Vipbw)dy
/G<p (z,9) " (Ve (@) + Vyai (z,9)) - Vypi(y))dy = 0 (6.2.83)

para toda @y € Hy(G*), ¢ € Hy(G)

donde Gy G* son los dominios definidos en la figura 6-3.

Ahora, definimos a las matrices correctoras Ps(x,y) v Pi(z,y) como la solucién del
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problema macroscopico

/ Pl y) " €+ Pale,9)€) - Violy)dA(y) = 0 para toda ¢ € HY(G)
' (6.2.84)
| a6+ Pala)e) - Ve(u)aA) = 0 para toda ¢ € H(G)

Estas matrices Py y Py permiten encontrar una relacién entre p° = (p{, p3) v p* = (pl, pd)
de la siguiente forma:

Basta sustituir £ = V,p° en (6.2.84), para obtener

V,ps(x) = Py(z,y)V,p3(z) en G*
(6.2.85)
V,ypi(z) = Pi(z,y)V,p)(z) en G

En nuestro caso, el dominio hace que la segunda columna de las matrices correctoras

(correspondientes a las entradas y,) sean cero, y el problema se reduce a

/ o, 9) 7 (6 + (Po)us (2, 1)60)0, 0 (y)dyn = 0 ¥ip € HL(G)
" (6.2.86)

/OT p(x,y) (& + (P, y)61)0y, 0(y)dyr = 0 Ve € Hy(G)

Las matrices correctoras soluciones a este problema son como en el caso de la homoge-

neizacién asintética (ver (6.1.23)

[ (p1—p2)(1-7)
P, = (1=r)p2+rp1
0 0
- . (6.2.87)
P, = (1=r)p2+rp1
0 0

Ahora, usando la ecuacién (6.2.83) junto con la definicién de las matrices correctoras
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tenemos que

V' () = x2(y)Pa(z, y) Voo () + x1(y)Pi(z, y) Vi (z) (6.2.88)

Ahora, ¢35 =0y ¢i(y) = x1y1 en (6.2.82) para obtener

/Q o, y) (V) + V() - b x Edy = 0 (6.2.80)

(donde k x & denota el producto cruz entre k y &)

Como v°(z,y) = =p(z,y) " (Vp°(z) + V,p'(z,y)) obtenemos que

/Q v (z,y)dA(y) = 0. (6.2.90)

A continuacién, sea ©9(y) arbitraria, y sea ©9(y) = 0y ¢! = 0. Los términos de gradiente

se hacen cero por lo anterior y asi obtenemos

wQ/Q (/91 U(x,y)dy> @ (2)@%(z)dx = 0 (6.2.91)

entonces ¢V (x) = ¢3(z). Ahora sea ¢} = 0 y sean v?,vJ arbitrarias para obtener

/Q (/Q plz,y) (V' (x) +qu1(x,y))dy) V() dx

(6.2.92)
— [ ([ ototy) g = )
Q Q
Con Vprom (T fQ z,y)dA(y) y fQ (z,y)dA(y) = 0, concluimos que
Vprom (T) = /Q (2, y)dA(y) (6.2.93)
Si definimos p*(z) como
pra) e = | plz,y)" (€ +P(z,y)8) dA(y) (6.2.94)



o (x)= [ o(z,y)dA 6.2.95
(x) /Q (2, y)dA(y) (6.2.95)
obtenemos que

() = = (@) (V' (a) + V' (,9)) (6.2.96)

/Q (iwvan(z) - V@(2) — wo™ (2)ph(2)p(2))dA(z)
:—iVm/ ei((fn-{-ﬁ)mg-l—uma:l)@de (6.2.97)

para toda ¢ € H'(Q)

Con esto tenemos que la forma débil del problema homogeneizado o limite es

V - Vprom — iwa™(z)pd = 0,

(6.2.98)
Vpy(x) — iwp*(2)ve = 0.

Ahora debemos de probar que ||p€||z2(q) < C para toda € € T’ para que ¢° puede reempla-
zarse por p° en toda la demostracién. Para hacer esto, primero probamos la convergencia
fuerte a dos escalas de ¢°(z) a ¢°(z,y) en €y, la convergencia fuerte en € \ € siendo
convergencia estandar. Por el Lema 6.2.3, las extensiones ¢¢ de las restricciones de ¢¢ a
Q5 estan acotadas en H'(), y por lo tanto podemos restringir T’ a una subsucesién
que converge fuertemente a una funcién en L*(Q), llamémosla ¢3(z). Estos dos hechos

implican que la convergencia débil en L? de ¢5(x) a w(x) y ¢3(x), de donde obtenemos

i, [ (d5(0) () - ( /| qS(x))2 (6.2.99)

e—0

andlogamente obtenemos

i, [ (G5 A () = ( / 0 q?<x>)2 (6:2.100)

e—0

Ahora que ya tenemos la convergencia fuerte a dos escalas de ¢5(z) a ¢3(z) y ¢¢(z) a
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¢(x), asi como la convergencia a dos escalas de @¢(z)xz2(z/€) a ¢9(x)x2(v) v ¢ (z)x1(z/¢€)

a ¢)(x)x1(z), aplicamos el Teorema 4.3.6 para obtener

Yim [ (g (@)dAG) = im | (@) a(r/dA() + lim (G (@) (/A

- [ @ [ etiamaie + [

@@V [ a)dAm)dAR)
0 Qo Q
- / /Q (@32 9))*dA(y)dA(z)

(6.2.101)
Por definicién de m¢, si m" < 1, entonces ||¢|| 12(q) = 1 para e lo suficientemente pequeiia,

y por convergencia fuerte a dos escalas de ¢¢ a ¢°, obtenemos
18]l 22axg) =1 (m” < 1) (6.2.102)

Por lo tanto ¢9 # 0 porque ¢¥ = ¢3. A parte, g3 es solucién del sistema homogeneizado con
forzamiento m°f. De hecho, dicha solucién es tinica, por lo que concluimos que m° # 0.

Obtenemos entonces

/Q (0" (2) V(@) — w20 (2)|p(x) P)dA(z) = O (6.2.10)

Si Im(p*(z)) > 0 entonces p = 0. =

Teorema 6.2.11 La sucesion p*(x) converge fuertenemente en los espacios V¢ a su limi-

te a dos escalas p°(z,y) + ep*(x,y) en el sentido que

lim |p*(x) — p°(z,z/€)|| 120y = O (6.2.104)
e—0
Y
Eh’_r)n0 IVp(z) — Vop° (2, 2/e) — Vyp' (z,2/€)| 12(0) = 0 (6.2.105)

Demostracién. El primer limite se obtiene por convergencia a dos escalas de p‘(z) a
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p°(x,y) y el Teorema 4.3.6 . Para probar el segundo limite, escribimos

=
>Eﬂ\
—
&

— (2, y) — ep'(z,y),p () — p°(2,y) — ep'(z,y))
= b(p(2),p () — b(p (), p°(z,y) — ep' (z,y)) — b(P°(x,y) — ep' (z,y), p (2))

b(°(z) — ep' (. y), ep' (z,y))

_|_

(6.2.106)
el primer término del lado derecho de la igualdad es w?c(pé(x), pS(z) + f(p¢(x))) el cual

por la convergencia fuerte a dos escalas de p‘(x) a p°(z,y), tiende a

w? /Q o’ (2)(p3(x))*dA(z) + f(py(2)) (6.2.107)

Usando a p® + ep! como funcién prueba para la convergencia a dos escalas junto con el
teorema 4.3.6, podemos pasar al limite a dos escalas de los otos tres términos en (6.2.106),

que son (menos o més dependiendo de su signo en la ecuacién anterior)

/ /Q o2, 9) " (Vap (2, 9) + 0" (2, )) - (Va8 (2, 1)+ V5 (2,1))dA(y)dA(z) (6.2.108)

Por el teorema anterior y la definicién de ¢* | obtenemos que la ecuacién anterior es igual

a 6.2.107 , y encontramos que el lado derecho de (6.2.106) tiende a cero cuando ¢ — 0.

Por la coercividad de b, (Re(b(q,q)) > d]¢q|

2.) con lo cual obtenemos el segundo

limte buscado. m

Teorema 6.2.12 Los coeficientes de reflexion y transmision para los problemas ma-
croscopicos de dispersion por las bandas de la microestructura convergen a los coeficientes

del problema de dispersion de la banda homogeneizada (6.2.73).

Demostracién. Recordemos que el problema de dispersién es: Encontrar funciones pf, =
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p° = (ps, pf) € V© tal que

/Q (((6) ' Vo) - Vo — w0 p 3)dA + 3 / (T15) @des
T

+

_ —iVmpal / ei((m,%)szerxl)de (62109)
r

para toda ¢ = 1 B g € V©,
, y sea v¢ € L?(2)? definido por

1 -1
= —(p°) VpS 6.2.110
v = — (o) (62.110)

La convergencia fuerte de las soluciones y sus gradientes fuera de la banda implican la
convergencia de cada coeficiente de Fourier de las soluciones propagantes p a los de la
solucién homogeneizada p3, esto es

lim [ p(x)e " mHRT2gy, = / PY(z)e MRy, (6.2.111)
Iy

e—0 Iy

los coeficientes de reflexién y transmision estan definidos por la expansién de Fourier de
la onda de Bloch dada (6.2.7), la convergencia de cada uno de estos a los del problema
de dispersién homogeneizado implica que los coeficientes de los problemas macroscépicos

con microestructura convergen a los del problema de homogeneizacién. m
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Apéndice A

En este apéndice se veran los conceptos matematicos basicos que se vieron en la tesis,
asi como algunos resultados clasicos sobre espacios de Banach y Hilbert, en particular

sobre espacios de Sobolev.

A.1. Espacios de Banach y de Hilbert

Definicién A.1.1 Un espacio de Banach V' es un espacio vectorial sobre R normado y
completo, es decir, toda sucesion de Cauchy en V' tiene limite en V' con respecto a la

métrica d(x,y) = ||z — yl||, donde ||.|| : V — R es la norma de V.

Definicién A.1.2 Sea V un espacio vectorial sobre R. Un producto escalar en 'V, es
una funcion (-,-) : V. xV = R que cumple

(1){(Mvy + pvg, w) = Aoy, w) + p(ve, w) para todos vi,ve,w €V, A\, € R.

(2) (v,w) = (w,v) para todos v,w € V. (3) (v,w) >0 para todo v € V, v # 0.

Se puede definir una norma inducida por el producto escalar de la siguiente forma

[lul] == v/{u, v).

Lema A.1.3 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea (-,-) un producto escalar sobre V,

y sea || - || la norma inducida por dicho producton escalar, entonces

[{v, W) < |vl[[lwl], Yo,w € V
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Demostracion. Sabemos que para cualquier v,w € V, A € R se cumple que

0 < (v+ A w, v+ Aw) = |[v]|* + 2X\ (v, w) + \2||w]|?

Si w # 0 podemos tomar A := —% y con esto obtenemos
(v, w)?* (v, w)? ) {v,w)?
0 < o] =2 = [lv[l” = :
[lwl[> [Jw]]? [|w][?

Si multiplicamos la desigualdad por ||w||*> obtenemos

(v, w)* < PIPllw]]* = [(v, w)] < [oll[w]].

Definicién A.1.4 Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial H con un producto es-

calar (-,-) que es completo respecto a la norma inducida por dicho producto.

Definicién A.1.5 Si V es un subespacio vectorial del espacio de Hilbert H, el espacio

ortogonal a V en H es aquel que cumple

Vi={we H: {(v,w)=0YveV}

Definicién A.1.6 Sea V' un subespacio vectorial cerrado del espacio de Hilbert H. La
proyeccion ortogonal de H sobre V, es la funcion Py : H — V tal que a cada w € H le

asocia el inico Pyu € V' tal que ||u — Pyu|| = inf ey ||u — w].

Corolario A.1.7 SiV es un subespacio cerrado de H entonces Pyu es el inico elemento
de V' tal que

uw—PyueVt
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( 9] pag. 349)

Teorema A.1.8 (Complemento ortogonal) Sea V' un subespacio vectorial cerrado de un
espacio de Hilbert H .

(a) La proyeccion ortogonal Py : H — V' es la unica funcion lineal de H en' V' que cumple
(a.1)Py o Py = Py y (a.2) ker(Py) = V.

(b)Py continua y ||Py||zmyvy =1 si V # {0},

(c)La funcion v -V &V — H dada por t(v,w) := v+ w es un isomorfismo lineal y una

isometria.

Demostracién. (a) Primero se probarda que Py es lineal, tomemos u,w € H, A\, i € R.

Entonces tenemos que APyu + pPyw € V'y

M+ pw — (APyu + pPyw) = Mu — Pyu) + p(w — Pyw) € V-

Del A.1.7 se tiene que Py (Au+pw) = APyu+pPyw. De dicho Corolario también podemos
concluir que Py (v) = v,Vv € V. Por lo tanto, Py o Py(u) = Py(Py(u)),Yu € H, con
esto se satisface (a.1), al igual que se puede concluir inmediatamente de dicho Corolario
(a.2).

Ahora, si T : H — V es una funcién lineal que satisface (a.1) entonces, para todo u € H,
se tiene que T'(u — Tu) = 0. Si ademds T' cumple (a.1), entonces u — Tu € V*+ y el
Corolario 1 asegura que Tu = Pyu. Por lo tanto Py u es unica.

(b) Como u = Pyu + (u — Pyu) y (u — Pyu, Pyu) = 0, tenemos que
[lll* = [[Poull* + [Ju — Pyull*.

En particular, tenemos

[|Pyull < [[ul| Yu e H

98



Por lo tanto, Py es continua. Ademaés:

Pvu
| Pvllemyy = SupueH\{O}T <1

Por otra parte, si v € V' y v # {0}, entonces Pyv = vy,

Con esto se concluye que ||Py||zmvy = 1.
(c) La funcién ¢ : V @ V+ — H dada por ¢(v,w) := v + w es lineal claramente y su

funcion inversa esta dada por:

H—-VaoVt u— (Pru,u— Pyu),

Por lo tanto ¢ es un isomorfismo de espacios vectoriales, esto implica que es una
isometria para la métrica de V@ V*, que se define con la norma inducida por el producto

interno ((vy,va), (w1, wa))yeyr = (v, w1)1 + (Va, wa)a, v1,w; €V, vg,wy € VL. m

Definicién A.1.9 Sea H un espacio de Hilbert, se define al espacio dual topolégico

de H, L(H,R) como el espacio de las funciones lineales y continuas de H en R.

Proposicién A.1.10 Sea w € H. La funcion T, : H — R, dada por Tyu = (w,y), es

lineal ,continua y cumple que ||Ty||car) = ||w]|.

Demostracién. Con las propiedades 1 y 2 del producto interno obtenemos que 7T, es
lineal y la continuidad del producto escalar asegura que T, es continua. Si w = 0 entonces
|| Twl| ey = ||w]|| se cumple trivialmente. Ahora supongamos que w # 0, usando la

desiguladad de Cauchy-Schwarz obtenemos que:

_ | Twwl | Toyu) [w]|]|ul]
|Jwl| = < sup < —
[Jw]] ueH\{0} ]| ueH\{0} ||

= [|w]l. (A.1.1)
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Por lo tanto ||w|| = [|Tw||zar). ®

Teorema A.1.11 (de representacion de Fréchet-Riesz) Sea H un espacio de Hil-
bert y T : H — R una funcion lineal y continua. Entonces existe un unico w € H tal
que.

Tu = (w,v) para toda u € H

Mas ain, la funcion v : H — L(H,R) dada por tw := T, es un isomorfimso lineal.

Demostracién. Sea T' € L(H,R) y definamos V := kerT. Como estamos suponiendo
que T' es continua, entonces V' es un subespacio cerrado de H. Ahora, si V' = H, entonces
T =0y usando w = 0 obtenemos Tu = (w,v) Yu € H.

Si ahora V' # H, usando el Teorema A.1.8 (complemento ortogonal) tenemos que
V+ #£ {0}. Eligamos wy € V+ que cumpla ||wg|| = 1. Por lo tanto Twy # 0. Ahora
definimos

w := (Twp)wp.

Podemos observar que

T T
T(u— T—sowo) =Tu— T—;L()Two =0 para todau e H
Por lo tanto, u — %wo € V, de lo cual podemos concluir que
T T
(w,u) = (w,u — T_uljowo> + T—qjj()(w, wo) = (Tu){wgy,we) = Tu para toda u € H

Si algun otro w’ € H cumpliera Tu = (w',v), entonces (w — w',u) = 0 para todo
u € H, en particular si u = w —w'. Por lo tanto ||w —w'||? = 0, esto implica que w’ = w,
lo cual demuestra la unicidad de w. Por 1ltimo, como el producto escalar es bilineal,

entonces

t(Awy + pwr)u = Awy + pws, u) = Mwy, u) + p{wg, u) = [A(twy) + p(tws)]u.
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Y esto se cumple para todo u € H. Por lo ¢ es lineal y biyectiva (por la Proposicién

A.1.10). =

Proposiciéon A.1.12 Sea V' un espacio vectorial y T € L(V,R). Entonces w € V' satis-
face

(w,uy =Tu para toda uw € V

si y solo si w es un minimo del funcional J : V' — R dado por

1
J(w) = 3 lulf? = Tu.

Demostracién. (=) Supongamos que (w,u) = Tu paratoda u € V, entonces

tenemos que

1
J(u):J(w+u—w):§||w—|—u—w||2—T(w+u—w)

1 1

= §|]w]|2 —Tw+ (w,u —w) + §]|u—w||2 —T(u—w)
1

= J(w) +T(u—w)+§|]u—w\|2 —T(u—w)

1
= J(w) + §Hu—w||2 > J(w) paratodau eV

(<) Supongamos ahora que w es un minimo del funcional J. Para cada u en V' conside-

remos la funcién J, (t) : R — R dada por
._ L Lo
Ju(t) = J(w + tu) = 2||w|] +<w,u)t—|—2|]uH t° —Tw — (Tu)t

Dicha funcién es claramente diferenciable (al ser suma de funciones diferenciables) y su
derivada esta dada por

Tu(t) = (w,u) + [Ju|*t — Tu

Sabemos que w es un minimo de J, entonces 0 es un minimo de J,,. Por lo tanto, J! (0) =

(w,u) — Tu =0 Yu € V, obteniendo lo deseado. m
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A.2. Espacios de Sobolev

A.2.1. Conceptos principales

El espacio C'°(Q) es el espacio de las funciones infinitamente derivables, y que la
cerradura de su soporte (el conjunto de puntos donde la funcién es distinta de cero) forma
un conjunto compacto en 2. A continuacién se presenta una propiedad que cumplen las

funciones en este espacio.

Proposicién A.2.1 (a) Si ¢ € CX(Q2), entonces

/ 0 1 =0 Vi=1.2. ..n.
o Oz,

(b) Si f € CHQ), entonces

/afgpdx+/fa@d:c:o Vi=1,2,..n.
o 0z; o Ox;

Demostracién. (a) Realizemos la extension trivial de ¢ en R™ (extender en cero a ¢
fuera de © de manera suave). Entonces ¢ € C}(R". Elijamos a > 0 lo suficientemente
grande tal que sop(¢) C [—a,a]™. Sin perdida de generalidad hagamos i = 1y (t,y) €

R x R*"~! = R™. Entonces tenemos que

a

dp

5, Ly)dt = ¢la,y) —p(—a,y) =0 paratoday € R

dp . o)
/anidx = /}Rn1 /_a 8xidtdx

(b) Usando la afirmacién (a) al producto de funciones f¢ € C}(£2), obteniendo que

o(f¢) of O
/Q dx gpdx+/gfaxida:

Por lo tanto,
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Esta férmula obtenida al integrar por partes motiva a una nocién un poco mas general
de derivada. Pero antes definiremos un nuevo espacio de funciones, el espacio L}, (Q2).

Definicién A.2.2 f € L} (Q) si [ es integrable en cualquier subconjunto compacto de

su dominio,en otras palabras

L. Q) ={f:Q—=R|f e LY(K) VK C Q, K compacto}.

Definicién A.2.3 Sea u € L, (). Decimos que u es débilmente diferenciable en Q si

existen vy, ..., v, € L}, () tales que

/ u@(p dr + / vipdr =0  para toda ¢ € C°(Q) (A.2.1)
o O Q

A cada funcion v; se le llama la i-ésima derivada débil y se denota como D;u := v;.

Proposicién A.2.4 La derivada débil es lineal, esto es, siu,v € L}, (Q) son débilmente

diferenciables, y A\, € R, entonces A\u + pv es débilmente diferenciable y

D;(Au+ pv) = ADju+ puD;v  para toda i = 1,2,....,n

Demostracién. Sea i € {1,2,3,...,n} y ¢ € C(Q), entonces tenemos que

/ (Au + pv) O + (ADju + uDv)p| dr = )\/ u O + (Dju)p| dz

I
D,
—HL/Q {Uaxi + ( ,v)ap] dx

Lo cual prueba que Au+ pv es débilmente diferenciable y que D;(Au+pv) = AD;u+pD;v
|
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Proposicion A.2.5 Siu € L} (Q) es débilmente diferenciable en Q y ¢ € CX(Q),

loc

entonces (u es débilmente diferenciable en R™ y sucede que

9¢
&xi

D;(Cu) = u+ C(D;u

Demostracién. Tomemos ¢ € C®(R"), por lo tanto (¢ € CX(Q) y, por lo tanto

tenemos que

(uawdaﬂr/ (CDiu+uac)@dmz/umder/(Diu)((go)dx:O
n Q

Rn 8:1:1 8$Z Q 83:1

Definicién A.2.6 Sea p > 1. Se define al espacio de Sobolev WHP(Q2) como WHP(Q) :=
{u € LP(Q) : y es débilmente diferenciable en Q, y Diu € LP(Q), Vi = 1,2,....,n}. Si
u,v € WHP(Q), definamos:

1 .
lullwrr@) = (Jul[j + [[Dral[f + ... + [ Dpul[7) st p € [1,00]

[lullwrec ) = supfullee + [[Druffoc + . + || Dnulfoo}

Como LP(£2) es un espacio vectorial y la derivada débil es lineal entonce W1?(Q) también
es un espacio vectorial, aparte de esto también es un espacio normado, para ver esto se
probara que la norma que se acaba de definir cumple todas las caracteristicas de una

norma.
Proposicién A.2.7 || ||wir) : W(Q) = R es una norma.

Demostracién. Siu = 0, entonces Dyu = 0 Vi = 1,...,n, esto implica que ||u||w1») = 0.
Ahora, si ||u||w1r@) = 0 como [|ul], < ||ullwir@q) entonces u =0 en LP(£2).

Es claro que ||pu||wie@) = pllullwie@) para u € WHP(Q) y 1 € R. Finalmente podemos
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demostrar la desigualdad de Minkowski en W1?(Q) usando la desigualdad de Minkowski

en L*(Q) y la desigualdad del tridngulo en R™™! con la norma || - ||,

3 =

|u+ v[|[wre) = <||U +ol[p+ > |[Dau + Dﬂ)||§>

=1

=1

1 1
n ) n )
< <||u|\£+ > HDiuH§> + (HvHZH > HDwHZ>
=1 =1

= ||ullwrr@) + [[v]|wir@)

< <(|Iqu +1ol1,)" + Y (11 Diull, + HDszp)”)

La demostracion es completamente andlogo en el caso de p =00 =
El siguiente lema nos servira para demostrar que W'?(Q) es un espacio de Banach

(en el lema se observa que los limites de sucesiones en el espacio de Sobolev WP(Q) se

mantienen dentro del mismo espacio).

Lema A.2.8 Sean p > 1 y {u,} una sucesion en WHP(Q) tal que up — u en LP(Q) y
Dyuy, — v; en LP(Q2) para toda i = 1,...,n. Entonces u es débilmente diferenciable en (Q,

vi=DuVi=1,...n yu, —u en WHP(Q).

Demostracién. Sea ¢ € C°(Q2). Entonces ¢, 72 € L(Q2) para toda ¢ > 1. Podemos

tomar % + é = 1 y aplicar la desigualdad de Holder para obtener

i
a.’lﬂ'i

/ &pdx_ ukaw'dx < ||u — ugl|p

— 0 (cuando k — o0)
q

/ vipdr — /(Diuk)gpdx < ||lvi = Dyugl|pllelly = 0 (cuando k — oo)
Q Q
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Esto implica que

0 , d ,
/QU&Z do = lim o u’“az dz = — im Q(Diuwtpdm = —/Qvigpd:t

Esto sucede para toda ¢ = 1,...,n. Por lo tanto, u es débilmente diferenciable en € y

v; = Dyu. Esto implica que v € WP(Q). Adem4s tenemos que

n
7. _ p — 17 _ p { . _ . b _
i [ = ul 1) = Hm [Jug —ulp + z;,}ggo || Diug — Dyul[h = 0
1=

Teorema A.2.9 W'?(Q) es un espacio de Banach con p > 1.

Demostracién. Si tomamos una sucesién de Cauchy (uz) en WHP(2), entonces las su-
cesiones (ug) v (D;uy) seran de Cauchy en LP(2), como LP(£2) es un espacio de Banach
entonces uy — u'y Dyur — v; en LP(Q2) (Vi = 1,...,n). Usando el Lema A.2.8 tenemos

que u € W(Q) y up — u en WP(Q). Por lo tanto, W?(2) es de Banach. m

Como L*() es un espacio de Hilbert, entonces W?(2) también lo serd (lo denota-
remos también como H'({)) para resaltar su cardcter de espacio de Hilbert) y la norma

serd inducida por el producto escalar

(U, v) g1 (o) :—/uvda:—l—Z/(Diu)(Div)dx—/uvdx+/Vu-Vvdx
Q — Jo Q Q

Si estamos trabajando en un espacio de Sobolev a veces es mas facil, en lugar de usar la
definicion, trabajar primero en un espacio mas sencillo y después regresar al espacio de
Sobolev, para esto es titil encontrar espacios densos en el espacio W1P(Q); a continuacién
se demostrard que el espacio C2°(R™) es denso en el espacio W'P(R") cuando p > 1, para

ello se presentaran primero algunas nociones de funciones regularizantes.
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Definicién A.2.10 Sean f € C*(R") y g € Li,.(R"). La convolucién de f y g se define

loc

como la funcion f * g : R"™ — R dada por

(f % 9)(x) = / F(& — )9(y)dy

Lo interesante de la funcion f*g es que preserva la regularidad de f, esto lo observaremos

en las dos siguientes proposiciones.

Proposicién A.2.11 Si f € C2(R™) y g € L},.(R™), entonces f x g € CO(R").

loc

Demostracién. Tomemos una sucesién (zx) en R™ tal que x — x. Definamos hy(y) :=
flzr —v)g(y) v h(y) :== f(x —y)g(y). Al ser f continua tenemos que hy — h Vy € R™.
Ahora, tomemos r > 0 tal que sop(f) C B"(0,r) y xr € B"(0,r) Yk € N. Observemos
que si x, —y € sop(f), entonces y € B"(0,2r). Esto implica que hy = hyXpr(0,2r) (donde

XBn(0,2r) €s la funcién caracteristica de B™(0,2r)) y por la desigualdad de Holder

()] < | Fllool (9 Bn0,20))(W)] Yy € R,V € N

Como gxpr(o2r) €s integrable, se puede aplicar el teorema de convergencia dominada

obteniendo que

i (£ + 9)ax) = Jim [ b= [ h= (5@

k—o00

Concluyendo con ello que la funcién f * g es continua. m

Proposicién A.2.12 Si f € CL(R") y g € L},.(R"), entonces f g € C'(R") y

loc

B of

xgVi=1,...,n

Demostracién. Sean i € {1,...,n}, z € R" y € > 0 fijos. Como f € C}(R") enton-

ces % € C%(R"), esto implica que % es uniformemente continua en R™ (como tiene
K3 3
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soporte compacto entonces la podemos ver como una funcién distinta de cero definida
en un conjunto compacto que al ser continua implica que es uniformemente continua en
este conjunto y afuera al ser constante cero serd trivialmente uniformemente continua).

Entonces 46 > 0 tal que

of of
)= 5 (2)

<esilly—z|| <9 (A.2.2)

Sea r > 0 tal que sop (g—ai) C B™"(0,r) y x 4+ te; € B"(0,r) Vt € [0, 4], donde e; es el

i-ésimo vector de la base candnica de R™. Entonces tenemos que

of
8@»

of
aZEi

(x+te; —y) = (x4 te; — y)xBr(02r) (V) (A.2.3)

Esto sucede Vt € [—0,0] vy Vy € R™, aplicando el teorema del valor medio a la funcién
h:(0,1) — R dada por h(s) = f(z+ ste; —y) para cada t € [, 6] y y € R", concluimos
que ds € (0,1) tal que

flx+te;,—y)— flx—y) = tga{ (r + ste; —y) (A.2.4)
Usando (A.2.2),(A.2.3) y (A.2.4) obtenemos que
i—y) — — 0

89{- (x 4 ste; —y) —

gi (z — y)' ‘(QXBn(o,Qr))(y)‘
< €|(gxmr02)(¥)]

Esto sucede para toda ¢t que cumpla 0 < [t| < §, y € R™. En consecuencia

'g*g)(xm;) ~(fxg)) (g_fg) (z)
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<[

/ (f(ﬁtei—y)—f(fﬁ—y)

t

(w - y)) g(y)dy’

flzt+tei—y)—flea—y)

t
<e / 1
Bn(0,2r)

Como esto sucede V¢ con 0 < [t| < d, esto prueba que

(z—y ‘|g )| dy

i ¥ 9)( +te) = (f*g)(x) (3f g>< )
t—0 t ox;
Por lo tanto 5 (f x g) = == % g y por la Proposicién A.2.11 es continua en R". m

Note que aunque f % g hereda la regularidad de f no necesariamente la compacidad
de su soporte, por ejemplo si g = xgn, entonces f * g es una funcién constante con valor
fxg= fRn fdx, no siempre es cero esta integrla por lo tanto en este caso sop(f*g) = R".
Para poder introducir finalmente la nocién de sucesién regularizante necesitamos las dos
proposiciones anteriores, también necesitamos la densidad de C?(R") en LP(R")( [9] pag.

325).

Definicién A.2.13 Una sucesion de funciones ny. se llama sucesion reqularizante si cum-

ple que para toda k € N

— 1
€ CX®Y) Lm0 sop(m) € B'0.3) [ me=1

Lo interesante de las sucesiones regularizantes es la propiedad que tienen de aproximar
funciones en LP(R™) por medio de la convolucion de dichas sucesiones con la funcién, esto
es,si f € LP(R™), ngx f — fen LP(R")( [9] pag. 332). Esto nos servird para desmostrar
a continuacién la densidad de C°(R™) en W'P(R"), aunque antes se demostrard otro

Lema que nos sera ttil.
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Lema A.2.14 Seanp > 1 y (¢y) una sucesion en C°(R")NWIP(R™) tal que ¥y — u en

WLP(R™). Entonces existe una sucesion () en C°(R™) tal que op — u en WHP(R™).

Demostracién. Tomemos ¢ € C°(R")) tal que 0 < ((z) < 1 Vo € R™, ((z) = 1 si
|z]| <1y ¢(z) =0si [|z|| > 2. Ahora, definamos (i(z) := ((7), entonces ¢ € C°(R")

y cumple que
0 <(k(x) <1 paratodaxz € R" (p(z)=1 st ||z|]| <k, G(x)=0 si||z||>2k
Por el teorema de convergencia dominada en L” tenemos que
llv — Gll, = 0 Vo e LP(R™)
por otro lado, tenemos que
[ 1Gu=Ganl = [ 1Pl < = ally 0

y también que

o |” » oy |” Oy
P _ U — < ||Dju — p
Con esto concluimos que
) _ . ||
Jim = Gonlly =0 v Jim || 65| =0

Por otro lado, como g—gj(a}) = % gﬁi (%), se tiene que
|| 1|lo¢
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y como (1) es acotada en LP(R™), entonces existe una constante ¢ > 0 tal que

¢, ||” A, [P 11| a¢
— <= =
‘ (%i%@k ) /Rn axi@/)k i | oz, ||¢k||p_k —0
Por lo tanto,
Ck% 3% OCk
0 0
HDU—QC@% ‘ Ckl/}k
i |,

Definiendo ¢y := Gt € C°(R™). Hemos demostrado que

Dpx
(‘9@-

Y, — u en LP(R") y — Diu en LP(R")Vi=1,...,n

Por el Lema A.2.8 concluimos finalmente que ¢y — v en W'?(R"). =

Teorema A.2.15 C°(R") es denso en W'P(R™), con p > 1.

Demostracién. Tomemos u € W'P(R") y sea (1) una sucesiéon regularizante. Por

definicién 7, € C°(R™), entonces

(e Dau)(w) = | e = ) Druy)dy
= [ Sty = () @

Usando la proposicién A.2.12 tenemos que 7y * u € C°(R") y

(M *u) =np*xDiuVi=1,..,n
T

Entonces,

0
83%'

Me kU — Uy (Mg *u) = Dyu en LP(R")Vi=1,...,n
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Aplicando el Lema A.2.8 obtenemos que n; * u — u en W1P(R"). Aplicando el Lema
A.2.14, obtenemos la densidad de C2°(R™) en W'?(R"). m

Si ahora tomamos el espacio C2°(Q2), donde 2 C R", este no es necesariamente denso
en WP(Q). A continuacién describiremos otro espacio para el cual si existe la densidad

para todo dominio de R™ en el que esté definido.

Definicién A.2.16 Sea p > 1. Definimos al espacio de Sobolev W, (Q) es la cerradura
de C(Q2) en WP(Q) (i.e. la cerradura bajo la norma de WP(Q). Denotamos

Hy () == Wy™(Q) = C2(Q)

Al ser I/VO1 P(Q) un subespacio cerrado de W1?(Q), entonces es un espacio de Banach y

por lo tanto, H}(Q) un espacio de Hilbert. Por definicién C2°(Q) es denso en W, (Q).

Ahora suponga que tenemos un dominio acotado U C R" y una funcién v € WH(U)
(con 1 < p < 00), y queremos asignarle un valor a u en la frontera QU (suponiendo que
OU es C', como se definién en los preliminares); si u es continua en la cerradura de U
claramente tendrd un valor en la frontera, pero uw € W?(U) por lo tanto en general no
es continua y estd definida casi en todas partes en U (en todos los puntos de U menos en
un conjunto de medida cero), y AU es un conjunto de medida de Lebesgue cero en R,
por lo tanto no es trivial saber qué significa la restriccion de u a la frontera, para resolver

este problema se define el operador de traza.

Teorema A.2.17 (Teorema de traza) Suponga que §) es acotado y OQ es C*. Enton-

ces existe un operador lineal acotado
T : Wh(Q) — LP(09)

tal que
(i) Tu = ulpq si u € WP(Q) N C(RQ).
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Y
(i) ||Tul| ey < Cllullwisr) Esto se cumple Vu € W'P(Q), con la constante C' depen-

diendo solo de p y Q2. (A Tu se le llama la Traza de u en 0S).

Demostracién. El Teorema se demostrard para v € W1H2(2), que es el espacio de
Sobolev que més nos interesa, la demostracién general para W1?(Q) se puede encontrar
en [10], pag. 258. Llamemos D(Q) = W2(Q) N C(Q)( [16], pag 407).Supongamos

primero que Q = R? = {# = (1, ...,x,) € R"|z, > 0} y supongamos que u € D(Q2); sea

=2/

T/ = (21,...,2,_1) € R"! en este caso Tu = u|sq = u(Z’,0), ya que u es continua en

0 = R"!. En estas condiciones debemos demostrar que existe una constante C' tal que

Si z,, € (0,1) podemos escribir

w(@',0) =u(Z', xn) — / Uy, (T, t)dt
0

Donde u,, es la derivada parcial de u respecto a x,.

Por otro lado, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwartz tenemos que

( / (7 ydt) / g, (7, 1) Pt

Es facil demostrar que Va, b > 0, se cumple que (a +b)? < 2a? + 2b?,por lo tanto tenemos

u(f’,xn)_/w"uzn("’ t)dt| < <|u(f’,xn)|+ >2

2 2
< w(Z', x, |+/ lug, (7 |dt> < 2u(Z’, ) |2_|_2</ [t (T |dt>

<2u(Z’, x, |2+2/ g, (27, 8)Pdt < 2lu(Z ', z, |2+2/ (Vu(z ', ) 2dt

finalmente que

2

Tn

Uy, (T 1)dt
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Si integramos ambos lados en R™™! con respecto a ¥ ' y en (0,1) con respecto a z,
obtenemos (8) con C' = 2.

Ahora suponga que u € WH3(R?). Como D(Q) es denso en W2(R") ( [16], pag.
407), podemos tomar una sucesién {ux} en D(Q) tal que uy — u en WH*(R7:. La

linearidad de T" y la estimacién que encontramos en (8) tenemos que
HTUm — TUkHLp(Rn—l) < \/§Hum - ukle,Q(Ri)

Como {ux} es una sucesién de Cauchy en WH2(R'}), tenemos que {T'uy} es de Cauchy en
L*(R" 1), como L*(R™!') es de Banach ( [19], pag. 42) entonces existe ug [ L*(R"!)
tal que

Tup, — uy en Lz(Rn_l)

Note que ug no depende de la sucesién escogida. De hecho, si {v;.} estd en D(Q) y vp — u
en WH2(R') entonces

|lve — k| |7 (R}) — 0

y como

HTUk — TUkHLQ(Rn—I) < \/§||’Uk - ukle,z(Ri)

Por lo tanto

T —ug en L*(R™1)

Esto significa que si u € WI’Q(R:‘L), estd bien si definimos T'u = ug, donde T cumple por
construccion las dos propiedades buscadas.

Ahora, si Q es un dominio C! acotado, podemos suponer que z° € 9Q y que 0N es
plano cerca de 2° y que esté en el plano {z, = 0} = R"~!. Supongamos que existe una

bola abierta, con centro en 2° y de radio r tal que
Bt :=Bn{z, >0} CQ
B~ :=Bn{x, <0} C R"\Q
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y sea B la bola concéntrica a B con radio 5. Si denotamos como I' la porcién de OS2

dentro de B y usamos la misma estimacion que se tiene cuando €2 = R’} obteniendo que

/F]u\zda?’ < Cllul B

Donde u € D()

Si 2% € 99, pero N no es plano cerca de 2°, podemos aplanarlo como se muestra en
[10], pag. 103 cerca de z° para obtener la estimacién de arriba.

Como estamos suponiendo que €2 es un dominio acotado, entonces J€) es compacto,

entonces existe un conjunto de puntos z¢ € 9Q y conjuntos abiertos I'; C v (i = 1, ..., N)

N
tal que 00 = J Iy
i=1
[lull 2y < Cllullyi (@) (=1, N)
En consecuencia si escribimos T'u := ulgq entonces

| Tu|[290) < Cllullw2o)

Donde C no depende de u. Recordemos que esto se cumple para u € D(§2), para obtener
el resultado con u € WH%(Q) se utiliza la densidad de D(Q) al igual que se hizo en el
caso en que 2 =R7. =

Hasta ahora introducimos el concepto de traza para funciones en u € WH(Q) que
generaliza la idea de valores a la frontera, naturalmente existen condiciones en las cuales
la traza de una funcién v € WH2(Q) tiene traza cero, para esto se demostrara el siguiente

teorema.

Teorema A.2.18 (funciones de traza cero) Suponga que Q) es un dominio acotado

y O es Ct. Suponga también que u € WHP(Q). Entonces

u € WyP(Q) siy solo si Tu=0 en 09

115



Demostracién. (=) Suponga primero que u € VVO1 P(€2). Entonces por densidad existe

una sucesion uy en C°(Q) tal que
up —u en WH(Q)

Como por definicién Tuy, = 0 en 9Q (Vk € N) y T : WhP(Q) — EP(Q) es un operador
lineal acotado, entonces deducimos que Tu = 0 en 0f).

(<) El regreso es un poco mas complicado y se puede encontrar en [10],pag. 260. =

Lema A.2.19 g € C*(R) con g(0) =0y ¢ € L®(R), y u € WyP(Q), entonces gou €
Wol’p(Q) y se cumple la regla de la cadena con la derivada débil de la composicion, esto

es, Di(gou) = (¢ ou)D;u
(la demostracién de este Lema se puede encontrar en [9] pag. 377).

Proposicién A.2.20 (Cambio de variable para derivadas débiles) Seaf = (04, ...,6,) :

' — Q un difeomorfismo de clase C* tal que g—z? € L>*(Q) y 8;;:1 € L>*(Q) para

i,j=1,...n. Siue WyP(Q), entonces uo OW, () y

Di(uo6) =Y (Djuo e)gej i=1,....n
Yi

Jj=1

La demostraciéon de la Proposiciéon A.2.20 es de rutina y se puede encontrar en [9]
pag. 378. Tanto la Proposicién A.2.20 como el Lema A.2.19 son vélidos para W?(Q)

pero requieren un resultado de aproximacién que se puede encontrar en [5]. El espacio

WyP(Q) también es un subespacio de WP(R"), en sentido de que si u € Wy*(Q),
entonces 4 € W' (R") y D;(4) = Dyu, donde @ y D;u son las extensiones triviales de u y
D;u respectivamente (i.e. extender por cero a la funcién fuera de Q)( [9], pag. 379). De

. .. . 1 . .
forma intuitiva podemos entender al espacio W,”(€2) como el espacio de las funciones en
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W1P(Q) que se anulan en la frontera de 2, aunque esto no tiene sentido en general, ya
que la frontera es un conjunto de medida cero y los elementos de W1P(£2) son clases de
equivalencia de funciones que coinciden casi donde quiera (i.e. en todo 2 menos en un

conjunto de medida cero). Pero esto se cumple para cierta clase de dominios.

Definicién A.2.21 Sea Q C R", se dice que Q2 es de clase C* si Vxy € 0N, existe un
subcongunto abierto U C R™ tal que xo € U y un difeomorfismo 0 : B"*(0,1) x (—=1,1) —
U de clase C* tal que 6(0,0) = xq y

O(B"1(0,1) x (0,1)) =UNQ y (B 1(0,1) x {0}) = U N K.

Teorema A.2.22 Si Q) es de clase C* y u € W'P(Q) N C(Q), entonces las siguientes
dos propiedades son equivalentes

(iJu=0 en dQ. (ii)u € WyP(Q).

Figura A-1: Dominio de clase C*
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A.3. Desigualdades de Sobolev

Sea u € WP(Q), entonces denotaremos

3 =

IVully = (IIDyull} + ... + [[Dnul[})

A continuacién se hard una estimacion para ver las condiciones en las que se cumple

que |ell; < C|Vellp, con ¢ € C*(R™), y C una constante que solo depende de n,p y g.

Proposicion A.3.1 §i existe una constante C' > 0, que solo depende de n,p y q, tal que

para toda p € C2°(R™), se cumple que

llelly < ClIVellp (A.3.1)

entonces n #p yq= —&

n
n—p

Demostracién. Sea ¢ € C*(R") y > 0, y definamos

ou(r) = p(pz)

Ahora, sean p,q € [1,00). Hagamos un cambio de variable para obtener

1 1
ety = [ letuoitds = - [ fotw)idy = el
R” B Jrn K

Por otro lado, con la derivada tenemos

p
.
p n

Como estamos suponiendo que ||¢||, < C||V¢||,, entonces

p p

99(y)
al’i

99
8@»

O (i)

8.%‘1'

p D
dr = &

|52
p" Jrn

3@»

dy:—‘

p

1 Cu
—=lelly < —=[IVellp
/_Lq /’Lq
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Y esto se cumple parta toda ¢ € C(R") y u > 0. Despejando finalmente obtenemos
1_nyn
lelly < Cu ™2 > [Vl

Observe que si ¢ # 0, esta desigualdad solo se cumple cuando 1 — > T3 =0, yaque
el lado derecho se indetermina cuando p — oo si 1 — % + % > 0 o cuando g — 0 si
1-2+4+2<0 Porlotantop#ny ;. =

Definamos a p* = n%) como el coeficiente critico de Sobolev. Note que aunque demos-
tramos la proposicién para funciones en C2°(R"), usando la densidad de dicho espacio se
puede extender el resultado a W, ”(R"). Antes de demostrar que la desigualdad A.3.1 se

cumple de una manera mas general veremos un Lema que sera 1til para dicha prueba.

Lema A.3.2 Sean fi,....,f, € L" Y (R"™) conn > 2, y sea T = (z1,...,2,) € R".

Definamos a T; = (T1, ..., Ti—1, Tit1, .., Tn) € R, y también definamos

Entonces f € LY(R"™) y
HfHLl(R”) < H ||fiHL"—1(Rn—1)
i=1

La demostracién a este Lema se pude encontrar en [9], pag. 393.

Teorema A.3.3 (Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) Sea 1 < p < n,

entonces existe una constante C' > 0, que depende de n y p, tal que
lellpe < ClIVell,  para toda ¢ € CZ(R") (A.3.2)

Demostracién. Sea ¢ € C°(R"), como el soporte de ¢ es compacto, si i € {1,...,n}

entonces

QO(JJ):/ af(ajl,,gl,,xn)d@
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por lo tanto

33)|n71 = '/;Oo az(l'l,,fl,,l‘n)dgl S /_Oo a;’;(l'l,...,fi,...,l’n) dfl (A33)
Si denotamos a Z; igual que en el Lema A.3.2 y ahora hacemos
<10
Entonces usando la desigualdad (A.3.3) tenemos que
N n nil n 1
o)1 < (H fz(fi)) <[+ " @) = f@
=1 =1
Por el Lema A.3.2 tenemos que
’90’” T < f< HHszLl Rn—1) — H O
(2 Ll(Rn)
Por lo tanto )
lell 2y < " (A3.4)
" 8xz L1(R")
entonces
. "] 0
ool ey < midx < 5 = [Vell, (A.3.5)
e il o O @

Sea v > 1, ahora reemplazamos ¢ por |p[7"1p en (A.3.1) y aplicando la desigualdad de

Holder , tenemos que

n—1 n

oy \ — aQO 1
n—1 < L e
(/nlwl ) _vg<Rn!<ﬂl ||
<~ ( Py 1”> o ﬁ Op (A.3.6)
B R™ i=1 O p

i
L




Ahora supongamos que p € [1,n). Si p = 1 entonces p* = = y con (A.3.2) tenemos la

desigualdad buscada. Si p # 1, entonces v = ”T_lp* > 1, observemos que % =L =
p*yque%—’%:é.

Por lo tanto de A.2.2 obtenemos finalmente

[lellpe <AVl

Hasta ahora solo hemos acotado a ||¢||, con ||V¢||, para un valor especifico de ¢, (el
coeficiente critico de Sobolev de p). A continuacién veremos la desigualdad de Poincaré,

que generaliza el resultado anterior.

Teorema A.3.4 (Desigualdad de Poincaré) Sea 2 C R™ abierto y acotado. Eriste

una constante C' > 0 que solo depende de n,p y q, tal que
llull, < CIQU+ 75 ||Vull,  para toda u € WP(Q)

(donde || es la medida de ) si alguna de las siguientes tres condiciones se cumple

(i) p € [1,p), entonces WyP(Q) C LUQ), para toda q € [1,p*|, y la inclusion es
continua.

(ii) p=nyq€[l,00).

En consecuencia,

» Sipe[l,n), entonces WyP(Q) € LY(Q), Yq € [1,p*] y la inclusion es continua.

1n

» W™ () C L9(Q), Vg € [1,00) y la inclusion es continua.

Demostracién. (i) Antes de meternos a la demostracién del Teorema A.3.4 se demos-

trard una Afirmacién que serda muy util.

Afirmacién Si | < ooy 1 < ¢ < s < oo, entonces L*(2) C LP(2) y ésta inclusién

121



es continua. Mas aun, para toda f € L%()) se cumple.

11l < 190 [1flls si s €[1,00)

11l < 1€207[[£lla

En efecto, observemos que si [Q2] < oo, entonces xq € LI(Q2) Vg € [1,00) (donde xq

sigue representando a la funcién caracteristica de Q) y

. .
l[xallg = (/x%) = |4
Q

Sil<p<s<ooy feLQ), entonces |f|? € L#(Q) y

- (/ms)s A1l
p Q

Utilizando la desigualdad de Hélder se sigue que |f[P = xq| f|P es integrable y

[HLf17

5—p
s

I\in:/xQ\fl”g xe
Q

= lIfp)

s =
s—pP

Falj

Por lo tanto, f € LP(Q2) y

s

[1£1l < 191 [Lf1ls

(A.3.7)

Sil<p<ooy feL®Q), entonces |f|P < ||f|[E,x casi en todas partes en 2. Pero

|2 < oo, entonces la funcién definida como ||f||2 xq es integrable. Entonces, f € LP(2)

(Teorema 14.9 de [9], pag. 311). Podemos integrar la desigualdad |f? < ||f|[Z xq

para obtener que || f[[P < [Q[[|f[[%, (otra vez utilizando Holder), entonces

A1 < 1207 [1 1o

(A.3.8)

Por tltimo, si f, — f en L*(Q2), las desigualdades (A.3.7) y (A.3.8) prueban la existencia
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de C' tal que
| fe = fllp < Cllfi = flls

Concluyendo que fr — f en LP(Q2), por lo tanto la inclusion de L°(€2) en LP(Q2) es

continua.

Ahora, regresemos a la demostracion del Teorema A.3.4. Sean 1 <p <n, 1 <q <p*

y ¢ € C*(Q). Utilizando la afirmacién anterior y la desigualdad (A.3.2) tenemos que

lelly < 1207 |l 7|1Vl (A.3.9)

Como ya vimos C®°(Q) es denso en W,?(Q), entonces la desigualdad (2.2.9) se puede
extender a WyP(Q) como se muestra a continuacién: Si u € W,"(Q) y {¢} es una
sucesién de cunciones en C(9) tal que ¢ — u en Wy (), enonces ||¢r — ul[, = 0y

|V — Vul|, — 0, utilizando (A.3.9) tenemos que

p

7 || Ver — Vill, Yk, jeN

||§0k _SOqu < O|Q

Esto implica que la sucesién {¢y} es de Cauchy en L%(£2), y por lo tanto existe v € L((2)
tal que @ — v en LI(Q2). Por lo tanto u(x) = v(x) casi en todas partes de 2. Otra vez

usando (A.3.9), obtenemos finalmente que

p*—q
_ < P —q .,
lully = Jim [lgull, < CIQ15 tim ||V,

= Cl|7 || Vull,

(ii) Ahora, sean p = n, ¢ € [1,00) y u € Wy (Q). Hagamos r := méx{ L, 1}.

ng

i, entonces 7 = ¢ (donde

Notemos primero que r € [1,n) si n > 2, ademés si r =

nr
n—r

T =

) ysi g <25 sir = 1. Por lo tanto usando (A.3.2) y la afirmaciéon demostrada

en este Teorema se tiene que

ng

lull, < C||Vull, < C|Q|||Vul|, sir=
n+q
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n

1 _n-1 1_n—1
lullg < (@™ ul| 2, < ClQ™ 7 [[Vuly
< Cl1Q4||Vull, sir=1yn>2

Sin =1, por (A.3.3) se cumple lo deseado inmediatamente. m

El Teorema A.3.4 es muy util ya que nos permite usar la norma ||Vul|, en lugar de usar
la norma W, ”(Q), més a atin si Q C R" acotado y abierto, y p € [1,n), entonces ||u|| :=
|Vull, (u € WyP(2)) es una norma en W, (Q) equivalente a la vista anteriormente y
sigue siendo un espacio de Banach bajo esta norma ( [9], pag. 398).

A continuacion se demostrara una caracteristica interesante de la inclusion del espacio

WLHP(R") en LI(R™), a la cual se le conoce como encaje de Sobolev.

Corolario A.3.5 (Encajes de Sobolev) Si p € [1,n), entonces WHP(R™) C L%(R")

para toda q € [p, px| y dicha inclusion es continua.

La demostracién de este Corolario puede ser encontrada en [9], pag. 399.

A.4. Método de elemento finito

Un método numérico muy usado actualmente tanto en la fisica como en la ingenieria
para la aproximacion y simulacion de soluciones de ecuaciones parciales es el llamado
Método de Elemento Finito que fue desarrollado en 1943 por el matematico Richard
Courant, la ventaja de este método es la libertad que se tiene sobre la geometria del. pro-
blema; en este capitulo se dara una pequena introduccion al método centrada en la parte
aplicada. Por simplicidad solo veremos algunos resultados clasicos sobre la aproximaciéon
por elementos finitos de tipo Py, la generalizacion a tipo P, es analoga y directa.

Sea V' un espacio de Hilbert separable (con una base numerable) y A: V x V — R

una forma bilineal coerciva y simétrica en V' y [ : V — R un funcional lineal continuo.
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Por teorema de Lax-Milgram existe una tnica u € V' solucién a
A(u,v) = Il(v), para todav € V (A.4.1)
Para todo V}, subespacio de V' de dimensién finita, sea u;, € V} la solucion tnica de
A(up,vp) = l(vy), para toda v, € Vj, (A.4.2)

A continuacién se presenta un lema importante de elemento finito.

Lema A.4.1 (Lema de Céa) Sea V, V), A, I, u y uy, definidos con las hipdtesis an-
teriores. Por lo tanto existe una constante C' > 0 que solo depende de las constantes de

coercividad y continuidad de A tal que
llu —uplly < C iWnf ||u— vl (A.4.3)
v EVR

Demostracién. Usando que V}, C V' y restando las ecuaciones (A.4.1) y (A.4.2) tenemos
que

A(u — up, v — uy) =0, para toda v, € Vj, (A.4.4)

Reemplazando vy, por v, — u, € Vj, obtenemos

A(u — up,v — uy) = 0, para toda v, € Vj,

(A.4.5)
siy solo si A(u — up, vy —u+u—uy) =0, para toda v, € Vj,
Usando la bilinearidad de A tenemos que
Alu — up,u —up) = Alu — up, u — vp,)
La continuidad y coercividad de A implican
) A
AMu — up|® < Alu — up||u — vy| entonces |u — up| < X|u — Ug| (A.4.6)
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haciendo C' = % la ecuacién (A.4.6) se cumple para el infimo de los v, y por lo tanto

demostramos (A.4.3) =

Podemos reescribir la dltima desigualdad como |u — uy| < &|u — Py, (u), donde Py,
es el operador de proyeccién sobre Vj, para h € R y Vj es un subespacio dimension
finita. Por lo tanto Py; cerrado en V. Ahora, en el caso en el que V = H}(D) con
D c R? acotado, abierto y suave, el método de elemento finito P, consiste en construir
un subespacio finito dimensional V}, definido como sigue (solo veremos los caso d = 1y
d=2).

-Caso d=1:

Al ser unidimensional, D es necesariamente un intervalo abierto D = (a,b), con

a < b< +4oo. Sea h > 0 tal que N = b’Ta — 1 un entero positivo y definamos la rejilla

regular de discretizacién de (a,b) como
Tp = a4+ nh, paratoda 0 <n < N, +1

El método consiste en aproximar la solucion en A.4.1 por uy la solucion de A.4.2 donde

el espacio de elemento finito V}, se define por
Vi ={v e C(D),v(a) = v(b) = 0,v|(z,,.,.) €s lineal VO < n < N}

o equivalentemente

Vi = {pn0,1 <n < N,})

y para cada x € (a,b) definimos

=Sl € (o1, Tn);
ph(z) =18 =2 g€ (3,3, + 1);
0 los casos restantes.

La funcién ¢? es la tnica funcién lineal a pedazos tal que 9 (z,) =1y ¢ (x)) = 0 si
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o I Ipn-1  Tn  Tnp+4l TNy +1
. . .7 0
Figura A-2: Funcién base ¢} (z)
-Caso d=2.
En dos dimensiones necesitamos definir una triangulacion del dominio D. Supongamos
entonces que D es un poligono convexo que aproxima al D original. Un triangulacion

es una particion de D con un numero finito de tridngulos K, llamados elementos, que

satisfacen las siguientes condiciones

L] UKeThK - D

» Cada tridnglo K es cerrado con interior no vacio.

» Para toda K| # Ky € Tj,, KY N KY = {).

» Para toda K; # K, € Ty, K1 N K5 es vacio, o sélo un vértice o arista.

Sea N}, el nimero de nodos de la triangulacién que pertencen al interior del dominio y a
(n)1<n<n, las coordenadas. Andlogamente al caso unidimensional el espacio de elemento

finito se define como
Vi :={v € C(D),v|gp, para toda K € T, v|x es lineal}

y la definicién de equivalente como Vj, := ({¢%,1 <n < N,}) usaa ¢, con 1 <n < N,
como la tnica funcién tal que @) (z,) =1y @) (2),) = 0 para toda n’ € N con z,y # z,, y

¢ es lineal en cada tridngulo K € Tj,.
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Figura A-3: Triangulacién

El operador de interpolacién 119 asociado a la triangulacién 7, es definido como sigue:

Mu(z) = Y vla.)ph(x)

1<n<N}

para toda v €C(D)Hy(D),Vz € D

La funcién % es llamado el interpolador lineal de la funcién v. Se comprueba facilmente
para toda 1 < n < N, IDv(z,) = v(x,). También debemos asegurar que los tridungulos
no se aplasten cuando h — 0. Para esto para cada tridangulo T, sea hr su diametro y pr
el diametro del circulo méas grande inscrito en 7. Se dice que una familia de triangulos
(1) es regular (o no degenerada) cuando h — 0 si existe una constante vy tal que:
hr < 4 VT € (1,)Vh. Finalmente presentaremos un estimador clésico del operador de

pT

interpolacién.

Teorema A.4.2 Supongamos que (1,)n > 0 es una sucesion uniforme de triangulaciones
regulares de D tal que supg, diam(K) = h. Entonces, existe una constante C' > 0 tal

que para toda h > 0 suficientemente pequena y para toda v € H*(D) N HY(D) N C(D)

v — TI0|| 22y < Ch?|v|ge
hYIIL2(D) H?2(D) (A.4,7)
||V(U - H2U)||L2(D) S Oh|U|H2(D)
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Mas resultados sobre el método de elemento finito pueden encontrarse en [8] pag. 135.
Para términos précticos, el problema de solucién de un problema diferencial por medio
del método de elementos finitos resolviendo un problema lineal con la discretizacién del

operador diferencial. En el caso del problema con el operador laplaciano:

—Au=f en(
u=0 en 0N

(A.4.8)

Si expandimos a la soluicién u en términos de la base de elemento finito {¢;} con
soporte en cada triangulo de alguna triangulacién de © con nodos {x;}¥,. Sea U =
(u(zq),...,u(zn)) (los valores de la solucién en los nodos). Ahora, la formulacién débil
de la ecuacién (A.4.8) usando como funcién prueba ¢; (i-ésimo término de la base de

elemento finito) es

/QV@- -Vudr = /Qf(x)gzﬁl(x)dx

pero u(z) = SN u(x;)¢i(z), por lo tanto

(2

N

> (/Q Vi - V¢jd$> u(z;) = /Qf(x)@-(x)dx

J
Por lo tanto los valores de la solucién en los nodos son solucién al siguiente problema

lineal

MU =F (A.4.9)

con M;; = [,V - Vode, Uy = u(z;) y F; = [, f(x)¢;(x); existen varios métodos
numéricos para invertir la matriz M y asi encontrar la solucion discrete U, como ejemplo

estd el método de Gradiente Conjugado.
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Apéndice B

Cddigo de la simulacién

//Mirage acustico

//Definimos las constantes y la funcion de onda incidente
real kappa0O=1, rhoO=1, kx=pi/5., ky=pi/5., w=sqrt(kx"2+ky~2);
real kappa=(5./10.)*kappa0O, rhol1=(10./5.)*rho0, rho2=(5./10.)*rho0;
real cx=sqrt(kappa/rhol), cy=sqrt(kappa/rho2);

func f=(exp(1lixkx*x)+exp(-1ixkx*x))*exp(li*xky*y);

//Definimos el primer dominio

border a(t=0,20){x=t; y=0; label=1;};

border b(t=0,2*pi){x=20; y=t; label=2;};

border c(t=0,20){x=20-t; y=2*pi; label=3;};

border d(t=0,2*pi){x=0; y=2*pi-t; label=4;};

border e(t=0,2*pi){x=10.; y=t; label=5;};

border g(t=0,2*pi){x=5; y=t; label=6;};

int n=300;

mesh Th=buildmesh(a(n)+b(n)+c(n)+e(n)+d(n)+gn));

plot(Th);

//Definimos el segundo dominio

border a2(t=5,20){x=t; y=0; label=1;};
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border b2(t=0,2*pi){x=20; y=t; label=2;};

border c2(t=0,15){x=20-t; y=2*pi; label=3;};

border d2(t=0,2*pi){x=5; y=2*pi-t; label=4;};

border g2(t=0,2*pi){x=10; y=t; label=6;};

int nn=180;

mesh Thl=buildmesh(a2(nn)+b2(nn)+c2(nn)+d2(nn)+g2(nn));

plot(Thl);

//PRIMER PROBLEMA

//Definimos el espacio de elemento finito donde trabajare

fespace Vh(Th, P2, periodic=[[1,x],[3,x]]);

//Espacio de funciones periodicas en las fronteras 3 y 1

fespace Vhh(Th,P2);

Vh<complex> u, v;

//Definimos el problema

problem Fluido(u,v)=int2d(Th) (dx(u)*conj (dx(v)))

+int2d (Th) ((ky~2)*u*conj (v) -2ixky*dy (u) *conj (v)+dy (u) *conj(dy(v)))
-int2d (Th) (w"2*u*conj(v))+on(2,u=f*exp(-1i*ky*y))+int1d(Th,2) (O*conj(v));
Fluido;

Vhh<complex> p=u*exp (li*ky*y);

Vhh pr=real(p), pi=imag(p);

plot(pr, fill=true, value=true);

//SEGUNDO PROBLEMA

//Definimos el espacio de elemento finito donde trabajare

fespace Ph1(Th1,P0); //Definimos el espacio de funciones continuas a pedazos
fespace Vh1(Thl, P2, periodic=[[1,x],[3,x]]);

//Espacio de funciones periodicas en las fronteras 3 y 1

fespace Vhh1(Th1,P2);

Phl reg=region; //Llamamos a la funcion caracteristica
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//Definimos cada subdominio

int nder=reg(12,1);

int nizg=reg(6,1);

//Definimos los coeficientes con funciones caracteristicas
Phl n1=1+(cx"2-1)*(region==nizq);

Phl n2=1+(cy~2-1)*(region==nizq);

Vhil<complex> uu, vv;

//Definimos el problema

problem Metafluido(uu,vv)=int2d(Th1l) ((n1)*dx (uu)*conj(dx(vv)))
+int2d (Th1) ((n2) * ((ky~2)*uuxconj (vv)-2i*ky*dy (uu) *conj (vv)+dy (uu) *conj (dy (vv))))
-int2d (Th1) (w™2*uu*xconj (vv))+on(2,uu=f*exp (-1ixky*y))+int1d (Th1,2) (O*conj(vv));
Metafluido;

Vhhi<complex> pp=uukexp (lixky*y) ;

Vhh1l ppr=real(pp), ppi=imag(pp);

plot(ppr, fill=true, value=true);

//Definimos la funcion de referencia

Vhhl prref=pr;

plot(prref, fill=true, value=true);

//Calculamos el error relativo

real err=int2d(Th1l) (((abs(prref-ppr))~2)x*
(region==nder))/int2d(Th1) (((abs(prref)) ~2)*(region==nder)) ;

cout << "error =" << err << endl;
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