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Introduccion

El avance de la ciencia y la tecnologia durante los ultimos afios ha permitido
el desarrollo de dispositivos computacionales cada vez mas pequefios. Sin embargo,
dicha miniaturizacion tiene un limite, en el que esos dispositivos dejan de
funcionar correctamente pues los electrones se escapan de los canales por los
cuales deben circular. A niveles microscopicos, la mecanica cuéntica se hace
presente en el desarrollo y funcionamiento de las computadoras. ElI uso y
manipulacién de las propiedades cuanticas de los dispositivos electronicos para el
procesamiento de la informacién es el area de estudio de la disciplina llamada
Computacion Cuéntica.

Se han hecho grandes esfuerzos para encontrar el material que permita la
realizacion de computadoras cuanticas, ya que, si bien la computacion cuantica es
viable desde el punto de vista tedrico, también presenta problemas experimentales.
La decoherencia, tiempo de vida reducido de los sistemas, es el mas relevante. Esto
implica una busqueda de circuitos cuanticos que tengan un tiempo largo y estable
de coherencia. lones frios atrapados y condensados de Bose-Einstein son
materiales propuestos actualmente.

Un Condensado de Bose-Einstein (BEC), ademas de ser considerado un
estado de agregacion de la materia, es un material bosoénico cuyos atomos, al ser
enfriados a temperaturas cercanas al cero absoluto, alcanzan el estado fundamental
o de minima energia. Recientemente, los BEC’s fueron sintetizados en laboratorio,
mediante un conjunto de técnicas de enfriamiento con trampas magnético-6pticas;
y son una buena opcién para crear computadoras cuanticas. En la actualidad
existen propuestas sobre cémo aprovechar las propiedades cuénticas de los BEC’s
para lograr computacion cuantica.

La importancia de tener computadoras cuanticas es, por un lado, hacer la
vida cotidiana fécil, eficaz y eficiente, asi como divertida y acorde a la misma
evolucién del ser humano. Por otro lado, entender el mundo cuantico detras de una
computadora cuantica abriria camino a mas y mayores investigaciones favorables
para el desarrollo evolutivo del hombre en diversas areas de investigacion y, sobre
todo, ayudaria a entender nuestra propia naturaleza cuantica, a ver la vida como
realmente es y no como se cree que es hoy.

Actualmente, el mundo cuantico es casi desconocido en la vida cotidiana,
ignorado, menospreciado y hasta confundido y mal empleado en otras disciplinas,
sin conocer la relevancia y veracidad que éste tiene en nuestras vidas diarias.
Entendiendo quiénes somos, de qué y como estamos hechos, asi como la belleza
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intrinseca que caracteriza a la mecanica cuéntica, seguro cambia la manera en que
se percibe este mundo de manera completamente diferente y positiva.

En esta investigacion proponemos el uso de BEC’s para crear computadoras
cuanticas, que si bien es ya una idea teGricamente propuesta, experimentalmente
investigaciones precedentes han dejado problemas planteados. Aqui, analizaremos
ventajas y desventajas de dicha propuesta teorica, las dificultades que se han
encontrado experimentalmente y presentaremos algunas propuestas de
perspectivas del uso de BEC’s en computacion cuantica.

Debido a que esta investigacion es meramente tedrica procederemos a
estudiar y analizar conceptos bésicos en la literatura cientifica mas conocida asi
como en diversos articulos de revistas y de arbitraje internacional para el mayor
entendimiento del tema y como sustento tedrico y experimental para la propuesta
base de este trabajo.

Asi que, a manera de revision, dedicaremos el primer capitulo al estudio de
conceptos fundamentales de la mecanica cuantica, en particular de los que se
aplican en el estudio de los BEC’s y la computacién cuantica.

En el segundo capitulo, estudiaremos la definicion de condensado de Bose-
Einstein, su obtencion en el laboratorio, los diferentes tipos de condensados que
existen y las propiedades cuanticas que éstos presentan.

En el tercer capitulo, definiremos el concepto de computaciéon cuantica, su
funcionamiento, las complicaciones que presenta experimentalmente y algunas
propuestas para su solucion.

Una vez presentados los temas anteriores y, en base a lo aprendido ahi,
analizaremos, en un cuarto capitulo, las aplicaciones que tienen los BEC’s en
computacion cuantica y cosmologia.

Los BEC’s ofrecen la oportunidad de aprovechar las propiedades de los
sistemas cuanticos para disefiar circuitos con funciones inalcanzables para los
dispositivos electronicos de hoy, lo que ha llevado nuestra investigacion hacia un
nuevo fendbmeno conocido como luz lenta (Slow light): las ondas que componen la
luz, con diferentes frecuencias, viajan en grupo y al atravesar un medio dispersivo
la velocidad de cada onda se retrasa con respecto a la otra formando un nuevo
pulso en el medio el cual se retrasa con respecto a un pulso viajando en el vacio.
Esto se logra mediante transparencia inducida electromagnética, para el caso que
nos ocupa. Este fendmeno es el resultado de la manipulaciéon de luz, que permite
también el estudio de la teleportacién cuantica. Estudiaremos este y otros aspectos
en el ultimo capitulo de esta investigacion.

Los BEC’s y la Luz Lenta, pilares de este trabajo, son fenémenos que han
comenzado a ser investigados a fondo en afios recientes, a pesar de tener casi un
siglo de haber sido descubiertos. Dichos fenomenos prometen el logro de grandes
avances tecnoldgicos que impactaran de lleno nuestras vidas en un futuro no muy
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lejano. Es por esta razon que, en esta investigacion, se tienen expectativas de que, si
por un lado es cierto que la aplicacién de BEC’s en computacién cuantica presenta
algunas complicaciones, por otro lado, el avance de la tecnologia podria facilitar su
implementacién en un futuro. De ser asi, los datos aqui analizados, a modo de
recopilacion, podrian ser de utilidad para investigaciones y experimentos
posteriores. De hecho, de manera divulgativa, parte de nuestra investigacion la
presentamos en la Facultad de Estudios Superiores Aragon y en el congreso
internacional Cosmology on the Beach con la esperanza de que sea una aportacion
cientifica relevante.






I Conceptos Basicos de Mecanica Cuantica

La mecanica cuantica se fue desarrollando durante varios afios gracias a las
investigaciones de fendbmenos experimentales que mostraban diversos aspectos de
las fallas de la fisica clasica, en todas sus &reas: mecanica, termodinédmica,
mecénica estadistica y electromagnetismo. Por lo tanto, la necesidad de una
mecanica cuéntica se dio por contradicciones sistematicas en las leyes clasicas y por
encontrar una solucion a esos conflictos.

La fisica cuantica extiende su campo de aplicacion a la region de
dimensiones pequefias (atbmicas y subatdémicas) y se caracteriza por una constante
universal de significado fundamental: el cuanto elemental de accion, que es el
producto de la energia implicada y el tiempo empleado en un proceso fisico. Fue
introducida por el fisico Max Planck, quien le dio nombre, para tratar de explicar
las propiedades observadas en la radiacion térmica. De esta forma, y con el
concepto de cantidades cuantizadas - carga eléctrica, energia y momento angular -,
se da paso a la actual mecénica cuantica.!

I.1 Mecanica Cuantica

La mecanica cuantica es la ciencia que estudia, con un enfoque
probabilistico, el comportamiento de los sistemas cuantizados. La teoria describe el
estado instantaneo o estado cuantico de un sistema con una funcion de onda que
predice la distribucion de probabilidad de todas las propiedades observables. La
mecanica cuantica no asigna valores definidos a las propiedades observables, méas
bien hace predicciones sobre sus distribuciones de probabilidad.

Dos eventos fundamentales que dieron lugar a la actual mecanica cuantica
fueron la radiacién térmica y el efecto fotoeléctrico, los cuales son un ejemplo de
como la mecanica cuantica fue necesaria para explicar las diferencias entre las
predicciones teoricas y los resultados de los experimentos realizados.

La radiacion térmica es la energia que un cuerpo emite como
consecuencia de su temperatura. Todos los cuerpos emiten radiacion y la absorben
del medio. Un cuerpo que estd mas caliente que el medio en el que esta se enfria,

1 Existe una vasta literatura sobre conceptos basicos de mecanica cuantica. En nuestra investigacion
revisamos varios libros en los que se pueden encontrar las mismas definiciones de dichos conceptos
bésicos, sin embargo, citaremos a (Eisberg & Resnick, 2011) como fuente principal del capitulo |
debido a la simplicidad del libro.
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pues la rapidez con que emite energia es mayor a la rapidez con que la absorbe,
llegando asi a un equilibrio térmico, en el que la velocidad de emision y absorcion
seran iguales. La mayoria de los cuerpos son visibles a temperaturas ordinarias, no
por la luz que emiten sino por la luz que reflejan, mientras que a temperaturas muy
altas los cuerpos son luminosos por si mismos, es decir, por la energia que emiten
en forma luminosa. Por lo tanto, la radiacién del cuerpo negro depende
fuertemente de la temperatura y no del material del que esta hecho.

Experimentalmente se encuentra que los cuerpos negros, es decir, cuerpos
cuyas superficies absorben toda la radiacién térmica que incide sobre ellos, emiten
espectros térmicos. Un ejemplo de un cuerpo (casi) negro es cualquier objeto
cubierto de pigmento negro. Otro ejemplo es un objeto que contiene una cavidad y
se comunica con el exterior por medio de un pequefio agujero. La radiacién del
exterior que incide en el objeto y pasa por el agujero es reflejada por las paredes
internas de la cavidad y sera absorbida.

Los cientificos John Rayleigh y James Jeans calcularon la densidad de
energia de la radiacion de cuerpo negro (formula de Rayleigh-Jeans), encontrando
un serio conflicto entre la fisica clasica y los resultados experimentales.

La férmula de Rayleigh-Jeans, para la radiacion de un cuerpo negro es:

8mv2kT
pr (V) dv = T dv, Ec. (I-1)

donde pr(v)dv es la densidad de energia por unidad de volumen en un
intervalo de frecuencias (v) del espectro de cuerpo negro a temperatura T, 8mv? es
el nimero de ondas estacionarias en el intervalo de frecuencias, kT es la energia
promedio de cada onda, con k como la constante de Boltzmann k = 1.38 x 10723
joule/K,y a3 es el volumen de la cavidad.

En (I-1) es posible observar que la densidad de energia en una cavidad de
cuerpo negro en el limite de frecuencias bajas tiende a cero y a medida que crece la
frecuencia, tiende a infinito, mientras que, experimentalmente, la energia siempre
permanece finita y, a frecuencias muy altas, tiende a cero.
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Figura I.1. Prediccion de Rayleigh-Jeans (Eisberg & Resnick, 2011).
La linea punteada muestra la prediccion de Rayleigh-Jeans y la linea continua los resultados
experimentales de la densidad de radiacidn de cuerpo negro.

Por otro lado, el efecto fotoeléctrico, es decir, la produccion de corriente
eléctrica en un material debido a la incidencia de radiacién electromagnética, es un
fendmeno descubierto por Heinrich Hertz en 1886 en el que también existen
discrepancias entre el modelo tedrico y el experimento:

1. Falta de dependencia de la energia cinética del electrén con la
intensidad de la luz. La teoria ondulatoria de la luz, sugiere que la
energia cinética de los electrones aumenta con el aumento de intensidad del
haz de luz. Esto es debido a que se pensaba que los electrones acumulaban
energia para ser expulsados del material, en donde dicha energia era
proporcionada por la incidencia de las ondas de radiacion electromagnéticas
en los electrones.

2. Existencia de una frecuencia de corte. Basandonos en lo anterior, el
efecto fotoeléctrico deberia ocurrir para cualquier frecuencia de las ondas
radiantes siempre y cuando la intensidad de dicha radiacién sea lo
suficientemente grande como para dar la acumulacién de energia necesaria
para la emision de electrones. Sin embargo, experimentalmente, existe una
frecuencia de corte caracteristica para cada superficie, debajo de la cual, el
efecto fotoeléctrico no ocurre.

3. La ausencia de un tiempo de retraso. Se pensaba que deberia existir
un tiempo de retraso entre el instante en que el haz de luz incide sobre los
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electrones del material (proporcionando la acumulacion de energia
necesaria) y el momento en que los electrones son expulsados. Sin embargo,
experimentalmente, nunca se ha medido un tiempo de retraso.

I.2 Cantidades cuantizadas

En (I-1) se puede apreciar que E=kT no depende para nada de la frecuencia.
Sin embargo, experimentalmente, cuando la frecuencia tiende a O, E tiende a kT'y
cuando la frecuencia tiende a infinito, E tiende a 0. Planck se dio cuenta de que si
trataba la energia como si fuera una variable discreta en vez de una variable
continua, debia sumar los intervalos de energia AE que forman el area bajo la curva
de la Figura 1.1 para encontrar la energia promedio de la radiacién de cuerpo
negro, encontrando que entre mas pequefios sean dichos intervalos, la energia
tendia a kT'y entre mas grandes eran los intervalos, la energia tendia a 0, como los
resultados para los valores de v, llegando a la conclusion de que AE debia ser
proporcional a v. Asi que para hacer el mejor ajuste de los valores entre su teoria 'y
los experimentos, Planck determind, mediante trabajo numérico, una constante de
proporcionalidad llamada constante de Planck h. Llegando a la ecuacién:

AE = hv Ec. (I-2)

En base a la distribucion de Boltzmann que es la probabilidad de encontrar a
una particula en un sistema, independientemente de la energia, es posible llegar a
una probabilidad de 1/kT cuando la energia es O y probabilidades que tienden a O
cuando la energia tiende a infinito. De manera que, en (I-2), si v tiende a infinito la
energia también, sin embargo, la probabilidad de encontrar particulas a tan altas
energias tiende a 0O, razén por la que se entiende que a altas frecuencias no
existiran demasiadas particulas y la energia en la cavidad tenderé a O.

De esta manera, Planck da solucion a las discrepancias entre la teoria y los
experimentos de cuerpo negro mediante una teoria de energia discreta.

No mucho después, Albert Einstein, basdndose en la teoria propuesta por
Planck de la energia discreta, propuso que la radiacion también estaba en paquetes
discretos que posteriormente llamoé fotones. Einstein usé su propuesta para
explicar las discrepancias entre la teoria ondulatoria y los resultados
experimentales del efecto fotoeléctrico:

1. Si se duplica la intensidad de la luz, se duplica el nUmero de fotones. Sin
embargo, considerando la radiacibn como paquetes discretos de luz y no
como ondas continuas, la energia no es acumulada por el electron. Al incidir
un foton en un electron, éste recibird una energia proporcional a la
frecuencia del fotén, hv, por lo que la intensidad de la luz no es la que
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determina si la energia es suficiente para que los electrones sean eyectados
de los atomos, sino la frecuencia de la luz.

2. Lafrecuencia de corte es la frecuencia correspondiente a la energia necesaria
para que el electron salte del material, si la frecuencia de la radiacion es
menor a la frecuencia de corte, el electrén no sera expulsado del material, de
tal manera que el efecto fotoeléctrico no se dara.

3. La energia necesaria para que un electron salte de un nivel a otro no se
esparce uniformemente sobre el material como se supuso en la teoria
ondulatoria. El tiempo que transcurre entre la incidencia del fotén y la
expulsion del electrén es practicamente instantaneo; ya que la energia no se
acumula, no existe tiempo de retraso en el proceso fisico del efecto
fotoeléctrico.

Por otro lado, la teoria clasica argumentaba que en un atomo los protones se
reunian en el nucleo y los electrones orbitaban a su alrededor. De esta manera, al
ser los electrénes particulas cargadas en movimiento acelerado, radiaban energia,
la cual hubiera provocado una caida en espiral hacia el nucleo. Sin embargo, los
atomos son estables, por lo que Niels Bohr utilizé la idea de cuantizacion para
explicar la controversia. Propuso que los radios de las érbitas electrénicas estaban
cuantizadas. Puesto que un electron unicamente puede estar en niveles discretos de
energia, al perder energia no puede caer en espiral al nucleo, sino Unicamente al
nivel minimo de energia; de esta manera el &tomo es estable.

Tales ideas de cuantizacion revolucionaron la teoria clésica, sin embargo, la
teoria cuantica no fue plenamente desarrollada sino hasta afios después, gracias a
las muchas contribuciones de diversos cientificos.

1.3 Interaccion de la luz con la materia

El espectro electromagnético comprende las diferentes clases de radiacion
electromagnética que existen, clasificadas por su longitud de onda A, que es la
distancia entre una cresta y otra de la onda. La luz visible es la parte de radiacion
del espectro electromagnético que percibe el ojo humano, distinguible a las
longitudes de onda que abarcan los colores desde el violeta hasta el rojo. Dichas
longitudes de onda asociadas a cada nombre de color son aproximadas y tienen
diferentes rangos.

Todas las ondas de radiacion del espectro electromagnético viajan a la
misma velocidad en el vacio, c. Dicha velocidad es una constante fundamental de la
naturaleza y tiene un valor aproximado de 3x108 m/s. La frecuencia y la longitud de
onda estan relacionadas con la velocidad de la luz por medio de la siguiente
expresion:
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¢ = Ao, Ec. (I-3)
donde A, es la longitud de onda en el vacio.

Longitudes de onda del espectro visible
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s

Figura I.2. Longitudes de onda del espectro electromagnético visible. Simulacién hecha

en Mathematica (trabajo propio, 2013).
Desde violeta: con longitud de onda de 380 — 450 nm y frecuencia de 789-666 THz hasta rojo: con longitud

de onda 620 — 750 nm y frecuencia de 483-400 THz, de abajo a arriba.

La propagacion de una onda de radiacion en un medio tiene una velocidad
caracteristica llamada velocidad de fase vp, es decir, la velocidad con la que se
propaga la fase, por ejemplo un maximo de cada onda de radiacion

electromagnética:

p = AV, Ec. (I-4)
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Figura 1.3. Velocidad de fase. Simulaciéon hecha en Mathematica (trabajo propio, 2013).
En la imagen se muestra una onda (color morado) viajando. La fase viaja recorriendo una distancia d
mostrada por la segunda onda (color azul). La velocidad de fase es la velocidad con la que la fase de la onda
recorre la distancia d.

En el vacio, (I-3) y (I-4) son iguales para todas las longitudes de onda. Sin
embargo, en un medio material -en este caso dicho medio sera llamado medio
dispersivo-, la velocidad de una onda dependera de la frecuencia, por lo que ahora
v, estara dada por:

yn=—=— Ec. (I-5)

donde n es el indice de refraccién dependiente de la frecuencia, vo es la
frecuencia de la onda en el vacio y v la frecuencia de la onda en el medio dispersivo
A ésta dependencia se le llama dispersion.

La base fisica de la dispersion se encuentra examinando la interaccion de la
luz con la materia, es decir, la interaccién foton-electron.

Cuando una fuente externa de radiacion incide en un medio material, se
llevan a cabo los procesos de absorcion, emision espontanea y emision estimulada:

1. Si la energia del fotdn incidente, con longitud de onda A, equivale a la
diferencia entre el estado de minima energia y el siguiente nivel de energia,
el electron absorbera la luz, saltando al siguiente nivel de energia. A este
proceso de capturar un fotdn se le llama absorcion.
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2. Después de que el foton fue absorbido, el electron lo reemitira, volviendo a
su minimo nivel de energia; emision espontanea. En adelante, se
nombrara proceso de absorcion-emision a los procesos de absorcion y
emision espontanea.

3. Emision estimulada de un foton por un electron debido a la incidencia de
un segundo foton. El foton emitido tendra las mismas caracteristicas del
segundo fotdn; frecuencia, direccion y fase.

La distancia entre niveles de energia correspondiente a la frecuencia a la que
el electréon salta de un nivel a otro, se llama frecuencia natural del material o
frecuencia de resonancia. A los procesos de interaccién de la luz y la materia
mencionados se les llama procesos resonantes. Cuando la frecuencia del foton
incidido es cercana a la frecuencia natural del material, el foton se propaga a una
velocidad menor a la velocidad de la luz debido a las interacciones con las
particulas del material, lo cual depende del indice de refraccion del material,
resultando en un cambio de direccién conocido como fendmeno de refraccion. El
cambio de velocidad y direccién de la luz para diferentes frecuencias, se conoce
como esparcimiento? de la luz.

1.3.1 Superposicion

Dos 0 mas ondas pueden estar en estado de superposicion (suma), teniendo
como resultado una nueva onda compuesta de las ondas sumadas, las cuales
pierden su identidad individual para formar la nueva onda.

La interferencia constructiva es cuando las crestas de todas las ondas
componentes coinciden formando un dnico pulso correspondiente a una Unica
onda; mientras que la interferencia destructiva se da cuando las crestas de las
ondas componentes no coinciden entre ellas de manera que crestas y valles se
cancelan entre si sin formar un pulso.

La velocidad de grupo vy de una onda compuesta por la superposicion de
varias ondas, de frecuencia angular w y numero de onda k, es:

dw

Una onda senoidal de frecuencia v y longitud de onda A que se mueve en
direccion x en un tiempo t es descrita por la funcion de onda:

2 En inglés <scattering> se traduce como dispersion, dicha traduccion origina confusién entre los
procesos de interaccion microscopica tipo colisién y los de dependencia entre la velocidad y la
frecuencia de la radiacion, que son propiamente los dispersivos. Se usard esparcimiento como
dispersion (dependencia entre la velocidad y la frecuencia de la radiacion), segin la terminologia del
traductor del libro (Hetch, 2000), asi mismo se usara como referencia adicional para la seccién 1.3y
1.3.1.
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Y(x,t) = sen2m(x/A — vt) Ec. (I-7)

Superposicion de ondas del espectro visible, t=0

Figura I.4. Velocidad de grupo. Simulacién hecha en Mathematica (trabajo propio, 2013).
La imagen muestra la superposicion de ondas del espectro visible (ondas de colores de abajo), las cuales
forman un nuevo pulso (la onda multicolor de arriba) que, por la superposicion, presenta interferencia
constructiva donde todas las crestas de las ondas coinciden e interferencia destructiva donde las crestas y

valles de las ondas se cancelan unas con otras.

La ecuacién (I-7) puede ser reescrita como

Y(x,t) = sen(kx — wt) Ec. (I-8)

endonde k = 2n /Ay w = 2nv.

La superposicion de varias ondas, se obtiene sumando cada funcion de onda
correspondiente a las ondas individuales.

Y(x,t) =¥ (xt) +¥2(x, t) + -+ Pp(x,t) Ec. (I-9)
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I.4 Dualidad onda-particula

Los procesos de interaccion entre radiacion y materia sirvieron para
entender el comportamiento corpuscular de la luz. Maurice de Broglie, atraido por
este comportamiento corpuscular de la luz, inicié una investigacion que lo condujo
a asociar una onda a cada particula. Propuso que, asi como un fotdn tiene asociada
una onda de luz que gobierna su movimiento, una particula de materia tiene
asociada una onda de materia que gobierna su movimiento.

Tanto para la materia como para la radiacion, la energia se relaciona con la
frecuencia de la onda asociada a su movimiento por (I-2). Y el impulso se relaciona
con la longitud de onda de la onda asociada por:

p=nh/2 Ec. (I-10)

Ambas ecuaciones se relacionan con los conceptos ondulatorios de
frecuencia y longitud de onda por medio de la constante de Planck. La ecuacion (I-
10) predice la longitud de onda de de Broglie de una onda de materia asociada al
movimiento de una particula de materia con impulso p.

Para una mejor comprension grafica véase la seccion 1.1y Figura I1.2

I.5 Principio de incertidumbre de Heisenberg.

En mecanica clasica, la medicion de sistemas resulta en perturbaciones, que
son tan despreciables o controlables que se pueden tomar en cuenta a la hora de
hacer los calculos. Por esta razon, los fisicos clasicos suponian que en los sistemas
microscopicos se podia determinar la posicién y el impulso de una particula
simultaneamente de modo similar a los sistemas macroscopicos, por medio de las
mismas mediciones.

Werner Heisenberg y Niels Bohr pusieron esta suposicion en tela de juicio.
En la teoria cuantica se llegd a la conclusién de que no se puede determinar
simultaneamente el valor exacto del impulso p y el valor exacto de la coordenada
correspondiente x de una particula. La precision de la medicién seré limitada por la
relacion:

Ec. (I-11)

NSt

ApAx

v
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probabilidad

probabilidad

(a)
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(b)

Paosicién

velocidad desconocida

(<)

posicion desconocida

Posicidén

1.6 Medicion/observacion

donde Ap es la
incertidumbre de p, Ax es la
incertidumbre de la posicion x
y h es una notacidon
simplificada de h/2x. Esta
desigualdad recibe el nombre
de principio de incertidumbre
de Heisenberg.

La imposibilidad de
medir posicion y velocidad
simultaneamente no esta en la
incapacidad para crear un
experimento suficientemente
inteligente, sino en la
incapacidad de medir un
sistema sin alterarlo.

Figura IL5. Principio de
Incertidumbre (Martinez,
Gomez, Salazar, Gomez, &
Rocha, 2012).

Distribuciones de probabilidad en
tres casos: (a) El atomo tiene una
cierta velocidad y, por tanto, una
cierta  probabilidad del ser
encontrado en la zona que se marca
con la flecha horizontal. (b) La curva
marca un pico donde esté localizado
el 4&tomo, aunque la velocidad es
desconocida. (c) La curva muestra
que no es posible determinar
ninguna zona pequefia donde
localizar el atomo. Este estara en
cualquier lugar con posibilidades
parecidas.

Debido a que ahora se puede asociar una onda a cada particula, es posible
describir y representar la probabilidad de encontrar una particula de masa m en un
intervalo del eje de propagacion de la particula a un tiempo t (véase Figura 1.5)
por medio de una funcion de onda ¥ (x, t).

Esto quiere decir que antes de medir las propiedades de movimiento
descritas por la funcién de onda no se conoce el estado fisico de la particula y con
cada medicion la funcion de onda colapsa dando a conocer un solo estado posible
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de la particula, una posicion o velocidad definidas en el eje de propagacion de la
particula, de acuerdo con el principio de incertidumbre de Heisenberg.

Para estudiar las leyes del movimiento ondulatorio que obedecen las
particulas de masa m de un sistema microscopico que se encuentran bajo la
influencia de fuerzas descritas por la funcion energia potencial V(x, t), se requiere
de una ecuacion que controle el comportamiento de la funcion de onda y la
particula. Dicha funcion de onda sera de la forma de (I-8) la cual esta basada en la
teoria de de Broglie que relaciona longitud de onda y frecuencia de una onda con
impulso y energia de una particula en (I-2) y (I-10). Ademas, (I-8) también debe
ser lineal, es decir, ser proporcional a su primera potencia; cualquier derivada tiene
esta propiedad. La linealidad asegura que se pueden sumar funciones de onda para
producir las interferencias constructivas y destructivas de las ondas.

Después de algunos calculos Schrédinger encontro la ecuacion de onda:

h? 0¥ (x,t)
R y /2 — N Ec. (I-12)
> Vew(x,t) + V(x,t)¥(x,t) = ih T

. , .y h? . . .
Que explica que la energia cinética (—%72) mas la energia potencial

(V(x,t)) es igual a la energia total de la funcion de onda (ih %). Donde h?V2 =p
%Y (x,t)

es una equivalencia de la ecuacion (I-10) y V2 = P,

Para estudiar un sistema por medio de esta funcion de onda particular, se
prepara una secuencia de mediciones (observaciones). Medir una variable en un
sistema es equivalente a interactuar con la funcion de onda que representa a esta
variable. Desde el punto de vista cuantico, una medicion provoca perturbaciones en
el sistema observado y esto es precisamente lo que explica el principio de
incertidumbre. En un experimento, al medir la posicion de una particula, la
superposicion de estados que presenta dicha particula colapsa a un unico estado
posible después de la observacion. Si posteriormente se mide la velocidad de la
misma particula se obtendra un resultado determinado de acuerdo a la funcion de
probabilidad del sistema. Imaginando que se mide primero la velocidad y la luego
posicion en un segundo experimento, los resultados obtenidos seran
completamente diferentes a los del primer experimento. El propio acto de medir
altera el estado del sistema. La informacién que contiene la funcion de onda es
probabilistica.

La localizacion de una particula en movimiento no esta definida con
precision, sino que esta distribuida en un intervalo de valores probables; una de las
variables (impulso o posicion) esta indefinida a cambio de que la otra si esté
definida.
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Por otro lado, una onda independiente del tiempo puede representarse por
una funcidn de onda caracteristica llamada eigenfuncion, la cual se denota por
Y (x) a diferencia de la funcién de onda ¥ (x, t).

I.7 Espin y estadisticas de distribucion de energia

Dos particulas son idénticas si todas sus propiedades son exactamente
iguales, haciéndose indistinguibles una de otra. En fisica clasica, si se quiere medir
dos particulas idénticas es posible seguir las trayectorias de una y de la otra para
saber cudl es la particula 1 y cual la 2. Sin embargo, en fisica cuantica el principio
de incertidumbre no permite hacer esta medicion, de modo que no se puede
distinguir una particula de otra si ambas son exactamente iguales.

En el caso de un electrén y un protoén, el solapamiento de sus funciones de
onda no las hace indistinguibles, pues sus otras propiedades fisicas, como masa o
carga, las distinguen perfectamente a una de la otra.

I.7.1 Definiciéon de espin

El espin puede llamarse impetu o momento angular intrinseco y es util
imaginarlo como el impetu angular de una particula que gira sobre su eje.

El espin:

a) Es una propiedad especifica de las particulas elementales, asi como la masa
y la carga eléctrica, ademas es independiente del estado de movimiento.

b) ElI momento angular intrinseco puede tomar valores semi-enteros para las
particulas que constituyen la materia (como el electrén de espin 1/2) y
valores enteros para las particulas portadoras de las interacciones (como el
fotdn de espin 1).

Es una cantidad cuantica exclusivamente; no se puede dar una descripcion
clasica para los grados de libertad asociados al espin.

Figura 1.6. Representacion grafica de

espin (Paz, 2013).
Se puede imaginar que las esferas rojas son
electrones con sus espines arriba y abajo,
representados por las flechas negras,
movimientos angulares derecha e izquierda,
representadas por las flechas verdes, y valores
Y5y -1/2, respectivamente. El espin -1/2 es una
mera proyeccion del espin 1/2.
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I.7.2 Principio de exclusion de Pauli

Desde sus trabajos iniciales, Bohr se preguntaba por qué en un &tomo en su
estado base, los electrones no se encuentran en el nivel de minima energia. Con
base en la mecanica clasica este fendmeno no podia ser explicado.

Wolfgang Pauli, en 1925, dedujo que en un 4&tomo cada electrén se acomoda
en un nivel de energia diferente, llegando a su famoso principio de exclusion:

En un atomo multielectrénico, nunca podra existir mas de un electrén
en el mismo estado cuantico.

El estado cuantico es el estado especifico en el que se puede localizar el
sistema cuéntico en cuestion.

Por otro lado, un efecto de la indistinguibilidad es que si una particula
cuantica esta en un estado cuantico particular afecta la probabilidad de que otra
particula esté en ese mismo estado. Esto es debido a que, las eigenfunciones que
describen a las particulas pueden ser antisimétricas, si la eigenfuncién de un
sistema de dos particulas idénticas marcadas cambia de signo al intercambiar sus
marcas Yy, simétricas, si la eigenfuncién del sistema de estas particulas no cambia
de signo al intercambiar sus marcas.

De modo que, todas las funciones antisimétricas tienen propiedades tales
gue se sujetan al principio de exclusion. El principio de exclusion presenta una
condicion mas fuerte que la citada anteriormente:

Un sistema multielectrénico debera ser descrito por una eigenfuncion
total antisimétrica.

El tipo de simetria estd determinada por el experimento, por lo que se
encontré que habia particulas que debian ser descritas por eigenfunciones
simétricas, razén por la que se llego a la conclusién de que, en fisica, la familia de
particulas elementales esté dividida en dos:

= Fermiones, en honor al fisico Enrico Fermi, que se caracterizan por tener
eigenfunciones antisimétricas y por lo tanto poseen espin semi-entero. Estos
obedecen al principio de exclusién de Pauli y, entonces, la presencia de una
particula en algun estado cuantico, inhibe completamente la posibilidad de
gue otra particula se encuentre en ese estado cuantico. Todos los fermiones
estardn acomodados en un estado cuantico diferente, empezando en el nivel
de menor energia.
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» Bosones, en honor al fisico Satyendra Nath Bose y se caracterizan por tener
eigenfunciones simétricas y poseen espin entero. No obedecen el principio
de exclusion y, entonces, la presencia de una particula en un estado cuantico
aumenta considerablemente la posibilidad de que otra particula se
encuentre es ese mismo estado. Todos los bosones podran acomodarse en el
mismo estado cuantico.

\ i /
\
s

Bosones Fermiones

Figura I.7. Familia de particulas (NASA, 2004).
La imagen muestra la distribucién de energia de las familias de bosones y fermiones en un atomo.

I.7.3 Estadisticas de Fermi-Dirac y de Bose-Einstein

Las estadisticas de Fermi-Dirac y de Bose-Einstein dan la distribucion
esperada de la energia de las particulas dependiendo de la temperatura, es decir, el
numero probable de particulas de un sistema en equilibrio a temperatura T, que se
encontraran en un estado de energia €.

La estadistica de Fermi se aplica a fermiones y se expresa de la siguiente
manera:

1
n(e) = <

ekT + 1

Ec. (I-13)

mientras que la estadistica de Bose se aplica a bosones y se expresa como:

1
n(e) =———,
eFT — 1 Ec. (I-14)
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donde n(e) es el niumero de bosones o fermiones, respectivamente, por
estado cuantico, k es la constante de Boltzmann, y T es la temperatura.

Cabe destacar que para la estadistica para fermiones que presenta un
término +1, en realidad indica el factor de inhibicion para fermiones, después de
los célculos mateméaticos correspondientes. De igual modo, en la estadistica para
bosones, el término -1 es, en realidad, el factor de aumento.

1.8 Paradojas

Una paradoja es una situaciéon opuesta a lo que se cree verdadero, una
aparente contradiccidn, en algunos casos irreal y, en otros, extrafiamente veridica.
En fisica, diversas paradojas pretenden revelar un mundo real, alin desconocido, y
gracias a ellas han sido entendidos muchos aspectos de la fisica en busca de la
solucion a algunos de sus problemas.

Entre la comunidad cientifica de la época en la que nacia la mecanica
cuéntica, existia preocupacion por hechos como: a) de acuerdo a la interpretacion
estandar de la mecénica cuantica, un sistema existe realmente en todos los posibles
estados hasta el colapso de la funcion de onda del sistema en un Unico estado
después de una medicion y b) que la mecanica cuantica no es una teoria completa
de la realidad.

La preocupacion por la naturaleza estadistica de la mecanica cuantica y la
posibilidad de una realidad oculta més alla de la representada por una funcion de
onda mecano-cuantica, llevd a algunos cientificos a formular paradojas para
explicar dichos aspectos incomprensibles, entre ellos, encontrar una teoria
completa de la mecanica cuantica.3

1.8.1 Paradoja del gato de Schrodinger

En 1935, Schrodinger ideé la “paradoja del gato de Schrédinger”, un
experimento mental que exponia las propiedades probabilisticas del hecho a).

El experimento consiste en una caja cerrada y opaca que contiene un gato
vivo, una botella de gas venenoso, una particula radiactiva con 50% de
probabilidades de desintegrarse en determinado tiempo, y un dispositivo capaz de
romper la botella en caso de que la particula radiactiva se desintegre.

Teniendo en cuenta estas condiciones dentro de la caja, el experimento se
vuelve probabilistico, pues la particula radiactiva da la probabilidad de un 50% de
gue el gato viva o muera. Asi, la paradoja radica en el hecho de que el gato puede
estar vivo o muerto, pueden existir dos caminos diferentes dentro de la caja

3 Para la seccion 1.8 citaremos a (Hawking, 2011) como referencia adicional al capitulo I.



21 Conceptos basicos de mecdnica cudntica

siempre y cuando no se observe el contenido de la caja, por la ya mencionada
afirmacion de Heisenberg de que la medicion del observador altera el sistema
observado.

1
-3 WA

1.8.2 Paradoja de Einstein-Podolsky-Rosen

Figura 1.8. Paradoja
del gato de
Schrodinger (trabajo
propio, 2013).

La imagen muestra la
parte probabilistica de
que el gato en la caja esté
vivo 0o muerto (véase
seccion I11.1.1).

Por otro lado, una de las paradojas mas importantes en mecanica cuantica es
la Paradoja EPR (por las iniciales de los nombres de los fisicos que la propusieron,
Albert Einstein, Boris Podolsky y Nathan Rosen). La paradoja es un experimento
mental propuesto en 1935 y propone una solucion al hecho b).

Se sabe que es imposible obtener informacion del estado total de un sistema
cuantico al hacer mediciones sobre una de las particulas, razon por la cual Einstein,
Podolsky y Rosen introducen el fendmeno de entrelazamiento cuantico en su
paradoja. El entrelazamiento es un fendbmeno cuantico, que no tiene anéalogo
clasico, en donde se forma, en un mismo proceso, un sistema de dos particulas
idénticas, las cuales estan fuertemente correlacionadas como consecuencia de las
leyes de conservacién como momento lineal o momento angular.

El experimento Einstein-Podolsky-Rosen propone, en base al
entrelazamiento cuantico, que transcurrido un cierto tiempo desde la formacion del
sistema de dos particulas, si se realiza una medicion simultanea del momento lineal
en una de las particulas y de la posicién en la otra, se tendra la informacion
completa sobre cada particula del sistema, violando el principio de incertidumbre
de Heisenberg. Debido a que ambas particulas son idénticas, en cada particula del
par se puede medir una caracteristica y deducir la otra, obteniendo al final ambos
datos de las dos particulas entrelazadas. De modo que se daria solucion al principio
de incertidumbre; y la posibilidad de obtener informacion completa de un sistema
fisico, abriria paso a una teoria completa de la mecanica cuantica.

Sin embargo, las correlaciones entre las particulas entrelazadas son tan
fuertes, que se comunican la una con la otra como si no existiese distancia de por
medio. A esta situacion, Einstein la llamo “fantasmal accion a distancia” (Einstein,
Podolsky, & Rosen, 1935).

La preocupacion de Einstein, Podolsky y Rosen por los hechos incompletos e
inexplicables de la mecéanica cuantica, llevé a la conclusién de que debia existir una
mecanica cuantica de variables ocultas que dieran solucién a dichos hechos
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incomprensibles. La teoria de las variables ocultas no es, hasta la fecha, aceptada;
sin embargo es contemplada como posible teoria completa de la mecanica cuantica.

Experimentos sobre la paradoja de Einstein-Podolsky-Rosen son ahora
Illamados experimentos de teleportacion cuantica, los cuales, apoyan la teoria de la
transmision instantdnea de informacion, dando paso a una nueva éarea de
investigacidon (Aspect, Grangier, & Roger, 1982).
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En el universo, la materia se presenta en diversos estados: solidos, liquidos,
gases y plasmas. Cada uno de ellos posee caracteristicas propias, las cuales se han
sabido aprovechar, o bien se est4 en proceso de saber aprovechar. Sin embargo, en
condiciones extremas de temperatura y presion, la materia puede formar un nuevo
estado de agregacion: un condensado de Bose-Einstein (BEC, por sus siglas en
inglés). A presion atmosférica es necesario lograr temperaturas cercanas al cero
absoluto (-273°C).4

- P condensado
| = de ]
I — - - Bose-Einstein
-
- - - - ] I | - - - o I =)
- - = \I
- - - - - - - - = -
= = = = - -
solido liquido gaseoso

plasma

Figura IL.1. Estados de agregacion de la materia (Universidad de Valencia, 2012).

La imagen muestra los estados de agregacién de la materia. El solido es el primer estado de agregacion,
energéticamente hablando, en donde todos los &tomos estan quietos. Si a un material sélido se le aumente
la energia ocurre una transicién de fase a estado liquido, en donde los atomos del material son mas libres
que en el sélido. Siguiendo con el aumento de la energia se obtiene un material gaseoso, en donde todos los
atomos estan demasiado separados espacialmente. En un siguiente incremento de la energia en el gas se
obtiene un estado llamado plasma, en donde, ademas de estar muy separados los atomos, los electrones son
separados de sus atomos (ionizacion), un ejemplo de este estado es el Sol. Por otro lado, si partiendo del gas
se baja la temperatura cerca del cero absoluto, se obtiene un condensado de Bose-Einstein, el cual tiene a
todos sus &tomos ocupando el mismo espacio.

El descubrimiento de este estado de agregacion se remonta a 1924, cuando
Satyendra Nath Bose estudiaba la hipodtesis de la cuantizacion de la luz, inspirado
en los trabajos de investigacion de Planck, con la idea de tratar la luz como un gas
de particulas idénticas, es decir, si dos fotones eran idénticos o no. Posteriormente,
Bose envid su investigacion a Albert Einstein, quien hizo sus propias

4 En la Seccion 11 usaremos como referencia principal (Smith, 2008).
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investigaciones y generalizo las ideas de Bose para fotones a todas las particulas. Al
medir la probabilidad de encontrar a una particula en un estado de energia
determinado, a temperatura ambiente, los resultados de las estadisticas para la
familia de particulas fermidnicas y para la familia de particulas bos6nicas no
diferian demasiado, sin embargo, a temperaturas cercanas al cero absoluto si. La
estadistica para particulas bosénicas a bajas temperaturas predecia la existencia de
mas de 2 particulas en el mismo nivel de energia, mientras que para particulas
fermidnicas mas de dos particulas no podian permanecer en el mismo nivel de
energia. Como consecuencia de esta propiedad de las particulas bosonicas se tiene
el descubrimiento de un nuevo estado de agregacion de la materia, aquel en el que
todos los &tomos del material pueden estar en el mismo nivel de energia.

Tuvieron que pasar muchos afos entre la prediccion de los condensados de
Bose-Einstein y su obtencién en laboratorio: los fisicos Eric Cornell y Carl Wieman
lograron obtener este estado de agregacion de la materia en 1995, enfriando
atomos de rubidio a temperaturas cercanas al cero absoluto. EI mismo afio,
Wolfgan Ketterle también cre6 condensados enfriando un gas de &tomos de sodio.
Esto se pudo lograr por medio de técnicas como el enfriamiento y aislamiento
mediante la luz laser y el enfriamiento por evaporacion mediante trampa
magnética.

Hoy en dia los condensados de Bose-Einstein son muy investigados, pues se
predice que pueden tener diversas aplicaciones, como en laser de atomos, relojes
atomicos, superfluidez y superconductividad, luz lenta, computacion cuantica,
posibles explicaciones de fendmenos cosmoldgicos, generacion de campos
magnéticos primordiales, entre otros.

Los condensados permiten un gran control tanto del tiempo como de las
distancias y son candidatos prometedores para dar explicacién a algunos sucesos
cientificos. Sin embargo, hay grandes impedimentos para generar condensados,
pues las temperaturas necesarias para su obtencién son dificiles de alcanzar y a
costos de obtencion y mantenimiento muy altos.

I1.1 Definicion

Un condensado de Bose-Einstein es el fendmeno cuéntico, sin analogo
clasico, de la acumulacion de bosones idénticos en el mismo estado cuantico,
correspondiente al minimo nivel de energia.

El criterio para la condensacion es que Ar > d, donde At es la longitud de

1
onda térmica de de Broglie, A; = (:1:‘;)5 que es el promedio de la longitud de onda

de de Broglie de las particulas del condensado a una temperatura especifica y d es
la separacién entre las particulas, que a su vez depende de la densidad del material.
En estas condiciones, las longitudes de onda asociadas a cada boson del
condensado se superpondran y se producira la transicion al estado fundamental en
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que la mayoria de las particulas se encontrarédn, perderan su individualidad y
podran aparentar ser un unico atomo con una nueva longitud de onda
macroscépica y coherente, en lugar de un conjunto de particulas separadas e
independientes.

Figura II.2.
Condensacion de
Bose-Einstein (NASA,
. 2002).
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A esta temperatura se obtiene un
condensado puro de Bose

Onda de materia gigante

I1.2 Obtencion en el Laboratorio

Para alcanzar las temperaturas necesarias para la condensacién, un grupo de
cientificos sugirieron utilizar trampas magnéticas como forma de enfriar los
atomos. Sin embargo, aunque este método era util, también era insuficiente para
lograr un condensado. Posteriormente, otro grupo ide6 el enfriamiento de atomos
mediante haces de rayos laser. Esta técnica hizo uso del enfriamiento Doppler de
atomos libres. Paralelamente, otro grupo desarrollé la combinacién de distintas
técnicas logrando enfriar cada vez mas los &tomos hasta pocos micro kelvin.>

En 1989, Cornell y Wieman propusieron la creacion de BEC’s de rubidio,
sodio y cesio por medio de la combinacién de todas las técnicas hasta el momento

5 Para la seccion 11.2 la referencia adicional sera (Metcalf & Straten, 1999).
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usadas. Tras varios intentos y ajustes y con la combinacién de las técnicas de laser,
trampas magnéticas y enfriamiento evaporativo, entre otras, en 1995 lograron
enfriar 2000 atomos de rubidio a 170nK, logrando un BEC durante 10 segundos
(Wieman & Cornell, 1995). Paralelamente, Wolfgang Ketterle experimentd con
atomos de sodio a 40pk (Davis & Ketterle, 1995).

Cabe mencionar que con el avance de la tecnologia y los constantes
experimentos, se logré un condensado utilizando Unicamente trampas laser.

Actualmente, diversos grupos cientificos han experimentado con varios
elementos quimicos y han logrado condensar hasta 20 millones de atomos a
temperaturas cercanas al cero absoluto. Tal es el caso del laboratorio de &tomos
frios del Instituto de Ciencias Nucleares (ICN) de la UNAM, en donde se cred un
BEC de &tomos de Rb8&7 en 2007 (Jiménez, 2011).

1100nK ‘
408nK l

222nK

Figura II.3. Fotografia de un BEC (Aikawa & Ferlaino, 2012).

El BEC, logrado por la Universidad de Innsbruck y la Academia de Ciencias en Austria, est4 conformado
por arriba de 7x104 a4tomos de Er!68, mide aproximadamente 1 mm y tiene un tiempo de vida de
aproximadamente 24 ms. La fotografia es de falso color donde el azul representa baja densidad de atomos y
el rojo alta densidad, por lo que, el pico rojo representa el centro del condensado y una temperatura cercana
al cero absoluto, menor a 222 nK.

Sin embargo, lo deseable seria lograr un BEC a temperaturas lejanas al cero
absoluto para aplicarlos a la vida cotidiana.

Para lograr un BEC en el laboratorio es necesario el disefio de un sistema
que retire el calor de los &tomos y ademas los aisle del medio ambiente para que no
absorban su calor.

Tal disefio experimental se basa en una pequefia caja de cristal de vacio en la
cual se genera un vacio casi perfecto, de modo que se garantice el aislamiento del
exterior y se eviten posibles interacciones con otras particulas del medio o del
mismo contenedor. Es ahora el momento en el que se introduce una minima
cantidad del gas que se desea condensar (por lo general rubidio, cesio, sodio, helio
o hidrogeno). Posteriormente se procede al enfriamiento de los 4&tomos del gas
usando una combinacion de dos técnicas: enfriamiento y aislamiento mediante la
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luz laser y enfriamiento evaporativo mediante trampa magnética; a esta
combinaciéon de trampas de enfriamiento y aislamiento se le llama trampa
magnético-optica, MOT por sus siglas en inglés. Un disefio experimental para
obtener BEC’s puede llegar a tener un costo econdmico que oscila entre los 50 y
100 mil ddlares norteamericanos.

I1.2.1 Enfriamiento y aislamiento por laser

El enfriamiento por laser es una técnica que ayuda a confinar y enfriar los
atomos del material que se quiere condensar, consiste en colocar seis haces de
rayos laser (color rojo) orientados a cada una de las caras de la caja, de manera que
incidan en el gas dentro de la caja de cristal; se ajusta la frecuencia de los haces de
forma que cada 4&tomo absorba los fotones del laser y emita a su vez otros, cada que
esto sucede, el atomo recibe un impulso en la direccion en la que se movia el foton
absorbido (Aboites & Vega, 2002).

Para frenar un atomo es necesario sacar provecho de las interacciones entre
la luz y la materia:

1. Absorcion. Un atomo debe absorber un fotén con frecuencia igual a la
frecuencia de resonancia del atomo y que se mueva en la direccién contraria
a él. El proceso de absorcion no altera el movimiento del atomo, sin
embargo, ademas de su energia, el foton le transmite al atomo una cantidad
de movimiento definida en (I-10), es decir la masa del &tomo no cambia
pero su cantidad de movimiento si. Al finalizar el proceso de absorcion, la
cantidad de movimiento del atomo habra aumentado en h/A si el fotén viaja
en la misma direccion que el a&tomo, por el contrario, si el foton viaja en
direccion opuesta, el movimiento del atomo habra disminuido en la misma
cantidad.

2. Emision espontanea. Algo similar al proceso de absorcion sucede cuando
el &tomo emite un foton. Ademas de que el &tomo pasa de un estado excitado
a un estado inferior, el foton se lleva consigo una cantidad de movimiento
h/\. Si el fotén emitido tiene la misma direccion que el atomo, la cantidad de
movimiento del atomo disminuye en h/A, y si el fotébn emitido tiene la
direccion opuesta al &tomo, la cantidad de movimiento del &tomo aumenta
en h/\.

3. Emision estimulada. En este caso, la Unica diferencia entre el proceso de
emision espontanea y emision estimulada radica en que la direccion el fotén
emitido es aleatoria en la emisidén espontanea, mientras que en la emisién
estimulada la direccién del fotén emitido esta definida por la direccién del
foton incidente.

Si la diferencia de energia entre el estado base y el estado excitado esta
definida por (I-2), los fotones con frecuencias v seran absorbidos por los &tomos,
sin embargo, los atomos del material tienen velocidades diferentes y una sola
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frecuencia de los haces de luz no los frenar4 a todos, es aqui donde el efecto
Doppler se hace presente.

El efecto Doppler es el cambio aparente de la frecuencia de una longitud de
onda debido al movimiento de la fuente de la onda respecto del observador.

Si el &tomo se acerca al haz laser, la frecuencia de los fotones que el &tomo
percibe serd mayor, es decir, en la frecuencia del haz laser se presenta un
corrimiento al azul, mientras que, si el atomo se aleja del haz laser, la frecuencia de
los fotones que el atomo percibe serd menor, es decir, en la frecuencia del haz laser
se presenta un corrimiento al rojo. Recuérdese que la longitud de onda
correspondiente al color azul tiene frecuencias mayores que las frecuencias de la
longitud de onda correspondiente al color rojo (véase Figura 1.2).

Celdade ..
Rayos laser — vapor

; / Rayos laser
............... h..iu:.' ...-. cocemmauas
D Lo X

Bobina eléctrica para
generar el campo
magnético inhomogéneo

-
ﬂ'.
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Figura II.4. Trampa magnético-optica (Aboites & Vega, 2002).
Estructura completa de la trampa magnético-6ptica. Cada par de haces laser en direcciones opuestas son
colocados sobre cada eje del sistema tridimensional, incidiendo sobre la caja que contiene el material a
condensar. Dos bobinas eléctricas son colocadas para generar el campo magnético.
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Al enfriar &tomos, el caso que nos interesa del efecto Doppler es la presencia
del corrimiento al azul, cuando el atomo se acerca al haz laser. Si se desea que los
atomos absorban el haz laser, la frecuencia del mismo debe estar desplazada una
cantidad Av a frecuencias menores para que, al hacerse presente el efecto Doppler,
se compense un desplazamiento igual a frecuencias mayores. Hecho el corrimiento
al azul, los atomos absorberan los fotones que viajan contrarios a su movimiento
disminuyendo su cantidad de movimiento y velocidad.

Por cada fotdn que absorbe un atomo, su velocidad disminuye una cantidad
insignificante. Para que la velocidad disminuya considerablemente, el atomo
deberéa absorber un gran nimero de fotones, por lo que debera estar en su estado
base, esto significa que debera emitir cualquier foton que haya absorbido
anteriormente para poder absorber otro foton.

En el proceso de emision espontdnea, el atomo transmitira una cantidad de
movimiento al foton, de modo que podria perderse el enfriamiento ganado en el
proceso de absorcion. Ventajosamente, la emision espontanea de fotones se
presenta en direcciones aleatorias, promediando una transferencia de movimiento
nulo.

El proceso de emision estimulada no es considerado para el enfriamiento
por laser debido a que la probabilidad de que el proceso de emision estimulada
ocurra depende de la densidad de fotones del haz laser, esto es debido a que a
mayor densidad de fotones, mayor es el nimero de atomos excitados y mayor la
probabilidad de que ocurra el proceso de emision estimulada. Una gran cantidad de
atomos excitados es lo contrario de lo que se busca en el enfriamiento, razén por la
cual solo se considera el proceso de absorcién-emision.

Asi, por el proceso de absorcion-emisién se presenta una disminucion en la
velocidad de los atomos pero también una disminucion en la frecuencia del haz
laser que los &tomos perciben debido al efecto Doppler y el proceso deja de ser
resonante. Los &tomos dejan de absorber fotones y su velocidad no disminuye mas.
Por otro lado, en caso de que se diera la absorcion, la cantidad de movimiento
absorbido por el atomo resultaria en la misma direccion de propagacion del fotén
incidente, aumentando la velocidad del atomo en esa direccién en lugar de
disminuir.

Esta situacion se soluciona variando la frecuencia del haz laser mientras los
atomos van disminuyendo su velocidad para hacer al proceso resonante una vez
mas y colocando otro haz laser en la direccién contraria al primero. De esta forma,
para el experimento en tres dimensiones, es necesario colocar seis haces laser en la
caja, cada par de haces viajando en la direccion de un sistema de ejes
perpendiculares y en sentidos opuestos. Cada haz laser afecta Unicamente a los
atomos que viajan en direccion opuesta a €l y cada atomo absorbe solamente los
fotones que viajan en direcciones opuestas a él.

Como se ha visto, el efecto Doppler limita la velocidad minima que un &tomo
puede alcanzar como resultado del proceso de absorcién-emision. Esta condicion
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limita la temperatura de enfriamiento alcanzada con esta técnica, la cual no es
suficiente para condensar el material.

Usando trampas Opticas, ademas de disminuir la velocidad de los atomos, se
logra confinarlos en una region espacial muy pequefia como la caja del experimento
y alejarlos de las paredes de la misma, que estan a temperatura de laboratorio. Sin
embargo, debido a los limites de enfriamiento es necesario usar una segunda
técnica que termine por condensar el gas confinado: enfriamiento evaporativo por
campos magnéticos.

I1.2.2 Enfriamiento por evaporacion con trampa magnética

Esta técnica contiene a los atomos en un pozo magnético generado por
bobinas portadoras de corriente, colocadas alrededor de la caja, para disminuir su
energia y por lo tanto su velocidad.

El campo magnético, en esta técnica, tiene la funcion de confinar en el
centro de la trampa a todos los atomos, aumentando su densidad. Un campo
magnético no uniforme presenta lineas de campo que forman una “botella
magnética” en los extremos de la region delimitada por el campo. En dichos
extremos, el campo es intenso y la fuerza apunta al centro de la region. En
presencia de un campo magnético, los electrones se mueven en circulos en el plano
perpendicular al campo magnético y la fuerza en los extremos les dara impulso,
invirtiendo la direccion de su movimiento, enviandolos al otro extremo de la
trampa y asi sucesivamente; continuaran viajando de un lado a otro, confinados al
espacio entre las regiones del campo magnético intenso (Figura II.5). Los atomos,
al estar més cerca, tendran interacciones mayores entre si dando impulso unos a
otros, de manera que los mas energéticos saldran de la trampa, llevandose la
energia de las particulas restantes que les dieron impulso, dejandolas con menor
energia. Al ser menos particulas, disminuyen las interacciones entre ellas,
disminuyendo también su energia hasta alcanzar su estado minimo.
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Figura II.5. Trayectoria en espiral de una particula en un campo magnético (Halliday,
Resnick, & Krane, 1992).
Los vectores de la fuerza magnética en los extremos tienen componentes que apuntan hacia el centro
confinando a las particulas.
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Cabe notar que entre méas grande sea la regién del campo magnético habra
mas libertad de movimiento entre atomos, aumentando su energia y temperatura.
Si el proposito es que alcancen el estado fundamental es necesario confinar a los
atomos en una region cada vez menor de campo magnético, actuando éste como un
pozo energético, sin embargo, se busca lograr un condensado con la mayor
cantidad de 4&tomos, de modo que se debe tener cuidado en como afinar el pozo
para que escapen el menor namero de atomos posible. De esta manera, el proceso
de condensacién del material puede completarse satisfactoriamente.

Figura II.6. Trampa magnética de un BEC. Simulaciéon (Departament of Physics,
University of Colorado Boulder, 2000).
Trampa magnética que contiene atomos de un material condensable, las esferas rojas representan a los
atomos mas energéticos y las azules los de menor energia, de igual forma, las barras de la derecha en cada
imagen representan le energia del sistema, donde rojo es muy energético y azul poco energético. La flecha
amarilla indica la energia actual del sistema y la flecha con un circulo rojo y azul indica la temperatura
critica a la que se alcanza un condensado de Bose-Einstein.

En la trampa magnética, de izquierda a derecha, la primer imagen inicia con
50 atomos del material, el pozo de potencial generado por el campo magnético es lo
suficientemente alto como para que no escape casi hingun atomo y la energia
promedio del sistema es alta. En la segunda imagen, el pozo se baja y con él
temperatura y energia, ahora se tiene en la trampa 35 4tomos con una energia
promedio del sistema cercan a la temperatura critica. Al bajar el pozo se debe tener
cuidado de que escapen la menor cantidad de atomos (con pocos atomos es dificil
obtener un BEC). Repitiendo este proceso, en la tercera imagen, se tienen 20
atomos con una energia promedio casi igual a la temperatura critica. Cuando el
sistema alcanza la temperatura critica, abruptamente se forma el condensado y
alcanza una energia minima en donde nada mas quedan 10 atomos que forman el
condensado en la cuarta imagen.
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La separacion entre cada &tomo del material es pieza clave en el proceso, se
pretende obtener un condensado con el mayor nimero de atomos posibles, puesto
gue entre mas atomos existan en el material, mayor sera la probabilidad de que se
encuentren a distancias cercanas a la longitud de onda de de Broglie, sin embargo,
entre mas atomos hay en el material existe mayor interaccion entre ellos. Por estas
razones se busca tener un BEC con muchos &tomos y a bajas densidades para que
exista superposicion y condensacion.

I1.3 Tipos de Condensados

Actualmente, las investigaciones tedricas y experimentales revelan la
existencia de diferentes tipos de condensados.

Los tipos de condensados, dependiendo de sus caracteristicas, obtencion o
materiales de los que estén compuestos, son formados por:

Particulas elementales; pueden estar formados por fermiones que
solamente condensan si forman pares de cooper; ejemplo de ellos son los
superconductores. Por otro lado, los bosones escalares son los mas usados para
estudiar los condensados de Bose-Einstein (Suérez, Robles, & Matos, 2013), (Li,
Rindler-Daller, & Shapiro, 2014) y (Urefia-Lopez & Bernal, 2010), pero también se
pueden formar condensados de vectores cargados (véase (Dolgov, Lepidi, &
Piccinelli, 2010) y referencias alli incluidas).

Atomos; Atomos con un nimero impar (par) de la suma de protones (p*),
neutrones (n) y electrones (e-) son fermiones (bosones) respectivamente. Estos
altimos pueden condensar. En laboratorio, los &tomos mas comunes para crear
BEC’s son rubidio, cesio, sodio, helio o hidrégeno pues condensan rapidamente y
su estructura atomica permite mejor el confinamiento mediante campos
magnéticos.

Moléculas; Estos BEC’s son una mezcla de dos fermiones con energias de
enlace débiles que, al someterlos a campos magnéticos, sus energia de enlace se
hacen mas fuertes entre atomo-atomo. Al estar la molécula compuesta por pares de
fermiones -que se comportan como un boson- pueden condensar y asi lograr un
BEC.

Mezcla Fermion-Fermion y Fermion-Bosén; Por otro lado, asi como
hay mezclas fermion-fermion existen también mezclas fermion-boson, analogos a
las mezclas liquidas de He3 y He4, donde las interacciones entre los atomos de He3
(fermiones) son modificadas por los &tomos del He4 (bosones). Ambas mezclas han
sido logradas en laboratorio; son BEC’s ain maés dificiles de conseguir debido a las
diferentes técnicas, y por lo tanto a la cantidad de ellas, requeridas para condensar
fermiones y bosones en un Unico proceso, sin embargo, en algdin momento Gtiles
para la ciencia y tecnologia futuras.
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I1.3.1 Superconductividad

En el afo 1911 se descubri6 la superconductividad y posteriormente se le
relacion6 con un condensado de Bose-Einstein por las bajas temperaturas a las que
se logran ambos fendmenos y por ser analogo a la superfluidez (véase Apéndice A).

La superconductividad es la pérdida de resistencia eléctrica en un material
por debajo de la temperatura critica Tc (limite de temperatura por encima del cual
no se puede licuar o condensar un material). La resistividad de un conductor
eléctrico se da por las colisiones de los electrones de conduccion al moverse en la
red cristalina. Las impurezas y defectos del material incrementan las
probabilidades de que los electrones choquen, y las colisiones de los electrones con
los &tomos desplazados por la red debido a los movimientos vibratorios generan
también resistencia. En todos los materiales, la resistencia disminuye
gradualmente con la temperatura, sin embargo, en los materiales
superconductores, por debajo de la temperatura critica, la resistividad cae
subitamente a cero. A partir de ese momento, los electrones se mueven sin
impedimento por el material.

En un conductor, el acoplamiento entre el electron de valencia y la red es
débil debido a las impurezas de la red con las que los electrones interactuan,
generando resistividad. En un superconductor, el acoplamiento del electrény la red
es fuerte, debido a la formacion de pares de Cooper.
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Figura II.7. Superconductividad (University of Georgia, 2000).
Un material expuesto a un campo magnético no lo expulsa. Sin embargo, cuando el material se encuentra
en estado de superconductividad, automaticamente expulsa el campo magnético. La imagen de la izquierda
muestra las lineas de campo magnético a través de un material normal (izquierda) y un material
superconductor (derecha). La fotografia de la derecha muestra un material superconductor y sobre él un
iman, el cual parece flotar sobre el superconductor debido al efecto de expulsién del flujo magnético.



34 Condensados de Bose-Einstein

Otra importante propiedad de los superconductores es la expulsion del flujo
magnético de un campo magnético externo, lo que genera una fuerza repulsiva
entre el material y el campo magnético. La expulsién del flujo magnético de su
interior se da cuando se enfria un superconductor por debajo de su temperatura
critica en presencia de un campo magnético aplicado.

El superconductor actia como un material diamagnético, un material que
repele el flujo magnético. Debido a la ley de induccion de Faraday, cuando se aplica
un flujo magnético, los electrones del material cambian sus movimientos orbitales
en presencia de un flujo magnético externo para generar un momento magnético
neto opuesto al campo magnético aplicado externamente.

Actualmente existen diversos tipos de superconductividad. Los primeros
superconductores descubiertos eran alcanzados a temperaturas cercanas al cero
absoluto, hoy, existen superconductores de “altas temperaturas”, que, aunque
siguen siendo bajas, estan muy lejos del cero absoluto. Siguen las investigaciones y
experimentos para alcanzar superconductores a temperatura ambiente y asi mismo
para aplicarlos en nuestra vida diaria.

I1.3.2 Superfluidez

Desde 1908 se descubrié el fenomeno de superfluidez, la casi total ausencia
de viscosidad en un liquido, es decir, que fluye sin ocasionar turbulencias a
pequefia escala que son las que causan las pérdidas de energia por friccion.
Posteriormente, en 1938 surgio la hipétesis de que la superfluidez era consecuencia
de la condensacion, sin embargo, esta suposicion estaba basada meramente en que
ambos fendbmenos tenian condiciones de obtencidn similares.

En materiales como He4 se forman superfluidos cuando los atomos estan en
un estado de condensacion de Bose-Einstein, debido a que es un bosén compuesto
de dos electrones, dos protones y dos neutrones.

Un gas de Helio se puede convertir en liquido, bajando la temperatura, sin
embargo, al seguirla disminuyendo, no se convierte en sélido (para ello se debe
presurizar el liquido muy cerca del cero absoluto), sino que forma un condensado.
Al He liquido por encima de la temperatura critica se le llama He I, un ligquido
normal, y por debajo de la temperatura critica se llama He |1, un superfluido.

Los pasos para obtener la condensacion son los siguientes:

1. Dentro de un contenedor, al disminuir la temperatura del Helio liquido a
partir de su punto de ebullicion (4.2°K), mientras el vapor es bombeado
fuera, el Helio usualmente produce pequefias burbujas. Al bajar mas la
temperatura, se presenta la produccion de burbujas violenta e
instantaneamente la ebullicién se suspende subitamente en todo el liquido,
deja de producir burbujas; la temperatura y presion del liquido bajan y
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permanece completamente en calma. Se conduce calor fuera del liquido con
resistencia practicamente nula.

2. Posteriormente, la viscosidad disminuye con la temperatura.

3. Al tener ausencia casi total de viscosidad, el material fluye sin pérdidas de
energia por friccion, es capaz de treparse por las paredes del recipiente que
lo contiene. (La velocidad de movimiento puede ser de 30cm por segundo).
Al girar lentamente el recipiente que lo contiene, el superfluido no giraria
con el recipiente sino que se mantendria estatico al no haber viscosidad.

Figura IL.8. Superfluidez (Leitner, 1963).
No hay resistencia a fluir por el medio que lo contiene.

Se hace hincapié en que un condensado formado por pares de Cooper es un
condensado de fermiones que se comportan como bosones, no de bosones puros.
Sin embargo, la generacién de BEC’s puramente de bosones -como fotones- esta
actualmente en experimentacion. Grupos experimentales como el de (Klaers,
Schmitt, Vewinger, & Weitz, 2010) y el de (Kwiat, Waks, White, Appelbaum, &
Eberhard, 1999) reportan haber generado un condensado de fotones. La idea
original de que los fotones no pueden condensar por no tener masa es un tema que
todavia presenta controversias. Estos autores indican que la condensacion de los
fotones es posible gracias a que éstos adquieren una masa efectiva por las
interacciones con los espejos de la cavidad que los confinan.






II1 Computacion Cuantica

La computacién cuéntica es el campo en el que intersectan las ciencias de la
computacion, las matematicas y la fisica; que se encarga de aprovechar los aspectos
de la mecanica cuantica con el fin de ampliar nuestros horizontes
computacionales.®

El uso de luz coherente para manipular la informacion da paso al
entrelazamiento cuantico, propiedad que permite la transmision de informacion de
forma seguro. De este modo se explota el principio de superposicion, medicion y
colapso de estados.

Los sistemas computacionales son una coleccion de Hardware, la parte
fisica; y Software, la parte logica. En computacion cuéntica, los sistemas
computacionales deben estar formados por Hardware y Software basados en las
leyes de la mecénica cuantica y deben cumplir las siguientes condiciones:

1. ser un sistema binario capaz de almacenar, manipular y procesar la
informacion representada por dos estados (0,1),

tener la habilidad de establecer un qubit en cualquiera de los dos estados,

tener la capacidad de medir con precisién el estado del qubit,

tener la capacidad de construir operaciones (por medio de compuertas

I6gicas cuanticas),

5. contar con tiempos de vida del sistema mucho mayores a los que lleva
realizar dichas operaciones,

6. ser capaz de mostrar el resultado de la operaciony

7. contar con unidades de almacenamiento suficientemente densas y/o0

escalables.

Hown

La idea principal es hacer uso de las propiedades cuanticas para hacer un
computo eficiente, reducir el tamafio actual de los equipos de computo y aumentar
drasticamente su capacidad. Dichos avances pueden lograrse por medio de
materiales que se rigen por las leyes cuanticas, tales como los BEC’s. Sin embargo,
aun existen problemas como la decoherencia, que se refiere a los tiempos de vida
muy cortos de los sistemas, aunque se vera como es posible sacarle provecho; o la
correccion de errores, la cual se encuentra en constante mejora con algoritmos
cuénticos.

6 En la seccion Il tomaremos como referencias principales (Yanofsky & Mannucci, 2008) y
(CINVESTAYV, IPN, 2008).
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Bit

Figura III.1. Bits y quibits (Max Planck, 2003).
Propiedades de una particula, como el espin en un electron, cladsicamente puede tomar uno de dos valores
posibles, 0y 1, a la vez. Un qubit puede representar todos los puntos posibles que componen una esfera.

I11.1 Informacion cuantica

La cantidad minima de informacién en computacion clasica es el bit. Esta
unidad puede tomar solamente dos valores posibles O y 1 (0o analogamente,
apagado o encendido, falso o verdadero, no o si, respectivamente), uno a la vez, y
tiene las propiedades de ser copiada, borrada o transmitida.

Para manipular la informacion se puede hacer uso de operaciones 0 procesos
gue ayuden a entender, decodificar o modificar dicha informacién. En computacion
clasica existen operaciones logicas que ayudan a manipular la informacion,
llamadas compuertas logicas, las cuales pueden aplicarse a un Unico bit de
informacion o a dos simultaneamente. Las compuertas existentes son:
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operacion légica de igualdad

operacion légica de producto A * B
operacion légica de suma A + B

operacion légica de A’B + AB’ (en donde ’ representa
negacion)

operacion légica de negacion

y NAND, NOR y XNOR, que son las compuertas AND, OR y XOR negadas.

Sin embargo, dichas operaciones no funcionan igual en computacion
cuantica, ahi se opera con compuertas cuanticas.

En computacion cuantica la cantidad minima de informacion es el qubit, el
cual puede tener una superposicion de los estados 0, 1 y todos los estados
existentes entre O y 1 simultaneamente (véase Figura III.1), un qubit puede tener
una cantidad infinita de estados y por lo tanto de informacion, es decir, un qubit se
puede representar como un sistema de 2" estados, donde n representa el nimero
de particulas involucradas en el sistema.

De tal forma que, un qubit con valores posibles O y 1 puede representarse
con estados cuanticos | 0) y | 1), en donde los simbolos | ) son la notacion para
describir estados cuanticos a los que se hace referencia llamados ket. El qubit en
cuestion es representado por la funcion:

1 1
Y=—|0+—=I1 Ec. (I1I-15)
7 | 0) + 7 | 1)

para representar el sistema cuantico completo de la particula que, debido a
la propiedad probabilistica de la mecanica cuéntica, tendrd estados con
probabilidades iguales de existir:

1 1
ENERE

5 5 |2=1 Ec. (I11-16)
2 2

en donde la probabilidad de cada estado es Y2 que, al sumar las
probabilidades de cada uno de los estados posibles, debe resultar en la unidad. Si el
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sistema de qubits tiene 4 estados posibles, la probabilidad de cada estado serd ¥4
gue, al sumar todas las probabilidades, debera resultar uno.

Al igual que en computacion clasica, en computacion cuantica se puede
representar la informacién binaria por medio de las propiedades de las particulas,
como el espin o la polarizacion. Por otro lado, es posible también manipular la
informacion por medio de operaciones cuanticas. Las operaciones existentes
anélogas a las compuertas en computo cuantico son:

Compuerta Representa

Es la compuerta cuantica analoga a la compuerta logica Si

Es la compuerta cuantica analoga a la compuerta l6gica NO

Es una combinacion entre la compuerta X y Z (es decir la

negacion de Z)
Es un cambio de fase

Hadamard (H) Es el cambio de signo del estado 1

Si el primer bit (control bit) es 1, el segundo bit (target bit)
cambia su estado

CONTROLLED-
NOT (CNOT) Es la compuerta cuantica De igual manera, es posible
analoga a la compuerta obtener la compuerta OR a
I6gica XOR partir de ésta.
Es una compuerta cuantica para 3 entradas y de 1 a 3 salidas
Compuerta Compuerta cuantica Compuerta
cuantica analoga a la compuerta  cuéntica anéloga a
CNOT de3 logica AND (yaque esde lacompuerta ldgica
entradas 3 entradas es necesario  NOT (ya que es una
(las gue la entrada 3 esté en compuerta de 3
Toffoli primeras 2  su estado 0) y, de igual entrada es
entradas manera, es posible necesario que las
son los bits obtener la compuerta primeras 2 estén en
de control) NAND su estado 1)

Existe otro tipo de compuertas cuanticas como la transformada de fourier
cuantica (QFT) o la transformada de fourier rapida (FFT), sin embargo, por su
complejidad no serdn mencionadas en esta investigacion.
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Sin embargo, las propiedades cuanticas de un sistema impiden manipular el
sistema sin alterarlo. Realizando estas operaciones se altera el sistema
imposibilitando el copiado de la informacién con estricta precision. A esta
caracteristica de la informacion cuantica que no permite clonar la informacion se le
Ilama el teorema de no clonacién (Wootters & Zurek, 1982).

El teorema establece que no se puede copiar a la perfeccion un estado
cuantico arbitrario sin modificar el estado original de alguna manera como
consecuencia del principio de medicion, incertidumbre y superposicion. Es decir,
debido a que la accion de clonar es en si una medicién, el colapso de los estados
probables de la funcion de onda del sistema a clonar es inevitable y el estado
original que se deseaba clonar cambia, de modo que el intento de clonacion queda
evidenciado y por si fuera poco no se tendré la certeza de que el estado de la copia
gue se obtenga es el estado original que se deseaba copiar. Por otro lado, dado que
no es posible conocer con exactitud todas las variables del sistema, cuanticamente
es imposible tener dos estados exactamente iguales y una accion de
clonacion/copia cuantica queda descartada.

II1.1.1 Entrelazamiento: paralelismo y teleportacion

Los estados entrelazados, por ejemplo un par de particulas con orientaciones
de sus espines opuestas, es decir, arriba T y abajo !, presentan también
superposicion, como se expresa en (III-15), con un conjunto de probabilidades de
estar con sus espines arriba o abajo descrita en (II1-16).

Si, por otro lado, se tiene un entrelazamiento de dos particulas, es decir,
cada sistema con particulas de espines opuestos se tendré una probabilidad de

obtener estados tales que ¥ = |T11T12)+ ITuizz) +—= |l21T12)+ |l21i22) en

donde T, corresponde al estado de la partlcula 1 del S|stema 1, 15 aI estado de la
particula 2 del sistema 1, T,, al estado de la particula 1 del sistema 2y |,, al estado
de la particula 2 del sistema 2.

Si, debido al entrelazamiento, se hace una medicién de espin a la primera
particula del primer sistema, y se obtiene un resultado espin arriba (T,), se sabra
con certeza que la segunda particula del primer sistema tendra orientacion espin
abajo (I,;). De modo que es posible calcular y experimentar con cada posible
estado del sistema y usar las propiedades que ofrece el sistema entrelazado para
crear computadoras cuanticas.

El entrelazamiento cuantico de dos particulas o sistemas genera un canal
cuantico —medio (no fisico)- capaz de transferir uno 0 mas qubits- para transmitir
informacion que con sistemas clasicos es imposible. Ejemplos de transmision de
informacion basados en entrelazamiento son el paralelismo en computacion
cuanticay la teleportacion.
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El paralelismo es el célculo simultdneo de procesos computacionales. En
computacion clasica el paralelismo es relativo, dado que las operaciones realizadas
en paralelo no son del todo simultaneas sino que son realizadas una detras de otra
en tan solo unos milisegundos, los cuales no somos capaces de detectar. De esta
manera, las computadoras clasicas realizan calculos aparentemente simultaneos
aunqgue en realidad no lo son. La idea del paralelismo es el ahorro de tiempo, se
dividen tareas generales en tareas particulares que son resueltas con diferencias de
tiempo imperceptibles para el hombre y al terminar se unen todos los resultados en
un nuevo y ultimo calculo que dara el resultado final del proceso original.

Aungue en apariencia el paralelismo clasico no representa un problema, ya
que se da la sensacidn de ejecutar varias tareas a la vez, en conjuntos grandes y
complejos de operaciones se pueden generar cuellos de botella, ya que la capacidad
del procesador se divide entre todas las tareas. Dado que el paralelismo cuantico,
basado en el principio de superposicion, es puro e intrinseco de la naturaleza
cuantica, la velocidad de procesamiento se verad incrementada drasticamente, al
poder atender mas de una tarea por unidad de tiempo, hecho que no sucede en
computacion clésica.

Un sistema en superposicion indica que se tiene la probabilidad de obtener
diversos estados al mismo tiempo. El paralelismo es la parte tangible de la
superposicion, es la representacion simultanea de dichos estados en superposicion.
Con cada qubit que se agregue al sistema, se multiplicara el nUmero de estados
posibles, por lo tanto, también el nimero de procesos paralelos.

La teleportacion fue propuesta tedricamente en 1993 y consiste en la
transmisiéon de informacion entre dos puntos a distancia de un estado desconocido
sin necesidad de un medio de transmisién. Para mandar informacién debe ser
estudiada, sin embargo, por la mediciéon hecha al estado, éste se destruye y se
pierde la informacion que se deseaba transmitir.

La idea de la teleportacion es la siguiente: se crea una pareja de particulas
gue, por el principio de exclusién de Pauli, tendran espines opuestos, una particula
se entrega a un sujeto A y la segunda particula a un sujeto B a una distancia lejana
del sujeto A, quien hace una medicidén de espin de su particula, por lo tanto ha
cambiado el estado original de su particula para obtener una teleportacion, y al
conocer el resultado, inmediatamente conocera también la orientacién de espin de
la particula del sujeto B, que por supuesto también ha cambiado su estado original,
aun sin medirla. Es a este proceso al que se le llama teleportacion, donde, en
realidad, la informacion no viaja sino mas bien es deducida gracias a las
correlaciones entre las particulas del sujeto A y el sujeto B otorgadas por el
entrelazamiento de las mismas.

En una onda electromagnética, el campo eléctrico y el campo magnético
oscilan en direccion perpendicular a la direccion de propagacion de la onda
electromagnética. Si el campo eléctrico oscila en la misma direccion de
propagacion, se dice que la onda esta polarizada. Se puede presentar una
polarizacién vertical T u horizontal « .
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Aprovechando esta propiedad de la luz, es que experimentales en Optica
cuantica afirman que el entrelazamiento de fotones (en polarizacion) es mas
sencillo que el entrelazamiento de particulas (en espines), debido a que es mas
sencillo generar los pares para que cumplan la teoria de conservacion del momento
y energia (Kok & Milburn, 2007).

La teleportacién de informacion por medio de particulas es ya un hecho, sin
embargo, teleportacidén cuantica con fotones es aun una teoria.

I11.1.2 Decoherencia

Como se mencioné anteriormente, la decoherencia es el tiempo de vida que
tiene un sistema debido a la inevitable interaccion con el medio que lo rodea o
contiene.”

En un sistema cuéntico, al realizarse mediciones, el estado inicial colapsa a
un nuevo estado, impidiendo una prediccion certera del comportamiento del
sistema ante operaciones arbitrarias. Dicha situacidén representa un problema en
los sistemas cuanticos ya que recae en la produccion de errores en las mediciones.
Un experimento en el que se mide alguna propiedad a un par de particulas suele
arrojar dos tipos de errores: de cambio de qubit, en el que el estado O pasa a ser el
estado 1; y de cambio de fase, en donde cambia el signo del qubit. Existen
algoritmos de correccién de errores con los que se puede dar solucién a este
problema. Dichos algoritmos consisten en la deteccion del sindrome y la
recuperacion del mensaje original, esto con la ayuda de compuertas cuanticas.

La decoherencia, es un problema cuantico que se mantiene sin solucion
hasta el momento; sin embargo, es posible crear protocolos de correccion de
errores para evitar dicha cuestion en la medida de lo posible o, de forma
revolucionaria, sacarle provecho a este problema haciendo uso de la destruccion de
superposicion por la interaccién con el medio.

En comunicacion clésica, existe una gran vulnerabilidad que da lugar a
amenazas en el sistema de computo:

e Interrupcion; mal funcionamiento o destruccion, total o parcial, de
dispositivos o datos impidiendo una comunicacién completa,

e Intercepcion; intervencion en el medio de comunicacion, asi como
clonacion de datos. Esto permite una comunicacion completa, sin
embargo, un intruso es portador no autorizado de la informacién,

e Modificacion; cambiar o alterar la informacion. En este caso, el
proceso de comunicacion se completa aunque el mensaje transmitido
no es el original y

7 Para la secciones 111.1.2 y 111.2 se tomara como referencia adicional (Tanenbaum, 2009).
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e Fabricacion; generaciéon de informacion falsa. El intruso se hace pasar
por el emisor y envia informacion falsa al receptor.

La criptografia, ocultamiento de mensajes, da solucion parcial a las
amenazas en sistemas de computo por medio de la implementacién de procesos y
algoritmos para ocultar y resguardar dispositivos y datos de modo que sea posible:

e Disuadir; hacerle pensar al intruso que no vale la pena atacar el
sistema, que hay blancos mas féaciles,

e Detectar; identificar los ataques lo antes posible para actuar,

e Demorar; retrasar el intento de ataque al sistema para dar tiempo a
un plan de contrataque y

e Defender; acciones para combatir el ataque al sistema.

Un algoritmo criptografico es el llamado César, que consiste en un
desplazamiento un numero fijo de posiciones mas adelante en el alfabeto. Por
ejemplo, si el mensaje es “beca”, aplicando un desplazamiento de 3 posiciones en el
alfabeto, el mensaje seria “ehfd”. De este modo, la llave para descifrar el mensaje
sera el desplazamiento de 3 posiciones en el alfabeto, esta llave sera llamada llave
privada. Diversos algoritmos existen en criptografia clasica, sin embargo, ninguno
de ellos es seguro y aunque sean dificiles o tardados de descifrar siempre se puede
obtener la informacién resguardada. Aspectos humanos, sociales y/o culturales y a
aspectos fisicos impiden asegurar la informacién de manera total. Un aspecto fisico
es que no siempre es posible conocer y rastrear al atacante, no deja huellas o
evidencias.

El algoritmo criptografico RSA (Rivest, Shamir y Adleman) introduce el
concepto de dos llaves, una publica y otra privada, que dependen una de la otra 'y
gue una llave no permite encontrar a la otra. Es decir, el receptor genera ambas
claves y publica al emisor la llave publica para cifrar el mensaje y ya que
Unicamente el receptor es quien tiene la llave privada de decifrado, solamente él
podra ver el mensaje que el emisor le envie. El célculo de la llave publica para
encontrar la llave privada garantiza, para un intruso cualquiera, una gran
dificultad.

Sin embargo, tratdndose de criptografia clasica, el sistema siempre sera
vulnerable. Una manera de transmitir informacion verdaderamente segura es
aprovechando cualidades, y aparentes desventajas como la decoherencia, de la
mecanica y computacion cuantica. Esta disciplina es llamada criptografia cuantica.

La criptografia cuantica sirve para acordar, de manera segura, una llave
simétrica con la cual cifrar y descifrar informacién usando cualquier algoritmo.

De modo que, para lograr el acuerdo de llave cuantico se usan protocolos
basados en correlaciones Einstein-Podolsky-Rosen. Este protocolo esta basado en
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la paradoja de Einstein-Podolsky-Rosen y ésta en el entrelazamiento cuantico.
Propone el uso de llaves entrelazadas para dificultar el decifrado de las mismas y
por lo tanto de la informacion; todo esto basado en los conceptos descritos en la
seccion anterior.

En base a las leyes de la mecénica cuantica, la criptografia cuantica garantiza
la seguridad de los sistemas computacionales. El hecho de que por naturaleza
cuantica la medicion de un sistema lo perturbe garantiza que si bien es posible
conocer la informacion transmitida, también sera evidenciado todo intento por
observarla. Por otro lado, el teorema de no clonacién, garantiza también que la
informacion no sera copiada y, aunque sean obtenidos fragmentos de la
informacion, ésta estard incompleta y la que quede contendra errores introducidos
por la decoherencia.

La criptografia cuantica es una de las areas mas avanzadas de las
aplicaciones de la mecanica cuantica. Actualmente, en diversas partes del mundo,
se experimenta y comercializa el uso de algoritmos de criptografia cuantica (Gisin,
Ribordy, Tittel, & Zbinden, 2001).

III.2 Hardware cuantico

Una computadora clasica se conforma de piezas béasicas para funcionar en
tanto al hardware se refiere:

1. Dispositivos de entrada/salida, como mouse, teclado, pantalla, audifonos,
impresoras, etc. Son aquellos dispositivos con los cuales el usuario se
comunica con el sistema computacional, ingresando datos por medio de
dispositivos de entrada, y recibiéndolos por medio de los dispositivos de
salida,

2. Memoria, que puede ser de almacenamiento persistente, como en el caso de
los discos duros; o de almacenamiento volatil, como lo son las memorias
RAM.

3. procesador, la pieza vital de una computadora, un circuito integrado que
interpreta y ejecuta las instrucciones recibidas por medio de operaciones
I6gicas y aritméticas, interactuando con los datos guardados en el disco duro
y con la memoria.

En computacion cuantica la estructura de un sistema de computo debe ser el
mismo que en el caso clasico, sin embargo, se saca provecho de las propiedades
cuanticas de los materiales de los que esté hecho el hardware. De modo que, los
dispositivos mencionados pueden:
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e ser aun mas pequefios debido a la superposicion cuantica, al hacer uso de un
anico qubit para varios estados, nuestros dispositivos se veran reducidos
considerablemente,

e ser mas veloces y eficaces gracias al paralelismo cuantico,

e tener tiempos de vida mayores a los clasicos por el efecto tinel, descrito en
la siguiente seccidn,

e tener una capacidad de almacenamiento mucho mayor, nuevamente, debido
a la superposicion.

En esta investigacion hacemos énfasis en procesadores y memorias
cuanticas ya que son mayormente beneficiados por los puntos mencionados
anteriormente.

II1.2.1 Procesadores y memorias

Los procesadores y las memorias son ampliamente beneficiados por las
propiedades del mundo cuantico. Hacer uso de conceptos como superposicion,
paralelismo o tunelaje cuantico hace de una computadora cuantica una mejor
opcién que una computadora clasica.

El tunelaje es una propiedad cuantica en donde las particulas “atraviesan”
zonas fisicas clasicamente prohibidas (Saxon, 1968).

Figura III.2. Efecto tanel (trabajo propio, 2014).
La imagen muestra una barrera de potencial Vo con energias menor (E1) y mayor (E2) a la del potencial.
Una particula fluctuante se transmite a través de la barrera.

Todo depende de:

e la dualidad onda-particula, al propagarse la onda correspondiente a una
particula en un medio, ésta se transmitira, por las interacciones de la luz con
la materia, y
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e la energia de la particula, la longitud de onda de de Broglie asociada a cada
particula es A =h/p. Para que la onda asociada pueda atravesar una
barrera, la anchura de la barrera debe ser un multiplo semientero de h/p y
tener energias especificas por debajo pero cercanas a Vo.

Clasicamente, si la energia de la onda asociada a la particula fluctta entre O
y Vo, la onda se reflejard y no se transmitird. Si la energia de la onda oscila entre Vo
e infinito, la onda se transmitira, pasando por encima de la barrera, al otro lado.
Cuanticamente, una particula con energia fluctuante alrededor de Vo sera
transmitida. Si la energia de la particula es igual a E1, la onda se reflejara y no se
transmitira, igual que en el caso clasico. Sin embargo, si la energia fluctia
alrededor de Vo, la onda se transmitira del otro lado, como en el caso clasico. Es
decir, entre mas se acerque la energia de la particula a Vo mayor probabilidad
habra de encontrar a la particula del otro lado de la barrera. La transmision de la
particula para el caso cuantico esta determinada por el ancho de la barrera, siendo
un multiplo semientero de las longitudes de onda, y por la energia precisa de la
onda.

La energia de la onda que se transmite es atenuada, y al llegar al otro lado de
la barrera, la onda tendra menor amplitud. Al retransmitirse, se convierte en una
onda que se propaga. Si la barrera es ancha, la atenuacion es grande y la
transmisién cae exponencialmente a cero.

La diferencia entre el caso clasico en el que las particulas no se transmiten a
través de los muros y el caso cuéntico en el que las particulas si se transmiten a
través de los muros, depende de las propiedades cuénticas de la materia a niveles
microscopicos. La probabilidad de que la particula esté o no del otro lado del muro,
depende cuanticamente del principio de incertidumbre, y fisicamente de lo ancho
del muro y la masa, asi como la energia de la particula. A mayor anchura, menor
probabilidad de atravesar el muro y a menor masa y mayor energia, mayor
probabilidad de que lo haga.

La importancia de este fenbmeno cuantico es que en memorias 0
procesadores, y en diversos dispositivos electronicos, el efecto tunel puede ser
usado para ampliar los tiempos de vida limitados por capas de polvo, grasa o
suciedad. Es decir, una barrera de como la mostrada en la Figura IIL.2,
representada fisicamente por polvo o grasa, puede ser traspasada por una onda
debido al efecto tunel. En el momento en el que la barrera rebase las energias
especificas de transmision de la onda, el efecto tinel se hara presente.

Al hablar de absorcién en el efecto tinel, pareceria que se habla de pérdida
de informacién. Sin embargo, haciendo uso de las leyes de conservacion de la fisica,
gue postulan que en la evolucion con el tiempo de un sistema ciertas magnitudes
permanecen constantes, es posible encontrar que la informacion del efecto tinel no
se perdera.

Si se usa la ley de conservacién de la probabilidad en este caso de tunelaje en
una barrera, la onda asociada a la particula que incida en la barrera se dividira en
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dos ondas, una que se refleja (R) y otra que se transmite (T). Como se menciono en
secciones anteriores la suma de las probabilidades debe resultar en la unidad, es
decir, R+T=1. Por lo que, si se quiere conocer la probabilidad de transmision en el
efecto tunel, se tiene que T=1-R, que para el caso de E=Vo, R=0y T=1, es decir, la
transmision es total; para el caso de energias menores, 0 <E <Vo, 0<T <1, es
decir, la transmision es parcial y para el caso en el que las energias son cercanas a
cero T también lo sera. De modo que, es posible tener efecto tunel con casi nula o
nula pérdida de informacion si las energias de las particulas es la adecuada para la
barrera en cuestion.

Debido a que, entre menor masa, existe una mayor probabilidad de
atravesar el muro, se puede hacer uso de fotones, particulas sin masa que
igualmente pueden ser manipuladas computacionalmente y servir a los propositos
de esta area.

En conclusion, el aumento de la capacidad de almacenamiento y
procesamiento de coOmputo, asi como el tiempo de vida de los dispositivos
cuénticos los distingue de los dispositivos clasicos, por lo cual se busca con aféan la
creacion de computadoras cuéanticas. Por otro lado, la manipulacion de la
informacion para los propositos computacionales es igualmente ventajosa en areas
como criptografia y teleportacion cuantica.

Hoy en dia existen computadoras cuanticas que, aunque constan de unos
cuantos qubits, ya estan siendo comercializadas y actualizadas constantemente (D-
WAVE Systems Inc., s.f.).

Aun si la computacion cuantica no llegara a ser una realidad comercial, la
experiencia obtenida en la manipulacién de las propiedades cuanticas seria
invaluable para el desarrollo de nuevas tecnologias.



IV Aplicaciones de BEC’s

Actualmente, por ser un fendmeno relativamente recién logrado, se siguen
estudiando los efectos y aplicaciones de los BEC’s. Sus aplicaciones son analogas a
las del laser pues la coherencia y estado ordenado que presentan ambos sugiere
que, al igual que sucedi6 con el laser, los condensados de Bose-Einstein tendran
uso practico en nuestra vida cotidiana.

Figura IV.1. Luz coherente y no coherente (Ruiz Seco, Galan Santos, Guerra Castillo, &
Villar Prudencio, 2011).
En la imagen se muestra una fuente de luz no coherente (foco) y una fuente de luz coherente (laser). Los
BEC’s son asociados analogamente a un laser por su comportamiento coherente.

Las aplicaciones mas importantes de condensados, en desarrollo y con gran
actividad de investigacion son:

Laser de &tomos: para construccion de nano-estructuras de gran precision.
Relojes atdbmicos: para realizar medidas muy precisas del tiempo.
Manipulacion de la luz y aplicaciones derivadas en computacion cuantica.
Fendmenos cosmoldgicos.

El uso de BEC’s puede servir para mejorar tecnologias ya existentes o hacer
realidad algunas otras ya propuestas. Desafortunadamente, las condiciones
tecnoldgicas para la implementacion de los BEC’s hoy son insuficientes y los costos
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de aplicacion demasiado altos, aun cuando los esfuerzos se centran més en la
investigacion del fendmeno que en la aplicacion. La parte interesante de esto es
que, ain con los pocos experimentos realizados a la fecha, los BEC’s han sido un
buen candidato a explicar ciertos comportamientos o fendmenos; como en el caso
de la cosmologia.

En esta investigacion no se detallardn cada una de las aplicaciones
mencionadas, sino que centrara la atencion en la mas importante para el fin de la
investigacién: manipulacién de la luz, tanto en computacién cuantica como en
cosmologia.

IV.1 Luz lenta y Transparencia Inducida
Electromagnéticamente

En 1999, Lene Hau y su grupo, en Harvard, obtuvieron el fenémeno de luz
lenta (slow light) en el laboratorio, consiguiendo la reduccién de la velocidad de la
luz en un condensado atémico hasta 17 m/s (Hau, Harris, Dutton, & Behroozi,
1999). Dos afios después detuvieron la luz completamente por arriba de 1 ms,
comprimiéndola hasta por siete ordenes de magnitud y la “reanudaron” con las
mismas caracteristicas por el camino original (Liu, Dutton, Behroozi, & Hau,
2001).

Recordando, las ecuaciones (I-4) y (I-6) de la velocidad de fase y de grupo,
respectivamente, son para velocidades en el vacio; se pueden reescribir las
ecuaciones para cada velocidad en un medio diferente al vacio, como en (I-5) para
la velocidad de fase y de la siguiente manera para la velocidad de grupo:

c

v, = Ec. (IV-17)
7 ng(w)
donde n,(w) es el indice de grupo dependiente de la frecuencia:
dn(w) Ec. (IV-18)

ny(w) =n() + 0 —==| 4,

Evaluado a una w. que es la velocidad angular promedio del paquete de ondas de
luz.

Por lo tanto la velocidad de grupo es:

c

Vg = dn(w) |w=wc Ec. (IV-19)
n(w) +w o
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, , dn(w) .
La luz sera mas lenta conforme se logre que —— sea mas grande, por lo que es

necesario hacer un estudio de las propiedades del medio dispersivo y las de la luz
incidente de las que depende n, es decir, por un lado, la dependencia de la
frecuencia de la luz incidente, por otro lado, la dependencia de la frecuencia con
gue oscilan los electrones en el pozo de potencial del &tomo:

2
nlw)=1+ Naz Ec. (IV-20)
Zeome(a)g - w?)

donde N es el numero de atomos por unidad de volumen en el material, ge es
la carga y me es la masa del electrén, €ges la constante dieléctrica del medio y wo es
la frecuencia de resonancia del electron ligado a un atomo.

Cada electron en un atomo, expuesto a una fuente de luz, siente el campo
eléctrico de la fuente de luz y sera impulsado en movimientos arriba y abajo
(asumiendo que la direccion de la fuente de luz es vertical) por la fuerza eléctrica.
Esto es dado que cada electron esta ligado elasticamente a un atomo y sus
desplazamientos son proporcionales a la fuerza aplicada. La oscilacion resultante
en cada electron es llamada frecuencia de resonancia wo y es diferente para cada
material y luz incidente.

En la ecuacion (IV-20), si la frecuencia de resonancia es mayor que la
frecuencia de la radiacion se da una dispersion normal resultando en una velocidad
de grupo pequefia en comparacién con la velocidad de la luz y por lo tanto luz lenta;
si por el contrario la frecuencia de resonancia es menor que la frecuencia de la
radiacion se da dispersion anémala resultando en una velocidad de grupo alta en
comparacion con la velocidad de la luz y por lo tanto luz rapida. En la naturaleza,
no existen materiales con indices de refraccion extremadamente altos, sin
embargo, existen aleaciones de diversos materiales llamados metamateriales con
los cuales es posible obtener indices de refraccion muy altos.

El pulso formado por todas las diferentes longitudes de onda en
superposicion se darda donde hay interferencia constructiva y esta posicién en el
medio se ir4 atrasando con respecto al mismo pulso en el vacio. Este retraso es un
fendmeno optico llamado luz lenta.

La complicacion que presenta lograr luz lenta en el laboratorio es que en el
medio los fendbmenos de dispersion y absorcion se hacen presentes a la misma
frecuencia; es necesario tener dispersiOn pero si se tiene absorcion se pierde
informacion, asi que es necesario un proceso en el que se pueda obtener dispersion
sin absorcion.

Un mecanismo para lograr luz lenta sin absorcion es el conocido como
transparencia inducida electromagneéticamente en el que los niveles de energia son
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divididos para prevenir la absorcion en el medio, asi los pulsos de luz son
transmitidos con todas las propiedades que los caracterizan y sin absorcion.

Superposicion de ondas del espectro visible a velocidad cy v

NG TN
I
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[ Longitud de onda violeta en ¢ — Longitud de onda violeta con n>1 1
— Longitud de onda azul en ¢ — Longitud de onda azul con n>1
Longitud de onda verde en ¢ - Longitud de onda verde con n>1
Longitud de onda amarilla en ¢ Longitud de onda amanlla con n>1
Longitud de onda naranja en ¢ - Longitud de onda narama con n>1
— Longitud de onda roja en ¢ — Longitud de onda roja con n>1
—— Espectro visble en ¢ —— Luz lenta

Figura IV.2. Luz lenta. Simulaciéon hecha en Mathematica (trabajo propio, 2013).

En las imagenes se muestra la superposicidon de longitudes de onda del espectro visible, de abajo a arriba,
primero se encuentran cada una de las ondas del espectro visible viajando a la velocidad de la luz,
posteriormente la onda formada por la superposicion de las ondas del espectro visible viajando a velocidad
de la luz, arriba las ondas del espectro visible viajando en un medio con un indice de refraccion alto, n>1, y
por lo tanto representando el fendmeno de luz lenta y por ultimo la onda formada por las longitudes de
onda de luz lenta. En la primera imagen, se aprecia que ambos pulsos, formados por la superposicion de las
ondas, estan estaticos. En la segunda imagen, el pulso beige viaja a la velocidad de la luz, no se distorsionay
se ve un nuevo pulso, en donde hay interferencia constructiva, cada determinada distancia. El pulso
morado viaja a una velocidad mucho menor que el pulso que viaja a la velocidad de la luz, la onda se
distorsiona y se vuelve a formar un nuevo pulso después de varios pulsos ya formados en la onda que viaja
en el vacio.

La transparencia inducida electromagnéticamente es una técnica de
interferencia cuantica que permite la propagacion de la luz a través de un medio
atomico opaco, generando alta transparencia en el medio. En este caso el medio
opaco es una nube fria de BEC’s, a la que se aplica un laser de ‘union’ de fuerte
resonancia que induce a la coherencia de los atomos y otro laser de ‘control’ que
modifica las propiedades Opticas del medio dramaticamente en un sistema de 3
niveles de energia.

En un 4&tomo de hidrégeno, si nada méas se toman en cuenta los dos estados
de energia mas bajos, un pulso de luz puede solamente hacer transiciones del
estado base |1> al siguiente estado excitado | 2>, en donde se presenta absorcion.
Si el estado | 2> es dividido en dos estados, |2+>y |2->, las Unicas transiciones
posibles seran los acoplamientos del estado base | 1> con cualquiera de los estados
divididos, |2+>y | 2->. Elestado |2> es ahora un estado prohibido para el pulso
de luz por lo que, dependiendo de la energia que tenga el pulso, haré la transicion a
los dos nuevos estados, los cuales son permitidos, sin embargo, presentan minima
absorcion.

Experimentos reflejan resultados de una reduccion en la absorcion de hasta
60% (Ahufinger & Fort, 2002).
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Todos los medios diferentes al vacio alentan la luz, en la mayoria de los
medios dispersivos es tan poca la diferencia que el ojo humano no lo percibe. Como
resultado de la relatividad especial, ni la materia ni la informacién pueden ir méas
rapido que c. La velocidad de fase y de grupo son las velocidades a las que se
propaga la fase de la onda y del paquete de ondas, respectivamente, lo que significa
que la parte inicial de la onda, frente de onda, puede llegar incluso més rapido que
c pero es la velocidad de toda la sefial (la portadora de informacidn) quien no puede
superar c.

En un BEC, la parte inicial de un pulso entra e inmediatamente, por la
interaccion de la luz con los atomos del BEC, la onda es alentada, espacialmente,
comprimida, la parte de la onda que aun no entra al BEC sigue viajando a la
velocidad del medio en el que estaba. Cuando la onda sale del BEC, la parte que
salid viaja nuevamente a la velocidad que tenia antes de entrar al BEC.

El uso de materiales coherentes, es decir, que tengan a todos sus atomos en
un nivel de minima energia y se comporten como un unico atomo, perdiendo asi su
individualidad como atomos, facilita la manipulacion dado que se trabaja con
propiedades unificadas y no individuales y distintas. Por otro lado, el uso de
materiales que alenten la luz en factores superiores a los alcanzados por materiales
dispersivos, hace del uso de técnicas como la EIT algo complementario para
alcanzar velocidades de la luz ain mas bajas, hasta incluso detenerlas. Materiales
con estas caracteristicas son los BEC’s por lo cual son propuestos para la obtencion
de luz lenta por medio del mecanismo EIT que logra altos indices de refraccion sin
absorcion y dispersion con velocidades de grupo ultra bajas.

Es posible obtener luz lenta por medio de otros mecanismos como
oscilaciones coherentes de poblacién (CPO por sus siglas en inglés) o dispersion
estimulada. Para esta investigacion no se ahondard en estos procesos que no
requieren de los BEC’s.
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IV.2 Computacion cuantica
IV.2.1 Manipulacion de la luz

Actualmente, existen extensas investigaciones sobre manipulacion de la luz
por medio de BEC’s, una de ellas es la computacion cuantica. El uso de luz lenta en
tecnologias computacionales puede ser aprovechado en el manejo de la
informacion y construccion de computadoras cuéanticas (Hau, L. V., 2008), (Hau Z.
D., 2004). Una linea de investigacion consiste en alentar e incluso detener un pulso
de luz en el medio mientras otro pulso de luz se hace pasar para no saturar el
medio. Por otro lado, en teleportacion se puede hacer uso de luz lenta. Un pulso de
luz es absorbido por una nube fria de BEC’s y es recuperado en una nube cercana
(Ginsberg, Garner, & Hau, 2007).

) M)

Figura IV.4.
Pulsos de luz
en transmision
. . (Virally, 2008). . AT
\, ¥ \ En la imagen de \, X \
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pasar por un
mismo canal,
saturandolo. En
la imagen de la
derecha, el pulso

naranja es
retrasado el
— | I e tiempo necesario |

para dar paso al
pulso azul vy
posteriormente
hacer pasar al
pulso naranja sin
saturar el medio.

IV.2.2 Teleportacion cuantica

En (Ginsberg, Garner, & Hau, 2007), Lene Hau y colaboradores
demostraron experimentalmente la detencion y almacenamiento de un pulso de luz
en un BEC de dos millones de atomos de sodio que posteriormente retomaron en
su totalidad en un condensado diferente, pero con las mismas propiedades que el
primero, a unos 160 um de distancia, la informacion se transfiere a través de la
conversion del pulso de luz en onda de materia viajando, por la dualidad onda-
particula.
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En presencia de un campo de union Optico, se hace incidir un laser de
control en el primer condensado, donde sera comprimido espacialmente a una
longitud mucho menor que la del condensado, en un factor de 5x107. EI campo de
unidn es entonces apagado dejando los atomos del primer condensado en estado de
superposicion cuantica. La amplitud y la fase del pulso de luz son grabados en la
funcion de onda, que es movida e incrustada en el segundo BEC, el cual es re
iluminado con el pulso de unién. El pulso de control es dirigido nuevamente y el
pulso mensajero es sumado coherentemente al campo de materia del segundo
condensado. El pulso de luz revivido guarda la amplitud y fase del pulso original.

Este proceso resulta interesante en areas como telecomunicaciones o
computacion cuéntica para manipulacion de informacion, haciendo a los
dispositivos convencionales mucho mas poderosos, veloces, con gran
almacenamiento y de provecho como lo es la teleportacion cuantica, en donde se
podrian entrelazar los BEC’s.

IV.3 Cosmologia

La cosmologia es la ciencia que estudia el origen y la evolucién del universo.
El estudio de fen6menos como los BEC’s han dado lugar a hipétesis que explican
ciertos aspectos, aun sin solucion, sobre el universo.

Una propuesta interesante es la que se presenta en (Dolgov, Lepidi, &
Piccinelli, 2010), sobre la formacién de condensados de Bose-Einstein en el
universo temprano para explicar la existencia de campos magnéticos.

Los campos magnéticos en el universo se han observado a todas las escalas y
no se tiene una explicacién satisfactoria para su formacion. Una posibilidad es que
su origen sea primordial.

Es interesante el papel que pueden jugar los condensados en la generacion
de campos magnéticos en el universo temprano. Se puede formar un condensado
en el universo temprano, pues a pesar de las altas temperaturas, también hay
densidades muy altas que permiten satisfacer la condicidn: que las distancias entre
particulas sean menores a la longitud de onda de de Broglie que se presenta en la
seccion 1.4. Que todas las particulas en un condensado sean idénticas y estén en
reposo sugiere la presencia de una configuracién ordenada de sus momentos
magnéticos de espin, que podria ser ferromagnética o antiferromagnética. El
ferromagnetismo es la magnetizacion de los materiales en los que los atomos
tienen momentos dipolares magnéticos permanentes y sus momentos dipolares
atomicos vecinos se mantienen alineados paralelamente incluso cuando se suprime
el campo magnético externo; la intensidad de los dipolos atébmicos y la distancia
entre ellos es lo que lo diferencia de otros materiales magnéticos. El
antiferromagnetismo tiene orientaciones de espin antiparalelas.
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Figura IV.5. Estados ferromagnéticos

y antiferromagnéticos (trabajo propio,
2013).

La imagen izquierda muestra un estado
ferromagnético en la configuracion de
espines de los bosones W y la imagen de la

derecha el estado antiferromagnético.

Los bosones W+, particulas fundamentales cargadas que conforman la sopa
césmica de los primeros instantes del universo, parecen ser buenos candidatos para
conformar un condensado.

Investigando las interacciones de los momentos dipolares de espin en un
condensado de bosones W, se encontré que tienden a alinearse, formando un
estado ferromagnético. De esta manera, es posible generar un campo magnético
macroscopico, a gran escala, en el universo temprano, ofreciendo una posibilidad
de generacién de los campos magnéticos cOsmicos.

Por otro lado, la materia oscura, materia que no emite la radiacion
electromagnética suficiente como para ser detectada pero si causa efectos
gravitacionales en la materia visible, es una linea de investigacién de la cosmologia.
Una alternativa al paradigma de la naturaleza de la materia oscura es el campo
escalar o BEC estudiado por varios grupos de trabajo:

o En (Suéarez, Robles, & Matos, 2013) un campo escalar fundamental sufre
una transicion de fase muy temprana en el Universo, lo que lleva a la
formacion de gotas de condensados de Bose-Einstein. Por lo tanto, los
halos oscuros de las galaxias en el Universo podrian ser enormes gotas
de campo escalar.

o En (Li, Rindler-Daller, & Shapiro, 2014) se encuentran complicaciones
cosmoldgicas en materia oscura de campo escalar de condensados de
Bose-Einstein. Alli, la materia oscura esta compuesta de bosones
ultraligeros auto-interactuantes que forman un BEC, descrito por un
campo escalar cargado.

o En (Urefia-L6pez & Bernal, 2010), fueron estudiadas las propiedades de
las  configuraciones de particulas de estados multiples
gravitacionalmente limitadas, hechas de bosones de espin-O mostrando
gue su estabilidad depende de cédmo las particulas estan distribuidas en
los diferentes estados que los componen.

IV.1.2.1 Aplicacion de la luz lenta

Un trabajo que se esta llevando a cabo actualmente es aplicar fendmenos de
manipulacién de la luz a ciertos periodos del universo temprano o en ciertas
regiones astrofisicas; trabajo que se desarrolla con G. Piccinelli del Centro
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Tecnoldgico Aragdn, UNAM, E. Castellanos y T. Matos del departamento de fisica
del CINVESTAYV, IPN.

Como primer paso, se investiga la posibilidad de que se produzca este
fendmeno en halos de galaxias.

Ciertos escenarios consideran la posibilidad de que la materia oscura podria
estar compuesta de particulas milicargadas con una débil interaccion, pero de largo
alcance, con los electrones (Berezhiani, Dolgov, & Tkachev, 2013). Pensando que el
halo de una galaxia podria ser un fluido que contiene un condensado de baja masa
de bosones de espin-0 o espin-1 (Pires & Souza, 2012) con una carga muy pequenia,
delimitadas por su potencial auto-gravitacional, algunos fendémenos Opticos
interesantes como la luz lenta y luz rapida podrian tener lugar alrededor de la
galaxia.

En estas condiciones, el halo puede ser modelado por una interaccion débil,
independiente del tiempo, del condensado atrapado en un potencial externo
descrito por la ecuacién de Gross Pitaevskii (Pitaevski & Stringari, 2003):

2
(572 + V() + 9|9 |0 = wbe) Fe. (IV-21)

Donde:

Y(r) es la funcion de onda del estado condensado,
V2 es el laplaciano,

V(r) es el potencial externo efectivo generado por el campo gravitacional
mas el campo electromagnético,

g=4mh? a/m es la interaccion efectiva entre dos particulas, con a la longitud
de onda de dispersion,

| w(r) | 2 es la densidad de particulas,
m la masa de las particulas que conforman el material y
u es el potencial quimico.

La densidad de particulas |(r) | 2 = p est4 presente también en el indice de
refraccions, que puede reescribirse como sigue:

8 Cabe mencionar que el indice de refraccion varia para cada material, no hay una ecuacién general
que lo describa con exactitud por lo que varia la presentacion dependiendo del autor o del material
gue se trate. Para esta investigacion se han tomado las ecuaciones (I-5), (IV-20) y (IV-22) de la
literatura cientifica méas general.
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Ng? ) Ec. (IV-22)

= [1-p(1+
nw) 4 2egm,(w§ — w?)

Conociendo el indice de refraccion, se puede obtener la velocidad de grupo y
analizar el movimiento de la luz a través del medio, eventualmente obtener luz
lenta o rapida, absorcion u otros fendmenos épticos. Se investiga como aplicas este
andlisis a la luz pasando a través de un halo condensado y las posibilidades de
obtener huellas observables.






Conclusiones y perspectivas

Los condensados de Bose-Einstein como la computaciéon cuantica son
fendmenos predichos desde décadas pasadas pero no es sino hasta la década de los
90’s en que ambos fendmenos son estudiados experimentalmente. A pesar de lo
reciente de estos temas, la literatura y documentacion experimental es basta por lo
que es casi imposible mencionarla en su totalidad. Ademas, no se pretende ser
expertos en fisica cuantica o computacion cuantica, asi que se ha hecho mencion de
los textos mas béasicos y afines a la linea de investigacién que se marca en esta tesis.

De manera que, una vez hecha una revision y analisis de los textos mas
relevantes, para el caso que nos ocupa, deducimos que la propuesta inicial de usar
Condensados de Bose-Einstein en computacion cuéntica es viable desde el punto
de vista tedrico. Definitivamente, conforme avanzaba la investigacion, expectativas
y complicaciones se modificaron y hoy se puede concluir de la siguiente manera,
respecto a dos lineas de investigacion:

Computacion cuantica

La expectativa es que, el inevitable y acelerado avance de la tecnologia, algun
dia, permitira la facil y costeable obtencion de BEC’s para que puedan ser
implementados en computadoras cuanticas comerciales eficientes, sacando asi
provecho de las propiedades cuanticas que caracterizan el area de estudio,
especificamente en:

a. La presencia de paralelismo cuantico (real). Ya revisamos el hecho
de que gracias a la superposicion de estados cuanticos es posible hacer
procesamiento paralelo real. Los trabajos actuales sobre procesamiento de la
informacion se mejoraran, como en el caso del experimento en (Ginsberg,
Garner, & Hau, 2007).

b. Criptografia cuantica. La seguridad de la informacién estatica y
dindmica seré eficaz y, aunque sea imposible evitar el espionaje, si es posible
detectar intrusiones y evitar el robo, clonacién o interpretacion de la
informacion.

c. Teleportacion cuantica. Gracias al entrelazamiento de las particulas se
puede hacer uso de la teleportacion en computacion cuantica, esto permitira
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la manipulacion de informacion de manera mas eficaz. Este fendmeno,
meramente cuantico, abre paso a una nueva era sin canales de comunicacion
fisicos como dispositivos de almacenamiento portatiles, fibras Opticas o
incluso inalambricos (en donde el medio de transmision fisico es el espacio
infinito) y, con la gran ventaja de la no existencia de limites de velocidad y
distancia, pues la transmision es instantanea y a cualquier lugar en el que se
encuentre el destinatario, o de la seguridad y confidencialidad de la
informacion transmitida.

d. Hardware cuantico. Ampliar los tiempos de vida de los dispositivos
(debido al efecto tunel), las capacidades de almacenamiento (gracias a la
superposicion cuantica), velocidad y capacidad de procesamiento (también
debido a la superposicién cudntica que ayudara al procesamiento paralelo
cuantico y a la manipulaciéon de luz por medio de BEC’s) revolucionari la
computacion.

e. Manipulacién de la luz. Usar fotones como portadores de informacion
trae ventajas inimaginables a la computacion cuantica. Ademas de ayudar a
descongestionar los medios fisicos de transmision de informacién aporta
soluciones practicas a cada uno de los puntos anteriores, ya sea por medio
del uso de BEC’s o directamente.

El simple hecho de crear una computadora con materiales que se rigen por
las leyes de la mecanica cuéntica, implica la obtencién de los beneficios que ella
brinda. Es por esta razon que los BEC’s son una buena e interesante propuesta para
la fabricacién de computadoras cuéanticas debido al control que se tiene de ellos.
Que un BEC sea coherente se presta a la facil y rapida manipulacion, con lo que
sera viable acudir a ellos para mejorar los resultados de los procesos que se deseen
involucrar en la fabricacion de computadoras cuanticas. Es importante mencionar
que la mayoria de las propuestas para crear computadoras cuanticas no involucran
el uso de BEC’s, sino distintos materiales. El uso de BEC’s para crear computadoras
cuanticas es la base indispensable de esta investigacion.

Particularmente, la manipulacion de luz por medio de BEC’s fue un
descubrimiento relevante en la investigacion para el caso que nos ocupa. La
caracteristica de que en un BEC un pulso de luz sea comprimido espacialmente,
retrasando su transmisién respecto a la de otro pulso en el vacio u otro medio
dispersivo, sugiere la presencia del fendmeno de luz lenta. La propuesta de hacer
uso de fotones para la manipulacion de informacion tiene ain mas ventajas que el
uso de particulas con masa, son mas faciles de manipular y aprovechar. La
posibilidad de almacenar y procesar informacion por medio de luz es, anéloga al
uso del laser en estos dias, un avance con aplicaciones inimaginables a la ciencia,
tecnologia e incluso vida diaria. De igual modo, la obtencion de fendmenos opticos
(véase Apéndice B) ademas de luz lenta como luz rapida o en sentido contrario que
den paso a conceptos como invisibilidad, por medio de BEC’s, sera de utilidad en
computacion cuantica y en la tecnologia en general en afios futuros.
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Cosmologia

= Se espera que fendbmenos oOpticos, como luz lenta, luz rapida, absorcion, etc,
puedan tomar lugar en diferentes situaciones cosmoldgicas y astrofisicas,
donde BEC’s puedan estar presentes.

* Un punto importante serd definir si estos fendmenos puedan producir
consecuencias observables.

Es necesario que el avance de la tecnologia siga como hasta ahora para
facilitar la implementacién de BEC’s en computacion cuéntica en afios cercanos. Se
espera con ansias el dia en que el mundo cuéntico sea entendido y aceptado como
hoy se entiende y se acepta la gravedad en nuestra vida diaria. Que nuestro
paradigma sobre la mecénica cuantica se perfeccione y se haga uso del
conocimiento para mejorar nuestras vidas.

Esperamos que esta investigacion sea tan enriquecedora para el lector como
lo ha sido para nosotros. Es un trabajo que vale la pena continuar. Asi mismo
esperamos que haya sido un incentivo para aquellos que se inician en la cienciay la
tecnologia, en la investigacion y en el desarrollo intelectual de la humanidad. Que
esta investigacion sea la base de un siguiente paso que involucre dedicacion, pasion
y mucho esfuerzo en el area de conocimiento que se enmarca aqui. Para alcanzar
esta meta fueron necesarios conocimientos basicos en computacién y mecanica
clasica, temas precedentes a computacion y mecanica cuantica, asi como en uno o
mas idiomas; por lo que esperamos que lectores con dicha preparacion minima
sean quienes den seguimiento a este fascinante tema de frontera en fisica.






Apéndice A

Pares de Cooper

Los pares de Cooper (Halliday, Resnick, & Krane, 1992) son los electrones
en un 4tomo que interactian entre si repeliéndose mutuamente por tener cargas
iguales, sin embargo. El estudio de las interacciones de estos dos electrones es
parte del importante efecto de muchos cuerpos y la teoria BCS (por las iniciales de
los nombres de los cientificos que la propusieron en 1957, John Bardeen, Leon Neil
Cooper y John Robert Schrieffer), que resulta en una interaccién de dos pasos:

1. En un sélido, un electrén pasa por los iones positivos adyacentes de la red
cristalina actuando sobre ellos mediante atracciones de Coulomb, dandoles
impulso a cada uno, causando que se muevan juntos ligeramente, debido a
estos movimientos, el electron va dejando en su camino una densidad de
carga mayor que va cambiando alrededor de él. Por consecuencia, la
densidad de carga se propaga como una onda que lleva impulso a través de
la red: fonon. El electrén suministré el impulso que lleva el fonén emitido.

2. Un segundo electron pasa por la regién en movimiento de densidad de carga
positiva creciente experimentando una interaccion de coulomb atractiva y
absorbiendo el impulso que lleva la regién en movimiento.

Esto es, el segundo electron puede absorber al fonén, absorbiendo asi el
impulso del primer electron. En consecuencia los dos electrones han intercambiado
el impulso entre ellos con un fonébn como intermediario. Los electrones se han
unido débilmente formando asi el par de Cooper.

La teoria BCS muestra que, en ciertas condiciones, la atraccion de estos dos
electrones mediante el intercambio de un fondén puede exceder ligeramente la
repulsion natural entre ambos electrones debido a sus cargas iguales. El hecho de
que la interaccion sea débil ocasiona que los pares se rompan constantemente y se
formen nuevamente con parejas diferentes, lo que hace al sistema algo inestable.
Los pares son particulas con impetus de igual magnitud y direccién y espines
opuestos.

El sistema electronico tendrd la minima energia posible gracias a la
formacion de pares de Cooper, esto es debido a las bajas temperaturas, inferiores a
la Tc del material, a las que se forman los pares. Despueés de formarse algunos pares
de Cooper, la energia del material es todavia menor que si no se hubieran formado
pares previamente y con cada par formado seguira bajando la energia causando la
formacién de mas pares. Debido a que al formarse pares, éstos adquieren el mismo
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impulso y energia, cuando se forma un nuevo par, éste adquiere la energia de los
pares ya formados y asi consecutivamente hasta que todos los electrones del
material se formaron en pares y por lo tanto todos tendran la misma energia,
menor a la que habia inicialmente cuando no habia pares formados.

Los pares de Cooper son un fendbmeno de cooperacién. La interaccion entre
el par de electrones mediante el fondn genera un ciclo de movimiento cooperativo.
Es decir, como consecuencia de la dualidad onda particula, la longitud de onda
asociada al primer electron en la red cristalina se superpone con la longitud de
onda asociada al segundo electrén del par y se forma una longitud de onda mayor a
las longitudes de onda originales de los dos electrones, alcanzando a los electrones
cercanos en la zona de mayor densidad de carga positiva y formando nuevas
longitudes de onda cada vez mayores. Es este efecto lo que da lugar a la
condensaciény, a su vez, a la superconductividad.

6 o o o

Figura A.1. Pares de Cooper (trabajo propio, 2015).
La red cristalina estd formada por particulas de carga positiva (azules) y los pares de Cooper, que
interactuan por medio del fondn, electrones de carga negativa (rojos), atraen a las particulas de la red.
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Fenémenos opticos

La manipulacion de la luz por medio de BEC’s, en computacion cuantica y en
cosmologia, es un area de investigacion reciente, prometedora y en constante
actualizacion. La posibilidad de tener el control de la luz abre paso a fenémenos
Opticos capaces de revolucionar este mundo.

Fendmenos como luz lenta, luz rapida o luz en sentido inverso pueden tener
diversas aplicaciones, como la capacidad de camuflar objetos. La invisibilidad es
posible gracias a meta-materiales, materiales artificiales que presentan
propiedades electromagnéticas inusuales y propiedades épticas controlables.

Cada uno de los fendmenos descritos en la a continuacion tiene aplicaciones
propuestas y ya en experimentacion.

longitudes de onda en el vacio (¢, n=1) y en un medio

LT

‘\i
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longitudes de onda en el vacio (¢, n=1) y en un medio

— Longd doond viokta enc — Loniod e oda viokta oon 1] — Longivg de ond vikta con <! — Longod 6 ona viokta con <)
— Loghd oo amlene  — Looghd deonda amlom ! — Loogind deondhamloonn<l  — Longng ¢ onda azul eon <)
— Longiud deonda vede enc ~ — Lonpiud o onda verde con n>l  — Longitud e onda vede connl — Longitod e onda verde con 1<)
Longid deonda amarlaenc ~ Lonpivd e ondo amanla con ] Longiod e ondo amanla con a<]~ Longitod de onda e con <0
— Lowgd 6 onda g en ¢ — Loogind do oot warae con ] — Longn e ond oara con ¢! — Longind & onda saea con <)
— Loogind deonds openc  — Loogd deood mpemnn>]  — Longind deond mpeonncl  — Longtud e onda o con <)

— Espeetro vile en ¢ — Luzlia — Luz ripida — Luzen sentdo contrario

Figura B.1. Luz lenta, rapida y en sentido contrario. Simulacién hecha en Mathematica
(trabajo propio, 2013).
Las iméagenes, en el mismo contexto que la Figura IV.3, muestran nuevamente, la comparacién de ondas
en superposicién del espectro visible viajando a velocidad ¢ con ondas viajando a velocidades de grupo
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menores (luz lenta), mayores (luz rapida) y negativas (luz en sentido contrario), de abajo a arriba. En la
primera imagen, las ondas en los cuatro diferentes medios estan estaticas, es decir, a un tiempo t=0. En la
segunda imagen, las ondas han avanzado en un intervalo corto de tiempo. La onda en el vacio ha avanzado
sobre el eje A. La onda de luz lenta apenas se ha movido de su posicién original, comenzando la distorsion
del pulso que, en algin momento se volvera a formar. En el caso de la onda de luz rapida, se ha movido y,
con ello, distorsionado tan rapido que, en la simulacién, es dificil seguirla para encontrar el nuevo pulso
formado. Para la onda en sentido contrario se aprecia la distorsién de la misma, sin embargo, su avance
sobre el eje A ha sido hacia el lado izquierdo, donde aln se alcanza a observar un avance casi simétrico al de
la onda en el vacio.
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