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Resumen

En esta tesis se presentan resultados de simulaciones numéricas de la dindmica de defor-
macién de gotas, suspendidas en un segundo fluido que impone un flujo fuerte. El presente
trabajo representa un primer esfuerzo para tomar en cuenta todas las caracteristicas inheren-
tes a los flujos generados por un dispositivo denominado molino de dos rodillos, incluyendo
el efecto de las fronteras sobre la deformacién de gotas, en un intervalo amplio de valores de
los pardmetros que gobiernan la deformacién de gotas.

Para el sistema bifdsico estudiado, ambos fluidos tienen la misma densidad, pero en
general tienen diferentes viscosidades. El flujo es generado por un molino de dos rodillos,
capaz de generar un espectro amplio de diversos flujos, desde un flujo casi cortante simple
(un flujo con las mismas magnitudes de rapidez de deformacién y vorticidad) hasta flujos
més elongacionales (relativamente con menor vorticidad). Este trabajo estudia la dindmica
de gotas bidimensionales en flujos que son cercanos al flujo cortante simple.

Una primera parte de los resultados considera la deformacion de gotas sin efectos de fron-
tera y una segunda parte considera la deformaciéon de gotas con efectos importantes por la
cercania de las fronteras. En particular, se hicieron simulaciones para el caso en que la gota

es menos viscosa que el medio externo y otras cuando la gota tiene una viscosidad mucho



mas grande que el medio externo. Los resultados numéricos obtenidos fueron comparados
con resultados experimentales obtenidos para gotas embebidas en un fluido no-acotado —
previamente reportados— y otros resultados més propios de este trabajo, observdandose una
coincidencia sobresaliente, tanto en la forma de las gotas como en la dindmica de las defor-
maciones inducidas. Asimismo, en ambos casos (con y sin fronteras) los resultados obtenidos
fueron comparados con modelos tedricos existentes para flujo cortante simple. En general,
los resultados numéricos muestran una concordancia muy buena con los resultados experi-
mentales, pero no asi con las predicciones tedricas.

Esto ilustra, por un lado, que el flujo generado por el molino de dos rodillos tiene
caracteristicas cinemdticas completamente diferentes a los flujos estudiados hasta ahora
(incluyendo el flujo cortante simple) y, por otro lado, la coincidencia de ambos resultados
muestra que el método numérico captura la dindmica fundamental involucrada en el feno-
meno estudiado, como podra verse a lo largo de este trabajo.

En general, el modelo numérico predice valores cuantitativamente correctos para los casos
de pequenas deformaciones. Ademads, el método numérico permite obtener también informa-
cién complementaria sobre la dindmica y la cinématica alrededor de gotas deformadas, con
y sin efectos de frontera. En el primer caso (deformacién libre), “pequenas deformaciones”
describe la dindmica que se observa bajo mimeros capilares pequenos, mientras que en los
casos de deformacién de la gota en flujos confinados, “pequenas deformaciones” significa
numeros capilares pequenos y confinamientos intermedios.

De manera adicional, para el caso de deformacién libre, la buena coincidencia entre los
resultados numéricos y experimentales me permite proponer un modelo tedrico capaz de

describir la evolucién temporal de la deformacién y que concuerda tanto con los resultados

VI



numéricos como experimentales. Este modelo se basa en las ideas de Cox y Shapira-Haber,
y es valido para un amplio rango de valores del cociente de viscosidades, pero de manera
particular funciona para describir la deformacién de gotas muy viscosas, en donde los modelos
que existen actualmente fallan. Para el caso de la deformacién con efectos de frontera, se
propuso también un modelo modificado —como funcién del mimero capilar— que describe
correctamente las deformaciones para diferentes confinamientos. Ambos modelos propuestos
fueron validados, en comparacién con datos experimentales, con predicciones que se ajustan
bastante bien a los datos y representan una mejor alternativa a los modelos existentes en el

caso en el que las gotas son mds viscosas que el medio que las suspende.
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Capitulo 1

Aspectos generales de la deformacion

de gotas

En este capitulo se presenta una descripcién general del problema de la dindmica de
deformacion de una gota suspendida en un segundo fluido. También presento las definiciones
de los pardmetros mds importantes en el estudio de deformacién de gotas en flujos bidimen-
sionales lineales. En seguida se presenta un recuento de los trabajos experimentales, tedricos
y numéricos mas importantes realizados con anterioridad, los cuales enfatizan la deforma-
cién de gotas en flujos cortantes simples. De la misma manera hago una breve resena de los
trabajos experimentales, tedricos y numéricos que tienen que ver con deformacién de gotas

en flujos cortantes simples confinados.



1.1. Introduccion

Cuando una gota de un fluido estd suspendida en un segundo fluido inmicible, y éste
iltimo esta sometido a condiciones de flujo, se genera un campo de esfuerzos sobre la gota,
provocando que ésta se deforme. Si el flujo es muy fuerte ésta puede romperse en dos o
mas fragmentos. Los pardmetros mds importantes que determinan la deformaciéon de una
gota, en funcién del campo de deformacién aplicado, son la tensién superficial, el cociente
de viscosidades, el gradiente de velocidad y el cociente entre la rapidez de deformacion y la
vorticidad [1].

El principal interés en el estudio de la dindmica de una gota sujeta a diferentes flujos es
de importancia practica para un gran nimero de sistemas que involucran en general disper-
sién de gotas en un medio continuo. Por ejemplo, en sistemas industriales, en la preparacién
de emulsiones y mezclas poliméricas, en la preparaciéon de tintas para impresién y en sis-
temas biolégicos como la sangre [2]. En problemas de recuperacién secundaria en la industria
petrolera, donde gotas de aceite son desplazadas por agua en roca porosa [3]. En estudios de
materiales avanzados como nanomateriales [4] y microfluidos [5], se requiere el entendimiento
de mecénica de fluidos en sistemas muy pequenos, donde el volumen de las gotas es de unos
cuantos picolitros.

Asimismo, desde una perspectiva de la hidrodindmica de sistemas bifdsicos, el entendi-
miento de la dindmica de una gota inmersa en un segundo fluido representa un primer
paso importante para la comprension de sistemas de gotas méas concentrados y complejos,
por ejemplo, la evolucién de la morfologia en las operaciones de procesamiento de mezclas

poliméricas, lo cual es de gran importancia en la industria. Y sin embargo, el caso de una



gota tiene una importancia directa en sistemas diluidos, en donde la fase dispersada son
gotas, y el estudio de la deformacién de una gota es importante para predecir propiedades
reolégicas del sistema como un todo [6, 7].

A continuacién presento una revision general del problema de deformacién de gotas en
flujos lineales, y de manera particular describo los modelos para el flujo cortante simple (en
los casos libre y confinado). Dicho flujo es generado por el movimiento relativo de placas
paralelas, la caracteristica mas importante es que en este flujo la magnitud de la vorticidad
y la magnitud de la rapidez de deformacién son iguales. Para este flujo se han publicado
muchos trabajos y este flujo es un excelente caso limite para el trabajo que aqui presento:
flujos cercanos a los flujos cortantes simples pero con un cardcter mas elongacional. Este
iltimo es generado por un molino de dos rodillos y es descrito en detalle en el Capitulo 2.

Aun més, la dindmica de deformacién de gotas en medios confinados ha sido objeto de
estudio, en anos recientes, debido al enorme potencial de aplicaciones [5], posibles en gran
medida debido al desarrollo de técnicas numéricas y experimentales. Pero hasta ahora, gran
parte de los estudios (tedricos, numéricos y experimentales) de dindmica de gotas en flujos
confinados se han hecho principalmente para flujos cortantes simples, cubriendo el espectro
de cocientes de viscosidades pequenos, intermedios y grandes. Es importante senalar que
también existen estudios de deformacién de gotas en flujos similares (flujos elongaciones
con vorticidad), pero éstos son generados en micro-dispositivos en forma de T (T-Shapes
devices), y estédn pensados para aplicaciones de microfluidos [5], Para estos casos, la evolucién
de la gota ocurre para condiciones de flujo no estacionarias, y sélo por un breve periodo
de tiempo, comparable con los tiempos caracteristicos de la gota; no abundaremos en este

trabajo respecto a este tipo de flujos.



1.2. Deformacion de una gota en flujos lineales

La dindamica de la deformacién de una gota inmersa en un segundo fluido inmicible ha
sido estudiada experimentalmente [8, 9, 10, 11, 12, 7], tedéricamente [13, 14, 15, 16, 17, 18]
y numéricamente [19, 20, 21, 22]. Los trabajos mencionados, no son los unicos pero si son
algunos de los mds importantes, Ademds, los trabajos de Rallison [1], Stone [2] y Briscoe,
et al. [23] son excelentes revisiones de los avances mas importantes en la comprension del
problema. Avances posteriores fueron hechos por Greco y colaboradores [24, 7, 25, 26, 18]
y también por Hu y sus colaboradores [27, 28], la importancia de sus trabajos radica en el
desarrollo de metodologias experimentales novedosas y de precisién para determinar la forma
final de las gotas deformadas. Ademsds, estos estudios establecen con mayor precisién los
valores del cociente de viscosidades y los valores de los niimeros capilares para los cuales los

modelos tedricos y las simulaciones numeéricas resultan validos.

1.2.1. Parametros que describen la deformacién de una gota

Las siguientes consideraciones constituyen la base de la mayor parte de los estudios que
tratan la deformacién de una gota en flujos lineales. Una gota de radio inicial r4, viscosidad
1y vy densidad p,, estd libremente suspendida en un segundo fluido inmicible de viscosidad p,,,
y densidad p,,. La fase de fluido continuo estd sujeta a un flujo estacionario lineal. Asumiendo
que los fluidos son newtonianos e incompresibles, las ecuaciones gobernantes son la ecuacién
de Navier-Stokes y la ecuacién de continuidad, aplicadas a la gota y al fluido externo. En
la interfaz de la gota, se satisfacen las condiciones de continuidad de la velocidad y de los

esfuerzos tangenciales. La discontinuidad del esfuerzo normal es balanceada por la tensién



interfacial, o.

Con el objetivo de hacer un estudio completo del problema se adimensionalizan las ecua-
ciones de movimiento y las condiciones de frontera. Suponiendo flujos de Stokes, es decir,
flujos con ntmero de Reynolds, Re =~ 0, (en el Capitulo 3 cuando introduzco las ecua-
ciones gobernantes, haré una descripcién completa de los flujos de Stokes o flujos lentos),
los pardametros adimensionales que gobiernan la deformacién y rompimiento de una gota vis-
cosa embebida en un segundo fluido —considerando ademas que las densidades son iguales,

Pa = Pm— Son los siguientes [1]:
1. El cociente de viscosidades de la gota y del fluido externo, A = p,;/p,,-

2. Cla, es el nimero capilar. Representa el cociente de las fuerzas viscosas con la tension

superficial.

3. El caracter tensorial de VU, representado en particular por las magnitudes relativas
de E y © (el tensor de deformacién y de vorticidad, representan la parte simétrica y

antisimétrica de VU respectivamente).
4. La historia del flujo especificada por VU (t).

5. La forma inicial de la gota.

El nimero capilar C'a, se define como el cociente de las magnitudes relativas de esfuerzos

viscosos respecto a los esfuerzos interfaciales generados por el flujo. Estd dado por

Ca — /’JC'—G'T{ (1.1)

o



donde G define la rapidez de corte (shear rate). El grado de deformacién y rompimiento de
la gota en flujo dependen del niimero capilar C'a, el cociente de viscosidades A y la magnitud

del tipo de flujo «, contenido en el caracter tensorial de VU.

1.2.2. El parametro de tipo de flujo «

El pardmetro de tipo de flujo «, se define como el cociente de la magnitud de la rapidez

de deformacién y la magnitud de la vorticidad,

Magnitud de la deformacion  |E| 1+«

Magnitud de la vorticidad — || Q] 1—a’
Por lo tanto,
_IEl-1e]
IE[+] ]

Donde E y €2 son los tensores de deformacién y vorticidad respectivamente. Por ejemplo,

si||E | =] €|, entonces @« = 0 y corresponde al caso de flujo cortante simple. Si en
cambio se tiene un flujo sin vorticidad, || € || = 0, entonces @ = 1 y corresponde a un
flujo elongacional puro o hiperbdlico; en el caso opuesto, si || E || = 0, entonces a = —1 y

corresponde a un flujo rotacional puro. A manera de ejemplo en la figura 1.1 se muestran
las lineas de corriente (streamlines) correspondientes a diferentes tipos de flujos entre con
valores de «a entre 0 y 1; precisamente son los flujos en este intervalo (0 < o < 1) los llamados

flujos fuertes y es a esta clase de flujos los estudiados en este trabajo.
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Figura 1.1: Lineas de corrriente para diferentes tipos de flujo « figura tomada de ([11, 12])
1.2.3. Analisis de pequenas deformaciones. Revision de modelos
tedricos

Ninguno de los modelos actuales, descritos a continuacion, es completo; su validez esta
limitada en general a pequenas deformaciones. Pero, en general, son vélidos para intervalos
de los pardmetros que se complementan. Atn asi, es necesario conocer sus predicciones para
diversas situaciones (tipo de flujo, cociente de viscosidades, nimero capilar, etc.) a fin de
comparar los resultados experimentales y numéricos con éstas.

Se puede hablar de pequenas deformaciones basicamente en dos situaciones: la primera,
si el nimero capilar es pequeno (Ca << 1) y valores de A intermedios, o bien para valores
de C'a moderados y el cociente de viscosidades tiene un valor grande (A >> 1), esto es, si
la gota es muy viscosa. En ambos casos, la forma final estacionaria que alcanza la gota es

bésicamente elipsoidal. En dos dimensiones la elipse puede describirse por su eje mayor L,



su eje menor B y el dngulo de orientacién #, medido desde el eje mayor al eje principal de
flujo. Vedse la figura 1.2 en donde se muestra una representaciéon esquemaética de una gota

inicial esférica y una gota deformada.

a) b)

Figura 1.2: Pardmetros que definen la deformaciéon de una gota (a) forma inicial de la gota
y (b) gota deformada.

Para caracterizar el grado de deformacién es conveniente definir el pardmetro de defor-
macién D, originalmente propuesto por G. I. Taylor [8] para cuantificar la deformacién de

una gota inicialmente esférica.

D=""2 (1.2)

El anilisis tedrico de pequenas deformaciones se basa en las ecuaciones de Stokes para
geometrias esféricas. Para gotas ligeramente deformadas las condiciones de frontera se extra-
polan a una esfera y la solucién a las ecuaciones de flujo lento se obtiene via una pertur-
bacién regular con una expansién en niimeros capilares pequenos. Esto es, para flujos lentos
(Ca < 1), la deformacién estd limitada por una fuerte tensién interfacial.

G. L. Taylor [8] deriv6 una expresién para el pardmetro de deformacién D, en funcién del

8



numero capilar C'a y la razén de viscosidades \; esta expresion es

16 + 19X\ .
D=Ca- SN sin(6) cos(#). (1.3)

De acuerdo con la ecuacién 1.3, la deformacion D es lineal con Ca y el efecto de la
viscosidad es pequeno, 6 es el dngulo de orientacion.

En el otro caso de deformaciones pequenas (cociente de viscosidades grande y valores de
C'a moderados) G. I. Taylor también dedujo una expresién, cuyo argumento principal es que,
en este caso, las fuerzas debidas a la tensién superficial son infimas respecto a las debidas a

la viscosidad. La deformacién en este caso es,

D=2 (1.4)

En este caso el modelo de Taylor es asintético, en el sentido de que no hay dependencia
alguna respecto a C'a, de hecho es vilido cuando C'a — o0.
La teorfa de Taylor no predice dependencia de la orientacién # respecto a C'a, de acuerdo

con Taylor el dngulo de orientacién estd dado por

s
=— 1.
=1 (15)

que corresponde a la orientacién del eje principal de deformacién del flujo, e implicito es
el hecho de que la deformacién sélo puede ser pequena, pues la posible rotacién para una

forma cuasi-esférica es casi nula.



Por otro lado Chaffrey-Benner [14] desarrollaron un trabajo tedrico interesante, obtenien-
do una expresion para el dngulo de orientacion, esta estda dada por la ecuaciéon 1.6.
(19X + 16)(2A + 3)

4 801+ (1.6)

0:

Otro anélisis tedrico importante fue hecho por Cox [15], éste es un andlisis de segundo
orden en Ca, vilido también para pequenas deformaciones, pero sin restricciones en C'a ni
en \. Las expresiones para la deformacién asi como el dngulo de orientacién derivadas por

Cox, son las siguientes,

_ 5(19 + 16)
T4+ 1),/20Ca) + (190 (L7)
p=" 4 1 arctan(19A/20Ca). (1.8)

4 2

El trabajo de Cox es relevante por varias razones, la primera porque es una teorfa vélida
para todos los cocientes de viscosidad (pequenos, intermedios y grandes). Tal como con la
teorfa de Taylor, éste trabajo funciona razonablemente bien para A intermedios y pequenos,
pero a diferencia de la teoria de Taylor —que para el caso de A > 1 sélo da un valor asint6-
tico (bastante bueno por cierto)— la teoria de Cox predice la dependencia de la deformacién
respecto a C'a. Otra razén esta es la primer teorfa que incluye una descripcién de la deforma-
cién y del dngulo de orientacién de la gota como funcién del tiempo; en la siguiente seccién

abundaremos al respecto.
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Dentro de los trabajos més recientes, senialamos el modelo derivado por Maffetone y Mi-
nale [29]. En contraste con los modelos anteriores éste no estd basado en una expansién sobre
el nimero capilar que se trunca en algtin momento; se trata de un modelo fenomenolégico, en
el que se describe la forma de la gota por medio un tensor simétrico, positivamente definido,
cuyos eigenvalores representan los cuadrados de los semiejes del elipsoide. La evolucién tem-
poral del tensor estd dada por la competencia de la tensién interfacial y el arrastre ejercido
por el flujo externo, presumiendo que estos efectos son aditivos. Se considera ademads, la
conservacién del volumen de la gota. Bajo éstas condiciones se obtiene un sistema de ecua-
ciones que describen la deformacién de la gota, asi como una descripcién de la evolucién
temporal. Este modelo fenomenolégico no lineal se hace coincidir con el modelo de Taylor
y aplica para un rango completo de condiciones de flujo prediciendo gotas elipsoidales y sin
limitaciones con respecto a valores del cociente de viscosidad, pero en realidad funciona para
valores de A pequenos e intermedios. Las expresiones para la deformacién y el dngulo de

orientacién predichos por este modelo son las siguientes,

p_ N+ Ce—Vfi+Ca® - fiCa?
B fzca ’

y 0= %arctan( h (1.10)

Ca)

Donde

40N+ 1) .
(2X + 3)(19A + 16)’

fi=

11



5
20 +3

fo=

También es posible escribir las ecuaciones de Maffetone y Minale, de la misma manera

que lo hizo Taylor en la ecuacion 1.2; esto es, de manera equivalente (D = D)

Dy = (L — B)/(L + B), (1.11)

donde L y B son los ejes mayor y menor respectivamente y estdn dados de acuerdo con la

teoria de Maffetone y Minale como

L:2R\/( 2+ Ca? + f,0a\/TET 0@ L1

T+ Ca?) P (]} + Ca? — FCa?P

2 2 _ ) 2
B_on Ji+Ca? —+foCay/f{ + Ca ' (1.13)
(72 + Ca) (7 + Ca — [3Can)

Esta itima representacion es interesante y es uno de los aportes del modelo elipsoidal, ya
que da una dependencia explicita de los ejes como funcién de C'a y funciones que dependen
de A. Sin embargo, la condicién de conservacién de volumen de un objeto 3-dimensional es
poco verificable para los estudios experimentales.

En general, para el caso de flujo cortante simple, con nimeros capilares pequenos (Ca <
1) el dngulo de orientacién es 6 = 45° [1]; es decir, el eje mayor estd orientado a 45° respecto
a la direccién principal del flujo. Al aumentar el nimero capilar la gota se deforma més y

el déngulo se aproxima a 6 = 0°. Gotas muy viscosas (A > 1) son ligeramente deformadas
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en contraste con gotas de muy baja viscosidad (A < 1), las cuales pueden alcanzar formas
muy elongadas. En flujos elongacionales puros (flujos sin vérticidad) el eje mayor de la gota
siempre estd orientado en la direccién del flujo, # = 0°, y la gotas se deforman més facilmente
(a nimeros capilares més pequenos) que en el caso de flujos cortantes simples [1]. Debido a
la complejidad del sistema de ecuaciones de Navier-Stokes, sélo se han obtenido soluciones
aproximadas en casos limite de pequenas y grandes deformaciones. En general la deformacién
D depende del ntimero capilar Ca, del cociente de viscosidades \ y del tipo de flujo a.

Basandose en el trabajo de Taylor, varios autores, entre los que podemos mencionar a
Chaffey y Brenner [14], Barthes-Biesel y Acrivos [30] y Rallison [17], extendieron la aplicabi-
lidad de la teorfa de pequenas deformaciones, de manera tal que incluyen el rompimiento de
gotas (ver més adelante). Esas teorfas representan un anélisis tridimensional para predecir la
deformacién de gotas. Otro trabajo tedrico importante reciente, es el hecho por Greco [18],
siendo éste una expansion asintética de segundo orden sobre el niimero capilar cuyo objetivo
es predecir correctamente las formas finales de las gotas, dado que las teorias anteriores fallan
en sus predicciones. Sin embargo, éste y los modelos previos predicen formas estacionarias
irreales, atin para pequenas deformaciones [18].

Desde el punto de vista experimental, uno de los trabajos méas completos, es el realizado
por Bentley y Leal [12]. Su estudio abarcé desde flujos elongacionales hasta flujos con cierta
vorticidad, sin alcanzar los flujos cortantes simples (en los que hay la mismas cantidades
de vorticidad y deformacién), los flujos fueron generados con un molino de cuatro rodillos
(FRMs, de sus siglas en inglés Four Roll Mills). Este trabajo ha sido una referencia para
trabajos posteriores e inclusive para los trabajos experimentales mds recientes, su importan-

cia radica por un lado en el hecho de que se optimiz6 con herramientas tecnolégicas mas
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avanzadas el trabajo experimental inicial de Taylor en 1934. También porque verific el
intervalo de validez de las diferentes teorfas y modelos que habian sido desarrolladas hasta
ese momento, tanto para aquellas que consideran pequenas deformaciones como para las que
consideran el rompimiento de gotas.

Es por ello que gran parte del trabajo experimental m&s reciente se ha centrado en
algunos casos en verificar las predicciones de éstas teorfas y en otros casos en aportar he-
chos que permitan elaborar teorfas mds completas. Entre los avances mds importantes
podemos senalar el trabajo de Greco y sus colaboradores [24, 7, 25, 26, 18] ellos probaron la
vélidez de los modelos tedricos de Guido. Greco, Guido y sus colaboradores desarrollaron una
metodologia experimental basada en el andlisis de imdgenes para estudiar cuantitativamente
la forma tridimensional de una gota deformada en un flujo cortante simple, durante un flujo
estacionario y durante el transitorio cuando una gota deformada alcanza su estado de equi-
librio -esférico- sin la presencia de flujo, es decir, una vez que la gota ha sido deformada se
suspende el flujo y ésta regresa a su forma esférica inicial. Basandose en un desarrollo tedri-
co de pequenas deformaciones inducidas en gotas por flujos cortantes simples, Guido y sus
colaboradores han sido capaces de medir con excelente precisién las propiedades de los flui-
dos tales como la viscosidad y la tensién interfacial. Asimismo, Hu y sus colaboradores han
estudiado la deformacién de gotas en flujos elongacionales [27, 28] verificando experimental-
mente el modelo de Maffetone y Minale para un flujo elongacional, Hu y sus colaboradores
han desarrollado técnicas de imagen para determinar valores de propiedades fisicas de los
fluidos tales como la viscosidad. Dado que las deformaciones estudiadas son pequenas en
ambos trabajos, la gota deformada mantiene una forma eliptica. La importancia de estas

investigaciones en determinar con mucha precisién la forma de la gota, radica en el hecho
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de que la forma de la gota —esto es, la morfologia de la fase dispersada— afecta de manera
significativa las propiedades reolégicas macroscépicas del sistema [31, 32]. Otros modelos se
han obtenido desde un punto de vista termodindmico describiendo la deformacién de gotas

elipsoidales, ver Allmusallam et al [33] y Edwards-Dressler [34].

1.2.4. Evolucién temporal de la deformacion.

Si una gota inicialmente esférica se coloca en un flujo lento (un flujo con poca cantidad de
deformacidn), ésta se deforma y eventualmente alcanza una forma estacionaria siempre que
los esfuerzos viscosos y los esfuerzos interfaciales estén balanceados. La forma que la gota
tiene en este estado estacionario depende de la magnitud del tipo de flujo, entre més fuerte
sea éste la gota se deformard mas e incluso puede llegar a romperse para ciertos valores del
tipo de flujo «, cociente de viscosidades A y del nimero capilar Ca. Ademads, la manera en
la que se alcanza el estado estacionario es diferente, en el caso de flujo elongacional puro
o hiperbdlico la dependencia temporal del pardmetro de deformacién es siempre monétona,
como lo es también en el caso de el caso de flujo cortante simple, para valores de \ pequenos
e intermedios, mientras que para gotas muy viscosas (A >> 1) esta evolucién en el tiempo

es oscilatoria hasta que el equilibrio es alcanzado [10, 19, 21], ver figura 1.3.

Uno de los modelos tedricos més importantes, es el modelo de Rallison [17], pues predice la
dependencia de la deformacion respecto al nimero capilar, ecuaciéon 1.3, asi como la evolucién
temporal de la deformacién respecto al tiempo. La premisa fundamental del modelo es que la
gota se deforma muy poco a partir de su forma esférica inicial. Es por tanto un modelo valido

para pequenas deformaciones y predice razonablemente las observaciones de laboratorio para
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Figura 1.3: Evolucién temporal de la deformacién y de la orientacién de una gota en un
flujo cortante simple, A = 25, Ca= 1.5, - - - resultados experimentales de Torza [35], ——
teorfa de Rallison [17]. Rallison uso un sistema de referencia desde donde el que el angulo de
orientacién es o = 90 — 6, en este caso # = 0, por lo que a = 90.

dos situaciones: (1) Para nimeros capilares muy pequenos, Ca << 1y A < 4y (2) Para
Ca<lyA>1.

La forma de la gota se describe en todo momento por la ecuacién

r=1+ex-A-x, (1.14)

donde ¢ < 1y corresponde, dependiendo de la situaciéon con Ca o 1/\ | y x es el vector

de coordenadas para la gota. La deformacion se expresa con el tensor de forma A para el que

Rallison planteé la siguiente ecuacién de evolucién, escrita desde un sistema de referencia
sobre la gota.

dA _ bil

— —Ca(2xA+AxQ)

I - CaE — fA, (1.15)
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donde E y €2 son los tensores de rapidez de deformacién y vorticidad respectivamente,
Ca es nimero capilar, 7 es el tiempo adimensional, y f; y f2 son funciones conocidas de .
Dado que se trata de una ecuacién tensorial, para un flujo tridimensional general la ecuacién
anterior en realidad plantea un sistema de nueve ecuaciones no lineales acopladas que sélo
pueden ser resueltas numéricamente.

El comportamiento oscilatorio descrito inicialmente por Cox [15] y verificado experi-
mentalmente por Torza y Cox [10] también es descrito de manera razonable por el modelo
numérico de Rallison, ver figura 1.3.

Por otro lado, el modelo de Cox [15] predice analiticamente la evolucién temporal de la
deformacién, incluyendo el comportamiento oscilatorio, observado para A >> 1 . Las expre-
siones para el pardmetro de deformacién asi como para el dngulo de orientacién obtenidas

por Cox, son las siguientes:

]_ )\ ]_ —20Ca —40Ca %
D= 5192 +16) [1 9 (e 2y t) cos(t — B) + 1% t] , (1.16)
4(A+1)1/(20Ca)? + (191)2
1 19A[e Tt t)—1]+ (2 Hox t
0 =Z + = arctan 9Ale AizoioaS(G )= U+ O/Ca)eim; cos(G1) (1.17)
2 2 20Ca [e 9% L cos(Gt) — 1| 4+ 19Xe719x ' sin(Gt)

Cuando t — oo, las expresiones 1.16 y 1.17 se reducen a las expresiones de deformacion
y orientacion estacionarias 1.7 y 1.8, respectivamente.

Como parte de los resultados numéricos y experimentales de este trabajo, en la seccién
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de resultados (Capitulo 4), presento una modificacién al modelo asintético de Cox. Dicho
modelo de Cox modificado predice de manera correcta la evolucién temporal de la deforma-
cién para el caso de gotas viscosas y predice la transicion de la evolucién temporal oscilatoria

al caso monétono, observada alrededor de A\ = 3.6.

1.3. Teoria para grandes deformaciones (Slender Body

Theory)

Bentley y Leal [12] encontraron que para valores de A < 0.05 las gotas se deforman
sustancialmente por lo que las teorfas de pequenas deformaciones no son ya apropiadas.
La teorfa para grandes deformaciones en flujos de Stokes se aplica cuando los cocientes de
viscosidad son pequenios y los nimeros capilares son grandes (A — 0, Ca — o0). Bajo estas
condiciones, la superficie de la gota se expresa en coordenadas cilindricas; el radio —cintura—
de la gota deformada, r4, es mucho méas pequeno que su longitud L. El flujo dentro y fuera
de la gota se calcula a partir de las ecuaciones para flujos lentos (vedse Capitulo 3). Mientras
que en un flujo extensional la gota deformada se orienta a lo largo del eje principal de flujo,
la orientacién del eje mayor representa otra variable desconocida en flujos cortantes. Las
soluciones tedricas del problema en flujos extensionales fueron obtenidas por Buckmaster
[36], Buckmaster y Flaherty [37], Acrivos y Lo [38] y Hinch y Acrivos [39], mientras Hinch y
Acrivos [40] estudiaron la deformacién de gotas alargadas en flujos cortantes simples. Para
estos casos, la cuantificacién de la deformacion a través del pardmetro D, ya no la es adecuada

aunque se suele seguir usando; sin embargo, algunos autores consideran conveniente usar el
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cociente entre los “ejes” mayor y menor, L/r, [40].

1.4. Rompimiento de una gota en flujos bidimensionales

Cuando los esfuerzos de tensién interfacial no son suficientes para resistir la deformacién
generada por los esfuerzos viscosos, la gota no alcanza un estado estacionario y consecuente-
mente pasa a un estado transitorio, alargdndose continuamente hasta que eventualmente se
rompe. El rompimiento de una gota depende no sélo de las condiciones de flujo, tales como
el tipo de flujo y el niimero capilar, sino también de la evolucién temporal del gradiente de
velocidad que experimenta la gota [35, 40].

Desde el punto de vista tedrico se han hecho esfuerzos para predecir los valores criticos
de A y Ca para los cuales hay rompimiento para cada tipo de flujo. Barthes-Biesel y Acrivos
[30] extendieron el andlisis inicial de Taylor a un modelo numérico para valores grandes del
nimero capilar, de tal manera que pudiera predecir el rompimiento de gotas. En la Figura
1.4 se muestra la variacién de la deformacién como funcién de C'a, para un flujo elongacional
puro.

El valor del niimero capilar para el cual ya no es posible que la gota alcance un estado
estacionario, corresponde al nimero capilar critico Ca.; éste depende del cociente de visco-
sidades, A, y del tipo de flujo «, el cual puede variar desde flujo cortante simple (o = 0) hasta
flujo elongacional (ov = 1). El conocimiento actual de esta dependencia estd sintetizada en
la Figura 1.5, donde se muestra el niimero capilar critico como funcién de A para los flujos
cortante simple y flujo elongacional puro, los valores fueron obtenidos experimentalmente

por Grace [41] en caso de flujo cortante simple y por Bentley y Leal [12] en el caso de flujo
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Figura 1.4: Deformacién D como funcién del nimero capilar C'a para un flujo hiperbdlico.
o Datos de Rumscheidt y Mason [9], @ Rompimiento, - - - teoria de Taylor de primer orden
en Ca, — teorfa de segundo orden en C'a de Barthes-Biesel y Acrivos [30].

elongacional, asf como para flujos intermedios. En estos casos la magnitud del flujo se incre-
menté lentamente, aumentando el nimero capilar, permitiendo que la gota alcanzara formas
estacionarias cada vez mas deformadas hasta que el punto en el que esto ya no es posible y
obteniendo de este modo su rompimiento.

Como puede observarse en la Figura 1.5 para un flujo cortante simple, el niimero capilar
critico decrece al aumentar el cociente de viscosidades y alcanza un valor minimo alrededor
de A = 1. Para valores de A > 1 el nimero capilar critico aumenta, pero para A > 3.6,
no es ya posible el rompimiento de gotas para este tipo de flujo, independientemente de su
intensidad. Mientras que en un flujo elongacional puro, el nimero capilar critico decrece al
aumentar el valor del cociente de viscosidades y permanece constante a partir de A\ ~ 3. Asi
pues, en un flujo hiperbdlico, es factible el rompimiento de gotas en el rango completo de

viscosidades, debido a la ausencia de vorticidad. Para flujos que tienen tanto vorticidad como
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Figura 1.5: Nimero capilar critico como funcién del cociente de viscosidades, para flujos
cortante simple (o) y elongacional puro (A).

elongacion, es decir, flujos que se encuentran entre el flujo cortante simple y el elongacional
puro, la curva que describe la dependencia del nimero capilar critico en funcién del cociente
de viscosidades corresponderia a una curva intermedia a las que aparecen en la figura 1.5
[12].

La presencia de vorticidad juega un papel critico porque determina si existe ruptura. En
un flujo extensional puro la vorticidad es nula, mientras que en un flujo cortante simple hay
cantidades iguales de rapidez de deformacién y de vorticidad. En un flujo cortante simple la
deformacién y rompimiento son resultado de la rapidez de deformacién que hay en el flujo
externo mientras que éstos son inhibidos por la presencia de vorticidad. Fue Taylor quién
mostré que en flujo cortante simple no es posible el rompimiento de gotas para cocientes
de viscosidades A > 3.6. Para estas condiciones, una gota ligeramente deformada mantiene
su forma con un dngulo de orientacién § = 0 independiente de la magnitud de la rapidez

de deformacion. Valores grandes de la rapidez de deformacién sélo inducen una circulacion
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mads rapida dentro de la gota. En el caso de gotas con una viscosidad muy baja se requieren
grandes nimeros capilares para su rompimiento, en esos casos la gotas alcanzan formas muy

alargadas -antes de romperse- con puntas cénicas [12].

1.5. Deformaciéon de gotas en flujos cortantes simples

confinados

Por otro lado, es de interés practico entender la deformacién de gotas en presencia de
fronteras cercanas. Goldsmith y Mason [42] fueron los pioneros en este campo al hacer
estudios tedricos y experimentales de la deformacién de objetos en un cilindro circular en
un flujo de Poiseiulle. Mds recientemente, Sibillo, et al [43]. Vananroye, et al [44], realizaron
estudios experimentales de deformacion de una gota en un flujo cortante simple teniendo
en cuenta el efecto de la presencia de las fronteras. Estos resultados fueron comparados
con el trabajo tedrico de Shapira y Haber [45], el cual toma en cuenta (a primer orden de
una expansion asintética), por un lado, la deformacién de la gota debida al flujo (cortante
simple) y, por otro, la deformacién debida a la presencia de las paredes planas (una o dos).
Otro modelo tedrico al que hacen referencia algunos resultados experimentales y numéricos
més recientes es el modelo de Minale [46], aunque éste es un modelo fenomenolégico cuya
premisa principal es que la gota deformada sélo alcanza formas elipsoidales. En este caso,
pequenas deformaciones significa nimeros capilares pequenos y confinamientos intermedios,
aunque, como en el caso libre también, las predicciones de las formas de las gotas difieren

de las formas observadas experimental o numéricamente para deformaciones intermedias.
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Ambos modelos son védlidos para pequenas deformaciones, para cocientes de viscosidades
pequenos e intermedios, y sus predicciones son limitadas. Desde el punto de vista numérico
se ha hecho un avance sustancial en esta direcciéon, uno de los trabajos importantes es
el de Kennedy et al. [21], que presenta simulaciones de una gota 3D en la cercania de
una pared; sus resultados también fueron comparados con la teorfa de Shapira y Haber
[45]. Més recientemente, Anderson y colaboradores [47, 48] hicieron estudios numeéricos de
deformacién y rompimiento de gotas en flujos cortantes simples. Dichos trabajos representan
avances importantes ya que sus resultados se comparan satisfactoriamente con la teorfa y con
resultados experimentales. Entre varios de los estudios numéricos interesantes que involucran
deformacién de gotas con efectos de frontera, cabe mencionar (1) el trabajo de Coulliette y
Pozrikidis [49] quienes estudiaron la deformacién de gotas en un cilindro circular, y (2) més
recientemente los trabajos de Davis y colaboradores [50, 51] quienes presentan resultados
para la deformacién de una gota tridimensional bajo un flujo de Poiseiulle en un tubo con
constricciones, asi como de interaccién de varias gotas que son transportadas a lo largo del

cilindro.

1.5.1. Modelos tedricos que predicen el efecto de las fronteras

El trabajo de Shapira y Haber [45] considera el efecto sobre la deformacién de gotas
en la cercanfa de una o dos placas paralelas (flujo cortante simple) debida al movimiento

relativo de las fronteras. De acuerdo con este modelo, vilido para pequenas deformaciones,
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la contribucién a la deformacién debida a la presencia de paredes, estd dado por

3
1+25\16+1
D:Oa<R> +2.5016 + 19\

oW ) 1+A 8(1+N sin(0) cos(0)Cs, (1.18)

donde W corresponde a la separacién entre las paredes y C corresponde a un pardmetro
que depende de la posicién de la gota respecto a las paredes. En el caso de flujo cortante
simple, si la gota estd colocada equidistante de ambas placas, C'; = 0.69; todas las demads
variables de la ecuacién [45] se han definido previamente.

Asi pues, en un flujo cortante simple, la contribucién adicional debido a la cercania de
las fronteras a la deformacién de las gotas es funcién del factor de confinamiento R/2W
elevado al cubo. Ademads, la conclusién de Shapira y Haber es que “las paredes no afectan
significativamente la forma de la gota deformada”. Sin embargo, como se ha verificado en
trabajos previos, dicha conclusién es errénea ya que si se ha observado el efecto de las
fronteras sobre la forma estacionaria de las gotas deformadas; de hecho, se ha observado que
las gotas deformadas estacionarias tienen formas sigmoidales y no elipsoidales como en el
caso de deformacién libre.

Cuando se hace referencia a este modelo, hay dos aspectos importantes a tener en cuenta:
el primero es que, como ya hemos dicho la expresién anterior 1.18 sélo considera el efecto
de la cercania de las fronteras; pero para considerar la deformacién total requiere considerar
también la deformacién debida al flujo; el segundo aspecto del modelo de Shapira y Haber
cuando las fronteras estdn muy lejanas o la gota es muy pequenia, esto es cuando R/2W — 0,
la deformacién observada se reduce a la deformacién de Taylor (Ec. 1.3). Con base en lo

anterior, la expresién que considera la deformacion total de una gota confinada en un flujo
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cortante simple queda como

R \*1425)
D_DT<1+C’a(2W> ) C’S>. (1.19)

En la ecuacién 1.19 hemos introducido el stmbolo D7, que corresponde a la deformacién
de Taylor (Ec. 1.3). De aqui en adelante, nos referiremos a este modelo, como el modelo
SH-Taylor (Shapira-Haber-Taylor) o simplemente SH (Shapira-Haber).

Atn més, Minale [46], basdndose en un trabajo previo [29] y en el trabajo de Shapira y
Haber [45], adapté un modelo fenomenolégico para pequenas deformaciones. La expresion

para la deformacion total de este modelo es la siguiente,

R \*1+25)\
D = Dy (1+Ca<2w> 5 Cs>, (1.20)

donde D) corresponde a la deformacién del modelo fenomenolégico de Maffetone y
Minale [29]. Como puede verse la diferencia principal consiste en que este modelo, en el
caso en que no hay efectos de frontera, se reduce al modelo de Maffetone y Minale (Ec.
1.9). A lo largo de este trabajo nos referiremos a este modelo, como el modelo SH-MM
(Shapira-Haber-Minale modificado).

Trabajos previos experimentales [43, 44] y numéricos [47, 48] reportan excelentes coinci-
dencias en los casos de pequenas deformaciones (nimeros capilares pequenios y confinami-
entos intermedios), para un espectro amplio de cocientes de viscosidades. Sin embargo, parte
de nuestros resultados muestran que ninguno de los dos modelos funciona razonablemente
bien para el caso de cocientes de viscosidades grandes (A > 10), ain para pequenas defor-

maciones. FEn el caso del modelo de Shapira y Haber es claro que sea asi, pues estd basado
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en la teorfa de Taylor, mientras que en el caso del modelo de Minale modificado [46] es in-
teresante, puesto que falla en el caso en el que una de las hipétesis para considerar pequenas
deformaciones se cumple satisfactoriamente: la de A >> 1. Para salvar este detalle, pro-
pongo dos opciones, las cuales conservan el espiritu inicial de la teoria de Shapira y Haber,
esto es preservando la dependencia de la deformacién respecto al factor de confinamiento y
respecto a A (ver ecuacién 1.18). La primera opcién es recurrir al modelo asintético de Taylor
para valores grandes de A y sustituir la expresién de la deformacién (ver ecuacién 1.4) en la
ecuacién 1.19 en lugar de la deformacién de Taylor (Dy), la segunda opcién es considerar la
expresion de la deformacion del modelo de Cox [15, 10] y sustituirla en la ecuacién 1.19, en
lugar de la deformacién de Taylor (D). Sin duda alguna, consideramos que la segunda op-
cién es mejor, ya que como dijimos antes, el modelo de Cox considera la dependencia inicial
de la deformacién respecto a C'a que no considera el modelo asintético de Taylor para valores
grandes de \. De este modo, la expresién para la deformacion total vélida para cocientes de

viscosidades grandes (A > 10), que proponemos y verificamos en este trabajo es la siguiente,

R\%1+25)\
D = D¢y, <1+C’a (2W> S C’S)>, (1.21)

donde D¢y, corresponde a la deformacién libre del modelo de Cox [15, 10]. A partir de
aqui a éste modelo lo refiero como el modelo SH-Cox (Shapira-Haber-Cox).

En resumen, la deformacién de gotas cercanas a fronteras es mayor y por lo tanto facilita
el rompimiento de gotas. De hecho se ha encontrado que para A > 0.1 siempre es posible
el rompimiento de gotas confinadas, esto es interesante porque, en el caso de flujo cortante

simple libre, no es posible el rompimiento de gotas para A > 3.6, ver figura 1.5. Sin embargo
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en el caso de cociente de viscosidades muy pequetio (A < 0.01) se ha encontrado que se hace
més dificil el rompimiento de gotas, esto es el nimero capilar critico aumenta para valores

pequenos de \ respecto a valores intermedios o grandes de A [48].

1.5.2. Deformacién y rompimiento de gotas. Métodos numéricos.

Muchos estudios sobre la deformacién y el rompimiento de gotas en flujos libres o confi-
nados se han hecho utilizando herramientas computacionales. Existen varios métodos numéri-
cos para hacer estudios de flujos multifdsicos y de manera particular el estudio de dindmica
de gotas. Entre los mds importantes y que han sido usados en algunos de los trabajos
previamente mencionados son los siguientes: el método de las diferencias finitas (FDM, por
sus siglas en inglés), el método finito de volumen (VOF, por sus siglas en inglés), el método
de elemento finito (FEM, por sus siglas en inglés) y el método integral de frontera (BIM,
por sus siglas en inglés). La principal ventaja del método (BIM), también conocido como
método de elemento de frontera (BEM, por sus siglas en inglés), sobre los demds es que para
su implementacién se requiere la integracién numérica winicamente sobre las interfaces y/o
fronteras y no sobre todo el dominio. Existe una cantidad sustancial de trabajos en el tema,
algunos de los importantes son los siguientes: el movimiento de una gota en la vecindad de
una pared plana fue estudiado por Ascoli et al. [52], Pozrikidis et al. [21] y por Power [53].
La deformacién de gotas en medios confinados dentro de un tubo circular recto fue analiza-
do por Martinez and Udell [54] y por Pozrikidis et al. [55], la deformacién de gotas en un
tubo con una constriccién fue estudiado por Tsai y Miksis [56]; sin embargo, esos estudios

examinaron sélo flujos axisimétricos [57]. Posteriormente Khayat, et al., en una serie de tra-
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bajos [58, 57] estudiaron numéricamente la deformacién de una gota bidimensional en flujos
confinados. Este trabajo estd relacionado al problema de desplazamiento de gotas de aceite
entrampadas en medios porosos. Recientemente, debido principalmente al desarrollo de las
herramientas de computo, la aplicacién de BEM ha sido exitosa en estudios de deformacién
y rompimiento, interaccién de gotas, deformacién de gotas en flujos viscoeldsticos, presencia
de surfactante en la interface, deformacién de gotas con efectos de inercia (a nimeros de
Reynolds pequenos) [17, 21, 22, 59] y recientemente en estudios de deformacién de gotas en
flujos confinados [50, 51, 47, 48].

Existen dos técnicas numeéricas para tratar la deformacion de gotas confinadas. La primera
consiste en la discretizacion de las fronteras [49, 50, 51], adémas de la obvia discretizacién
de las interfases de los fluidos. La segunda aproximacién requiere la inclusién de funciones
de Green asociadas a las fronteras [47]; hasta el momento este segundo método, estd limi-
tado a placas paralelas. La primer técnica requiere de una mayor capacidad de computo y
las simulaciones requieren mayor tiempo. Los cdlculos hechos con la segunda son computa-
cionalmente més rapidos pero su implementacién requiere un entendimiento y/o desarrollo
tedrico profundo de las funciones de Green a fin de poder incluir geometrias mds complejas.
El método de elemento de frontera, con las caracteristicas antes descritas, es el utilizado para
los estudios de deformacién de gotas en flujos generados por el molino de dos rodillos aquf
presentados. En este trabajo, la inclusion de geometrias se hizo discretizando directamente
las fronteras de los rodillos, limitando el estudio a la deformacién de gotas bidimensionales.

En el siguiente capitulo presentamos una descripcién de los componentes del molino de
dos rodillos usados en los estudios experimentales, asi como de los flujos que pueden ser

generados en este dispositivo.
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Capitulo 2

El molino de dos rodillos (TRMs)

En este Capitulo doy una descripcién detallada de los flujos generados por el molino
de dos rodillos y sus principales caracteristicas. También presento una descripcién general
del dispositivo experimental en el que se realizaron los experimentos previos y realicé los

experimentos complementarios de dindmica de gotas.

2.1. Caracteristicas generales del molino de dos rodillos

El flujo que me interesa estudiar es aquel generado por un molino de dos rodillos (TRMs,
por sus siglas en inglés, Two Roll Mills), en el que los cilindros rotan con la misma velocidad
y en la misma direccién. El flujo generado es un flujo tipo elongacional con vorticidad consi-
derable. Estos estudios estdn basados en una solucién analitica [60, 61] y en una solucién
numérica que incluye fronteras cercanas [62]. Al usar estos flujos para estudios de dindmica de
gotas, dichas soluciones prescriben los pardmetros més relevantes que determinan las condi-

ciones externas de esfuerzos impuestas sobre las gotas. Estas nuevas herramientas, tedrica
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y numérica, han permitido introducir un nuevo dispositivo experimental, conceptualmente
similar al de Bentley y Leal [12] y conocido como el molino de cuatro rodillos (FRMs, por
sus siglas en inglés, Four Roll Mills).

El molino de cuatro rodillos [12] cubre una amplia gama de flujos: desde flujos esencial-
mente elongacionales hasta flujos con vorticidad significativa, pero atin lejanos a los flujos
cortantes simples. En cambio el TRMs genera flujos que se acercan monoténicamente a la
cinemética de los cortantes simples. Asi, el TRMs genera un flujo que es complementario
al molino de cuatro rodillos. Para caracterizar dicho flujo, Bentley y Leal [12] introdujeron
el pardmetro de tipo de flujo a, éste es una medida relativa de la intensidad de la rapidez
de deformacién y la vorticidad que hay en el flujo externo (ver Capitulo 1). El intervalo
de valores que o puede tomar es de —1 < « < 1. Si el flujo es rotacional puro @ = —1, si
el flujo es cortante simple & = 0, y a = 1 si el flujo es extensional (deformacién pura). En
el molino de cuatro rodillos los flujos generados estédn bien caracterizados para valores de «
entre 0.4 < a < 1. En el molino de dos rodillos « estd determinado por la geometria de
los molinos y el intervalo de valores que puede cubrir facilmente es de 0 < o < 0.3. Los
posibles flujos generados por TRMs, se deben considerar como un tipo de flujo cuya cine-
mética es diferente a los estudiados hasta ahora y puede aportar informacién entre esos dos
tipos de flujos (flujos elongacionales y cortante simple). La contribucién cinemética se debe
a la vorticidad significativa presente, que impone una rotacién sobre el objeto embebido. El
flujo es bidimensional y permite un espectro de posibilidades: en un extremo es similar al
flujo cortante simple y cubriendo, en forma continua, hasta condiciones de flujo semejantes
al flujo hiperbdlico. La relevancia del TRMs en el laboratorio es su capacidad para estudiar

sistemas no-newtonianos o sistemas bifdsicos —como los aqui presentados— cuyas ecuaciones
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Figura 2.1: Geometrias del molino de dos rodillos que generan diferentes tipos de flujo: a)
a =0.03,b)a=01¢c) a=02yd o =023 Encada caso se muestran las lineas de
corriente obtenidas numéricamente. Figura tomada de [62].

constitutivas son muy sensibles a la deformacién de la estructura interna del sistema.

Desde una perspectiva cinemética y a manera de ejemplo, en la figura 2.1, se muestran
diferentes geometrias, que generan diferentes tipos de flujo: @ = 0.03,0.1,0.2 y 0.3; también
se muestran las lineas de corriente correspondientes.

En el flujo generado por el molino de dos rodillos (ver figura 2.1), cuando ambos rodillos
rotan a la misma velocidad y en la misma direccién, existe un punto de estancamiento
sobre la linea que une los centros de los rodillos, justo a la mitad entre ellos. En el punto
de estancamiento las condiciones cineméticas locales son las de un flujo elongacional con
vorticidad significativa. Atin mds, alrededor del punto de estancamiento hay gradientes tanto
del tipo de flujo como de la rapidez de corte, alcanzando el tipo de flujo su valor maximo en
el punto de estancamiento y un valor minimo en la superficie de los rodillos a lo largo de la

linea que une sus centros. En cambio, la rapidez de corte tiene un valor minimo en el punto
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Figura 2.2: Esquema de la geometria general del molino de dos rodillos con cilindros de
didmetros diferentes que giran corrotacionalmente. Dicho esquema esté representado en co-
ordenas bipolares (a y ().

de estancamiento y un valor méximo sobre la superficie de los rodillos, también lo largo de
la linea que une sus centros [62].

Atn en el caso més general de TRMs —de molinos asimétricos— la cinematica local estd
determinada tinicamente por la velocidad angular de los rodillos y su geometria; esto es, el
didmetro de los cilindros y su separacion relativa. En la Figura 2.2 se muestra el esquema
general del TRM, considerando radios de diferente tamano R; y R, y velocidades angulares
w1 y wy también diferentes. La solucién analitica [62] es de cardcter general y considera
la posibilidad de que los rodillos tengan velocidades y radios diferentes. Asi, los flujos
generados por TRMs no sélo pueden inducir una dindmica (deformaciones y rotaciones)
significativamente méds compleja que la observada en flujos fuertes generados por el molino
de cuatro rodillos o en dispositivos que generan flujos cortantes simples, sino que ademads
las condiciones de flujo no acotado son perfectamente conocidas, con la resolucion suficiente,

resultado de la solucién analitica. Por lo tanto, los flujos generados en este dispositivo
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representan una buena opcién para estudios no lineales cuyas bondades no estédn presentes
en otras geometrias hasta ahora estudiadas [62].

El estudio de la deformacién de una gota en flujos confinados es de gran importancia
préctica, en la medida en la que se acerca més a flujos prevalentes en la naturaleza. Parti-
cularmente, es de importancia para la industria petrolera, en donde interesa entender la
deformacién, coalescencia y rompimiento de gotas en un medio poroso, y los fenémenos
observados estdn influenciados en gran medida por la tensién superficial entre los liquidos.
Asimismo y debido a la topologia de la roca porosa, el flujo ocurre a través de una secuencia
de canales cuyas dimensiones estdn descritas por una distribucion aleatoria de tamanos. Los
tipos de flujos presentes en esos medios son esencialmente de tipo elongacional y con una
gran vorticidad debido a la presencia de fronteras, y por lo tanto, con una cinematica similar
a la generada por el molino de dos rodillos.

Este nuevo dispositivo facilita contar con informacién experimental de la dindmica de
una gota bajo condiciones que incluyen efectos de elongacién con vorticidad considerable,
presencia de fronteras, asi como posibles estudios con presencia de surfactantes. Igualmente,
es factible variar la dependencia temporal de la rapidez de corte, de modo que diversos
tiempos caracteristicos determinan los fenémenos observados. En resumen, las caracteristicas
analfticas y numéricas mas importantes del flujo generado por TRMs, que permiten plantear
un escenario experimental poco explorado previamente, son las siguientes:

1.- Existencia de una solucién analitica para un flujo elongacional con vorticidad. Dicha
solucién prescribe los pardmetros mads relevantes que determinan las condiciones externas
de flujo impuesta sobre las gotas, tales como, la magnitud de la vorticidad, la rapidez de

deformacion, el cociente de viscosidades y eventualmente la presencia de surfactantes.
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2.- La solucién analitica sirve de referencia (benchmark) para las predicciones de los flujos
mediante las técnicas numéricas.

3.- Usando métodos numéricos (BEM, Boundary Element Methods), he calculado los
valores de los pardmetros para las mismas geometrias; estas soluciones consideran explicita-
mente la presencia de fronteras con una gran precision, y puede analizarse también la interfaz

de una gota deformable.

2.2. El dispositivo experimental para estudios de dina-

mica de gotas

En esta Seccién se presentan las caracteristicas principales del dispositivo experimental
para estudios de deformacién de gotas. Una descripcién detallada de los componentes, de la
caracterizacion de los flujos, su calibracién, etc., se puede consultar en el trabajo de Rosas

[63]. Los componentes del sistema experimental son:

Sistema 6ptico

Celda de flujo

interface para control de motores

[luminacién y bano térmico

2.2.1. Sistema 6ptico

El sistema 6ptico consiste en:
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» Un zoom telecéntrico Navitar motorizado, con una magnificacién méxima de 12X
= Un adaptador 6ptico Navitar 1-61390 con una magnificacién de 2X

= Una cdmara CCD Sony IEEE 1394, modelo XCD-X700.

El sistema 6ptico tiene dos propésitos principales: (a) controlar la posicién del centro de
masa de la gota durante los experimentos, proporcionando una secuencia de imégenes en
tiempo real para el esquema de control con el fin de mantener la gota en la regién del punto
de estancamiento y (b) una vez que el experimento estd en marcha, capturar y guardar las

imdgenes del proceso de deformacién para su andlisis posterior.

2.2.2. Celda de flujo

El Laboratorio de Reologfa-Optica del IIM-UNAM cuenta con dos celdas de flujo con
geometrias diferentes denominadas TRM-A y TRM-B. Con estas celdas se cubre el intervalo
completo de valores del pardmetro del tipo de flujo en el punto de estancamiento: [0.03,0.3].
Cada celda tiene cinco pares de cilindros de diferente didmetro, pero la distancia (de) entre
los ejes de los cilindros es fija. Las distancias entre los ejes de los cilindros de las celdas
TRM-A y TRM-B son de 34.00 mm y 52.00 mm respectivamente. Los resultados que aqui
reporto se obtuvieron con la celda TRM-B, asi que, en adelante, s6lo me refiero a ésta tltima.
La Tabla 2.1 lista los valores de los pardmetros geométricos, asi como los valores analiticos
del tipo de flujo para cada una de las geometrias de la celda utilizada en los experimentos.

Estos pardmetros proceden de una caracterizacion previa [63].
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Geometria | cilindro | Didmetro (2R) (mm) | Gap | Valor tipo de flujo(analitico)
A 1 41.037 10.9 0.12
2 41.035
B 1 42.909 9.1 0.1
2 42.905
C 1 47.17 4.8 0.05
2 47.18
D 1 49.03 3 0.03
2 49.02

Tabla 2.1: Caracteristicas de la geometria TRM-B, de es la distancia entre los ejes de los
cilindros, el gap estd dado por gap = de - 2R.

La celda de flujo estd hecha de aluminio anodizado negro para minimizar los reflejos de
luz internos. Este cuerpo principal tiene unos canales alrededor de la pared vertical exterior
por los que circula un liquido a temperatura controlada y asi mantiene estable la temperatura
de los fluidos. La celda tiene tres ventanas 6pticas, dos laterales (una a cada lado, a lo largo
del eje de visualizacién) y una en la parte inferior. En la tapa superior tiene una ventana
de acrilico desmontable que facilita la iluminacién. Un esquema del interior de la celda se
muestra en la figura 2.3.

La Figura 2.4 es una representacién de la celda que muestra los canales y conectores del
canal de enfriamiento.

La Figura 2.5 muestra dos vistas completas de la celda de flujo, la parte 6ptica, los
motores, los CCD’s y los soportes en los se montan la celda de flujo descrita antes y el

sistema de adquisicién de imagenes.
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Figura 2.3: Seccién de la celda de fluyjo TRM-B. (1) Cuerpo principal de la celda, (2) Canal
de enfriamiento, (3) Cubierta externa, (4) Cilindro hueco, (5) Ventana inferior, (6) Ventana
lateral, (7) Ventana superior, (8) Cubierta con ventana de acrilico, (9) Soporte de un cilindro,
(10) Mecanismo de engranaje, (11) Conector al canal de enfriamiento; (12) agujero-drenaje.

2.2.3. Control de motores mediante una computadora

El sistema de adquisicién de datos consiste en una estaciéon de trabajo HP XW4300 con
una tarjeta PCI SERCOS para los motores y una tarjeta de comunicacién tipo Firewire para
el sistema de captura de imdgenes. Los motores Kollmorgen AKM-11B tienen una potencia
de 125 W, con poca inercia, y son alimentados de las senales de desplazamiento por un
controlador SERCOS SERVOSTAR, 300. El controlador SERCOS se comunica a través de
fibras 6pticas con los controladores externos de los motores operando el movimiento de estos
iltimos de forma individual. La comunicacién entre los controladores de movimiento y la
PC es a través de una tarjeta de interfaz PCI.

Cada cilindro es accionado por un motor y acoplado por un mecanismo de engranaje
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Figura 2.4: Seccién de la celda de flujo, donde pueden observarse los canales de enfriamiento.

helicoidal. La estabilidad para mantener una rapidez de corte es mejor que 0.2 % y depende
principalmente de la precisién de los sistemas-motores para generar la velocidad de rotacion
necesaria. El control de los motores se puede hacer utilizando el software BASIC Moves
Development Studio, proporcionado por Kollmorgen o mediante archivos API (Application
Programming Interface) incorporados al programa de Visual C +4 que se desarroll6 para
estos experimentos. El software BASIC Moves Development Studio se utilizé sélo para la
correcta configuracién de los motores y controladores o para realizar pruebas bdsicas de

verificacion.

2.2.4. TIluminacién y bano térmico

La iluminacién se realiza desde la parte superior de la celda usando una fibra dptica

para guiar la luz de la ldmpara hacia la celda de flujo. La fuente de luz es de halégeno
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Figura 2.5: Imédgenes del sistema completo de la celda de flujo del molino de dos rodillos.
La imagen de la izquierda muestra una vista lateral y la de la derecha muestra una vista
posterior.

(Dolan-Jenner modelo MH 100) su intensidad se controla a través de un iris manual.

Para el control de la temperatura de la celda y los fluidos se utilizé un bano térmico RM6
LAUDA. La entrada y la salida del bano se conectan a la entrada y a la salida del canal de
enfriamiento, véase figura 2.3. La temperatura se mantiene constante dentro de + 0.1K.

La caracterizaciéon experimental de los flujos y su calibracion, la determinacién experi-
mental del punto de estancamiento, el control de las velocidades angulares de los motores,
asf como el sistema de control de la gota, han sido objetos de estudio en trabajos previos

[63)].

2.2.5. Procedimiento experimental

El experimento consiste en introducir una gota usando una jeringa que transporta la
gota de interés —previamente embebida en el liquido exterior— a la regién central entre los
rodillos del molino. Entonces, usando el programa de control en modo manual, la gota se

reposiciona de modo que su centro de masa esté dentro de la zona de tolerancia del punto de
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estancamiento. Subsecuentemente, se activa el control automético que mantiene a la gota
en la vecindad del punto de estancamiento y aplica el algoritmo de captura. El experimento
puede llevarse a cabo manteniendo la gota bajo las condiciones de flujo pre-establecidos
(rapidez de corte). Todo el experimento es video grabado para su anélisis posterior. En el
punto de estancamiento, la gota se puede deformar bajo diferentes valores de rapidez de corte.
La velocidad de corte aplicada inicialmente es un valor pequeno, y una vez que el experimento
ha durado lo suficiente —y la gota ha alcanzado un estado estacionario de deformacién— el
flujo se detiene; inmediatamente después, la gota deformada recupera lentamente su forma
esférica. Para un nuevo experimento, se establece un valor mas alto de rapidez de corte y
el procedimiento se repite. Este procedimiento, puede llevarse a cabo varias veces hasta que
la rapidez de corte sea lo suficientemente fuerte para causar la ruptura de la gota. De esta
manera, se obtiene un archivo por cada experimento con las imagenes de la deformacion,
como funcién del tiempo y para la rapidez de corte impuesta. Cada archivo corresponde a una
gota especifica, con didmetro conocido. Con estos datos, los pardmetros de la deformacion
se obtienen mediante un andlisis de imagen de los archivos generados en los experimentos.
Para cada prueba, el archivo correspondiente consiste en una lista que contiene: todos los
cuadros (frames), el estatus del control, asi como los valores de las variables de los motores
como funcién del tiempo. Estos datos permiten conocer cudndo se inicia exactamente el flujo
y comienza el proceso de deformacién, y cuando exactamente se detiene el flujo. El andlisis
de imdgenes para la evaluacién de los pardmetros de deformacién se lleva a cabo utilizando
un programa muy similar a aquel usado durante la parte de control. Un filtro de promediado
se aplica preliminarmente a la imagen para la reduccién de ruido. El contorno de la gota se

resalta mediante la aplicacién del algoritmo de deteccién de bordes de Canny. Posteriormente,

40



se calculan los dos semiejes L y B de una elipse equivalente que tenga la misma drea, asi
como el mismo primer y segundo momento de drea. El programa analiza cada fotograma del
archivo y genera una lista con las coordenadas del centro de masa, la longitud de los semiejes
L y B,y el dngulo de orientacién 6. Posteriormente se calcula el pardmetro de deformacién
de Taylor D, y también se pueden guardar las imdgenes en el formato estéandar *.bmp. Los
datos obtenidos durante el procesamiento de las imdgenes estan en pixeles, pero dado que la
relacion entre distancia (mm) y ntimero de pixeles es fija y conocida y sabiendo que el video
se toma a una velocidad de 15 fps, es muy facil tener estos datos en unidades de milimetros
y segundos.

Para estudiar el efecto de las fronteras, con una geometria fija del molino, el procedimiento
experimental descrito antes, se repite incrementando gradualmente el tamano de las gotas;
los liquidos utilizados para el fluido exterior y de la gota se mantienen sin cambio. De esta
manera es posible estudiar la deformacién de gotas de diferente tamano bajo las mismas

condiciones de flujo.

2.2.6. Propiedades de los fluidos

Los experimentos se llevaron a cabo para dos sistemas de fluidos, variando la relacién
de viscosidad A: (a) un sistema con un cociente de viscosidades pequeno (A < 1) y (b)
un sistema con un cociente de viscosidades grande (A > 1). En ambos casos, el fluido de
suspension utilizado fue el DMS T35, un polidimetilsiloxano (PDMS) de Gelest Inc., con
una viscosidad medida p = 5.1 Pa-s (51 Poise) y una densidad de p = 0.973 g/ml a 25°C,

filtrada a través de un tamiz con tamano de poro de 3 micras. Para el sistema de cociente
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de viscosidades pequeno, la gota es de aceite de canola vegetal con una viscosidad medida
i = 62 mPa-s (0.6 poise) y una densidad p = 0.917 g/ml a 25 °C. El cociente de viscosidades
para este sistema es de A = 0.012 y la tension interfacial es de 2.7 mN/m. Para el sistema de
cociente de viscosidad grande, la gota fluido es de PolylIsobutilene por Polysciences Inc., con
una viscosidad p = 80 Pa-s (800 poises) y una densidad de p = 0.92 g/ml a 25 °C. El cociente
de viscosidades para este sistema es de A = 16 y la tension interfacial correspondiente de 3.5
mN/m. Todos los experimentos se realizaron a 25°C' + 0.1°C.

En este trabajo, también presento resultados de simulaciones numéricas de deformacién
de gotas en flujos generados por TRM. Los resultados numéricos cubren un intervalo amplio
para el cociente de viscosidades y el niimero capilar, tanto para condiciones de flujo ilimi-
tado —en el cual los rodillos estdn alejados de la gota y es vélida una aproximaciéon de flujo
lineal- como para condiciones en los que las paredes de los rodillos muestran efectos sobre
la deformacion de la gota. Dichos resultados numeéricos fueron comparados con resultados
experimentales obtenidos previamente [63] y con resultados propios de este trabajo. Aqui
presento unicamente informacién para un flujo con a = 0.03 (véase figura 2.1, que corres-
ponde a la geometria D, de la Tabla 2.1); se trata de un flujo cercano al cortante simple,
pero que tiene diferencias dindmicas sustanciales, pues como hemos dicho antes, alrededor
del punto de estancamiento hay gradientes en el tipo de flujo y en la rapidez de corte. En
el siguiente capitulo haremos una exposicién detallada de las ecuaciones gobernantes, su
formulacion integral asi como su solucién numérica mediante la implementacién del método

de elemento de frontera.
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Capitulo 3

El método de elemento de frontera y
su implementacion para el estudio de

dinamica de gotas.

El problema que aquf nos ocupa involucra el movimiento de dos (o més) fluidos inmiscibles
que estdn separados por un interfaz. Dicho fenémeno estd presente en muchos problemas de
interés practico, que son especialmente dificiles de describir porque la posicién y la forma de
la interfaz no se conocen a priori y cambian como respuesta al movimiento de los dos fluidos.
Esto es, en principio, las ecuaciones de Navier-Stokes pueden describir la dindmica de ambos
liquidos (suponiendo que cada uno es newtoniano, con su propia viscosidad y densidad) e
igualmente se pueden definir las condiciones de frontera aplicables en la interfaz, pero, la
forma de ésta no se puede especificar en todo momento. Tales problemas se conocen como

problemas de frontera libre [64].
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Los problemas de frontera libre, que involucran gotas viscosas en flujos lentos externos
han recibido mucha atencién debido a su importancia préactica en varios campos. En la mayor
parte de los articulos de la literatura cientifica en este campo se ha estudiado la dindmica
de gotas en flujos cortantes simples y elongacionales puros (ver Stone [2] y Briscoe et al.
[23]), pero pocos han considerado el efecto de la vorticidad en condiciones de flujo limitadas.
El trabajo de Bentley y Leal [11] es particularmente importante porque involucra un flujo
bidimensional ilimitado elongacional con vorticidad significativa.

Para describir el campo de flujo generado por la presencia de una interfaz, se debe consi-
derar el flujo en cada lado del interfaz por separado y después se requieren condiciones de
acoplamiento apropiadas para la velocidad y las fuerzas sobre la superficie. En las siguientes
secciones se presentan las ecuaciones gobernantes y las condiciones en la interfaz. Para las
gotas o particulas de dimensiones pequenas sumergidas en un liquido altamente viscoso, es
posible despreciar los efectos de inercia y una solucién de flujo lento es 1til para estudiar la
dindmica de su deformaciéon o rompimiento. En otras palabras, en el limite de nimero de
Reynolds pequenos, el movimiento de fluidos incompresibles es gobernado por las ecuaciones
de Stokes y la de continuidad.

En este Capitulo, presento la ecuacién de Stokes —que gobiernan la dindmica de los llama-
dos flujos lentos, isotérmicos, incompresibles y cuya ecuacién constitutiva es la de un liquido
newtoniano. Estas ecuaciones se obtienen a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes y son
validas, siempre que los efectos inerciales sean muy pequenos. Dichos efectos son cuantificados
mediante el nimero adimensional, el nimero de Reynolds Re, definido como Re = (pul/u),
donde u y [ son la velocidad y la longitud caracteristicas respectivamente. Por lo que hablar

de flujos de Stokes (o flujos lentos) es equivalente a decir que se trata de flujos para los que el
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ntimero de Reynolds es muy pequeno Re << 1. Enseguida propongo una formulacién inte-
gral apropiada para el tratamiento de liquidos con fronteras libres (deformables), apropiada
en el caso de fluidos bifdsicos y que permite estudiar la dindmica de una gota inmersa en otro
fluido. Y para estudiar los casos de dindmica de fluidos bifdsicos en presencia de fronteras
s6lidas, apropiada para el estudio de la deformaciéon de gota en medios confinado, presento
también la generalizacién de la formulacién integral; en todos los casos se dan detalles del
método de elemento de frontera (BEM, por sus siglas en inglés) para resolver numéricamente

dichas formulaciones.

3.1. Ecuaciones gobernantes para flujos de Stokes

En esta primera parte del trabajo se considera la deformacién de una gota inmersa en
otro fluido ilimitado, las fuerzas inerciales se asumen insignificantes, que se cumple siempre
que la viscosidad es grande o las escalas de longitud son pequenas [65]. La dindmica estd

prescrita por las ecuaciones de Stokes y la de continuidad.

Vo=V-7+pb=-Vp+uVu+pb=0 y (3.1)

V.-u=0, (3.2)

donde u es la velocidad, p es la presién, iy p son la viscosidad y la densidad, respectivamente,

b es la fuerza de cuerpo y o es el tensor de esfuerzos modificado dado por
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o=—(p—pb-x)I+ pu(Vu+ (Vu)’). (3.3)
Algunas propiedades de las ecuaciones de Stokes son:

» Las ecuaciones de Stokes establecen que la presién, las fuerzas viscosas y las fuerzas
de cuerpo estdn balanceadas en todo momento. Sin embargo, puede ocurrir una evolu-
cién temporal cuasi-estdtica debida al movimiento de la frontera o variaciones en las

condiciones de frontera.

s La estructura instantdnea del flujo depende uinicamente de la configuracién de la fron-
tera —en ese momento— y de las condiciones sobre ésta, y es independiente de la historia

de movimiento.

» No hay concentracién de vorticidad en los flujos de Stokes y ademds la magnitud de la

vorticidad alcanza valores extremos unicamente en las fronteras del flujo.

3.2. Ecuaciones integrales de frontera

La formulaciéon integral de frontera para flujos de Stokes fue desarrollada teéricamente
por Ladyzhenskaya [66] dentro del esquema de potenciales hidrodindmicos, pero fue Brebbia
[67] quien formaliz6 el método de ecuaciones integrales de frontera (BIEM, por sus siglas en

inglés) e introdujo la terminologia método de elemento de frontera (BEM).
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3.2.1. Funciones de Green

Una caracteristica del método de elemento de frontera es el uso de soluciones fundamen-
tales, las cuales son soluciones analiticas —en el espacio libre— de las ecuaciones diferenciales
gobernantes bajo la accién de fuentes puntuales. El hecho de que se utilicen soluciones
exactas (cuando existen) es una de las ventajas para usar BEM.

Las funciones de Green para flujos de Stokes proveen los campos de velocidad y presién

que satisfacen la ecuacién de continuidad. La ecuacion de Stokes “singularmente forzada” es

— Vp+ uV*u+bép(x —xg) =0, (3.4)

donde b es el vector de fuerza de cuerpo, xq es el punto donde actia la fuerza puntual
—y es llamado polo o fuente puntual—, su posicién es arbitraria y dp es la funcién delta —
bidimensional o tridimensional, segiin sea el problema [68]. Fisicamente, la funcién de Green
“genera” un flujo debido a una fuerza puntual localizada en x(, cuya direccién y magnitud
son dadas por b, en ausencia o presencia de fronteras. El punto x es el punto de observacién.
Las funciones de Green son las soluciones fundamentales o propagadores.

Las soluciones para los campos de velocidad y presién de la Ec. 3.4 estdn dados por [68]

a(x) = CDlwe(x,xO)-b (3.5)
y
p(x)—% (x,%0) - b,



donde G es el kernel de las funciones de Green, p es el vector de presiéon y C'p es un coeficiente
que denota la dimensionalidad del flujo y estd dado por
4 para flujos 2-D
Cp =
8 para flujos 3-D

El tensor de esfuerzos estd dado por

o(x) = #T(x, Xo) - b, (3.6)

donde T es un tensor de esfuerzos simétrico de rango 3:

0G5 0G};
szk(X, Xo) = —0;k pj(X, Xo) + %I:(X, Xo) + (%I:j (Xu Xo)' (3~7)

Las funciones de Green se clasifican dependiendo de la topologia del dominio de flujo en
tres grupos: (a) Funciones de Green en el espacio libre para un flujo ilimitado, (b) Funciones
de Green para un flujo infinito o semi-infinito limitado por una superficie sélida y (c¢) Funcio-
nes de Green para un flujo interno que estd confinado por superficies sélidas [69]. Para los
grupos (b) y (¢) se requiere, por un lado, que las funciones de Green se hagan cero sobre las
fronteras internas o externas y, por otro lado, que dichas funciones modificadas reduzcan el
nimero de condiciones de frontera que deben imponerse en aplicaciones de frontera integral,
simplificando por lo tanto el problema.

Las funciones de Green en el espacio libre, también llamadas Stokeslet o tensores de

Oseen-Burger son
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—62D lnr—l— X—;( 2D
G(X> XO) =

(3.8)
—(SB—D i—f 3D

r T
donde el subindice D en § se refiere a la dimensién de la funcién delta, X = x—xq, y r = ||X]|.
Los campos de presién asociados estan dados por

(
2= 2D
T
p(X7 XO) = ) (3.9)
2> 3D
L T
y los campos de esfuerzos o Stresslet son
—422% 9p

T(x,%q) = "

3.2.2.

(3.10)
= 3D
\

Representacion integral de las ecuaciones de Stokes

Para dos campos de velocidad solenoidales (u,o) y (,8) y que son solucién de la

ecuacién de Stokes, el teorema de reciprocidad de Lorentz, establece que

(3.11)
Esto es, con el conocimiento de (u,o) es posible calcular una nueva solucién (i, &).

Identificando a @1 and & con la Ec. 3.5 y Ec. 3.6, sustituyéndolas en el teorema de Lorentz
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Ec. 3.11, y eliminando el vector arbitrario b, entonces

V(G (x,%) 0 (x)—pu(x) T(x,%x)) =0. (3.12)

Seleccionando un volumen de control V' que estd delimitado por una superficie cerrada S

e integrando la Ec. 3.12 sobre S y usando el teorema de divergencia, se obtiene el siguiente

conjunto de ecuaciones

/S[G (%, %0) - & (%) — 1 1 (%) - T (x,%0)] - 1 (x) dS (x) =

;

—Cprpu(xg) %0 €V, (a)

—%Wﬂu(xo) Xg €5, (b) ; (3.13)

0 Xo ¢V, (c)

donde n (x) es un vector normal que apunta hacia dentro del volumen de control V.

Asi, el flujo queda expresado en términos de —la Ecuacién 3.13— dos distribuciones de

singularidades en las fronteras que incluyen las funciones de Green G y los tensores de esfuer-

zos asociados T. Las densidades de esas distribuciones son proporcionales a la distribucion

de valores de la fuerza superficial y la velocidad en la frontera. La primera distribucion esta

dada por el primer término en el lado izquierdo de la Ec 3.13 y se denomina potencial de

capa simple (single-layer potential), mientras que la segunda distribucién estd dada por el

segundo término y se le conoce como potencial de capa doble (double-layer potential). El

potencial de capa simple representa una distribucién en la frontera de fuerzas puntuales de

magnitud —f, mientras que el potencial de capa doble representa la suma de una distribucién
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de fuerzas puntuales m&s una distribucién de dipolos simétricos puntuales.

Las Ecuaciones 3.13 prescriben el campo de velocidad u(x) en cualquier punto dentro o
fuera de un elemento de volumen del fluido o sobre la frontera cuando la velocidad u(xg) y la
traccién o (xg)-n = f se conocen sobre la superficie limitante. Para puntos sobre la frontera
S, ésta es una ecuacién integral de Fredholm de segundo tipo para la velocidad u(xs) y una
de primer tipo para la traccién o (xg) - n = f. Finalmente, la Ec. 3.13(c) es una identidad
1itil para el desarrollo de ecuaciones integrales con un nimero minimo de incognitas.

Los nicleos —kernels— G y T tienen singularidades integrables en x = xg y por tan-
to es necesario hacer la integracién numérica considerando este hecho. Un procedimiento
comun consiste en definir una regién alrededor de la singularidad y hacer una integracion
analitica local, el otro procedimiento consiste en sustraer la singularidad directamente en la
aproximacién numérica de la integral.

La Ecuacién 3.13(b) impone una restriccién matematica entre las distribuciones de las
velocidades en la frontera y las fuerzas de superficie. Fisicamente, esta restriccién implica que
las velocidades en la frontera y las fuerzas de superficie no se especifican independientemente
o de manera arbitraria, sino que estén prescritas de manera tal que la Ec. 3.13(b) se satisface
[68]. Por lo tanto, si la velocidad de frontera ug (x) se conoce sobre S, la Ec. 3.13(b) se
reduce a una ecuacioén integral de Fredholm del primer tipo para las fuerzas superficiales en

la frontera:

/SG (x,%Xp) - o (x) -n(x) dS(x) = —%W,uu (x0) + 1P (%), (3.14)
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donde I (x¢) representa el potencial de capa doble que se conoce, esto es
PV
12 (xo) = / a(x) - T (x,%) - n(x) dS (x), (3.15)
S

donde el superindice PV indica el valor principal del potencial de capa doble, definido como

el valor de la integral impropia de capa doble cuando el punto x, estd justo sobre S [68].

3.2.3. Implementacion numérica de BEM

Los pasos requeridos para la implementacién numérica de BEM son los siguientes:

1. Discretizacién del dominio S de la ecuacién integral; dicho dominio se traza con un
conjunto de N puntos marcadores o nodos, utilizados para aproximar S mediante un

conjunto de N elementos de frontera definidos respecto de los nodos.

2. La velocidades de frontera u desconocidas (o las fuerzas superficiales f) sobre cada
elemento de frontera se aproximan usando expresiones de polinomios truncados en
términos de las variables de superficie bien definidas. En nuestro caso, se supone que
la funcién de frontera desconocida es constante sobre cada elemento; por lo tanto, hay

un conjunto de M coeficientes igual al niimero de elementos N.

3. La funcién desconocida se sustituye en la ecuacién integral y los M coeficientes se
extraen de los potenciales de capa simple y de capa doble. De esta manera una ecuacion
integral se convierte en una ecuacién algebraica que involucra M coeficientes. Los
factores que multiplican esos coeficientes son las integrales de capa simple y capa doble

sobre los elementos de frontera.
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4. Las expansiones locales de los coeficientes se calculan usando el método de colocacion.
En éste se calcula la ecuacion integral discretizada en los M puntos de colocacién sobre
la frontera. Como resultado, se tiene un sistema algebraico lineal de M ecuaciones para
los coeficientes de la expansion local. Usando la Ec. 3.14 y estableciendo el sistema
de ecuaciones para las incégnitas, el método de colocacién permite el cémputo de las
variables de frontera desconocidas. El principio de colocacién requiere la localizacion
de los puntos de “carga” secuencialmente en todos los nodos de la discretizacion de tal
manera que el dominio de la variable en esos puntos coincide con el valor nodal. Debido
a que los polinomios —sean lineales o de orden alto— para las funciones de forma llevan
a nodos que pertenecen a mds de un elemento, es 1til introducir un niimero de nodos

global (n =1, ..., N) el cual no depende del elemento.

5. Finalmente, el sistema algebraico lineal de ecuaciones se resuelve para los M coeficientes

de las expansiones locales. En general, el sistema de ecuaciones es denso y antisimétrico.

3.2.4. Discretizacién espacial de la ecuacién integral de Fredholm

en 2D

Para discretizar la Ec. 3.14, se reescribe usando notacion indicial para coordenadas carte-

sianas en el caso bidimensional (j = 1,2), obteniéndose:

/C £ (%) Goy (x,%0) dl (x) =

e /C i (%) T (%, %0) g (%) dl (%) . (3.16)
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donde f = o - n. Entonces,

> [0 Gy ) 1) =
= — 27 puy (Xo) + HZ/” u; (%) Tijr (x,%0) ng (%) dl (x). (3.17)

Usando un valor medio local para f; y u; sobre el segmento C" como el valor aproximado

para cada elemento, la Ecuacién anterior puede reescribirse como

Zf/ ) (o x0) ol (x) =

— — 27 puy x0—|—MZ / Tk (%, %0) ny (x) dl (). (3.18)

Utilizando el método de cuadratura de Gauss-Legendre para la integracién de la Ec. 3.18

se obtiene,

N M+1

Z ( Z wm i X XO
M+1

= —27 pu; (Xo) Z < " Z Wiy, Tijr (X, X0) n?) : (3.19)
m=1

Zv

donde M es el grado de la cuadratura Gauss-Legendre, ¢" es el factor resultante obtenido
de la transformacién de los limites de integracién a la forma candnica para el segmento n, y
wy, es el factor de peso para el x™-iésimo punto base; G (x™, %), T (x,%0) y n = n (x™)

se evaltian en el x"-iésimo punto base.
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Ahora, para cada punto de colocacién se tiene una Ec. 3.19 y entonces

N N M+1
Z [ fi" (qn Z W Gij (Xm7xf))> +

=1 n=1 =1

N M+1
+ 27 pru, (Xé) — ,uz (u? q" Z Wi, Tiji (xm,xé) n?) ] =0. (3.20)
n=1 m=1

Por lo tanto, se obtiene un sistema lineal de ecuaciones de j N x j N para las componentes
de la fuerza de superficie. Este sistema es denso y asimétrico; y un método numérico general,
tales como el método de eliminacién de Gauss o el método iterativo de Jacobi se puede usar
para resolver dicho sistema.

En la Ecuacién 3.20, las integrales son singulares cuando [ = n (el polo x{ estd sobre
el elemento n) y el método de “remocién de la singularidad” [69] se usa para calcular las
integrales singulares. Una vez que se resuelve el Sistema 3.20, se obtiene el campo de velocidad

en cualquier punto usando la Ec. 3.13a.

3.3. Formulacion de BEM para deformacién de gotas

en campos de flujos fuertes

A continuacién abordo la descripcién de los problemas llamados de “frontera libre” descri-
tos en la introduccién de este capitulo. Dicha descripcién considera las condiciones de fron-
tera, tanto de los esfuerzos como de la velocidad, en la interfaz fluido-fluido. Como en el
caso anterior se presentan la formulacion integrales de las ecuaciones en base a la formulacién

presentada en la seccién anterior. También presento la formulacién de la las ecuaciones inte-
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grales para el caso de general de una interfaz fluido-fluido en la cercania de fronteras sélidas.
Ambas descripciones representan la base para el estudio numérico de deformacién “libre” de

gotas y de la deformacién de gotas confinadas.

3.3.1. Condiciones de frontera en la interfaz

En el estudio de flujos constituidos por dos fluidos no-miscibles, la importancia de la
descripcion correcta de la interfaz entre los fluidos es significativa por dos razones. Desde un
punto de vista cinemético, dicha interfaz delimita la superficie permanente entre dos regiones
adyacentes con propiedades fisicas distintas, y desde un punto de vista dindmico, ésta es una
superficie singular donde existen fuerzas concentradas. Es decir, las fuerzas superficiales que
actian en los dos lados de una interfaz tienen generalmente valores diferentes, lo que hace
que exista una discontinuidad en la fuerza superficial Af, que depende de las caracteristicas
fisicas de los liquidos, de la forma y también de las propiedades termodindmicas de la interfaz.
Esta dependencia generalmente se expresa con una relacién constitutiva que puede incluir un
nimero de constantes fisicas, incluyendo las densidades de los liquidos, la tensién superficial,
los médulos superficiales de elasticidad, flexién y de dilatacién, entre otros. Se dice que una
interfaz es activa cuando Af es finita, e inactiva o pasiva cuando Af = 0. Un interfaz activa
desempena un papel principal en la determinacién de la dindmica del flujo, mientras que es

un interfaz pasiva es simplemente transportada por el flujo [70].
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3.3.2. Continuidad de la velocidad

Considérese una interfaz S entre dos liquidos. Los liquidos 1 y 2 tienen viscosidades
Uy Y Mo, v densidades p; vy p,. Ademds, la ecuacién Stokes es vilida para cada liquido.
La continuidad de la velocidad en el interfaz S corresponde a la condicién de frontera de

no-deslizamiento y tiene la forma

u=1 sobre S, (3.21)

donde la velocidad en el fluido 1 es u, y la velocidad en el fluido 2 es 1.

3.3.3. Condicién cinematica.

La condicién cinemaética presupone que la interfaz no es una fuente ni un sumidero de
masa. Por consiguiente, la componente normal de la velocidad en S, en ambos liquidos debe
ser igual a la velocidad normal en la superficie. Puesto que la superficie S se mueve y deforma
como funcién del tiempo, la condicién cinemdtica se puede expresar bajo la relacién entre u-n
o - n (donde n es el vector normal a S). Para expresar esta relacién en forma matematica,
consideremos una funcién F'(x,t) que representa la forma de la interfaz como el conjunto
de puntos x tal que F'(x,t) = 0. Entonces, el vector normal n a S definido en términos de
F(x,t) queda como [70]:

VF
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donde el signo se elige, por convencién, y n es un vector unitario positivo cuando apunta
de S hacia el fluido exterior. Ahora, dado que F' es una funcién escalar, igual a cero en
cualquier punto de la interfaz —su derivada material “siguiendo” cualquier punto material

sobre la superficie es igual a cero—, esto es,

OF
N +u-VF =0, para cualquier punto sobre S. (3.23)

Sustituyendo la Ec. 3.22 en la Ec. 3.23, la condicién cinematica queda como:

1 F
8——|—u-n:0, sobre S. 3.24
|VF| ot

3.3.4. Condiciones de los esfuerzos

Puesto que en la interfaz existen esfuerzos, es necesaria una condicién de frontera sobre
los esfuerzos para determinar completamente tanto el campo de la velocidad como la forma
de la interfaz. Un interfaz limpia que no contiene impurezas o surfactantes se caracteriza por
una tensién superficial v —constante e isotrépica— actuando sobre la interfaz. Para obtener
una relacion entre v y Af, considérese un elemento de drea AA en la interfaz, encerrada por

el contorno C'. Entonces, el balance de fuerzas es

//AA(U—&)-ndS —i—?{y’ybdle, (3.25)

donde el vector unitario b estd sobre el plano tangente a la interfaz y es normal a C, ver

Figura 3.1.
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Figura 3.1: Representacion de una seccién tridimensional de una interface entre dos fluidos.

Usando la identidad b =t x n, la Ec. 3.25 puede expresarse en una forma equivalente:

//AA<O'—6')-II ds :jfcfynxtdz, (3.26)

donde n y t son vectores unitarios normales a la interfaz y tangentes a C', respectivamente.

Ahora aplicando una variante del teorema de Stokes:

Fxtdl= (nV-F— VF -n)ds, (3.27)
frea= [,

puede reescribirse la integral de contorno de la Ec. 3.26 en una integral de &drea, se donde
F es una funcién diferenciable definida sobre todo el espacio. Extendiendo el dominio de
definicién del vector normal n y la tensién superficial v més alld de la interfaz a todo el

espacio, tomando F = v n, y usando la Ec. 3.27, obtenemos la siguiente ecuacion

jiynxtdl://AA(nV-(yn)—V(vn)-n)dS. (3.28)

Sustituyendo la Ec. 3.28 en la Ec. 3.26, y notando que Vn -n = %V(n -n) = 0, se tiene
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//AA[(U‘&)‘H—HV-(vnHV(yn).n] s =

://AA{(0'_5'>'n—’YHV-n+(I—nn).V7}dS. (3.29)

Dado que la tltima ecuacién es vilida para un elemento de drea arbitrario AA, entonces

(0 —6)n =ynV-n— (I—nn)- Vy, (3.30)

donde I — nn es la componente tangencial del gradiente de la tensién superficial, y
nn es el producto diddico. El primer y segundo términos en el lado derecho de la Ec.
3.30 expresan discontinuidades en las direcciones normales y tangenciales, respectivamente.
Cuando la tensién superficial es uniforme, la componente tangencial es cero y el salto en la
traccion interfacial apunta hacia la direccién normal.

Ademsds, la divergencia del vector normal en el lado derecho de la Ec. 3.30 es igual al

doble de la curvatura media de la interfaz, denotada por k,,,

V-n=2k,. (3.31)

Otras ecuaciones constitutivas para la discontinuidad en la traccién interfacial, Af =

(o0 — &)-n , fueron propuestas por Aris [71] (Capitulo 10) y por Pozrikidis [68] (Seccién 5.5).
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3.3.5. Parametros usados en el estudio de la deformacién de gotas

A partir de la forma adimensional de la condicién de frontera para los esfuerzos, se
obtienen dos nimeros adimensionales: el nimero capilar y el mimero de Bond. El niimero
capilar C'a representa el cociente de las esfuerzos viscosos del flujo y la tensién superficial, y

estd dado por

Cq =411 (3.32)
f)/

El nimero de Bond B representa la importancia relativa de diferencia de presién hidrostética
comparada con los esfuerzos por la tension superficial:
Apgrs

== (3.33)

Estos niimeros adimensionales conjuntamente con el cociente de las viscosidades de la
gota y del liquido externo A, el cardcter tensorial del Vu, la historia del flujo y la forma
inicial de la gota, gobiernan la deformacién y rompimiento de la gota [1]. El cardcter tensorial
del Vu determina el pardmetro de tipo de flujo o , como se explica en la Sec 1.2.2 Asi, «
es una medida de “la intensidad del flujo” que hace que las gotas se deformen, mientras que
la vorticidad presente en el flujo induce principalmente la rotaciéon de las gotas y puede,
entonces, inhibir el rompimiento de la gota. La historia del flujo y la forma inicial de la
gota caracterizan totalmente la dindmica de la gota, determinan si los efectos transitorios
conducen o no a un eventual rompimiento.

La magnitud de la deformacién de la gota se caracteriza mediante el pardmetro de defor-
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macion de Taylor D, que es apropiado para caracterizar pequenas deformaciones y considera
que la seccién transversal de la gota es elipsoidal. Asi D estd definido en términos de la

longitud de los semiejes mayor y menor, véase Capitulo 1.

3.4. Ecuacion integral para una interfaz fluido-fluido

Para el caso de una gota de viscosidad p, inmersa en un segundo fluido inmiscible de
viscosidad g4 con un campo de la velocidad u™(x) externo impuesto, presento ahora las
ecuaciones integrales para flujo lento. Las condiciones de frontera en la interfaz liquido-
liquido S;,; requieren una velocidad continua y un balance entre la traccién superficial neta

y las fuerzas de tension interfacial, entonces,

u;(x) — u™(x) cuando ||x|| — oo, uy(x) = uz(x) para x = xg € Sint. (3.34)

La discontinuidad en los esfuerzos ||n - ||, que considera la diferencia de energias de
superficie y de densidad a través de la interfaz, estd dada por (la normal n apunta hacia el

fluido 1)

In-o||=n-01—mn-0=ynV-n—(I—-nn)-Vy+Ap(b-x)n for xg5€ S, (3.35)

donde v denota la tensién superficial, Ap es la diferencia de la densidades, y xg, denota un

punto sobre la interfaz. El balance de esfuerzos (Ec. 3.35) incluye una discontinuidad de
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esfuerzos normales v nV - n proporcional al producto de la tensién superficial y la curvatura
local y una discontinuidad tangencial de la tensién, —(I — nn) - Vv debida a variaciones
en la tensién superficial a lo largo de la superficie. Estas variaciones pueden resultar de
gradientes de la temperatura o de la presencia de surfactantes en la interfaz. En tales casos,
las ecuaciones adicionales de campo determinan el perfil de temperatura o la distribucién del
surfactante a lo largo de la interfaz. Otros esfuerzos se pueden incluir en la discontinuidad
de la condicién de frontera.

Aunque la ecuacién de Stokes no considera explicitamente la dependencia temporal del
campo de flujo, ésta es apropiada para estudios de distorsiones de la interfaz que tienen una
dependencia temporal lenta. Por ello, bajo condiciones frecuentes durante la deformacién de
una gota, la restriccién cinematica relaciona los cambios en la posicién de la interfaz con la
velocidad local. Por ejemplo, la evolucién de la interfaz se puede describir en una repre-
sentacion Lagrangiana dx/dt = u(x,). Esta suposicién cuasi-estdtica requiere que I?/v < T,
donde v es la viscosidad cinemética, y 7 es un tiempo caracteristico para un cambio del flujo
o de la geometria —mientras que el término izquierdo corresponde al tiempo requerido para la
difusién del momentum hasta una distancia . Generalmente, 7 = min[O(-%), O(*£)], donde
el primer término es un tiempo caracteristico para un flujo externo, y el segundo un tiempo
caracteristico de un movimiento de tensién superficial [72]. Para la mayoria de las condiciones
de flujo, el valor més grande de las viscosidades se debe utilizar para estas estimaciones.
Fisicamente, la aproximacién cuasiestatica significa que el liquido ajusta inmediatamente los

cambios que ocurren en la frontera debidos a la rdpida difusién de vorticidad.
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3.4.1. Formulacién de la ecuacion integral para una interfaz

La formulacién de las ecuacién integrales son una opcién natural para ciertas clase de
problemas de flujos de Stokes. El método se puede aplicar tanto a flujos que implican sola-
mente fronteras rigidas —por ejemplo una suspension de particulas rigidas [73]- o a los proble-
mas de frontera libre. La dificultad principal al resolver problemas de frontera libre es que la
posicién de la interfaz se desconoce a priori y se debe determinar como parte de la solucion.
Asi, el problema de determinar la forma de la interfaz dependiente del tiempo es intrinseca-
mente no-lineal.

Para describir una interfaz en un campo de flujo, se debe de considerar el flujo en cada
lado de la interfaz y las condiciones de frontera apropiadas para las velocidades y las fuerzas
de superficie. En general, se requiere la continuidad de la velocidad a través de la interfaz,
asf{ como una relacién constitutiva para la discontinuidad de la fuerza superficial. Para
construir una representacion integral de frontera, se necesitan dos ecuaciones integrales de
frontera (una para cada campo del flujo en cada lado de la interfaz) que implican la velocidad
y la fuerza interfaciales. Una vez que se establecen las condiciones de frontera en la superficie,
se obtiene un sistema de ecuaciones integrales para las funciones interfaciales desconocidas.

Consideremos el caso de una gota representada por V5 en un liquido externo denotado por
V1, donde la velocidad se hace cero en infinito, como se muestra en la Figura 3.1. El cociente
de viscosidades se denota por A = p,;/p,,. La Ec. 3.13 se mantiene para u en ambos liquidos,
y solamente la interfaz S;,; liquido-liquido falta por considerarse. Por lo tanto, recordando
que n esté dirigido del fluido 2 al fluido 1, y dado que f = n- o, las dos ecuaciones se pueden

escribir como
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1
Cp iy

[ 860G (xxa) a5 60+

u; (x9) x0€Vi ¢ Vs

+ # Su1 (x) - T (x,%0) - n(x) dS (x) = Ly (x0) xp € S , (3.36)

0 xo€ Vo ¢ Vi

0 Xoe‘/l

_ m/gm (%) T(xx) n(x) dS(x) =1 Lluy(x,) x5 - (3:37)

W (o) Xo€V2 & Vi

Multiplicando la Ec. 3.37 por A, y sumando ésta a la Ec. 3.36 se tiene

1
-G - /SAf (x)- G (x,%x0) dS(x)+
u; (%) xg € V1 (a)
) 10;;/ s (09 T0eo) 00 S0 = S Rustx) xwes () ()
\ )\112 (Xg) Xg € ‘/’2 (C)

donde la discontinuidad en los esfuerzos Af = f; —f; = n- (61 — 02). Alternativamente, para
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problemas con flujos externos impuestos, es més comin modificar la Ec. 3.38 en términos de

la velocidad interfacial y u®(x). Usando la identidad [72]

V- (6™ G+T u®) dV =0, (3.39)

Vi

la ecuacién integral queda como:

W )~ o (ARG Glxx) dS (0 +
( u (x0)  x0€Vi (a)
+ 1022 /S u, (x) - T (%, %) - 1 (x) dS (x) = %us (x0) X0 €S (b) - (3.40)
| wm) eV ()

La integracién numérica se lleva a cabo discretizando la Ec. 3.40(b); estas integrales se

calculan usando el método de cuadratura de Gauss-Legendre, dadas por la siguiente ecuacién

1 N M+1
S e (rg e ) e
N M+1
+ 1+ A e _1—)\ non - m ol m =0, (3.41)
5 uj (XO) C’Dﬂ' ; u; q mz_lwm Tz]k: (X 7X0) ny,

donde M es el grado de la cuadratura de Gauss-Legendre, ¢" es el factor de peso resultante
que se obtiene de la transformacion de los limites de integracién a la forma candnica para

el segmento n, w,, es el peso para el x"—ésimo punto base y N es el nimero de puntos de
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colocacion. Las funciones G (x™,xq), T (x™,%g) y n” = n (x™) se evaliian en el x™—ésimo

punto base.

Para un flujo externo dado y una interfaz S conocida, las Ecs. 3.38(b) o 3.40(b) son
ecuaciones integrales de Fredholm de segundo tipo con la velocidad interfacial u(xg) como
incégnita, la cual depende del salto en el esfuerzo Af a través de la superficie deformable. La
discontinuidad en los esfuerzos es funcién de la forma de la interfaz, depende de la posicién,
del vector normal y de la curvatura local, como lo indica la Ec. 3.35. Las ecuaciones anteriores
son el punto de partida para investigaciones numéricas de un gran nimero de problemas de
frontera libre. Adicionalmente, para una velocidad y forma interfaciales conocidas las Ecs.
3.38(a) y 3.38(c) o las Ecs. 3.40(a) y 3.40(c) determinan los campos de velocidad y presién
en puntos que estdn fuera de la superficie y son itiles para obtener una imagen del campo
de flujo completo.

La ventaja de usar esta formulacién es doble: (1) El dominio de la integracién de la
ecuacién integral se extiende solamente a S y es por lo tanto finito, en lugar de extenderse
sobre un dominio infinito, como en el problema original; y (2) la dimensionalidad del problema
se reduce en uno, haciendo que el costo computacional se incremente en forma moderada

para un mayor nimero de elementos.

3.5. La interfaz fluido-fluido cercana a fronteras sélidas

Las interacciones hidrodindmicas de una particula con paredes cercanas dependen, de
su separacion relativa, de la forma, de la orientacién y posicién de la gota, asi como de

la geometria de las paredes. Estas condiciones afectan el movimiento y el comportamiento
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dindmico de las gotas. El primer efecto debido a la presencia de una pared sélida en la cercania
de una particula, es incrementar la fuerza de arrastre sobre ésta. Este fenémeno ocurre
principalmente porque es necesario que exista un esfuerzo cortante grande para mantener
una diferencia (grande) de velocidades entre la particula y la pared. Hay otros efectos que
tienen que ver con la deformacién de la gota y més aiin con su rompimiento. El tamano de
la gota y su posicién relativa respecto a la pared es de particular importancia y esos factores
determinan el dominio relativo de efectos de corte o elongacionales del fluido externo sobre
la deformacion de la gota.

Para flujos generados por TRMs, existe la posibilidad de evaluar los efectos de fronteras
cercanas sobre la deformacién de gotas. Esto puede significar una ventaja considerable cuando
se compara con otros campos de flujo como aquellos generados por FRMs, debido a que
para éstos la condicién de “flujos bidimensionales” requiere que las gotas sean pequenas
comparadas con el gap entre los cilindros. En contraste, para TRMs no existe esta limitacion,
por lo que es posible incluir una gota cuyo didmetro sea comparable a la separacién entre los
cilindros. Los efectos de frontera en gotas viscosas se suelen cuantificar respecto al cociente
d/H, donde d es el didmetro de la gota esférica estacionaria y H es la longitud caracteristica
del contenedor. En este trabajo, dicho cociente se denomina como el factor de confinamiento.
En nuestro caso, la longitud caracteristica estd dada por, g, la separacién entre los rodillos.
De esta manera gotas cuyo tamano es comparable al gap de los cilindros se consideran gotas
confinadas, y se estudiaron numéricamente: Los resultados obtenidos y su comparacién con

resultados experimentales los presento en el Capitulo 5.
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Figura 3.2: Representacion de una gota deformada por el flujo generado por el moviento de
dos fronteras sélidas (2RMs)

3.5.1. La ecuacién integral para una interfaz fluido-fluido confi-
nada

Para evaluar los efectos de frontera —debidos a un flujo elongacional— sobre la deformacién
de una gota es necesario considerar explicitamente las condiciones de frontera impuestas por
las superficies de los cilindros. Por lo tanto, es necesaria una ecuacién gobernante para
una gota de volumen V5, en un campo de flujo generado por fronteras solidas Syigia, 1 ¥y
Srigia, 2 sobre el fluido 1, con volumen V; como se muestra en la Figura 3.2. Syigia, 1 Y Srigid, 2
corresponden a las superficies internas de los cilindros: éstas pueden tener diferentes radios
y rotar a diferentes velocidades. E1 TRMs genera una serie de flujos, para los que los flujos
de campo de la rapidez de corte y del pardmetro de tipo de flujo son muy diversos.

Las condiciones generales de frontera en las superficies rigidas Syigid, 1 ¥ Srigia, 2 deter-
minan la posicién del punto de estancamiento. Ahora bien, todos los puntos a lo largo de
la linea entre los ejes son posiciones posibles y védlidas para el punto de estancamiento, pero

asociado a la localizacion del punto de estancamiento existirdn gradientes en la rapidez de
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corte y del pardmetro de tipo de flujo asimétricos, a lo largo de ésta linea. El estudio de la
deformacion de gotas en flujos no-homogéneos, como los que genera un TRMs no existe en
la literatura cientifica, a pesar de sus potenciales aplicaciones.

La ecuacién 3.13 se mantiene para u en ambos fluidos, en la interfaz S;,; y en la frontera
sélida Syigq. Por lo tanto, recordando que n estd dirigido del fluido 2 al fluido 1 y de la

frontera sélida al fluido 1, usando que f = n - o, las dos ecuaciones pueden escribirse como

%ul (X0) X0 € Srigid;

1 u (o) Xp€W
+ = / w (x) - T (x,%0) -n(x) dS(x) = , (3.42)
CD ™ Js 1
su1 (Xo)  Xo € St
0 Xo € ‘/2
\
donde S' = Syigia U Sint, ¥
! / £, (x) - G (x,%¢) dS (x)
CD T [l s 2 s &0
§
0 Xo e Vi
1
- m s, D) (X) -T <X7 XO) - (X) ds (X) - %ug (Xo) Xg € Sint - (343)
\ u (x0) X € Vs
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Multiplicando la Ec. 3.43 por A, y sumdndola a la Ec. 3.42 se tiene

1

/S"~» f) (x) - G (x,x%0) dS (x)

1
* m /Srigid 1 (X) T (Xv XO) ‘n (X) S (X)

_ CD;M /S A G (xx) dS (x)
+ 102? /S ui (%) - T (x,%0) - 0 (x) dS (x) =
( u; (o) xo€Vi  (a)
_ 1 _g P 0) %0 € S (1) L (3.44)
Aus (Xo) xg €Va ()

%Ul (x0) X0 € Srigid, (d)

Para el caso de cilindros que giran con velocidades diferentes, la condicién 1/2u; (%)
para Xo € Syigia Tequiere establecer las velocidades apropiadas en ambas superficies Syigid, 1
Y Srigid, 2 del fluido 1, independientemente, como se muestra en la Figura 3.2. Las caracterfs-
ticas del campo de flujo en ausencia del fluido 2 ya se han discutido antes [62]. Para gotas de
didmetro pequeno comparadas con el gap entre los cilindros, las predicciones de la dindmica
de deformacién dada por la Ec. 3.44 estd de acuerdo con la predicha por la Ec. 3.38.

La representacion discretizada de la ecuacion integral para una interfaz fluido-fluido cerca

de fronteras solidas, es decir la discretizacién de las Ecs. 3.44(b) y 3.44(d), es

71



1 Nrigid M+1
+ — ul [ g" Wy Ty (X, Xg) N7
o 3 (o X e

1 Ni'nt M+1
— > A "D wa Gy (X7 x
o 2R (1 3 i)

1_ A Nint M+1
+ CD ﬂ_’u Z U;L (q” Z Wm Ejk (Xm, Xo) n?) — 43 (XO) Uj (Xo) =0 s (345)
n=1 m=1
donde
HQ/\“ Xo € Sint
g (x0) = : (3.46)
% Xp € Srigid7

En la ecuacién anterior, M es el grado de la cuadratura de Gauss-Legendre, ¢" es el

factor resultante que se obtiene de la transformacién de los limites de integracién a la forma

canonica para el segmento n, w,, es el peso para el x™—ésimo punto base, N,;4q €s el nimero

de elementos en superficie rigida, N;,; es el nimero de elementos en la interfaz fluido-fluido.

G (x™,xp), T (x™,%X¢) y n = n (x™) son evaluados en el x"—ésimo punto base.

Ahora, la Ecuacién 3.45 se aplica para cada punto de colocacién, por lo tanto
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Neot 1 Nrigid M+1
=1 _CD ™[ ; W (qn mzzl o G (Xm’ Xé))

1 Nrigid M+1
il > uf <Q” ; wi, T (X™, %) n?)

n=1

_ n n » m .l
CDﬂ-/vbl ;Afz (q mZ:1wm Gz] (X 7X0)>

n=1

1 - )\ Nint M+1
Ty > ur (q” > " w Ty (x™, xh) n?) — g (xb) (xg)] =0, (3.47)
m=1

donde N es el nimero de puntos de colocacion y Neol = Nyigia+Nint. Por lo tanto se obtiene
un sistema lineal de D N, x D N,y ecuaciones, donde D es la dimensionalidad del problema.
Este sistema de ecuaciones evalia las componentes (i, 7 = 1,..., D) de la fuerza de superficie
o traccién f en cada punto de colocacién sobre la superficie rigida y las componentes de la
velocidad u en cada punto de colocacién sobre la interfaz fluido-fluido. De nuevo, este sistema
es denso y asimétrico y un método numérico general, tal como el método de eliminacién de

Gauss o el método iterativo de Jacobi pueden ser usados para resolver dicho sistema.

3.6. Solucién numérica de las ecuaciones integrales para

una gota viscosa en un flujo fuerte

En esta Seccién se resumen los procedimientos numéricos esténdares para la solucién del
problema de frontera libre de la deformacién de una interfaz. Un procedimiento numérico

para la simulacién de la evolucién de una interfaz, que usa un método integral de frontera,
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requiere realizar tres tareas principales: (a) la representacion paramétrica de la interfaz, (b)
la evaluacién de la representacion integral o la solucién de una ecuacién integral para las velo-
cidades interfaciales o para la densidad de un potencial hidrodindmico; y (c) la integracion,
en el tiempo, de las ecuaciones que gobiernan el movimiento de los puntos de colocacion
interfaciales y posiblemente la evolucién dindmica de funciones superficiales relevantes. En
el caso de una tensién de superficial dependiente de la temperatura o de la concentracién
de surfactante, las funciones dindmicas superficiales relevantes incluyen la temperatura y la
concentracion del surfactante. Para el caso de una interfaz consistente de una membrana elds-
tica, las funciones dindmicas superficiales relevantes incluyen las coordenadas y la curvatura
de la interfaz, en la posicién de los puntos de colocacién en una configuracién de referencia.
El método numeérico, con las caracteristicas antes mencionadas, se conoce como método de
dindmica interfacial para flujos de Stokes [68].

Llevar a cabo tales tareas, se facilita considerablemente si se usa una interpolacién numé-
rica por segmentos, la cual es subyacente al formalismo de método de elementos de frontera.
Para el caso de flujos bidimensionales o axisimétricos, la interfaz se representa como una
coleccién de elementos planos, definidos por nodos interfaciales consecutivos, bajo la forma
de segmentos rectos, arcos circulares, arcos parabdlicos, ctibicos, splines ciibicos o elementos
de un orden mads alto. Los elementos de los splines ctibicos se describen en forma paramétrica
por medio de la interpolaciéon de splines ciibicos para las coordenadas del nodo, donde la
interpolacion se hace con respecto a la longitud poligonal o curvada del arco. Las caracterfs-
ticas geométricas de la interfaz, incluyendo el vector normal y la curvatura, se siguen de su

representacién local.
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3.6.1. Calculo del vector normal y la curvatura media

El vector unitario normal y la curvatura media de una interfaz —para dos dimensiones o
axisimétrica— se puede obtener de la representacion paramétrica usando férmulas estdndares
de geometria diferencial. Un método simple para calcular el vector normal unitario y la
curvatura media de una interfaz tridimensional se obtiene evaluando una integral de contorno.
Considérese un drea interfacial AA encerrada por el contorno C' que contiene el punto Xg.
El vector b tangente a AA estd sobre el plano que es normal a C' en un punto como se
muestra en la Figura 3.1; entonces, b =t x n , donde t es el vector tangente a C' y n es el
vector normal al drea interfacial. En el limite cuando el contorno C' se contrae al punto x,

la integral de linea vectorial queda como

a(x) = q / b (x) di (x), (3.48)
C

y tiende al vector 2k, (Xo) n(xg), donde k,, es la curvatura media de la interfaz en el
punto xg, y AA es la superficie. El vector normal unitario n (xg) se obtiene de normalizar el
vector a (Xg), cerciordndose que el vector normal tenga la orientacién deseada hace el fluido
externo. La curvatura media se sigue del producto interno a (xg) - n (xg) = 2 £, (Xg). En la
préctica, el contorno C' se identifica con cualquiera de las secciones superficiales articuladas
con coordenadas curvilineas que definen un elemento superficial o con los grupos de bordes

seleccionados de los elementos de frontera en la vecindad de un punto.
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3.6.2. Calculo del potencial de capa simple

Dos célculos en principio distintos se requieren en el cémputo del potencial de capa
simple: (a) la evaluacién exacta del salto en la traccién interfacial Af y (b) la evaluacién
exacta de la integral singular. Estos cdlculos estdn relacionados en el sentido de que los
métodos especializados para calcular el potencial de capa simple pueden ser concebidos para
expresiones particulares de Af.

Para el caso de flujos bidimensionales o axisimétricos, el kernel del potencial de capa
simple exhibe una singularidad logarftmica que se puede integrar por varios métodos, inclu-
yendo el uso de una cuadratura Gausiana para un término logaritmico singular. Para los
flujos tridimensionales, el kernel del potencial de capa simple exhibe una singularidad dé-
bil que se comporta como 1/r. En esta seccién se discuten, las estrategias pertinentes para

calcular las ecuaciones integrales de flujos de Stokes.

3.6.3. Aislando la discontinuidad en la traccién

Considérese el potencial de capa simple sobre una seccién interfacial AA encerrada por

el contorno cerrado C. Entonces el potencial de capa simple se expresa como

]JS (x0) = / Gij (x,x0) Afi(x0) dS (x). (3.49)
AA

Se puede utilizar una aproximacion trapezoidal para desacoplar el producto de las dos funcio-

nes en el integrando. Asi, I5 (xo) se puede reescribir como

1

¥ (x0) =~ 5 /A L) A5 00 x [ Gy (ex) S (). (3.50)
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Haciendo una balance de fuerzas sobre el drea AA |, y asumiendo que la interfaz se puede
descomponer en tensiones cortantes —una sobre el plano y otra transversal— se encuentra que

la primera integral del lado derecho de la ecuacién 3.50 es igual a

Af (xg) dS (x) = —/ b (x)- [T (x)+q(x) n(x)] dl(x). (3.51)

AA AA

Por ejemplo, si la interfaz tiene tensién uniforme e isotrépica v, 7 = v P y q = 0, donde
P =1 — nn es la proyeccién tangencial; en este caso, b - 7 = vb.
El cémputo del lado derecho de la Ec. 3.51 requiere la evaluacién del tensor 7 y del
vector transversal cortante q a lo largo del contorno C. En cambio, el computo de Af en
el integrando en el lado izquierdo de Ec. 3.51 requiere la evaluacién de la divergencia o el

gradiente de 7 y q sobre A A, el cual puede ser una fuente fuerte de error numérico.

3.6.4. Calculo numérico directo del potencial de capa simple

En los métodos numéricos tipicos de elementos de frontera, la interfaz se discretiza en
una coleccién de elementos de frontera, y el potencial de capa simple se calcula sobre los
elementos individuales. Si el punto de evaluaciéon xg estd en el interior, a lo largo de los
bordes o en el vértice de un elemento, entonces, cuando el punto de integracién x se acerca a
Xy, el integrando presenta una singularidad y el elemento