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Capitulo 1

Introducciéon

Un nudo es un objeto matematico al que podemos ver como una cuerda anudada
en el espacio. Decimos que dos nudos son equivalentes si podemos deformar uno
continuamente y sin romperlo, hasta obtener el otro. El problema de la teoria de
nudos es la clasificacién de éstos, es decir, dar una lista completa y sin repeticiones
de todos los nudos, para esto se han desarrollado invariantes, éstos son propiedades
que se preservan para nudos que son equivalentes.

La manera mas practica de pensar en un nudo dado es tomar su proyeccion en
el plano, a lo que formalmente nos referimos como diagrama, ésta es una buena
manera de visualizar un nudo ya que ademas, es posible recuperar, a partir de éste,
un nudo equivalente en el espacio. El invariante mas antiguo de nudos, sugerido por su
diagrama asociado le llamamos niimero de cruces, este es el minimo nimero posible
de cruces. Existen listas de nudos basadas en este niimero, mas aun, los nombres de
cada nudo en estas listas corresponden a este invariante.

Ahora en vez de tomar la proyeccién de un nudo en el plano, tomamos la proyeccion
a la recta real; por ejemplo, usamos la funcion altura estandar h, tal que al restringirla
a K es una funcién de Morse. Esto significa que tiene un nimero finito de puntos
criticos no degenerados. La teoria de Morse nos garantiza que en este caso h|K sélo
tiene maximos y minimos. Si todos los maximos ocurren antes que todos los minimos
decimos que el nudo estd en una posicion de puentes y el nimero de puentes de esa
proyeccién de K es el nimero de maximos de h|K. Cuando un representante de K
minimiza este nimero, decimos que esta en posicion de puentes y este nimero es el
nimero de puentes de K.

El nimero de puentes de un nudo K en S® es un invariante cldsico del nudo, fue
introducido por Schubert en [10], estd bien entendido, por ejemplo, bajo la suma
conexa, pues esta demostrado que este invariante es esencialmente aditivo. Para una
funciéon de Morse arbitraria los maximos y minimos podrian ocurrir de manera al-
ternada. Para un valor regular ¢ entre dos valores criticos consecutivos, contamos las
intersecciones del nudo con el plano A~ (t), si hacemos esto para cada par de valores
criticos consecutivos obtenemos una lista ordenada de ntimeros, los cuales sumamos y
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esta suma resulta ser otro invariante numeérico, al que llamamos ancho de la posicién
del nudo. Cuando un representante del nudo minimiza esta suma, decimos que este
esta en posicion delgada y el ancho de su posicién es el ancho del nudo.

El concepto de posicion delgada para un nudo fue desarrollado por Gabai en [2].
Se ha probado que es una nocién extraordinariamente 1til, al grado de jugar un papel
clave en la prueba de Gabai de la propiedad R de los nudos, asi como en la solucién
de Gordon-Luecke del problema del complemento del nudo(1989).

En esta tesis nos concentramos principalmente en los resultados de Thompson
[11], donde se examinan la relacién entre posicién de puentes y posicién delgada,
demostrando que dado un nudo, existen dos posibilidades: su posicién delgada coincide
con su posicion de puentes, o bien, el nudo contiene una superficie plana meridional
incompresible propiamente encajada en su complemento. Thompson pregunta si un
nudo en posicién delgada pero que no esta en posicion de puentes tiene una superficie
de nivel esencial. En [12] Wu da una solucién positiva exhibiendo la superficie que
cumple tal caracteristica.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera:

El capitulo 2 esta dedicado a conceptos y resultados bésicos. Definimos n-variedad
y las tres principales categorias en las que estudiamos las variedades. También estu-
diamos funciones de Morse; vemos separadamente el caso particular de funciones de
Morse sobre superficies y de manera breve estudiamos las principales propiedades de
estas funciones. Analizamos algunos resultados como el teorema de Alexander y el
teorema de la curva de Jordan, los que demostramos usando teoria de Morse. Al final
de esta seccién hablamos de nudos, desde su definicién hasta el teorema de Seifert, que
nos muestra un algoritmo para encontrar la superficie de Seifert de un nudo arbitrario
y el invariante de género de un nudo que de este resultado se deriva.

En el capitulo 3 definimos posicién de puentes y posicién delgada. Demostramos
que si el nudo trivial esta en una posicién de puentes siempre es posible llevarlo a su
posiciéon delgada, de manera que durante isotopia su ancho no aumente. Mostramos
un resultado que nos ayuda a calcular el ancho de un nudo a partir de sus niveles
gruesos y delgados. Ademas demostramos otros resultados ttiles e interesantes.

En el capitulo 4 desarrollamos los resultados de los articulos de Thompson y Wu.
Ademaés examinamos el ancho de la suma conexa de ciertos nudos.
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Finalizamos con el capitulo 5, donde damos ejemplos de familias de nudos para
las cuales la posicién de puentes coincide con la posicién delgada. También damos
algunos ejemplos de nudos para los que ambas posiciones difieren.






Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo repasaremos algunos conceptos de topologia. Definiremos el con-
cepto de n-variedad y estableceremos las tres categorias en que se pueden estudiar.
Desarrollaremos algunos temas de 2-variedades, 3-variedades y de la teoria de nudos.

Notacion.

Para cualquier nimero natural n, llamaremos el espacio n-dimensional a R" =
{(z1,...,2,) s x; € R;)1 < i < n}y el subconjunto {(z1,...,z,) : z, > 0} de R" lo
denotaremos por R'}. El subconjunto B” = {z € R" : ||z||< 1} donde ||z|| representa
la norma usual de z en el n-espacio, es la n-bola y a S" = {z € R"" : ||z|| = 1} es
la n-esfera. Notemos que 9B™! = S™. Nos referiremos a B! = [0, 1] como I, y a B>
como 2-disco o simplemente disco.

1. Nociones de Topologia

DEFINICION 2.1. Sea (X,7) un espacio topoldgico, Y un conjunto. Si q: X =Y
es una funcion sobreyectiva. Dotamos a'Y de la topologia 7/ = {U C Y : ¢ (U) € 7}.
De esta manera, tenemos que U C'Y es abierto si y sélo si ¢~ (U) es abierto en X.
Esta topologia es llamada topologia cociente inducida por q. A la funcion q le
llamamos funcion cociente.

Si tenemos una relacién de equivalencia ~ sobre X, consideramos X, el conjunto
cuyos elementos son las clases de equivalencia de X. La funcién proyeccién natural
7 : X — X, que manda a cada elemento x de X a su clase de equivalencia [z] es
una funcién sobreyectiva. Entonces, el espacio X dotado con la topologia cociente lo
llamamos espacio cociente.

TEOREMA 2.2 (Propiedad universal de los cocientes). Sea X un espacio topolégico
y ~ una relacion de equivalencia en X. Sea m : X — X la proyeccion natural y
f X — Y es una funcion continua tal que si x ~ y se tiene que f(x) = f(y)

9
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para toda x,y € X. Entonces existe una tinica funcién continua f : X =Y tal que

fom=f.

DEMOSTRACION. Definimos f : X — Y por [z] = f(x). Demostraremos que esta
funciéon cumple lo requerido.

» Sean x,y representantes de la misma clase de equivalencia, esto es, [z] = [y],
entonces 7(z) = m(y), lo que implica que f(z) = f(y). Asi que f([z]) = f([y]).
Por lo tanto, f estd bien definida.

= Por la definicién de f tenemos que fow = f.

» Supongamos que ¢ es una funcién tal que g o™ = f, entonces g([z]) =
g(m(x)) = f(z) = f([z]). Por lo tanto, f es tnica.

» Como f es continua y f = f o, entonces f es continua por la definicién de
la topologfa de X.

Ejemplos de espacios cocientes:

» Sea ~ larelacién de equivalencia en I x I, donde (0,y) ~ (1,y) y (z,0) ~ (z,1)
para cada 0 < x,y < 1. Al espacio I x I 1o llamamos Toro y lo denotamos
por T2

= Sea ~ la relacion en I x I definida por (0,y) ~ (1,1 —y) paracada 0 <y < 1.
Al espacio I x I lo llamamos Banda de Mébius.

= Sea ~ la relacion en I x I definida por (0,y) ~ (1,1 —y) y (z,0) ~ (z,1) para
cada 0 < z,y < 1. Al espacio I x I lo llamamos Botella de Klein.

= Sea ~ la relacién en el disco definida por (z,y) ~ (—z, —y) para cada (x,y) €
S1. Al espacio B? lo llamamos Plano proyectivo y lo denotamos por P2.

= Dados dos espacios topolégicos X,Y y A un subconjunto cerrado de X. Sea
f A — Y una funcién continua. Definimos una relaciéon de equivalencia ~
sobre la unién disjunta X U'Y como sigue: a ~ f(a) para toda a € A. El

espacio cociente X LY, se llama espacio de adjuncion y lo denotamos por
XUpY.
Ver figura 2.1.

TEOREMA 2.3 (El truco de Alexander). Sea h : 0B™ — 0B" una funcidn con-
tinua. Entonces podemos extender h a una funcion continua H : B — B"™, tal que
H|0B™ = h. Mds ain, si h es homeomorfismo podemos hacer que H también sea
homeomorfismo.
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Ficura 2.1. Ejemplos de Espacios cocientes: el toro, la banda de
Mobius, la botella de Klein y el plano proyectivo.

DEMOSTRACION. Sea H : B® — B", definida como

H(z) = {g’x!?(ﬁ) si zig

Es evidente que H esta bien definida, es continua, y como para todo punto x € dB"
se tiene que ||z|| = 1, es inmediato que H(z) = h(z).

Ahora, si h es homeomorfismo, entonces tiene inversa, por lo que podemos definir
la inversa de H como

St w =70

Esta funcién es continua, pues h~! lo es. Asi, H es homeomorfismo. O

DEFINICION 2.4. Sea v : X — Y wuna funcién continua e inyectiva. Decimos
que 1 es un encaje si 1 : X — (X)) es homeomorfismo, y entonces decimos que X
estd encagado en'Y . Si X, Y tienen fronteras tales que (X)NOY = (0X) entonces
diremos que 1 es un encaje propio y que X estd propiamente encajado en 'Y .

DEFINICION 2.5. Dos encajes f,g: X — Y son isotdpicos si existe una funcion
continua H : X x I =Y tal que H(z,0) = f(x) y H(z,1) = g(z) para todo x € X
y ademds para cada t € I se tiene que la funcion Hy(x) = H(xz,t) es un encaje. La
funcion H se llama isotopia entre f y g.
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2. Variedades

En este capitulo estudiaremos las variedades con algunas de sus caracteristicas y
las categorias en que estudiamos estos objetos.

DEFINICION 2.6. Un espacio topoldgico M es una n-variedad (o variedad de
dimension n) si cumple con las siquientes propiedades: es un espacio Hausdorff,
tiene una base contable, y si cada punto x € M tiene una vecindad homeomorfa a R"
0oaR7".

A los puntos de la variedad cuya vecindad es homeomorfa a R} se les llama
puntos frontera de M.

El conjunto de todos los puntos frontera de M se le llama frontera de M, a la
que denotamos OM . Este conjunto es una variedad de dimension n — 1.

El interior de M es el complemento de la frontera en M y lo denotamos como
ntM.

Decimos que una variedad M es compacta si, para cada subcubierta abierta de
M, podemos encontrar una subcubierta abierta finita.

Si M es compacta y OM = (), decimos que M es una variedad cerrada.

Dos variedades topoldgicas M, M’ son equivalentes si existe un homeomorfismo
entre ellas.

Ejemplos:

(i) 1-variedades:
a) El conjunto de los nimeros reales, R es una variedad no compacta y no
tiene frontera.
b) El subespacio I C R es una variedad compacta y I = {0, 1}.
c) El circulo S es una variedad cerrada.
(i) 2-variedades:
a) El plano real R? es una variedad sin frontera.
b) El conjunto I x I es una variedad compacta y con frontera 0(1 x I) =
[ x {0 U (I x (1) U {0} x 1)U ({1} x D}

c¢) La 2-esfera S? es una variedad cerrada.
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Observemos que si tomamos S? y removemos un ntimero finito de discos
ajenos abiertos, el resultado es una 2-variedad compacta y cuya frontera es un
numero finito de circulos.

(iii) 3-variedades:
a) El espacio R? es una variedad no compacta y sin frontera.
b) El espacio S? es una variedad cerrada.
c¢) La 3-bola es una variedad compacta con frontera S?. El toro sélido D? x S*
es una variedad compacta cuya frontera es T2

Las variedades son estudiadas en tres principales categorias:

» La categoria topoldgica (TOP). En ésta no existe ninguna estructura adicional
sobre la variedad, excepto lo que enuncia la definicién. Nos referimos a las
variedades de esta categoria simplemente como variedades.

» La categoria diferenciable (DIFF). En esta categoria se estudian las variedades
que llamamos variedades diferenciables.

» La categoria PL (TRIANG). En esta categoria se estudian las variedades que
admiten una triangulacién. Nos referimos a estas variedades como variedades
triangulables.

Existen variedades topoldgicas de dimensiéon n que no admiten triangulacion o
que no son diferenciables.

En el caso de variedades de dimensién 2 y 3 estas tres categorias coinciden. Por
ejemplo: cualquier 2-variedad topoldgica admite una triangulacion.

La ventaja de esta equivalencia entre categorias es que podemos demostrar teore-

mas usando la categoria que mejor se adecie a las hipotesis del teorema.

3. Categoria PL

DEFINICION 2.7. Sea {xo,21,..., 2z} un subconjunto de R, conn >k + 1. Di-
remos que los elementos del conjunto {xg,x1,...,x} estin en posicion general
siempre que {xy — To, Ty — T, ..., T — To} Sea un conjunto linealmente independien-
te.

Sea {xo,z1,...,2} CR™ un conjunto en posicion general. Definimos

< Xy, T1y...,T >i= {Z)\zxz)\z >0 Y Z)\Zzl}
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como el k-simplejo generado por {xg,x1,...,zx}. A los puntos x; les llamaremos

vértices del k-simplejo.

En la figura 2.2 tenemos ejemplos de k-simplejos para k =0,1,2, 3.

Xa
® »~—=e
Xo Xo X
Xo . &
Xo

Xa

FiGUuraA 2.2. Un O-simplejo, un 1-simplejo, un 2-simplejo y un 3-simplejo.

DEFINICION 2.8. Sea 0 = < xg,Z1,...,Tr > un k-simplejo en R", sean v C

{xo,21,..., 2k} y T =< 7 >. Entonces llamamos a T una cara de o de dimension
|7] — 1 y la denotamos por T < o.

DEFINICION 2.9. Sea K un conjunto de simplejos en R™, llamaremos a K un
complejo simplicial, cuya dimension es la mazrima dimension sobre todos los sim-
plejos de K, siempre que cumpla lo siguiente:

i) Sice Kyt <0, entonces 7 € K.
i) Sit,o e KyrNo#0D, entonces TNo <7 yTNo <o.
iii) Para todo 0 € K existe un conjunto abierto U € R", tal que 0 C U y U
intersecta a un numero finito de elementos de K.

DEFINICION 2.10. Sea K un complejo simplicial. Definimos el conjunto

K= U o

ceK

como el poliedro de K.

DEFINICION 2.11. Sea K un complejo de dimension m y sea r < m. Definimos
K":={o € K :dim(o) <r}

como el r-esqueleto de K.
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DEFINICION 2.12. Sea [ : < xo,Z1,...,T, > — < Yo,Y1,...,Ys > definida por
S hixy = >N f(x;), entonces llamamos a f una funcion lineal siempre que
f(z:) € {yo, y1,---,ys} para cada 0 < i <.

Notemos que todas las funciones lineales, mandan vértices en vértices.

DEFINICION 2.13. Sean K y L complejos simpliciales y f : |K| — |L| continua.
Decimos que f es simplicial si para todo simplejo o € K se cumple que f|o es lineal.

DEFINICION 2.14. Sean K y L complejos simpliciales. Diremos que L es una
subdivision de K si se cumple que |L| = |K| y para todo o € L existe T € K tal que
oCT.

DEFINICION 2.15. Sea f : |K| — |L| continua, diremos que f es una funcién
PL si existe una subdivision L' de L y una subdivision K' de K, tal que f: K' — L’
es stmplicial.

Observacién: La composicién de funciones PL, es una funcién PL. Diremos que
un homeomorfismo es PL, si ademas de todas sus propiedades es también una funcién
PL con inversa PL.

DEFINICION 2.16. Sea M una n-variedad compacta, diremos que M es triangu-
lable si eziste un complejo simplicial K y un homeomorfismo ¢ : |K| — M.

Dos variedades triangulables M, M’ son equivalentes si existe un homeomorfismo
PL entre ellas.

Hecho: Se sabe que todas las variedades compactas de dimensién 1,2 y 3 son
triangulables.

FicurA 2.3. Una triangulacién para el toro.
DEFINICION 2.17. Sea M una n-variedad triangulable, V una n-subvariedad com-
pacta y' Y C M subcomplejo finito. Diremos que V' es una vecindad regular de Y
s%
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i) Y estd contenida en el interior de V' y
ii) V se colapsa a 'Y, esto significa que podemos ir borrando en un cierto orden
los simplejos de V' hasta llegar a Y.

DEFINICION 2.18. Sean Si,Sy dos 2-variedades propiamente encajadas en una
3-variedad M. Diremos que Sy y Ss estdin en posiciéon general si su interseccion
consiste en una coleccion finita de curvas cerradas {a;},1 < j < n, y una coleccion
finita de arcos {o;}, n+1 < j <m, los cuales no contienen vértices de sus respectivas
triangulaciones y son tales que para cada p € aj con1 < j <nop¢€ int(aj) con
n+1 < 5 < m, existe una vecindad V, C M y un homeomorfismo ¢, : V, = B, donde
B es una bola en R3 con centro en el origen, tal que se cumple:

i) dp(p) =
ii) ¢,(V, N Sl) PyN B, donde Py es el plano yz en R3.

iii) ¢,(V, N Sy) = Py N B, donde Py es el plano xz en R?.

Y para cada p € 0(aj) con n+1 < j < m, existe una vecindad V,, C M y un
homeomorfismo ¢, : V, = B', donde B’ es una media bola en Rf’r con centro en el
origen, tal que se cumple:

1) dp(p) =
ii) ¢,(V, N Sl) PyN B, donde Py es el plano yz en R3.

iii) ¢,(V,NSy) = PN B, donde Py es el plano xz en R3.

Con esta definicién, garantizamos que dos 2-variedades que se intersectan, lo hacen
unicamente en curvas y arcos.

DEFINICION 2.19. Sea X un conjunto de curvas cerradas disjuntas en una 2-
variedad F. St A € X es una curva que es frontera de un disco D C F' tal que
DNX = 0D = )\, entonces llamamos a \ una curva de mds adentro, y a D
un disco de mds adentro. Sea X un conjunto de arcos disjuntos propiamente
encajados en una superficie F'. Si o € X es un arco separante; el cual corta a un
disco D C F de tal manera que DN X =« y 0D = aU S donde  C OF, entonces «
es llamado un arco de mds afuera y D un disco de mds afuera. Ver figura 2.4.

Dadas dos variedades, podemos generar una tercera variedad a partir de éstas.

DEFINICION 2.20. Dadas dos n-variedades conexas My y M. Sean B; C M; dos
n-bolas y M = M; — B;. Sea f : 0By — 0By un homeomorfismo, el espacio adjuncion
My Uy My es llamado suma conexa de M, y M, y lo denotamos por Mi#M,.

Para cualquier n-variedad M, tenemos que M#S5™ es homeomorfo a M.
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F1GURA 2.4. Una 2-variedad F' con frontera, con una coleccién de cur-
vas cerradas disjuntas y una coleccién de arcos propiamente encajados.

FIGURA 2.5. Suma conexa de dos toros.

4. Superficies

Una superficie es una 2-variedad conexa y compacta. Las superficies estan
clasificadas, es decir, existe una lista completa y sin repeticiones de ellas.

La esfera S2, el toro T? y el plano proyectivo son fundamentales para la construc-
cién de cualquier superficie.

FIGURA 2.6. Ejemplos de superficies: La esfera (S?) y el toro (T?).
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TEOREMA 2.21 (Clasificacién de superficies). Toda superficie cerrada es homeo-
morfa a una de las siguientes:

i) La esfera S?,
ii) una suma conexa de una o mds copias de T? o
iii) una suma conera de una o mds copias de P2.

DEFINICION 2.22. A las superficies que cumplen i) o ii) las llamaremos superfi-
ctes orientables, de otra manera diremos que son superficies no orientables.

Ejemplos: La botella de Klein es homeomorfa a P24 P?. El espacio T?# P? es
homeomorfo a P24 P?# P2,

DEFINICION 2.23. Sea S una superficie cerrada orientable. El género de S, de-
notado por g(S), se define como:

0 si S=5?

9(5) = { n si S esla suma conera de n toros

El género de una superficie S no orientable se define de manera andloga como
g(S) =n, si S es la suma conexa de n planos proyectivos.

Si S tiene frontera, definimos el género de S como el género de la superficie S,
donde S" es la superficie S con la frontera tapada con discos.

Las superficies resultan ser objetos de mucha utilidad en el estudio de las 3-
variedades, especialmente aquellas superficies encajadas de manera simple, en el sen-
tido de que no es posible reducirlas. Formalmente se definen como superficies incom-
presibles.

DEFINICION 2.24. Si una curva cerrada simple \ encajada en una superficie F
es tal que F' — X\ no tiene componentes que sean anillos o discos, decimos que \ es
un curva esenctal de F'. Un arco o propiamente encajado en una superficie ' es
esenctal si no existe un arco B en OF tal que aU B es una 1-variedad que es frontera
de un disco en F.

DEFINICION 2.25. Una superficie orientable F' propiamente encajada en una 3-

variedad M es compresible, si se satisface alguna de las siguientes:

i) F' es una 2-esfera y es frontera de una 3-bola en M ;
ii) F' es un disco en OM;
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iii) F' es un disco propiamente encajado en M vy existe una 3-bola en M cuya
frontera estd contenida en F'\UOM ;

iv) F no es una 2-esfera ni un disco, y eziste un disco A C M tal que ANF =
O0A donde OA es una curva esencial en F. El disco A es llamado disco de
compresion.

Una superficie que no es compresible en M es llamada incompresible.

Si cualquier 2-esfera en M es compresible, entonces decimos que M es irreducible.

Si una superficie es compresible se puede “simplificar’a través de un proceso
llamado compresién:

Sea F' C M una superficie compresible, existe un disco de compresién A tal que
FNA = 0A. Tomamos una vecindad V' de 0A en F'. Asi, la superficie F/ = F—V tiene
dos componentes en la frontera, las cuales tapamos con dos copias del discoA , para
obtener una nueva superficie F.Sila superficie F también es compresible podemos
repetir el proceso de compresion hasta obtener una esfera, la cual es compresible o
bien podriamos obtener una superficie F' incompresible la cual podria no ser conexa.

5. Categoria diferenciable

En esta seccion nos enfocaremos en variedades diferenciables, ademas las conside-
raremos como variedades sin frontera a menos que se indique lo contrario. Discutire-
mos la relacién entre funciones de Morse y propiedades topoldgicas de una variedad.
Para méas detalles se puede consultar [5].

Dada una n-variedad compacta M y un punto p € M, por definicién existe una
vecindad N C M de p homeomorfa a una bola abierta de R"; esto es, que existe un
homeomorfismo ¢ : N — B, donde B C R" es una bola abierta.

DEFINICION 2.26. Una carta es una vecindad abierta N C M y un homeomor-
fismo ¢y : N — R™, la denotaremos por (N,¢ n).

Sean (B,¢ ), (C,¢¢) dos cartas en M. Decimos que son compatibles si ¢co ¢y
es homeomorfismo diferenciable como funcion entre abiertos de R™ a R™.

Un atlas de una variedad M es una coleccion de cartas tales que cada punto en
M estd en alguna carta y cualesquiera dos cartas son compatibles.
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Una variedad dotada con un atlas se llama variedad diferenciable.

El siguiente teorema lo enunciamos sin demostrarlo.

TEOREMA 2.27. Toda 2-variedad o 3-variedad compacta es homeomorfa a una
variedad diferenciable.

A partir de aqui, todas las variedades a las que nos referiremos seran diferenciables.

LEMA 2.28. Sea M una variedad compacta, f: M — R continua. Sean (B,pg) y
(C.pc) cartas, definimos f : ¢p(B) — R como f = fo¢z' y f: ¢c(C) — R como
f=1fo gbal. Seap € BNC. Si f tiene m derivadas en ¢p(p), entonces f tendrd m
derivadas en ¢c(p). Si f es diferenciable entonces f serd diferenciable.

DEMOSTRACION. Por definicién f = f o ¢3!, como ¢p es uno-a-uno y continua,
tenemos que f = f o ¢p por lo que

~ ~

f=Ffods = (foop)ods' = foldpods)

Pero (¢ Bogbal) es diferenciable. Por lo tanto, si f es diferenciable, f también loes. [

DEFINICION 2.29. Sea M una variedad diferenciable. Una funcion f: M — R es
diferenciable si f es diferenciable para cada carta en el atlas de M.

Recordemos que dada una funcién diferenciable f:D CR"— Ry un punto
p € R" con f(p) = z el gradiente de f en p es el vector

Vof = (L), L@ 2Lw).
DEFINICION 2.30. Dada una funcion f: M — R yp € M diremos que V,f =0
si Ve f = 0 en alguna carta, y diremos que V,f # 0 en caso contrario.

LEMA 2.31. Sean (B,¢ ), (C,¢¢) cartas, p € BNC. Sea f: M — R diferenciable
y sean f, f las funciones sobre R™ provenientes de las cartas B y C, respectivamente,
con v = ¢p(p) y &' = ¢c(p). Entonces V,f =0 si y solo si V,f = 0.

DEMOSTRACION. Sean f y f como en el lema 2.28, podemos reescribir f = fog,
donde g = ¢p o ¢! es una funcién continua de R™ a R™. Por regla de la cadena,

tenemos que Vf =V f - A, donde A es la matriz de derivadas parciales de g. Como g
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es difeomorfismo tenemos que la matriz A es invertible, ademas su kernel es trivial,
lo que implica que Vf = 0 si y sélosi Vf = 0. O

DEFINICION 2.32. Sea f una funcion continua entre dos variedades diferenciables
M, M', decimos que f es diferenciable en un punto x € M si f = ¢pi o f o ¢y
es diferenciable en ¢pp(x), como una funcion de R™ a R™. Si f es diferenciable para
cada x € M, diremos que f es diferenciable.

DEFINICION 2.33. Sean M, M’ dos n-variedades diferenciables. Un difeomor-
fismo [ : M — M’ es un homeomorfismo diferenciable, con inversa diferenciable.
Decimos también que las variedades M y M’ son difeomorfas.

Dos variedades diferenciables son equivalentes si existe un difeomorfismo entre
ellas. Denotaremos esto como M = M’.

6. Funciones de Morse

En la seccién anterior vimos que dada una n-variedad diferenciable M y una
funcién diferenciable f : M — R podemos hablar de la nocién de derivadas de f. De
manera similar al caso de una funciéon con dominio en R™, definiremos puntos criticos

de M.

Consideraremos M una n-variedad compacta diferenciable y sea f : M — R una
funcién diferenciable, con derivadas de todos los érdenes. Solemos referirnos a esta
propiedad como f € C°°, o decimos que f es clase C'™°.

DEFINICION 2.34. Diremos que un punto p € M es un punto critico de [ si se
cumple lo siguiente:

Es decir, si se cumple que V,f es el vector cero.
Al nimero f(p) lo llamamos valor critico de [ y a la subvariedad f~'(p) le

llamamos nivel critico de f. Si f~'(a) no contiene ningin punto critico de f le
llamamos nivel regular y decimos que a es un valor regular de f.

Para cualquier punto critico p de una funcién f consideremos la siguiente matriz:
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92 92
(a—mf)2 () e axlaj;n ()
_ . 32 .
Hf(p) - :2 (B:C,g:vj (p) ,
0 0
aznafwl (p) e (axfp (p)

DEFINICION 2.35. Llamamos a la matriz Hy(p) el Hessiano de la funcion f.
Si, ademds, se cumple que det(Hf(p)) # 0 diremos que p es un punto critico no
degenerado.

El Hessiano de f es una matriz simétrica, ya que f € C.

DEFINICION 2.36. Sea f : M — R una funcién sobre una variedad M y seap € M,
decimos que el Hessiano de f es singular en p si en alguna carta que contenga a p
el determinante del Hessiano es cero.

LEMA 2.37. Si V,f =0 en p y el Hessiano es singular en alguna carta, entonces
serd singular en cualquier otra carta.

DEMOSTRACION. Supongamos que V,f = 0 en la carta (B,¢ ). Sea (C,¢¢) una
carta del atlas, distinta a (B,¢ ) y tal que p € C'y sea f como en el lema 2.31.

Tenemos que Hz(p) = J'- Hy(p)-J, la prueba de este hecho la podemos encontrar
en [5], donde J es la matriz Jacobiana de cambio de coordenadas. Asi que Hf(p) = 0,
pues J es una matriz invertible. 0]

DEFINICION 2.38. Decimos que una funcién f : M — R diferenciable es una
funcion de Morse si todo punto critico de f es un punto critico no degenerado
y todos sus puntos criticos tienen distintos niveles; es decir, que para cada par de

puntos criticos p,p’ de f tales que p # p' se tiene que f(p) # f(p).

El siguiente teorema es el principal ingrediente de la teoria de Morse.

TEOREMA 2.39 (Teorema de Morse). Sea p un punto critico no degenerado de
f M — R. Entonces existe una vecindad N C M de p y una funcion continua
¢ : N — R"™ compatible con el atlas, que manda p al origen, tal que si f = foo !,
entonces

fla) = flanzz, an) = —(@1) = (22) = = (@) + (2100)* + -+ (22)° + ().

La demostracién de este teorema puede ser consultada en [5].
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DEFINICION 2.40. Bajo las hipdtesis del teorema 2.39. Llamamos al nimero k el
indice del punto critico no degenerado p. El indice de p es un nimero mayor o igual
a cero y menor o igual a n.

Dada una funciéon de Morse f sobre una n-variedad M y un valor t € R, denota-
remos al conjunto {p € M : f(p) <t} como M.

Algunas propiedades que nos interesan de las funciones de Morse las enunciamos
en la siguiente proposicion sin demostracion.

PROPOSICION 2.41.

1) Sea f: M — R una funcién de Morse en una n-variedad compacta M. Si
a € R es un valor regular de f, entonces f~'(a) es una subvariedad cerrada
de M de dimension n — 1.

2) Una funcién de Morse contiene un nimero finito de puntos criticos y cada
nivel critico contiene exactamente un punto critico.

3) Sean a,b € R walores requlares de f tales que a < b. Si no existen valores
criticos en |a,b] entonces M, es isotopico a M.

4) Sean a,b € R wvalores regulares de f : M — R funcion de Morse tales que
a < b, y sea N la subvariedad f~'(a). Si no hay wvalores criticos en [a,b]
entonces f~1([a,b]) es homeomorfo a N x [a,b].

5) Sea M wuna superficie tal que existe una funcion de Morse f : M — R con
exzactamente dos puntos criticos. Entonces M es difeomorfa a la esfera S?.

La teoria de Morse relaciona las propiedades analiticas de las funciones de Mor-
se con las propiedades topoldgicas de las variedades. Para este fin, es necesaria la
siguiente definicion.

DEFINICION 2.42. En una n-variedad M, una k-asa, donde 0 < k < n, es una
n-bola parametrizada como B* x B"F.

Sea N una n-variedad con frontera. Sean H una k-asa y ¢ : B¥ x B"% — 9N
una funcién continua uno-a-uno. Podemos obtener una nueva n-variedad N’ tomando
el espacio de adjunciéon N Uy H. Decimos que N’ es el resultado de agregar una k-asa
a N.Si k=0, entonces N’ es simplemente la unién ajena de N y la bola cerrada H.

LEMA 2.43. Sean a,b € R wvalores tales que a < b. St existe un solo valor critico
en [a,b] y este nivel contiene un punto critico de indice k. Entonces M, es isotdpico
al resultado de agregar una k-asa a M,.
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FicUuraA 2.7. Localmente los puntos criiticos de indice 0,1 y 2, de iz-
quierda a derecha respectivamente.

No probaremos este lema, pero en la siguiente seccién veremos el resultado parti-
cular para superficies, lo que nos dara una idea mas clara en el aspecto general.

Cuando tenemos una funcién de Morse sobre una 1-variedad cerrada como lo es
S1, tendremos solamente puntos criticos de fndice cero y uno, los cuales corresponden
a minimos y maximos. Los puntos criticos forman un conjunto discreto, asi entre cada
par de valores criticos adyacentes vemos solamente arcos de la variedad. Un punto
critico de indice cero estd modelado como 22, entonces al llegar al nivel correspondien-
te un nuevo punto aparece y se descompone en dos puntos conforme nos movemos
del nivel critico hacia arriba. Un punto critico de indice uno estd modelado como
—22%, entonces al llegar al nivel correspondiente dos puntos se encuentran cuando nos
movemos hacia arriba.

7. Funciones de Morse sobre superficies orientables

En el caso de dimension dos, hay tres posibilidades para el indice de un punto
critico, a saber 0,1 o 2. De acuerdo al teorema de Morse 2.39 estas tres posibilidades
estan definidas por los polinomios x? + y?, 2% — y? y —2% — 12

Para visualizar estos puntos consideramos una superficie orientable M encajada
en R3 tal que la funcién altura estdndar restringida a M sea una funcién de Morse.
Tenemos tres tipos de puntos criticos a los que llamamos: minimo, silla y maximo, si
su indice es 0, 1 6 2 respectivamente. Ver figura 2.7.

Supongamos que M es una superficie y f : M — R una funciéon de Morse. Re-
cordemos que M, es la superficie dada por los puntos p € S tales que su imagen es
menor o igual a ¢t. Denotamos L; al conjunto L, = {p € S : f(p) = t} y lo llamamos
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curva de nivel. De esta manera, la subsuperficie M, es todo lo que esta debajo de ¢
y la curva L; es la frontera de M,.

La funcién f toma valor maximo A y valor minimo a, por lo que M; = () para
t<ay My=M parat > A.

Conforme ¢ crece de a a A la superficie M; cambia de () a M. La teoria de Morse
estudia este cambio de forma de M,.

Hecho: Por la proposicién 2.41-(3), si f no tiene valores criticos en [b, ¢], entonces
M, y M, son difeomorfos.

Asi M, permanece sin cambios cuando t atraviesa valores regulares de f, por lo
que M; cambia solamente cuando ¢ atraviesa valores criticos de f. Asumiremos que
cada punto critico de f tiene un valor critico distinto. Entonces si pg es punto critico
de f con f(py) = co existe € > 0 suficientemente pequenio tal que el tinico punto
critico de f en Mig—ecoreq ={p € M 1o — € <t < ¢y + €} es po.

Ahora veremos la relacién entre M, v M, +. cuando t cruza el valor critico cg:

Cuando el indice del punto critico es cero.

Escribimos f localmente alrededor de py en la forma estandar f = 2% + 3% + ¢.

Si ¢g es el valor minimo de f, entonces M, . = (), asi tendremos que M.,y = {p €
M: f(p) <co+e} ={(z,y): 2% +y* < e} el cual es difeomorfo al 2-disco. Podemos
describir el cambio como sigue: M; es vacio cuando ¢ es menor al valor minimo cy,

tan pronto como t cruza cq, M; se vuelve difeomorfo al 2-disco.

Si ¢g no es el valor minimo entonces M, _. # (), en este caso cuando ¢ pasa el valor
co aparece un disco y M, . es difeomorfo a la unién disjunta de M,,_. y el disco.

My e = M, .U B2

Esto corresponde a pegar una 0-asa.
Cuando el indice del punto critico es uno.

Cerca de py, f tiene la forma estdndar f = —2? + y* + ¢. Podemos observar a la
grafica alrededor de pg, la curva ortogonal correspondiente a x = 0 sube desde py y
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F1GURA 2.8. Pasar por un punto critico de indice uno.

la curva correspondiente a y = 0 baja desde pg, esto equivale a decir que la direccién
hacia abajo desde py es 1-dimensional.

Tomando M,,_. cerca de py anadimos una pequena banda a la curva que baja
desde py. Esto se asemeja a un puente conectando las aristas en L.,_.. Esta banda
es difeomorfa a un rectdngulo B! x B! parametrizado, y su interseccion con M, .

corresponde a B! x B!. Este rectdngulo es una 1-asa unida a M, _..

Comparando esta variedad con M, ., podemos ver que
Meyie ® M., U (B! x BY).

Esto es, que el cambio de M; cuando ¢t pasa un punto critico de indice uno se
puede describir como la unién de la variedad con una 1l-asa a M.,_.. Ver figura 2.8.

Cuando el indice del punto critico es dos.

La funcién f alrededor de py tiene la forma estdndar f = —x? — y? + ¢y. Tenemos
que

My o= {peM:f(p) <co— e} = {(n,y) e <a®+52}.

Entonces M,, . se ve desde arriba como el exterior de un disco de radio /€. Asf que
para obtener M, . hay que tapar M,,_. con un disco a lo largo de su frontera. Esto
es como tapar con un tazén invertido, es decir, una 2-asa.

Al agregar una 2-asa a M,,_. eliminamos una componente conexa de L., _.; de
esta manera 0M,, ;. tiene una componente conexa menos que M, .
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Por lo tanto hemos demostrado el siguiente teorema:

TEOREMA 2.44. St una superficie orientable cerrada M admite una funcion de
Morse f : M — R, entonces M puede ser descrita como la union de un nimero finito
de 0-asas,1-asas y 2-asas.

8. Teorema de Jordan y Teorema de Alexander

En esta seccién demostraremos el teorema de la curva de Jordan y el teorema de
Alexander, usando teoria de Morse.

TEOREMA 2.45 (Teorema de la curva de Jordan). Toda 1-esfera A encajada en
R? es frontera de un disco.

DEMOSTRACION. Sea h : R? — R la funcién altura, h(x,y) = y y A una l-esfera
encajada en R%. Podemos suponer que h|\ es una funcién de Morse.

Sean ¢; < ¢y < ... < ¢, los valores criticos de h|\ y sean t;, 0 < i < n, valores
regulares de h|\ tales que el intervalo [t;,t;,1] contiene un sélo valor critico de h|\.

Afirmacién: Las pre-imdgenes h1(¢;), 1 < i < n—1, son rectas horizontales que
intersectan a A en un nimero par de puntos.

Sabemos que |h™(ty)| = 0, ya que sélo tenemos dos tipos de puntos criticos, a
saber: maximos o minimos. El primer punto critico debe ser un minimo, asf |h=1(#1)| =
2y como [t;, t;41] contiene un sélo punto critico de h|\, cuya naturaleza sélo tiene dos
posibilidades: tenemos que |h™!(¢;11)] = |1 (t;)|+2 si ¢; es un minimo y |~ (t;41)] =
|1 (t;)| — 2 si ¢; es un méximo.

Podemos ver a h™*([t;, t;4+1]) como un conjunto finito de un nimero par de seg-
mentos de linea disjuntos que van de R x {t;} a R x {t;11} unién disjunta con un
arco que va de R x {t;} a R x {t;} (si ¢;4+1 corresponde a un méximo) o que va de
R x {tiy1} a R x {t;41} (si ¢;41 corresponde a un minimo).

Ahora tomamos en R? subconjuntos de la siguiente manera:
Para cada t;, 1 < i < mn — 1, tenemos que h™'(t;) " X = {A\1, A2, ..., Aoz} donde

A\ = (z;,t;) € R?. Podemos asumir que z; < z;41 para toda 1 < j < 2k. Luego, para
cada j impar, dibujamos una linea en R x {¢;} que va de z; a ;4.
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El resultado es un niimero finito de regiones R; las cuales son isotopicas a uno de
los cinco modelos en la figura 2.9.

NVIN

F1GURrA 2.9. Los cinco modelos de las regiones posibles al descomponer
la curva A.

La frontera de cada una de estas regiones estd compuesta de un ntimero finito
(1,2 6 3) de arcos contenidos en A, unién con un nimero finito de segmentos de recta
horizontales (1,2 6 3). Cada regién es un disco en R2.

Queremos demostrar que la unién de estas regiones es un disco cuya frontera es
A. Procedemos inductivamente:

Unimos de manera que volvemos a obtener la curva A. Tomamos dos regiones R;
y R; adyacentes, esto es, que sus niveles son adyacentes y que comparten segmentos
de linea horizontal. Asi que al unir dos de estas regiones estamos pegando dos discos
por un solo arco, obteniendo una regién conexa homeomorfa a un disco.

Si hacemos este procedimiento desde la regién correspondiente a [to, 1] hasta la
regién correspondiente a [t,,_1,t,], dado que sus niveles criticos corresponden a un
minimo y un maximo, respectivamente, la region resultante es un disco cuya frontera

es . O

TEOREMA 2.46 (Teorema de Shonflies). Si A es una 1-esfera en R?, entonces
existe un homeomorfismo 1 : R? — R? tal que 1(\) es el circulo unitario.

Ahora demostraremos el teorema andlogo al anterior, pero en una dimensién mas
alta. Es importante que notemos que en este caso es necesaria la hipotesis de que el
encaje sea diferenciable. Existen ejemplos de esferas topolégicas en R? para las cuales
el resultado no es cierto; un ejemplo es la esfera cornuda de Alexander, ver [4] o [6].

Para la demostracion del siguiente teorema requerimos conocer el siguiente resul-
tado que se deriva de un hecho mas general:
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LEMA 2.47. Dada una 3-variedad M y una bola B> C OM. Sea N la variedad
obtenida de M al anadir una bola B? via identificacién de la bola B> C 0B? con la
bola B*> C OM. Entonces M y N son difeomorfas.

TEOREMA 2.48 (Teorema de Alexander). Toda 2-esfera diferenciable encajada en
R3 es frontera de una 3-bola.

DEMOSTRACION. Sea S C R? una superficie cerrada orientable, podemos asu-
mir que h : S — R, la funcién altura estandar dada por la coordenada en z es

funcion de Morse. Tomamos a; < ay < ... < a, valores regulares de h, tales
que (—o00,a1), (a1, as),...,(a,,00) contienen un sélo valor critico de h. Para cada
i€{1,2,...,n}, h *(a;) contiene algiin ntimero n; de curvas disjuntas, cada una de

estas curvas es frontera de un disco en el plano P; definido por z = a;. Sea C una
curva de méds adentro de h~!(a;) en P;. Entonces existe un disco D C P el cual tiene
como frontera a C'y no intersecta a ninguna otra curva de h~'(a;). Podemos usar
D para hacer cirugia a S, esto es, para algin € > 0 removemos el anillo abierto A,
contenido en S, el cual consiste de los puntos cercanos a C' entre los planos z = a; +¢
y z = a; — €, para después tapar el par de curvas en la frontera de S — A, sobre los
planos z = a; + £ y 2 = a; — €, resultantes de remover A. El resultado de esta cirugia
es una nueva superficie encajada, la cual puede tener una componente més que S, en
el caso de que C separa a S.

Este proceso puede ser iterado tomando en cada etapa una curva de mas adentro
de las restantes en h~!(q;) y eligiendo € suficientemente pequetio para que al tapar la
superficie con los discos, éstos solamente intersecten en sus fronteras a la subsuperficie
del paso anterior. Asi, S se convierte en la unién disjunta de superficies cerradas S,
las cuales estan compuestas de tapas horizontales, junto con una subsuperficie S j’ cS,
la cual, a lo mas contiene un punto critico de h.

Cada subsuperficie S} es isotépica a uno de los siete modelos de la figura 2.10.

Los puntos criticos de h sélo pueden ser de indice 0,1 6 2. Por la manera en que
hemos cortado a S sélo podemos verlos como uno de los modelos anteriores. Cada
uno de éstos es conexo y contiene a lo mas tres tapas horizontales, dependiendo del
indice del punto critico que contiene la subsuperficie (en caso de tenerlo). Si S; no
contiene puntos criticos es claro que es homeomorfo a un cilindro tapado. Si contiene
un punto critico de indice 0 6 2, entonces es homeomorfo a pegar dos discos por su
frontera. Si contiene un punto critico de indice 1, esto es, tiene un punto silla, entonces
estd compuesto de tres tapas horizontales, dos inferiores y una superior (o viceversa),
las cuales, vistas desde arriba parecen dos circulos, posiblemente anidados, unidos
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FIGuRrRA 2.10. Los siete modelos de descomposicién (cuatro en la fi-
gura, los tres ultimos los consideramos otro modelo diferente cuando
los invertimos) de una superficie [Tomado de Allen Hatcher/ Notes on
basic 3-Manifold Topology.]

por una l-asa. Por consiguiente, cada una de estas subsuperficies acotan una esfera
3
en R°.

Ahora, si asumimos que S es una esfera, como las curvas simples cerradas en una
esfera la separan en dos componentes, cada cirugia separa a la esfera en dos esferas.
Invirtiendo la secuencia en las cirugias, comenzamos con una coleccién de esferas .S;,
las cuales son fronteras de bolas. La afirmacién inductiva es que cada etapa del proceso
invertido de cirugia nos da como resultado una coleccion de esferas que son fronteras
de bolas. Para el paso inductivo, tenemos dos bolas Si, S5 cuyas fronteras 957,09,
son resultado de una cirugia. Si dejamos ¢, de la cirugia, tender a 0, isotopamos S;
y S de tal manera que 0S7 N ASs coincida con el disco horizontal D de la cirugia.
Existen dos casos (salvo cambios en la notacion):

i) S1 NSy = D, con esfera de pre-cirugia denotada 9(S; + S2).
ii) Sy C 51, con esfera de pre-cirugia denotada 9(S; — S5).

Como S5 es una bola, el lema 2.47 implica que S; y S £.55 son difeomorfos. Como
S1 es una bola, también S7 4+ S5 lo es, lo que completa el paso inductivo. O
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FIGURA 2.11. De lado izquierdo, caso i) y al lado derecho caso 7).

9. Nudos

A partir de esta seccion las variedades consideradas seran variedades diferenciables
o PL.

A continuacién daremos conceptos relacionados con la teoria de nudos. Los nudos
podemos considerarlos tanto en R?® como en S® dependiendo de lo que nos parezca
mas conveniente. En esta seccién pensarlos en cualquiera de los espacios anteriores es
equivalente, asi que nos referiremos a ellos en el espacio R? y en caso de ser necesario,
diremos cudndo se encuentran en S3.

DEFINICION 2.49. Un nudo en R? es la imagen de un encaje PL de S' en R3.
Denotaremos a un nudo como K.

SRSy

F1GUrA 2.12. De lado izquierdo, el nudo 4; y al lado derecho el mismo
nudo suavizado.

Si movemos o estiramos un nudo dado sin romperlo, seguimos observando al mismo
nudo que en un principio; asi que pensamos en los nudos como clases de equivalencia.
Dos nudos estan en una misma clase si podemos deformar uno de ellos, sin romperlo,
hasta llegar al otro.
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Formalizamos esta nocién con la siguiente definicion:

DEFINICION 2.50. Supongamos que un tridngulo cerrado en R® intersecta a un
nudo K en exactamente uno de sus lados. Entonces podemos reemplazar a K desli-
zando una parte de €l, a través del triangulo, para obtener un nuevo nudo K'. Tal
movimiento y su inverso es llamado A-mowvida. Ver figura 2.13.

DEFINICION 2.51. Dos nudos K, K' son equivalentes (o isotépicos), si existe
una sucesion finita de nudos K = Ky,..., K, = K’ tales que cada par K;, K; 1
esta relacionado por una A-movida.

FiGura 2.13. A-movida y su inversa.

En la préactica solemos utilizar un dibujo que representa a un nudo. A continuacién
daremos las definiciones formales.

DEFINICION 2.52. Sea K un nudo en R® y sea m : R® — R? la proyeccién en el
plano zy. La imagen w(K) se llama proyeccion de K. Decimos que 7(K) es regular
si para todo © € (K) se tiene que m'(x) contiene sdlo uno o dos puntos de K y si
v € K corresponde a un vértice, entonces |t~ (v)| = 1. Los puntos x € m(K) tales
que |77 (z)| = 2 se llaman puntos dobles.

Toda proyeccion que no cumple con las caracteristicas de una reqular, es irregu-
lar.

Dada una proyeccién regular de un nudo K podemos anadir informacién a los
puntos dobles de K, considerando que a cada uno le corresponde un punto del nudo
con distintas alturas.

DEFINICION 2.53. Sea w(K) proyeccion reqular de un nudo K.
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FiGURA 2.14. Una proyeccién regular y una proyeccion irregular de
un nudo K.

Sea z € w(K) un punto doble de esta proyeccidn, tenemos que 7~ (x) = {x1, 22} C
K. Podemos suponer que d(z1, R?) < d(xo, R?). Sea a; un arco de K que es vecindad
de x;.

Cambiamos m(cy) en w(K) por un arco roto en x. Al hacer esto para cada punto
doble obtenemos un diagrama del nudo K.

Llamamos a cada punto doble de la proyeccion un cruce del diagrama y decimos

que el diagrama tiene numero de cruces n, si hayn de estos puntos en la proyeccion
y lo denotamos como ¢(D).

AN

y
N/

/

F1curA 2.15. La proyeccion local de un punto doble y sus dos posibles diagramas.

En la figura 2.16 estan los diagramas de algunos nudos, los cuales tienen nimero
de cruce 0,3 y 4 respectivamente.

DEFINICION 2.54. Sea K un nudo en R3. Una e-perturbacion de K es un nudo
K, obtenido al mover cada vértice de K una distancia menor que e, y reconectandolos
con aristas rectas de la misma manera que K.
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b (&

Ficura 2.16. Ejemplos de diagramas del nudo trivial, nudo trébol y
nudo ocho.

Observaciones:

i) Si elegimos e suficientemente pequeno entonces cualquier e-perturbacién de
K sera equivalente a K.
ii) Si K tiene una proyeccion irregular, entonces existen e-perturbaciones de K,
equivalentes a K, cuyas proyecciones son regulares.
iii) Si K tiene una proyeccién regular, cualquier e-perturbacién de K, suficiente-
mente pequena, tendré una proyeccién regular.

Estos hechos implican el siguiente resultado:

COROLARIO 2.55. Todo nudo tiene un diagrama. Dado un diagrama D, podemos
reconstruir un nudo equivalente al nudo correspondiente a D.

Un nudo puede tener mas de un diagrama. En primer lugar, esto nos sugiere un
invariante para nudos, y por otra parte, nos interesa saber cuando dos diagramas son
equivalentes, para después encontrar una relacion entre diagramas equivalentes y los
nudos representantes correspondientes.

Definido el nimero de cruces de un diagrama como el niimero de puntos dobles,
podemos efectuar la siguiente definicion:

DEFINICION 2.56. El nidmero de cruces de un nudo K, denotado por ¢(K), es
el minimo numero de cruces sobre todos los diagramas posibles para K.

Ezxiste un inico nudo cuyo nimero de cruces es cero. Si K es tal que ¢(K) = 0,
lo llamamos nudo trivial.

Por otro lado, existen ciertas movidas de diagramas que nos permitiran definir
equivalencia de diagramas:

DEFINICION 2.57 (Movidas de Reidemeister). Una Movida de Reidemeister
en un diagrama D, es un reemplazo local por una porcion distinta de D, como en
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la figura 2.17. Diremos que dos diagramas, D y D', son equivalentes, si existe
una sucesion finita de diagramas D = Dgy,Dq,...,D, = D' tales que para cada
0<i<n—1 secumple que D; difiere de D;, 1 por una movida de Reidemeister.

RO

!

R1

!

R3

!

@@@@@
KOO

FiguraA 2.17. Movidas de Reidemeister.

El siguiente teorema relaciona equivalencia de nudos con equivalencia de diagra-
mas. Lo prob6 Reidemeister en el ano 1926.

TEOREMA 2.58 (Reidemeister). Dos nudos K, K' con diagramas D, D’ respecti-
vamente, son equivalentes si y solo si sus diagramas son equivalentes.

DEMOSTRACION. Supongamos que K es equivalente a K’, entonces existe una
sucesion K = Ky, Ky, ..., K,, = K’ donde cada par K;, K;, 1, con 0 <i <n—1, estdn
relacionados por unaA -movida. Supongamos que para todo 0 < i < n la proyeccién
de K; es regular y denotamos D; a su diagrama correspondiente. Entonces cada D;,
(1 <i < n) esobtenido de D;_; reemplazando una arista recta por los otros dos lados
de un tridngulo (o viceversa). La proyeccién de este tridngulo podria contener més
partes del diagrama del nudo, si esto sucede, subdividimos el triangulo en triangulos
mas pequenos, de tal manera que cada uno contenga a lo mas un sélo cruce o un
solo segmento de arco, como en la figura 2.18. Esto es equivalente a decir que una
A-movida es la composicion de A-movidas.

Por lo tanto, las posibilidades son (ver figura 2.19):
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FiGura 2.18. Una subdivision de un tridngulo de una A.

Si el tridngulo no contiene otras partes del diagrama, corresponde a R0,

Si el triangulo contiene un segmento de arco, con uno de sus extremos en un
vértice del triangulo, corresponde a R1,

Si el triangulo contiene un segmento de arco, donde ninguno de sus extremos
esta en los vértices del tridngulo, corresponde a R2,

Si el triangulo contiene un cruce, corresponde a R3.

FiGUurA 2.19. Las posibilidades correspondientes a R0, R1, R2 y R3.

De acuerdo con lo anterior, si D;, D;,; estan relacionados por movidas de Reide-
meister, entonces D, D’ son equivalentes.

Ahora, para convencernos de que si los diagramas de K y K’ son equivalentes
los nudos correspondientes también lo son, basta convencernos de que cada Ri en
los diagramas, induce unaA -movida en los nudos. Basta observar detenidamente las
movidas de Reidemeister (de manera poligonal) y encontrar un triangulo con uno de
sus lados sobre un segmento del triangulo tal que al cambiar uno de sus lados por los
otros dos nos dé como resultado la movida de Reidemeister que buscamos. 0

DEFINICION 2.59. Decimos que un nudo K estd orientado si tiene una direccion,
es decir, una flecha de circulacion.
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Ficura 2.20. El nudo 95 orientado.

DEFINICION 2.60. Dados dos nudos orientados K, y Ko, formamos su suma
conexa, denotada por Ki#K,, de la siguiente manera: removemos un pequeno arco
abierto de cada nudo y unimos los extremos a manera de obtener una sola componente,
asequrandonos de que al unirlos el resultado tenga una orientacion consistente.

NI

FiGUuRrA 2.21. Suma conexa del nudo trébol con el nudo ocho.

Si los nudos no estan orientados debemos elegir entre dos maneras de unirlos,
las cuales no siempre nos resultan el mismo nudo.

Observemos que existe una esfera Yen S® tal queX N K;#K, consiste en exac-
tamente dos puntos, y ademds, ¥ separa a K; de Ks, es decir, S® — ¥ es la unién
disjunta de dos 3-bolas By y By, donde B; contiene un subconjunto de K;, i =1, 2.

PROPOSICION 2.61. Sea K un nudo en R3. Entonces K es el nudo trivial si y solo
si es frontera de un disco diferenciable o PL en R3.

DEMOSTRACION. Si K es el nudo trivial, entonces tiene un diagrama sobre algin
plano P con nimero de cruces cero, por el teorema de Schonflies D es frontera de un
disco estandar en P. Por lo tanto, K es frontera de un disco.
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Si K es frontera de un disco, entonces existe una secuencia de A-movidas, usando
tridngulos contenidos en el disco, que deforman al nudo en un tridangulo, asi K tiene
un representante cuyo diagrama es un triangulo, por lo tanto K es el nudo trivial. [

A continuacién veremos que en la teoria de nudos aparecen superficies de manera
“natural”.

Sean K un nudo y F una superficie en R? con una componente en la frontera tal
que OF = K. Decimos que K es frontera de la superficie F'.

Una manera de construir una superficie para un nudo K, es tomar un diagrama
D de K y colorear de blanco y negro las regiones de D, como en un tablero de ajedrez
(de manera que la regién no acotada sea de color blanco). Entonces las regiones de
color negro, unidas por una banda medio doblada en cada cruce, forma una superficie
cuya frontera es K.

FIGURA 2.22. Una superficie no orientable (izquierda) y una superficie
orientable (derecha) para el nudo trébol.

Diferentes diagramas de K pueden darnos como resultado distintas superficies
acotadas por K, ver figura 2.22.

DEFINICION 2.62. Una superficie de Seifert para un nudo K C S® es una
superficie orientable y conexa encajada en S® cuya frontera es K.

En 1934 H. Seifert dio un algoritmo explicito para encontrar tal superficie dado
un nudo arbitrario.

TEOREMA 2.63 (El algoritmo de Seifert). Todo nudo tiene una superficie de Sei-
fert.

DEMOSTRACION. Sea K un nudo. Elegimos un diagrama D de K sobre el plano
xy, al cual le asignamos una orientacién. Para cada cruce de D hacemos un reemplazo
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local, de manera que el cruce desaparezca para convertirse ahora en dos segmentos de
arcos que no se intersectan y que, ademas, sean compatibles con la orientaciéon. Ver

K KR

FicuraA 2.23. Reemplazo local en los cruces del diagrama de un nudo
para obtener sus circulos de Seifert.

F1GURrRA 2.24. Banda torcida.

Este proceso nos da como resultado una coleccion C de discos ajenos en el plano, a
los que llamamos circulos de Seifert del diagrama D. Los circulos de Seifert de un
diagrama pueden estar anidados. Podemos asignarles un indice a cada uno, es decir,
si A € C, el indice de A, denotado como h(A), es el nimero de circulos de Seifert que
contienen a A. Usamos este indice como una funcién altura.

Ahora construiremos la superficie. Para cada circulo de Seifert A, tomamos un
disco A sobre el plano z = h()), tal que la proyecciéon de OA sea A. Esta coleccion
de discos esta en el espacio Ri, y cada disco esta colocado de tal manera que cuando
los vemos desde arriba, es posible ver cada una de sus fronteras. Los discos heredan
la orientacién del diagrama. Coloreamos ambos lados de cada uno de los discos: uno
blanco si la orientacion de su frontera es dextrégira y negro si es levégira. Para
completar la superficie debemos anadir una pequena banda rectangular torcida, figura
2.24, por cada cruce uniendo los circulos de Seifert. Si una banda conecta dos discos
que se encuentran en la misma altura, entonces estos deben tener distinto color en su
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Ficura 2.25. Ejemplo de la descomposicion en circulos de Seifert del
nudo trébol(arriba) y del nudo ocho (abajo).

cara superior (tienen distinta orientacién), entonces el color se extiende de manera
natural a través de la banda que los conecta, debido a que esta girada. Cualquier otra
banda conectara a discos cuyas alturas difieran en 1. Estos discos tendran el mismo
color en su superficie superior, el giro hace que los colores de la banda coincidan con
los colores en las superficies superiores de los discos que estamos conectando. Asi el
resultado es una superficie orientable . [l

El teorema 2.63 tiene como consecuencia la definicién de un util invariante de
nudos:

DEFINICION 2.64. El género de un nudo K, denotado por g(K), es el género
minimo sobre cualquier superficie de Seifert para K.

Ejemplo: Por la proposicién 2.61, un nudo tiene género cero si y sélo si es el nudo
trivial.

Dado un nudo K C S3, denotaremos por 7(K) a una vecindad regular del nudo.
Observemos que (K es un toro sélido. Dado un nudo K C S® podemos obtener una
variedad compacta.

DEFINICION 2.65. Sea K C S3, definimos el exterior de K al que denotamos
E(K), como S* — int(n(K)).

El exterior de un nudo es una 3-variedad compacta, cuya frontera es On(K).
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DEFINICION 2.66. Sea K un nudo en S* con vecindad n(K). Un meridiano m
de K es una curva simple no separante en On(K) que es frontera de un disco en
n(K). Una longitud | de K es una curva simple cerrada en On(K) que intersecta a
un meridiano en exactamente un punto. Dada una superficie de Seifert F' para K,
consideramos F' = FNE(K). A la curva OF" contenida en On(K) es una longitud a
la que llamamos longitud preferente. Ver figura 2.26.

FicurA 2.26. Una longitud y meridiano del nudo trivial y del nudo ocho.

DEFINICION 2.67. Una superficie S C E(K) es meridional si 0S consiste de
meridianos de K. Decimos que es plana si es homeomorfa a una esfera con agujeros.
Una superficie S meridional plana es trivial si es un anillo paralelo a On(K).






Capitulo 3

Posicion de puentes y posicion delgada

Consideraremos S* = R*U{oo}, especificaremos cuando estamos considerando los
nudos en S% o en R3. Nos referiremos a la funcién altura estandar como h : R® — R,
donde h(z,y,z) = z. Si ademds tenemos que para una n-variedad M, (n = 1,2), se
cumple que h|M es una funcién de Morse, diremos que M esta en posicion general
con respecto a h. Para t € R, denotaremos al plano A~ (t) como P; y lo llamaremos
plano de nivel. Si nos referimos a un nudo K en S* denotaremos a h™!(t) U{co} como
Sy y le llamaremos esfera de nivel.

El primer invariante de nudos sugerido por el diagrama del nudo es el ntmero
de cruces del nudo; éste es el invariante mas natural para diferenciar nudos via sus
proyecciones. Dado un nudo K, es facil encontrar una cota superior para su nimero
de cruces, tomando un diagrama arbitrario de K, sin embargo, no hay una manera
natural para encontrar el diagrama que minimiza su numero de cruces. Por lo que
este invariante no es el mejor. Ademas de que el comportamiento de este invariante
bajo la suma conexa no esta bien entendido.

1. Numero de puentes y posicion de puentes.

Existe otro invariante llamado nidmero de puentes del nudo. Para definirlo em-
pezamos tomando un diagrama del nudo y un punto en él. Recorremos el diagrama
hasta regresar al punto de inicio, al pasar por cada cruce anotamos un simbolo +
si cruzamos por encima y un signo — si hemos cruzado por debajo. Obtenemos una
sucesion de un ntimero par de signos, la cual tiene tantos signos positivos como ne-
gativos pues al recorrer el nudo pasamos exactamente dos veces por cada cruce. Ver
figura 3.1.

DEFINICION 3.1. Sea K un nudo y D un diagrama asociado a K. El nimero de
puentes del diagrama D, denotado por b(D), es la mitad del nimero de cambios
de signos en la sucesion resultante al recorrer el diagrama. Si el primer signo difiere
del ultimo, éste también cuenta como un cambio. El numero de puentes del nudo
K, denotado por b(K), se define como:

43
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b(K) = min {b(D): D es un diagrama de K }

Diagrama de K.

N

4t -

FiGUrA 3.1. Diagrama correspondiente a la sucesion +, +, —, +, —, —.
Por lo que b(D) = 2.

De manera equivalente, podemos definir el niimero de puentes de un nudo, usando
la funcién h, a partir de las siguientes proposiciones.

PROPOSICION 3.2. Supongamos que K C R3 tiene un diagrama con nimero de
puentes n. Entonces podemos deformar a K, de tal manera que la funcion altura
estindar h : R® — R restringida a K es una funcion de Morse con n mdximos y n
minimos.

DEMOSTRACION. Sea D el diagrama de K con nimero de puentes n sobre el plano
P, donde P es el plano xy. Cada subsucesion de signos + consecutivos corresponde a
un arco de D. Levantamos el interior de este arco encima de P de tal manera que este
levantamiento sea un arco en R? con un sélo maximo. Entre estos arcos solamente hay
arcos con signos — que yacen en P. Observemos que tenemos n arcos arriba de Py n
arcos sobre P. Movemos los interiores de los arcos que yacen en P, debajo de P, de tal
manera que sean arcos en R? con un sélo minimo. Asi, tenemos un representante K’ de
K, tal que h|K' encima de P tiene n méximos y debajo de P tiene n minimos. Como
encima y debajo de P hay un numero finito de puntos criticos, podemos colocarlos
en distintos niveles. Entonces h|K’ es una funcién de Morse. O

PROPOSICION 3.3. Supongamos que tenemos un nudo K C R3. Si la funcion
altura estandar h : R? — R restringida a K es una funcion de Morse con n mdzimos
y n minimos, entonces b(K) < n.

DEMOSTRACION. Isotopamos a K de tal manera que todos los mdximos estén en
el nivel ¢ y todos los minimos estén en el nivel —¢, para algin ¢ > 0. Esto siempre
es posible, pues al tomar un arco de K el cual contiene un sélo maximo, podemos
estirarlo hacia arriba sin intersectar al resto del nudo ni introducir nuevos puntos
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criticos. Analogamente para los minimos. Asi, P, divide a K de tal manera que todos
los maximos estan encima y todos los minimos estan debajo de este plano. Observemos
que |PyN K| =2n y hay n arcos encima de Py, los cuales contienen un solo maximo
cada uno y hay n arcos debajo de Fy los cuales contienen un solo minimo cada uno.

Para e pequeno, el plano P,_. corta a K en n pequenos arcos encima de éste,
correspondientes a cada maximo y el plano P._; corta a K en n arcos debajo de
éste, correspondientes a cada minimo. Como no hay niveles criticos en [¢ — t,t — ¢],
isotopamos los arcos debajo de Fy, sin mover sus extremos, a arcos ajenos sobre F.

Los arcos encima de F, los isotopamos, sin mover sus extremos, a arcos en el plano
P..

FicUuraA 3.2. Un diagrama del nudo K cuya proyeccién correspondien-
te es transversal al plano divisor Fj.

La proyeccion de la isotopia resultante al plano Fp, vista desde arriba, nos da
como resultado un diagrama con nimero de puentes n.

Por lo tanto b(K) < n. O

En las demostraciones de las proposiciones anteriores, los planos Py Fj tienen la
propiedad de cortar al nudo de manera que lo separan en maximos y minimos, por lo
que reciben un nombre especial.

DEFINICION 3.4. Sea K un nudo en posicion general respecto a h. Si t es un
valor regular para h|K tal que todos los valores criticos mayores a t corresponden a
mdzximos de h|K y todos los valores menores a t corresponden a minimos de h|K,
diremos que P, = h™(t) es un plano divisor para K. Si K posee un plano divisor,
diremos que K estd en una posicion de puentes.

DEFINICION 3.5. Sea K C R?® en una posicion de puentes. El nimero de puentes
del representante, denotado por b(K,h) es igual al nimero de mdzimos de h|K. El
numero de puentes de K, denotado por b(K), lo definimos por
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)
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FicuraA 3.3. Un nudo K en posicién de puentes y un plano divisor P
para K.

b(K) = min{b(K',h) : K'es isotépico a K}

Si K es un nudo tal que b(K) = b(K,h), decimos que K estd en posicion de
puentes.

En [10], Schubert probé que este invariante es esencialmente aditivo, esto es:

(K 1#K5) = b(Ky) + b(K;y) — 1.

52 6.3

7.5 8 14

Ficura 3.4. Ejemplos de mnudos de dos puentes [fuente:
www.indiana.edu/~ knotinfo/].
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Ejemplos:

= El nimero de puentes del nudo trivial es 1.
= En la figura 3.4 tenemos algunos ejemplos de nudos de dos puentes.

2. Posicion delgada y ancho de un nudo.

Hasta ahora, hemos estudiado h|K en una posicién, a la que llamamos posicién
de puentes, donde todos los maximos aparecen arriba de todos los minimos respecto
a algin plano. Si isotopamos K moviendo Unicamente sus maximos, pasando uno por
encima de otro, sin generar nuevos puntos criticos de h|K, no cambiamos el niimero
de puentes entre K y el representante resultante. Pero si queremos pasar un minimo
por encima de un maximo o viceversa, las cosas cambian. Podriamos preguntarnos
si los arcos de K, los cuales contienen a los puntos criticos que queremos mover,
estan relacionadas de alguna manera, es decir, si sus extremos coinciden, ya sea en un
punto, en dos puntos, o simplemente no coinciden. Lo que nos lleva a estudiar otro
invariante.

Consideremos un nudo K en R? en posicién general respecto a h, cuyos puntos
criticos estan en distintos niveles. Sean ¢y < ¢; < ... < ¢, los valores criticos de h|K.
Si para cada 1 < i < n tenemos que t; son valores regulares tales que ¢; 1 < t; < ¢;,
entonces P, corta transversalmente a K en un nimero par de puntos wg(t;), esto es,
wi (t:) = [P, N K.

Cs

— Co

F1GURA 3.5. Nudo 1la4s en posicién delgada, b(11lays) = 4, w(1lays) = 28.
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DEFINICION 3.6. Sea K un nudo, definimos el ancho de este representante,
denotado por w(K,h) = > wk(t;). El ancho del nudo K, denotado por w(K), es
i=1

el minimo w(K', h) sobre todos los nudos K’ isotopicos a K. Diremos que K estd en
posicion delgada si w(K, h) = w(K).

Observemos como cambia el ancho de K:

Al tomar un punto critico de h|K el nivel critico correspondiente tiene una vecin-
dad que no contiene otros niveles criticos, asi que podemos isotopar K de tal manera
que la altura de este punto critico suba o baje en esta vecindad sin mover los otros
puntos criticos.

Si uno de los niveles criticos adyacentes corresponde a un punto critico de la
misma naturaleza, es decir, si tenemos dos niveles criticos adyacentes correspondientes
a maximos (minimos) locales, es posible isotopar K intercambiando sus alturas y
dejando el resto de los puntos criticos sin cambio. Sea ¢ tal isotopia y K’ = ¢(K).
Observemos que conservan el mismo ntmero de puntos criticos, ademas los mismos
niveles criticos, luego los sumandos de w(K’, h) son exactamente los mismos sumandos
de w(K, h). Por lo tanto w(K, h) = w(K', h).

A-I

A

F1GUuRrA 3.6. Pasar un maximo por debajo de un minimo 6 viceversa.

Por otro lado, si es posible intercambiar dos puntos criticos cuya naturaleza es
distinta, es decir, intercambiar la altura de un maximo por la de un minimo adya-
centes, en este caso conservamos el mismo nimero de sumandos, donde todos, salvo
uno, permanecen iguales. Por lo que w(K, h) # w(K', h). Por ejemplo, si pasamos un
minimo sobre un méximo adyacentes al nivel ¢;, tendremos que wg (t;) = wg(t;) para
toda i # j y wi(t;) —4 = wi(t;), donde j es tal que ¢; es el nivel regular entre los
niveles de los puntos criticos que estamos intercambiando. Mas atn, al hacer esta iso-
topia pudimos haber eliminado los puntos criticos intercambiados, en este caso wg(t)
tendria menos sumandos que wg(t).
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Ficura 3.7. Cuando los extremos del maximo y el minimo coinciden
en un punto.

Ficura 3.8. El nudo trivial en posicién delgada.

En la figura 3.8 observemos que la posicién delgada del nudo trivial coincide con
su posiciéon de puentes y el ancho de este nudo es dos.

DEFINICION 3.7. Sea K un nudo en R? en posicién general respecto a h, y sean
o < ¢ < ... < ¢, los valores criticos de h|K. Sea t; un wvalor reqular tal que
ci1 < t; < ¢, donde ¢,y y ¢; corresponden a un mdzrimo y un minimo de h|K,
respectivamente. Diremos que t; es un nivel delgado y que P;, es un plano del-
gado para K. Por otro lado, si ¢;_1 y ¢; corresponden a un minimo y a un mdrimo
de h|K, respectivamente, diremos que t; es un nivel grueso y que P;, es un plano
grueso para K. Ver la figura 3.9.

Obsevaciones: Un nudo K estd en una posiciéon de puentes si y sélo si no tiene
niveles delgados. Si K estd en una posicion de puentes un plano divisor corresponde
a un nivel grueso.

DEFINICION 3.8. Sea K C R?® un nudo, P C R3 un plano de nivel respecto
a h. Sean B, y B, las regiones encima y debajo de P respectivamente. Un disco
superior con respecto a P, es un disco D C R3 — n(K) tranversal a P tal que
0D = aUp, donde 3 es un arco encajado en On(K), paralelo a un subarco de K, a es
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64 Na,,
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FiGurA 3.9. A laizquiera el nudo 6; con un plano grueso y a la derecha
el nudo 11,57 con un plano delgado.

un arco propiamente encajado en S = P —n(K) , da = 0B y una pequena vecindad
producto de o yace en B, ver figura 3.10-B. Un disco inferior se define de manera
andloga. Notemos que el interior de un disco superior o inferior puede intersectar P
en curvas simples cerradas o en arcos. Una curva de mas adentro en D N P corta
a un disco, el cual yace completamente encima o debajo de P. Tal disco es llamado
tapa superior o tapa inferior, respectivamente. Si un disco superior(inferior)
tiene la propiedad de que B yace totalmente encima(debajo) de P, diremos que es un
disco estrictamente superior(disco estrictamente inferior), ver figura 3.10-
A. Notemos que los discos estrictos tienen la propiedad de que int(D)N P no contiene
arcos.

F1Gura 3.10. Dos discos superiores estrictos A) y un disco superior B).

DEFINICION 3.9. Sean K C R3 un nudo, P,, C R® un plano de nivel respecto a h
y By, By las regiones encima y debajo de Py, respectivamente. Supongamos que cada
componente de K N B, tiene exactamente un mdximo. Sea A una coleccion de discos
estrictamente superiores, tales que para cada nivel t mayor a ty, el plano P, intersecta
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a cada disco superior en a lo mds un arco. La coleccion A es llamada una familia de
discos descendentes para K N B,,.

De manera andloga, si para cada componente de K N B; hay un solo minimo,
podemos definir una familia de discos ascendentes para K N B;.

Siempre que tengamos un plano con la propiedad de que cada arco del nudo enci-
ma(debajo) de éste tiene un solo maximo(minimo), podremos encontrar una familia
de discos descendentes(ascendentes) ajenos.

LEMA 3.10. Supongamos que S es una esfera de nivel para K C S® y cada com-
ponente de K N B, tiene un solo mdximo. Supongamos que A es una coleccion de
discos superiores disjuntos contenidos completamente en B,,. Entonces A es isotopico
relativo a los arcos ANS a una coleccion completa de discos descendentes. Mads ain,
esta isotopia no introduce nuevos puntos criticos de h|K.

DEMOSTRACION. Supongamos que K, Ky, ..., K, son las componentes de K en
B,. Sea A ={D;}!, una coleccién de discos superiores ajenos contenidos completa-
mente en B, tales que D; es el disco superior correspondiente a la componente K;.
Para cada i tenemos que 0D; = «o; U B;, con oy C S'y fB; C On(K). Después de un
posible cambio en las alturas de los maximos de K podemos suponer que existe una
coleccionA ' = { D!} | de discos descendentes ajenos correspondientes a Ki, ..., K,
tales que 0D = o/ U (., donde o, = «; v 5} = B;. Al intercambiar las alturas de los
maximos de K también isotopamos los discos de la coleccion A, pero ahora podemos
suponer que int(A)Nint(A’) solo puede ser vacio o tener un nimero finito de curvas.
Reduciremos el nimero de componentes de int(A) N int(A’):

(i) Siint(A) Nint(A’) = 0.
Tomamos 1 < i < n, como los interiores de los discos D; , D} son ajenos e
int(A) Nint(A") = 0, tenemos que D; |J D} es una esfera que es frontera de
a;UB;
una bola en E(K), por lo tanto es posible isotopar D; a D) usando esta bola.
(ii) Siint(A) Nint(A") # 0.

Entonces existen D; C Ay Di C A’ par de discos cuyos interiores no
son ajenos. Observemos que ademés estos podrian corresponder a distintas
componentes de K.

Sea 7 € int(D;) Nint(D}) una curva de mds adentro para D’, entonces
existe un disco £’ C D;- tal que OE" = =, asi que el interior de este disco es

ajeno a D;, ademds 7 es frontera de un subdisco £ C D;. Asi, E|JE’ es una
v
esfera que es frontera de una bola en E(K). Usamos esta bola para isotopar
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D; pasando F a través de £’ para eliminar v de la coleccién de curvas en la
interseccién int(D;) N int(D%). Repitiendo este proceso de manera iterativa
isotopamos A a una coleccion de discos superiores estrictos, cuyos interiores
no se intersectan con los interiores de los discos enA ’, lo que nos regresa al
caso (1).

Por lo tanto podemos llevar A a una colecciéon completa de discos descendentes
con un numero finito de isotopias, de tal manera que los arcos o; C P permanecen
fijos y sin introducir puntos criticos durante las isotopias. U

Al proceso de reducir el nimero de curvas cerradas en que se intersectan dos
superficies, empezando con la curva de mas adentro le llamamos: argumento de la
curva de mas adentro.

El siguiente lema nos da una forma mas practica para calcular el ancho de un
nudo a partir de sus niveles delgados y gruesos.

LEMA 3.11. Sea K C R? en posicion general respecto a la funcién altura estdndar
h:R? = R cuyos puntos criticos son co < c1 < ... < ¢, con valores requlares t; tales
que c;_1 < t; < ¢;. BElegimos los valores t;,,t;,,...,t;, los cuales son niveles gruesos
de K y tj,tj,,...,t;,_, son niweles delgados, entonces tenemos que t; < t; <t
para cada 1 <1 <k —1. Si denotamos a; a w(t;,) y by a w(t;,) tenemos que

141

k k—1
WK, h) = Y af — Y b
=1 =1

DEMOSTRACION. Sabemos que w esté definido por los valores que toma en cada
n
tiy que w(h, K) =Y w(t;); mas atin w(t;) = w(t,) = 2, y la diferencia entre el ancho
i=1
de dos valores regulares adyacentes siempre es 2. Por lo que siempre podemos contar
w(h, K) de la siguente manera:

Cada circulo en la figura 3.11 representa un 2, el i-ésimo renglén del dibujo repre-
senta al i-ésimo nivel y tiene % circulos donde w(t;) = |P; N K|. Observemos que la

diferencia entre dos renglones adyacentes es un circulo.

Un nivel grueso ¢;, esta representado por el renglén 4; con a;/2 circulos tales que los
niveles superior e inferior adyacentes contienen exactamente (a;/2) —1 circulos. Como
para cada uno de estos renglones existen arriba y debajo al menos a; — 1 renglones
podemos formar un cuadrado cuya diagonal sea el renglon 7;. Como en el dibujo, este
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FicuraA 3.11. Representacion de las intersecciones en cada nivel.

cuadrado contiene @;%/4 circulos. Haciendo esto para cada renglén que representa un
nivel grueso, habremos encerrado todos los circulos. Observemos que la interseccion
de cada par de cuadrados es un nuevo cuadrado cuya diagonal estd en un renglén
correspondiente a un nivel delgado j; que contiene b;/2 circulos y define un cuadrado
el cual encierra (b;?/4) circulos. Por lo que

koo, k=L, (& k=l
U.)(K,h):?zai—22222(26”2—219[)

=1 =1 =1 =1
Lo que demuestra el lema. O

En el siguiente lema demostraremos que los planos o esferas delgadas no pueden
contener discos superiores(inferiores) estrictos.

LEMA 3.12. Si K C S? estd en posicién delgada respecto a h y S es una esfera
delgada, entonces no hay discos superiores o inferiores estrictos para la superficie
plana meridional P = S — int(n(K)).
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DEMOSTRACION. Supongamos que D es un disco superior estricto para P, en-
tonces 0D = a U 8 donde o es un arco propiamente encajado en Py 3 es paralelo
a un arco v de K. Entonces, podemos isotopar v al arco a usando el disco D. El
punto critico inmediato superior a S es un minimo. Si 7 contiene un solo méaximo
entonces habremos empujado un maximo debajo un minimo sin introducir nuevos
puntos criticos para h|K. Si~y contiene dos o mas puntos criticos habremos eliminado
al menos dos de estos puntos criticos. En cualquiera de los casos reducimos el ancho
de K, lo que contradice la hipotesis de que K esta en posicion delgada.

Si ocurre que D es un disco inferior estricto, el resultado es analogo.

Por lo tanto no hay discos superiores ni inferiores estrictos para P. O

3. Adelgazando el nudo trivial.

A continuacién, demostraremos que dado el nudo trivial en una posiciéon de puen-
tes, es posible llevarlo hasta una posicién mas delgada, sin aumentar el ancho durante
cada isotopia.

PROPOSICION 3.13. Supongamos que K C R? es el nudo trivial y que estd en una
posicion de puentes respecto a h. Entonces existe un plano divisor P para K tal que
un maximo y un minimo pueden ser simultdaneamente isotopados para yacer sobre P.
Durante esta isotopia el ancho permanece sin cambios.

DEMOSTRACION. Como K es el nudo trivial es frontera de un disco D. Isotopamos
D de manera que esté en posicion general respecto a h. Podemos hacer que cerca de
cada maximo de K, el disco D incide en K desde abajo y cerca de cada minimo el
disco D incide en K desde arriba, ver figura 3.12. Para cualquier plano de nivel P
justo abajo (arriba) de un maximo (minimo) una de las componentes de D — P es un
disco superior(inferior) contenido completamente arriba (abajo) de P.

Sean t, > t; valores criticos de h|K tales que ¢; corresponde al punto critico del
minimo mas alto y ¢, al maximo més bajo.

Afirmacién: Existe un valor t € (t;,t,) para el cual P, admite un disco superior
estricto D, y un disco inferior estricto D; con interiores ajenos.

Sea t € (t;,t,) un valor genérico, esto es que P; es tranversal a D. En particular,
P, no contiene puntos criticos de h|D. Consideramos a« € D N P, un arco de més
afuera respecto a D. Entonces «, junto con un arco vy de 9D, es frontera de un disco



3. ADELGAZANDO EL NUDO TRIVIAL. 55

FicuraA 3.12. Una isotopia del disco superior de tal manera que el
nuevo disco incide en K por debajo.

E C D, estoes OF = a U~ y v estd completamente arriba o completamente debajo
de P;. Asi que intE N P, no contiene arcos y E es disco superior o inferior estricto.

Asi que tenemos dos posibilidades:

» Existe un valor genérico ¢ para el cual dos arcos de méas afuera de P, N D
respecto a D, cortan a un disco superior y a un disco inferior con interiores
ajenos. En este caso, la afirmacién es cierta.

= Sit <t,ytestd suficientemente cerca de t,, entonces es claro que P, N D
tiene un arco de mas afuera en D que determina un disco superior estricto. Sea
to = inf{t € (t;,t,)|D N P; tiene un arco de més afuera en D que determina
un disco superior estricto}. Es claro que tg es un punto critico de D, pues
de lo contrario podriamos encontrar un ¢ mas pequeno con esta propiedad, a
menos que ty = t;, pero si esto pasa estaremos en el caso anterior. Entonces
existe un valor critico ¢y € (#;,t,) de h|D cuyo punto critico correspondiente
esta en el interior de D, ya que no puede estar en la frontera de D. Asi que
podemos tomar ¢ suficientemente pequeno tal que P, ;. tiene un arco de mas
afuera respecto a D que determina un disco superior estricto, y P,,_. tiene
un arco de mas afuera respecto a D que determina un disco inferior estricto,
ya que no puede determinar un disco superior estricto. El plano P, es el que
estamos buscando, para ver que cumple lo requerido modificaremos el disco
D. Tomamos dos copias de D (en lados opuestos), que denotaremos D, y
D_, resultantes de engordar D de tal manera que las fronteras de D, sean la
frontera de D, y en el plano P, los arcos de mas afuera de Dy N P, disten ¢
del arco de mas afuera de D N P, .., respectivamente.
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Entonces P, es transversal a Dy y las proyecciones de los arcos ay en P,
cortan a un disco superior estricto y a un disco inferior estricto respecto a D4
respectivamente.

Con lo que la afirmacién queda demostrada.

Ahora, llamamos P al plano P;, B, y B, a las regiones encima y debajo de P res-
pectivamente y veremos que P es el plano divisor que estamos buscando. Si int(D,,)
e int(D;) son ajenos de P, por el lema 3.10 podemos isotopar a D, a un disco des-
cendente Dy y a D; a un disco ascendente Dy, para después isotopar Dy y Dy a un
par de arcos ajenos sobre P. Durante esta isotopia no cambiamos el ancho de K.

Veamos el caso en que int(D,,) e int(D;) intersectan a P. Sea v una curva cerrada
en (D, U D;) N P que sea de més adentro para D, o para D;, entonces 7 es frontera
de un disco C, el cual es una tapa superior o una tapa inferior. Supongamos que C
es una tapa superior.

Sea D una coleccién completa de discos descendentes para K N B,, los cuales
podrian intersectar a C' en una coleccion finita de curvas cerradas y arcos. Por un
argumento de curva de mas adentro podemos eliminar las curvas en la interseccién.
Tomamos un arco en C' N D, con D C D, tal que sea un arco de mas afuera en C.
Podemos cortar al disco D usando el disco de mas afuera en C' (a este proceso le
llamamos: un argumento del arco de mas afuera). El resultado es otra coleccion
de discos con menos intersecciones en C'.

Asi obtenemos una coleccion completa de discos superiores A totalmente conte-
nidos en B, y ajenos a C'. Durante este proceso el ancho permanece sin cambio.

La coleccién A satisface las hipétesis del lema 3.10, por lo que podemos isotoparle
a una coleccién A’ de discos descendentes relativo a los arcos deA NP, tal que durante
esta isotopia no cambiamos el ancho yA "N C solo contiene curvas cerradas. Por un
argumento de curva de més adentro podemos isotopar C' a un disco ajeno a A’. Por

lo tanto, tenemos una coleccion completa de discos descendentes para K N B, ajenos
aC.

Observemos que dada una tapa inferior, simétricamente podemos encontrar para
K N By una coleccién de discos ascendentes ajenos a esta tapa.

Ahora tenemos los siguientes casos:

i) Existen C, tapa superior y C) tapa inferior ajenas.
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Entonces existe una coleccién de discos descendentes para K N B, ajenos a
C, v una coleccion de discos ascendentes para K N B; ajenos a (). Los curvas
0C, vy 9C; son frontera de dos discos ajenos F, y E; en P. Elegimos una
componente K; de K N B, que incida en E, y una componente K, de K N B,
que incida en Fj. Existe un disco descendente para K; ajeno a C,, asimismo,
para K5 existe un disco ascendente ajeno a (. Entonces podemos isotopar K
y K5 a arcos ajenos sobre P. Durante esta isotopia el ancho no cambia.

ii) Existe una tapa superior/inferior y un disco inferior/superior con interior
ajeno a P.

Como en el caso (i) tomamos una componente K; de K N B, que incida
en F, y un disco descendente ajeno a (. Luego tomamos el disco ascendente
isotopico a D; y después isotopamos los arcos correspondientes a K sobre el
plano P.

iii) Supongamos que D,, y D, tienen interiores que intersectan a P, pero solo hay
tapas inferiores o solo hay tapas superiores.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que tinicamente tenemos tapas
inferiores y tomamos C; una tapa inferior correspondiente a D,. Sea A una
coleccion de discos descendentes para K N B,.

Si |[AND,| =0, entonces este caso es andlogo al caso (i7).

Si |[AND,| # 0. Seay € AN D, una curva cerrada de mas adentro
para D,. Si v es frontera de un disco que contiene a C) entonces podemos
reducir el nimero de intersecciones enA N D, o bien, podemos isotopar para
obtener una tapa superior, para asi tener el caso 7). Si v no es frontera de un
disco que contiene a (), entonces isotopamos intD, lejos de P (esto para no
alterar la frontera de Cj) y asi eliminar la interseccién. Si 7 es un arco, por un
argumento del arco de mas afuera podemos reducirA N D,; de esta manera,
siempre podemos asumir queA N D, = 0.

Nota: si K no incide en algin disco sobre P correspondiente a alguna de las
tapas que hemos considerado para la isotopia, podemos hacer una isotopia previa que
elimina estas tapas. Por esta razén podemos siempre pensar que al tener una tapa
inferior o superior, existe al menos una componente de K — P contenida en ésta.

En todos los casos es posible encontrar una isotopia que lleva la altura de algin

maximo y algin minimo a P, y durante estas isotopias no cambiamos el ancho. Por
ende, hemos probado el resultado. 0]

Observemos que en la demostracion anterior existen las siguientes posibilidades:
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a) Los extremos del méximo coinciden con los extremos del minimo, entonces K
ya estd en posicién delgada.

b) Los extremos del mdximo y el minimo tienen un punto en comun, entonces
estos puntos criticos se pueden anular. Ver figura 3.7.

c¢) Los extremos del maximo y del minimo no tienen puntos en comun y en este
caso podemos empujar el maximo por debajo del minimo, reduciendo el ancho.
Ver figura 3.6.

COROLARIO 3.14. Si el nudo trivial estd en una posicion de puentes; o bien ya
estd en posicion delgada; o bien lo podemos isotopar a una posicion con ancho menor,
sin aumentar el ancho durante las isotopias.

F1GUurA 3.13. Ejemplo de Zupan [13], del nudo trivial.

Scharlemann pregunta en [7] si al eliminar la condicién de que el nudo trivial
esté en posicion de puentes, es posible isotoparlo a una posicién delgada via una
isotopia que nunca incremente el ancho. Esta pregunta la responde Zupan, en [13],
dando un representante del nudo trivial, ver figura 3.13, tal que no es posible llevarlo
a su posicién delgada sin aumentar el ancho.
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4. Posicion delgada y superficies de Seifert.

A continuacion veremos cémo es la interseccién de una superficie de Seifert con
niveles delgados y gruesos.

TEOREMA 3.15. Supongamos K C S® estd en posicion delgada pero no en posicion
de puentes, entonces eziste al menos un nivel delgado. Si F' es una superficie de Seifert
para K, en posicion general respecto a h, y S, es una esfera delgada, entonces cada
arco de F'N S, es esencial en F.

DEMOSTRACION. Consideremos la variedad compacta S® — int(n(K)). Sea P la
superficie plana S, —int(n(K)). Como F es una superficie de Seifert del nudo, podemos
asumir que F'NIn(K) = OF, es decir, la frontera de F en S3 — int(n(K)), es una
longitud de On(K). Las componentes de la frontera de P corresponden a meridianos
de On(K), entonces OF intersecta a cada componente de OP en exactamente un
punto. En particular, cada arco de F' N P es esencial en P y como P es una esfera
con un numero par de agujeros, los arcos de F' N P tienen sus extremos en distintas
componentes de JP.

Supongamos que un arco o en F' NS, es no esencial en F'y que « es un arco de
mas afuera para F'. Entonces « corta un subdisco F de F' que no contiene otro arco de
F'NS,., aunque podria contener curvas. Ademas OF = aUf, donde « esta propiamente
encajado en Py 3 es un subarco de 0F = K. Por lo tanto E es un disco superior o
inferior para la esfera delgada S,.. Lo que contradice el lema 3.12.

Por lo tanto cada arco de F' N S, es esencial en F. [

TEOREMA 3.16. Supongamos que K C S® estd en posicion delgada y F es una
superficie de Seifert para K en posicion general respecto a h. Supongamos también,
que S, es una esfera gruesa para K. Sean ¢ < r < c; wvalores criticos de h|K los
cuales son adyacentes ar, en particular, c, es la altura de un mdzrimo y c_ es la altura
de un minimo. Entonces K es el nudo trivial o existe un valor r', con c_ < r' < cy
tal que cada arco de F'N S, es esencial en F.

DEMOSTRACION. Tomamos ¢ suficientemente pequerio, tal que h|F no tiene valo-
res criticos entre ¢y —e y ¢y Sea P, la esfera de nivel ¢, —e. Si todas las componentes
de F'N Sy son esenciales en I’ entonces hemos terminado. En caso contrario, existe un
arco o € F'N Sy que es no esencial y podemos suponer que es un arco de més afuera
con respecto a F. Entonces a corta un subdisco E de F', tal que OF = aU 3, donde
[ es un arco paralelo a un subarco de K. Esto implica que S esta completamente
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encima o debajo de Sy. Supongamos primero que [ yace debajo de Sy, entonces F
es un disco inferior.

Sea v C K — S, la componente del nudo que contiene al méximo correspondiente
al nivel c,.

= Si los extremos de [ coinciden con los extremos de «. Entonces, el disco E
describe una isotopia de [ sobre un arco en S, . Después de esta isotopia, K
tendra un solo maximo y un solo minimo; asi, K es el nudo trivial.

= Si solo un extremo de [ coincide con un extremo de 7. Entonces, el disco F
puede usarse para isotopar 3 hasta pasar el nivel ¢, cancelando el maximo
en v y uno o mas puntos criticos en 3, lo cual reduce el ancho. Esto es una
contradiccién, ya que K esta en posicion delgada.

= Si los extremos de [ y 7 son ajenos, el disco E puede ser usado para isotopar
[ sobre el maximo correspondiente a ¢y, ya que no hay puntos criticos de h|F
entre el nivel de S y c;. En este caso, movimos un minimo por encima de un
maximo, reduciendo el ancho de K. Posiblemente también se cancelan otros
puntos criticos de 5. Lo cual contradice la hipotesis de que K esta en posicion
delgada.

Por lo tanto 8 debe estar encima de S, , entonces F es un disco superior.

De manera similar, sea S_ una esfera de nivel justo encima del minimo correspon-
diente a c_. Si los arcos en S_ N F' son esenciales en F', hemos terminado. Si existe
un arco en S_ N F' que no sea esencial, entonces, éste corta un subdisco £ de F' que
es inferior respecto a S_.

Supongamos que para toda esfera de nivel entre S, y S_ existe un arco de inter-
seccion con F' que es no esencial. Entonces, hay un subdisco de F' el cual es superior
o inferior. Por lo tanto, como en la demostracion de la afirmacion de la proposicion
3.13, existe una esfera de nivel S que corta simultaneamente un disco superior F, y
un disco inferior Ej por los arcos a,,, oy C F'N P. Si los extremos de «, y «; coinciden,
entonces K es el nudo trivial. En otro caso, podemos usar F,, E; para isotopar los
arcos de K sobre arcos en S disminuyendo el ancho de K, lo cual contradice que K
esta en posicion delgada.

Asi que si K no es el nudo trivial, entonces existe un nivel 7/, c_ < ' < ¢, tal
que todo arco de F'N .S,/ es esencial en F. O



Capitulo 4

Posicion delgada y superficies planas esenciales

Thompson, en [11], demostré que una condicién necesaria para que una posicién
delgada de un nudo difiera de su posicién de puentes, es que el complemento del nudo
contenga una esfera agujerada esencial.

TEOREMA 4.1. Si el complemento de un nudo K C S® no contiene una superficie
plana meridional incompresible no trivial, entonces posicion delgada y posicion de
puentes de K coinciden.

DEMOSTRACION. Supongamos que K estd en posicién delgada.

Si no hay esferas delgadas para K hemos terminado, ya que también esta en
posicién de puentes y ademas el nimero de puentes de esta posicién es minima. Si no
lo fuera, habria otra posicién de puentes cuyo nimero de puentes seria estrictamente
menor, disminuyendo el ancho.

Supongamos que P es una esfera delgada para K. Sea S = P — int(n(K)) la
superficie plana meridional correspondiente. Si .S es incompresible habremos termina-
do. Supongamos que S es compresible. Entonces comprimimos tanto como sea posible
hasta obtener S, una coleccién de superficies planas meridionales e incompresibles.

Sea S’ una componente de méas adentro de S, esto es, que al pegarle a S’ un
numero par de discos meridianos se obtiene una esfera que es frontera de una bola
cuyo interior es ajeno a S. Entonces tenemos dos casos:

i) S’ es superficie plana meridional incompresible no trivial, o
ii) S’ es una anillo paralelo a n(K).

Si la superficie S’ satisface (i) entonces hemos terminado.

Si S” es un anillo paralelo a n(K), entonces existe un disco D tal que 0D = aUf3,
donde « es un arco esencial propiamente encajado en S” y 8 un arco encajado sobre
la frontera de n(K) e int(D) disjunto de S.
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Ahora invertimos las compresiones sobre S para reensamblar S. Es decir, unimos
las componentes de S mediante tubos, los cuales pueden correr unos a través de otros
y los cuales podrian intersectar a . Sin embargo, estos pueden ser elegidos de tal
manera que sean disjuntos de una vecindad de dD. Tenemos que D persiste como
un disco superior o inferior para S. Lo cual contradice el lema 3.12, y el caso (ii) no
puede ocurrir. [l

En otras palabras, hemos demostrado que si para un nudo K una posicién del-
gada es distinta de una posicién de puentes, entonces el exterior de K contiene una
superficie meridional incompresible no trivial.

En la demostracién del teorema se construye tal superficie a partir de una super-
ficie de nivel delgada, haciendo compresiones si es necesario.

Después del trabajo de Thompson, Wu demostrd, en [12], que una esfera de nivel
delgada con ancho minimo es una superficie meridional incompresible en el exterior
del nudo. Veamos este resultado a continuacion.

TEOREMA 4.2. Si un nudo K C S? estd en posicién delgada pero no en posicion
de puentes, entonces la superficie de nivel mas delgada S de K es una superficie
esencial en E(K).

Denotaremos Z; = R? x J, donde R? representa el plano zy y J es un intervalo
contenido en el eje 2. Sean Y. = {(z,y,2) € R* : x € R,y < 0,z > 0} la mitad
izquierda y sea Y, = {(z,9,2) € R® : 2 € R,y > 0,2 > 0} la mitad derecha del
subespacio R?..

DEMOSTRACION. Sea P un plano de nivel mds delgado y sea S la superficie plana
correspondiente, esto es S = P — int(n(K)). Asumimos sin pérdida de generalidad
que P = F,. Demostraremos que S es incompresible.

Supongamos que S es compresible. Sea D C F(K) un disco de compresion para
S, asi que SN D = 9dD. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que D estd en
el subespacio superior de P. La curva 0D es frontera de un disco D’ contenido en P
y DU D' es frontera de una 3-bola B en S®. Sean a« = KN By = KN (R} — B).
Si o o ( fueran vacios, significaria que 0D es frontera de un disco en S, lo cual es
imposible ya que D es disco de compresién para S.

Una isotopia ¢; de R3, es llamada h-isotopia si ¢y = id y ¢; es continua y conserva
nivel sobre K, esto es, ho ¢; = h sobre K. Notemos que ¢; no tiene porqué preservar
nivel si t # 0,1 y que ¢;(K) tiene el mismo ancho que K.
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FiGURA 4.1. La separacién de o y 3.

LEMA 4.3. Salvo h-isotopia podemos asumir que o CY_ y [ C Y.

DEMOSTRACION. Podemos trasladar a todo el nudo K al lado izquierdo del plano
xz con una isotopia que conserva el nivel. Asi que podemos asumir que B estd en
Y_. Sea ¢ suficientemente pequeno tal que el intervalo J = [0, £] no contiene valores
criticos de h|K. Podemos suponer que K N Z; es un conjunto de arcos verticales que
van de R? x {0} a R? x {¢}. Podemos también suponer que BN Z; = D' x J. Sea
f+ una isotopia con soporte en B que encoje a « dentro de D' x J, esto es f; es la
identidad y fi1(«) C D’ x J. Observemos que f; no conserva nivel. Hay una isotopia
g+ de f1(K), que conserva niveles, con soporte el exterior de D’ x J, la cual mueve a /3
a Y, . Por ultimo, consideramos f;_;, la isotopia contraria a f;. La unién de estas tres
isotopias es una h-isotopia para el nudo K, que separa a « de § por el plano zz. [

La separacion de a y B por el plano xz, figura 4.1, nos permite modificar «
mediante una isotopia vertical sin intersectar al resto de K.

Sea ¢; una isotopia de la mitad positiva del eje z. Entonces Id X ¢; es una isotopia
de Y_, que se puede extender a una isotopia f; de R? con soporte en una pequeia
vecindad de Y_ en R? y por lo tanto es la identidad en K — . La isotopia f; es
llamada una isotopia vertical sobre Y_ determinada por ¢;.

Denotemos m, al maximo valor de h(a). Sea n, el primer valor minimo local
de a contado de arriba a abajo, y n, = 0 si @ no tiene minimos locales. Definamos
asimismo mg como el valor maximo de h(8) y ng el valor minimo més alto de 3, y
ng = 0 si B no tiene minimos locales.
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F1GURA 4.2. Existe al menos un minimo para « o 5.

LEMA 4.4. no > mg 0 ng > my.

DEMOSTRACION. Como P es un plano de nivel més delgado, al menos uno de «
o [ contienen un minimo; asi que n, y ng no son ambos cero. Suponemos sin pérdida
de generalidad que n, < ng. Entonces por definicién, encima del nivel ng todos los
puntos criticos de h|K son maximos.

Notemos que si movemos un méaximo local de o debajo de un méximo local justo
debajo del nivel de ng, el ancho de K no cambia.

Supongamos que m, > ng, entonces podemos bajar un maximo local de a justo
debajo del nivel de ng, pero esto reduce el ancho de K lo que contradice la minimalidad
de w(K). O

Por este lema podemos suponer sin pérdida de generalidad que m, < ng, como
en la figura 4.2. En particular g debe tener al menos un minimo, pues se cumple que
mg > ng > Mgy > ne > 0, lo que implica que ng # 0.

Sea r € (0,ng) tal que |P.N S| es minimo sobre todos los |P, N 3| con z € [0,ng] y
sea [a, b] el intervalo maximal de [0, 00) tal que contiene a r y no tiene valores criticos
de h|B en su interior. Entonces b es el nivel de un minimo local en 3, y a es el nivel
de un maximo local en (3, o bien, es igual a cero.

Ahora veremos que podemos isotopar K de manera que reducimos el ancho, o
bien que podemos encontrar una esfera mas delgada que P.
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Sea f; una isotopia vertical con soporte en Z|, ) tal que empuja hacia abajo a «
a o = fi(a) de tal manera que yace debajo de b. Sea K’ la presentacién obtenida.
Como f; tiene soporte encima de a, los puntos criticos debajo de a y los anchos de
los planos correspondientes permanecen sin cambio. Asi que solamente necesitamos
calcular la suma de los anchos de los planos correspondientes a los puntos criticos de
K y K’ que estan encima de a.

Denotemos por Py, Ps, ..., P, los planos de nivel correspondientes a los puntos
criticos de o arriba del nivel a. Sean Pj, Py, ..., P, los planos de nivel correspondiente
a los puntos criticos de o/ arriba del nivel a. Finalmente, Ry, R,, ..., R; los planos de

nivel correspondientes a los puntos criticos de 3 arriba del nivel a. Observemos que f;
es una isotopia que solo encoje a a por lo que no elimina ni introduce nuevos puntos
criticos de h|K y deja fijo a K — «.

Como f no tiene puntos criticos en [a, b], tenemos que
|IRiNK|=|R,N(aUP)|=|RiNa|l+ |R;NG|>|R; NSl =|R NK'|

Por otro lado, como m, < ng, por la eleccién de r y el hecho de que |P;Nal =
| P/ N a'| tenemos que

[PNK|= B0 (aUp)|=I|Pnal+[Pnp| =[P nd|+]|PNfl=
[P/ n(a’up)| =[P NnK

Se sigue que w(K) > w(K'). La igualdad se cumple si y solo si se cumple la
igualdad en cada una de las desigualdades.

Como P es una esfera de nivel mas delgada para K, entonces el plano de nivel
justo debajo de b no puede ser ajeno de «. Si lo fuera esto implicaria que su ancho
seria [P NK| = |P.NE| < |PNP| < |PN(aUpB)| =|PNK]|lo que contradice que
P es una esfera de nivel mas delgada. Entonces « intersecta el plano de nivel R; que
yace justo arriba del nivel b. En este caso tenemos que |Ry N K| > |R; N K'| y de esta
manera w(K) > w(K'), lo que contradice la minimalidad de w(K).

Por lo tanto S es incompresible. 0

Como consecuencia del teorema 4.2 se puede demostrar que la posicion delgada de
la suma conexa de nudos con la propiedad de que sus exteriores no contengan alguna
superficie plana meridional esencial se presenta de manera natural.
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COROLARIO 4.5. Sean K., Ky nudos no triviales en S® tales que sus ewxteriores
no contienen superficies planas meridionales esenciales. Sea K un encaje en posicion
delgada de K,\#K,. Entonces, existe una esfera de nivel S en S que intersecta a K
en dos puntos, descomponiendo a K en Ki y Ky. En particular, w(K) = w(K7) +
W(KQ) — 2.

DEMOSTRACION. Existe F', una esfera en S? que realiza la suma conexa. Entonces
P = FNE(K1#K,) es una superficie plana meridional esencial para K. Veamos que
es la tnica.

Supongamos que P’ es una superficie plana meridional esencial para K distinta
de P, notemos que PN P’ no puede ser vacio, pues esto implicaria que P’ es superficie
esencial para algun K;, i = 1,2. Para toda curva o € P N P’, se cumple que «
es esencial para P y para P’, pues de no serlo, por un argumento de la curva de
mads adentro y porque P, P’ son incompresibles podriamos eliminar esta curva de la
interseccién. Asi, PN P’ es una coleccién de curvas esenciales en Py P’. Supongamos
que |PNP’| es minima. Sea P, = P'NE(K;), i = 1,2. Cada componente de la superficie
P! es plana meridional en E(K;). Ademés cada componente de P/ es incompresible
en E(K;). Veremos que P! solo contiene anillos paralelos a OE(K;). Si P/ contiene
alguna componente que no es un anillo, entonces existe un disco D C E(K;), cuya
frontera es la unién de dos arcos «,f, donde « esta propiamente encajado en P/ y
[ esta propiamente encajado en OE(K;). Como P’ es esencial en F(K), se tiene que
[ esta contenido en Py conecta dos componentes de P N P’. El disco D sirve para
isotopar el arco « hasta el arco 3, isotopamos P’, para que PN P’ sea transversal. De
esta manera reducimos una componente de |P N P’|, lo cual es una contradiccién, ya
que |P N P'| es minima. Asi, P/ consiste de exactamente un anillo paralelo a OE(K;),
para cada ¢ = 1,2. Luego P’ es un anillo trivial en F(K), contradiciendo el hecho de

que era esencial.
Por lo tanto, P es la tnica superficie plana meridional esencial para E(K;#K5).
Sea K un encaje de K1# K5 en posicion delgada.
Afirmacion: K no esta en posicion de puentes.

Sea K’ el nudo que resulta de encajar la suma conexa de K; y K, de manera que
K queda encima de K5, donde cada uno esta en posicion de puentes y unidos por
un par de arcos los cuales contienen un minimo de K; y un maximo de K5, en la
parte izquierda de la figura 4.3 se muestra un ejemplo de la forma en que queremos
hacer la suma conexa de dos nudos trébol. Isotopamos, como en la figura 4.3, K’
bajando todos los minimos de K; por debajo de todos los maximos de K, y subimos
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todos los méaximos de K5 por encima de todos los minimos de K;. Asi, obtenemos un
nudo K" equivalente a K{#K5 que estd en posicién de puentes, pues sabemos que
b(K1#Ks) = b(K7) + b(Ky) — 1, que es justo el nimero de méximos (y minimos) que
tiene K.

Ahora, como K; estd en posicion de puentes tiene un solo nivel grueso, el cual
tiene ancho igual al doble de su nimero de puentes. Lo mismo para K”. Entonces:

w(K' h) = w(Ky) +w(Ky) —2 = %[2 -b(KY)]? +
b(K2)* —1] y

2 b(K>)]2 — 2 = 2[b(K;)* +

1
2

W(K",h) = 3[2 - (K #K>)]” = 2[b(K) + b(K>) — 12 = 2[b(K1)" + b(K2)" — 1] +
A[b(Ky )b(K2) — () — b(F) + 1],

Pero para dos niimeros reales a, b > 2, se cumple que a-b—a—b+1 > 2b—b—2+1 =
b—1>1>0.

Es claro que w(K') < w(K"), por esta razén, w(K’, h) < w(K",h) y como K es la
posicién delgada para K;# K, su ancho es menor estricto que el ancho de K”, por lo
que K no puede estar en posicién de puentes.

Asi, el teorema 4.2 implica que si () es una esfera mas delgada para K, es tal que
@ N E(K) es una superficie plana meridional esencial, pero P es tnica, por lo tanto
K =K' O

AATER
A

F1GURA 4.3. Figura izquierda: la suma conexa de dos nudos trébol que
realiza la posicion delgada. Figura derecha: la posicién de puentes de
la misma suma conexa.

Entonces surge la pregunta: ;Para todos los nudos K7, Ky se cumple que w(K) =
W(Kl) + W(KQ) — 27
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Es trivial demostrar que w(K7) +w(K2) — 2 es una cota superior para w(K;#K5),
basta colocarlos en posiciéon delgada uno sobre el otro, como en la figura 4.3.

Se conjeturé que para cualesquiera par de nudos K, Ky € S2, se cumple que
w(K1#K5) = w(Ky)+w(K3)—2, alo que llamamos aditividad del ancho. Scharlemann
y Thompson en [9] dan una familia de nudos { K"} como contraejemplos potenciales,
tales que si K; € {K!"} y K> es un nudo de dos puentes, encuentran encajes de
K\#K, y K, para los cuales

wW(K1# Ky, h) = w(Ky, h).

Sin embargo no prueban que K; esté en posicién delgada, por lo tanto conje-
turan que w(K7,h) = w(K;). De ser cierta esta igualdad, tendriamos entonces que
w(K 1#K3) = w(K7), pues sabemos que w( K # Ko, h) > méx{w(K;),w(K>3)}, por [8].
Esto implicaria un contraejemplo para la conjetura de la aditividad del ancho.

Blair y Tomova en [1], demuestran que la igualdad w(K;#Ks, h) = w(Kj, h), es
clerta.

Lo anterior revela que el comportamiento del ancho de nudos es algo mas compli-
cado que el nimero de puentes bajo la operacién de suma conexa.



Capitulo 5

Ejemplos de nudos en posicion delgada

En esta seccién describiremos la posicién delgada para algunas familias de nudos.
Los nudos a los que nos referiremos estdan considerados en S2.

DEFINICION 5.1. El nudo toroidal T, ,, donde p,q € Z son primos relativos, es
el nudo que estd envuelto alrededor del toro solido T', p veces en direccion longitudinal
y q veces en direccion meridional. Ver la figura 5.1.

Se sabe que T, , = T, , v que b(1,,) = min{p, q}. Ver en [6] y [10].

==

S~

F1GurA 5.1. Nudo toroidal T} 3 en posicién de puentes, b(1y3) = 3.

DEFINICION 5.2. Un nudo toroidal con torceduras, denotado T, . s, es el nudo
toroidal T, , con r cuerdas adyacentes con s torceduras. Ver la figura derecha 5.3.

DEFINICION 5.3. Un cubo con n asas es una 3-variedad conexa con frontera una
superficie tal que existen n discos disjuntos propiamente encajados cuyo complemento
es una 3-bola.

DEFINICION 5.4. Un sistema de tuneles para un nudo K es una coleccion de
arcos disjuntos T =t; Uty U---Ut, encajados en E(K), tales que E(K)—n(T) es un
cubo con (n+ 1) asas.
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FIGURA 5.2. Nudo toroidal T, 3 y toroidal con torcedura Ty 32 3.

El nimero de tuneles de K, denotado por 7(K) es el menor nimero de arcos
requeridos en un sistema de tuneles para K.

Los nudos de dos puentes, los nudos toroidales, y los nudos toroidales con torce-
duras, con r = 2, 3, son nudos cuyo ntumero de tunel es uno.

F1curA 5.3. Forma general de un nudo de dos puentes.

El siguiente resultado es consecuencia de [3].

TEOREMA 5.5. Si K es un nudo cuyo numero de tunel es uno. Entonces K no
contiene superficies planas meridionales esenciales.



5. EJEMPLOS DE NUDOS EN POSICION DELGADA 71

El teorema anterior y el teorema 4.1 implican el siguiente resultado:

COROLARIO 5.6. Si K es un nudo cuyo numero de tunel es uno, entonces su
posicion de puentes coincide con su posicion delgada.

Entonces los nudos de dos puentes, los nudos toroidales y los nudos toroidales
con torceduras r = 2,3, son nudos cuya posicion delgada coincide con su posicion de
puentes.

Consideremos nudos de tres puentes. En esta familia hay nudos que no son de
nimero de tunel uno, como el nudo en la figura 5.4. Existen nudos de tres puentes
que provienen de la suma conexa de dos nudos de dos puentes, entonces el por corolario
4.5, tenemos que en este caso, la posicién delgada difiere de la posicion de puentes.

\
~

DOOOCK
pooood
DOCCOL,

A
| —
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N A

F1GURA 5.4. Nudo con nimero de puentes tres y cuyo ntimero de tinel
es mayor a uno.

Veremos que para los nudos de tres puentes, que no son suma conexa de dos
nudos no triviales, su posicién delgada coincide con su posicion de puentes. Sea K tal
nudo, si K estd en posicién de tres puentes, el ancho de esa posicién es 18, asi que
8 < w(K) < 18. Las tinicas opciones para w(K') son 10,12,14,16 o 18. El ancho es la
suma de los términos w(t;), con 1 < i < n. Tanto w(t;) como w(t,) son iguales a 2 y
w(ta2) como w(t,_1) son iguales a 4. Hasta aqui, w(K) > 12, entonces no puede ser 10
y tampoco puede ser 12. Entonces n es mayor o igual a 5 y ademas es impar. Sin > 7
entonces el ancho seria mayor a 18. Por lo tanto n = 5, asi que w(t3) solo puede ser 2
0 6. No puede ser 2, porque esto implicaria que se expresa como suma conexa de dos
nudos no triviales. Asi el sumando que falta es 6 y el ancho de K es 18. Por lo tanto
una posicién de puentes es una posicion delgada para K.

L Existen nudos que no sean suma conexa de otros nudos, tales que su posicion de
puentes difiere de su posicién delgada?
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La respuesta es si. Algunos ejemplos son los nudos alternantes de once cruces
11ayy, 11ay7, ver figura 5.5, v 11lays figura 3.5.

B, S

F1curA 5.5. Nudos en posicién delgada [fuente: www.indiana.edu/~knotinfo/].

También existen ejemplos de nudos cuyas posicion delgada coincide con posicién
de puentes, y que ademas su ntimero de tunel es dos. Ver figura 5.6.

Ll

816

FiGurA 5.6. Nudos tales que su nimero de puentes es 3, su ancho es
18 y su nimero de tunel es 2 [fuente: www.indiana.edu/~knotinfo/|.
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