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Introduccion

En la teoria de representaciones de grupos, los funtores de induccién y restriccién son de gran utilidad.
Con respecto a ellos, el Teorema de Reciprocidad de Frobenius y la Férmula de Restricciéon de Mackey
tienen mucha importancia. El Teorema de Reciprocidad de Frobenius dice que los funtores mencionados
son adjuntos, mientras que la Férmula de Restriccién de Mackey permite descomponer una representacion
restringida en una suma directa de representaciones inducidas. Andrei Zelevinsky en Representations of finite
classical groups: A Hopf algebra approach tradujo estos resultados al lenguaje de las dlgebras de Hopf.

En 1941 se publicaron tres articulos de Heinz Hopf y Hans Samelson (en topologia y grupos) de los que
se desprendi6 de forma paulatina la teoria de las dlgebras de Hopf. Pronto, matematicos como Armand Borel
y Jean Dieudonné utilizaron algunas ideas de los primeros y nacieron las primeras nociones de algebra de
Hopf. Estas nociones fueron enriqueciéndose rapidamente y la teoria desarrollada a su alrededor tuvo un gran
impulso con el articulo On the structure of Hopf algebras de John Milnor y John Moore, en el cual se define
un algebra de Hopf sobre un anillo conmutativo con uno R, como un R-mdédulo graduado H que es tanto
R-algebra como R-codlgebra graduada y cuya comultiplicacién es morfismo de algebras. Sin embargo, esta
definicién no fue la definitiva. En la actualidad, un algebra de Hopf es lo que en Groups over Z Bertram
Kostant llamo6 algebra de Hopf con antipoda.

Zelevinsky en la obra citada trabajé con un algebra de Hopf relacionada con el grupo de Grothendieck.
En esa algebra la multiplicacion estd dada a través del funtor de induccién y la comultiplicacién se define
utilizando el funtor de restriccién. Aunque la definicién de algebra de Hopf que utiliza Zelevinsky es la
definicion de algebra de Hopf que proporcionaron Milnor y Moore y ésta es mas general que la utilizada hoy
en dia, en este trabajo se demostrara que el algebra R (S) con la que trabajo Zelevinsky es un algebra de Hopf
en el sentido actual. Veremos algunos de los teoremas més importantes de representaciones de grupos finitos
que Zelevinsky tradujo, de manera elegante, en algunas de las caracteristicas de R (S) como algebra de Hopf.
Debido a la naturaleza de las operaciones en R (S), para demostrar que es un édlgebra de Hopf necesitaremos
muchos resultados de la teoria de representaciones de grupos finitos.

En el Capitulo 1 daremos una introduccién, desde lo més elemental, a la teoria de representaciones de
grupos finitos que terminara con el Lema de Schur, la descomposicién en componentes isotipicas y el estudio
del caracter de una representacion. En el Capitulo 2 demostraremos el Teorema de Reciprocidad de Frobenius
y la Formula de Restriccion de Mackey. En el Capitulo 3 estudiaremos las representaciones irreducibles del
grupo simétrico utilizando diagramas (Tablas de Young). En el Capitulo 4 definiremos algebra de Hopf,
algebra de Zelevinsky y grupo de Grothendieck, y demostraremos todo lo que, con respecto a estos conceptos,

en el Capitulo 5 sera necesario para mostrar que R (S) es un éalgebra de Hopf.



Capitulo 1

Introduccién a la teoria de representaciones de grupos finitos

En este primer capitulo daremos una introducciéon a la teorfa de representaciones de grupos finitos.
Seguiremos principalmente [8] excepto en lo que se refiere a caracteres donde seguiremos [9]. Comenzaremos

de manera general y al final nos centraremos so6lo en las representaciones complejas de grupos finitos.

1.1. Representaciones

Si tenemos un grupo G, un conjunto X y una accién izquierda « : G X X — X de G en X, entonces
podemos observar que, como « preserva la operacion del grupo y a (g, ) : X — X es invertible para cada
g € G, a puede considerarse un morfismo de grupos @ : G — Sx. De hecho tenemos la siguiente proposicion:

PROPOSICION 1.1. Si G es un grupo, X es un conjunto y denotamos con Ag (X) al conjunto de acciones

de G sobre X, entonces cada o € Ag (X) define, biunivocamente, un morfismo de grupos & : G — Sx.

DEMOSTRACION. Sea « € Ag (X). Para cada g € G, definimos la funcién @ (g) : X — X mediante la

regla & z) = a (g, x). Un calculo rutinario demuestra que & es biyectiva con inversa @ (g~ 1):
g g 9, q g y g

a(g)oa(g™) (@) =a(g) (a(g7 ")) = (alg,a (97" 2))) = 2.

Analogamente se prueba que & (gfl) o@(g) (x) = z. Resta demostrar que @ es morfismo de grupos. Tomemos
g,h € G, entonces

a(gh) (x) = a(gh,z) = a(g,a(h,x)) = a(g)oa(h)(z),
asi que a (gh) = a(g) o a(h), es decir, & es morfismo de grupos. Para la inversa tomemos f € Hom(G, Sx)
y definamos f : G x X — X mediante la correspondencia f (¢g,2) = f (g) (z). Veamos que f € Ag (X). Si
g,h € Gy x e X, entonces

F (9. F () = F 0.7 (W) (@) = T (0) (F () () = £ (9) o f () (&) = f (gh) (&) = ] (gh. ).
ademds, si e € G es el neutro, entonces f(e,x) = z, pues f(e) = Idx. Concluimos que fe Aq (X). Para

terminar, mostremos que & = o y f = f.Sean g € G y = € X, entonces

f(9)(x) = f(g,2) = f(g)(z),

a(g,x) =alg) (z) =al(g,2)y
por lo tanto, & = & y para cada g € G sucede que f(g = f(g), que es lo que buscabamos. g

Debido a la Proposicion 1.1 nos es posible pensar una accién como un morfismo de grupos y en adelante

lo haremos sin hacer distincién.

DEFINICION 1.2. Sean G un grupo y k un campo. Una representacion de G sobre k es una pareja (V) p)
que consiste de un k-espacio vectorial V' y de una accion p de G en V' tal que p (g) es lineal para todo g € G.

La dimension o el grado de una representacion (V, p) es la dimension de V sobre k.

EJEMPLO 1.3. Sea V un k-espacio vectorial. Si ¢ : GL(V) — Sy es la inclusion, entonces (V,¢) es una
representacion de GL(V'), pues GL(V) C Endg (V).
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En vista de la Proposicion 1.1 y de la Definicion 1.2, tenemos la siguiente proposicion:

PROPOSICION 1.4. Si G es un grupo, V es un espacio vectorial sobre un campo k y denotamos con
Ry (G) al conjunto de representaciones de G en V, entonces cada p € Ry (G) define un morfismo de grupos
p € Hom (G,GL (V) de forma biunivoca.

DEMOSTRACION. Por la Proposicion 1.1 y la Definicion 1.2, la asignaciéon p — p es inyectiva y p €
Hom(G,GL (V)) para cualquier p € Ry (G). Sea v € Hom (G, GL (V)). Definamos 4 : G x V' — V como en
la Proposicién 1.1. Entonces 4 € Ag (V) y para cada g € G tenemos que 74 (g) = 7 (g) € GL(V), es decir,
4 € Ry (G) y 4 = . Por tanto, la funcién . : Ry (G) — Hom(G,GL (V)) es biyectiva. O

DEFINICION 1.5. Sean (V, p) y (W, k) dos representaciones de un grupo G sobre un campo k. Un morfismo
¢ € Homy (V,W) es G-lineal o es morfismo de representaciones si para toda g € G se tiene que ¢ o p(g) =
% (g) o ¢. Denotaremos con Hom (V, W) al conjunto de morfismos G-lineales entre las representaciones (V, p)
y (W, k).

OBSERVACION 1.6. La composicién de morfismos G-lineales es la composicion usual de morfismos lineales

y un morfismo ¢ € Homf(V, W) es un isomorfismo G-lineal si como transformacion lineal es isomorfismo.

Si k es un campo y p,x € Hom (G,GL (n, k)), decimos que p esta relacionado con k (p ~ k) si existe
¢ € GL (n, k) tal que ¢pop(g) o ¢! =k (g) para todo g € G. Es claro que esta relaciéon es de equivalencia.

PROPOSICION 1.7. El conjunto de clases de isomorfismo de representaciones de dimension n de G sobre

un campo k estd en biyeccion con el cociente Hom (G, GL (n,k)) / ~.

DEMOSTRACION. Si (V, p) es una representacion de dimension n, entonces existe un isomorfismo lineal
¢ :V — k" y éste induce un morfismo p, € Hom (G, GL (n, k)) dado por la regla py (g) :=dop(g) oo™t Si
escogemos otro isomorfismo ¢ : V — k", y definimos p, (9) := ¢ o py (g9) o ¢! para toda g € G, entonces
Pe(9) =po¢ " opy(g)ogop™!
de que py ~ p, muestra también que si o : (W, 7) — (V, p) es un isomorfismo de representaciones, entonces
Tgoa ~ Pg, €s decir, la funcién f : {[(V,p)]. | dimy (V) =n} — Hom (G, GL(n,k))/ ~ definida mediante
F([(V.p)]) = [pg] esta bien definida. Dado que para cada morfismo p € Hom (G, GL (n,k)), se satisface que

, pues p(g) = ¢~ o py (g) 0 ¢. Asi, py ~ py. Es claro que la demostracion

(k™, p) es una representacion de dimension n, entonces f ([(k™, p)]) = [p]; asi que f es suprayectiva. Notese
que para cualquier representacion (V, p) de dimension n, la pareja (K™, py) es una representacion de dimension
n isomorfa a (V, p), pues pg (g) o ¢ = ¢ o p(g). Lo anterior implica que cualquier clase de isomorfismo de
representaciones de dimension n tiene un representante tal que el espacio de la representacion es k™. Asi,
si f([(k™, p)]) = [p] = [7] = f ([(k™,7)]), entonces existe una transformacion lineal € GL (n, k) tal que
n~top(g)on = (g) para todo g € G; de este modo 7 es un isomorfismo de representaciones. Concluimos
que [(k™, p)] = [(k™, )], lo que implica que f es inyectiva. O

Veamos algunos ejemplos:

EJEMPLO 1.8. Analicemos las representaciones de Z de dimension n sobre un campo algebraicamente
cerrado k, es decir, las representaciones de Z en k™. Como Z es libre con base {1}, para cada A € GL (n, k),
la asignacion 1 +— A define una acciéon p4 de Z en k™ dada por pa (m) = A™ (entendemos que T° = Idy para
cualquier endomorfismo 7' € End (V')). Asi, de la proposicion anterior se sigue que las clases de isomorfismo de
representaciones de Z estén en biyeccion con las clases de conjugacion de GL (n, k). Dicho de otro modo, las

clases de isomorfismo estan en biyeccion con las formas normales de Jordan; por consiguiente, para obtener
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una representacion es suficiente establecer el tamano de los bloques de Jordan y el valor propio de cada

bloque asociados a alguna forma normal.

EJempLO 1.9. Si C), es un grupo ciclico de orden n y g es un generador de C,,, entonces cualquier
representacion (V, p) de C,, sobre un campo algebraicamente cerrado k satisface que p(¢g™) = p(g)™ para
cada m € Z. Fijemos una representacion (V,p) de C,, y escojamos una base § de V tal que [p (g)]5 se
encuentre en su forma normal de Jordan; asi, podemos escribir [p ()] ; = diag[J;] donde cada J; es un bloque
de Jordan cuyo valor propio asociado es \;.

Como p (g9)" = Idy, es necesario que J!* = Id para toda i. Fijemos una 4. Si J es el bloque de Jordan
del mismo tamano que J; y cuyo valor propio es 0, entonces J; = \;Idy + J. Concluimos que

" _
n _ n—j yj
Ji = ; ( j) N
pero [J7], =1sil=k+jy [J/], =0 en otro caso, por lo que J = Id si y s6lo si J; = \iIdy y A} = 1.
Por lo tanto, J; es diagonal para cada i, lo que implica que [p (g)]B es diagonal y sus valores propios son
raices n-ésimas de 1. Asi, las representaciones de dimension finita de C,, estan clasificadas por la dimension

de V' y el conjunto de valores propios de la matriz [p (g)]-

Un objetivo del estudio de las representaciones es conseguir clasificarlas. En los Ejemplos 1.8 y 1.9
hemos parametrizado las representaciones de Z y de C,,. Sin embargo, conseguir una clasificaciéon para las
representaciones de un grupo en general no es tan sencillo.

Haciendo un abuso de notacion, si (V) p) es una representacion de un grupo G, denotaremos la acciéon de
g € G como gv := p(g)v para cada v € V' y diremos que V es una representacion de G. Recurriremos a la

notaciéon p o py para referirnos a la accién cuando sea necesario hacer énfasis en ella.

1.2. Representaciones irreducibles

Importantes en el estudio de las representaciones son las representaciones irreducibles de dimensién
finita, pues, cuando la caracteristica del campo no divide al orden del grupo, permiten obtener todas las

representaciones de dimension finita de un grupo finito.

DEFINICION 1.10. Sea V una representacion de G. Una subrepresentacion o un subespacio G-invariante

de V es un subespacio W de V tal que para todo w € W y toda g € G sucede que gw € W.

OBSERVACION 1.11. Si W es una subrepresentacion de V, entonces V/W es una representacion de G.
Para ¢ € G definimos g (v+ W) := gv + W. La accion de ¢ € G en V/W esta bien definida, pues si
v—u € W, entonces gv — gu € W. Esta representacién se conoce como la representacion cociente de V sobre
W. Observemos que si V y W son representaciones de G'y ¢ € Hom¢ (V, W), entonces im (¢) y nuc (¢) son
subrepresentaciones de W y de V respectivamente, pues py (g) 0 ¢ = ¢ o py (g) para cada g € G.

DEFINICION 1.12. La suma directa de dos representaciones V' y W es el espacio V & W con la accién de
G definida como g (v +w) :=gv+gw parag e G,v eV yw e W.

DEFINICION 1.13. Una representacion es irreducible si es distinta de cero y no tiene subrepresentaciones

propias no triviales; y es completamente reducible si se puede descomponer como suma directa de irreducibles.

OBSERVACION 1.14. Si V es una representacion de G de dimensiéon uno, entonces es irreducible. Del
analisis de las representaciones de C,, se concluye que cada representacién de C),, es suma directa de re-
presentaciones irreducibles de dimensién uno, y cualquier generador g de C), actua en ellas mediante la

multiplicacién por alguna raiz n-ésima de 1.
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Si G es un grupo finito, las representaciones irreducibles de dimensién finita sobre un campo cuya ca-
racteristica no divida al orden del grupo permiten obtener todas sus representaciones de dimensién finita, ya
que bajo estas hipotesis toda representacion es completamente reducible. Para demostrar esto, necesitamos

el siguiente lema:

LEMA 1.15. Si V es una representacion de dimension finita de un grupo finito G sobre un campo k
cuya caracteristica no divide al orden de G, entonces toda subrepresentacion de V tiene un complemento

G-invariante.

DEMOSTRACION. Si W es una subrepresentacion de V', podemos elegir un complemento lineal W’ de W.
Consideremos la proyeccién P : W & W’ — W. Definamos P’ : V — W como

P'=|GI""Y plg)oPop(gt);
geG
dado que W es G-invariante y P (V) = W, tenemos que, en efecto, P’ (V) C W. Si tomamos w € W, entonces
=G Y p(g)oPop(gh) (w) =G> g9 (w) = w.
9geG geG

Concluimos que P’ (V) =W y que P’ |yw= Idw, por lo que P’ es una proyecciéon de V en W y nuc (P’) es
un complemento lineal de W. Notemos que para cualquier h € G

p(h)oP op(h™!) = el Zp hg)oPop (g7 'h™') =|G|” Zp JoPop(g~') =P,
geG geG
es decir, P’ € Hom{ (V,W). La Observacion 1.11 asegura que nuc (P’) es G-invariante. O

TEOREMA 1.16. Toda representacion V de dimension finita de un grupo finito G sobre un campo cuya

caracteristica no divida al orden del grupo es completamente reducible.

DEMOSTRACION. Si V' contiene una subrepresentacion propia no trivial W, por el Lema 1.15, W tiene
un complemento G-invariante. Dado que la dimensién de V es finita, podemos continuar este proceso sobre
las subrepresentaciones de V' hasta descomponerlo como suma directa de irreducibles en un ntimero finito de
pasos. O

Notemos que en el Lema 1.15 tuvimos que elegir un complemento lineal de la subrepresentaciéon dada para
poder encontrar un complemento G-lineal, asi que no nos es posible asegurar que cualquier descomposicién
obtenida por este medio es independiente de tal elecciéon. De hecho, si G actua trivialmente en k™ con n > 1,

podemos descomponer a k™ de muchas formas distintas.

1.3. Lema de Schur y la descomposicion en componentes isotipicas

En esta seccién obtendremos una descomposicion de cualquier representacion de dimensién finita de un
grupo G sobre un campo cuya caracteristica no divida al orden del grupo, conocida como la descomposicién

en componentes isotipicas, que no depende de la elecciéon de complementos lineales.

DEFINICION 1.17. Sea R un anillo conmutativo con uno. Una R-dlgebra A es un anillo con uno junto con
un morfismo unitario de anillos u : R — A tales que 4 (R) C Cen (A), donde Cen (A) = {a € A | ab = ba para

cada b € A}. Si A es un anillo con division, entonces se dice que A es una R-dlgebra con division.

OBSERVACION 1.18. Notemos que a una R-algebra A se le puede asignar estructura de R-mo6dulo de la

siguiente manera: para cada r € Ry a € A definamos r - a := u (r) a. Como A es anillo, este producto es



1.3. LEMA DE SCHUR Y LA DESCOMPOSICION EN COMPONENTES ISOTIPICAS 11

distributivo y asociativo. Ademéas 1-a = a para cada a € A, pues u (1) = 14. Por lo tanto A € R-mdd.
Cuando R es campo, la dimension de A es su dimensién como R-espacio vectorial. También observemos que
si R es campo, cualquier morfismo unitario de anillos v : R — A es inyectivo.

ProrosicioN 1.19. Si k es un campo, G es un grupo y V es una representacion de G, entonces
End{ (V) = Hom$ (V, V) es una k-dlgebra. Y si dim (V) < oo, entonces EndS (V) es de dimension fini-

ta.
DEMOSTRACION. Sean ¢, ¢ € EndS (V). Definamos ¢ + ¢ y ¢ - ¢ como
@+e)(v) =0 +el) v d-p=¢op
Veamos que ¢ + ¢ es morfismo de representaciones. Si v € V' y g € GG, entonces
(@ + ) (gv) = ¢ (gv) + ¢ (gv) = g9 (v) + 9o (v) = g (¢ + ) (v).

Es claro que con estas operaciones End{ (V) es un subanillo de Endy, (V). Definamos un morfismo unitario
de anillos u : k — End{ (V) mediante u () = Mdy . De esta manera,

(¢ Mdy) (v) = ¢ (M) = Ap (v) = (Mdy - ¢) (v)
para cada v € V, es decir, u (k) C Cen (Endg (V)) Asi, Endy (V) es una k-algebra.
Si V es de dimension finita, como End{ (V) es un subespacio de Endy (V'), obtenemos lo deseado. [

TEOREMA 1.20 (Lema de Schur). Si V. y W son representaciones irreducibles (no necesariamente de
dimension finita) de un grupo G sobre un campo k, entonces cualquier morfismo ¢ : V.— W es cero o

invertible.

DEMOSTRACION. Si ¢ # 0, entonces 0 # im (¢) < W y 0 < nuc (¢) £ V, de manera que im (¢) = W'y
nuc (¢) =0, pues W y V son irreducibles. Por tanto, ¢ es invertible. O

Tenemos el siguiente corolario.

COROLARIO 1.21. SiV es una representacion irreducible (no necesariamente de dimension finita) de G

sobre k, entonces Endg (V) es una k-dlgebra con division.

DEMOSTRACION. Si ¢ € Ende (V) y ¢ # 0, el Lema de Schur implica que ¢ es isomorfismo. Por lo tanto,
End{ (V) es un algebra con division. O

En el caso complejo tenemos:
PROPOSICION 1.22. Cualquier C-dlgebra con division de dimension finita es isomorfa a C.

DEMOSTRACION. Sea A una C-algebra con el morfismo unitario u : C — A. Sia € A y a # 0, entonces
{a" | n € N} C A es linealmente dependiente, pues dim (A) < oo; asi, existe P € (u(C)) [z] tal que P # 0
y P(a) = 0. Como anillos u(C) = C, asi que u(C) es algebraicamente cerrado. Supongamos que P se
descompone como P (z) =[] (x — u (Ax)), con A\ € C para cada k. Entonces a = u (\;) para alguna k, pues

k

~

A es élgebra con division. Por lo tanto, A = u (C) = C. O
Consecuencia de los tres resultados anteriores son los siguientes corolarios:

COROLARIO 1.23. Si V y W son representaciones complejas de dimension finita e irreducibles de un
grupo G, entonces Homg (V,W) = 0 si como representaciones V.2 W, mientras que Homg (V,IW) = C si

como representaciones V = W.
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DEMOSTRACION. Si W 2V, el Lema de Schur implica lo deseado. Si W = V, basta observar que, como
espacios vectoriales, End$ (V) = Hom& (V, W) O

COROLARIO 1.24. Si G es un grupo abeliano finito y (V, p) es una representacion irreducible de G que

tiene dimension finita sobre C, entonces V es de dimension uno.

DEMOSTRACION. Sean g,h € G. Como G es abeliano, gh = hg, es decir, para cada elemento g € G,
la funcién p (g) es un isomorfismo de representaciones. Dado que Endg (V) =2 C, entonces para toda g € G
existe a € C tal que gv = av para cualquier v € V. Por lo tanto, para cada v € V, el subespacio (v) es
una subrepresentacion de V. En particular, para cualquier v # 0, concluimos que V = (v), ya que V es
irreducible. Por lo tanto, V' es de dimensién uno. O

Hemos demostrado que toda representacion de dimension finita de un grupo finito G sobre un campo
cuya caracteristica no divida al orden del grupo es completamente reducible. Entonces, si tomamos una

representacion V' de un grupo G bajo estas condiciones, podemos escribir V' = @V;, donde cada V; = W™

K3
con W; irreducible y W; 22 W; si i # j. A cada V; se le llama componente isotipica de V. Se mencioné que
no es posible asegurar que la descomposicién en irreducibles fuese tnica; sin embargo, el Lema de Schur y
el siguiente resultado son lo suficiente para mostrar que la descomposiciéon en componentes isotipicas de una

representacién V' no depende de la eleccién hecha para descomponer a V' en irreducibles.

3 ?

LEMA 1.25. Si @V, y @V, son representaciones de G tales que V; = W y V! = W™ con W;
i
irreducible para cada i y W; 2 W; si i # j; entonces, para cade morfismo G-lineal ¢ : QV; — @ V/ se tiene
i
que & (Vi) C V7.

DEMOSTRACION. Sim; : @ V] — V] esla proyeccion y i = ¢ |v;, es suficiente demostrar que mjo¢, =0

si j # k. Notemos que cada V; y V/ son subrepresentaciones de @V;- y @Vi’, respectivamente. Por lo tanto,
K3 K3

para cualesquiera g € G y v; € V; sucede que
97 'mig (Z%) = 9_177.7‘29%' =g 'gu; =, <Z'Ui> ;
i i i

por lo que 7; € Homg <@Vi’, VJ’) y por tanto, m; o ¢y, € HomkG (Vk7 VJ’) Por ultimo, si py, es la proyecciéon de
i

W;nj sobre la h-ésima coordenada, el argumento anterior implica que py o (7, o ¢x) |w, € Homg (W, W;). Si
k # j, obtenemos que py, o (7 o ¢y) lw,= 0 para cada h, pues Homf (Wg, W;) = 0. Por lo tanto, mjo ¢ =0

sik #j. O

TEOREMA 1.26. Si V' es una representacion de dimension finita de G sobre un campo cuya caracteristica
no divida al orden del grupo, entonces la descomposicion en componentes isotipicas no depende de la eleccion

hecha para encontrar una descomposicion en irreducibles de V.

DEMOSTRACION. Sea PV, una descomposicién de V' en componentes isotipicas, donde V; = W,*'. Para

cada 7, si W es una subreplresentaci(')n irreducible de V' tal que W = W, el lema anterior asegura que la
inclusion ¢ : W — V mapea W en V}, es decir, cualquier subrepresentacion de V' isomorfa a W; se encuentra
contenida en V;. Por tanto, Y W C V;, donde la suma corre sobre las subrepresentaciones irreducibles de V'
isomorfas a W;. Como la contenciéon V; C >~ W se sigue de la definicién de V;, sin importar la descomposicion
en irreducibles que demos para V', podemos describir cada V; como la suma de todas las subrepresentaciones
de V isomorfas a Wj. 0
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1.4. Productos tensoriales y representaciones duales

Sea GG un grupo. Denotaremos con RepG a la categoria de sus representaciones complejas y con repG a la
categoria de sus representaciones complejas de dimensién finita. Hasta este momento, las tnicas operaciones
de representaciones con que contamos son la suma y el cociente; a continuacién agregaremos dos mas. Si
V,W € RepG, entonces V ®¢ W, Hom¢ (V, W) € RepG con las siguientes acciones: si g € G, vQw € V@c W
y T € Homg (V, W), definimos

g- (V@ W) = gv® gw

g-T=pw(g)oTopy(g7").
Es claro que la dltima es accién debido a la asociatividad de la composicién de funciones y la primera
se extiende a todo V ®¢ W linealmente mediante la propiedad universal del producto tensorial, pues g
actta linealmente en V' y en W. En particular, cuando W = C y G actda trivialmente en W se tiene que

Homg¢ (V, W) = V*, representacion que recibe el nombre de representacion dual de V.

OBSERVACION 1.27. Recordemos que para cualesquiera C-espacios vectoriales V' y W'y cualquier trans-

formacion lineal ¢ : V' — W, definimos ¢! : W* — V* como ¢! (T) =T o¢. Si V y W son de dimension finita
. t

y B8 CV y~ C W son bases ordenadas, entonces [qﬁt]f* = ([qﬂg) . Notemos que la accion dual para g € G es

precisamente (p (g_l))t y como vimos antes, si G es finito, g € G es de orden m y V es una representacion
compleja de G, entonces p (g) es diagonalizable y sus valores propios son raices m-ésimas de 1, por lo que los

valores propios de su inversa son los conjugados de los valores propios de p (g).
Demostraremos dos resultados acerca de estos espacios que nos seran de utilidad.
PROPOSICION 1.28. Si V,W € repG, entonces V* @c W = Home (V, W) en repG.

DEMOSTRACION. Definamos ¢ : V* x W — Homg (V, W) como sigue: ¢ (T, w) (v) = T (v) w para cada v € V,
we W yTeV* Es claro que (Z)(T, w) € Homg (V, W), pues T es lineal. Notemos que ¢ es bilineal porque
los escalares distribuyen sobre los vectores y viceversa. Por la propiedad universal del producto tensorial
existe un unico morfismo lineal ¢ : V* ®@¢c W — Homge (V, W) tal que ¢ (T ®@ w) = J)(T, w). Veamos que ¢ es
isomorfismo Ahora mostraremos que existe una base a de V* ®¢ W, tal que ¢ («) es base de Homg (V, W),
para concluir que ¢ es isomorfismo. Sean 8 C V y v C W bases ordenadas. Si £* es la base dual de V*
asociada a 3, entonces a = {v* @ w | w € yyv* € 5*} es una base de V* @c W y para cualquier v* @ w € «
se satisface que

oW @w)(v)=v"(V)w=w

(v @w) (@) =v"()w=0
si v/ # v. Asi, en las bases 5 y 7, la representacion matricial de ¢ (v* @ w) es [¢ (v* ® w)]g = [awr] con
w € v, v € By aww = S vy (ww)- Concluimos que ¢ es un isomorfismo lineal, ya que el conjunto
{[d) (@)} | weyyv' e ﬁ*} es base para C"*™ donde n = dim (W) y m = dim (V'), y como espacios

vectoriales C"*™ = Homg¢ (V, W). Resta mostrar que ¢ es morfismo de representaciones. Sea g € G, entonces

¢(g(T®w))(v)=¢(g-(T)®pw (9) (w) (v) = (Topy (97") (v)) pw (9) (w)
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y por otro lado,

g (6T ow) () = pwlgosTow)opy (g7")(v)
= pw(9) (Topy(g7h)) (v)w)
= Topy(97") () pw (9) (w);

la ltima igualdad se debe a que T o py (¢g7!) (v) € C. Por lo tanto, ¢ (¢(T ® w)) = g (¢ (T ® w)) para

cualquier tensor elemental T’ ® w y por tanto ¢ es morfismo de representaciones. O

Recordemos que si R es un anillo con uno, U y V son R-moédulos derechos, W y X son R-médulos
izquierdos, f : U — V es un morfismo de R-médulos derechos y g : W — X es uno de R-moédulos izquierdos;
por la propiedad universal del producto tensorial existe un dnico morfismo de grupos abelianos f ® g :
UepW —=VepXtalque (f@g) (u@w)=f(u)®g(w) paracadauec Uy weW.

Consideremos un campo k, un k-espacio vectorial V' y un operador lineal ¢ de V. Por simplicidad y debido
a que la traza de una matriz es invariante bajo conjugacion, escribimos simplemente Tr (¢) para denotar la

traza de cualquier matriz que represente al operador ¢.

PROPOSICION 1.29. Si V y W son k-espacios vectoriales de dimension finita, f € Endg (V) y g €
Endy (W), entonces Tr (f @ g) = Tr (f) Tr (g)-

DEMOSTRACION. Supongamos que n = dim (V) y m = dim(W). Si 8 = {v; | 1<i<n} CV y~y =
{w; | 1 <1< m} C W son bases ordenadas, entonces o« = {v; @ w; | 1 <i <n, 1 <l <m} esbase (ordenada
lexicograficamente) de V.@ W. Si A = [f];, B=[g], y C = [f ®g],, entonces

C(i,l)(j,k) = (C (’Uj X wk))( (A?)j 4 Bwk) (i) (AUJ) (Bwk)l = A”Blk
Asi,

(f ® g ZC(’L 0(i,l) — ZA”BZI = ZA”ZBZI = (B) =Tr (f) Tr (g) .
) )

1.5. Algebra de grupo

Estudiaremos el algebra de grupo, un anillo de gran utilidad para el estudio de las representaciones de un
grupo finito como veremos poco a poco.
En adelante G siempre denotard un grupo finito. Consideremos el espacio vectorial complejo C [G] con

base Gj es decir, C[G] = { > aqgg | ag € Cp. Debido a la estructura de G, el espacio C[G] es un anillo con
geG

la multiplicacion dada por lo siguiente: si g, h € G, definimos g h := gh € C[G] y extendemos bilinealmente.
De este modo, para ) agzg, ¥ bgg € C[G], tenemos que

geqG geG
Zagg . Zbgg = Z apbrhk = Z Z anbrg.
9eG geG k.heG 9€G hk=g

La asociatividad del producto se sigue de la asociatividad de la operacién de G, asi que no la demostraremos.
Veamos la distributividad por la izquierda:

Doagg | | Dobeg | F D cog | | = Daa | Do eteda| =D D anlbite)g

geG geqG geG geqG geG g€G hk=g
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y por otro lado

Z%g : Zbgg + Zagg : chg :Z Zahbk9+z Zahckgzz Zah(bk+ck)g-

geG geG geG geG g€G hk=g g€G hk=g g€G hk=g

Analogamente puede probarse la distributividad por la derecha. Es claro que la identidad del anillo es la
identidad del grupo.
Consideremos el morfismo unitario de anillos u : C — C[G] dado por: u (a) = ae, donde e es la identidad

de G. Notemos que si ) bgg € C[G] y a € C, entonces
geG

(ae) - Zbgg = Zabgeg = Zbgage = Zbgg - (ae)

geG geG geG geG

Con esto tenemos que C [G] es una C-algebra.

DEFINICION 1.30. El dlgebra de grupo de G sobre C es el espacio C [G] con la estructura definida en los

parrafos anteriores.

OBSERVACION 1.31. La multiplicacién por g € G a la izquierda da a C[G] estructura de representacion.

A CIG] con esta accion se le conoce como representacion regular.

Proseguiremos con un teorema que nos dard mas herramientas al ver las representaciones de G como

modulos izquierdos sobre C [G].

TEOREMA 1.32. Las categorias RepG y C [G]-m6d son isomorfas. Mds ain los C[G] mddulos irreducibles

son representaciones irreducibles de G y viceversa.

DEMOSTRACION. Definamos un funtor F : C [G]-méd — RepG. Sea (V,-) € C[G]-mo6d donde - : C[G] x
V' — V es el producto por escalares en V. Dotemos a V' de estructura de espacio vectorial complejo. Para
a € Cy v eV definamos av := ae-v. Esta definicién convierte a V' en espacio vectorial complejo, pues Ce es
un subanillo de C [G]. Consideremos la funcién p. : G — GL (V) cuya regla de correspondencia esta dada por
p.(g9) (v) = g-v paratodo g € Gy todo v € V. Veamos que p. (g) es en efecto lineal para cualquier g € G: si
a € C, v,w eV, entonces

p-(9) (v+aw) =g (v+aew) = g-v+gae - w=p.(9)v+aeg-w=p. (g)v+ap.(g)w.

La funcion p. es morfismo de grupos, pues gh - v = g - (h-v). Definase F (V) = (V,p.); es claro que
F(V,-) € RepG.

Si f € Homcyg) (V, W), se define F (f) = f. Dada la asignacion de F en los objetos, se sigue que F (f) es
morfismo de representaciones

En la otra direccion tomemos (V, p) € RepG. Como p(g) € Endc (V) para cada g € G, podemos extender
p a una transformacion lineal p : C[G] — Endc (V). Parav € V y r € C[G] definamos r -, v := p(r) v. Esta
asignacion es un producto en V por elementos de C[G] que es distributivo, pues p(r) es lineal para cada
r € C[G]y p(e) (v) =vparatodo v € V. Para ver que es asociativo es suficiente notar que g (rs) = p (r)op (s),
pues p es morfismo de grupos, lo que implica que la extension preserva el producto que definimos en C[G].
Definamos E : RepG — C [G]-mo6d en los objetos con la regla E (V, p) = (V,-,) y en los morfismos E (f) = f
con f € Hom& (V, W).
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Si (V,-) € C[G]-mod, entonces g-, v = p. (9) (v) = g-v, asi EoF (V,-) = (V). Si (V, p) € RepG, entonces
p.,(9) (v) =g-,v=p(g)(v), porlo tanto FoE (V,p) = (V, p). Debido a que en los morfismos ambos funtores
son la identidad, tenemos demostrado que F y E son inversos uno del otro.

Para demostrar la segunda parte del teorema notemos que si V € C[G]-mod y W es un submoédulo de
V', entonces W es invariante bajo los elementos de G y C, de manera que, dada la estructura que dimos para
V' como representaciéon de G, el submédulo W debe ser una subrepresentacion de V. Si V € RepG y W es

una subrepresentacion de V', entonces es invariante bajo los elementos de G y los de C, por tanto, bajo todo
ClaG). O

En vista de este teorema, en adelante hablaremos indistintamente de representaciones de G y de médulos
izquierdos sobre C[G]. Para V € RepG y r € C[G] denotaremos simplemente con p (r) al morfismo 5 (r)
definido en la prueba del Teorema 1.32.

Para continuar consideremos G no trivial. Definamos s := |G|™" 3. g € C[G] y notemos que
geG

2

s? G > g

geG

= |G|? <Z th)

heG keG

G2y (th)

heG \keG

= 1G> D9

heG gelG

G161 Y g

geG

= 8;
es decir, s es un idempotente de C[G].

PROPOSICION 1.33. Si V € C[G]-mdd y definimos VC := {v € V | gv = v para cada g € G}, entonces
sV =V¢.

DEMOSTRACION. Es claro que sV C V¢, pues para cada ¢ € G tenemos que ¢gs = s. Para probar la

contencion VE C sV observemos que si v € VY, entonces sv = |G| ™" Y gv = |G]™" S v = v por lo que
geG geG
V& CsV. g

COROLARIO 1.34. Si V € repG, entonces p(s) es una proyeccion en repG de V en V& y dimcVC =
-1
1G] 22 Tr(p(9))-
geaG

DEMOSTRACION. Mostremos que V& es una subrepresentacion de V. Para cualesquiera g € Gy v € V&,
sucede que gv = v € V&, por tanto, V& es subrepresentacion de V. La Proposicién 1.33 y el hecho de que s

es idempotente implican que s es una proyeccién lineal de V en V& y

dimeVE = Tr (Lye) = Tr (p(s) = |G S Tr (o (g).
geG
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Para ver que p (s) es morfismo de representaciones observemos que
p(s)op(h)=1GI""> plg) =G p(gh) =1GI7 D p(g) =
9eG 9€@ geq
para toda h € G y andlogamente
p(h)op(s)=p(s),
es decir, p(s)op(h) =p(h)op(s). O

1.6. Caracteres

Definiremos el caracter de una representacion, el cual resulta un invariante total, es decir, dos represen-

taciones son isomorfas si y sélo si sus caracteres son iguales.

DEFINICION 1.35. Sea V € repG; definimos el caracter xy de V como la funcién yy : G — C dada por
xv (9) =Tr (p(9))-

PROPOSICION 1.36. Si V,W € repG, entonces:

Para g,h € G, xv (hghfl) =xv (9);
xv (e) = dimcV;

xv (97 = xv (9);

Xvew = Xv + Xw;

XVew = XVXW -

oUW

DEMOSTRACION. La propiedades 1 y 2 se siguen de la definicién de caracter; la propiedad 3 se sigue de
la Observacion 1.27; la propiedad 4 se sigue del hecho de que la traza es aditiva y la propiedad 5 se sigue de
la Proposicién 1.29. O

En la proposicién anterior, la parte 1 implica que los caracteres son constantes en las clases de conjugacion.
A las funciones de un grupo G en un conjunto C' que son constantes en las clases de conjugacién se les llama
funciones de clase de G en C. Denotaremos con Cl¢ (G) al espacio vectorial complejo de funciones de clase
de G en C.

PROPOSICION 1.37. La funcion (_, ) : Clc (G) x Clc (G) — C definida mediante la regla: (p,) =
1

lelmn ZGgo (9) ¥ (g) es un producto interior.
ge

DEMOSTRACION. Sean ¢, %,y € Clc (G) y a € C. Primero veamos que la funcién dada es lineal en la

primera entrada.

(p+ar,v) = |G (p+a)(9)¥(9)

geG

= 161 (¢ @ (@) + (@) (9) 6 (9))

geG

G @b (@+allG ) v (g

geG geG

= (p,¥) tal(v,¢).

.2 Proposicion 1.37 es cierta sobre cualquier campo si escribimos (p, %) = |G|~ 3 ¢ ()% (¢~ 1); sin embargo la enunciamos
geG

de esta manera porque estamos trabajando en C y el producto interior usual en C utiliza conjugados.
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Continuemos demostrando que la funcién es hermitiana.

(.0 = 161" Y @ (9)

geG

= GI7' D el9)v(9)

geqG

= 1GI7 D el ()

geG

= (¥,9).

Para terminar veamos que es positiva. Si ¢ € Clc (G), entonces

(p.o) = G w9 el

geqG

= G Y lle@)l* =0

geG

y es cero si sélo si ¢ = 0. O

OBSERVACION 1.38. Utilizando el Teorema 1.32, las Proposiciones 1.28 y 1.29 y el Corolario 1.34, vamos
a notar lo siguiente: Si VW € repG y escribimos U := Hom¢ (V,W) y Z := V* ® W, entonces

dime (Homeye (V, W)) = dimg (Homg (v, W)) Teorema 1.32

=lc™ > Tr(pu (9) Corolario 1.34
geqG

=la™ ZTT (pz (9)) Proposicién 1.28
geG

=|GI™" Y " Tr (pv- (9)) Tr (ow (9)) Proposicion 1.29
geG

=|GI7") " Tr (pw (9) Tr (pv (97))
gelG

=GI7") " Tr (pw (9) Tr (pv (9));
geG

es decir,
(xv,xw) = dim¢ (Homgg) (V, W)) .

En adelante, para V,W € repG, denotaremos el producto interior de sus caracteres de esta forma

(ViW) == (xv,xw)-

OBSERVACION 1.39. Para V,W € repG tenemos que (V,W) = (W, V), pues (W, V) es un natural y asi,
W, V) =W, V).

El siguiente teorema tiene muchas consecuencias importantes.

TEOREMA 1.40 (Ortogonalidad de caracteres). Si V,W € repG son irreducibles, entonces

0 ss W2V,
1 ssiWwxV.

(V,W) =
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DEMOSTRACION. Por el Lema de Schur
0 siVZW,
HomC[G] (VY, W) =
C siV=w

Tenemos los siguientes resultados.

COROLARIO 1.41. Sean V,W € repG. Si V es irreducible, tomamos W = @V; la descomposicion de W

en componentes isotipicas con V; =W y V = W,, entonces (V,W) = n,.

DEMOSTRACION. La Proposicién 1.36 y el teorema anterior implican que

W) = Zni (V,Ws) =

Bajo las condiciones del corolario anterior, llamamos multiplicidad de V en W al namero (V, W).
COROLARIO 1.42. Si V. W € repG, entonces W 2V en repG si y sélo si xy = xw -

DEMOSTRACION. Si W 22 V| la definicion de caracter nos da lo deseado. En la otra direccion, supongamos

Xv = xw- Si U es una subrepresentacion irreducible de V' y n es la multiplicidad de U en V', entonces

(UW)=1G1"" Y xu (9) =167 xu (9) =n

Se geq
(donde la dltima igualdad es debida al corolario anterior). Concluimos que la multiplicidad de U en W es la
misma que en V' y por el Teorema 1.26, W = V. g

COROLARIO 1.43. Si V € repG, entonces (V,V) =1 si y sdlo si V es irreducible.

DEMOSTRACION. El Teorema 1.40 implica que si V' es irreducible, entonces (V, V) = 1. Supongamos que

(V,V) =1y que la descomposicién en componentes isotipicas de V es V = @V, con V; = W, es decir,
i

1= "n; (V,Wi) Zn (Wi, W) = > ni.
i i
Como cada n; es un natural, todos, excepto un n;, son 0 y aquel que no se anula debe ser 1; asi, el Corolario
1.41 junto con el Teorema 1.40 implican que V es irreducible. O

Estudiaremos algunas propiedades de la representacién regular y los caracteres.

LEMA 1.44. Fl caracter de la representacion reqular estd dado por:

0 st g #e;
xcia (9) = .
|G| sig=e.

DEMOSTRACION. Notemos que cualquier g € G actia permutando los elementos de la base G de C[G] y
para h € G sucede que gh = h si y sélo si g = e, por lo que

0 si g #e;

Trcie (p(9) = _
|G| sig=e.
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TEOREMA 1.45. Sea W € repG irreducible. La multiplicidad de W en la representacion regular es

DEMOSTRACION. Realizando el calculo y utilizando el Lema anterior y el Corolario 1.41:

(W,CIG) =IGI™" xw (9) xce (9) = G~ xw () xcia) (€) = xw () = dimg (W)
geG

O

DEFINICION 1.46. Un sistema de representantes de representaciones irreducibles de G es un conjunto A
de representaciones irreducibles de G, tal que cualquier clase de isomorfismo de representaciones irreducibles

tiene un unico representante en A.
Es claro que el teorema anterior implica el siguiente corolario.

COROLARIO 1.47. Si A es un sistema de representantes de representaciones irreducibles de G, entonces
A es finito.
Ahora procederemos a demostrar que de hecho el cardinal de A es el nimero de clases de conjugacién de
G. Necesitamos algunos resultados.
. . . . ., G —
LEMA 1.48. Si ¢ € Clc(G) y V € repG es irreducible de dimension n, entonces % (o, xv) Idy =

> e(9)r(g)
geG

DEMOSTRACION. Sir= Y ¢(g)g € C[G] y h € G, entonces

geG
hrh™t = hZ(p(g)gh

geG

= > (g hgh™
geG

= Y o (hgh™) hgh™!
geG

= > ¢l9)yg
geG

= ’,’;

por lo que, p(r) € Endgig) (V). El Lema de Schur asegura que p (1) = aldy para algin ac Cy

an =aTr (Idy) = Zsﬁ = |G|{o,XV)
geG

IG\ (

de este modo p(r) = o, xv) Idy. O

TEOREMA 1.49. Si A es un sistema de representantes de representaciones irreducibles de G, entonces

{xv | V € A} es una base ortonormal de Clc (G).

DEMOSTRACION. En el Teorema 1.40 hemos probado que A es ortonormal y, por lo tanto, linealmente
independiente. Si ¢ € Cl¢ (G) es ortogonal a cada xy, con V € A, entonces 0 = (p, xv) = (B, Xv); €l
lema anterior implica que 0 = Z v (9)pv (9) = Z v (g) pv (g9) para cada V € A. Debido a que C[G]

es completamente reducible, conclulmos que Y cp( pC[G]( ) = 0. Entonces 0 = > ¢ (9) pcia) (9) (e) =
ge@ e
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> ¢ (g) g, de manera que la independencia lineal de G en C[G] implica que ¢ = 0. Por lo tanto, .4 es base
geG

de Cl¢ (G), pues el espacio ortogonal a (A) es trivial. O

Notemos que ¢ € Clc (G) queda determinada por sus valores en las clases de conjugacion de G. Si C es
el conjunto de todas las clases de conjugacion de G entonces {pc € Clc (G) |C € C}, donde

0 sigéC;
1 sige(,

vc (g) =

es una base de Cl¢ (G). Concluimos que |A| = |C|. Hemos demostrado el siguiente corolario.

COROLARIO 1.50. El nimero de representaciones irreducibles salvo isomorfismo de G es el nimero de

clases de conjugacion de G.

Con este resultado damos por terminado este capitulo en el que introdujimos las nociones basicas de
representaciones de grupos finitos. En el siguiente capitulo estudiaremos las representaciones inducidas y

restringidas.



Capitulo 2

Cambio de grupo

En este capitulo trabajaremos con un grupo finito G' y un subgrupo H de G. Desarrollaremos una manera
de obtener por cada representacién de uno una representaciéon del otro, es decir, funtores entre las categorias
de representaciones de ambos grupos. En la primera secciéon estudiaremos el funtor de induccién. Este, como
su nombre nos dice, induce una representacion de G a partir de una de H. Después estudiaremos el funtor
de restricciéon que actia en la direccién inversa y terminaremos demostrando una relacién entre ellos: el
Teorema de Reciprocidad de Frobenius que dice que los funtores de restriccion e induccién son adjuntos.
En la segunda seccién demostraremos el Teorema de Mackey que nos da como corolario otra relacién entre
induccioén y restriccién conocida como la Férmula de Restriccién de Mackey y un criterio de irreducibilidad.
Nuestra referencia principal sera [10]; para el final de la Seccion 2.2 volveremos a utilizar [8]. La notacion

utilizada en la Formula (2.1.1) fue sugerida por Francisco Marmolejo a quien agradezco sus observaciones.

2.1. Reciprocidad de Frobenius

En adelante, H siempre denotard un subgrupo de un grupo finito G y con R denotaremos un sistema de
representantes de las clases laterales izquierdas de H en G tal que e € R.
Notemos que R es un G-conjunto si definimos g * r como el tnico elemento de R que satisface que

gr € (g+r) H. De este modo existe un tnico h(g,r) € H tal que gr = (g*1) h(g,r).
OBSERVACION 2.1. Si g,k € Gy r € R, entonces
kr = (kxr)h(k,7)
multiplicando por g obtenemos

g(kr) = (g(kxr))h(k,r)
= (g-(k*xr)h(g,k*7r))h(k,T).
Dado que (gk) xr = g x (k * ), podemos concluir que
gkr = (gkx7) (h(g,k*xr)h(k,7))

mientras que
(gk)r = (gk*7)h(gk,7);
Por tanto

h(g,k*r)h(k,r)=h(gk,T).

Para cualquier W € RepH, consideremos el espacio vectorial ) W'y para cualesquiera g € Gy (wy),cp €

reR
@ W definamos
reR
(2.1.1) 9 (W) rep =Y tguwh (g,7) wy,

reR

22
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donde tgyr : W — € W es la inclusion en la coordenada g * r.
SER

OBSERVACION 2.2. Notese que la Observacion 2.1 implica que

gk (wr),er = Zbgk*rh (gk,r)w,

rER

= ) tgrurh (g k5 7) B (k,m) W,
reR

= Zbg*(k*r)h (97 k T) Trk*rbk*rh (ka T) Wy
reR

= g (Zik*rh (k7 T) wr)

rER

= g (k (wT)T€R) .
PROPOSICION 2.3. Para cada W € RepH, el espacio @ W con la accion de G definida por (2.1.1) es
reR
una representacion de G.

DEMOSTRACION. La Observacion 2.2 asegura que la formula (2.1.1) define una accion de G en @ W (es

reR
claro que el neutro de G acttia como la identidad de @ W). Dado que H actia linealmente en W y para
reER
cualesquiera g € G y r € R, la inclusion ¢4, es lineal, G actta linealmente en @ W. O

reR
Notemos que C [H] es un subanillo de C[G], por lo que C[G] es un C [G]-C [H]-bimo6dulo con la multi-
plicaciéon por escalares definida a través de la multiplicaciéon en C[G].
PROPOSICION 2.4. Como C [G]-mddulos, C [G] @cigy W = P W.
reR
DEMOSTRACION. Para toda r € R, definamos f, : C[G] x W — W mediante la regla

fr Zaggaw = Zagh(gve)w‘
geG gerH

Veamos que f, es C[H]-balanceada'. Es claro que f, es morfismo de grupos abelianos en cada entrada,

por lo que resta demostrar que para cualesquiera k € H, t = Y agg € C[G] y w € W se satisface que
geG
fr (tk,w) = fr (¢, kw), ya que la multiplicacion en C [H] estéa definida a través de la base H. Si realizamos el

célculo utilizando que k = ke = (k xe) h (k,e) = e (h (k, e)) tenemos que
fr (tk,w) = Z agh (gk,e) w

gkerH

= Z agh (g,kxe)h(k,e)w
gerH

= Z agh (g,e) kw

gerH

= f(t,kw).

Asi, por la propiedad universal del producto tensorial y por el hecho de que C C CenC [H], existe un morfismo
lineal f, : C[G] ®cia W — rW, tal que fr (t®w) = f, (t,w). Utilizando la propiedad universal del producto
18i R es un anillo, W es un R-modulo derecho, V' es un R-moédulo izquierdo, U es un grupo abelianoy f: W x V — U, decimos

que f es R-balanceada si f es morfismo de grupos en cada entrada y f (w,rv) = f (wr,v) para cualesquiera w € W, v € V y
r € R.
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directo (R es finito) con los morfismos { frlre R}, obtenemos un morfismo lineal f : C[G] ®@cg W —

@ rw tal que f (t @ w) =
reR

(Ftow)

fktew) =

(o
(50

D

gek—1rH

-3

reR

= E Lkxr

reR

reER

= k
gerH

Zak*rh (k,r)

k(e
= kf(tow

. Para cualesquiera k € G, t € C[G] y w € W sucede que

kt@w

€R

h(kg,e)w

reR

agh (k,g*e)h(g,e)w

reR

Z agh (k, k™" x 1) (h(g,€) w)

gEk—txrH

S agh (k,r) (h(g,¢) w)

gerH

> agh(g.e)w

gerH

Z agh(g,e)w
), ey

reR

Por linealidad, tenemos que f es morfismo de C[G]-mddulos. Exhibamos el inverso de f para mostrar que es

isomorfismo. Definamos ¢ : @ rW — C|[G] ®c(a;

TER
cada (wy),cp € @ rW tenemos que
rER

(¢ ((wr)rer))

la ultima iguldad se debe a que re = r (h(r,¢)).
identidad, es suficiente mostrarlo para cualquier tensor elemental. Si t®@ w € C[G] ®¢

W a través de la regla ¢ ((w

Wyrer) = 20T @ wy. Asi, para
r€ER

e
= Zf (r®@wr)

reR

- Z (fs (re wr)) sER

reR
= (h(re)wr),.cp
= (wT)TER )

Para mostrar que la composicién en el otro sentido es la

(m W, con ¢ como antes,
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entonces
siiteu) = o (iteow) )
= Zr@(fr(t@)w))

reR

= Zr@ Zagh(g,e)w

reR geErH

= Z Zagr®h(g,e)w

r€R gerH

= Z Zagrh(g,e)@)w

reR gerH

- Y Y agou

reR gerH
= Qu.

Por lo tanto f es isomorfismo. O

DEFINICION 2.5. Si W € C[H]-mod, definimos y denotamos la representacion inducida por W en G
como Ind§; (W) := C[G] Qca W

OBSERVACION 2.6. Dado que Ind$ : C[H]-m6d — C [G]-m6d esté definido en términos de un producto
tensorial, en los morfismos se comporta de la siguiente manera: si ¢ € Homcyz) (W, V), entonces Indg (¢) =
Idciq) ® ¢. Es claro que Ind$ : C[H]-m6d — C [G]-méd es un funtor covariante.

Por la Proposicion 2.4 Ind$, (W) es isomorfa a @ W.

reR
Ahora calcularemos el caracter de una representacién inducida.

PROPOSICION 2.7. Sean W € repH y V = @ W = Ind% (W). Si definimos xw : G — C como
rER

. 0 st g ¢ H;
xw (9) = )
xw(g) sige€H,;

entonces xv (9) = > Xw (r_lgr) para cada g € G.
reR

DEMOSTRACION. De la férmula (2.1.1) se sigue que cada g € G actaaen {¢, (W) | r € R} de la siguiente
manera g (¢ (W)) = tger (W). Observemos que si g (¢, (W)) # ¢, (W), entonces g (¢ (W)) N e (W) =0, por
lo tanto, para cualquier base ordenada 5 de ¢ (W) se satisface que [p (9) LLT(W)]§ = 0, por lo que solo
pondremos nuestra atenciéon en los sumandos que g mantiene fijos. Si r € R es tal que g (¢, (W)) = ¢, (W),
entonces g * r = r, por lo que r~tgr = h(g,7) y, Tr (p (9) LLT(W)) = xw (h). Si sumamos sobre r € R,
tenemos que xv (9) = > xw (r~'gr). O

T

Las siguientes proposiciones se verifican facilmente.
PROPOSICION 2.8. 8i W,U € C[H]-mod, entonces Ind§ (W @ U) = Ind§ (W) @ Ind§, (U).

PROPOSICION 2.9. Si K es un subgrupo de G, H es un subgrupo de K y W € C[H]-mod, entonces
Indg (W) = Ind?( (Indg (W)) como C [G]-mddulos.
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DEMOSTRACION.

mdf (ndff (W) = nd§ (C[K] @cim W)
C[G] @cix (C[K] @cpm W)
= (C[G] @cix) C[K]) @ W
C[G] @cm W
= Ind§ (W).

1%

1%

O

Estudiaremos ahora el funtor de restriccion. Dado W € C[G]-mod si restringimos el producto por
escalares a C[H], entonces W € C[H]-mod.

DEFINICION 2.10. Si W € C[G]-mod, definimos y denotamos la representacion restringida por W de G
a H como Res$ (W) := W. En los morfismos, Res$, se comporta como la identidad.

La Definicién 2.10 implica claramente lo siguiente:

PROPOSICION 2.11. Si W,V € C[G]-mod, K es un subgrupo de G, H es un subgrupo de K, entonces
Res% (W @ V) = Res$ (W) @ Res$, (V) y Res& (W) = Resk (Res?( (W))

Para continuar con el Teorema de Reciprocidad de Frobenius, necesitamos algunos teoremas de teoria de

modulos.

PROPOSICION 2.12. Si A y B son anillos con uno, W es un B-A-bimédulo y V' es un B-mddulo izquierdo,

entonces Homp (W, V) es un A-mddulo izquierdo.

DEMOSTRACION. Sabemos que Homp (W, V') es un grupo abeliano con la suma definida puntualmente.
Paraa € Ay f € Homp (W, V) definimos af mediante la regla (af) (w) = f (wa) para cada w € W. Notemos
que af € Hompg (W,V), pues (w+ w')a = wa + w’'a para cualesquiera w,w’ € W'y f € Homp (W, V).
Ademas,

((ab) f) (w) = f (w(ad)) = f ((wa)b) = (bf) (wa) = (a (bf)) (w)
(a(f+g)) (w)=(f+g)(wa) = (af) (w) + (ag) (w)

((a+0b) f) (w) = f(w(a+b)) = f(wa+wb) = (af) (w) + (bf) (w),
para a,b € Ay f,g € Homp (W, V); es decir, el producto por escalares es asociativo y distributivo. Es claro
que 14f = f. Por lo tanto, Hompg (W, V') es un A-mdédulo izquierdo. O

TEOREMA 2.13. Si A, B y C son anillos con uno, U es un B-A-bimddulo, V es un C-B-bimddulo y W es
un C-mdodulo izquierdo, entonces Homp (U, Home (V, W)) =2 Home (V ®@p U, W) como A-mdédulos izquierdos,
es decir, (V ®@p _,Hom¢ (V, _)) es un par de funtores adjuntos.

DEMOSTRACION. Definamos n : Homp (U, Home (V,W)) — Home (V ®@p U, W) a través de la regla
n(f)(v®u) = f(u)(v) para cada f € Homp (U,Home (V,W)), v € V y u € U. Debido a que fy f(u)
son morfismos de modulos para cada u € U (recordemos que definimos (b (f (u))) (v) = f (u) (vd)), sucede
que 7 (f) es B-balanceada en los tensores elementales, por lo que se extiende como morfismo de grupos

abelianos y la extension es morfismo de C-moédulos. Mostraremos que 7 es morfismo de A modulos. Sia € A,



2.1. RECIPROCIDAD DE FROBENIUS 27
fyg € Homp (U, Hom¢ (V,W)), v € V y u € U, entonces
n(af+g)(v@u)=(af +g)(u) (v) = (f (ua) + g (u)) (v) =1 (f) (v @ ua) +n(g) (vOu)
=n(f)((w@u)a)+n(9) (vOu) = (aln(f)) (veu)+n(g)(veu),

por lo que 7 es morfismo de A-moédulos izquierdos. Para mostrar que 7 es isomorfismo construiremos su inver-
sa. Definamos p : Home (V @ p U, W) — Homp (U, Home (V, W)) mediante (¢ (g) (v)) (v) = g (v ® u) para
cada g € Home (V @p U, W), v € V yu € U. Dado que g es morfismo de C-mo6dulos y la asignacion (v, u) —
v ® w es B-balanceada, la funcion u (g) (u) es morfismo de C'-mddulos y la funcién u(g) es morfismo de B-
modulos. Resta demostrar que i y 7 son inversas. Sean g € Home (V @ g U, W), f € Homp (U, Hom¢ (V, W)),

ue Uy wveV. Entonces (u(n(f)) (w)(v) =n(f)(v@u) = f(u)(v)y 0(g)) (veu)=(u(g) W) (v) =
g(w®u);esdecir p(n(f))=fyn(e(g) =g Esto demuestra lo que buscabamos. O

PROPOSICION 2.14. Si A es un anillo con uno y M es un A-mddulo izquierdo, entonces Hom 4 (A, M) =

M como A-mddulos izquierdos.

DEMOSTRACION. Sea f : Homy (A, M) — M dada por f(h) = h(1l) para cada h € Homgu (A, M).
Dada la estructura de A-médulo de Homy (A, M), la funcién f es morfismo de A-moédulos izquierdos. Si
h € Hom 4 (A, M) es tal que h (1) = 0, entonces h(a) = ah (1) = 0 para toda a € A, es decir, h = 0. Por
tanto, f es mono. Si m € M, entonces h,, : A — M definida como h,, (a) = am es un morfismo de A-mo6dulos

tal que f (h,,) = m. Asi, f es isomorfismo. O
Esto es lo necesario para demostrar el teorema de Reciprocidad de Frobenius.
TEOREMA 2.15 (Reciprocidad de Frobenius). Los funtores Indg Y Resg son adjuntos.

DEMOSTRACION. De los resultados anteriores tenemos que, como espacios vectoriales complejos,
Homeyg) (Indf; (W), V) = Homeyg) (CIG] @cm W, V)
Hom(c (W Hom(c G] (C [G} V))
W, V)
= Homgg (W, Res$ (V)) .

1%

1%

HomC[H]

0
COROLARIO 2.16. Si¢ W €repH y V € repG, entonces <Ind% (W) ,V> = <VV, Res$ (V)>
DEMOSTRACION. El Teorema de Reciprocidad de Fobenius implica que
dimcHomgg (Indg (W) ,V) = dimcHomg g (vu Res$ (V)) :
de manera que
<1ndf, (W), V> - <W, Res$, (V)>
O

Tenemos como resultado inmediato el siguiente corolario.

COROLARIO 2.17. SiV € repG y W € repH son irreducibles, entonces la multiplicidad de V' en Indg (W)
es la multiplicidad de W en Res$; (V).
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2.2. El teorema de Mackey

Para continuar consideraremos, ademas de H como subgrupo de G, un segundo subgrupo K de G y la
accion de K x H en G dada por lo siguiente: para (k,h) € K x H y g € G definimos (k,h) g := kgh~*. Con S
denotaremos a un sistema de representantes de las érbitas de esta accion, es decir S C GG y cualquier 6rbita

tiene un tnico representante en S. Para cada g € G escribiremos H, para referirnos al grupo gH g 'NK.

OBSERVACION 2.18. Para cada s € S existe un monomorfismo de grupos fs : Hs — H, definido mediante
fs (k) = s~ 'ks, que induce un isomorfismo f, de C-dlgebras entre C[H,] y C[fs (H)]. Considérese el mono-
morfismo de C-algebras ¢ o f, : C[H,] — C[H], donde ¢ : C[f, (H,)] — C[H] es la inclusién. De este modo
es posible dar a C[H] estructura de C [H,]-médulo izquierdo a través de ¢ o f,, es decir, para a € C[H] y
r € C[H,], se define r-a = ((vo fs) (1)) a.

TEOREMA 2.19 (Mackey). Como C [K]|-C [H]-bimédulos, C[G] = @ C[K]| @, C[H].
ses

DEMOSTRACION. Si g € G, entonces existen s € S, k € Ky h € H tales que ksh = g y s es tnico.
Consideremos los morfismos lineales p, : C[G] — C[K] ®c¢(g,) C [H], definidos en G’ mediante la regla

k®h sig=ksh;
#s (9) = . .
0 si g # ksh para cualesquiera k € Ky h € H.

si existen k' € K y b/ € H tales que k’sh’ = g, entonces k = k’sh’h~'s~!, lo que implica que
K'sh'h™ s~ @h

= K@ (sh'h™'s7")-h

= K& f(sh'h™'s™')h

= K oh

E®h

Es decir, ps esta bien definido para cada s € S. Demostraremos que la transformacion lineal p : C[G] —

@D C[K] ®crn,) C[H], que se obtiene de la propiedad universal del producto (S finito) y los morfismos
s€S
{ps | s € S}, es un isomorfismo de C [K]-C [H]-mo6dulos. Para cualesquiera g € G, k € Ky h € H, tenemos

que p (kgh) = ku(g)h, pues si kgh = k’sh’, entonces p(kgh) = k' @ ' 'y u(g9) = k=*k’ ® h’h=. Por la
linealidad de 1 y la definicién del producto en C [G], conlcuimos que p es morfismo de C [K] -C [H]-bimddulos.
Para demostrar que p es isomorfismo exhibiremos su inverso. Para cada s € S sea n, : C[K] x C[H] — C[G]

definida como:

s (Zakkv Zahh> = Zakahksh.
k,h

keK heH

Veamos que 7, es C [Hy]-balanceada. Si > ark, > bpk € C[K], > aph, >, bph € C[H]y > app € C[Hy],
kEK keK heH heH pEH,

entonces

Ns (Zakk7 > anh+ thh> = s <Zakk, > (an +bh)h>

keK heH heH keK heH

Zak (an + by) ksh
k,h
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= Zakahksh + Zakbhksh
k,h k,h

- n, <Zakk, Zahh> + s (Zakk, thh> ;

kEK heH kEK heH
es decir, 1 es morfismo de grupos abelianos en la segunda entrada; anidlogamente se demuestra que lo es en

la primera entrada. En cuanto a los escalares

" <Zakk> S |3

keK pEH, heH

heH

Ns Zakapk:p, Z aph
k.p

= Z (arap) apkpsh
k,h,p

= Z ar, (apap) kss™'psh
k,h,p

— Z ai (apar) ksfs (p) h

k.h,p

= Y ar(apan) ks (p- h)

k,h,p

= s Zakk,Zahapp-h
k h,p

e | D ak, | > app ~<Zahh>

keK peH, heH
Lo anterior demuestra que 7, es C[H;]-balanceada. Por la propiedad universal del producto tensorial,
para cada s € S existe un tinico morfismo de grupos abelianos 7, : C[K] ®cn,) C[H] — C[G] tal que

s << > akk) ® ( > ahh>) = N ( > ark, > ahh>. Es claro que de hecho 75 es C-lineal. Usando la

keK heH keK heH
propiedad universal de la suma directa y los morfismos {7, | s € S} tenemos un tinico morfismo lineal 7 :

P C[K] ®cn,) C[H] — C[G] que extiende a cada 7. Afirmamos que 7 es el inverso de u. Si g € G,
ses
por la observacion hecha al inicio de la demostracion, n(u(g9)) = n(k®h) = ksh = g. Por otro lado,

(15 (k ® h)) = p(ksh) = k ® h para cada tensor elemental k ® h € C[K] ®cg,) C[H] y s € S, por lo tanto
womn = Id. Concluimos de esta forma la prueba. O

Cuando establecimos S no impusimos ninguna condicién sobre él, sin embargo, la construccién de
C[K] ®cg.) C[H] depende de la eleccion de S. Demostraremos que, a pesar de esto, la descomposicién

que obtuvimos en el teorema anterior es independiente de la elecciéon de los representantes.

PROPOSICION 2.20. Si sy s’ estdn el la misma drbita de G bajo la accion de K x H, entonces C [K|®c(g,)
C[H] = C[K] ®c[u,, C[H] como C[K]-C[H]-bimddulos.

DEMOSTRACION. En la demostraciéon del teorema anterior obtuvimos que 775 es un isomorfismo sobre
su imagen para cada s € S. Con una construcciéon analoga, para cada s’ € G obtenemos un morfismo
s+ CIK] ®ca,,) C[H] — C[G] tal que sobre su imagen es ismorfismo de C K] -C [H]-bim6dulos; ademés,
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podemos observar que si s y s’ estdn en la misma 6rbita, entonces

im (77;) Z agg | ag € C para cada g € O (s)
geO(s)

Z agg | ag € C para cada g € O (s')
geO(s’)

= im (7).
Por lo tanto,
C[K] ®ciu,) C[H] =im (75) = C[K] ®c(n,) C[H].

s

O

En la Observacion 2.18 mencionamos que f; : Hy — H es un monomorfismo. De hecho, fs (Hs) =
sT1H,s < H.

OBSERVACION 2.21. Podemos considerar Res.’ ;; , : C[H]-m6d — C [s~!H,s] -m6d. Ademés, es posible
dotar a cualquier C [s‘les] -moédulo de una estructura de C[Hg]-moédulo a través del isomorfismo fs :
C[Hs] = C|[fs (Hs)] como hicimos en la Observacion 2.18 para C[H]. Por lo tanto, para cada s € S existe
un funtor Fy : C [s‘les} -méd — C[H,|-mod que sélo cambia el producto por escalares y deja los espacios
y morfismos fijos. Asi, cualquier C[H]-modulo tiene estructura de C[H]-médulo a través del funtor F; o

H
Res;—1p -

ProrosiCION 2.22 (Formula de Restriccion de Mackey). Si W € RepH, entonces Res?( o Indg (W) =

@S Indjy oF,oRes!l.y , (W).
ES

DEMOSTRACION. El isomorfismo del teorema de Mackey es un isomorfismo de C [K|-C [H]-bim6dulos,

asi que
md% (W) = C[q] ®cim W
o <€B(C ] ®cm.] [H]> ®cm W
sES

=~ PCIK] @cu,) CH] @cim W
seS

=~ @C [K] ®(C[H5] (Fs o Resngss (W))
seS

= @Indgs oF o0 ResngSs (w).
seS

O

Para concluir este capitulo demostraremos un criterio de irreducibilidad aplicable en el caso particular en
que K = H. En tal caso, cualquier representacion W de H induce representaciones de Hy: F;0Res £1 s (W)
y Resgs (W).

TEOREMA 2.23 (Criterio de irreducibilidad de Mackey). Sea W € C[H]-mo6d. El C [G]-médulo Ind$, (W)
es irreducible si y sdlo si para cada s € S\ H las representaciones Fg o Resf{les W)y Resgs (W) no

comparten componentes irreducibles y W es irreducible.
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DEMOSTRACION. Calculemos el caracter de Ind$ (W):

<Ind§, (W), Ind$ (W)> = <W, Res§ (Indf, (W))> (Reciprocidad de Frobenius)

= <VV7 @Indgs oF o0 RestHSS (W)> (Formula de Restriccion de Mackey)
seS
(W)

= Z <VV, IndgS oFso0 Resf_les

ses

= Z <Indgs oFs0 ResflleS (W) 7W> (Observacion 1.39)
sesS

(2.2.1) = <Fs o Resngss (W), Resp (W)> . (Reciprocidad de Frobenius)
ses

Si Ind%, es irreducible,

Z <FS o Resngss (W), Resgs (W)> =1
ses
Por la Proposicién 2.20 podemos suponer que e € S; por tanto H, = H, es decir,

Resf; (W) =W =F.oResj; (W),
lo que implica que

(2.2.2) (W, W) + Z <FS oRestLipy , (W), Resp). (W)> =1.

s#e
Podemos concluir que W es irreducible y que F, o Res™, s W)y Resgs (W) no comparten componentes
irreducibles si s € S\ H (si s € SN H entonces s = (ss™') e (s) y de este modo O (s) = O (e), es decir e = s).
En la otra direccién, las Ecuaciones (2.2.1) y (2.2.2) nos dan lo deseado. O



Capitulo 3

Las representaciones irreducibles del grupo simétrico

En este capitulo daremos una biyecciéon canédnica entre las clases de conjugacion del grupo simétrico
Sn v sus representaciones irreducibles. Las demostraciones estan basadas en [2], aunque la notacion y las

definiciones estan basadas en [7]. Comenzaremos con algunas definiciones.

DEFINICION 3.1. Sea n € N. Una particion A de n es una sucesion A = (\;);cy+ tal que \; € N para
cadai € NT y S Ni=ny X < Ay sii>i.
i

Si A es una particién de n, entonces existe k € N* tal que para cada i > k se tiene que \; = 0. Asi que,

escribiremos A = (A1, ..., Ag).

OBSERVACION 3.2. Si A es una particion de n, entonces podemos asociarle una clase de conjugacion de
Sy y viceversa. Si 0,7 € S, estan en la misma clase de conjugacion, entonces tienen la misma estructura
ciclica y la suma de las longitudes de los ciclos de o es n; asociamos a cada clase de conjugacion la particién
que se obtiene de la estructura ciclica de la clase y asociamos a cada particién la clase de conjugacion cuya

estructura ciclica esté dada por los elementos de la particion.
DEFINICION 3.3. Sea n € N. Definimos [1,n] := {i € N* | i <n}.

Nota: Aunque cominmente se denota con [1,n] al intervalo real, debido a que no utilizaremos intervalos

reales, no habra confusion entre la Definicion 3.3 y el intervalo real [1,n].

DEFINICION 3.4. Sea A = (A1, ..., A\r) una particion de n. El diagrama de X es el conjunto de parejas or-
denadas {(7,7) e Nx N | ¢ € [1,k], j € [1, \;]}. A la primera coordenada le llamamos renglén y a la segunda,

columna.
Como apoyo a esta definicién podemos visualizar el diagrama de A como una cuadricula.

EiempLO 3.5. Sea n = 7. Consideremos una particiéon de 7. Tenemos que 7 = 1+ 1+ 2 + 3, es decir,
A =(3,2,1,1) es una particion de 7. El diagrama de esta particion se puede visualizar como sigue

‘ + renglon 1

+ renglon 2

+ rengléon 3

<+ renglén 4

DEFINICION 3.6. Sea A = (A1,..., ;) una particion de n. Una tabla de X es una funcién biyectiva D
entre el diagrama de la particion y [1,n], es decir, D : {(i,5) | ¢ € [1,k],j € [1,\]} — [1,n]. Decimos que
a € [1,n] esta en la entrada (7, j) de la tabla D si a = D (3, j).

Al igual que a un diagrama, podemos visualizar una tabla escribiendo en el recuadro correspondiente al

renglon ¢ y la columna j del diagrama, el namero D (4, j).

32
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EjempLO 3.7. Usando el Ejemplo 3.5, tenemos las siguientes tablas:

1 3 4 6
D: 0 D': 2
7 1
6 7
DEFINICION 3.8. Sean A = (A1,...,Ar) una particiéon de n y D una tabla de ella. Decimos que una

permutacion p € S,, preserva los renglones de D si para cada (4, j), se cumple que p (D (i,7)) = D (i, j’) para
alguna j’ € [1, \;]. Anélogamente, decimos que p preserva las columnas de D si para cualquier (,j) tenemos
que p(D (i,5)) = D (¢, j) para alguna i’ € [1, k].

Usaremos la siguiente notacion: R (D) := {p € Sy, | p preserva los renglones de D} y C' (D) :={q € S, |

q preserva las columnas de D}.

OBSERVACION 3.9. Es claro que si (1) es la permutacion identdad, entonces{(1)} = R (D) N C (D), pues
sipe R(D)NC (D), entonces p(D (i,5)) = D (4, j) para toda (4, 7).

En adelante, D denotara una tabla para la particion A = (A1, ..., \;) de n.
PROPOSICION 3.10. Los conjuntos R (D) y C (D) son subgrupos de S,,.

DEMOSTRACION. So6lo demostraremos que R (D) es subgrupo de S, la otra demostracion es totalmente
analoga. Sean p,py € R (D). Entonces, para cada (i,j) existen j’,j” € [1,\;] tales que ppo (D (i,5)) =
p (D (i,5')) = D(i,5"). Resta mostrar que p~! € R(D). Observemos que para toda i € [1,k] la funcién
p(D (@, ) : [1,M] = {D(%,7) | 7 €[1,A]} es biyectiva, puessip (D (i,5)) = p (D (i, jo)), entonces D (i,5) =
D (i,jo) y la biyectividad de D implica que j = jo (p (D (¢, _)) esta bien definida pues p € R(D)). Por lo
tanto, para cualquier (i, ) existe j' € [1,\;] tal que D (i,5) = p (D (i, 5')), es decir, p~* (D (i,5)) = D (i, ).
Con esto terminamos la prueba. O

El siguiente corolario es claro por la Observacion 3.9.
COROLARIO 3.11. Sip,po € R(D) y q,q0 € C (D), entonces pqg = poqo si y s6lo si p=py y g = qo-

Para cada tabla D y cada o € S,, definimos, sobre el mismo diagrama, la tabla ¢ D dada por (¢D) (¢, ) =
o (D (i,)):
PROPOSICION 3.12. Si o € S, entonces R(cD) =cR (D)o y C(0D)=0C (D)o ".

DEMOSTRACION. Sea p € S,,. Entonces para cada (i, 7) existe (¢/,5’) tal que p (D (i,5)) = D (¢/,7") y asi,
(opa’l) (oD (i,7)) = oD (i',j'). Sip € R(D), es decir, si i = i’ para toda i, concluimos que opoc~! € R (aD);
por lo tanto, cR (D)o~ C R(oD). Si p ¢ R(D), entonces existe i tal que i # i’ y asi, opoc~* ¢ R (oD), por
lo que R (0cD) C oR(D)o~!. Anélogamente se demuestra la igualdad C (¢D) = oC (D)oL, O

LEMA 3.13. Si D es una tabla y o € S, es tal que cualesquiera dos nimeros en D que sean distintos
y que se encuentren en el mismo renglon, se encuentran en diferentes columnas de oD, entonces para cada

p € R(D), la permutacion po satisface la propiedad descrita para o.

DEMOSTRACION. Obsérvese que la propiedad que tiene o es que si D (i,51) = oD (i, j1) v D (i,50) =
oD (i, jo) con j1 # jo, entonces ji # jo. Si D (i,51) = poD (i',j1) y D (i,jo) = poD (ig,jo) con j1 # jo,
dado que p € R (D), entonces D (i,1;) = p; ' D (i,51) = oD (i',5}) v D (i,10) = p~*D (i, j0) = oD (i}, j5) con

l1 # lp, pues p es inyectiva, lo que implica que j; # ji, es decir, po tiene la propiedad mencionada. O
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PROPOSICION 3.14. Para cada tabla D y cada o € S,, tenemos que 0 = pq, conp € R(D) y q € C (D),
st y solo si cualesquiera dos numeros en D que sean distintos y que se encuentren en el mismo renglon, se

encuentran en diferentes columnas de oD.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que o = pg, con p € R(D) y g € C (D). Sean i y ji,jo € [1, ]
tales que j1 # jo. Por la biyectividad de o y D existen 4, if, j1 vy j{ tales que D (¢,51) = oD (i}, j1) ¥y

D (i, jo) = oD (if, ji,)- Por la Proposiciéon 3.12 tenemos que op~! = pgp~* € C (pD), por lo que

D(imjl) =oD (7’/1’]1) = Up_lpD (1/17]1) =pD (lelv]i)

D (i, jo) = oD (ig, jo) = op™ "D (i, jo) = pD (ig, o) »
por lo tanto, D (4, jo) = pD (i5,45) y D (i,71) = pD (i}, j1). Las tltimas ecuaciones implican que i = i} = i§
y J' # Jo-

Para la implicacion en el otro sentido notemos que la hipdtesis es equivalente a que cualesquiera dos
nameros que sean distintos y que se encuentren en la misma columna de oD se encuentran en diferentes
renglones de D. Asi, para cada i existen v1 (i) y ¢1 (i) tales que, oD (i,1) = D (y1 (4), 1 (4)) y si i # ¢,
1 (i) # v (i'), por lo que 71 : [1,k] — [1, k] es biyectiva. Sea p; : [1,n] — [1,7] tal que

D (v (i),1) sil =1 (i);
pr(D (71 (i),0) =4 D (7 (i),p1 (i) sil=1;
D (1 (4),1) en otro caso.

Es claro que p; € R (D) (p1 es biyectiva pues es suprayectiva,).

Por el Lema anterior, cualesquiera dos nameros en D que sean distintos y que se encuentren en el mismo
renglon se encuentran en diferentes columnas de pyoD, es decir, para cada ¢ y cualesquiera ji,jo € [1,\]
tales que j1 # jo, p1oD (i',j1) = D (i,51) y p1oD (ig, 34) = D (4, jo), se tiene que jj # jj. De manera que si
j>1lei;:=mde{i|j€[l,\]} (i es el altimo renglén que tiene j columnas) entonces, por la afirmacion

anterior, para cada i > ¢; existen v, (¢) y ¢; () tales que H proD (3,5) = D (v (i), ¢; (i) con ; biyectiva

en {7 | j € [1,\;]} (en adelante, si escribimos v; (z) o goj (i ) estamos suponiendo que j < ;). Definamos

pj € Sp como

D (v; (i), ) sik=n;(i) yl=;();
p; (D (k1) =D (v, (i), (i) sik=n;0) yl=7;
D (k1) en otro caso.

Es claro que para cada j, p; € R (D).

Notemos que si ¢, (i) > j para cada 4, entonces p; D (k,l) = D (k,l) para cada [ < j, pues si suponemos
que ¢, (i) > j para cada i y | < j, entonces [ # ¢; (i), por lo tanto, p;D (k,l) = D (k,l). Motivados por
esto, demostraremos por induccion sobre j que ¢; (i) > j para cualesquiera ¢ y j. Para j = 1 es trivial.
Supongamos que para toda j < j' y cada ¢, se tiene que ; (1) > j; asi, p;D (k,l) = D (k,l) para toda [ y
toda j tales que | < j < j’, lo que implica que

H proD (i, ) H Pr Hpro*D (i, 5) H prD 05 () = I 2D (v (),5) = D (v (i), 9)

r=j7+1
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para cada j < j’. Si existe ¢ tal que | = ¢;/ (i) < j/, entonces | < \;/, donde ¢ = v;/ (i); asi que ¢/ < i; y
existe k tal que i’ = 7; (k). Por lo tanto,

j =1

D (v (i) 0y (1)) = pjr D (i (k H proD (k1)

mientras que
v
7 -1

pyD (v () 050 (i) = pjr [] proD (G5

i'—=1
Concluimos que H proD (k1) = H proD (i,7"), lo que implica que [ = j'. Lo tltimo es una contradiccion

que provino de suponer i (1) < J', por lo que ¢; (i) > j'para cada i.

ni
Sea p =[] pr. Por lo anterior para cada j e ¢ < i;, tenemos que

r=1

ni n1

poD (i, 5) Hpr Hpro*D @5) =TI prosD (v (D), 05 @) = [ 2D (35 (0),5) = D (3 (0) 1) -

r=j+1 r=j+1
Para terminar definamos ¢; € S, para cada j como:
D(i,j) sik=n;0)yj=1

q;j (D (k7l)) =
D (k,l) en otro caso.

ni
es claro que ¢; € C' (D). Sea ¢ =[] ¢,. Para cualesquiera i y j sucede que

qpo D (i, ) = qD (v; (i) ,5) = D (4, 7) ,

L que es lo que buscdbamos. O

por lo tanto, ¢ = p~ g~

Para toda tabla D definamos

e(D)= Y sgn(q)pg.
pER(D)
qeC(D)

En el resto del capitulo nos encargaremos de demostrar que el ideal izquierdo generado por e (D) en C[S,,] es
una representacion irreducible de S, y que si D y D’ son tablas, entonces C[S,,]e (D) = C[S,]e (D’), como
representaciones de S, si y sélosi D y D’ tienen el mismo diagrama, es decir, si el dominio de D es el mismo
que el de D’'. Para demostrar esto estudiaremos las propiedades de e (D) y de los subgrupos R (D) y C (D).

Comenzaremos con una sencilla observacion: si p’ € R (D) y ¢’ € C (D), entonces

pe(D)d = p’( > sgn(q)pq>q/

pER(D)
q€C(D)

= > sgn(@)p'pad
pER(D)
qeC(D)

= sgn(q) > sgn(qqd)ped
pER(D)
qeC(D)
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sgn(q') Y sgn(q)pg
pER(D)
qeC(D)

!
= sgn(q)e(D).
Como veremos a continuacion esta caracteristica de e (D) es exclusiva de sus multiplos escalares.

PROPOSICION 3.15. Si f € C[S,,] es tal que para cadap € R(D) yq € C (D) se tiene que pfq = sgn (q) f,

entonces existe a € C tal que f = ae (D).

DEMOSTRACION. Sea f = > a,o. Entonces > a,0 = sgn(q) Y. a,poq, ya que Y. a,poq =
cES, cES, €Sy oESy
sgn(q) Y. as0 para cualesquiera p € R(D) y ¢ € R(D). De esta igualdad, para cada 7 = pogq, se si-

ocES,
gue que ar = sgn (q) a, (pog = pyq siy solo si o = ~); en particular, si 7 = pqg, entonces a,q = sgn (q) a().

Si v € 5, es tal que v # pg para cualesquiera p y ¢, entonces la proposicién anterior asegura que existen
dos ntimeros que estan en la misma columna de vD y que se encuentran en el mismo renglén de D, es decir,
existen ig, i1, i2, j1 € [1,A;] (i = min{iz,i1}) ¥ 1,70 € [1, ;] tales que j1 # jo vy vD (i2,j1) = D (io,J1) ¥
~D (i1,71) = D (io, jo). Por lo tanto, si considermos la trasposicion (D (ig, jo) D (i0,j1)) € Sy (intercambia
D (ig, jo) con D (ig,J1)), entonces p’ € R(D) N C (yD). Por la Proposicion 3.12, existe ¢ € C (D) tal que

p’ = vgy~". Como p’ y ¢ son conjugadas, sgn(q) = sgn(p’) = —1, lo que implica que ay = @y -1 =
sgn (¢71) ay = —a,, asi que a, = 0. Como esto pasa para today ¢ {pq | p € R(D), q € C (D)}, concluimos
que f _a(1)< > sgn (Q)PQ> =ame (D). -
PER(D)
qeC(D)

PROPOSICION 3.16. Para cada D eziste a € C tal que e (D)* = ae (D) y a # 0.

DEMOSTRACION. Sean p € R (D) y ¢ € R (D), entonces

pe(D)*q = pe(D)e(D)q
= (pe(D)(1))((1)e(D)q)
= ¢(D)sgn(q)e(D)
= sgn(q)e(D)?

La proposicién anterior asegura que existe a € C tal que e(D)2 = ae (D). Resta demostrar que a # 0.
Consideremos T' € Endc (C[S,]) tal que T (r) = re (D). Tomemos como base ordenada de C[S,] a S, y
observemos que ce (D) = o | (1)+ > sgn(q)pg| = o+ Y. sgn(q)opq para toda o € S,; més aln,

pg#(1) pa#(1)
o = opq siy solo si pg = (1). Concluimos que Tr (T) = n!. Antes de continuar, notemos que el Corolario

3.11 asegura que cada sumando de e (D) es distinto a los demés, por lo que e (D) # 0y, por eso, si d =

dimg (C[S,] e (D)), entonces d # 0. Podemos considerar una base ordenada {r;e (D) | r; € C[S,],i € [1,d]}

de C[S,]e (D) como espacio vectorial y extenderla a una base {b; € C[S,] | i € [1,n!]} de C[S,] tal que

b; = rie (D) si i € [1,d]. Notemos que para i € [1,d] tenemos que T (b)) = re (D)? = arge (D) = ab; y si
d

d < i, entonces T (b;) = be (D) € C[S,] e (D). Por lo tanto, existen a; € C tales que T'(b;) =) a;b; y asi,

=1
a # 0, pues n! = Tr (T') = ad. O

OBSERVACION 3.17. De las Proposiciones 3.16 y 3.15 se sigue que si e (D)> = > ay,0, entonces
og€S,
dime (C[S,]e (D)) = 2~

aqy”
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Ordenaremos las particiones de n de manera lexicografica, es decir, si A y p son particiones de n, decimos

que A < u si existe s tal que Ay < ps y A; = p; para cada i < s.

PROPOSICION 3.18. Sean X\ y p particiones de n tales que X < . Si D es una tabla para X y D' es una
tabla para p, entonces e (D)e(D’) = 0.

DEMOSTRACION. Notemos que existen D’ (i1, j1), D’ (i1,J0), D (i},41) v D (i, j)) tales que j1 # i,
D (i}, j1) = D' (i1,41), D (iy,35) = D' (i1,50) ¥ J1 = J§, de lo contrario para cualquier j € [1, 1] tendriamos
que existen v1 (§) y o1 (§) tales que D' (1,5) = D (71 (5) ,¢1 (§)) con ¢ inyectiva y por tanto biyectiva entre
1, 1]y {e1(G) | 7 €[1,p1]}. Como ¢1 (j) < A1 (pues Ap es el maximo de {\; | ¢ € N}) y A < p concluimos
que (1 = A1. Procediendo de manera anéloga a la demostraciéon de la Proposicién 3.14, podemos construir
g1 € C (D) tal que ¢ D' (1,5) = 1D (71 (4), 01 (4)) = D (1,1 (j))- Los argumentos hechos en la Proposicion
3.14 también muestran que podemos continuar con este procedimiento y mostrar que para cada ¢ se tiene que
Ai = i, contradiciendo la hipotesis. Asi, hemos demostrado nuestra afirmacion. Si 7 = (D (¢4, ji) D (35, 71)),
entonces 7 € C(D)NR(D')ye(D)e(D')=e(D)rre (D) =—e(D)e(D'), porlo quee(D)e(D')=0. O

Para continuar necesitamos demostrar algunas propiedades de anillos semisimples.

DEFINICION 3.19. Un anillo R es semisimple si para todo M € R-mdd se tiene que M = €M, donde
[

cada M; es un submoédulo irreducible de M.

PROPOSICION 3.20. Si R es un anillo semisimple, entonces cualquier ideal izquierdo de R es un sumando
directo de R.

DEMOSTRACION. El que R sea semisimple implica la existencia de un conjunto 4 de ideales izquier-

dos (submodulos) irreducibles de R tal que R = &5 J. Consideremos un ideal izquierdo I de R e T =
JeA

{B CA | ( > J) + Tes directa}. Notemos que @ € Z y que la contencion induce un orden parcial en Z.
JeB
Sea C C 7 una cadena segtn este orden. Entonces para cada C' € C sucede que C' C UC.
n

Veamos que UC € Z. Sii € I'N Y J, entonces existe n € N tal que ¢ = ji, donde ji € Jp y J € UC.

Jeue k=1
Como C es una cadena, existe C € C tal que Ji € C para cada k, porloqueie IN >, Jy0=1In Y J,
Jec Jec
pues C € Z. Resta ver que JyN <I + > J) = 0 para cada Jy € UC. Si j € JyN (I—i— > J),
Je(UC)\{Jo} JE(UC)\{Jo}

n
entonces existen n € N e ¢ € T tales que j = i+ > ji, con jp € Ji y Jr € UC. Por el mismo argumento
k=1

de antes, existe C' € C tal que Jy,J, € C para cada k, por lo tanto, j € Jy N <I—|— > J) y Jo N
JeC\{Jo}

I+ > J| =0.Deducimos que I+ > J es directa. Asi, UC € Z y es cota superior de C. Por el Lema
JeC\{Jo} Jeuc
de Zorn existe B € 7 maximo.

Demostraremos que I + . J = R. Sea J' € A, entonces J'N (I + > J) es un submodulo de J’, lo que
JeB JeB

implica que J' N <I+ > J) =00J'N <I+ > J) =J’, ya que J’ es irreducible. Si J'N <I+ > J) =0,
JeB JeB JeB

entonces | I+ > J )+ J' es directa, asi que BU {J'} € Z. Lo anterior contradice el hecho de que B es
JeB
méximo en Z. Por lo tanto, J' C I+ > J paracada J' € Ayasi, ¢ > J=R. O
JeB JeB
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La proposicién anterior nos permite demostrar los siguientes corolarios.

COROLARIO 3.21. Si R es un anillo semisimple e I es un ideal izquierdo de R, entonces existe un

tdempotente e € R tal que I = Re.

DEMOSTRACION. Por la proposicion anterior existe un ideal izquierdo J de R tal que I & J = R, por
lo que existen tinicos e € [ y j € J talesque 1 =e+j. Asi, e+ 0=e=¢e?+¢j. Comoe? € I yej € J,
concluimos que e? = e y ej = 0. Veamos que I C Re. Sea i € I, entonces i + 0 = i = ie + ij, lo que implica
que i = ie € Re. Por lo tanto, I = Re. O

COROLARIO 3.22. Si R es un anillo semisimple, entonces cualesquiera ideales izquierdos irreducibles I e

I' son isomorfos (como R-mddulos) si y sdlo si existe a € I tal que I = I'a.

DEMOSTRACION. Si I = I’a, entonces f : I’ — I definida a través de la regla: f (i') = i’a; es morfismo
no trivial de R-mddulos izquierdos y debido a que I e I’ son irreducibles f es un isomorfismo. En la otra
direcciéon supongamos que en R-mod los ideales I’ e I son isomorfos. Tomemos f : I’ — I isomorfismo. Por
el corolario anterior existe un idempotente e € R tal que I’ = Re, por lo tanto, para cada re € I’, tenemos
que f(re) = f (re?) =ref (e). Como I = f (I') e I es irreducible, concluimos que I = I'f (e). O

PROPOSICION 3.23. Si R un anillo semisimple y e € R es idempotente, entonces Re es un ideal izquierdo

irreducible si y sélo si eRe es un anillo con division.

DEMOSTRACION. Supongamos que Re es un ideal izquierdo irreducible y que [ es un ideal izquierdo no
cero de eRe. Entonces RI C ReRe C Re, lo que implica que RI = Re, pues I # 0. Como e es la unidad
de eRe, tenemos que eRe = eRI = eR(el) = (eRe) I C I, por lo tanto, eRe = I. Asi, eRe es un anillo con
division.

Para demostrar la implicaciéon en el otro sentido, supongamos que Re no es irreducible. Como R es
semisimple, tenemos que existen submoéduos irreducibles I’ e I de Re tales que Re = I @ I’. Por lo tanto,

2 = eje+ei'e y porlo

existen tnicos te € I e i'e € I’ tales que e = e +i’e. Dado que e es idempotente, e = e
anterior, eie = ie y ei'e = i'e. Notemos que ie = eie = eie () = (eie)” + eie (ei’e), donde (eie)” = (ie)” € I
y cie (ei'e) = ie (i'e) € I'. Luego, por la unicidad de la expresion lineal, ie = (ie)” y eie (ei’e) = 0. Debido a

que eie,ei’e € eRe \ {0} y eie (ei’e) = 0, deducimos que eRe no puede ser un anillo con division. O

En el Capitulo 1, Observacién 1.31, demostramos que el algebra de grupo de cualquier grupo finito es

semisimple. Utilizaremos los resultados anteriores para demostrar lo siguiente:
TEOREMA 3.24. Para cualquier tabla D, el C[S,]-mddulo C[Sy,]e (D) es irreducible.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 3.16, usando la misma notacién, tenemos que
(a”'e (D))2 =a2e(D)* =a%ae(D)=a""'e(D).
Asi, por la Proposicion 3.23 es suficiente probar que
e(D)C[S,]e(D) =e(D)a"*C[S,]a e(D)

es un anillo con divisién. Si e :=a~te (D) y r € eC[S,] e, entonces existe s € C[S,] tal que r = e (D) se (D).
Para cada p € R(D) y q € C (D) tenemos que prq = pe (D) ae (D) ¢ = sgn (q) r. La Proposicién 3.15 implica
que existe u € C tal que r = pe (D). Por lo tanto, eC [S,,] e C Ce. Como la otra contencion es clara, tenemos

que eC[Sy] e = C (el isomorfismo es como anillos), es decir, eC [S,] e es un campo. O
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Recordemos que una tabla D de una particiéon A es una biyeccién entre el conjunto [1,7n] y el diagrama
{(i,7) | i € [1,k], 7 € [1,\]} de A. El Teorema anterior nos dice que todas la representaciones C[S,]e (D)
con D una tabla para alguna particiéon de n son irreducibles, mientras que el siguiente nos dice cudndo son

isomorfas.
TEOREMA 3.25. Dos tablas D y D' tienen el mismo diagrama si y sélo si C[S,]e (D) = C[S,]e (D).

DEMOSTRACION. Supongamos que D y D’ tienen el mismo diagrama. Entonces D’ = oD para alguna

o € S,,. La Proposicion 3.12 asegura que

oe(D)yo =0 Z sgn(q)pg | o™t = Z sgn (O’(]U_l) opotoqgoTt =e(oD).
peR(D) pER(D)
qeC (D) qe€C(D)

Por lo tanto, C[S,]e(D’) = C[S,]oe(D)o~! = C[S,]e(D)o~. Ademés, la multiplicacién por o=1 a la
derecha es un isomorfismo de C [S,] médulos izquierdos.

Procedamos a probar la implicacién sentido contrario. Supongamos que C [S,,] e (D) =2 C[S,] e (D'). Por el
Corolario 3.22, existe a € C[S,] tal que C[S,]e (D) = C[S,]e(D’) ae (D). Entonces existe b € C[S,,] tal que
e (D) = be (D') ae (D). De la prueba del teorema anterior, tenemos que existe u € C tal que e (D) be (D) =
peD' asi que

e(D")e(D) = (e (D) be (D)) ae (D) = pe (D) ae (D),

por lo que
(3.0.3) C[Sule(D)=C|[S,]e(D")ae(D)=C|S,]e(D")e(D).
La Ecuacion (3.0.3) y la Proposiciéon 3.18 implican que D y D’ tienen el mismo diagrama. O

Recordemos que el numero de clases de conjugaciéon de un grupo finito esta en biyeccién con las clases de
isomorfismo de representaciones irreducibles de dimensién finita. Vemos asi, que cada clase de conjugaciéon C
de S, determina, y es determinada por, una particiéon de n, mediante la consideracion de la estructura ciclica
de C. Vemos también, que a cada particion A de n corresponde biunivocamente una clase de isomorfismo
de representaciones irreducibles de S, definida como la clase de isomorfismo del ideal izquierdo de C[S,,]

generado por cierto elemento asociado a una tabla D de A.



Capitulo 4

Algebras de Hopf, algebras de Zelevinsky y el grupo de
Grothendieck

Antes de continuar con el grupo simétrico, necesitamos diversas definiciones que, para hacer mas facil
ubicarlas, agruparemos en este capitulo. Para la Seccion 4.1 se seguira [3], aunque en esa obra sélo se estudian
algebras de Hopf sobre algtin campo y aqui se trabajara con dlgebras sobre un anillo conmutativo con uno.
En la Seccién 4.2 se utilizara [11] adecuando las definiciones que Andrei Zelevinsky us6 a las definiciones
(actuales) dadas en la Seccion 4.1. En la Seccion 4.3 la principal referencia es [6].

4.1. Algebras de Hopf

Trabajaremos con un anillo conmutativo con uno R, por lo que cualquier R-médulo izquierdo A sera
considerado un R-moédulo derecho con la accién de r € R definida en a € A de la siguiente forma: a - 7 :=ra
y viceversa. A menos que digamos otra cosa los productos tensoriales serén sobre R.

En la Definicién 1.17 introdujimos la nociéon de R-algebra. En este capitulo daremos una definicién
equivalente que podemos dualizar.

DEFINICION 4.1. Una R-dlgebra es una terna (A, i, n) consitente de A € R-mod, 1 € Homp (A® A, A),
n € Hompg (R, A), tales que

)po(lda@p)=po(p®lda)y

i) po(n®@Ida) = pay wa = po (Ida®n), donde ¢4 : ROA - Ay pa: A R — A son los
isomorfismos candnicos;

es decir, los siguientes diagramas son conmutativos:

Idy®
A9 A® A ATE L AwA
p® Ida ©
A® A u A
® Id Id,y®
RoAd—12 "% 49 AZN A®R
¢A s YA

PROPOSICION 4.2. Las Definiciones 1.17 y 4.1 son equivalentes.

40
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DEMOSTRACION. Consideremos una R-algebra A segun la Definicién 1.17, es decir, A es un anillo con
uno y existe v : R — A morfismo de anillos unitario tal que R C Cen (A). Seguido a la Definicién 1.17
estd probado que A tiene estructura de R-médulo. Notemos que w € Hompg (R, A), pues si r, s € R entonces
u(rs) =u(r)u(s) =r-u(s). Sidefinimos i : A x A — A como i (a,b) = ab, por la estructura de anillo y de
R-mo6dulo de A, la funcion p es R-bilineal, asi que existe un morfismo de grupos abelianos p: A® A — A tal
que i (a ®b) = [i(a,b) para cualesquiera a,b € A. Es claro que i € Hompg (A ® A, A). Demostraremos que
(A, u,u) es una R-algebra segtn la Definicion 4.1, es decir que po(Ida ® p) = po(pu ® Ida), po(u @ Idy) = ¢pa
y pa=po(lda®u). Sia,b,ce Ay r e R, entonces en los tensores elementales

po(Idadp)(a@b®c)=pau(d®c) =pla®bc)=a(be)

— (@) e = p(ab®c) = u(u(a®b) ©¢) = po (n® Ida) (a b )

po (@ Ida) (r@a) = p(u(r) ®a) = u(r)a=au(r) = pa@u(r) = po (Ida 8 u) (a@ 1),
por linealidad (A, u,u) es una R-algebra segtn la Definicion 4.1.

En la direccién contraria consideremos una R-dlgebra (A, i, 7)) con respecto a la Definicion 4.1. Definamos
un producto en A de la siguiente manera a-b := p(a ® b) para a,b € A. Como po (Ida @ pu) = po(p® Ida),
la asignacion (a,b) — a ® b es R-bilineal y u € Homp (A ® A, A), tenemos que este producto es asociativo y
distributivo. Notemos que n(1)-a = p(n(1)®a) =a = p(a®n (1)) = a-n(l) para cada a € A, es decir
n (1) es neutro para el producto en A. De todo esto concluimos que A es un anillo con uno. Si demostramos
que 7 es morfismo de anillos y n(R) C Cen (A), habremos terminado. Que n(R) C Cen (A) es claro, y si

r,s € R, entonces

por la conmutatividad del diagrama triangular en la Definicion 4.1. g

En adelante utilizaremos ambas definiciones sin hacer distincién, si (A, u,n) es una R-dlgebra, en un
abuso de notacioén, la denotaremos con A. A los morfismos p y 1 los llamaremos multiplicacion y unidad,
respectivamente, y nos referiremos a la conmutatividad del primer diagrama en la Definiciéon 4.1 como aso-
ciatividad y a la del segundo como propiedad unitaria. Si a,b € A denotaremos el producto de a con b de
manera clasica como ab o como p (a ® b). Cuando trabajemos con méas de una R-algebra, para diferenciar la
multiplicacién y la unidad de cada una, les escribiremos en subindice el 4lgebra a la que correspondan.

Para M,N € R-mod, consideraremos el isomorfismo ' = Tyyn : M ® N — N ® M definido en los
generadores como T (m ® n) = n ® m. Aunque T depende de los médulos M y N, no haremos explicita esta
dependencia a menos que pueda haber confusion.

DEFINICION 4.3. Una R-algebra A es conmutativa si poT = p.

Si tenemos dos R-algebras A y B, entonces A ® B es una R-algebra con multiplicacién definida como
taop = (Ha®pup)o(Ida ® T ® Idp) y unidad definida en 1 como nagp (1) =14 (1) ® np (1). En efecto, si
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a,c,e € A, b,d, f € Byr € R, entonces, en los tensores elementales

pagp o (Id® pagp) (a@b®c@d®e® f) = pagp (a®@b® (ua @ pup)o (Ida®@T ® Idp) (c®d®e® f))
= paeB (@b pua(c®e) @ pup (d® f))
= (ra®pp) (@@ pa(c®e)®b® pup (de f))
=pa(a@pa(c®e))@pup(b®ps(d® f)),

mientras que

pagp© (paep ®I1d) (a@b@c®d®e® f) = pagn (ka @ pp) o (Ida @ T @ Idp) (a®@b@c®@d)®@e® f)
= ptagB (La(a®@c)@pp (b®d) ®e® f)
= (na®@pp) (pa(a®@c)®@e®@pp (b®d)® f)
=pia(pa(a®c)®e)®up (up (b®d) & f).

Debido a que pa (a @ pa(c®@e)) = pa(pala®@c)®@e)y pp (0@ pp(d® f)) = pp (ks (b® d) ® f) deduci-

mos que
pagB © (Id® pagp) = pass © (Mags ® 1d).

Finalmente,

tas (Nags (1) © a®@b) = pags (ra (1) ©@np (1) @ a@b)
= (pa®@pp)o(Ida®@T®Idp)(na(r)@np (1) ®a®b)
= (ha®pp) (na(r) ®a®@np (1) @)
=pa(na(r)®@a) @ pp (s (1) @b)
=ra®b.
La ultima igualdad se debe a la propiedad unitaria de A y B. La igualdad pagp (a ® b® nags (r)) =a®br

se demuestra anilogamente.
Notemos que si a®b, c®d € AR B, en la notacién clasica para la multiplicacién se tiene que (a ® b) (¢ ® d) =

ac ® bd

DEFINICION 4.4. Sean A y B dos R-dlgebras y f € Hompg (A, B). Decimos que f es un morfismo de
R-dlgebras si foua=ppo(f®f)y fona=mng, es decir, si los siguientes diagramas son conmutativos:

®
AR A fof B®B

A / B
A 1B X %
R

A B

Dualizamos ahora la Definicion 4.1.

DEFINICION 4.5. Una R-codlgebra es una terna (C,A,¢) tal que C € R-mod, A € Hompg (C,C® C),

¢ € Homp (C, R) y los siguientes diagramas son conmutativos:
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A Id
CRC®C ® e oge
Ido © A A
CoC X c
Id Id
CoR«—C®C e £® ldo R®C
A
oo s

A los morfismos A y ¢ los llamaremos comultiplicacion y counidad respectivamente, y nos referiremos a

la conmutatividad del primer diagrama como coasociatividad y a la del segundo como la propiedad counitaria.

Notemos que podemos escribir la propiedad counitaria como Ide = ¢co(e ® Idg)oA = poo(lde ® €)oA.
De manera anéloga, si A es una R-algebra, podemos escribir la propiedad unitaria como po(n ® Ida)o qSZl =
po(Idg ®mn)o (pz‘l =1dy.

DEFINICION 4.6. Una R-codlgebra C' es coconmutativa si T o A = A.

EJEMPLO 4.7. Consideremos un grupo G y el algebra de grupo C[G]. Si definimos A : C[G] — C[G] ®
C[G] y € : C[G] — C mediante A(g) =g® gy e(g) = 1 para cada g € G, entonces (C[G], A, ¢) es una C
coélgebra, ya que para cada g € G, tenemos que

(AOId(c[G])OA(g) = (Aofdc[g]) (g®g)
= g®gRyg
(Idcie 0 A) (9@ 9)
(Id(C[G] o A) o A (g) ,

(€®Id(c[g]) OA(g) = (E@Idc[c]) (g®g) = 1®g

(Idcigy ®¢) o A(g) = (Idejg) ®€) (9@ g) =g @ 1.
Por linealidad tenemos lo deseado.
Como en el caso de las R-algebras, si (C, A, €) es una R-coalgebra, la denotaremos con C, y si trabajamos
con diversas R-codlgebras, distinguiremos las comultiplicaciones y counidades por medio de subindices.

En el ejemplo anterior mostramos que existen R-algebras que también son R-coalgebras. La siguiente

definicién conjunta estas dos nociones.

DEFINICION 4.8. Una R-bidlgebra es una quinteta (H,pu,n,A,e) tal que (H,u,n) es una R-algebra,
(H,A,¢) es una R-coédlgebray A: H— H® H y ¢: H— R son morfismos de R-algebras.

Si (H,p,n,A,€) es una R-bidlgebra, la denotaremos simplemente con H.
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En la definicion anterior, el que A y ¢ sean morfismos de R-algebras es equivalente a que p y 1 sean
morfismos de R-codlgebras; sin embargo, y a diferencia del caso de las R-dlgebras, no mostramos que el
producto tensorial de dos R-coalgebras es una R-coalgebra (las definiciones de la comultiplicacion y counidad
son totalmente duales), ni definimos los morfismos entre coalgebras. No revisaremos la prueba de estos hechos,
pues nuestro fin no es profundizar en la teoria de bidlgebras. La demostracion de éstos se puede encontrar en
[3].

Si C' es una R-coélgebray A es una R-algebra, podemos dar estructura de R-algebra a B := Hompg (C, A)
como sigue. Si f, g € B, definimos el producto f % g:= po (f ® g) o A. Esta operacién se distribuye sobre la
sumapues f® (g+h)=fRg+fRhy (f+h)®g=f®g+ h® g para cualesquiera f,g,h € B. Para ver
que es asociativa tomemos f, g, h € B. Entonces

fr(gxh) = po(f@(uo(g@h)ol))oA
= po(da@p)o(f@((g@h)oA))oA
= po(lda@p)o(f®@g®h)o(Ide @ A)oA.

Por la asociatividad de A y la coasociatividad de C,

frlgxh) = po(p@lda)o(f@g@h)o(A®Idc)oA
= po((no(f®g)oA)®h)oA
= (fxg)*h.
Veamos que B es anillo con uno. Obsérvese que noe € By que
frx(moe) = po(f®(noe))oA

= po(Ida®n)o(f®Idr)o(Idec®e)o A
La propiedad unitaria de A y la propiedad counitaria de C implican que

fr(moe)=pao(f®Idg)ops"

para cada f € B. Evaluando en ¢ € C podemos observar que

frmoe)(c) = wao(f®@Idr)ows' (c)
= pao(f®ldp)(c®1)
= pao(fo®1)
= f(o),

es decir f*(noe) = f. De manera anéloga (no¢e)« f = f y concluimos que noe es neutro multiplicativo para

B. Para terminar, necesitamos probar que r (no¢) € Cen (B) para cadar € R.Sir € Ry f € B, entonces

fx(r(noe)) = po(f®r(noe))oA
= r(po(f®noe))oA)
= r(f)
= r(uo((noe)® f)oA)
= po(r(noe)®f)oA
= (r(noe))«f.
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A la operacion * de B se le conoce como convolucion.

OBSERVACION 4.9. Si A es conmutativa y C' coconmutativa, la convolucion en Homp (C, A) es conmuta-
tiva: sic€ C'y f,g € Hompg (C, A), entonces

frglc) = po(f®g)oAlc)

= f®g (chz®c2z>

= ZN Clz ®g(022))

=0

gxf(c) = po(g®f)oAlc)
= poTo(g® f)oToA(c)

= poTo(g9®f) <ZCIZ®C22>
= poT (Z g(CLZ‘) ® f (02,1')>

=0
= ZM Clz ®g(621))-

En vista de la construccion anterior, si H es una R-biélgebra, entonces Hompg (H, H) es una R-élgebra

si consideramos a H como R-codlgebra en la primera entrada y como R-algebra en la segunda.

DEFINICION 4.10. Sea H una R-biadlgebra. Una antipoda para H es un morfismo S € Homp (H, H) tal
que Idyg * S = S« Idy = noe, es decir, tal que S es un inverso de Idy con respecto a la convolucién en
Homp (H, H).

DEFINICION 4.11. Una R-dlgebra de Hopf es una R-bidlgebra con antipoda.
Diremos que una R-algebra de Hopf o una R-bialgebra es (co)conmutativa si como (co)élgebra lo es.

EJEMPLO 4.12. Si G es un grupo, ya mostramos que el algebra de grupo C [G] es también una C-coalgebra.
Vamos a mostrar que de hecho C [G] es una C-algebra de Hopf. Primero demostremos que la comultiplicacion
y counidad de C[G] son morfismos de C algebras. Si g, h € G, entonces

A(gh) =gh®gh=(g®g)(h®h)=A(g)A(h),

e(gh)=1=c¢(g)e(h),
An)=n1)en(l)=ng (1)

e(n(1)) =1=nr(1);
por linealidad, estas ecuaciones se preservan para cada r,s € C[G] y a € C. Asi, C[G] es una C-bialgebra.
Finalmente, mostremos que C [G] tiene antipoda. Notemos que noe (g) = e para cada g € G y que para toda
f € Homc (C[G], C[G]), tenemos que fxId(g) = f (g) g para cualquier g € G, por lo que SxId = noe = Id+S
siysolosi S (g) = g~! paracada g € G. Si tomamos S € Hom¢ (C [G], C[G]) definida por laregla S (g) = g~ 1,
entonces C [G] es una C-algebra de Hopf con antipoda S.
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OBSERVACION 4.13. Del ejemplo anterior se sigue que C es una C-algebra de Hopf, pues como anillos
C = C[{e}]- Para un grupo finito G, se define el algebra de grupo R[G] de G sobre R como el R-modulo
libre con base G. Realizando una construcciéon anéloga a la hecha en el ejemplo anterior, podemos mostrar
que R[G] es una R-algebra de Hopf.

Con esto terminamos lo que necesitamos acerca de las dlgebras de Hopf. Continuaremos con las algebras
de Zelevinsky

4.2. Algebras de Zelevinsky

Debido a que en [11] la definicién de algebra de Hopf no coincide con la Definicion 4.11, vamos a definir
algebra de Zelevinsky como lo que Zelevinsky llamé algebra de Hopf positiva, autoadjunta y conexa.
En adelante nuestro anillo conmutativo serd Z y al escribir algebra, coalgebra, bidlgebra o algebra de

Hopf querremos decir Z-algebra, Z-coélgebra, Z-bidlgebra y Z-algebra de Hopf respectivamente.

DEFINICION 4.14. Un grupo con base es un grupo abeliano libre G con una base distinguida 2 (G).

Llamaremos irreducibles a los elementos de Q (G).

Si tenemos una familia de grupos con base {G; | i € I}, entonces a @G, se le puede asociar de ma-
i

nera canonica la base € <®Gl) = [[Q(Gy); si I es finito, a G1 ®z ... ®z G, le podemos asociar la base
i i
QG1®z...02G,) ={1 ®...®gn | gi € Q(G;)}. Asi, consideraremos a PG, y a G ®z ... ®z G, gru-

K3
pos con base utilizando los conjuntos de irreducibles recién descritos. Consideraremos a Z grupo con base,
definiendo Q2 (Z) = {1}.

OBSERVACION 4.15. Si G es un grupo con base, entonces la extension bilineal de la asignacion (w, ) = §yu
para w,z € (G) define un producto interior en G. Notemos que, si {G; | i € I} es una familia de grupos

con base, en @PG; cada sumando es ortogonal a los demas, ya que si (w,i),(z,7) € Q| @PG; |, entonces
<(U),Z) 5 (xv.]» = 6(w,i)7(w,j)'

Aunque trabajaremos con méas de un grupo con base a la vez, para simplificar la notacion, no diferen-
ciaremos el producto interior en cada grupo y en vista de la observacién anterior cuando trabajemos con la
suma directa de grupos con base, denotaremos a los irreducibles de ésta de la misma manera con que los
denotamos en cada sumando, es decir, omitiremos la notacién como parejas ordenadas.

Si G es un grupo con base, definimos G* := { > apw | ayw > 0 para todo w € N(G) ;.

weQ(G)

DEFINICION 4.16. Sean Gy H grupos con base. Un morfismo de grupos abelianos f : G — H es positivo
si f(GT)CHT

DEFINICION 4.17. i) Un algebra A es graduada por G = {A,, | A, es un subgrupo de A para cada n € N}

si como grupos abelianos A = @ A,, y la multiplicaciéon y unidad de A satisfacen que u (A, ®z Am) < Anim
neN
para cada m,n € Ny n(Z) < Ag. Al conjunto G lo llamamos graduacion. Si a € A, y a # 0, decimos que a

es homogéneo de grado n.
ii) Una coalgebra C es graduada por G = {C, | C, es un subgrupo de C para cada n € N} si C se

descompone como C' = @ C,, y la comultiplicacion y la counidad de C' satisfacen que A (C,) < @ C;®zCy
neN i+k=n
para cada n € Ny ¢(C,) = 0 si n # 0. Analogamente al caso de las algebras graduadas, el conjunto G es

llamado graduacion. Si ¢ € C,, y ¢ # 0, decimos que ¢ es homogéneo de grado n.
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iii) Una bialgebra es graduada si como élgebra y coélgebra es graduada por la misma graduacion.

iv) Un élgebra de Hopf es graduada si como biélgebra lo es.

Notemos que cualquier (co)algebra A es graduada por la graduacion G = {A,, | Ao = A y A, =0 para ca-
da n # 0}. Por supuesto, estaremos interesados en 4lgebras graduadas no trivialmente. Si A es una (co)élgebra

graduada y definimos (A ®z A),, = @ A; ®z Ay, entonces A ®z A es una (co)algebra graduada por la gra-
i+k=n
duaciéon {(A®z A),, | n € N}, pues A es graduada y el producto tensorial se distribuye sobre la suma directa.

En adelante H denotéara un grupo abeliano tal que
1. Existen morfismos de grupos abelianos u € Homy (H ®z H, H), n € Homy (Z, H), ¢ € Homy, (H,Z)
y A € Homy (H,H ®z H)
2. Los morfismos p y 7 satisfacen la propiedad unitaria y los morfismos A y ¢, la counitaria.
3. Se satisface que Aopu= (@ p)o (Idg @T @ Idy) o (A® A) y £ o u = ee, donde el producto e se

defne puntualmente a través del producto en Z.

4. Existen submodulos H, de H para cada n € N tales que H = @ H,, n(Z) < Hp, €(H,) =0
neN
para toda n > 0 y para cualesquiera m,n € N se satisface que u (H,, ®z Hp) < Hppn v A (Hp) <
@ H; ®z Hy.
m=i+k

Consideremos ng : Z — Ag definida mediante 1y (2) =1 (2) y €0 : Co — Z como la restriccion de € a Cy.
DEFINICION 4.18. El grupo H es conexo si 1y y €y son mutuamente inversos.

DEFINICION 4.19. El grupo H es positivo si cada H,, es un grupo con base y los morfismos p, n, Ay ¢

son morfismos positivos.

DEFINICION 4.20. El grupo H es autoadjunto si es positivo y (u,A) y (n,€) son pares de morfismos
adjuntos con respecto a los productos interiores definidos en H, H ®z H y 7Z como en la Observaciéon 4.15;
es decir, (u(h®@g),f) =(h®g,A(f))y (n(z),h) = (z,e (h)) para cualesquiera h,g,f € Hy z € Z.

DEFINICION 4.21. Decimos que H es una casi-dlgebra de Zelevinsky si es positivo, autoadjunto y conexo.
DEFINICION 4.22. Un dlgebra de Zelevinsky es una bidlgebra graduada positiva, autoadjunta y conexa.

Es claro que cualquier algebra de Zelevinsky es una casi-algebra de Zelevinsky. Demostraremos que
cualquier casi-algebra de Zelevinsky es de hecho un algebra de Zelevinsky, es decir, que en un algebra de
Zelevinsky la asociatividad y coasociatividad se demuestran a partir de las demés propiedades del algebra.
Para esto necesitamos algunos resultados que enunciaremos para el grupo H utilizando las propiedades 1-4

y trataremos al morfismo p como multiplicacién aunque no sea asociativa.
PROPOSICION 4.23. Si H es positivo y conexo, entonces 2 (Hy) = {n(1)}.

DEMOSTRACION. Por ser positivo y dado que Q2 (Z) = {1}, se tiene que n (1) € Q (Hy) y de la conexidad
se sigue que |Q (Hp)| = 1. O

La proposicién anterior nos dice que el inico elemento homogéneo irreducible de grado 0 en una bialgebra

conexa y positiva es el uno.

PROPOSICION 4.24. Si H es conexo, escribimos I :== @ H,, y h € I, entonces A (h) =h@n(1)+n(1)®
n>0
h+ At (h) donde At (h) e I®I.



4.2. ALGEBRAS DE ZELEVINSKY 48

DEMOSTRACION. Por linealidad es suficiente demostrar el enunciado para h € H, y n > 0. Bajo esta

mi k
hipétesis, A(h) = > Z h; ; @ hg,j con hy; € Hy y hi ; € H; por la propiedad 4 de H. De la propiedad
i+k=n j=
counitaria, obtenemos que

m; g
hel=Idg@e)(Ah)=Tdg@e) | > > h;@h;
i+k=n j=0
De 4 se sigue que ¢ (hy, ;) = 0 para cada k # 0; asi que
Mn,0 Mn,0
(4.2.1) h®l=(ldy @¢) Z h; ®hoj | = (Idy @ &) Z M. © ho j
De la Ecuacion (4.2.1), de 4 y la conexidad de H, concluimos que
Mn,0 Mn,0

heon(l)=Idg @no) (h®1) = Idg @mn0) o (Idg & &) Zhnj®h0’j =3 h,; ®ho;.

Analogamente es posible demostrar que

mo,n

1)®h :Z ho; © hn,j

y asi,
A(h)y=hen(1)+n(l)@h+ AT ()
mi,k
con AT (h) = Z Z hi)j ® hkﬂ'. [l
ik#n j=0
1+k=n

DEFINICION 4.25. Si H es conexo, decimos que h € I es primitivo si AT (k) = 0. Denotaremos con P al

subgrupo formado por todos los elementos primitivos de H.
LEMA 4.26. Si H es conexo y PN (I ®1I) =0, entonces H es asociativa y conmutativa.

DEMOSTRACION. Demostraremos solamente que H es asociativa; la conmutatividad se demuestra de
manera analoga. Por linealidad es suficiente probar que a(bc) — (ab)c = 0 para cualesquiera elementos
homogéneos a € H;, b € H; y ¢ € Hy. Tenemos 2 casos:

1) Existel € {4, j, k} tal que [ = 0. Sin pérdida de generalidad supongamos que ¢ = 0, por la conexidad y la
propiedad unitaria existe z € Z tal que a = 1 (z) y asi a (bc)—(ab) ¢ = n (2) (be)—(n (2) b) ¢ = z (be)—(2b) ¢ = 0.

2) Si0 ¢ {i,4,k}. De 4 se sigue que a (bc) — (ab) ¢ € Hy, donde Il =i+ j+k > 0y por tanto a, b, c,a (bc) —
(ab) ¢ € I. Por la proposicion anterior tenemos que
(4.2.2) A (a(be) — (ab) e) = (a (bc) — (ab)c) @1 (1) +n (1) @ (a (bc) — (ab) ¢) + AT (a (bc) — (ab) c)
Mientras que la propiedad 3 implica que
(4.2.3) A (a(be) — (ab)c) = A (a) A (bc) — A (ab) A (¢) = A(a) (A (D) A(e)) — (A(a) A (D) Alce)

Por la proposicion anterior, si tomamos el sumando A (a) (A (b) A (¢)) de la Ecuacién (4.2.3), obtenemos que

A(a) (A(B)A(e) = (A(a) (b@n (1) +n (1) @b+ AT (1)) (c@n1)+n(1)@c+ AT (o)) =

= (A(a)) (bc@n(l)+b®c+c®b+n(1)®bc+A+(b)A(c)+(b®n(1)+n(1)®b)A+(c)).
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Para continuar denotemos § (b,c) := A" (b)) A(c) + (b®@n (1) +n(1) ® b) AT (¢). Con esta notacion
Aa)(AB)A()=(a@n(1)+n(1)@a+ AT (a)) (bc@n(l) +b®c+c@b+n(1)®bc+b(b,c)) =

=a(be) @1 (1) + f(a,b,¢) + (1) @ a(be) + AT (a) (A (D) A(c)) + (@@ (1) +n (1) ®a)d(b,c),
por lo que,
(4.2.4)
A(a) (A (b) A(c) = a(be)@n (1)+f (a,b, c)+n (1)@a (be)+AT (a) (A (b) A (¢)+(a@n (1) +1 (1) ®a)d (b,c)

Donde f (a,b,c) =ab®@c+ac®b+a®bc+bc® a+b® ac+ ¢ ® ab. De manera analoga,
(4.2.5)
(A (a) A (b)) A () = (ab) c@n (1)+f (a,b, )+ (1)®(ad) c+(A (a) A (b)) AT ()46 (a,b) (c@n (1) + 1 (1) ® c)
Si definimos
7(a,b,¢) == A (a) (A (b) A(c)) + (a®@n (1) + 1 (1) ®a)d (b,c)

y
T (a,b,¢) = (A(a) A (b)) AT (¢) + 0 (a,0) (c®n (1) +n (1) @),

sustituyendo las Ecuaciones (4.2.4) y (4.2.5) en la Ecuacion (4.2.3) obtenemos
A(a(bc) — (ab)c) =a(be) ®n (1) — (ab)c®@n (1) +1n (1) ® a(bc) —n (1) ® (ab) c + v (a,b,c) =T (a,b,¢c) =
= (a(be) = (ab) c) @ n (1) +1 (1) @ (a (be) — (ab) ) + 7 (a,b,¢) =T (a,b,c),
por tanto
(4.2.6) A (a(be) — (ab) ¢) = (a (bc) — (ab) ) @1 (1) +n (1) ® (a (bc) — (ab) ¢) + v (a,b,¢) =T (a,b,c).
De las Ecuaciones (4.2.6) y (4.2.2) concluimos que
(4.2.7) v (a,b,¢) — T (a,b,c) = AT (a (be) — (ab) c).

La demostracion se concluye mostrando que a (bc) — (ab) ¢ es primitivo, es decir, a (bc) — (ab) ¢ € P, pues
Pnu(I®I)=0ya(be)— (ab)c € u(I®I). Asi, por la definicién de primitivo y la Ecuacion (4.2.7), es
suficiente probar que v (a,b,c) —I" (a, b, c) = 0. Para conseguir esto, definamos fo, f1 : H — H ® H mediante
fith)=h®n(1)y fa(h) =n(1) ®h. Probaremos por induccion sobre i, j y k que para cualesquiera a € H;,
beH;yce Hyy g1,92 € {f1, f2, AT}, se cumplen las ecuaciones:

(4.2.8) AT (a) (91 (b) g2 (c)) = (A (a) g1 (b)) 92 (0),
(4.2.9) g1 (a) (AT (b) g2 (c)) = (91 (a) AT (b)) g2 (c)
y

(4.2.10) g1(a) (92 (6) AT (c)) = (g1 (a) g2 (b)) AT () -

Antes de comenzar con la induccion, notemos que las ecuaciones anteriores demuestran lo deseado:

7 (a,b,c) = AT (a) (A (D) A(c) + (a@n (1) +7 (1) ®a)d (bc)
= (AT (@A®)A()+(a@n (1) +n(1)®a) (AT () Ae) + (b@n(1) +1(1) @) AT (c))
= (AT (@A) A()+ ((a@n(1) +n(1) @a) AT (b)) A(c)
+((@a@n (1) +n1)®@a)(ben(l)+n(1)®@b) AT (o)
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(A+ AB)+(aon1)+n(1)@a) AT (b)+ (a@n(1)+n(1)@a)(b@n(1)+n(1) @b) A% (c)
+ (AT (@A) +(a@n1)+n(1)®@a) AT (b)) (c@n(1)+n(l)®c)
() (0)) A (¢) + 6 (a,b) (c@n (1) +n (1) ®c)

=(A
=T (a,b,c).

En las segunda y tercera igualdadades se ocupan las Ecuaciones (4.2.8), (4.2.9) y (4.2.10).

Demos paso a la induccién.

Base inductiva: Si h € Hj, entonces A* (h) = 0, debido a 4, de manera que, si i = j = k = 1, las
Ecuaciones (4.2.8), (4.2.9) y (4.2.10) se satisfacen trivialmente.

Hipotesis inductiva sobre ¢ (j = k = 1): Las Ecuaciones (4.2.8), (4.2.9) y (4.2.10) se cumplen para toda
a € Hyconl < iy cadab,c € Hi. Notemos que en vista de lo mostrado antes de comenzar la induccién,
a (bc) = (ab) ¢ para cualesquiera a € H; con |l <14y b,c € Hy.

Paso inductivo sobre ¢ (debido a que j = k 1, solo necesitamos probar la Ecuacién (4.2.8) para

91,92 € {f1, f2}): Si a € H;, entonces AT (a) = Z ai, ®az, con as, € Hy, yl,, <iparacadasec {1,2}
=0
y 0 < r < mn, pues H satisface 4. Tomemos b, c 6 Hiy g1,92 € {f1, f2} y supongamos que ¢1 (b)) =2y y

g2 (¢) = z ® w, entonces
A* (a) (91 (b) g2 (Z a1, @ ag, > 1(b) g2 (¢))

n

= 2 (a1, ®ag,) (91 () g2(c))

r=0

n

= X (a,®a,)(z®y)(z0w))

r=0

n

= Y (a1, (¥2) @ a2, (yw))

r=0

n
= > ((e1,%) 2z ® (az,y)w) Hipotesis inductiva
r=0

n

= > ((a1,r ®az,) g1 (b)) g2 (c)

r=0

- ((é a1, ® ag’r> 7 (b)> 92 (c)

= (A% () g1 (1) g2 (c).

Antes de dar paso a la induccion sobre j, nétese que en la induccion sobre 4 sélo utilizamos que b, ¢ € H;
para argumentar que las Ecuaciones (4.2.9) y (4.2.10) eran satisfechas trivialmente. Asi, se ha demostrado
que la Ecuacion (4.2.8) es cierta para cualesquiera i,5,k € Ny g1,92 € {f1, f2}-

Hipotesis inductiva sobre j (k = 1): Las Ecuaciones (4.2.8), (4.2.9) y (4.2.10) se satisfacen para cuales-
quieraa € H;,be Hiyce Hyconi e Nyl <j.

Paso inductivo sobre j (s6lo necesitamos probar la Ecuacion (4.2.9) con g1 = A" y g2 € {f1, f2}, ya
que AT (¢) = 0 y la Ecuaciéon (4.2.8) se cumple para g1,9> € {f1, f2}): Sean a € H;, b € H; y ¢ € Hy. Si
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n
At (a) =3 a1, ®az, con as, € Hy, | yls, <iparacadase {1,2} yre{0,1,...,n}, escribimos g, (c) =
r=0
m

r®@yy AT (b) =3 b1y ®by,, donde by, € Hy , y ts,» <iparatodase {1,2} yr' € {0,1,...,m};
=0 ’
entonces '

AT (a) (AT (b)g2(c)) = (Z ary ® a2,r> ((Z by ® bz,w) (z® y))
r=0 r’'=0

|
NE!
NIE

(a1, @ agy) (b1 @bay) (z®Y))
0

i
Il
=}
\}\
Il

|
M=
NE!

(a1,r @ ag,) (b1, @ b2 rry)
0

\3
Il
=
S
I

(al,r (bl,r’x) & a2 r (bQ,T’y))
0

’

I
e
NIE

T

(4.2.11) = D> > ((arsb1) & @ (az,rbo,) y)

r=07r"=0
= (AT (a) AT (b)) g2().
En la Ecuacién (4.2.11) se utiliza la hip6tesis inductiva. Por lo tanto,
(4.2.12) A* (a) (AY (b) g2 (¢)) = (AT (a) AT (b)) g2 (c) .

Un argumento andlogo al que se realiz6 antes de empezar la induccién sobre j nos permite afirmar que la
Ecuacién (4.2.12) se satisface para cualesquiera i, j,k € Ny go € {f1, fo}. Por tanto, al realizar induccion
sobre k s6lo tendriamos que demostrar que A™ (a) (AT (b) AT (¢)) = (AT (a) AT (b)) AT (¢) para i,j,k € N,
a € Hj, b € Hj y ¢c € H,. No realizaremos tal ya que es analoga a las anteriores. Asi, concluimos que si
i,5,k € N,ae H;,be Hj y c € Hy, entonces vy (a,b,c) —I'(a,b,c) =0, y en consecuencia a (bc) — (ab) c €
Pnu(I®I)=0. O

LEMA 4.27. Si H es conexo, autoadjunto y h € I, entonces h € P si y sdlo sih € (u(I ® I))J‘.

DEMOSTRACION. Sean h € I 'y a € I ® I, como H autoadjunto,
(h,pu(a)) = (A(h),a) = (h@n(1) +n(1)@h+ AT (h),a).

De la Observacion 4.15 se concluye que I ® Hy y Hy ® I son ortogonales a I ® I en H ® H, por lo tanto,

(hyp(a)) = (AT (h),a). De esta igualdad podemos deducir que si h € Py p(a) € p(I ®I), entonces

he(pI®I)", es decir, P C (u(I ®I))*". Para mostrar la contencion (u (I ® I))" C P, supongamos que

h € I es ortogonal a cualquier i (a) € I ® I. Entonces h es ortogonal a cada p(a) cona € IQINQ(H @ H).

Si AT (h) :i zia; con a; € I ®INQ(H®H) para cada i € {0,1,...,n}, entonces 0 = (h, u(a;)) =
i=0

(AT (h),a;) :i z; (ai,aj) = z; para toda j € {0,1,...,n}. Asi, A" (h) =0, es decir, h € P. O

=0
OBSERVACION 4.28. Notemos que el Lema 4.27 asegura que P N u (I ® I) = 0 en cualquier casi-algebra

de Zelevinsky, ya que el producto interior es positivo definido.

Tenemos lo necesario para demostrar lo siguiente:
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TEOREMA 4.29. Cualquier casi-dlgebra de Zelevinsky es un dlgebra de Zelevinsky conmutativa y cocon-

mutativa.

DEMOSTRACION. La Observaciéon 4.28 y los Lemas 4.26 y 4.27 implican que cualquier casi-algebra de
Zelevinsky es asociativa y conmutativa. Resta mostrar que si H es una casi-algebra de Zelevinsky, entonces
H es coasociativa y coconmutativa. Fijemos w,z,y, z,u € Q (H).

Comencemos con la coasociatividad. Notemos que como H es autoadjunta, la definicién del producto
interior en H ® H implica que Idg ® p es adjunto de Idg @ Ay 4 ® Idg lo es de A ® Idy, pues

<U) QLr,y® Z> = 5w®m,y®z = 5wy5zz = <wa y> <$» Z> 5
por tanto,

(ldp@pwerey),z0u) = (wWOu(rey),z0u)

w,z) (p(r®y),u)
w,z) (z @y, A (u))
wRry,Idy @ A(z®u)).

(
(
(
(

De esto ultimo y de la asociatividad de H concluimos que

(wezey,(Idp®@A)oA(z) = (ldpg@p(wer®y),A(z))
po(ldy @ p)(w@r®y),z)
po(peldy)(w@r®y),z)

Rr @y, (A®Idy)oA(z).

(
(
(
=

Lo anterior es cierto para cualesquiera w, z,y,z € Q (H); asi que (A ® Idg)oA(z) = (Idg ® A)o A(z) para
cada z € Q (H). Por linealidad tenemos lo deseado.

Para mostrar la coconmutatividad veamos que T es autoadjunto:
(wor,T(ye:z)=(wer,z0y) = (wz2)(r,y) = (,y)(w,2) = (EQwyez) = (T(wez),y®2).

Realizando un célculo analogo al realizado para mostrar la coasociatividad, utilizando que H es conmutativa

(= poT) se obtiene lo buscado. O
Como cualquier algebra de Zelevinsky es una casi dlgebra de Zelevinsky, tenemos el siguiente corolario:

COROLARIO 4.30. Toda dlgebra de Zelevinsky es conmutativa y coconmutativa.

4.3. El grupo de Grothendieck asociado a un grupo finito

En el Capitulo 1 demostramos que las clases de isomorfismo de representaciones de dimensiéon n de un

grupo finito G forman un conjunto, lo que justifica la siguiente definicion.

DEFINICION 4.31. Sea G un grupo finito. Definimos el grupo de Grothendieck R (G) asociado a G, como
el cociente F'/E del grupo abeliano libre con base las clases de isomorfismo de repG por el subgrupo generado
por el conjunto {[V]+ [W] — [V @ W] | V,W € repG}, donde [V] denota la clase de isomorfismo de V.!

1La, definicién general del grupo de Grothendieck para categorias aditivas hace uso de sucesiones exactas cortas; sin embargo,
optamos por la Definicién 4.31, pues no introdujimos el concepto de susecién exacta ni el de categoria aditiva, ademas el hecho
de que el algebra de grupo sobre C de un grupo finito es semisimple implica que la Definicién 4.31 coincide con la definicion
general de grupo de Grothendieck.
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Denotaremos con A a un sistema de representantes de representaciones irreducibles de dimension finita
de G.

PROPOSICION 4.32. El grupo de Grothendieck de G es libre con base {{W]+ E | W € A}.

DEMOSTRACION. Es claro que R (G) es generado por {{[W]+ E | W € A}, ya que toda representacion
de dimension finita de G es suma directa de irreducibles.
Para cada W € A definamos fw : Z — R (G) como fy (1) = [W]+ E, asi, por la propiedad universal de
la suma directa, existe un tnico morfismo f : Z4 — R (G) tal que
f((aw)wea) Z aw [W
WeA

Construyamos su inverso. Sea } a; [V;] + E € R (G). Para cada j consideremos P Vi,; con Viy,; = W"Wd,
J WeA

la descomposicioén en componentes isotipicas de V;. Definamos g : R (G) — ZAl como

Zaj V;|+E| = Zajnw,j
J J

Veamos que g estd bien definida. Si Zaj V| +E = Zb [V;]+E (sin pérdida de generalidad podemos suponer

WeA

que los sumandos son los mismos aunque algunos coeﬁc1entes sean cero), entonces Z% Vil — Zb Vil =

ok (Vi + [Uk] — [V ® Ux]) € E, por lo tanto,
k

WeA 7 WeA 7

Zajnw,j - ijnw,j = g (Z +E
J

g | > e (Vi + [Uk] - [V,;@Uk])JrE)
k

WeA

(4.3.1) - <§ e (M + iy, — (g + ka)))
k
0

((4.3.1) se debe a que g ([V; © Ux] + E);, es la multiplicidad de W en V] @ Uy, y ésta es la suma de las
multiplicidades de W en V[ y Uy). Asi, g estd bien definida. Mostremos que f y ¢ son inversos. Si Y a; [V;] +
J

E € R(G), entonces
Fog Y a;Vil+E | =f D ami;
I g WeA

= Z Zajnwyj [W} + E
WeA j

=D Y a4 Wi+ E
WeA j

@

- Zaj

j WeA
= Zaj V

J
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si (aw)yeq € ZAl entonces

gof ((aW)WeA) =g ( Z aw W]+ E) = (aW)WeA'

WeA

Concluimos que f es un isomorfismo, lo que implica que R (G) es libre con base {[W]+ E | W € A} O

En adelante consideraremos R (G) como el grupo abeliano libre con base las clases de isomorfismo de las

representaciones irreduciblesde G. SiV € repGy V = @ W™W, laidentificaremos con Y nw [W] € R(G)
WeA WeA
y en algunos casos, para facilitar la notacion, también la denotaremos con [V].

A través del producto tensorial podemos asignar a R (G) estructura de anillo conmutativo con uno. Si

>0 (Wi, > oa; [Wi] € R(G), definimos (sz [Wl]> . <Zai [W1]> = > bja; ([W; ® W;]). De la conmutatividad
i i i i i

y asociatividad del producto tensorial® se sigue la conmutatividad y asociatividad de esta operacion; es claro

que el neutro de esta operacion es la representacion trivial y la distributividad se sigue de la misma definicion.

La Proposiciéon 1.36 implica de forma clara el siguiente resultado.

COROLARIO 4.33. Si xw es el caracter de W, entonces la funcion x : R(G) — Clc (G) definida en las

clases de irreducibles mediante x ((W]) = xw es un morfismo de anillos.

OBSERVACION 4.34. Si G y H son grupos finitos y F' : repG — repH es un funtor aditivo, es decir,
un funtor que satisface que F (V@ W) = F(V)e F(W)y F(f+g) = F(f)+ F (g9) para cualesquiera
V,W € repG cualesquiera morfismos f y g, entonces F' define un morfismo de grupos abelianos de R (G) a
R (H), definido en las clases de representaciones irreducibles de la siguiente manera [V] — [F (V)].

Si tenemos dos grupos Gy H , (p,V) € RepG, (m, W) € RepH y definimos pXr : Gx H — End¢ (V @ W)
como pX(g,h) = p(g9)®@7 (h), entonces (p X7,V @ W) € Rep (G x H). Denotaremos a esta representacion
de G x H con VXW.

Nota: Esta notacién se adopta para evitar confundir V X W con la representacion V@ W, donde V 'y W

son representaciones del mismo grupo.
PROPOSICION 4.35. SiV € repG y W € repH son irreducibles entonces VKW es irreducible.

DEMOSTRACION. Sean yxy y xw los caracteres de V' y W respectivamente. Por la Proposicion 1.29, si
x es el caracter de VX W, entonces x (g,h) = xv (9) xw (h) para cada (g,h) € G x H. Como V' y W son
irreducibles, satisfacen que &7 > (xv (9)°=1= 2 (xw (h))%. Por lo tanto,
9geG heH

1 1
L = ?Z (xv (9))° THI > (aw (h))?

| ‘gEG | |heH
1

= a2 2 tar (W) (e (9))°

[HI |G|
heHgeG
_ 1 2
= oxH| > x(g,h)?,
(g,h)EGXH
lo que concluye la demostracion. (]

ZAunque no demostramos que el producto tensorial sobre C satisface las propiedades mencionadas al pensar a los espacios como
representaciones, no es dificil verificarlas utilizando caracteres.
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ProPOSICION 4.36. Si {x; | i € [1,n]} y {x; | j € [1,m]} son los caracteres irreducibles de G y de H
respectivamente, y denotamos con X; ; a la funcién de clase de G x H en C tal que x;; (9,h) = xi (9) x; (h)
para cada (g,h) € G x H, entonces {x;,; | i € [1,n] yj € [1,m]} es base ortonormal de Clc (G x H).

DEMOSTRACION. Por la proposiciéon anterior basta demostrar que {x;; | 4 € [1,n] y j € [1,m]} es base
de Cl¢ (G x H) y para eso procederemos de manera anéloga a la demostracion del Teorema 1.49 y haremos
uso de él. Sea x € Clc (G x H) tal que (x, xi,;) = 0 para cualesquiera ¢ € [1,n] y j € [1,m]. Entonces

1 .
0 = G < H| Z X (9, 1) xi,5 (9:h)
(g,h)EGXH

= o L e

Hj
(g,h)eEGXxH

‘T;'Z ﬁZx(gﬁ)m x; (h)
geG

heH
para cada i. Obsérvese que |—617,‘ %:Gx(g, Jxi (g) € Clc (H), pues (g,hohhal) = (eg, ho) (g,h) (eG,ho)_l. El
g

Teorema 1.49 implica que

(43.2) 151 (g ) = 0

geG

para toda h € H y toda i. De un argumento analogo al anterior, aplicado a la Ecuacion (4.3.2), concluimos

que X (g, h) = 0 para cualesquiera h € H y g € G. O

Son inmediatos los siguientes resultados con los que terminamos este capitulo.

COROLARIO 4.37. SiU € rep (G x H) es irreducible, entonces ezxisten V € repG y W € repH irreducibles
tales que U 2V RIW en rep (G x H).

COROLARIO 4.38. Las funcionesT': R(Gx H) - R(G)®z R(H) y© : R(G)®z R(H) —» R(G x H)
definidas en las clases de irreducibles mediante T ([U]) = [V] @ [W] y ©([V]® [W]) = [VXR W], donde

UZVXW, son isomorfismos de grupos abelianos mutuamente inversos.



Capitulo 5

El anillo R (5)

Terminamos con este capitulo en el que estudiaremos un anillo particular relacionado con el grupo
simétrico. La referencia para este capitulo sera [11]. Comenzamos con una sencilla observacion:
Sean n € Ny S, el grupo de permutaciones de n elementos. Para k,l € N tales que k + [ = n definamos

LSk x S — S, mediante la regla

o (a) sia<k;
t(o,7) (a) = .
k+7(a—k) sik<a.

para cada o € S; y 7 € S;. Es claro que paracada o € Sy y 7 € Sj, ¢ (0,7) € Sp,. Més aun. ¢ es monomorfismo

de grupos: la inyectividad es clara, y si 0,7 € Sy y 7,7 € S, entonces
t(ov, ) (a) = o (a) = ¢ (0, 7) ¢ (7,7) (a)
para a < k, mientras que
(o) e(y,m)(a) =t(oyr) (k+m(a—k)=k+7m(a—k)=1t(oy,77) (a)

para a > k. De este modo, la funciéon ¢ es un isomorfismo de grupos sobre su imagen. Escribiremos Sj x Sy :=

t(Sk xSy (0,7) ==t (0,7). Con esta convencion, los funtores

Inngxsl :rep (Sk x S;) — repSy,

Sn
Resg", g, : repSy — rep (Sk X )

estan bien definidos. Como mostramos en la Secciéon 2.1, estos funtores son aditivos y, por los Corolarios 4.37

y 4.38 tenemos morfismos de grupos abelianos

Iiy s R(Sk) @z R(S1) — R(Sy)

k1t R(Sn) = R(Sk) ®z R(S)
definidos en las clases de irreducibles a través de la regla

I (VI® W) = [Indg s, (0 (V] @ W) = [Indg ., (VRIW)

£ V) =T ([Resiis, (1))

Consideraremos el grupo abeliano R (S) := @ R (S,). En la Seccion 4.3 dotamos a cada grupo de Grothen-
neN
dieck R (S,) de estructura de anillo utilizando el producto tensorial de representaciones por lo que R (S) es

un anillo con la suma y el producto defnidos coordenada a coordenada. Sin embargo, no consideraremos esta

estructura.

56
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Como para cada n, k,l € N tales que n = k + [ estan definido los morfismos I, y R, por la propiedad
universal de la suma, existen morfismos p: R(S)®@ R(S) - R(S)y A: R(S) — R(S)® R(S) tales que

1l rsoers)= It

A |ges,)= Z R,
k+l=n

Notese que R (Sp) = Z, ya que Sy es el grupo de permutaciones del vacio, es decir, Sy es trivial; ademas, si
[Co] denota a la clase de la representacion trivial de Sp, entonces R (Sp) es libre con base {[Co]}. Denotemos
con 79 al isomorfismo entre Z y R (Sy) definido mediante 1 — [Cy], con &¢ a su inverso, con ¢g a la inclusion

de R(Sp) en R(S) y con mp a la proyeccién del altimo en el primero. Definamos

n:Z— R(S)

e:R(S)—Z
como las composiciones 7 =1g 0y y € = mg 0 £g.
Demostraremos que (R (S), 1, m, A, €) es un algebra de Zelevinsky y que de hecho tiene antipoda; es decir,
que es un algebra de Hopf. Por el Teorema 4.29, para mostrar que es un algebra de Zelevinsky es suficiente
mostrar que es una casi-algebra de Zelevinsky.

Hagamos algunas observaciones:

OBSERVACION 5.1. Por la manera en que definimos p1, A, € y 1, se cumple:
(R (Sn) ®z R(Sm)) € R (Spim),

A(R(Sn) S D R(Sk) @ R(S),
k+l=n

e(R(Sp)) =0
para cada n > 0, y €9 y 179 son inversos uno del otro.
OBSERVACION 5.2. Si consideramos cada R (S,) un grupo con base, definiendo Q (R (S,)) como el con-

junto de clases de isomorfismo de representaciones irreducibles de dimensién finita de S,,, entonces (R (Sn))+

es el conjunto de clases de isomorfismo de repS,,. Lo anterior implica que

L (V]® W) = a5, (VRW)] € (R(S)"

£ (U) =T ([Resgy s, ()] ) € (R(S0) @2 R(51)*
para cualesquiera k,l,n € N tales que k +1 = n, [V]® [W] € (R(Sx)®zR(S)" y [U] € (R(Sn)T.
Ademas, si zn: zri € (R(S))", donde r; € R(S;), entonces es claro que r; € (R (S;))"; de manera analoga,
SYERIN le_O(R(S) @ R(S))" con r;; € R(S;) ® R(S;), entonces ; ; € (R(S;) ® R(S;))*. De todo esto
polciémos concluir que u, A, £ y  son morfismos positivos, ya que

p > zigrig | = zign(rig) =zl (rig),

4,J 4,J (2%
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1=0 =0 =0 k+l=1i
n n
g (Z Zi’f'1'> :Z Zi€ (7’1) = ZoNo,
i=0 i=0
donde 79 = ng [Col, y para cada n € ZT
n(n) =n|Col.

OBSERVACION 5.3. Para [W],[U] € Q (R (Sy)), por el Lema de Schur, el producto interior (en R (S,,)) de
[W] con [U] coincide con el producto interior de caracteres definido en la Seccion 1.6, es decir, (W], [U]) =
dimcHomcg,,) (W, U). Por tanto, Reciprocidad de Frobenius significa (por linealidad) que x y A son adjuntos
respecto al producto interior de R (S) y R(S) ®z R (S) como grupos con base. También ¢ y n son adjuntos
con respecto al producto interior de R (S) y Z, ya que (1, ([Co])) = (1,1) = ([Co], [Co]) = (n (1), [Co)).

OBSERVACION 5.4. De la Observacion 5.1 podemos deducir que si [W] € Q (R (S,)), [V] € Q(R(Sm)) ¥y
n+m # 0, entonces (o u) (W)@ [V]) =0 =¢e([W])e([V]). Sin =m =0, es decir, si [W] = [V] = [Cy],
entonces (e o u) (W] [V]) =¢ ([Indgg (WK V)D = ¢ ([Co]) = £ ([Co)]) & ([Cp)). Por tanto

€ou =c¢e.

Ademés

(Aon) (1) = A(Co]) = T ([Resf: (Co)| ) = [Col @ [Co] = (1) £ (1)

eon(l)=1=nz(1).

En vista de las Observaciones 5.1-5.4, si demostramos que Ao py = (@ pu)o (Id@ T ® Id) o (A ® A),
entonces tendremos que R (S) es una casi-algebra de Zelevinsky.
Notemos que si [IW] € Q (R (Sk) ® R(Sy)), entonces
AW = > T [Ress s (ndgy, n)].
kHl=k/+1'
por lo que es de esperarse que la Férmula de Restriccion de Mackey juegue un papel muy importante para
mostrar que Aopu = (p@p)o (Id@T @ Id) o (A® A).

Para mostrar que A es morfismo de algebras necesitamos diversos resultados.

DEFINICION 5.5. Sea n € N. Una composicion débil c de n es una sucesion ¢ = (¢;);cn+ tal que ¢; € Ny

dYei=n
i

En la Definicion 3.1 se introdujo el concepto de particion. Este difiere del concepto de composicion débil,
pues la Definicién 5.8 no pide que la sucesion ¢ esté ordenada.
Si ¢ es una composicion débil de n entonces existe € N tal que ¢; = 0 para cada i > r, pues » .¢; = n.
i

Asi, escribiremos ¢ = (¢, ..., ¢ ).

DEFINICION 5.6. Sea ¢ = (¢q,...,¢,) una composiciéon débil de n. El diagrama débil d de c es el conjunto

de parejas d = {(¢,1) | i € [1,r] yl € [1,¢]}



5. EL ANILLO R (S) 59

DEFINICION 5.7. Sea ¢ = (¢y, ..., ¢,) una composicion débil de n. Una tabla débil v de ¢ es una funcién

biyectiva v : d — [1,n], donde d es el diagrama débil de c.!

Como en el Capitulo 3, si ¢ = (¢1,...,¢,) es una composicion débil de n y « una tabla débil de ¢,
definimos R (y) = {p € Sn |p (v (4,1)) =~ (i,1") para cada i € [1,7]}.

TEOREMA 5.8. Sean € N. Si a = (a1,...,a,) yb=(b1,...,b.) son composiciones débiles den y « y
tablas débiles de a y b respectivamente, tales que o (k,1) =1+ > a; y B (k,1) =1+ >_b;, entonces las orbitas
i<k j<k

de Sy, bajo la accion de R(B) x R («) estdn parametrizadas por matrices M = [M;;] con i[1,r], j € [1,8] v

M;; € N tales que > M; =0b;y > M;; = a;: definimos la orbita asociada a M como
i=1 j=1

On :={o €S, | para M;j, tenemos que M;; = |0 (A;) N B;|},
donde A; = {a(3,1) | € [L,a]} y B; ={B(5,1) | L € [1,b;]}.
DEMOSTRACION. Sio € S,y (p,7) € R(B8) x R(«), entonces para cada i y j tenemos que
(p,7) o (Ai) N Bj = poy ™' (Ai) N Bj = po (Ai) N Bj = p(a (A) Np~'B;) = p(a (A)) N By),

ya que A; y Bj son los renglones i y j de a y S respectivamente. Por lo tanto, |(p,7)o (4;) N B;| =

lp (o (4;) N Bj)| = |o (A;) N By, es decir, O (o) C O si definimos M;; = |0 (A;) N B;| (de la definiciéon

de A; y B; y la biyectividad de o se sigue que Y M;; = b; y >, M,;; = a;). Para mostrar la con-
i=1 j=1

tencion Oy C O (o) es suficiente probar que si 0,7 € S, satisfacen que |0 (A;) N B;| = |7 (A4;) N By

para toda i y toda j, entonces O (o) = O (7). Supongamos que o,7 € S, cumplen que |0 (A;) N B;| =
|7 (4;) N B,| para cualesquiera ¢ y j. Entonces |{l| o (a(:,1)) € B;}| = |{l | 7(«(i,1)) € B;}|, de manera
que existe una biyeccion ¢;; : {l| o (a(i,1)) € B;} — {l|7(a(3,1)) € B;} tal que ¢;; (1) = I para cada
le{l|o(a(i,l) e Bi}n{l|7(a(il)) € Bj}. Definamos p;; € S, mediante

a(i,pi (1) sik=iyo(a(i,l) € By;

pij (@ (k, 1)) =
a (k1) en otro caso.

Es claro que p;; € R(a). Como |0 (4;) N B;| = |7 (A4;) N By|, entonces existe ¢;; : {l | 5(j,1) € 7(A:)} —
{018(,1) € o (Ai)} biyectiva tal que B (j,¢ij (lo)) = o (a(i,0)) si B(jlo) = 7 (e (i, i (1))). Definamos
mij € Sp a través de la regla

B (j,%ij (lo)) sik=iy B(j,lo) €T (A);

B (k,lo) en otro caso.

mij (B (k,lo)) =
Claramente m;; € R (). Hemos definido p;; ym;; para cada ¢ y cada j, asi que
[Imis | 7 { LIpis | (k.0)) = | TTmis | 7 (onjo (e (k1)) = | [ [mis | 7 (e (B mo (D) =
0] 1,3 i ig
= gy (7 (@ (K, k4o (1)) = o (a (k1))

es decir <H7Tij> T (Hpu) = ¢. Por lo tanto, O () = O (7). O
,J i,J

1En [7] Richard Stanley define composicién débil como se hizo aqui; sin embargo no utiliza las nociones de diagrama débil ni
tabla débil. Introdujimos las Definiciones 5.6 y 5.7 solo para diferenciarlas de las correspondientes para particiones que Stanley
utiliza para referirse a Diagrama de Young y Tabla estdndar.
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Gracias a este resultado podemos elegir de forma conveniente un conjunto completo de representantes de
las orbitas de S, bajo la accion de R (8) x R (a). Bajo las hipotesis del Teorema 5.8, tomemos M = [M,;;] y

notemos que si fijamos g, para cada [ € [1, a;,] existen unicos by j, tales que b € [1, M; ;1 vyl = > M,
J<Jjo

10.7

S
ya que a;, =y M;,;. Por esto, podemos escribir « (io,l) = > a; + > M,,; +b. Definamos oy € S,, como

j=1 i<i, J<Jo
OM Zo, E b + g l]o
7<Jjo <ig

Es claro que > M;j;, + b € [1,b;,], por lo que o (c (i9,1)) = S (jo, > Mij, + b); como trabajaremos con
1<ig i<ig
el inverso de o/, para ver que oy € S, mostraremos que oy es suprayectiva. Para cada jo y I € [1, bjo]
existen tnicos b e iy tales que b € [1,M;,;,] v I = > M;;, +b, por lo tanto, 8 (jo,!) = > b; + > M;j, +
i<ip 7<jo i<ig

Yy om (a <207 Z lo] )) = /B(jOal)a €s deCira O-]\_/Il (B (jO? )) Zal + Z i0J + b NOtemOS que

J7<Jjo 1<io 7<Jjo
om € O, pues o (a(io, 1)) € Bj, siy solo si existe b tal que b € [1, M, ;] vy 1= > M;,;+b, es decir
J<jo
loar (Asy) N By, | = M, j, para cualesquiera g y jo.

En vista de lo anterior, como representante de cada 6rbita Oy de S, elegiremos a o,;. Queremos calcular

Sy L, . . , . .,
Resg s, oInd k,;ls ., asi que estudiaremos los subgrupos y funtores necesarios en la Formula de Restriccion
de Mackey en este caso. Consideremos b = (b1, b2) = (k,1) y a = (a1,a2) = (K',1’) composiciones débiles de

n, a 'y [ tablas débiles de ellas como en el Teorema 5.8.
PROPOSICION 5.9. Se cumplen las igualdades: R (a) = Sk x Sy y R(B) = Sk x S;.

DEMOSTRACION. Si p € R(f), entonces la definicion de « implica que p(a) < k si y sélo si a < k. Por
tanto podemos definir py € S; a través de la regla ps (a) = p(a+ k) — k y p1 € Si mediante p; (a) = p (a).
De este modo, p = (p1,p2) € Sk x Sy, es decir, R(8) C S x S;. La contencion S, x S; C R(B) es clara y

analogamente se demuestra la igualdad R (a) = Sk x Syp. O

De acuerdo con el Teorema 5.8, las orbitas de \S,, bajo la accion de (S x S;) x (Sg x Si) estan parame-
My1 Mo

trizadas por matrices M =
Msy  Maa

) tales que M;; € N, k = My1+ Moy, | = Myo+Mag, k' = M1+ Mo

y I'= M21 + MQQ. Ademas

a sia < M
k+b sia:M11+byb€[1,M12];
om (a) =
M1 +0b sia:k’—i—bybe[l,Mgl;]
k+Mpa+b=a sia=k"+ My +bybel[l, Ma];
y
a sia < Miq;
. k' +b sia= My +bybe[l, Ma];
oy (a) = .
M1 +b Sla:k+byb€[1,M12];
k’+M21+b:a sia:k+M12+byb€[1,M22].

En adelante, M denotara alguna de estas matrices.

LEMA 5.10. Para cada M se satisface que R (o) Moy R(B)onr = Saryy X Sarys X Sty X Sty -
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DEMOSTRACION. Debido a que k' = My, + Myo y I! = My + Moss, el producto Sy, X Sp,, €s un
subgrupo de Sy ¥ Snr,, X Sn,, lo es de Sy. Por la Proposiciéon 5.9, tenemos que

Sary X Sy X Sy, X S, C R(a)
Para mostrar que
SM11 X SM12 X Sle X S]\/[22 - R(Oé) ﬂO’&lR(ﬁ) TM,
probaremos que
SMll X SMIZ X Sle X SM22 - O'X/IIR(ﬁ) OM -

Sean o € SM11 X SMIZ X S]\/[21 X SM22 yac [1,77,].
Si a < M1, entonces 0}\—41 (a) = a, pues My1 < k = Mi1 + May; por tanto, 00&1 (a) = o (a) < My, asi

opo (a) = o (a), lo que implica que
orvooy (a) =0 (a) < My < k.

Si Myj; < a= My +bcon b € [1, Ma], entonces 0&1 (o) =K +by kK < crIT/[1 (a) < k' + Ms;. Ya que,

k< aa;j (a) < k' + Msy, concluimos que
JMUUXj (a) < k.

En suma, si a € [1,k], entonces aMUaJTj (a) < k y, dado que aMaadel es biyectiva, deducimos que
O'MO'O'X/[I (a) > k si a > k. Por lo tanto, O’]\/[UU]T/[I € R(B), es decir, 0 € oy R(B) 0;41. Hemos probado que
Sy X Satis X Sty X Sary, € 03f R(B) our.

Veamos la contencion R (o) N oyt R(B) oar € Sy X Sats X Sty X Sats-

Considérese 0 € R(a)N oy R(B)on y a € [1,n]. Por la Proposicién 5.9 existen (p/,7') € Sy x Sp y
(p,T) € S x S tales que

o= (0. 7) = o7t (7)o

Si a < M1, entonces o (a) = a < My; y por tanto

o (a) = ' (@) = o3/ p ().

Supongamos que o (a) > M1, entonces existe b € [1, Mys] tal que Myy < 0 (a) = My1+b, pues o (a) = p (a).
Por tanto,

k>p(a)=0omo(a) =k+b>k,

lo que es un absurdo; asi que
g (a) < M11~

Si M1 < a < My + Mys =k, por lo anterior y la biyectividad de o, concluimos que My, < o (a). Ademaés,
o(a)=p' (a) <K, lo que implica que M11 < o (a) < My1 + M.
Si M1 + M1 + Ms; < a, entonces, por la biyectividad de o, se satisface que

kK < o(a)

o(a) =0y (T(a—Fk)+k),
pues Myq + Myg + My = k4 Mys y oy (a) = a. Supongamos que o (a) = k' + b con b € [1, Ma]. Entonces

k<t(a—k)+k=opmo(a)=M1+b<k,
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por tanto
My + Mo+ My <o (a).

De la biyectividad de o se sigue que si
My + My < a < My + Mz + Moy,
entonces
M1 + Mz < o (a) < Myy + Mg + Moy

Por lo tanto, o € Sar,, X Sars X Snryy, X Sny, ¥ asi,

R(a) N U]T/[lR(ﬁ) oM = SMu X SM12 X Sle X SM22

LEMA 5.11. Para cada M, se satisface la igualdad
oM (SMII X S]Vflz X SM21 X SM22)0-1741 = SMu X SM21 X SMIZ X SM22'

Mds ali'n; si (a7ﬂ7776) € SM11 X SM12 X SM21 X SMzz) entonces oy (aaﬁaf}/,é) J&li(a’Vaﬂv(s)'

DEMOSTRACION. Sia < M1 0 M11 + Mo+ Ms; < a, la definicién de o), asegura que

a=0y (a) = ou (a);

asi que, para cada o € Saz,, X Sy, X Sy, X Sh,, se cumple que si a < My, entonces oprooy, (a) < My
y si My, + Mys + My < a, entonces My, + Mys + Moy < O'MO'O'X; (a). Asi, por la biyectividad de o)y, resta
demostrar que si M1 < a = Mj; + b con b € [1, Ma;], entonces My < aMacr]T/[l (a) < My1 + Ms; para toda
0 € Sy, X Sis X Sy, X Sapy,- Supongamos que My < a = My; +b con b € [1, Ma;]. Entonces

My + My < oyt (a) =k +b < kK + Moy,

por lo que

My + Mys < ooy, (a) =K + 0 <k + My
y, por ultimo,

My < opyooy, (a) = Myy + b < My + Moy,
Por tanto,

on (Saryy X Satyy X Stay X Sitss) 03 € Satyy X Satyy X Satyy X Sidy-

De manera analoga se demuestra que

—1
SMn X SM21 X SMIZ X SM22 Com (SMu X SMIZ X Sle X SMzz)UM'

Para mostrar la segunda afirmacion del lema notemos que si b € [1, Ma;], entonces

on (o, B,7,0) oyf (Myy +0) = o (o, 3,7,6) (K +b)
= om(Y(K+b—FK)+F)
= M1 +7(b)

(06%5,5) (Mll + b) =7 (b) + Mllc
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De forma similar se demuestra que para cada b € [1, Mi2] se tiene que

v (0, B,7,8) o3 (k+b) = (o,7,8,6) (k +b).

Siguiendo la notacion de la Secciéon 2.2, la Formula de Restriccion de Mackey asegura que

S S S XS,
(5.0.3) Resg! /6, oIndg /s (W @Inds"xsl 0 F,,, o Res™/ >V (W)
M

(Spr X Syr) o (S xSp),, om
para cualquier W € Rep (Sis x Sy/), donde para cada matriz M el funtor
Fop 1 C oy (Sw x Si),,, om]-méd — C[Sp x Sp]-méd
esté definido a través del isomorfismo de C-algebras
far i C[Sp x Sp] = C [0;41 (Spr x Sl/)aM ch]
inducido por el isomorfismo de grupos
far S x Sy — 0;41 (S X Sl/)oM oM,

dado por far (o) = o3, ko

Gracias a los Lemas 5.11 y 5.10 podemos reescribir la Ecuaciéon (5.0.3) como

Spr gt Spr _ Sk XS S XSy
Resg! 6 o Indg" 1 (W) = Indgh s s, wsy ©Fouw o Resgh U g gy, (W),
Sk X S[ Sk’ X Sl’
En vista de esto, analizaremos los funtores Indg, "“ g, ", s, » Fou ¥ RS g s wsu. -

dSk XSy

Se analizara primero In Sty ) XSty X Satyy X Saty

Comenzamos con el siguiente lema.

LEMA 5.12. Si T es un anillo conmutativo, R y S son T-dlgebras B es un R-R-bimddulo, A es un

S-S-bimddulo, C es un R-mddulo izquierdo y D es un S-mddulo izquierdo; entonces
(B X A) QRS (C X D) = (B ®Rr C) X (A ®s D)
como R @1 S-modulos izquierdos. Donde B X1 A denota a B @7 A con la accion de R @1 S definida de la

misma manera en que lo hicimos para representaciones de grupos.

DEMOSTRACION. Definamos
Jo:(BxA)x (CxD)— (BRrC)Xr (A®g D)
mediante
fo(ba,c,d)=(b®c)® (a®d).
Para cualesquiera b,b' € B, a,a’ € A,ce C,d € Dyt €T se cumple que
fo(bta,c,d) = (b®c)® (ta®d)

= bec)@t(awd)

= bRtk (a®d)

= (th®c)® (a®d)

= fo(bt,a,c,d),
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folb+¥,a,c,d) = (b+V ®c)®(a®d)

(b@e)+ (V@) ® (a®d)
(b@c)®@(a@d) + (1 ®@c)®(a®d)
= fo(b,a,c,d) + fo (b, a,c,d)

y de manera analoga puede probarse que
fo(ba+d',c,d) = fo(bya,c,d)+ fo(b,d,c,d).

Asi, existe una funcion fy : (BXp A) x (C x D) — (B®rC) Ky (A®s D) que es morfismo de grupos
abelianos en la primera entrada y fo ((b® a),¢,d) = fo (b, a,c,d). De manera analoga podemos mostrar que

existe una tnica funcién
fi:(BRr A)x (CRr D) = (BerC)Xr (A®s D)
que es morfismo de grupos abelianos en cada entrada y
filb@a),(c@d) =fo((b®a),c,d).
En los tensores elementales de B @1 A, C ®7 D y R®r S la funcién f; satisface que

AR (res),ced) = f(bras,cod)
= (rec) ®(as®d)
= (b®rc)® (a® sd)
= fi(b®a,rc® sd)
= fi(b®a,(r®s)(c@d).
Asi que existe un tnico morfismo de grupos abelianos
f:(BRr A) ®rgrs (C®r D) = (Ber C)Xr (A®s D)
tal que
fOhRa®crd) =fi(b®a),(c®d)=fo((b®a),c,d) = fo(ba,cd).

Demostremos que f es el isomorfismo buscado demostrando que es invertible y que su inverso es morfimso

de R ®7 S-moédulos izquierdos. Definamos

go: (BxC)x (Ax D) — (BXr A) Qregrs (CKr D)
a través de la regla

go (b,c,a,d) = (b®a)® (c®d).
Paraae A, de D, bt/ € B, ¢, € C'y r € R tenemos que
go (br,c,a,d) = (br®a)® (c®d)

b®a)(rels)) @ (cd)
b®a)® ((rels)(c@d)
b®a)® (re®d)
= go(b,re,a,d),

(
(
= b®a)®
b®a)®
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go(b+V,ca,d) = (b+V®a)®(c®d)
= (b®a)+ (b ®a))®(cxd)
= b®ae(cxd+ Va2 (cxd)
= go(b,c,a,d)+go (b, c,a,d).
De manera similar,
go (b,c+ ', a,d) = go (b,c,a,d) + go (byc+ ', a,d).
La propiedad universal del producto tensorial asegura la existencia de una tnica funcion

go : (B@RC) X (AXD) — (B&TA) QRS (C&TD)

tal que go ((b® ¢),a,d) = go (b,c,a,d) y en la primera coordenada es morfismo de grupos abelianos. Analo-

gamente obtenemos una funcién
g1:(BerC)x (A®s D) = (BRr A) Qrers (C R D)
que es morfismo de grupos en cada entrada y
G ((b®c),(a®d) = go(b,e.ad).
Ademas, en los tensores elementales de B ®g C, A ®g D y para t € T, la funcién g; se comporta de la
siguiente manera
g (becdt,a®d) = g (b®ct,a®d)
= bhRaRct®d
= h®a®ceitd
= bRa®c®d
= g(b®ca®td)
= b®ct(a®d).
Por lo tanto, existe un morfismo de grupos abelianos
g: (B®rC)®r (A®s D) = (BXr A) ®peps (C Xy D)
tal que
gbecRa®rd) =g (b®c),(a®d) =go(b,c,a,d).

Es claro que f y g son inversos uno del otro por lo que resta mostrar que g es morfismo de R ®7 S-modulos.
SibRceBRRC,a®de A®s Dy r®se R S, entonces

g((res)((bece(ed))

g(rb®c)® (sa®d))

= rhRsa®c®d

= (ros) (b®a) ®(ced)

= (res)(hea)®(cxd)
= (res)g((be®c)(a®d)).

Debido a que g se obtuvo por la propiedad universaldel tensor, concluimos que g es morfismo de R @1 S-

moébdulos izquierdos. O
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OBSERVACION 5.13. Notemos que si G y H son grupos, entonces ¢ : C[G x H| — C[G]®c¢ C [H] definido
en G x H mediante la regla ¢ (g,h) = ¢ ® h es un morfismo de algebras ya que ¢ (g¢’,hh’) = g¢’ @ hh/ =
(g@h) (g @h")=¢(g,h)d(g',h'). De hecho, ¢ es invertible y su inversa es también morfismo de édlgebras,
asi que C[G x H| 2 C[G] ®c C[H].

. . My Mo
Para cualesquiera matriz M = o )Y [URVEWKX] € Q(R(Shm, X Siay X Says X Siiny))
21 22
si escribimos R = C S, X Shisn]s S = C[Sans X Sa.] ¥y A = C[San, X Siryy X Sary, X S|, entonces la

definicién de representaciéon inducida nos dice que

[Indskxsl (U@V&W&X)}:[(C[Skal]Q@A(U&V&W&X)].

Sy X SMyy XSMyp X Shgy

Por la Observacion 5.13, podemos escribir

[Inds’“ xSt (URVEWR X)} = [(C[Sk] @c C[Sk)) ®rges (URV) R (WK X))].

Snyy XSMay XSMyp X SMay

El Lema 5.12 asegura que

[mdSkXSz (URVEWK X)} = [(C[SK] ®r (UR V)R (C[S] ®s (W K X))]

Snyy XSMay XSM1p X SMay

My X SMyy SMyp X Shay

[ Ind$ (UK V)) & (Indsl (WK X))} .

Hemos demostrado el siguiente corolario:

COROLARIO 5.14. Para cada matriz M y cada [UXV KW K X] € Q (R (Sny, X Shyy X Satyy X Sias)),
en R(S) se tiene que

{Indskxsl URVRWR X)} — Iy (URV) @ Iy (WER X))

Sy XSy XSMyo XS
11 21 12 22

Sk/ XS,/

Falta estudiar los funtores Resgy " g, g, sy

Q (R (Sk x Sy)) se satisface que

y Fs,,. Como es claro que para todo VX W €

St XSy 4 4
[Resgt ™! (VEW)| = Bir,, s (VD) @ Ry ans (WD),

Snyy XSMyg XSMyy X SMay

comenzaremos a estudiar F,, .

PROPOSICION 5.15. Para cade M, si URV RW K X € rep (Say, X Swys X Sitey X Si,), €ntonces
F,, URVRWXRX)XUXWKV KX enrep (S, X Siy X Sy X Shiy,)-

DEMOSTRACION. Dado que el espacio de la representacion Fy,,, (UK VX W K X) es URcV@cW ®c X,
basta demostrar que el isomorfismo canénico ¢ : U @c V Q¢ W ®c X — U ®c W Q¢ V ®c¢ X definido
mediante ¢ (U R VR W R ) = uRw v x es isomorfismo de representaciones. Por el Lema 5.11, para cada
(0, B,7,0) € Sy X Snayy X Snapy X Sty Yyu@v@w®e € UKV KW KX, se cumple que

¢ (03] (. B8,7.0) on (u@v @ w® )
- (rb((aa’y’ﬂa(;) ((U®U®w®$)))
= ¢(au®yv® fw® o)

o (a0, 8,7,90) - (u@vRWRx))

= au® fw YR Iz
= (a’ﬁf}’a(s)('u@w@v@l’)
= (aaﬁa’}/)&)(ﬁ(u@v@?,U@a?)

Por lo tanto, ¢ es isomorfismo de representaciones. O
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El siguiente corolario es inmediato.
COROLARIO 5.16. Si
Fuy ot R(Swmy,) @z R(Swmy,) @2 R (Si,,) ©z R (Shp,) = R (Swmy,) @z R (S, ) ®z R (Swy,) ®z R (Si,)
denota al morfismo de grupos abelianos que define ¥,,, entonces
Fy ([URVRW R X]) = (Idrsy ® T @ Idgs)) (U] @ [V] @ [W] @ [X])

para cada [URV XWX X] € Q (R (Shy, X Sy X Shay X Siins))-

Con todo lo realizado podemos demostrar el siguiente teorema.

TEOREMA 5.17. En R(S) se satisface que Aop = (n®@ p)o (Idrs) ®T ® Idps)) o (A® A).

DEMOSTRACION. Por linealidad es suficiente mostrar que la igualdad se satisface para cualesquiera
[V],[W] € Q(R(S)). Para [V],[W] € Q(R(S)) existen k',I' € N tales que [V] € Q(R(Sk)) v [W] €
Q (R (Sr)); por lo tanto,

Ap(VieWw)) = a (15 (vie )
= > R (1 (vie )
k+l=K' 41"
S0 r[Resgry omdZ vy, (VEW)]
k+l=K' 41"

Sk xS Sk’ XSZ/
Z [@Indswtll X SMoy XSnyy X SMoy °© F‘TM °© ReSSMu XSy XSMoy X SMoy (V > W)
k4+l=k'+1" M

Z Z (Illf/Illale ® If\/flz,M’zz) oFpo (R§M111M12 ® Rl]VIzlJ\/Izz) ([V] ® [W]) .
ktl=k'+1' M

No hacemos explicito en la notaciéon que cada M depende de k y I, podemos escribir la tltima suma como

M M. M M. 4 !
S (i e i) o Faro (R, an, © Rh, an, ) (V1@ W)

Mi1+Mio=k'
Moy +Map=l'
asi que
ApVieWw) = > (s @ BN ) o Fa o (Rl an, © Bin,an, ) (V1@ W)
Miy1+Mi2=Fk'
Ma1+Map=l'
= (p®@p)o (Idrs) ®T @ Idp(s)) Z Ry ans ® Riiy o, | (V1@ W)
M1 +Mi2=k’
Mo+ Moo=l
= (p@p)o (Idrs)@T @ Idgs)) o (AR A)([V]® [W]).
Esto concluye la prueba del Teorema 5.17. O

Tenemos en suma:
TEOREMA 5.18. (R(S),u,n,A,e) es un dlgebra de Zelevinsky.

A continuacion, construiremos una antipoda para R (S), probando asi, que R (S) es un algebra de Hopf.
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Primero notemos que por la Proposicion 4.24, para cada [W] € Q (R (S,,)) con n # 0 se cumple que

A([W]) = W] @ [Co] + [Co] ® [W] + AT ([W])

y ademas
AT (W) = D my
i#0,n
i+j=n
con 1 € R(SIL) RR (Sj) Por tanto, si Tij ZZ ay [Wl,i] ® [VVlJ‘] con [Wl,j] cQ (R (Sj)) y [Wl,j} cQ (R (Sj)),
=0

entonces [ ;] ¢ Q (R (Sy)). De manera que, con respecto a la convoluciéon en Homg, (R (S), R (S5)),
FrId((W]) = p(f (W) ® [Co]) + 1 (f ([Co]) ® [W]) + pu (f ® Id) (AT ([W]))

= F(W]) + (£ ([Co]) ® [W]) + u(f @ Id) (AT ([W]))
y f([W]) solo aparece una vez. Recordemos que la conmutatividad y coconmutatividad de R (S) aseguran
que la convolucién es conmutativa. Asi, podemos definir S : R(S) — R(S) en Q (R (S)) recursivamente
mediante la regla

el W] = [Col;
S(w)) =
— W= p(S@Id) (AT ((W])) [W]€Q(R(Sn)) yn>0.
TEOREMA 5.19. La funcion S : R(S) — R (S) es antipoda para R (S).

DEMOSTRACION. Sea [W] € Q(R(S5)). Si [W] = [Cy], entonces

S 1d([Co]) = po (S @ Id) o A([Co]) = (S ([Col) ® [Col) = [Co]
y si [W] # [Cy], entonces

SxId(W]) = S(W])+p(S([Col) ® [W]) + p (S @ Id) (AT ([W]))
= S(W]) + u([Col @ [W]) + p (S ® Id) (AT ([W]))
= 0.
Dado que ¢ ([W]) =0 si [W] # [Co] y n o€ (|[Co]) = [Co], deducimos que S * Id =noe. O

COROLARIO 5.20. R(S) es un dlgebra de Hopf.

Terminamos este trabajo con la siguiente tabla:

’ Representaciones de S, ‘ R (S) como algebra de Zelevinsky
Induccién Multiplicacién
Restriccion Comultiplicacién
Co (representacion irreducible de Sy,) Unidad
Formula de Restriccion de Mackey La comultiplicacién es morfismo de algebras
Lema de Schur Q(R(S5)) es base ortonormal de R (5)
Reciprocidad de Frobenius La multiplicacién y comultiplicacién son adjuntas

Podemos observar céomo se traducen algunas propiedades de las representaciones de .S, al lenguaje de las
algebras de Hopf.



(1]

[10]

[11]

Bibliografia

ANDRUSKIEWITSCH, Nicolas y Walter Ferrer Santos. The beginnings of the theory of Hopf algebras |digitalizado]. —
p.3-17. — En Acta Applicandae Mathematicae. — Vol.108, no. 1 (oct. 2009) DOI: 10.1007/S10440-008-9393-1, disponible en
http://link.springer.com/article/10.1007 %2Fs10440-008-9393-1

CURTIS, Charles W. e Irving Reiner. Representation theory of finite groups and associative algebras. New York : John
Wiley & Sons, Inc., ¢1962. — xiv, 689 p. — (Interscience publishers)

DASCALESCU, Sorin et al. Hopf algebra : An introduction. — New York : Marcel Dekker, c2001. — ix, 401 p. — (Pure an
applied mathematics ; no. 235)

FULTON, William y Joe Harris. Representation theory : A first course. — New York : Springer-Verlag, c1991. — xv, 551 p.
sl -

MILNOR, John y John Moore. On the structure of Hopf algebras |digitalizado]. — p. 211-264. — En Annals of Mathematics,
Second Series. — Vol. 81, no. 2 (mar. 1965) DOI: 10.2307/1970615, disponible en http://www.jstor.org/stable/1970615
SERRE, Jean-Pierre. Linear representations of finite groups. / tr. Leonard L. Scott. — New York : Springer-Verlag, c1977.
- x, 170 p. — (Graduate text in mathematics ; no. 42) Traducciéon de Représentations linéaires des groupes finis: 2a ed.
STANLEY, Richard P. Enumerative combinatorics. — Cambridge : Cambridge Universty Press, 2002. — Vol. 1 — 1997 p.
TELEMAN, Constantin. Representation theory [notas digitales]. — https://math.berkeley.edu/ teleman/math/RepThry.pdf
THOMAS, Charles B. Representations of finite and Lie groups. — Covent Garden : Imperial College Press, ¢2004. — x, 146
p-

WEINTRAUB, Steven H. Representations theory of finite groups: algebra and arithmetic. — Rhode Island : American
Mathematical Society, 2003. — ix, 212 p. — (Graduate studies in mathemathics, ISSN 1056-7339 ; v. 59)

ZELEVINSKY, Andrei V.. Representations of finite classical groups : A Hopf algebra approach. — Alemania : Springer-
Verlag, ¢1981. 184 p. — (Lecture notes in mathematics, no. 869)

69



	Portada

	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Introducción a la Teoría de Representaciones de Grupos Finitos
	Capítulo 2. Cambio de Grupo
	Capítulo 3. Las Representaciones Irreducibles del Grupo Simétrico
	Capítulo 4. Álgebras de Hopf, Álgebras de Zelevinsky y el Grupo de Grothendieck
	Capítulo 5. El Anillo R (S)
	Bibliografía




