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Introducción

En la teoría de representaciones de grupos, los funtores de inducción y restricción son de gran utilidad.

Con respecto a ellos, el Teorema de Reciprocidad de Frobenius y la Fórmula de Restricción de Mackey

tienen mucha importancia. El Teorema de Reciprocidad de Frobenius dice que los funtores mencionados

son adjuntos, mientras que la Fórmula de Restricción de Mackey permite descomponer una representación

restringida en una suma directa de representaciones inducidas. Andrei Zelevinsky en Representations of �nite

classical groups: A Hopf algebra approach tradujo estos resultados al lenguaje de las álgebras de Hopf.

En 1941 se publicaron tres artículos de Heinz Hopf y Hans Samelson (en topología y grupos) de los que

se desprendió de forma paulatina la teoría de las álgebras de Hopf. Pronto, matemáticos como Armand Borel

y Jean Dieudonné utilizaron algunas ideas de los primeros y nacieron las primeras nociones de álgebra de

Hopf. Estas nociones fueron enriqueciéndose rápidamente y la teoría desarrollada a su alrededor tuvo un gran

impulso con el artículo On the structure of Hopf algebras de John Milnor y John Moore, en el cual se de�ne

un álgebra de Hopf sobre un anillo conmutativo con uno R, como un R-módulo graduado H que es tanto

R-álgebra como R-coálgebra graduada y cuya comultiplicación es mor�smo de álgebras. Sin embargo, esta

de�nición no fue la de�nitiva. En la actualidad, un álgebra de Hopf es lo que en Groups over Z Bertram

Kostant llamó álgebra de Hopf con antípoda.

Zelevinsky en la obra citada trabajó con un álgebra de Hopf relacionada con el grupo de Grothendieck.

En esa álgebra la multiplicación está dada a través del funtor de inducción y la comultiplicación se de�ne

utilizando el funtor de restricción. Aunque la de�nición de álgebra de Hopf que utiliza Zelevinsky es la

de�nición de álgebra de Hopf que proporcionaron Milnor y Moore y ésta es más general que la utilizada hoy

en día, en este trabajo se demostrará que el álgebra R (S) con la que trabajó Zelevinsky es un álgebra de Hopf

en el sentido actual. Veremos algunos de los teoremas más importantes de representaciones de grupos �nitos

que Zelevinsky tradujo, de manera elegante, en algunas de las características de R (S) como álgebra de Hopf.

Debido a la naturaleza de las operaciones en R (S), para demostrar que es un álgebra de Hopf necesitaremos

muchos resultados de la teoría de representaciones de grupos �nitos.

En el Capítulo 1 daremos una introducción, desde lo más elemental, a la teoría de representaciones de

grupos �nitos que terminará con el Lema de Schur, la descomposición en componentes isotípicas y el estudio

del caracter de una representación. En el Capítulo 2 demostraremos el Teorema de Reciprocidad de Frobenius

y la Fórmula de Restricción de Mackey. En el Capítulo 3 estudiaremos las representaciones irreducibles del

grupo simétrico utilizando diagramas (Tablas de Young). En el Capítulo 4 de�niremos álgebra de Hopf,

álgebra de Zelevinsky y grupo de Grothendieck, y demostraremos todo lo que, con respecto a estos conceptos,

en el Capítulo 5 será necesario para mostrar que R (S) es un álgebra de Hopf.
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Capítulo 1

Introducción a la teoría de representaciones de grupos �nitos

En este primer capítulo daremos una introducción a la teoría de representaciones de grupos �nitos.

Seguiremos principalmente [8] excepto en lo que se re�ere a caracteres donde seguiremos [9]. Comenzaremos

de manera general y al �nal nos centraremos sólo en las representaciones complejas de grupos �nitos.

1.1. Representaciones

Si tenemos un grupo G, un conjunto X y una acción izquierda α : G × X → X de G en X, entonces

podemos observar que, como α preserva la operación del grupo y α (g,_) : X → X es invertible para cada

g ∈ G, α puede considerarse un mor�smo de grupos ᾱ : G→ SX . De hecho tenemos la siguiente proposición:

Proposición 1.1. Si G es un grupo, X es un conjunto y denotamos con AG (X) al conjunto de acciones

de G sobre X, entonces cada α ∈ AG (X) de�ne, biunívocamente, un mor�smo de grupos ᾱ : G→ SX .

Demostración. Sea α ∈ AG (X). Para cada g ∈ G, de�nimos la función ᾱ (g) : X → X mediante la

regla ᾱ (g) (x) = α (g, x). Un cálculo rutinario demuestra que ᾱ (g) es biyectiva con inversa ᾱ
(
g−1

)
:

ᾱ (g) ◦ ᾱ
(
g−1

)
(x) = ᾱ (g)

(
α
(
g−1, x

))
=
(
α(g, α

(
g−1, x

)
)
)

= x.

Análogamente se prueba que ᾱ
(
g−1

)
◦ ᾱ (g) (x) = x. Resta demostrar que ᾱ es mor�smo de grupos. Tomemos

g, h ∈ G, entonces
ᾱ (gh) (x) = α (gh, x) = α (g, α (h, x)) = ᾱ (g) ◦ ᾱ (h) (x) ,

así que ᾱ (gh) = ᾱ (g) ◦ ᾱ (h), es decir, ᾱ es mor�smo de grupos. Para la inversa tomemos f ∈ Hom(G,SX)

y de�namos f̂ : G × X → X mediante la correspondencia f̂ (g, x) = f (g) (x). Veamos que f̂ ∈ AG (X). Si

g, h ∈ G y x ∈ X, entonces

f̂
(
g, f̂ (h, x)

)
= f̂ (g, f (h) (x)) = f (g) (f (h) (x)) = f (g) ◦ f (h) (x) = f (gh) (x) = f̂ (gh, x) ,

además, si e ∈ G es el neutro, entonces f̂ (e, x) = x, pues f (e) = IdX . Concluimos que f̂ ∈ AG (X). Para

terminar, mostremos que ˆ̄α = α y ¯̂
f = f . Sean g ∈ G y x ∈ X, entonces

ˆ̄α (g, x) = ᾱ (g) (x) = α (g, x) y ¯̂
f (g) (x) = f̂ (g, x) = f (g) (x) ,

por lo tanto, α = ˆ̄α y para cada g ∈ G sucede que ¯̂
f (g) = f (g), que es lo que buscábamos. �

Debido a la Proposición 1.1 nos es posible pensar una acción como un mor�smo de grupos y en adelante

lo haremos sin hacer distinción.

Definición 1.2. Sean G un grupo y k un campo. Una representación de G sobre k es una pareja (V, ρ)

que consiste de un k-espacio vectorial V y de una acción ρ de G en V tal que ρ̄ (g) es lineal para todo g ∈ G.
La dimensión o el grado de una representación (V, ρ) es la dimensión de V sobre k.

Ejemplo 1.3. Sea V un k-espacio vectorial. Si ι : GL(V ) → SV es la inclusión, entonces (V, ι) es una

representación de GL(V ), pues GL(V ) ⊆ Endk(V ).

7
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En vista de la Proposición 1.1 y de la De�nición 1.2, tenemos la siguiente proposición:

Proposición 1.4. Si G es un grupo, V es un espacio vectorial sobre un campo k y denotamos con

RV (G) al conjunto de representaciones de G en V , entonces cada ρ ∈ RV (G) de�ne un mor�smo de grupos

ρ̄ ∈ Hom (G,GL (V )) de forma biunívoca.

Demostración. Por la Proposición 1.1 y la De�nición 1.2, la asignación ρ 7→ ρ̄ es inyectiva y ρ̄ ∈
Hom(G,GL (V )) para cualquier ρ ∈ RV (G). Sea γ ∈ Hom (G,GL (V )). De�namos γ̂ : G× V → V como en

la Proposición 1.1. Entonces γ̂ ∈ AG (V ) y para cada g ∈ G tenemos que ¯̂γ (g) = γ (g) ∈ GL(V ), es decir,

γ̂ ∈ RV (G) y ¯̂γ = γ. Por tanto, la función �̄ : RV (G)→ Hom(G,GL (V )) es biyectiva. �

Definición 1.5. Sean (V, ρ) y (W,κ) dos representaciones de un grupo G sobre un campo k. Un mor�smo

φ ∈ Homk(V,W ) es G-lineal o es mor�smo de representaciones si para toda g ∈ G se tiene que φ ◦ ρ (g) =

κ (g)◦φ. Denotaremos con HomG
k (V,W ) al conjunto de mor�smos G-lineales entre las representaciones (V, ρ)

y (W,κ).

Observación 1.6. La composición de mor�smos G-lineales es la composición usual de mor�smos lineales

y un mor�smo φ ∈ HomG
k (V,W ) es un isomor�smo G-lineal si como transformación lineal es isomor�smo.

Si k es un campo y ρ, κ ∈ Hom (G,GL (n, k)), decimos que ρ está relacionado con κ (ρ ∼ k) si existe

φ ∈ GL (n, k) tal que φ ◦ ρ (g) ◦ φ−1 = κ (g) para todo g ∈ G. Es claro que esta relación es de equivalencia.

Proposición 1.7. El conjunto de clases de isomor�smo de representaciones de dimensión n de G sobre

un campo k está en biyección con el cociente Hom (G,GL (n,k)) / ∼.

Demostración. Si (V, ρ) es una representación de dimensión n, entonces existe un isomor�smo lineal

φ : V → kn y éste induce un mor�smo ρφ ∈ Hom (G,GL (n, k)) dado por la regla ρφ (g) := φ ◦ ρ (g) ◦ φ−1. Si

escogemos otro isomor�smo ϕ : V → kn, y de�nimos ρϕ (g) := ϕ ◦ ρV (g) ◦ ϕ−1 para toda g ∈ G, entonces
ρϕ (g) = ϕ ◦ φ−1 ◦ ρφ (g) ◦ φ ◦ ϕ−1, pues ρ (g) = φ−1 ◦ ρφ (g) ◦ φ. Así, ρφ ∼ ρϕ. Es claro que la demostración

de que ρφ ∼ ρϕ muestra también que si α : (W,π)→ (V, ρ) es un isomor�smo de representaciones, entonces

πφ◦α ∼ ρφ, es decir, la función f :
{

[(V, ρ)]∼= | dimk (V ) = n
}
→ Hom (G,GL (n,k)) / ∼ de�nida mediante

f ([(V, ρ)]) = [ρφ] está bien de�nida. Dado que para cada mor�smo ρ ∈ Hom (G,GL (n,k)), se satisface que

(kn, ρ) es una representación de dimensión n, entonces f ([(kn, ρ)]) = [ρ]; así que f es suprayectiva. Nótese

que para cualquier representación (V, ρ) de dimensión n, la pareja (kn, ρφ) es una representación de dimensión

n isomorfa a (V, ρ), pues ρφ (g) ◦ φ = φ ◦ ρ (g). Lo anterior implica que cualquier clase de isomor�smo de

representaciones de dimensión n tiene un representante tal que el espacio de la representación es kn. Así,

si f ([(kn, ρ)]) = [ρ] = [π] = f ([(kn, π)]), entonces existe una transformación lineal η ∈ GL (n, k) tal que

η−1 ◦ ρ (g) ◦ η = π (g) para todo g ∈ G; de este modo η es un isomor�smo de representaciones. Concluimos

que [(kn, ρ)] = [(kn, π)], lo que implica que f es inyectiva. �

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.8. Analicemos las representaciones de Z de dimensión n sobre un campo algebraicamente

cerrado k, es decir, las representaciones de Z en kn. Como Z es libre con base {1}, para cada A ∈ GL (n, k),

la asignación 1 7→ A de�ne una acción ρA de Z en kn dada por ρA (m) = Am (entendemos que T 0 = IdV para

cualquier endomor�smo T ∈ End (V )). Así, de la proposición anterior se sigue que las clases de isomor�smo de

representaciones de Z están en biyección con las clases de conjugación de GL (n, k). Dicho de otro modo, las

clases de isomor�smo están en biyección con las formas normales de Jordan; por consiguiente, para obtener
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una representación es su�ciente establecer el tamaño de los bloques de Jordan y el valor propio de cada

bloque asociados a alguna forma normal.

Ejemplo 1.9. Si Cn es un grupo cíclico de orden n y g es un generador de Cn, entonces cualquier

representación (V, ρ) de Cn sobre un campo algebraicamente cerrado k satisface que ρ (gm) = ρ (g)
m para

cada m ∈ Z. Fijemos una representación (V, ρ) de Cn y escojamos una base β de V tal que [ρ (g)]β se

encuentre en su forma normal de Jordan; así, podemos escribir [ρ (g)]β = diag [Ji] donde cada Ji es un bloque

de Jordan cuyo valor propio asociado es λi.

Como ρ (g)
n

= IdV , es necesario que Jni = Id para toda i. Fijemos una i. Si J es el bloque de Jordan

del mismo tamaño que Ji y cuyo valor propio es 0, entonces Ji = λiIdV + J . Concluimos que

Jni =
n∑
j=0

(
n

j

)
λn−ji Jj ,

pero
[
Jj
]
kl

= 1 si l = k + j y
[
Jj
]
kl

= 0 en otro caso, por lo que Jni = Id si y sólo si Ji = λiIdV y λni = 1.

Por lo tanto, Ji es diagonal para cada i, lo que implica que [ρ (g)]β es diagonal y sus valores propios son

raíces n-ésimas de 1. Así, las representaciones de dimensión �nita de Cn están clasi�cadas por la dimensión

de V y el conjunto de valores propios de la matriz [ρ (g)]β .

Un objetivo del estudio de las representaciones es conseguir clasi�carlas. En los Ejemplos 1.8 y 1.9

hemos parametrizado las representaciones de Z y de Cn. Sin embargo, conseguir una clasi�cación para las

representaciones de un grupo en general no es tan sencillo.

Haciendo un abuso de notación, si (V, ρ) es una representación de un grupo G, denotaremos la acción de

g ∈ G como gv := ρ (g) v para cada v ∈ V y diremos que V es una representación de G. Recurriremos a la

notación ρ o ρV para referirnos a la acción cuando sea necesario hacer énfasis en ella.

1.2. Representaciones irreducibles

Importantes en el estudio de las representaciones son las representaciones irreducibles de dimensión

�nita, pues, cuando la característica del campo no divide al orden del grupo, permiten obtener todas las

representaciones de dimensión �nita de un grupo �nito.

Definición 1.10. Sea V una representación de G. Una subrepresentación o un subespacio G-invariante

de V es un subespacio W de V tal que para todo w ∈W y toda g ∈ G sucede que gw ∈W .

Observación 1.11. Si W es una subrepresentación de V , entonces V/W es una representación de G.

Para g ∈ G de�nimos g (v +W ) := gv + W . La acción de g ∈ G en V/W está bien de�nida, pues si

v−u ∈W , entonces gv− gu ∈W . Esta representación se conoce como la representación cociente de V sobre

W . Observemos que si V y W son representaciones de G y φ ∈ HomG
k (V,W ), entonces im (φ) y nuc (φ) son

subrepresentaciones de W y de V respectivamente, pues ρW (g) ◦ φ = φ ◦ ρV (g) para cada g ∈ G.

Definición 1.12. La suma directa de dos representaciones V y W es el espacio V ⊕W con la acción de

G de�nida como g (v + w) := gv + gw para g ∈ G, v ∈ V y w ∈W .

Definición 1.13. Una representación es irreducible si es distinta de cero y no tiene subrepresentaciones

propias no triviales; y es completamente reducible si se puede descomponer como suma directa de irreducibles.

Observación 1.14. Si V es una representación de G de dimensión uno, entonces es irreducible. Del

análisis de las representaciones de Cn se concluye que cada representación de Cn es suma directa de re-

presentaciones irreducibles de dimensión uno, y cualquier generador g de Cn actúa en ellas mediante la

multiplicación por alguna raíz n-ésima de 1.
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Si G es un grupo �nito, las representaciones irreducibles de dimensión �nita sobre un campo cuya ca-

racterística no divida al orden del grupo permiten obtener todas sus representaciones de dimensión �nita, ya

que bajo estas hipótesis toda representación es completamente reducible. Para demostrar esto, necesitamos

el siguiente lema:

Lema 1.15. Si V es una representación de dimensión �nita de un grupo �nito G sobre un campo k

cuya característica no divide al orden de G, entonces toda subrepresentación de V tiene un complemento

G-invariante.

Demostración. Si W es una subrepresentación de V , podemos elegir un complemento lineal W ′ de W .

Consideremos la proyección P : W ⊕W ′ →W . De�namos P ′ : V →W como

P ′ = |G|−1
∑
g∈G

ρ (g) ◦ P ◦ ρ
(
g−1

)
;

dado queW es G-invariante y P (V ) = W , tenemos que, en efecto, P ′ (V ) ⊆W . Si tomamos w ∈W , entonces

P ′ (w) = |G|−1
∑
g∈G

ρ (g) ◦ P ◦ ρ
(
g−1

)
(w) = |G|−1

∑
g∈G

gg−1 (w) = w.

Concluimos que P ′ (V ) = W y que P ′ �W= IdW , por lo que P ′ es una proyección de V en W y nuc (P ′) es

un complemento lineal de W . Notemos que para cualquier h ∈ G

ρ (h) ◦ P ′ ◦ ρ
(
h−1

)
= |G|−1

∑
g∈G

ρ (hg) ◦ P ◦ ρ
(
g−1h−1

)
= |G|−1

∑
g∈G

ρ (g) ◦ P ◦ ρ
(
g−1

)
= P ′,

es decir, P ′ ∈ HomG
k (V,W ) . La Observación 1.11 asegura que nuc (P ′) es G-invariante. �

Teorema 1.16. Toda representación V de dimensión �nita de un grupo �nito G sobre un campo cuya

característica no divida al orden del grupo es completamente reducible.

Demostración. Si V contiene una subrepresentación propia no trivial W , por el Lema 1.15, W tiene

un complemento G-invariante. Dado que la dimensión de V es �nita, podemos continuar este proceso sobre

las subrepresentaciones de V hasta descomponerlo como suma directa de irreducibles en un número �nito de

pasos. �

Notemos que en el Lema 1.15 tuvimos que elegir un complemento lineal de la subrepresentación dada para

poder encontrar un complemento G-lineal, así que no nos es posible asegurar que cualquier descomposición

obtenida por este medio es independiente de tal elección. De hecho, si G actúa trivialmente en kn con n > 1,

podemos descomponer a kn de muchas formas distintas.

1.3. Lema de Schur y la descomposición en componentes isotípicas

En esta sección obtendremos una descomposición de cualquier representación de dimensión �nita de un

grupo G sobre un campo cuya característica no divida al orden del grupo, conocida como la descomposición

en componentes isotípicas, que no depende de la elección de complementos lineales.

Definición 1.17. Sea R un anillo conmutativo con uno. Una R-álgebra A es un anillo con uno junto con

un mor�smo unitario de anillos u : R→ A tales que u (R) ⊆ Cen (A), donde Cen (A) = {a ∈ A | ab = ba para

cada b ∈ A}. Si A es un anillo con división, entonces se dice que A es una R-álgebra con división.

Observación 1.18. Notemos que a una R-álgebra A se le puede asignar estructura de R-módulo de la

siguiente manera: para cada r ∈ R y a ∈ A de�namos r · a := u (r) a. Como A es anillo, este producto es
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distributivo y asociativo. Además 1 · a = a para cada a ∈ A, pues u (1) = 1A. Por lo tanto A ∈ R-mód.

Cuando R es campo, la dimensión de A es su dimensión como R-espacio vectorial. También observemos que

si R es campo, cualquier mor�smo unitario de anillos u : R→ A es inyectivo.

Proposición 1.19. Si k es un campo, G es un grupo y V es una representación de G, entonces

EndGk (V ) = HomG
k (V, V ) es una k-álgebra. Y si dim (V ) < ∞, entonces EndGk (V ) es de dimensión �ni-

ta.

Demostración. Sean φ, ϕ ∈ EndGk (V ). De�namos φ+ ϕ y φ · ϕ como

(φ+ ϕ) (v) = φ (v) + ϕ (v) y φ · ϕ = φ ◦ ϕ.

Veamos que φ+ ϕ es mor�smo de representaciones. Si v ∈ V y g ∈ G, entonces

(φ+ ϕ) (gv) = φ (gv) + ϕ (gv) = gφ (v) + gϕ (v) = g (φ+ ϕ) (v) .

Es claro que con estas operaciones EndGk (V ) es un subanillo de Endk (V ). De�namos un mor�smo unitario

de anillos u : k → EndGk (V ) mediante u (λ) = λIdV . De esta manera,

(φ · λIdV ) (v) = φ (λv) = λφ (v) = (λIdV · φ) (v)

para cada v ∈ V , es decir, u (k) ⊆ Cen
(
EndGk (V )

)
. Así, EndGk (V ) es una k-álgebra.

Si V es de dimensión �nita, como EndGk (V ) es un subespacio de Endk (V ), obtenemos lo deseado. �

Teorema 1.20 (Lema de Schur). Si V y W son representaciones irreducibles (no necesariamente de

dimensión �nita) de un grupo G sobre un campo k, entonces cualquier mor�smo φ : V → W es cero o

invertible.

Demostración. Si φ 6= 0, entonces 0 6= im (φ) ≤ W y 0 ≤ nuc (φ) � V , de manera que im (φ) = W y

nuc (φ) = 0, pues W y V son irreducibles. Por tanto, φ es invertible. �

Tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.21. Si V es una representación irreducible (no necesariamente de dimensión �nita) de G

sobre k, entonces EndGk (V ) es una k-álgebra con división.

Demostración. Si φ ∈ EndGk (V ) y φ 6= 0, el Lema de Schur implica que φ es isomor�smo. Por lo tanto,

EndGk (V ) es un álgebra con división. �

En el caso complejo tenemos:

Proposición 1.22. Cualquier C-álgebra con división de dimensión �nita es isomorfa a C.

Demostración. Sea A una C-álgebra con el mor�smo unitario u : C → A. Si a ∈ A y a 6= 0, entonces

{an | n ∈ N} ⊆ A es linealmente dependiente, pues dim (A) < ∞; así, existe P ∈ (u (C)) [x] tal que P 6= 0

y P (a) = 0. Como anillos u (C) ∼= C, así que u (C) es algebraicamente cerrado. Supongamos que P se

descompone como P (x) =
∏
k

(x− u (λk)), con λk ∈ C para cada k. Entonces a = u (λk) para alguna k, pues

A es álgebra con división. Por lo tanto, A = u (C) ∼= C. �

Consecuencia de los tres resultados anteriores son los siguientes corolarios:

Corolario 1.23. Si V y W son representaciones complejas de dimensión �nita e irreducibles de un

grupo G, entonces HomG
C (V,W ) = 0 si como representaciones V � W , mientras que HomG

C (V,W ) ∼= C si

como representaciones V ∼= W .
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Demostración. Si W � V , el Lema de Schur implica lo deseado. Si W ∼= V , basta observar que, como

espacios vectoriales, EndGC (V ) ∼= HomG
C (V,W ) �

Corolario 1.24. Si G es un grupo abeliano �nito y (V, ρ) es una representación irreducible de G que

tiene dimensión �nita sobre C, entonces V es de dimensión uno.

Demostración. Sean g, h ∈ G. Como G es abeliano, gh = hg, es decir, para cada elemento g ∈ G,

la función ρ (g) es un isomor�smo de representaciones. Dado que EndGC (V ) ∼= C, entonces para toda g ∈ G
existe a ∈ C tal que gv = av para cualquier v ∈ V . Por lo tanto, para cada v ∈ V , el subespacio 〈v〉 es
una subrepresentación de V . En particular, para cualquier v 6= 0, concluimos que V = 〈v〉, ya que V es

irreducible. Por lo tanto, V es de dimensión uno. �

Hemos demostrado que toda representación de dimensión �nita de un grupo �nito G sobre un campo

cuya característica no divida al orden del grupo es completamente reducible. Entonces, si tomamos una

representación V de un grupo G bajo estas condiciones, podemos escribir V =
⊕
i

Vi, donde cada Vi ∼= Wni
i

con Wi irreducible y Wi � Wj si i 6= j. A cada Vi se le llama componente isotípica de V . Se mencionó que

no es posible asegurar que la descomposición en irreducibles fuese única; sin embargo, el Lema de Schur y

el siguiente resultado son lo su�ciente para mostrar que la descomposición en componentes isotípicas de una

representación V no depende de la elección hecha para descomponer a V en irreducibles.

Lema 1.25. Si
⊕
i

Vi y
⊕
V ′i son representaciones de G tales que Vi = Wni

i y V ′i = Wmi
i con Wi

irreducible para cada i y Wi �Wj si i 6= j; entonces, para cada mor�smo G-lineal φ :
⊕
i

Vi →
⊕
V ′i se tiene

que φ (Vi) ⊆ V ′i .

Demostración. Si πj :
⊕
V ′i → V ′j es la proyección y φk = φ �Vk , es su�ciente demostrar que πj◦φk = 0

si j 6= k. Notemos que cada Vi y V ′i son subrepresentaciones de
⊕
i

Vi y
⊕
i

V ′i , respectivamente. Por lo tanto,

para cualesquiera g ∈ G y vi ∈ Vi sucede que

g−1πjg

(∑
i

vi

)
= g−1πj

∑
i

gvi = g−1gvj = πj

(∑
i

vi

)
,

por lo que πj ∈ HomG
k

(⊕
i

V ′i , V
′
j

)
y por tanto, πj ◦φk ∈ HomG

k

(
Vk, V

′
j

)
. Por último, si ph es la proyección de

W
mj
j sobre la h-ésima coordenada, el argumento anterior implica que ph ◦ (πj ◦ φk) �Wk

∈ HomG
k (Wk,Wj). Si

k 6= j, obtenemos que ph ◦ (πj ◦ φk) �Wk
= 0 para cada h, pues HomG

k (Wk,Wj) = 0. Por lo tanto, πj ◦ φk = 0

si k 6= j. �

Teorema 1.26. Si V es una representación de dimensión �nita de G sobre un campo cuya característica

no divida al orden del grupo, entonces la descomposición en componentes isotípicas no depende de la elección

hecha para encontrar una descomposición en irreducibles de V .

Demostración. Sea
⊕
i

Vi una descomposición de V en componentes isotípicas, donde Vi ∼= Wni
i . Para

cada j, si W es una subrepresentación irreducible de V tal que W ∼= Wj , el lema anterior asegura que la

inclusión ι : W → V mapea W en Vj , es decir, cualquier subrepresentación de V isomorfa a Wj se encuentra

contenida en Vj . Por tanto,
∑
W ⊆ Vj , donde la suma corre sobre las subrepresentaciones irreducibles de V

isomorfas aWj . Como la contención Vj ⊆
∑
W se sigue de la de�nición de Vj , sin importar la descomposición

en irreducibles que demos para V , podemos describir cada Vj como la suma de todas las subrepresentaciones

de V isomorfas a Wj . �
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1.4. Productos tensoriales y representaciones duales

Sea G un grupo. Denotaremos con RepG a la categoría de sus representaciones complejas y con repG a la

categoría de sus representaciones complejas de dimensión �nita. Hasta este momento, las únicas operaciones

de representaciones con que contamos son la suma y el cociente; a continuación agregaremos dos más. Si

V,W ∈ RepG, entonces V ⊗CW, HomC (V,W ) ∈ RepG con las siguientes acciones: si g ∈ G, v⊗w ∈ V ⊗CW

y T ∈ HomC (V,W ) , de�nimos

g · (v ⊗ w) := gv ⊗ gw

y

g · T := ρW (g) ◦ T ◦ ρV
(
g−1

)
.

Es claro que la última es acción debido a la asociatividad de la composición de funciones y la primera

se extiende a todo V ⊗C W linealmente mediante la propiedad universal del producto tensorial, pues g

actúa linealmente en V y en W . En particular, cuando W = C y G actúa trivialmente en W se tiene que

HomC(V,W ) = V ∗, representación que recibe el nombre de representación dual de V .

Observación 1.27. Recordemos que para cualesquiera C-espacios vectoriales V y W y cualquier trans-

formación lineal φ : V →W , de�nimos φt : W ∗ → V ∗ como φt (T ) = T ◦φ. Si V y W son de dimensión �nita

y β ⊆ V y γ ⊆W son bases ordenadas, entonces [φt]
β∗

γ∗ =
(

[φ]
γ
β

)t
. Notemos que la acción dual para g ∈ G es

precisamente
(
ρ
(
g−1

))t
y como vimos antes, si G es �nito, g ∈ G es de orden m y V es una representación

compleja de G, entonces ρ (g) es diagonalizable y sus valores propios son raíces m-ésimas de 1, por lo que los

valores propios de su inversa son los conjugados de los valores propios de ρ (g).

Demostraremos dos resultados acerca de estos espacios que nos serán de utilidad.

Proposición 1.28. Si V,W ∈ repG, entonces V ∗ ⊗C W ∼= HomC (V,W ) en repG.

Demostración. De�namos φ̂ : V ∗×W → HomC (V,W ) como sigue: φ̂ (T,w) (v) = T (v)w para cada v ∈ V ,
w ∈ W y T ∈ V ∗. Es claro que φ̂ (T,w) ∈ HomC (V,W ), pues T es lineal. Notemos que φ̂ es bilineal porque

los escalares distribuyen sobre los vectores y viceversa. Por la propiedad universal del producto tensorial

existe un único mor�smo lineal φ : V ∗ ⊗C W → HomC (V,W ) tal que φ (T ⊗ w) = φ̂ (T,w). Veamos que φ es

isomor�smo Ahora mostraremos que existe una base α de V ∗ ⊗C W , tal que φ (α) es base de HomC (V,W ),

para concluir que φ es isomor�smo. Sean β ⊆ V y γ ⊆ W bases ordenadas. Si β∗ es la base dual de V ∗

asociada a β, entonces α = {v∗ ⊗ w | w ∈ γ y v∗ ∈ β∗} es una base de V ∗⊗CW y para cualquier v∗⊗w ∈ α
se satisface que

φ (v∗ ⊗ w) (v) = v∗ (v)w = w

y

φ (v∗ ⊗ w) (v′) = v∗ (v′)w = 0

si v′ 6= v. Así, en las bases β y γ, la representación matricial de φ (v∗ ⊗ w) es [φ (v∗ ⊗ w)]
γ
β = [aw′v′ ] con

w′ ∈ γ, v′ ∈ β y aw′v′ = δ(w′,v′)(w,v). Concluimos que φ es un isomor�smo lineal, ya que el conjunto{
[φ (v∗ ⊗ w)]

γ
β | w ∈ γ y v∗ ∈ β∗

}
es base para Cn×m, donde n = dim (W ) y m = dim (V ), y como espacios

vectoriales Cn×m ∼= HomC (V,W ). Resta mostrar que φ es mor�smo de representaciones. Sea g ∈ G, entonces

φ (g (T ⊗ w)) (v) = φ (g · (T )⊗ ρW (g) (w)) (v) =
(
T ◦ ρV

(
g−1

)
(v)
)
ρW (g) (w)
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y por otro lado,

g · (φ (T ⊗ w)) (v) = ρW (g) ◦ φ (T ⊗ w) ◦ ρV
(
g−1

)
(v)

= ρW (g)
((
T ◦ ρV

(
g−1

))
(v)w

)
= T ◦ ρV

(
g−1

)
(v) ρW (g) (w) ;

la última igualdad se debe a que T ◦ ρV
(
g−1

)
(v) ∈ C. Por lo tanto, φ (g (T ⊗ w)) = g (φ (T ⊗ w)) para

cualquier tensor elemental T ⊗ w y por tanto φ es mor�smo de representaciones. �

Recordemos que si R es un anillo con uno, U y V son R-módulos derechos, W y X son R-módulos

izquierdos, f : U → V es un mor�smo de R-módulos derechos y g : W → X es uno de R-módulos izquierdos;

por la propiedad universal del producto tensorial existe un único mor�smo de grupos abelianos f ⊗ g :

U ⊗RW → V ⊗R X tal que (f ⊗ g) (u⊗ w) = f (u)⊗ g (w) para cada u ∈ U y w ∈W .

Consideremos un campo k, un k-espacio vectorial V y un operador lineal φ de V . Por simplicidad y debido

a que la traza de una matriz es invariante bajo conjugación, escribimos simplemente Tr (φ) para denotar la

traza de cualquier matriz que represente al operador φ.

Proposición 1.29. Si V y W son k-espacios vectoriales de dimensión �nita, f ∈ Endk (V ) y g ∈
Endk (W ), entonces Tr (f ⊗ g) = Tr (f)Tr (g).

Demostración. Supongamos que n = dim (V ) y m = dim (W ). Si β = {vi | 1 ≤ i ≤ n} ⊆ V y γ =

{wl | 1 ≤ l ≤ m} ⊆W son bases ordenadas, entonces α = {vi ⊗ wl | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ l ≤ m} es base (ordenada
lexicográ�camente) de V ⊗W . Si A = [f ]β , B = [g]γ y C = [f ⊗ g]α, entonces

C(i,l)(j,k) = (C (vj ⊗ wk))(i,l) = (Avj ⊗Bwk)(i,l) = (Avj)i (Bwk)l = AijBlk.

Así,

Tr (f ⊗ g) = Tr (C) =
∑
(i,l)

C(i,l)(i,l) =
∑
(i,l)

AiiBll =
∑
i

Aii
∑
l

Bll = Tr (A)Tr (B) = Tr (f)Tr (g) .

�

1.5. Álgebra de grupo

Estudiaremos el álgebra de grupo, un anillo de gran utilidad para el estudio de las representaciones de un

grupo �nito como veremos poco a poco.

En adelante G siempre denotará un grupo �nito. Consideremos el espacio vectorial complejo C [G] con

base G; es decir, C [G] =

{∑
g∈G

agg | ag ∈ C

}
. Debido a la estructura de G, el espacio C [G] es un anillo con

la multiplicación dada por lo siguiente: si g, h ∈ G, de�nimos g ·h := gh ∈ C [G] y extendemos bilinealmente.

De este modo, para
∑
g∈G

agg,
∑
g∈G

bgg ∈ C [G], tenemos que

∑
g∈G

agg

 ·
∑
g∈G

bgg

 =
∑
k,h∈G

ahbkhk =
∑
g∈G

∑
hk=g

ahbkg.

La asociatividad del producto se sigue de la asociatividad de la operación de G, así que no la demostraremos.

Veamos la distributividad por la izquierda:∑
g∈G

agg

 ·
∑

g∈G
bgg

+

∑
g∈G

cgg

 =

∑
g∈G

agg

 ·
∑
g∈G

(bg + cg) g

 =
∑
g∈G

∑
hk=g

ah (bk + ck) g



1.5. ÁLGEBRA DE GRUPO 15

y por otro lado∑
g∈G

agg

 ·
∑
g∈G

bgg

+

∑
g∈G

agg

 ·
∑
g∈G

cgg

 =
∑
g∈G

∑
hk=g

ahbkg+
∑
g∈G

∑
hk=g

ahckg =
∑
g∈G

∑
hk=g

ah (bk + ck) g.

Análogamente puede probarse la distributividad por la derecha. Es claro que la identidad del anillo es la

identidad del grupo.

Consideremos el mor�smo unitario de anillos u : C→ C [G] dado por: u (a) = ae, donde e es la identidad

de G. Notemos que si
∑
g∈G

bgg ∈ C [G] y a ∈ C, entonces

(ae) ·

∑
g∈G

bgg

 =
∑
g∈G

abgeg =
∑
g∈G

bgage =

∑
g∈G

bgg

 · (ae)
Con esto tenemos que C [G] es una C-álgebra.

Definición 1.30. El álgebra de grupo de G sobre C es el espacio C [G] con la estructura de�nida en los

párrafos anteriores.

Observación 1.31. La multiplicación por g ∈ G a la izquierda da a C [G] estructura de representación.

A C [G] con esta acción se le conoce como representación regular.

Proseguiremos con un teorema que nos dará más herramientas al ver las representaciones de G como

módulos izquierdos sobre C [G].

Teorema 1.32. Las categorias RepG y C [G] -mód son isomorfas. Más aún los C [G] módulos irreducibles

son representaciones irreducibles de G y viceversa.

Demostración. De�namos un funtor F : C [G] -mód→ RepG. Sea (V, ·) ∈ C [G] -mód donde · : C [G]×
V → V es el producto por escalares en V . Dotemos a V de estructura de espacio vectorial complejo. Para

a ∈ C y v ∈ V de�namos av := ae · v. Esta de�nición convierte a V en espacio vectorial complejo, pues Ce es
un subanillo de C [G]. Consideremos la función ρ· : G→ GL (V ) cuya regla de correspondencia está dada por

ρ· (g) (v) = g · v para todo g ∈ G y todo v ∈ V . Veamos que ρ· (g) es en efecto lineal para cualquier g ∈ G: si
a ∈ C, v, w ∈ V , entonces

ρ· (g) (v + aw) = g · (v + aew) = g · v + gae · w = ρ· (g) v + aeg · w = ρ· (g) v + aρ· (g)w.

La función ρ· es mor�smo de grupos, pues gh · v = g · (h · v). Defínase F (V, ·) = (V, ρ·); es claro que

F (V, ·) ∈ RepG.

Si f ∈ HomC[G] (V,W ), se de�ne F (f) = f . Dada la asignación de F en los objetos, se sigue que F (f) es

mor�smo de representaciones

En la otra dirección tomemos (V, ρ) ∈ RepG. Como ρ (g) ∈ EndC (V ) para cada g ∈ G, podemos extender

ρ a una transformación lineal ρ̄ : C [G]→ EndC (V ). Para v ∈ V y r ∈ C [G] de�namos r ·ρ v := ρ̄ (r) v. Esta

asignación es un producto en V por elementos de C [G] que es distributivo, pues ρ̄ (r) es lineal para cada

r ∈ C [G] y ρ̄ (e) (v) = v para todo v ∈ V . Para ver que es asociativo es su�ciente notar que ρ̄ (rs) = ρ̄ (r)◦ρ̄ (s),

pues ρ es mor�smo de grupos, lo que implica que la extensión preserva el producto que de�nimos en C [G].

De�namos E : RepG→ C [G] -mód en los objetos con la regla E (V, ρ) = (V, ·ρ) y en los mor�smos E (f) = f

con f ∈ HomG
C (V,W ).



1.5. ÁLGEBRA DE GRUPO 16

Si (V, ·) ∈ C [G] -mód, entonces g ·ρ· v = ρ· (g) (v) = g ·v, así E◦F (V, ·) = (V ·). Si (V, ρ) ∈ RepG, entonces

ρ·ρ (g) (v) = g ·ρ v = ρ (g) (v), por lo tanto F◦E (V, ρ) = (V, ρ). Debido a que en los mor�smos ambos funtores

son la identidad, tenemos demostrado que F y E son inversos uno del otro.

Para demostrar la segunda parte del teorema notemos que si V ∈ C [G] -mód y W es un submódulo de

V , entonces W es invariante bajo los elementos de G y C, de manera que, dada la estructura que dimos para

V como representación de G, el submódulo W debe ser una subrepresentación de V . Si V ∈ RepG y W es

una subrepresentación de V , entonces es invariante bajo los elementos de G y los de C, por tanto, bajo todo

C [G]. �

En vista de este teorema, en adelante hablaremos indistintamente de representaciones de G y de módulos

izquierdos sobre C [G]. Para V ∈ RepG y r ∈ C [G] denotaremos simplemente con ρ (r) al mor�smo ρ̄ (r)

de�nido en la prueba del Teorema 1.32.

Para continuar consideremos G no trivial. De�namos s := |G|−1 ∑
g∈G

g ∈ C [G] y notemos que

s2 =

|G|−1
∑
g∈G

g

2

= |G|−2

(∑
h∈G

∑
k∈G

hk

)

= |G|−2
∑
h∈G

(∑
k∈G

hk

)

= |G|−2

∑
h∈G

∑
g∈G

g


= |G|−2 |G|

∑
g∈G

g

= s;

es decir, s es un idempotente de C [G].

Proposición 1.33. Si V ∈ C [G] -mód y de�nimos V G := {v ∈ V | gv = v para cada g ∈ G}, entonces
sV = V G.

Demostración. Es claro que sV ⊆ V G, pues para cada g ∈ G tenemos que gs = s. Para probar la

contención V G ⊆ sV observemos que si v ∈ V G, entonces sv = |G|−1 ∑
g∈G

gv = |G|−1 ∑
g∈G

v = v por lo que

V G ⊆ sV . �

Corolario 1.34. Si V ∈ repG, entonces ρ (s) es una proyección en repG de V en V G y dimCV
G =

|G|−1 ∑
g∈G

Tr (ρ (g)).

Demostración. Mostremos que V G es una subrepresentación de V . Para cualesquiera g ∈ G y v ∈ V G,
sucede que gv = v ∈ V G, por tanto, V G es subrepresentación de V . La Proposición 1.33 y el hecho de que s

es idempotente implican que s es una proyección lineal de V en V G y

dimCV
G = Tr (1V G) = Tr (ρ (s)) = |G|−1

∑
g∈G

Tr (ρ (g)) .
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Para ver que ρ (s) es mor�smo de representaciones observemos que

ρ (s) ◦ ρ (h) = |G|−1
∑
g∈G

ρ (g) ◦ ρ (h) = |G|−1
∑
g∈G

ρ (gh) = |G|−1
∑
g∈G

ρ (g) = ρ (s)

para toda h ∈ G y análogamente

ρ (h) ◦ ρ (s) = ρ (s) ,

es decir, ρ (s) ◦ ρ (h) = ρ (h) ◦ ρ (s). �

1.6. Caracteres

De�niremos el caracter de una representación, el cual resulta un invariante total, es decir, dos represen-

taciones son isomorfas si y sólo si sus caracteres son iguales.

Definición 1.35. Sea V ∈ repG; de�nimos el caracter χV de V como la función χV : G→ C dada por

χV (g) = Tr (ρ (g)).

Proposición 1.36. Si V,W ∈ repG, entonces:

1. Para g, h ∈ G, χV
(
hgh−1

)
= χV (g);

2. χV (e) = dimCV ;

3. χV
(
g−1

)
= χV (g);

4. χV⊕W = χV + χW ;

5. χV⊗W = χV χW .

Demostración. La propiedades 1 y 2 se siguen de la de�nición de caracter; la propiedad 3 se sigue de

la Observación 1.27; la propiedad 4 se sigue del hecho de que la traza es aditiva y la propiedad 5 se sigue de

la Proposición 1.29. �

En la proposición anterior, la parte 1 implica que los caracteres son constantes en las clases de conjugación.

A las funciones de un grupo G en un conjunto C que son constantes en las clases de conjugación se les llama

funciones de clase de G en C. Denotaremos con ClC (G) al espacio vectorial complejo de funciones de clase

de G en C.

Proposición 1.37. La función 〈_,_〉 : ClC (G) × ClC (G) → C de�nida mediante la regla: 〈ϕ,ψ〉 =

|G|−1 ∑
g∈G

ϕ (g)ψ (g) es un producto interior.1

Demostración. Sean ϕ,ψ, γ ∈ ClC (G) y a ∈ C. Primero veamos que la función dada es lineal en la

primera entrada.

〈ϕ+ aγ, ψ〉 = |G|−1
∑
g∈G

(ϕ+ aγ) (g)ψ (g)

= |G|−1
∑
g∈G

(
ϕ (g)ψ (g) + (aγ) (g)ψ (g)

)

= |G|−1
∑
g∈G

ϕ (g)ψ (g) + a

|G|−1
∑
g∈G

γ (g)ψ (g)


= 〈ϕ,ψ〉+ a 〈γ, ψ〉 .

1La Proposición 1.37 es cierta sobre cualquier campo si escribimos 〈ϕ,ψ〉 = |G|−1 ∑
g∈G

ϕ (g)ψ
(
g−1

)
; sin embargo la enunciamos

de esta manera porque estamos trabajando en C y el producto interior usual en C utiliza conjugados.
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Continuemos demostrando que la función es hermitiana.

〈ϕ,ψ〉 = |G|−1
∑
g∈G

ϕ (g)ψ (g)

= |G|−1
∑
g∈G

ϕ (g)ψ (g)

= |G|−1
∑
g∈G

ϕ (g)ψ (g)

= 〈ψ,ϕ〉 .

Para terminar veamos que es positiva. Si ϕ ∈ ClC (G), entonces

〈ϕ,ϕ〉 = |G|−1
∑
g∈G

ϕ (g)ϕ (g)

= |G|−1
∑
g∈G
‖ϕ (g)‖2 ≥ 0

y es cero si sólo si ϕ = 0. �

Observación 1.38. Utilizando el Teorema 1.32, las Proposiciones 1.28 y 1.29 y el Corolario 1.34, vamos

a notar lo siguiente: Si V,W ∈ repG y escribimos U := HomC (V,W ) y Z := V ∗ ⊗W , entonces

dimC
(
HomC[G] (V,W )

)
= dimC

(
HomG

C (V,W )
)

Teorema 1.32

= |G|−1
∑
g∈G

Tr (ρU (g)) Corolario 1.34

= |G|−1
∑
g∈G

Tr (ρZ (g)) Proposición 1.28

= |G|−1
∑
g∈G

Tr (ρV ∗ (g))Tr (ρW (g)) Proposición 1.29

= |G|−1
∑
g∈G

Tr (ρW (g))Tr
(
ρV
(
g−1

))
= |G|−1

∑
g∈G

Tr (ρW (g))Tr (ρV (g));

es decir,

〈χV , χW 〉 = dimC
(
HomC[G] (V,W )

)
.

En adelante, para V,W ∈ repG, denotaremos el producto interior de sus caracteres de esta forma

〈V,W 〉 := 〈χV , χW 〉.

Observación 1.39. Para V,W ∈ repG tenemos que 〈V,W 〉 = 〈W,V 〉, pues 〈W,V 〉 es un natural y así,

〈W,V 〉 = 〈W,V 〉.

El siguiente teorema tiene muchas consecuencias importantes.

Teorema 1.40 (Ortogonalidad de caracteres). Si V,W ∈ repG son irreducibles, entonces

〈V,W 〉 =

0 si W � V ;

1 si W ∼= V.
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Demostración. Por el Lema de Schur

HomC[G] (V,W ) ∼=

0 si V �W ;

C si V ∼= W.

�

Tenemos los siguientes resultados.

Corolario 1.41. Sean V,W ∈ repG. Si V es irreducible, tomamos W =
⊕
i

Vi la descomposición de W

en componentes isotípicas con Vi ∼= Wni
i y V ∼= Wj, entonces 〈V,W 〉 = nj.

Demostración. La Proposición 1.36 y el teorema anterior implican que

〈V,W 〉 =
∑
i

ni 〈V,Wi〉 = nj .

�

Bajo las condiciones del corolario anterior, llamamos multiplicidad de V en W al número 〈V,W 〉.

Corolario 1.42. Si V,W ∈ repG, entonces W ∼= V en repG si y sólo si χV = χW .

Demostración. SiW ∼= V , la de�nición de caracter nos da lo deseado. En la otra dirección, supongamos

χV = χW . Si U es una subrepresentación irreducible de V y n es la multiplicidad de U en V , entonces

〈U,W 〉 = |G|−1
∑
g∈G

χU (g)χW (g) = |G|−1
∑
g∈G

χU (g)χV (g) = n

(donde la última igualdad es debida al corolario anterior). Concluimos que la multiplicidad de U en W es la

misma que en V y por el Teorema 1.26, W ∼= V . �

Corolario 1.43. Si V ∈ repG, entonces 〈V, V 〉 = 1 si y sólo si V es irreducible.

Demostración. El Teorema 1.40 implica que si V es irreducible, entonces 〈V, V 〉 = 1. Supongamos que

〈V, V 〉 = 1 y que la descomposición en componentes isotípicas de V es V =
⊕
i

Vi con Vi ∼= Wni
i , es decir,

1 =
∑
i

ni 〈V,Wi〉 =
∑
i

n2
i 〈Wi,Wi〉 =

∑
i

n2
i .

Como cada ni es un natural, todos, excepto un ni, son 0 y aquel que no se anula debe ser 1; así, el Corolario

1.41 junto con el Teorema 1.40 implican que V es irreducible. �

Estudiaremos algunas propiedades de la representación regular y los caracteres.

Lema 1.44. El caracter de la representación regular está dado por:

χC[G] (g) =

0 si g 6= e;

|G| si g = e.

Demostración. Notemos que cualquier g ∈ G actúa permutando los elementos de la base G de C [G] y

para h ∈ G sucede que gh = h si y sólo si g = e, por lo que

TrC[G] (ρ (g)) =

0 si g 6= e;

|G| si g = e.

. �
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Teorema 1.45. Sea W ∈ repG irreducible. La multiplicidad de W en la representación regular es

dimC (W ).

Demostración. Realizando el cálculo y utilizando el Lema anterior y el Corolario 1.41:

〈W,C [G]〉 = |G|−1
∑
g∈G

χW (g)χC[G] (g) = |G|−1
χW (e)χC[G] (e) = χW (e) = dimC (W )

�

Definición 1.46. Un sistema de representantes de representaciones irreducibles de G es un conjunto A
de representaciones irreducibles de G, tal que cualquier clase de isomor�smo de representaciones irreducibles

tiene un único representante en A.

Es claro que el teorema anterior implica el siguiente corolario.

Corolario 1.47. Si A es un sistema de representantes de representaciones irreducibles de G, entonces

A es �nito.

Ahora procederemos a demostrar que de hecho el cardinal de A es el número de clases de conjugación de

G. Necesitamos algunos resultados.

Lema 1.48. Si ϕ ∈ ClC (G) y V ∈ repG es irreducible de dimensión n, entonces |G|n 〈ϕ, χV 〉 IdV =∑
g∈G

ϕ (g) ρ (g)

Demostración. Si r =
∑
g∈G

ϕ (g) g ∈ C [G] y h ∈ G, entonces

hrh−1 = h
∑
g∈G

ϕ (g) gh

=
∑
g∈G

ϕ (g)hgh−1

=
∑
g∈G

ϕ
(
hgh−1

)
hgh−1

=
∑
g∈G

ϕ (g) g

= r;

por lo que, ρ (r) ∈ EndC[G] (V ). El Lema de Schur asegura que ρ (r) = aIdV para algún a∈ C y

an = aTr (IdV ) = Tr (ρ (r)) =
∑
g∈G

ϕ (g)χV (g) = |G| 〈ϕ, χV 〉 ,

de este modo ρ (r) = |G|
n 〈ϕ, χV 〉 IdV . �

Teorema 1.49. Si A es un sistema de representantes de representaciones irreducibles de G, entonces

{χV | V ∈ A} es una base ortonormal de ClC (G).

Demostración. En el Teorema 1.40 hemos probado que A es ortonormal y, por lo tanto, linealmente

independiente. Si ϕ ∈ ClC (G) es ortogonal a cada χV , con V ∈ A, entonces 0 = 〈ϕ, χV 〉 = 〈ϕ, χV 〉; el
lema anterior implica que 0 =

∑
g∈G

ϕ (g)ρV (g) =
∑
g∈G

ϕ (g) ρV (g) para cada V ∈ A. Debido a que C [G]

es completamente reducible, concluimos que
∑
g∈G

ϕ (g) ρC[G] (g) = 0. Entonces 0 =
∑
g∈G

ϕ (g) ρC[G] (g) (e) =
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g∈G

ϕ (g) g, de manera que la independencia lineal de G en C [G] implica que ϕ = 0. Por lo tanto, A es base

de ClC (G), pues el espacio ortogonal a 〈A〉 es trivial. �

Notemos que ϕ ∈ ClC (G) queda determinada por sus valores en las clases de conjugación de G. Si C es

el conjunto de todas las clases de conjugación de G entonces {ϕC ∈ ClC (G) |C ∈ C}, donde

ϕC (g) =

0 si g /∈ C;

1 si g ∈ C,

es una base de ClC (G). Concluimos que |A| = |C|. Hemos demostrado el siguiente corolario.

Corolario 1.50. El número de representaciones irreducibles salvo isomor�smo de G es el número de

clases de conjugación de G.

Con este resultado damos por terminado este capítulo en el que introdujimos las nociones básicas de

representaciones de grupos �nitos. En el siguiente capítulo estudiaremos las representaciones inducidas y

restringidas.



Capítulo 2

Cambio de grupo

En este capítulo trabajaremos con un grupo �nito G y un subgrupo H de G. Desarrollaremos una manera

de obtener por cada representación de uno una representación del otro, es decir, funtores entre las categorías

de representaciones de ambos grupos. En la primera sección estudiaremos el funtor de inducción. Éste, como

su nombre nos dice, induce una representación de G a partir de una de H. Después estudiaremos el funtor

de restricción que actúa en la dirección inversa y terminaremos demostrando una relación entre ellos: el

Teorema de Reciprocidad de Frobenius que dice que los funtores de restricción e inducción son adjuntos.

En la segunda sección demostraremos el Teorema de Mackey que nos da como corolario otra relación entre

inducción y restricción conocida como la Fórmula de Restricción de Mackey y un criterio de irreducibilidad.

Nuestra referencia principal será [10]; para el �nal de la Sección 2.2 volveremos a utilizar [8]. La notación

utilizada en la Fórmula (2.1.1) fue sugerida por Francisco Marmolejo a quien agradezco sus observaciones.

2.1. Reciprocidad de Frobenius

En adelante, H siempre denotará un subgrupo de un grupo �nito G y con R denotaremos un sistema de

representantes de las clases laterales izquierdas de H en G tal que e ∈ R.
Notemos que R es un G-conjunto si de�nimos g ∗ r como el único elemento de R que satisface que

gr ∈ (g ∗ r)H. De este modo existe un único h (g, r) ∈ H tal que gr = (g ∗ r)h (g, r).

Observación 2.1. Si g, k ∈ G y r ∈ R, entonces

kr = (k ∗ r)h (k, r)

multiplicando por g obtenemos

g (kr) = (g (k ∗ r))h (k, r)

= (g · (k ∗ r)h (g, k ∗ r))h (k, r) .

Dado que (gk) ∗ r = g ∗ (k ∗ r), podemos concluir que

gkr = (gk ∗ r) (h (g, k ∗ r)h (k, r))

mientras que

(gk) r = (gk ∗ r)h (gk, r) ;

Por tanto

h (g, k ∗ r)h (k, r) = h (gk, r) .

Para cualquierW ∈ RepH, consideremos el espacio vectorial
⊕
r∈R

W y para cualesquiera g ∈ G y (wr)r∈R ∈⊕
r∈R

W de�namos

(2.1.1) g (wr)r∈R =
∑
r∈R

ιg∗rh (g, r)wr,

22
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donde ιg∗r : W →
⊕
s∈R

W es la inclusión en la coordenada g ∗ r.

Observación 2.2. Nótese que la Observación 2.1 implica que

gk (wr)r∈R =
∑
r∈R

ιgk∗rh (gk, r)wr

=
∑
r∈R

ιgk∗rh (g, k ∗ r)h (k, r)wr

=
∑
r∈R

ιg∗(k∗r)h (g, k ∗ r)πk∗rιk∗rh (k, r)wr

= g

(∑
r∈R

ik∗rh (k, r)wr

)
= g

(
k (wr)r∈R

)
.

Proposición 2.3. Para cada W ∈ RepH, el espacio
⊕
r∈R

W con la acción de G de�nida por (2.1.1) es

una representación de G.

Demostración. La Observación 2.2 asegura que la fórmula (2.1.1) de�ne una acción de G en
⊕
r∈R

W (es

claro que el neutro de G actúa como la identidad de
⊕
r∈R

W ). Dado que H actúa linealmente en W y para

cualesquiera g ∈ G y r ∈ R, la inclusión ιg∗r es lineal, G actúa linealmente en
⊕
r∈R

W . �

Notemos que C [H] es un subanillo de C [G], por lo que C [G] es un C [G] -C [H]-bimódulo con la multi-

plicación por escalares de�nida a través de la multiplicación en C [G].

Proposición 2.4. Como C [G]-módulos, C [G]⊗C[H] W ∼=
⊕
r∈R

W .

Demostración. Para toda r ∈ R, de�namos fr : C [G]×W →W mediante la regla

fr

∑
g∈G

agg, w

 =
∑
g∈rH

agh (g, e)w.

Veamos que fr es C [H]-balanceada1. Es claro que fr es mor�smo de grupos abelianos en cada entrada,

por lo que resta demostrar que para cualesquiera k ∈ H, t =
∑
g∈G

agg ∈ C [G] y w ∈ W se satisface que

fr (tk, w) = fr (t, kw), ya que la multiplicación en C [H] está de�nida a través de la base H. Si realizamos el

cálculo utilizando que k = ke = (k ∗ e)h (k, e) = e (h (k, e)) tenemos que

fr (tk, w) =
∑
gk∈rH

agh (gk, e)w

=
∑
g∈rH

agh (g, k ∗ e)h (k, e)w

=
∑
g∈rH

agh (g, e) kw

= f (t, kw) .

Así, por la propiedad universal del producto tensorial y por el hecho de que C ⊆ CenC [H], existe un mor�smo

lineal f̂r : C [G]⊗C[H]W → rW , tal que f̂r (t⊗ w) = fr (t, w). Utilizando la propiedad universal del producto

1Si R es un anillo, W es un R-módulo derecho, V es un R-módulo izquierdo, U es un grupo abeliano y f :W ×V → U , decimos
que f es R-balanceada si f es mor�smo de grupos en cada entrada y f (w, rv) = f (wr, v) para cualesquiera w ∈ W , v ∈ V y
r ∈ R.
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directo (R es �nito) con los mor�smos
{
f̂r | r ∈ R

}
, obtenemos un mor�smo lineal f : C [G] ⊗C[H] W →⊕

r∈R
rW tal que f (t⊗ w) =

(
f̂r (t⊗ w)

)
r∈R

. Para cualesquiera k ∈ G, t ∈ C [G] y w ∈W sucede que

f (kt⊗ w) =
(
f̂r (kt⊗ w)

)
r∈R

=

 ∑
kg∈rH

agh (kg, e)w


r∈R

=

 ∑
g∈k−1rH

agh (k, g ∗ e)h (g, e)w


r∈R

=
∑
r∈R

ιr

 ∑
g∈k−1∗rH

agh
(
k, k−1 ∗ r

)
(h (g, e)w)


=

∑
r∈R

ιk∗r

∑
g∈rH

agh (k, r) (h (g, e)w)


=

∑
r∈R

ιk∗rh (k, r)

∑
g∈rH

agh (g, e)w


= k

∑
g∈rH

agh (g, e)w


r∈R

= k
(
f̂r (t⊗ w)

)
r∈R

= kf (t⊗ w) .

Por linealidad, tenemos que f es mor�smo de C [G]-módulos. Exhibamos el inverso de f para mostrar que es

isomor�smo. De�namos φ :
⊕
r∈R

rW → C [G]⊗C[H] W a través de la regla φ
(
(wr)r∈R

)
=
∑
r∈R

r⊗wr. Así, para

cada (wr)r∈R ∈
⊕
r∈R

rW tenemos que

f
(
φ
(
(wr)r∈R

))
= f

(∑
r∈R

r ⊗ wr

)
=

∑
r∈R

f (r ⊗ wr)

=
∑
r∈R

(
f̂s (r ⊗ wr)

)
s∈R

= (h (r, e)wr)r∈R

= (wr)r∈R ;

la última iguldad se debe a que re = r (h (r, e)). Para mostrar que la composición en el otro sentido es la

identidad, es su�ciente mostrarlo para cualquier tensor elemental. Si t⊗w ∈ C [G]⊗C[H]W , con t como antes,
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entonces

φ (f (t⊗ w)) = φ

((
f̂r (t⊗ w)

)
r∈R

)
=

∑
r∈R

r ⊗
(
f̂r (t⊗ w)

)

=
∑
r∈R

r ⊗

∑
g∈rH

agh (g, e)w


=

∑
r∈R

∑
g∈rH

agr ⊗ h (g, e)w

=
∑
r∈R

∑
g∈rH

agrh (g, e)⊗ w

=
∑
r∈R

∑
g∈rH

agg ⊗ w

= t⊗ w.

Por lo tanto f es isomor�smo. �

Definición 2.5. Si W ∈ C [H] -mód, de�nimos y denotamos la representación inducida por W en G

como IndGH (W ) := C [G]⊗C[H] W .

Observación 2.6. Dado que IndGH : C [H] -mód→ C [G] -mód está de�nido en términos de un producto

tensorial, en los mor�smos se comporta de la siguiente manera: si φ ∈ HomC[H] (W,V ), entonces IndGH (φ) =

IdC[G] ⊗ φ. Es claro que IndGH : C [H] -mód→ C [G] -mód es un funtor covariante.

Por la Proposición 2.4 IndGH (W ) es isomorfa a
⊕
r∈R

W .

Ahora calcularemos el caracter de una representación inducida.

Proposición 2.7. Sean W ∈ repH y V =
⊕
r∈R

W ∼= IndGH (W ). Si de�nimos χ̂W : G→ C como

χ̂W (g) =

0 si g /∈ H;

χW (g) si g ∈ H;

entonces χV (g) =
∑
r∈R

χ̂W
(
r−1gr

)
para cada g ∈ G.

Demostración. De la fórmula (2.1.1) se sigue que cada g ∈ G actúa en {ιr (W ) | r ∈ R} de la siguiente
manera g (ιr (W )) = ιg∗r (W ). Observemos que si g (ιr (W )) 6= ιr (W ), entonces g (ιr (W )) ∩ ιr (W ) = 0, por

lo tanto, para cualquier base ordenada β de ιr (W ) se satisface que
[
ρ (g) �ιr(W )

]β
β

= 0, por lo que sólo

pondremos nuestra atención en los sumandos que g mantiene �jos. Si r ∈ R es tal que g (ιr (W )) = ιr (W ),

entonces g ∗ r = r, por lo que r−1gr = h (g, r) y, Tr
(
ρ (g) �ιr(W )

)
= χW (h). Si sumamos sobre r ∈ R,

tenemos que χV (g) =
∑
r
χ̂W

(
r−1gr

)
. �

Las siguientes proposiciones se veri�can fácilmente.

Proposición 2.8. Si W,U ∈ C [H] -mód, entonces IndGH (W ⊕ U) = IndGH (W )⊕ IndGH (U).

Proposición 2.9. Si K es un subgrupo de G, H es un subgrupo de K y W ∈ C [H] -mód, entonces

IndGH (W ) ∼= IndGK
(
IndKH (W )

)
como C [G]-módulos.
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Demostración.

IndGK
(
IndKH (W )

)
= IndGK

(
C [K]⊗C[H] W

)
∼= C [G]⊗C[K]

(
C [K]⊗C[H] W

)
∼=

(
C [G]⊗C[K] C [K]

)
⊗C[H] W

∼= C [G]⊗C[H] W

= IndGH (W ) .

�

Estudiaremos ahora el funtor de restricción. Dado W ∈ C [G] -mód si restringimos el producto por

escalares a C [H], entonces W ∈ C [H] -mód.

Definición 2.10. Si W ∈ C [G] -mód, de�nimos y denotamos la representación restringida por W de G

a H como ResGH (W ) := W . En los mor�smos, ResGH se comporta como la identidad.

La De�nición 2.10 implica claramente lo siguiente:

Proposición 2.11. Si W,V ∈ C [G] -mód, K es un subgrupo de G, H es un subgrupo de K, entonces

ResGH (W ⊕ V ) = ResGH (W )⊕ ResGH (V ) y ResGH (W ) ∼= ResKH
(
ResGK (W )

)
.

Para continuar con el Teorema de Reciprocidad de Frobenius, necesitamos algunos teoremas de teoría de

módulos.

Proposición 2.12. Si A y B son anillos con uno, W es un B-A-bimódulo y V es un B-módulo izquierdo,

entonces HomB (W,V ) es un A-módulo izquierdo.

Demostración. Sabemos que HomB (W,V ) es un grupo abeliano con la suma de�nida puntualmente.

Para a ∈ A y f ∈ HomB (W,V ) de�nimos af mediante la regla (af) (w) = f (wa) para cada w ∈W . Notemos

que af ∈ HomB (W,V ), pues (w + w′) a = wa + w′a para cualesquiera w,w′ ∈ W y f ∈ HomB (W,V ).

Además,

((ab) f) (w) = f (w (ab)) = f ((wa) b) = (bf) (wa) = (a (bf)) (w)

(a (f + g)) (w) = (f + g) (wa) = (af) (w) + (ag) (w)

y

((a+ b) f) (w) = f (w (a+ b)) = f (wa+ wb) = (af) (w) + (bf) (w) ,

para a, b ∈ A y f, g ∈ HomB (W,V ); es decir, el producto por escalares es asociativo y distributivo. Es claro

que 1Af = f . Por lo tanto, HomB (W,V ) es un A-módulo izquierdo. �

Teorema 2.13. Si A, B y C son anillos con uno, U es un B-A-bimódulo, V es un C-B-bimódulo y W es

un C-módulo izquierdo, entonces HomB (U,HomC (V,W )) ∼= HomC (V ⊗B U,W ) como A-módulos izquierdos,

es decir, (V ⊗B _,HomC (V,_)) es un par de funtores adjuntos.

Demostración. De�namos η : HomB (U,HomC (V,W )) → HomC (V ⊗B U,W ) a través de la regla

η (f) (v ⊗ u) = f (u) (v) para cada f ∈ HomB (U,HomC (V,W )), v ∈ V y u ∈ U . Debido a que f y f (u)

son mor�smos de módulos para cada u ∈ U (recordemos que de�nimos (b (f (u))) (v) = f (u) (vb)), sucede

que η (f) es B-balanceada en los tensores elementales, por lo que se extiende como mor�smo de grupos

abelianos y la extensión es mor�smo de C-módulos. Mostraremos que η es mor�smo de A módulos. Si a ∈ A,
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f, g ∈ HomB (U,HomC (V,W )), v ∈ V y u ∈ U , entonces

η (af + g) (v ⊗ u) = (af + g) (u) (v) = (f (ua) + g (u)) (v) = η (f) (v ⊗ ua) + η (g) (v ⊗ u)

= η (f) ((v ⊗ u) a) + η (g) (v ⊗ u) = (a (η (f))) (v ⊗ u) + η (g) (v ⊗ u) ,

por lo que η es mor�smo de A-módulos izquierdos. Para mostrar que η es isomor�smo construiremos su inver-

sa. De�namos µ : HomC (V ⊗B U,W ) → HomB (U,HomC (V,W )) mediante (µ (g) (u)) (v) = g (v ⊗ u) para

cada g ∈ HomC (V ⊗B U,W ), v ∈ V y u ∈ U . Dado que g es mor�smo de C-módulos y la asignación (v, u) 7→
v ⊗ w es B-balanceada, la función µ (g) (u) es mor�smo de C-módulos y la función µ (g) es mor�smo de B-

módulos. Resta demostrar que µ y η son inversas. Sean g ∈ HomC (V ⊗B U,W ), f ∈ HomB (U,HomC (V,W )),

u ∈ U y v ∈ V . Entonces (µ (η (f)) (u)) (v) = η (f) (v ⊗ u) = f (u) (v) y (η (µ (g))) (v ⊗ u) = (µ (g) (u)) (v) =

g (v ⊗ u); es decir µ (η (f)) = f y η (µ (g)) = g. Esto demuestra lo que buscábamos. �

Proposición 2.14. Si A es un anillo con uno y M es un A-módulo izquierdo, entonces HomA (A,M) ∼=
M como A-módulos izquierdos.

Demostración. Sea f : HomA (A,M) → M dada por f (h) = h (1) para cada h ∈ HomA (A,M) .

Dada la estructura de A-módulo de HomA (A,M), la función f es mor�smo de A-módulos izquierdos. Si

h ∈ HomA (A,M) es tal que h (1) = 0, entonces h (a) = ah (1) = 0 para toda a ∈ A, es decir, h = 0. Por

tanto, f es mono. Si m ∈M , entonces hm : A→M de�nida como hm (a) = am es un mor�smo de A-módulos

tal que f (hm) = m. Así, f es isomor�smo. �

Esto es lo necesario para demostrar el teorema de Reciprocidad de Frobenius.

Teorema 2.15 (Reciprocidad de Frobenius). Los funtores IndGH y ResGH son adjuntos.

Demostración. De los resultados anteriores tenemos que, como espacios vectoriales complejos,

HomC[G]

(
IndGH (W ) , V

)
= HomC[G]

(
C [G]⊗C[H] W,V

)
∼= HomC[H]

(
W,HomC[G] (C [G] , V )

)
∼= HomC[H] (W,V )

= HomC[H]

(
W,ResGH (V )

)
.

�

Corolario 2.16. Si W ∈ repH y V ∈ repG, entonces
〈
IndGH (W ) , V

〉
=
〈
W,ResGH (V )

〉
.

Demostración. El Teorema de Reciprocidad de Fobenius implica que

dimCHomC[G]

(
IndGH (W ) , V

)
= dimCHomC[G]

(
W,ResGH (V )

)
,

de manera que 〈
IndGH (W ) , V

〉
=
〈
W,ResGH (V )

〉
. �

Tenemos como resultado inmediato el siguiente corolario.

Corolario 2.17. Si V ∈ repG yW ∈ repH son irreducibles, entonces la multiplicidad de V en IndGH (W )

es la multiplicidad de W en ResGH (V ).
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2.2. El teorema de Mackey

Para continuar consideraremos, además de H como subgrupo de G, un segundo subgrupo K de G y la

acción de K×H en G dada por lo siguiente: para (k, h) ∈ K×H y g ∈ G de�nimos (k, h) g := kgh−1. Con S

denotaremos a un sistema de representantes de las órbitas de esta acción, es decir S ⊆ G y cualquier órbita

tiene un único representante en S. Para cada g ∈ G escribiremos Hg para referirnos al grupo gHg−1 ∩K.

Observación 2.18. Para cada s ∈ S existe un monomor�smo de grupos fs : Hs → H, de�nido mediante

fs (k) = s−1ks, que induce un isomor�smo f̄s de C-álgebras entre C [Hs] y C [fs (Hs)]. Considérese el mono-

mor�smo de C-álgebras ι ◦ f̄s : C [Hs] → C [H], donde ι : C [fs (Hs)] → C [H] es la inclusión. De este modo

es posible dar a C [H] estructura de C [Hs]-módulo izquierdo a través de ι ◦ f̄s, es decir, para a ∈ C [H] y

r ∈ C [Hs], se de�ne r · a =
((
ι ◦ f̄s

)
(r)
)
a.

Teorema 2.19 (Mackey). Como C [K] -C [H]-bimódulos, C [G] ∼=
⊕
s∈S
C [K]⊗C[Hs] C [H].

Demostración. Si g ∈ G, entonces existen s ∈ S, k ∈ K y h ∈ H tales que ksh = g y s es único.

Consideremos los mor�smos lineales µs : C [G]→ C [K]⊗C[Hs] C [H], de�nidos en G mediante la regla

µs (g) =

k ⊗ h si g = ksh;

0 si g 6= ksh para cualesquiera k ∈ K y h ∈ H.

si existen k′ ∈ K y h′ ∈ H tales que k′sh′ = g, entonces k = k′sh′h−1s−1, lo que implica que

k ⊗ h = k′sh′h−1s−1 ⊗ h

= k′ ⊗
(
sh′h−1s−1

)
· h

= k′ ⊗ fs
(
sh′h−1s−1

)
h

= k′ ⊗ h′;

Es decir, µs está bien de�nido para cada s ∈ S. Demostraremos que la transformación lineal µ : C [G] →⊕
s∈S
C [K] ⊗C[Hs] C [H], que se obtiene de la propiedad universal del producto (S �nito) y los mor�smos

{µs | s ∈ S}, es un isomor�smo de C [K] -C [H]-módulos. Para cualesquiera g ∈ G, k ∈ K y h ∈ H, tenemos

que µ (kgh) = kµ (g)h, pues si kgh = k′sh′, entonces µ (kgh) = k′ ⊗ h′ y µ (g) = k−1k′ ⊗ h′h−1. Por la

linealidad de µ y la de�nición del producto en C [G], conlcuimos que µ es mor�smo de C [K] -C [H]-bimódulos.

Para demostrar que µ es isomor�smo exhibiremos su inverso. Para cada s ∈ S sea ηs : C [K]×C [H]→ C [G]

de�nida como:

ηs

(∑
k∈K

akk,
∑
h∈H

ahh

)
=
∑
k,h

akahksh.

Veamos que ηs es C [Hs]-balanceada. Si
∑
k∈K

akk,
∑
k∈K

bkk ∈ C [K],
∑
h∈H

ahh,
∑
h∈H

bhh ∈ C [H] y
∑
p∈Hs

app ∈ C [Hs],

entonces

ηs

(∑
k∈K

akk,
∑
h∈H

ahh+
∑
h∈H

bhh

)
= ηs

(∑
k∈K

akk,
∑
h∈H

(ah + bh)h

)
=

∑
k,h

ak (ah + bh) ksh
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=
∑
k,h

akahksh+
∑
k,h

akbhksh

= ηs

(∑
k∈K

akk,
∑
h∈H

ahh

)
+ ηs

(∑
k∈K

akk,
∑
h∈H

bhh

)
;

es decir, ηs es mor�smo de grupos abelianos en la segunda entrada; análogamente se demuestra que lo es en

la primera entrada. En cuanto a los escalares

ηs

(∑
k∈K

akk

)∑
p∈Hs

app

 ,
∑
h∈H

ahh

 = ηs

∑
k,p

akapkp,
∑
h∈H

ahh


=

∑
k,h,p

(akap) ahkpsh

=
∑
k,h,p

ak (apah) kss−1psh

=
∑
k,h,p

ak (apah) ksfs (p)h

=
∑
k,h,p

ak (apah) ks (p · h)

= ηs

∑
k

akk,
∑
h,p

ahapp · h


= ηs

∑
k∈K

akk,

∑
p∈Hs

app

 ·(∑
h∈H

ahh

) .

Lo anterior demuestra que ηs es C [Hs]-balanceada. Por la propiedad universal del producto tensorial,

para cada s ∈ S existe un único mor�smo de grupos abelianos η̄s : C [K] ⊗C[Hs] C [H] → C [G] tal que

η̄s

(( ∑
k∈K

akk

)
⊗
( ∑
h∈H

ahh

))
= ηs

( ∑
k∈K

akk,
∑
h∈H

ahh

)
. Es claro que de hecho η̄s es C-lineal. Usando la

propiedad universal de la suma directa y los mor�smos {η̄s | s ∈ S} tenemos un único mor�smo lineal η :⊕
s∈S
C [K] ⊗C[Hs] C [H] → C [G] que extiende a cada η̄s. A�rmamos que η es el inverso de µ. Si g ∈ G,

por la observación hecha al inicio de la demostración, η (µ (g)) = η (k ⊗ h) = ksh = g. Por otro lado,

µ (η̄s (k ⊗ h)) = µ (ksh) = k ⊗ h para cada tensor elemental k ⊗ h ∈ C [K]⊗C[Hs] C [H] y s ∈ S, por lo tanto

µ ◦ η = Id. Concluimos de esta forma la prueba. �

Cuando establecimos S no impusimos ninguna condición sobre él, sin embargo, la construcción de

C [K] ⊗C[Hs] C [H] depende de la elección de S. Demostraremos que, a pesar de esto, la descomposición

que obtuvimos en el teorema anterior es independiente de la elección de los representantes.

Proposición 2.20. Si s y s′ están el la misma órbita de G bajo la acción de K×H, entonces C [K]⊗C[Hs]

C [H] ∼= C [K]⊗C[Hs′ ]
C [H] como C [K] -C [H]-bimódulos.

Demostración. En la demostración del teorema anterior obtuvimos que η̄s es un isomor�smo sobre

su imagen para cada s ∈ S. Con una construcción análoga, para cada s′ ∈ G obtenemos un mor�smo

η̄s′ : C [K] ⊗C[Hs′ ]
C [H] → C [G] tal que sobre su imagen es ismor�smo de C [K] -C [H]-bimódulos; además,
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podemos observar que si s y s′ están en la misma órbita, entonces

im (η̄s) =

 ∑
g∈O(s)

agg | ag ∈ C para cada g ∈ O (s)


=

 ∑
g∈O(s′)

agg | ag ∈ C para cada g ∈ O (s′)


= im (η̄s′) .

Por lo tanto,

C [K]⊗C[Hs] C [H] ∼= im (η̄s) ∼= C [K]⊗C[Hs′ ]
C [H] .

�

En la Observación 2.18 mencionamos que fs : Hs → H es un monomor�smo. De hecho, fs (Hs) =

s−1Hss ≤ H.

Observación 2.21. Podemos considerar ResHs−1Hss
: C [H] -mód→ C

[
s−1Hss

]
-mód. Además, es posible

dotar a cualquier C
[
s−1Hss

]
-módulo de una estructura de C [Hs]-módulo a través del isomor�smo f̄s :

C [Hs] → C [fs (Hs)] como hicimos en la Observación 2.18 para C [H]. Por lo tanto, para cada s ∈ S existe

un funtor Fs : C
[
s−1Hss

]
-mód→ C [Hs] -mód que sólo cambia el producto por escalares y deja los espacios

y mor�smos �jos. Así, cualquier C [H]-módulo tiene estructura de C [Hs]-módulo a través del funtor Fs ◦
ResHs−1Hss

.

Proposición 2.22 (Fórmula de Restricción de Mackey). Si W ∈ RepH, entonces ResGK ◦ Ind
G
H (W ) ∼=⊕

s∈S
IndKHs ◦ Fs ◦ Res

H
s−1Hss

(W ).

Demostración. El isomor�smo del teorema de Mackey es un isomor�smo de C [K] -C [H]-bimódulos,

así que

IndGH (W ) = C [G]⊗C[H] W

∼=

(⊕
s∈S
C [K]⊗C[Hs] C [H]

)
⊗C[H] W

∼=
⊕
s∈S
C [K]⊗C[Hs] C [H]⊗C[H] W

∼=
⊕
s∈S
C [K]⊗C[Hs]

(
Fs ◦ ResHs−1Hss

(W )
)

=
⊕
s∈S

IndKHs ◦ Fs ◦ Res
H
s−1Hss

(W ) .

�

Para concluir este capítulo demostraremos un criterio de irreducibilidad aplicable en el caso particular en

que K = H. En tal caso, cualquier representaciónW de H induce representaciones de Hs: Fs◦ResHs−1Hss
(W )

y ResHHs (W ).

Teorema 2.23 (Criterio de irreducibilidad de Mackey). Sea W ∈ C [H] -mód. El C [G]-módulo IndGH (W )

es irreducible si y sólo si para cada s ∈ S \ H las representaciones Fs ◦ ResHs−1Hss
(W ) y ResHHs (W ) no

comparten componentes irreducibles y W es irreducible.
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Demostración. Calculemos el caracter de IndGH (W ):〈
IndGH (W ) , IndGH (W )

〉
=
〈
W,ResGH

(
IndGH (W )

)〉
(Reciprocidad de Frobenius)

=

〈
W,
⊕
s∈S

IndHHs ◦ Fs ◦ Res
H
s−1Hss

(W )

〉
(Fórmula de Restricción de Mackey)

=
∑
s∈S

〈
W, IndHHs ◦ Fs ◦ Res

H
s−1Hss

(W )
〉

=
∑
s∈S

〈
IndHHs ◦ Fs ◦ Res

H
s−1Hss

(W ) ,W
〉

(Observación 1.39)

=
∑
s∈S

〈
Fs ◦ ResHs−1Hss

(W ) ,ResHHs (W )
〉
. (Reciprocidad de Frobenius)(2.2.1)

Si IndGH es irreducible, ∑
s∈S

〈
Fs ◦ ResHs−1Hss

(W ) ,ResHHs (W )
〉

= 1.

Por la Proposición 2.20 podemos suponer que e ∈ S; por tanto He = H, es decir,

ResHHe (W ) = W = Fe ◦ ResHHe (W ) ,

lo que implica que

(2.2.2) 〈W,W 〉+
∑
s6=e

〈
Fs ◦ ResHs−1Hss

(W ) ,ResHHs (W )
〉

= 1.

Podemos concluir que W es irreducible y que Fs ◦ ResHs−1Hss
(W ) y ResHHs (W ) no comparten componentes

irreducibles si s ∈ S \H (si s ∈ S ∩H entonces s =
(
ss−1

)
e (s) y de este modo O (s) = O (e), es decir e = s).

En la otra dirección, las Ecuaciones (2.2.1) y (2.2.2) nos dan lo deseado. �



Capítulo 3

Las representaciones irreducibles del grupo simétrico

En este capítulo daremos una biyección canónica entre las clases de conjugación del grupo simétrico

Sn y sus representaciones irreducibles. Las demostraciones están basadas en [2], aunque la notación y las

de�niciones están basadas en [7]. Comenzaremos con algunas de�niciones.

Definición 3.1. Sea n ∈ N. Una partición λ de n es una sucesión λ = (λi)i∈N+ tal que λi ∈ N para

cada i ∈ N+ y
∑
i

λi = n y λi ≤ λi′ si i ≥ i′.

Si λ es una partición de n, entonces existe k ∈ N+ tal que para cada i > k se tiene que λi = 0. Así que,

escribiremos λ = (λ1, . . . , λk).

Observación 3.2. Si λ es una partición de n, entonces podemos asociarle una clase de conjugación de

Sn y viceversa. Si σ, τ ∈ Sn están en la misma clase de conjugación, entonces tienen la misma estructura

cíclica y la suma de las longitudes de los ciclos de σ es n; asociamos a cada clase de conjugación la partición

que se obtiene de la estructura cíclica de la clase y asociamos a cada partición la clase de conjugación cuya

estructura cíclica está dada por los elementos de la partición.

Definición 3.3. Sea n ∈ N. De�nimos [1, n] :=
{
i ∈ N+ | i ≤ n

}
.

Nota: Aunque comúnmente se denota con [1, n] al intervalo real, debido a que no utilizaremos intervalos

reales, no habrá confusión entre la De�nición 3.3 y el intervalo real [1, n].

Definición 3.4. Sea λ = (λ1, . . . , λk) una partición de n. El diagrama de λ es el conjunto de parejas or-

denadas {(i, j) ∈ N× N | i ∈ [1, k] , j ∈ [1, λi]}. A la primera coordenada le llamamos renglón y a la segunda,

columna.

Como apoyo a esta de�nición podemos visualizar el diagrama de λ como una cuadrícula.

Ejemplo 3.5. Sea n = 7. Consideremos una partición de 7. Tenemos que 7 = 1 + 1 + 2 + 3, es decir,

λ = (3, 2, 1, 1) es una partición de 7. El diagrama de esta partición se puede visualizar como sigue

← renglón 1

← renglón 2

← renglón 3

← renglón 4

Definición 3.6. Sea λ = (λ1, . . . , λk) una partición de n. Una tabla de λ es una función biyectiva D

entre el diagrama de la partición y [1, n], es decir, D : {(i, j) | i ∈ [1, k] , j ∈ [1, λi]} → [1, n]. Decimos que

a ∈ [1, n] está en la entrada (i, j) de la tabla D si a = D (i, j).

Al igual que a un diagrama, podemos visualizar una tabla escribiendo en el recuadro correspondiente al

renglón i y la columna j del diagrama, el número D (i, j).

32
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Ejemplo 3.7. Usando el Ejemplo 3.5, tenemos las siguientes tablas:

D:

1 2 3

5 4

7

6

D′:

4 5 6

2 3

1

7

Definición 3.8. Sean λ = (λ1, . . . , λk) una partición de n y D una tabla de ella. Decimos que una

permutación p ∈ Sn preserva los renglones de D si para cada (i, j), se cumple que p (D (i, j)) = D (i, j′) para

alguna j′ ∈ [1, λi]. Análogamente, decimos que p preserva las columnas de D si para cualquier (i, j) tenemos

que p (D (i, j)) = D (i′, j) para alguna i′ ∈ [1, k].

Usaremos la siguiente notación: R (D) := {p ∈ Sn | p preserva los renglones de D} y C (D) := {q ∈ Sn |
q preserva las columnas de D}.

Observación 3.9. Es claro que si (1) es la permutación identdad, entonces{(1)} = R (D) ∩C (D), pues

si p ∈ R (D) ∩ C (D) , entonces p (D (i, j)) = D (i, j) para toda (i, j).

En adelante, D denotará una tabla para la partición λ = (λ1, . . . , λk) de n.

Proposición 3.10. Los conjuntos R (D) y C (D) son subgrupos de Sn.

Demostración. Sólo demostraremos que R (D) es subgrupo de Sn, la otra demostración es totalmente

análoga. Sean p, p0 ∈ R (D). Entonces, para cada (i, j) existen j′, j′′ ∈ [1, λi] tales que pp0 (D (i, j)) =

p (D (i, j′)) = D (i, j′′). Resta mostrar que p−1 ∈ R (D). Observemos que para toda i ∈ [1, k] la función

p (D (i,_)) : [1, λi]→ {D (i, j) | j ∈ [1, λi]} es biyectiva, pues si p (D (i, j)) = p (D (i, j0)), entonces D (i, j) =

D (i, j0) y la biyectividad de D implica que j = j0 (p (D (i,_)) está bien de�nida pues p ∈ R (D)). Por lo

tanto, para cualquier (i, j) existe j′ ∈ [1, λi] tal que D (i, j) = p (D (i, j′)), es decir, p−1 (D (i, j)) = D (i, j′).

Con esto terminamos la prueba. �

El siguiente corolario es claro por la Observación 3.9.

Corolario 3.11. Si p, p0 ∈ R (D) y q, q0 ∈ C (D), entonces pq = p0q0 si y sólo si p = p0 y q = q0.

Para cada tabla D y cada σ ∈ Sn de�nimos, sobre el mismo diagrama, la tabla σD dada por (σD) (i, j) =

σ (D (i, j)).

Proposición 3.12. Si σ ∈ Sn, entonces R (σD) = σR (D)σ−1 y C (σD) = σC (D)σ−1.

Demostración. Sea p ∈ Sn. Entonces para cada (i, j) existe (i′, j′) tal que p (D (i, j)) = D (i′, j′) y así,(
σpσ−1

)
(σD (i, j)) = σD (i′, j′). Si p ∈ R (D), es decir, si i = i′ para toda i, concluimos que σpσ−1 ∈ R (σD);

por lo tanto, σR (D)σ−1 ⊆ R (σD). Si p /∈ R (D), entonces existe i tal que i 6= i′ y así, σpσ−1 /∈ R (σD), por

lo que R (σD) ⊆ σR (D)σ−1. Análogamente se demuestra la igualdad C (σD) = σC (D)σ−1. �

Lema 3.13. Si D es una tabla y σ ∈ Sn es tal que cualesquiera dos números en D que sean distintos

y que se encuentren en el mismo renglón, se encuentran en diferentes columnas de σD, entonces para cada

p ∈ R (D), la permutacion pσ satisface la propiedad descrita para σ.

Demostración. Obsérvese que la propiedad que tiene σ es que si D (i, j1) = σD (i′, j′1) y D (i, j0) =

σD (i′0, j
′
0) con j1 6= j0, entonces j′1 6= j′0. Si D (i, j1) = pσD (i′, j′1) y D (i, j0) = pσD (i′0, j

′
0) con j1 6= j0,

dado que p ∈ R (D), entonces D (i, l1) = p−1
1 D (i, j1) = σD (i′, j′1) y D (i, l0) = p−1D (i, j0) = σD (i′0, j

′
0) con

l1 6= l0, pues p es inyectiva, lo que implica que j′1 6= j′0, es decir, pσ tiene la propiedad mencionada. �
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Proposición 3.14. Para cada tabla D y cada σ ∈ Sn tenemos que σ = pq, con p ∈ R (D) y q ∈ C (D),

si y sólo si cualesquiera dos números en D que sean distintos y que se encuentren en el mismo renglón, se

encuentran en diferentes columnas de σD.

Demostración. Supongamos primero que σ = pq, con p ∈ R (D) y q ∈ C (D). Sean i y j1, j0 ∈ [1, λi]

tales que j1 6= j0. Por la biyectividad de σ y D existen i′1, i
′
0, j

′
1 y j′0 tales que D (i, j1) = σD (i′1, j

′
1) y

D (i, j0) = σD (i′0, j
′
0). Por la Proposición 3.12 tenemos que σp−1 = pqp−1 ∈ C (pD), por lo que

D (i, j1) = σD (i′1, j
′
1) = σp−1pD (i′1, j

′
1) = pD (i′′1 , j

′
1)

y

D (i, j0) = σD (i′0, j
′
0) = σp−1pD (i′0, j

′
0) = pD (i′′0 , j

′
0) ,

por lo tanto, D (i, j0) = pD (i′′0 , j
′
0) y D (i, j1) = pD (i′′1 , j

′
1). Las últimas ecuaciones implican que i = i′′1 = i′′0

y j′ 6= j′0.

Para la implicación en el otro sentido notemos que la hipótesis es equivalente a que cualesquiera dos

números que sean distintos y que se encuentren en la misma columna de σD se encuentran en diferentes

renglones de D. Así, para cada i existen γ1 (i) y ϕ1 (i) tales que, σD (i, 1) = D (γ1 (i) , ϕ1 (i)) y si i 6= i′,

γ1 (i) 6= γ1 (i′), por lo que γ1 : [1, k]→ [1, k] es biyectiva. Sea p1 : [1, n]→ [1, n] tal que

p1 (D (γ1 (i) , l)) =


D (γ1 (i) , 1) si l = ϕ1 (i) ;

D (γ1 (i) , ϕ1 (i)) si l = 1;

D (γ1 (i) , l) en otro caso.

Es claro que p1 ∈ R (D) (p1 es biyectiva pues es suprayectiva).

Por el Lema anterior, cualesquiera dos números en D que sean distintos y que se encuentren en el mismo

renglón se encuentran en diferentes columnas de p1σD, es decir, para cada i y cualesquiera j1, j0 ∈ [1, λi]

tales que j1 6= j0, p1σD (i′, j′1) = D (i, j1) y p1σD (i′0, j
′
0) = D (i, j0), se tiene que j′1 6= j′0. De manera que si

j > 1 e ij := máx{i | j ∈ [1, λi]} (ij es el último renglón que tiene j columnas) entonces, por la a�rmación

anterior, para cada i ≥ ij existen γj (i) y ϕj (i) tales que
j−1∏
r=1

prσD (i, j) = D (γj (i) , ϕj (i)) con γj biyectiva

en {i | j ∈ [1, λi]} (en adelante, si escribimos γj (i) o ϕj (i) estamos suponiendo que j ≤ λi). De�namos

pj ∈ Sn como

pj (D (k, l)) =


D (γj (i) , j) si k = γj (i) y l = ϕj (i) ;

D (γj (i) , ϕj (i)) si k = γj (i) y l = j;

D (k, l) en otro caso.

Es claro que para cada j, pj ∈ R (D).

Notemos que si ϕj (i) ≥ j para cada i, entonces pjD (k, l) = D (k, l) para cada l < j, pues si suponemos

que ϕj (i) ≥ j para cada i y l < j, entonces l 6= ϕj (i), por lo tanto, pjD (k, l) = D (k, l). Motivados por

esto, demostraremos por inducción sobre j que ϕj (i) ≥ j para cualesquiera i y j. Para j = 1 es trivial.

Supongamos que para toda j < j′ y cada i, se tiene que ϕj (i) ≥ j; así, pjD (k, l) = D (k, l) para toda l y

toda j tales que l < j < j′, lo que implica que

j′−1∏
r=1

prσD (i, j) =

j′−1∏
r=j

pr

j−1∏
r=1

prσD (i, j) =

j′−1∏
r=j

prD (γj (i) , ϕj (i)) =

j′−1∏
r=j+1

prD (γj (i) , j) = D (γj (i) , j)
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para cada j < j′. Si existe i tal que l = ϕj′ (i) < j′, entonces l ≤ λi′ , donde i′ = γj′ (i); así que i′ ≤ il y

existe k tal que i′ = γl (k). Por lo tanto,

pj′D (γj′ (i) , ϕj′ (i)) = pj′D (γl (k) , l) = pj′
j′−1∏
r=1

prσD (k, l)

mientras que

pj′D (γj′ (i) , ϕj′ (i)) = pj′
j′−1∏
r=1

prσD (i, j′) .

Concluimos que
j′−1∏
r=1

prσD (k, l) =
j′−1∏
r=1

prσD (i, j′), lo que implica que l = j′. Lo último es una contradicción

que provino de suponer ϕj′ (i) < j′, por lo que ϕj′ (i) ≥ j′para cada i.

Sea p =
n1∏
r=1

pr. Por lo anterior para cada j e i ≤ ij , tenemos que

pσD (i, j) =

n1∏
r=j

pr

j−1∏
r=1

prσD (i, j) =

n1∏
r=j+1

prpjD (γj (i) , ϕj (i)) =

n1∏
r=j+1

prD (γj (i) , j) = D (γj (i) , j) .

Para terminar de�namos qj ∈ Sn para cada j como:

qj (D (k, l)) =

D (i, j) si k = γj (i) y j = l;

D (k, l) en otro caso.

es claro que qj ∈ C (D). Sea q =
n1∏
r=1

qr. Para cualesquiera i y j sucede que

qpσD (i, j) = qD (γj (i) , j) = D (i, j) ,

por lo tanto, σ = p−1q−1, que es lo que buscábamos. �

Para toda tabla D de�namos

e (D) =
∑

p∈R(D)
q∈C(D)

sgn (q) pq.

En el resto del capítulo nos encargaremos de demostrar que el ideal izquierdo generado por e (D) en C [Sn] es

una representación irreducible de Sn y que si D y D′ son tablas, entonces C [Sn] e (D) ∼= C [Sn] e (D′), como

representaciones de Sn, si y sólo si D y D′ tienen el mismo diagrama, es decir, si el dominio de D es el mismo

que el de D′. Para demostrar esto estudiaremos las propiedades de e (D) y de los subgrupos R (D) y C (D).

Comenzaremos con una sencilla observación: si p′ ∈ R (D) y q′ ∈ C (D), entonces

p′e (D) q′ = p′

( ∑
p∈R(D)
q∈C(D)

sgn (q) pq

)
q′

=
∑

p∈R(D)
q∈C(D)

sgn (q) p′pqq′

= sgn (q′)
∑

p∈R(D)
q∈C(D)

sgn (qq′) pqq′
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= sgn (q′)
∑

p∈R(D)
q∈C(D)

sgn (q) pq

= sgn (q′) e (D) .

Como veremos a continuación esta característica de e (D) es exclusiva de sus múltiplos escalares.

Proposición 3.15. Si f ∈ C [Sn] es tal que para cada p ∈ R (D) y q ∈ C (D) se tiene que pfq = sgn (q) f ,

entonces existe a ∈ C tal que f = ae (D).

Demostración. Sea f =
∑
σ∈Sn

aσσ. Entonces
∑
σ∈Sn

aσσ = sgn (q)
∑
σ∈Sn

aσpσq, ya que
∑
σ∈Sn

aσpσq =

sgn (q)
∑
σ∈Sn

aσσ para cualesquiera p ∈ R (D) y q ∈ R (D). De esta igualdad, para cada τ = pσq, se si-

gue que aτ = sgn (q) aσ (pσq = pγq si y sólo si σ = γ); en particular, si τ = pq, entonces apq = sgn (q) a(1).

Si γ ∈ Sn es tal que γ 6= pq para cualesquiera p y q, entonces la proposición anterior asegura que existen

dos números que están en la misma columna de γD y que se encuentran en el mismo renglón de D, es decir,

existen i0, i1, i2, j′1 ∈ [1, λi] (i = mı́n {i2, i1}) y j1, j0 ∈ [1, λi0 ] tales que j1 6= j0 y γD (i2, j
′
1) = D (i0, j1) y

γD (i1, j
′
1) = D (i0, j0). Por lo tanto, si considermos la trasposición (D (i0, j0)D (i0, j1)) ∈ Sn (intercambia

D (i0, j0) con D (i0, j1)), entonces p′ ∈ R (D) ∩ C (γD). Por la Proposición 3.12, existe q ∈ C (D) tal que

p′ = γqγ−1. Como p′ y q son conjugadas, sgn (q) = sgn (p′) = −1, lo que implica que aγ = ap′γq−1 =

sgn
(
q−1
)
aγ = −aγ , así que aγ = 0. Como esto pasa para toda γ /∈ {pq | p ∈ R (D) , q ∈ C (D)}, concluimos

que f = a(1)

( ∑
p∈R(D)
q∈C(D)

sgn (q) pq

)
= a(1)e (D). �

Proposición 3.16. Para cada D existe a ∈ C tal que e (D)
2

= ae (D) y a 6= 0.

Demostración. Sean p ∈ R (D) y q ∈ R (D), entonces

pe (D)
2
q = pe (D) e (D) q

= (pe (D) (1)) ((1) e (D) q)

= e (D) sgn (q) e (D)

= sgn (q) e (D)
2
.

La proposición anterior asegura que existe a ∈ C tal que e (D)
2

= ae (D). Resta demostrar que a 6= 0.

Consideremos T ∈ EndC (C [Sn]) tal que T (r) = re (D). Tomemos como base ordenada de C [Sn] a Sn y

observemos que σe (D) = σ

(
(1) +

∑
pq 6=(1)

sgn (q) pq

)
= σ +

∑
pq 6=(1)

sgn (q)σpq para toda σ ∈ Sn; más aún,

σ = σpq si y sólo si pq = (1). Concluimos que Tr (T ) = n!. Antes de continuar, notemos que el Corolario

3.11 asegura que cada sumando de e (D) es distinto a los demás, por lo que e (D) 6= 0 y, por eso, si d =

dimC (C [Sn] e (D)), entonces d 6= 0. Podemos considerar una base ordenada {rie (D) | ri ∈ C [Sn] , i ∈ [1, d]}
de C [Sn] e (D) como espacio vectorial y extenderla a una base {bi ∈ C [Sn] | i ∈ [1, n!]} de C [Sn] tal que

bi = rie (D) si i ∈ [1, d]. Notemos que para i ∈ [1, d] tenemos que T (bi) = rie (D)
2

= arie (D) = abi y si

d < i, entonces T (bi) = bie (D) ∈ C [Sn] e (D). Por lo tanto, existen aj ∈ C tales que T (bi) =
d∑
j=1

ajbj y así,

a 6= 0, pues n! = Tr (T ) = ad. �

Observación 3.17. De las Proposiciones 3.16 y 3.15 se sigue que si e (D)
2

=
∑
σ∈Sn

aσσ, entonces

dimC (C [Sn] e (D)) = n!
a(1)

.
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Ordenaremos las particiones de n de manera lexicográ�ca, es decir, si λ y µ son particiones de n, decimos

que λ < µ si existe s tal que λs < µs y λi = µi para cada i < s.

Proposición 3.18. Sean λ y µ particiones de n tales que λ < µ. Si D es una tabla para λ y D′ es una

tabla para µ, entonces e (D) e (D′) = 0.

Demostración. Notemos que existen D′ (i1, j1), D′ (i1, j0), D (i′1, j
′
1) y D (i′0, j

′
0) tales que j1 6= j′1,

D (i′1, j
′
1) = D′ (i1, j1), D (i′0, j

′
0) = D′ (i1, j0) y j′1 = j′0, de lo contrario para cualquier j ∈ [1, µ1] tendríamos

que existen γ1 (j) y ϕ1 (j) tales que D′ (1, j) = D (γ1 (j) , ϕ1 (j)) con ϕ1 inyectiva y por tanto biyectiva entre

[1, µ1] y {ϕ1 (j) | j ∈ [1, µ1]}. Como ϕ1 (j) ≤ λ1 (pues λ1 es el máximo de {λi | i ∈ N}) y λ < µ concluimos

que µ1 = λ1. Procediendo de manera análoga a la demostración de la Proposición 3.14, podemos construir

q1 ∈ C (D) tal que q1D
′ (1, j) = q1D (γ1 (j) , ϕ1 (j)) = D (1, ϕ1 (j)). Los argumentos hechos en la Proposición

3.14 también muestran que podemos continuar con este procedimiento y mostrar que para cada i se tiene que

λi = µi, contradiciendo la hipótesis. Así, hemos demostrado nuestra a�rmación. Si τ = (D (i′1, j
′
1)D (i′0, j

′
1)),

entonces τ ∈ C (D) ∩R (D′) y e (D) e (D′) = e (D) ττe (D′) = −e (D) e (D′), por lo que e (D) e (D′) = 0. �

Para continuar necesitamos demostrar algunas propiedades de anillos semisimples.

Definición 3.19. Un anillo R es semisimple si para todo M ∈ R-mód se tiene que M =
⊕
i

Mi donde

cada Mi es un submódulo irreducible de M .

Proposición 3.20. Si R es un anillo semisimple, entonces cualquier ideal izquierdo de R es un sumando

directo de R.

Demostración. El que R sea semisimple implica la existencia de un conjunto A de ideales izquier-

dos (submódulos) irreducibles de R tal que R =
⊕
J∈A

J . Consideremos un ideal izquierdo I de R e I ={
B ⊆ A |

(∑
J∈B

J

)
+ I es directa

}
. Notemos que ∅ ∈ I y que la contención induce un orden parcial en I.

Sea C ⊆ I una cadena según este orden. Entonces para cada C ∈ C sucede que C ⊆ ∪C.
Veamos que ∪C ∈ I. Si i ∈ I ∩

∑
J∈∪C

J , entonces existe n ∈ N tal que i =
n∑
k=1

jk, donde jk ∈ Jk y Jk ∈ ∪C.

Como C es una cadena, existe C ∈ C tal que Jk ∈ C para cada k, por lo que i ∈ I ∩
∑
J∈C

J y 0 = I ∩
∑
J∈C

J ,

pues C ∈ I. Resta ver que J0 ∩

(
I +

∑
J∈(∪C)\{J0}

J

)
= 0 para cada J0 ∈ ∪C. Si j ∈ J0 ∩

(
I +

∑
J∈(∪C)\{J0}

J

)
,

entonces existen n ∈ N e i ∈ I tales que j = i+
n∑
k=1

jk, con jk ∈ Jk y Jk ∈ ∪C. Por el mismo argumento

de antes, existe C ∈ C tal que J0, Jk ∈ C para cada k, por lo tanto, j ∈ J0 ∩

(
I +

∑
J∈C\{J0}

J

)
y J0 ∩(

I +
∑

J∈C\{J0}
J

)
= 0. Deducimos que I+

∑
J∈∪C

J es directa. Así, ∪C ∈ I y es cota superior de C. Por el Lema

de Zorn existe B ∈ I máximo.

Demostraremos que I+
∑
J∈B

J = R. Sea J ′ ∈ A, entonces J ′ ∩
(
I +

∑
J∈B

J

)
es un submódulo de J ′, lo que

implica que J ′ ∩
(
I +

∑
J∈B

J

)
= 0 o J ′ ∩

(
I +

∑
J∈B

J

)
= J ′, ya que J ′ es irreducible. Si J ′ ∩

(
I +

∑
J∈B

J

)
= 0,

entonces

(
I +

∑
J∈B

J

)
+ J ′ es directa, así que B ∪ {J ′} ∈ I. Lo anterior contradice el hecho de que B es

máximo en I. Por lo tanto, J ′ ⊆ I +
∑
J∈B

J para cada J ′ ∈ A y así, I ⊕
∑
J∈B

J = R. �
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La proposición anterior nos permite demostrar los siguientes corolarios.

Corolario 3.21. Si R es un anillo semisimple e I es un ideal izquierdo de R, entonces existe un

idempotente e ∈ R tal que I = Re.

Demostración. Por la proposición anterior existe un ideal izquierdo J de R tal que I ⊕ J = R, por

lo que existen únicos e ∈ I y j ∈ J tales que 1 = e + j. Así, e + 0 = e = e2 + ej. Como e2 ∈ I y ej ∈ J ,
concluimos que e2 = e y ej = 0. Veamos que I ⊆ Re. Sea i ∈ I, entonces i+ 0 = i = ie+ ij, lo que implica

que i = ie ∈ Re. Por lo tanto, I = Re. �

Corolario 3.22. Si R es un anillo semisimple, entonces cualesquiera ideales izquierdos irreducibles I e

I ′ son isomorfos (como R-módulos) si y sólo si existe a ∈ I tal que I = I ′a.

Demostración. Si I = I ′a, entonces f : I ′ → I de�nida a través de la regla: f (i′) = i′a; es mor�smo

no trivial de R-módulos izquierdos y debido a que I e I ′ son irreducibles f es un isomor�smo. En la otra

dirección supongamos que en R-mód los ideales I ′ e I son isomorfos. Tomemos f : I ′ → I isomor�smo. Por

el corolario anterior existe un idempotente e ∈ R tal que I ′ = Re, por lo tanto, para cada re ∈ I ′, tenemos

que f (re) = f
(
re2
)

= ref (e). Como I = f (I ′) e I es irreducible, concluimos que I = I ′f (e). �

Proposición 3.23. Si R un anillo semisimple y e ∈ R es idempotente, entonces Re es un ideal izquierdo

irreducible si y sólo si eRe es un anillo con división.

Demostración. Supongamos que Re es un ideal izquierdo irreducible y que I es un ideal izquierdo no

cero de eRe. Entonces RI ⊆ ReRe ⊆ Re, lo que implica que RI = Re, pues I 6= 0. Como e es la unidad

de eRe, tenemos que eRe = eRI = eR (eI) = (eRe) I ⊆ I, por lo tanto, eRe = I. Así, eRe es un anillo con

división.

Para demostrar la implicación en el otro sentido, supongamos que Re no es irreducible. Como R es

semisimple, tenemos que existen submóduos irreducibles I ′ e I de Re tales que Re = I ⊕ I ′. Por lo tanto,

existen únicos ie ∈ I e i′e ∈ I ′ tales que e = ie+ i′e. Dado que e es idempotente, e = e2 = eie+ ei′e y por lo

anterior, eie = ie y ei′e = i′e. Notemos que ie = eie = eie (e) = (eie)
2

+ eie (ei′e), donde (eie)
2

= (ie)
2 ∈ I

y eie (ei′e) = ie (i′e) ∈ I ′. Luego, por la unicidad de la expresión lineal, ie = (ie)
2 y eie (ei′e) = 0. Debido a

que eie, ei′e ∈ eRe \ {0} y eie (ei′e) = 0, deducimos que eRe no puede ser un anillo con división. �

En el Capítulo 1, Observación 1.31, demostramos que el álgebra de grupo de cualquier grupo �nito es

semisimple. Utilizaremos los resultados anteriores para demostrar lo siguiente:

Teorema 3.24. Para cualquier tabla D, el C [Sn]-módulo C [Sn] e (D) es irreducible.

Demostración. Por la Proposición 3.16, usando la misma notación, tenemos que(
a−1e (D)

)2
= a−2e (D)

2
= a−2ae (D) = a−1e (D) .

Así, por la Proposición 3.23 es su�ciente probar que

e (D)C [Sn] e (D) = e (D) a−1C [Sn] a−1e (D)

es un anillo con división. Si e := a−1e (D) y r ∈ eC [Sn] e, entonces existe s ∈ C [Sn] tal que r = e (D) se (D).

Para cada p ∈ R (D) y q ∈ C (D) tenemos que prq = pe (D) ae (D) q = sgn (q) r. La Proposición 3.15 implica

que existe µ ∈ C tal que r = µe (D). Por lo tanto, eC [Sn] e ⊆ Ce. Como la otra contención es clara, tenemos

que eC [Sn] e ∼= C (el isomor�smo es como anillos), es decir, eC [Sn] e es un campo. �
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Recordemos que una tabla D de una partición λ es una biyección entre el conjunto [1, n] y el diagrama

{(i, j) | i ∈ [1, k] , j ∈ [1, λi]} de λ. El Teorema anterior nos dice que todas la representaciones C [Sn] e (D)

con D una tabla para alguna partición de n son irreducibles, mientras que el siguiente nos dice cuándo son

isomorfas.

Teorema 3.25. Dos tablas D y D′ tienen el mismo diagrama si y sólo si C [Sn] e (D) ∼= C [Sn] e (D′).

Demostración. Supongamos que D y D′ tienen el mismo diagrama. Entonces D′ = σD para alguna

σ ∈ Sn. La Proposición 3.12 asegura que

σe (D)σ−1 = σ

 ∑
p∈R(D)
q∈C(D)

sgn (q) pq

σ−1 =
∑

p∈R(D)
q∈C(D)

sgn
(
σqσ−1

)
σpσ−1σqσ−1 = e (σD) .

Por lo tanto, C [Sn] e (D′) = C [Sn]σe (D)σ−1 = C [Sn] e (D)σ−1. Además, la multiplicación por σ−1 a la

derecha es un isomor�smo de C [Sn] módulos izquierdos.

Procedamos a probar la implicación sentido contrario. Supongamos que C [Sn] e (D) ∼= C [Sn] e (D′). Por el

Corolario 3.22, existe a ∈ C [Sn] tal que C [Sn] e (D) = C [Sn] e (D′) ae (D). Entonces existe b ∈ C [Sn] tal que

e (D) = be (D′) ae (D). De la prueba del teorema anterior, tenemos que existe µ ∈ C tal que e (D′) be (D′) =

µeD′, así que

e (D′) e (D) = (e (D′) be (D′)) ae (D) = µe (D′) ae (D) ,

por lo que

(3.0.3) C [Sn] e (D) = C [Sn] e (D′) ae (D) = C [Sn] e (D′) e (D) .

La Ecuación (3.0.3) y la Proposición 3.18 implican que D y D′ tienen el mismo diagrama. �

Recordemos que el número de clases de conjugación de un grupo �nito está en biyección con las clases de

isomor�smo de representaciones irreducibles de dimensión �nita. Vemos así, que cada clase de conjugación C

de Sn determina, y es determinada por, una partición de n, mediante la consideración de la estructura cíclica

de C. Vemos también, que a cada partición λ de n corresponde biunívocamente una clase de isomor�smo

de representaciones irreducibles de Sn, de�nida como la clase de isomor�smo del ideal izquierdo de C [Sn]

generado por cierto elemento asociado a una tabla D de λ.



Capítulo 4

Álgebras de Hopf, álgebras de Zelevinsky y el grupo de

Grothendieck

Antes de continuar con el grupo simétrico, necesitamos diversas de�niciones que, para hacer más fácil

ubicarlas, agruparemos en este capítulo. Para la Sección 4.1 se seguirá [3], aunque en esa obra sólo se estudian

álgebras de Hopf sobre algún campo y aquí se trabajará con álgebras sobre un anillo conmutativo con uno.

En la Sección 4.2 se utilizará [11] adecuando las de�niciones que Andrei Zelevinsky usó a las de�niciones

(actuales) dadas en la Sección 4.1. En la Sección 4.3 la principal referencia es [6].

4.1. Álgebras de Hopf

Trabajaremos con un anillo conmutativo con uno R, por lo que cualquier R-módulo izquierdo A será

considerado un R-módulo derecho con la acción de r ∈ R de�nida en a ∈ A de la siguiente forma: a · r := ra

y viceversa. A menos que digamos otra cosa los productos tensoriales serán sobre R.

En la De�nición 1.17 introdujimos la noción de R-álgebra. En este capítulo daremos una de�nición

equivalente que podemos dualizar.

Definición 4.1. Una R-álgebra es una terna (A,µ, η) consitente de A ∈ R-mód, µ ∈ HomR (A⊗A,A),

η ∈ HomR (R,A), tales que

i) µ ◦ (IdA ⊗ µ) = µ ◦ (µ⊗ IdA) y

ii) µ ◦ (η ⊗ IdA) = φA y ϕA = µ ◦ (IdA ⊗ η), donde φA : R ⊗ A → A y ϕA : A ⊗ R → A son los

isomor�smos canónicos;

es decir, los siguientes diagramas son conmutativos:

A⊗A⊗A A⊗A

AA⊗A ................................................................................................................................................................................................................................................... ............

µ

......................................................................................................................
.....
.......
.....

µ

......................................................................................................................
.....
.......
.....

µ⊗ IdA

........................................................................................................................................................................................................... ............
IdA ⊗ µ

R⊗A A⊗A A⊗R

A

..........................................................................................................................................................................................................................................................................................
...
............

ϕA

............................................................................................................................................................................................................................................................................ .........
...

φA

......................................................................................................................
.....
.......
.....

µ

....................................................................................................................................................................................... ............
η ⊗ IdA

...........................................................................................................................................................................................................................................

IdA ⊗ η

Proposición 4.2. Las De�niciones 1.17 y 4.1 son equivalentes.

40
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Demostración. Consideremos una R-álgebra A según la De�nición 1.17, es decir, A es un anillo con

uno y existe u : R → A mor�smo de anillos unitario tal que R ⊆ Cen (A). Seguido a la De�nición 1.17

está probado que A tiene estructura de R-módulo. Notemos que u ∈ HomR (R,A), pues si r, s ∈ R entonces

u (rs) = u (r)u (s) = r · u (s). Si de�nimos µ̄ : A×A→ A como µ̄ (a, b) = ab, por la estructura de anillo y de

R-módulo de A, la función µ es R-bilineal, así que existe un mor�smo de grupos abelianos µ : A⊗A→ A tal

que µ (a⊗ b) = µ̄ (a, b) para cualesquiera a, b ∈ A. Es claro que µ ∈ HomR (A⊗A,A). Demostraremos que

(A,µ, u) es una R-álgebra según la De�nición 4.1, es decir que µ◦(IdA ⊗ µ) = µ◦(µ⊗ IdA), µ◦(u⊗ IdA) = φA

y ϕA = µ ◦ (IdA ⊗ u). Si a, b, c ∈ A y r ∈ R, entonces en los tensores elementales

µ ◦ (IdA ⊗ µ) (a⊗ b⊗ c) = µ (a⊗ µ (b⊗ c)) = µ (a⊗ bc) = a (bc)

= (ab) c = µ (ab⊗ c) = µ (µ (a⊗ b)⊗ c) = µ ◦ (µ⊗ IdA) (a⊗ b⊗ c)

y

µ ◦ (u⊗ IdA) (r ⊗ a) = µ (u (r)⊗ a) = u (r) a = au (r) = µ (a⊗ u (r)) = µ ◦ (IdA ⊗ u) (a⊗ r) ,

por linealidad (A,µ, u) es una R-álgebra según la De�nición 4.1.

En la dirección contraria consideremos una R-álgebra (A,µ, η) con respecto a la De�nición 4.1. De�namos

un producto en A de la siguiente manera a · b := µ (a⊗ b) para a, b ∈ A. Como µ ◦ (IdA ⊗ µ) = µ ◦ (µ⊗ IdA),

la asignación (a, b) 7→ a⊗ b es R-bilineal y µ ∈ HomR (A⊗A,A), tenemos que este producto es asociativo y

distributivo. Notemos que η (1) · a = µ (η (1)⊗ a) = a = µ (a⊗ η (1)) = a · η (1) para cada a ∈ A, es decir
η (1) es neutro para el producto en A. De todo esto concluimos que A es un anillo con uno. Si demostramos

que η es mor�smo de anillos y η (R) ⊆ Cen (A), habremos terminado. Que η (R) ⊆ Cen (A) es claro, y si

r, s ∈ R, entonces

η (rs) = η (rs) · η (1)

= µ (η (rs)⊗ η (1))

= µ (η (r) s⊗ η (1))

= µ (η (r)⊗ sη (1))

= µ (η (r)⊗ η (s))

= η (r) · η (s)

por la conmutatividad del diagrama triangular en la De�nición 4.1. �

En adelante utilizaremos ambas de�niciones sin hacer distinción, si (A,µ, η) es una R-álgebra, en un

abuso de notación, la denotaremos con A. A los mor�smos µ y η los llamaremos multiplicación y unidad,

respectivamente, y nos referiremos a la conmutatividad del primer diagrama en la De�nición 4.1 como aso-

ciatividad y a la del segundo como propiedad unitaria. Si a, b ∈ A denotaremos el producto de a con b de

manera clásica como ab o como µ (a⊗ b). Cuando trabajemos con más de una R-álgebra, para diferenciar la

multiplicación y la unidad de cada una, les escribiremos en subíndice el álgebra a la que correspondan.

Para M,N ∈ R-mód, consideraremos el isomor�smo T = TM,N : M ⊗ N → N ⊗M de�nido en los

generadores como T (m⊗ n) = n⊗m. Aunque T depende de los módulos M y N , no haremos explícita esta

dependencia a menos que pueda haber confusión.

Definición 4.3. Una R-álgebra A es conmutativa si µ ◦ T = µ.

Si tenemos dos R-álgebras A y B, entonces A ⊗ B es una R-álgebra con multiplicación de�nida como

µA⊗B := (µA ⊗ µB) ◦ (IdA ⊗ T ⊗ IdB) y unidad de�nida en 1 como ηA⊗B (1) = ηA (1)⊗ ηB (1). En efecto, si
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a, c, e ∈ A, b, d, f ∈ B y r ∈ R, entonces, en los tensores elementales

µA⊗B ◦ (Id⊗ µA⊗B) (a⊗ b⊗ c⊗ d⊗ e⊗ f) = µA⊗B (a⊗ b⊗ (µA ⊗ µB) ◦ (IdA ⊗ T ⊗ IdB) (c⊗ d⊗ e⊗ f))

= µA⊗B (a⊗ b⊗ µA (c⊗ e)⊗ µB (d⊗ f))

= (µA ⊗ µB) (a⊗ µA (c⊗ e)⊗ b⊗ µB (d⊗ f))

= µA (a⊗ µA (c⊗ e))⊗ µB (b⊗ µB (d⊗ f)) ,

mientras que

µA⊗B ◦ (µA⊗B ⊗ Id) (a⊗ b⊗ c⊗ d⊗ e⊗ f) = µA⊗B ((µA ⊗ µB) ◦ (IdA ⊗ T ⊗ IdB) (a⊗ b⊗ c⊗ d)⊗ e⊗ f)

= µA⊗B (µA (a⊗ c)⊗ µB (b⊗ d)⊗ e⊗ f)

= (µA ⊗ µB) (µA (a⊗ c)⊗ e⊗ µB (b⊗ d)⊗ f)

= µA (µA (a⊗ c)⊗ e)⊗ µB (µB (b⊗ d)⊗ f) .

Debido a que µA (a⊗ µA (c⊗ e)) = µA (µA (a⊗ c)⊗ e) y µB (b⊗ µB (d⊗ f)) = µB (µB (b⊗ d)⊗ f) deduci-

mos que

µA⊗B ◦ (Id⊗ µA⊗B) = µA⊗B ◦ (µA⊗B ⊗ Id) .

Finalmente,

µA⊗B (ηA⊗B (r)⊗ a⊗ b) = µA⊗B (rηA (1)⊗ ηB (1)⊗ a⊗ b)

= (µA ⊗ µB) ◦ (IdA ⊗ T ⊗ IdB) (ηA (r)⊗ ηB (1)⊗ a⊗ b)

= (µA ⊗ µB) (ηA (r)⊗ a⊗ ηB (1)⊗ b)

= µA (ηA (r)⊗ a)⊗ µB (ηB (1)⊗ b)

= ra⊗ b.

La última igualdad se debe a la propiedad unitaria de A y B. La igualdad µA⊗B (a⊗ b⊗ ηA⊗B (r)) = a⊗ br
se demuestra análogamente.

Notemos que si a⊗b, c⊗d ∈ A⊗B, en la notación clásica para la multiplicación se tiene que (a⊗ b) (c⊗ d) =

ac⊗ bd

Definición 4.4. Sean A y B dos R-álgebras y f ∈ HomR (A,B). Decimos que f es un mor�smo de

R-álgebras si f ◦ µA = µB ◦ (f ⊗ f) y f ◦ ηA = ηB , es decir, si los siguientes diagramas son conmutativos:

A⊗A B ⊗B

BA

A B

R
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
...............................

ηA

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
...................
............

ηB

........................................................................................................................................................................................................... ............
f

....................................................................................................................................................................................................................................................................... ............

f

......................................................................................................................
.....
.......
.....

µB

......................................................................................................................
.....
.......
.....

µA

............................................................................................................................................................................................................................... ............
f ⊗ f

Dualizamos ahora la De�nición 4.1.

Definición 4.5. Una R-coálgebra es una terna (C,∆, ε) tal que C ∈ R-mód, ∆ ∈ HomR (C,C ⊗ C),

ε ∈ HomR (C,R) y los siguientes diagramas son conmutativos:
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C ⊗ C ⊗ C C ⊗ C

CC ⊗ C ...............................................................................................................................................................................................................................................................

∆

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

..................

............

∆

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

..................

............

IdC ⊗∆

.......................................................................................................................................................................................................................

∆⊗ IdC

C ⊗R C ⊗ C R⊗ C

C
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.........................
............

φ−1
C

............
............

............
............

............
............

............
............

............
............

............
............

............
............

............
............

............
............

............
............

............
............................

ϕ−1
C

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

..................

............

∆

...................................................................................................................................................................................................

IdC ⊗ ε
............................................................................................................................................................................................................................... ............

ε⊗ IdC

A los mor�smos ∆ y ε los llamaremos comultiplicación y counidad respectivamente, y nos referiremos a

la conmutatividad del primer diagrama como coasociatividad y a la del segundo como la propiedad counitaria.

Notemos que podemos escribir la propiedad counitaria como IdC = φC◦(ε⊗ IdC)◦∆ = ϕC◦(IdC ⊗ ε)◦∆.

De manera análoga, si A es una R-álgebra, podemos escribir la propiedad unitaria como µ◦(η ⊗ IdA)◦φ−1
A =

µ ◦ (IdA ⊗ η) ◦ ϕ−1
A = IdA.

Definición 4.6. Una R-coálgebra C es coconmutativa si T ◦∆ = ∆.

Ejemplo 4.7. Consideremos un grupo G y el álgebra de grupo C [G]. Si de�nimos ∆ : C [G]→ C [G]⊗
C [G] y ε : C [G] → C mediante ∆ (g) = g ⊗ g y ε (g) = 1 para cada g ∈ G, entonces (C [G] ,∆, ε) es una C
coálgebra, ya que para cada g ∈ G, tenemos que(

∆ ◦ IdC[G]

)
◦∆ (g) =

(
∆ ◦ IdC[G]

)
(g ⊗ g)

= g ⊗ g ⊗ g

=
(
IdC[G] ◦∆

)
(g ⊗ g)

=
(
IdC[G] ◦∆

)
◦∆ (g) ,(

ε⊗ IdC[G]

)
◦∆ (g) =

(
ε⊗ IdC[G]

)
(g ⊗ g) = 1⊗ g

y (
IdC[G] ⊗ ε

)
◦∆ (g) =

(
IdC[G] ⊗ ε

)
(g ⊗ g) = g ⊗ 1.

Por linealidad tenemos lo deseado.

Como en el caso de las R-álgebras, si (C,∆, ε) es una R-coálgebra, la denotaremos con C, y si trabajamos

con diversas R-coálgebras, distinguiremos las comultiplicaciones y counidades por medio de subíndices.

En el ejemplo anterior mostramos que existen R-álgebras que también son R-coálgebras. La siguiente

de�nición conjunta estas dos nociones.

Definición 4.8. Una R-biálgebra es una quinteta (H,µ, η,∆, ε) tal que (H,µ, η) es una R-álgebra,

(H,∆, ε) es una R-coálgebra y ∆ : H → H ⊗H y ε : H → R son mor�smos de R-álgebras.

Si (H,µ, η,∆, ε) es una R-biálgebra, la denotaremos simplemente con H.
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En la de�nición anterior, el que ∆ y ε sean mor�smos de R-álgebras es equivalente a que µ y η sean

mor�smos de R-coálgebras; sin embargo, y a diferencia del caso de las R-álgebras, no mostramos que el

producto tensorial de dos R-coálgebras es una R-coálgebra (las de�niciones de la comultiplicación y counidad

son totalmente duales), ni de�nimos los mor�smos entre coálgebras. No revisaremos la prueba de estos hechos,

pues nuestro �n no es profundizar en la teoría de biálgebras. La demostración de éstos se puede encontrar en

[3].

Si C es una R-coálgebra y A es una R-álgebra, podemos dar estructura de R-álgebra a B := HomR (C,A)

como sigue. Si f, g ∈ B, de�nimos el producto f ∗ g := µ ◦ (f ⊗ g) ◦∆. Esta operación se distribuye sobre la

suma pues f ⊗ (g + h) = f ⊗ g + f ⊗ h y (f + h)⊗ g = f ⊗ g + h⊗ g para cualesquiera f, g, h ∈ B. Para ver

que es asociativa tomemos f, g, h ∈ B. Entonces

f ∗ (g ∗ h) = µ ◦ (f ⊗ (µ ◦ (g ⊗ h) ◦∆)) ◦∆

= µ ◦ (IdA ⊗ µ) ◦ (f ⊗ ((g ⊗ h) ◦∆)) ◦∆

= µ ◦ (IdA ⊗ µ) ◦ (f ⊗ g ⊗ h) ◦ (IdC ⊗∆) ◦∆.

Por la asociatividad de A y la coasociatividad de C,

f ∗ (g ∗ h) = µ ◦ (µ⊗ IdA) ◦ (f ⊗ g ⊗ h) ◦ (∆⊗ IdC) ◦∆

= µ ◦ ((µ ◦ (f ⊗ g) ◦∆)⊗ h) ◦∆

= (f ∗ g) ∗ h.

Veamos que B es anillo con uno. Obsérvese que η ◦ ε ∈ B y que

f ∗ (η ◦ ε) = µ ◦ (f ⊗ (η ◦ ε)) ◦∆

= µ ◦ (IdA ⊗ η) ◦ (f ⊗ IdR) ◦ (IdC ⊗ ε) ◦∆

La propiedad unitaria de A y la propiedad counitaria de C implican que

f ∗ (η ◦ ε) = ϕA ◦ (f ⊗ IdR) ◦ ϕ−1
C

para cada f ∈ B. Evaluando en c ∈ C podemos observar que

f ∗ (η ◦ ε) (c) = ϕA ◦ (f ⊗ IdR) ◦ ϕ−1
C (c)

= ϕA ◦ (f ⊗ IdR) (c⊗ 1)

= ϕA ◦ (f (c)⊗ 1)

= f (c) ,

es decir f ∗ (η ◦ ε) = f . De manera análoga (η ◦ ε)∗f = f y concluimos que η ◦ε es neutro multiplicativo para
B. Para terminar, necesitamos probar que r (η ◦ ε) ∈ Cen (B) para cada r ∈ R. Si r ∈ R y f ∈ B, entonces

f ∗ (r (η ◦ ε)) = µ ◦ (f ⊗ r (η ◦ ε)) ◦∆

= r (µ ◦ (f ⊗ (η ◦ ε)) ◦∆)

= r (f)

= r (µ ◦ ((η ◦ ε)⊗ f) ◦∆)

= µ ◦ (r (η ◦ ε)⊗ f) ◦∆

= (r (η ◦ ε)) ∗ f.
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A la operación ∗ de B se le conoce como convolución.

Observación 4.9. Si A es conmutativa y C coconmutativa, la convolución en HomR (C,A) es conmuta-

tiva: si c ∈ C y f, g ∈ HomR (C,A), entonces

f ∗ g (c) = µ ◦ (f ⊗ g) ◦∆ (c)

= µ ◦ (f ⊗ g)

(
n∑
i=0

c1,i ⊗ c2,i

)

=
n∑
i=0

µ (f (c1,i)⊗ g (c2,i))

y

g ∗ f (c) = µ ◦ (g ⊗ f) ◦∆ (c)

= µ ◦ T ◦ (g ⊗ f) ◦ T ◦∆ (c)

= µ ◦ T ◦ (g ⊗ f)

(
n∑
i=0

c1,i ⊗ c2,i

)

= µ ◦ T

(
n∑
i=0

g (c1,i)⊗ f (c2,i)

)

=
n∑
i=0

µ (f (c1,i)⊗ g (c2,i)) .

En vista de la construcción anterior, si H es una R-biálgebra, entonces HomR (H,H) es una R-álgebra

si consideramos a H como R-coálgebra en la primera entrada y como R-álgebra en la segunda.

Definición 4.10. Sea H una R-biálgebra. Una antípoda para H es un mor�smo S ∈ HomR (H,H) tal

que IdH ∗ S = S ∗ IdH = η ◦ ε, es decir, tal que S es un inverso de IdH con respecto a la convolución en

HomR (H,H).

Definición 4.11. Una R-álgebra de Hopf es una R-biálgebra con antípoda.

Diremos que una R-álgebra de Hopf o una R-biálgebra es (co)conmutativa si como (co)álgebra lo es.

Ejemplo 4.12. SiG es un grupo, ya mostramos que el álgebra de grupo C [G] es también una C-coálgebra.
Vamos a mostrar que de hecho C [G] es una C-álgebra de Hopf. Primero demostremos que la comultiplicación

y counidad de C [G] son mor�smos de C álgebras. Si g, h ∈ G, entonces

∆ (gh) = gh⊗ gh = (g ⊗ g) (h⊗ h) = ∆ (g) ∆ (h) ,

ε (gh) = 1 = ε (g) ε (h) ,

∆ (η (1)) = η (1)⊗ η (1) = η⊗ (1)

y

ε (η (1)) = 1 = ηR (1) ;

por linealidad, estas ecuaciones se preservan para cada r, s ∈ C [G] y a ∈ C. Así, C [G] es una C-biálgebra.
Finalmente, mostremos que C [G] tiene antípoda. Notemos que η ◦ ε (g) = e para cada g ∈ G y que para toda

f ∈ HomC (C [G] ,C [G]), tenemos que f∗Id (g) = f (g) g para cualquier g ∈ G, por lo que S∗Id = η◦ε = Id∗S
si y sólo si S (g) = g−1 para cada g ∈ G. Si tomamos S ∈ HomC (C [G] ,C [G]) de�nida por la regla S (g) = g−1,

entonces C [G] es una C-álgebra de Hopf con antípoda S.
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Observación 4.13. Del ejemplo anterior se sigue que C es una C-álgebra de Hopf, pues como anillos

C ∼= C [{e}]. Para un grupo �nito G, se de�ne el álgebra de grupo R [G] de G sobre R como el R-módulo

libre con base G. Realizando una construcción análoga a la hecha en el ejemplo anterior, podemos mostrar

que R [G] es una R-álgebra de Hopf.

Con esto terminamos lo que necesitamos acerca de las álgebras de Hopf. Continuaremos con las álgebras

de Zelevinsky

4.2. Álgebras de Zelevinsky

Debido a que en [11] la de�nición de álgebra de Hopf no coincide con la De�nición 4.11, vamos a de�nir

álgebra de Zelevinsky como lo que Zelevinsky llamó álgebra de Hopf positiva, autoadjunta y conexa.

En adelante nuestro anillo conmutativo será Z y al escribir álgebra, coálgebra, biálgebra o álgebra de

Hopf querremos decir Z-álgebra, Z-coálgebra, Z-biálgebra y Z-álgebra de Hopf respectivamente.

Definición 4.14. Un grupo con base es un grupo abeliano libre G con una base distinguida Ω (G).

Llamaremos irreducibles a los elementos de Ω (G).

Si tenemos una familia de grupos con base {Gi | i ∈ I}, entonces a
⊕
i

Gi se le puede asociar de ma-

nera canónica la base Ω

(⊕
i

Gi

)
=
∐
i

Ω (Gi); si I es �nito, a G1 ⊗Z . . . ⊗Z Gn le podemos asociar la base

Ω (G1 ⊗Z . . .⊗Z Gn) = {g1 ⊗ . . .⊗ gn | gi ∈ Ω (Gi)}. Así, consideraremos a
⊕
i

Gi y a G1 ⊗Z . . . ⊗Z Gn gru-

pos con base utilizando los conjuntos de irreducibles recién descritos. Consideraremos a Z grupo con base,

de�niendo Ω (Z) = {1}.

Observación 4.15. SiG es un grupo con base, entonces la extensión bilineal de la asignación 〈w, x〉 = δwx

para w, x ∈ Ω (G) de�ne un producto interior en G. Notemos que, si {Gi | i ∈ I} es una familia de grupos

con base, en
⊕
i

Gi cada sumando es ortogonal a los demás, ya que si (w, i) , (x, j) ∈ Ω

(⊕
i

Gi

)
, entonces

〈(w, i) , (x, j)〉 = δ(w,i),(x,j).

Aunque trabajaremos con más de un grupo con base a la vez, para simpli�car la notación, no diferen-

ciaremos el producto interior en cada grupo y en vista de la observación anterior cuando trabajemos con la

suma directa de grupos con base, denotaremos a los irreducibles de ésta de la misma manera con que los

denotamos en cada sumando, es decir, omitiremos la notación como parejas ordenadas.

Si G es un grupo con base, de�nimos G+ :=

{ ∑
w∈Ω(G)

aww | aw ≥ 0 para todo w ∈ Ω (G)

}
.

Definición 4.16. Sean G y H grupos con base. Un mor�smo de grupos abelianos f : G→ H es positivo

si f (G+) ⊆ H+

Definición 4.17. i) Un álgebraA es graduada por G = {An | An es un subgrupo de A para cada n ∈ N}
si como grupos abelianos A =

⊕
n∈N

An y la multiplicación y unidad de A satisfacen que µ (An ⊗Z Am) ≤ An+m

para cada m,n ∈ N y η (Z) ≤ A0. Al conjunto G lo llamamos graduación. Si a ∈ An y a 6= 0, decimos que a

es homogéneo de grado n.

ii) Una coálgebra C es graduada por G = {Cn | Cn es un subgrupo de C para cada n ∈ N} si C se

descompone como C =
⊕
n∈N

Cn y la comultiplicación y la counidad de C satisfacen que ∆ (Cn) ≤
⊕

i+k=n

Ci⊗ZCk

para cada n ∈ N y ε (Cn) = 0 si n 6= 0. Análogamente al caso de las álgebras graduadas, el conjunto G es

llamado graduación. Si c ∈ Cn y c 6= 0, decimos que c es homogéneo de grado n.
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iii) Una biálgebra es graduada si como álgebra y coálgebra es graduada por la misma graduación.

iv) Un álgebra de Hopf es graduada si como biálgebra lo es.

Notemos que cualquier (co)álgebraA es graduada por la graduación G = {An | A0 = A y An = 0 para ca-

da n 6= 0}. Por supuesto, estaremos interesados en álgebras graduadas no trivialmente. Si A es una (co)álgebra

graduada y de�nimos (A⊗Z A)n =
⊕

i+k=n

Ai⊗ZAk, entonces A⊗ZA es una (co)álgebra graduada por la gra-

duación {(A⊗Z A)n | n ∈ N}, pues A es graduada y el producto tensorial se distribuye sobre la suma directa.

En adelante H denotára un grupo abeliano tal que

1. Existen mor�smos de grupos abelianos µ ∈ HomZ (H ⊗Z H,H), η ∈ HomZ (Z, H), ε ∈ HomZ (H,Z)

y ∆ ∈ HomZ (H,H ⊗Z H)

2. Los mor�smos µ y η satisfacen la propiedad unitaria y los mor�smos ∆ y ε, la counitaria.

3. Se satisface que ∆ ◦ µ = (µ⊗ µ) ◦ (IdH ⊗ T ⊗ IdH) ◦ (∆⊗∆) y ε ◦ µ = εε, donde el producto εε se

defne puntualmente a través del producto en Z.
4. Existen submódulos Hn de H para cada n ∈ N tales que H =

⊕
n∈N

Hn, η (Z) ≤ H0, ε (Hn) = 0

para toda n > 0 y para cualesquiera m,n ∈ N se satisface que µ (Hm ⊗Z Hn) ≤ Hm+n y ∆ (Hm) ≤⊕
m=i+k

Hi ⊗Z Hk.

Consideremos η0 : Z→ A0 de�nida mediante η0 (z) = η (z) y ε0 : C0 → Z como la restricción de ε a C0.

Definición 4.18. El grupo H es conexo si η0 y ε0 son mutuamente inversos.

Definición 4.19. El grupo H es positivo si cada Hn es un grupo con base y los mor�smos µ, η, ∆ y ε

son mor�smos positivos.

Definición 4.20. El grupo H es autoadjunto si es positivo y (µ,∆) y (η, ε) son pares de mor�smos

adjuntos con respecto a los productos interiores de�nidos en H, H ⊗Z H y Z como en la Observación 4.15;

es decir, 〈µ (h⊗ g) , f〉 = 〈h⊗ g,∆ (f)〉 y 〈η (z) , h〉 = 〈z, ε (h)〉 para cualesquiera h, g, f ∈ H y z ∈ Z.

Definición 4.21. Decimos que H es una casi-álgebra de Zelevinsky si es positivo, autoadjunto y conexo.

Definición 4.22. Un álgebra de Zelevinsky es una biálgebra graduada positiva, autoadjunta y conexa.

Es claro que cualquier álgebra de Zelevinsky es una casi-álgebra de Zelevinsky. Demostraremos que

cualquier casi-álgebra de Zelevinsky es de hecho un álgebra de Zelevinsky, es decir, que en un álgebra de

Zelevinsky la asociatividad y coasociatividad se demuestran a partir de las demás propiedades del álgebra.

Para esto necesitamos algunos resultados que enunciaremos para el grupo H utilizando las propiedades 1-4

y trataremos al mor�smo µ como multiplicación aunque no sea asociativa.

Proposición 4.23. Si H es positivo y conexo, entonces Ω (H0) = {η (1)}.

Demostración. Por ser positivo y dado que Ω (Z) = {1}, se tiene que η (1) ∈ Ω (H0) y de la conexidad

se sigue que |Ω (H0)| = 1. �

La proposición anterior nos dice que el único elemento homogéneo irreducible de grado 0 en una biálgebra

conexa y positiva es el uno.

Proposición 4.24. Si H es conexo, escribimos I :=
⊕
n>0

Hn y h ∈ I, entonces ∆ (h) = h⊗η (1) +η (1)⊗

h+ ∆+ (h) donde ∆+ (h) ∈ I ⊗ I.
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Demostración. Por linealidad es su�ciente demostrar el enunciado para h ∈ Hn y n > 0. Bajo esta

hipótesis, ∆ (h) =
∑

i+k=n

mi,k∑
j=0

h′i,j ⊗ hk,j con hk,j ∈ Hk y h′i,j ∈ Hi por la propiedad 4 de H. De la propiedad

counitaria, obtenemos que

h⊗ 1 = (IdH ⊗ ε) (∆ (h)) = (IdH ⊗ ε)

 ∑
i+k=n

mi,k∑
j=0

h′i,j ⊗ hk,j

 .

De 4 se sigue que ε (hk,j) = 0 para cada k 6= 0; así que

(4.2.1) h⊗ 1 = (IdH ⊗ ε)

mn,0∑
j=0

h′n,j ⊗ h0,j

 = (IdH ⊗ ε0)

mn,0∑
j=0

h′n,j ⊗ h0,j

 .

De la Ecuación (4.2.1), de 4 y la conexidad de H, concluimos que

h⊗ η (1) = (IdH ⊗ η0) (h⊗ 1) = (IdH ⊗ η0) ◦ (IdH ⊗ ε0)

mn,0∑
j=0

h′n,j ⊗ h0,j

 =

mn,0∑
j=0

h′n,j ⊗ h0,j .

Análogamente es posible demostrar que

η (1)⊗ h =

m0,n∑
j=0

h′0,j ⊗ hn,j

y así,

∆ (h) = h⊗ η (1) + η (1)⊗ h+ ∆+ (h)

con ∆+ (h) =
∑
i,k 6=n
i+k=n

mi,k∑
j=0

hi,j ⊗ hk,j . �

Definición 4.25. Si H es conexo, decimos que h ∈ I es primitivo si ∆+ (h) = 0. Denotaremos con P al

subgrupo formado por todos los elementos primitivos de H.

Lema 4.26. Si H es conexo y P ∩ µ (I ⊗ I) = 0, entonces H es asociativa y conmutativa.

Demostración. Demostraremos solamente que H es asociativa; la conmutatividad se demuestra de

manera análoga. Por linealidad es su�ciente probar que a (bc) − (ab) c = 0 para cualesquiera elementos

homogéneos a ∈ Hi, b ∈ Hj y c ∈ Hk. Tenemos 2 casos:

1) Existe l ∈ {i, j, k} tal que l = 0. Sin pérdida de generalidad supongamos que i = 0, por la conexidad y la

propiedad unitaria existe z ∈ Z tal que a = η (z) y así a (bc)−(ab) c = η (z) (bc)−(η (z) b) c = z (bc)−(zb) c = 0.

2) Si 0 /∈ {i, j, k}. De 4 se sigue que a (bc)− (ab) c ∈ Hl, donde l = i+ j+k > 0 y por tanto a, b, c, a (bc)−
(ab) c ∈ I. Por la proposición anterior tenemos que

(4.2.2) ∆ (a (bc)− (ab) c) = (a (bc)− (ab) c)⊗ η (1) + η (1)⊗ (a (bc)− (ab) c) + ∆+ (a (bc)− (ab) c)

Mientras que la propiedad 3 implica que

(4.2.3) ∆ (a (bc)− (ab) c) = ∆ (a) ∆ (bc)−∆ (ab) ∆ (c) = ∆ (a) (∆ (b) ∆ (c))− (∆ (a) ∆ (b)) ∆ (c)

Por la proposición anterior, si tomamos el sumando ∆ (a) (∆ (b) ∆ (c)) de la Ecuación (4.2.3), obtenemos que

∆ (a) (∆ (b) ∆ (c)) = (∆ (a))
((
b⊗ η (1) + η (1)⊗ b+ ∆+ (b)

) (
c⊗ η (1) + η (1)⊗ c+ ∆+ (c)

))
=

= (∆ (a))
(
bc⊗ η (1) + b⊗ c+ c⊗ b+ η (1)⊗ bc+ ∆+ (b) ∆ (c) + (b⊗ η (1) + η (1)⊗ b) ∆+ (c)

)
.
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Para continuar denotemos δ (b, c) := ∆+ (b) ∆ (c) + (b⊗ η (1) + η (1)⊗ b) ∆+ (c). Con esta notación

∆ (a) (∆ (b) ∆ (c)) =
(
a⊗ η (1) + η (1)⊗ a+ ∆+ (a)

)
(bc⊗ η (1) + b⊗ c+ c⊗ b+ η (1)⊗ bc+ δ (b, c)) =

= a (bc)⊗ η (1) + f (a, b, c) + η (1)⊗ a (bc) + ∆+ (a) (∆ (b) ∆ (c)) + (a⊗ η (1) + η (1)⊗ a) δ (b, c) ,

por lo que,

(4.2.4)

∆ (a) (∆ (b) ∆ (c)) = a (bc)⊗η (1)+f (a, b, c)+η (1)⊗a (bc)+∆+ (a) (∆ (b) ∆ (c))+(a⊗ η (1) + η (1)⊗ a) δ (b, c)

Donde f (a, b, c) = ab⊗ c+ ac⊗ b+ a⊗ bc+ bc⊗ a+ b⊗ ac+ c⊗ ab. De manera análoga,

(4.2.5)

(∆ (a) ∆ (b)) ∆ (c) = (ab) c⊗η (1)+f (a, b, c)+η (1)⊗(ab) c+(∆ (a) ∆ (b)) ∆+ (c)+δ (a, b) (c⊗ η (1) + η (1)⊗ c)

Si de�nimos

γ (a, b, c) := ∆+ (a) (∆ (b) ∆ (c)) + (a⊗ η (1) + η (1)⊗ a) δ (b, c)

y

Γ (a, b, c) := (∆ (a) ∆ (b)) ∆+ (c) + δ (a, b) (c⊗ η (1) + η (1)⊗ c) ,

sustituyendo las Ecuaciones (4.2.4) y (4.2.5) en la Ecuación (4.2.3) obtenemos

∆ (a (bc)− (ab) c) = a (bc)⊗ η (1)− (ab) c⊗ η (1) + η (1)⊗ a (bc)− η (1)⊗ (ab) c+ γ (a, b, c)− Γ (a, b, c) =

= (a (bc)− (ab) c)⊗ η (1) + η (1)⊗ (a (bc)− (ab) c) + γ (a, b, c)− Γ (a, b, c) ,

por tanto

(4.2.6) ∆ (a (bc)− (ab) c) = (a (bc)− (ab) c)⊗ η (1) + η (1)⊗ (a (bc)− (ab) c) + γ (a, b, c)− Γ (a, b, c) .

De las Ecuaciones (4.2.6) y (4.2.2) concluimos que

(4.2.7) γ (a, b, c)− Γ (a, b, c) = ∆+ (a (bc)− (ab) c) .

La demostración se concluye mostrando que a (bc) − (ab) c es primitivo, es decir, a (bc) − (ab) c ∈ P , pues
P ∩ µ (I ⊗ I) = 0 y a (bc) − (ab) c ∈ µ (I ⊗ I). Así, por la de�nición de primitivo y la Ecuación (4.2.7), es

su�ciente probar que γ (a, b, c)−Γ (a, b, c) = 0. Para conseguir esto, de�namos f2, f1 : H → H ⊗H mediante

f1 (h) = h⊗ η (1) y f2 (h) = η (1)⊗h. Probaremos por inducción sobre i, j y k que para cualesquiera a ∈ Hi,

b ∈ Hj y c ∈ Hk y g1, g2 ∈ {f1, f2,∆
+}, se cumplen las ecuaciones:

(4.2.8) ∆+ (a) (g1 (b) g2 (c)) =
(
∆+ (a) g1 (b)

)
g2 (c) ,

(4.2.9) g1 (a)
(
∆+ (b) g2 (c)

)
=
(
g1 (a) ∆+ (b)

)
g2 (c)

y

(4.2.10) g1 (a)
(
g2 (b) ∆+ (c)

)
= (g1 (a) g2 (b)) ∆+ (c) .

Antes de comenzar con la inducción, notemos que las ecuaciones anteriores demuestran lo deseado:

γ (a, b, c) = ∆+ (a) (∆ (b) ∆ (c)) + (a⊗ η (1) + η (1)⊗ a) δ (b, c)

=
(
∆+ (a) ∆ (b)

)
∆ (c) + (a⊗ η (1) + η (1)⊗ a)

(
∆+ (b) ∆ (c) + (b⊗ η (1) + η (1)⊗ b) ∆+ (c)

)
=
(
∆+ (a) ∆ (b)

)
∆ (c) +

(
(a⊗ η (1) + η (1)⊗ a) ∆+ (b)

)
∆ (c)

+ ((a⊗ η (1) + η (1)⊗ a) (b⊗ η (1) + η (1)⊗ b)) ∆+ (c)
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=
(
∆+ (a) ∆ (b) + (a⊗ η (1) + η (1)⊗ a) ∆+ (b) + (a⊗ η (1) + η (1)⊗ a) (b⊗ η (1) + η (1)⊗ b)

)
∆+ (c)

+
(
∆+ (a) ∆ (b) + (a⊗ η (1) + η (1)⊗ a) ∆+ (b)

)
(c⊗ η (1) + η (1)⊗ c)

= (∆ (a) ∆ (b)) ∆+ (c) + δ (a, b) (c⊗ η (1) + η (1)⊗ c)

= Γ (a, b, c) .

En las segunda y tercera igualdadades se ocupan las Ecuaciones (4.2.8), (4.2.9) y (4.2.10).

Demos paso a la inducción.

Base inductiva: Si h ∈ H1, entonces ∆+ (h) = 0, debido a 4, de manera que, si i = j = k = 1, las

Ecuaciones (4.2.8), (4.2.9) y (4.2.10) se satisfacen trivialmente.

Hipótesis inductiva sobre i (j = k = 1): Las Ecuaciones (4.2.8), (4.2.9) y (4.2.10) se cumplen para toda

a ∈ Hl con l < i y cada b, c ∈ H1. Notemos que en vista de lo mostrado antes de comenzar la inducción,

a (bc) = (ab) c para cualesquiera a ∈ Hl con l < i y b, c ∈ H1.

Paso inductivo sobre i (debido a que j = k = 1, sólo necesitamos probar la Ecuación (4.2.8) para

g1, g2 ∈ {f1, f2}): Si a ∈ Hi, entonces ∆+ (a) =
n∑
r=0

a1,r ⊗ a2,r con as,r ∈ Hls,r y ls,r < i para cada s ∈ {1, 2}

y 0 ≤ r ≤ n, pues H satisface 4. Tomemos b, c ∈ H1 y g1, g2 ∈ {f1, f2} y supongamos que g1 (b) = x ⊗ y y

g2 (c) = z ⊗ w, entonces

∆+ (a) (g1 (b) g2 (c)) =

(
n∑
r=0

a1,r ⊗ a2,r

)
(g1 (b) g2 (c))

=
n∑
r=0

(a1,r ⊗ a2,r) (g1 (b) g2 (c))

=
n∑
r=0

(a1,r ⊗ a2,r) ((x⊗ y) (z ⊗ w))

=
n∑
r=0

(a1,r (xz)⊗ a2,r (yw))

=
n∑
r=0

((a1,rx) z ⊗ (a2,ry)w) Hipótesis inductiva

=
n∑
r=0

((a1,r ⊗ a2,r) g1 (b)) g2 (c)

=

((
n∑
r=0

a1,r ⊗ a2,r

)
g1 (b)

)
g2 (c)

= (∆+ (a) g1 (b)) g2 (c) .

Antes de dar paso a la inducción sobre j, nótese que en la inducción sobre i sólo utilizamos que b, c ∈ H1

para argumentar que las Ecuaciones (4.2.9) y (4.2.10) eran satisfechas trivialmente. Así, se ha demostrado

que la Ecuación (4.2.8) es cierta para cualesquiera i, j, k ∈ N y g1, g2 ∈ {f1, f2}.
Hipótesis inductiva sobre j (k = 1): Las Ecuaciones (4.2.8), (4.2.9) y (4.2.10) se satisfacen para cuales-

quiera a ∈ Hi, b ∈ Hl y c ∈ H1 con i ∈ N y l < j.

Paso inductivo sobre j (sólo necesitamos probar la Ecuación (4.2.9) con g1 = ∆+ y g2 ∈ {f1, f2}, ya
que ∆+ (c) = 0 y la Ecuación (4.2.8) se cumple para g1, g2 ∈ {f1, f2}): Sean a ∈ Hi, b ∈ Hl y c ∈ H1. Si
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∆+ (a) =
n∑
r=0

a1,r ⊗ a2,r con as,r ∈ Hls,r y ls,r < i para cada s ∈ {1, 2} y r ∈ {0, 1, . . . , n}, escribimos g2 (c) =

x ⊗ y y ∆+ (b) =
m∑
r′=0

b1,r′ ⊗ b2,r′ , donde bs,r′ ∈ Hts,r′ y ts,r′ < i para toda s ∈ {1, 2} y r′ ∈ {0, 1, . . . ,m};

entonces

∆+ (a)
(
∆+ (b) g2 (c)

)
=

(
n∑
r=0

a1,r ⊗ a2,r

)((
m∑
r′=0

b1,r′ ⊗ b2,r′
)

(x⊗ y)

)

=
n∑
r=0

m∑
r′=0

(a1,r ⊗ a2,r) ((b1,r′ ⊗ b2,r′) (x⊗ y))

=
n∑
r=0

m∑
r′=0

(a1,r ⊗ a2,r) (b1,r′x⊗ b2,r′y)

=
n∑
r=0

m∑
r′=0

(a1,r (b1,r′x)⊗ a2,r (b2,r′y))

=
n∑
r=0

m∑
r′=0

((a1,rb1,r′)x⊗ (a2,rb2,r′) y)(4.2.11)

= (∆+ (a) ∆+ (b)) g2 (c) .

En la Ecuación (4.2.11) se utiliza la hipótesis inductiva. Por lo tanto,

(4.2.12) ∆+ (a)
(
∆+ (b) g2 (c)

)
=
(
∆+ (a) ∆+ (b)

)
g2 (c) .

Un argumento análogo al que se realizó antes de empezar la inducción sobre j nos permite a�rmar que la

Ecuación (4.2.12) se satisface para cualesquiera i, j, k ∈ N y g2 ∈ {f1, f2}. Por tanto, al realizar inducción
sobre k sólo tendríamos que demostrar que ∆+ (a) (∆+ (b) ∆+ (c)) = (∆+ (a) ∆+ (b)) ∆+ (c) para i, j, k ∈ N,
a ∈ Hi, b ∈ Hj y c ∈ Hk. No realizaremos tal ya que es análoga a las anteriores. Así, concluimos que si

i, j, k ∈ N, a ∈ Hi, b ∈ Hj y c ∈ Hk, entonces γ (a, b, c) − Γ (a, b, c) = 0, y en consecuencia a (bc) − (ab) c ∈
P ∩ µ (I ⊗ I) = 0. �

Lema 4.27. Si H es conexo, autoadjunto y h ∈ I, entonces h ∈ P si y sólo si h ∈ (µ (I ⊗ I))
⊥
.

Demostración. Sean h ∈ I y a ∈ I ⊗ I, como H autoadjunto,

〈h, µ (a)〉 = 〈∆ (h) , a〉 =
〈
h⊗ η (1) + η (1)⊗ h+ ∆+ (h) , a

〉
.

De la Observación 4.15 se concluye que I ⊗ H0 y H0 ⊗ I son ortogonales a I ⊗ I en H ⊗ H, por lo tanto,

〈h, µ (a)〉 = 〈∆+ (h) , a〉. De esta igualdad podemos deducir que si h ∈ P y µ (a) ∈ µ (I ⊗ I), entonces

h ∈ (µ (I ⊗ I))
⊥, es decir, P ⊆ (µ (I ⊗ I))

⊥. Para mostrar la contención (µ (I ⊗ I))
⊥ ⊆ P , supongamos que

h ∈ I es ortogonal a cualquier µ (a) ∈ I ⊗ I. Entonces h es ortogonal a cada µ (a) con a ∈ I ⊗ I ∩Ω (H ⊗H).

Si ∆+ (h) =
n∑
i=0

ziai con ai ∈ I ⊗ I ∩ Ω (H ⊗H) para cada i ∈ {0, 1, . . . , n}, entonces 0 = 〈h, µ (aj)〉 =

〈∆+ (h) , aj〉 =
n∑
i=0

zi 〈ai, aj〉 = zj para toda j ∈ {0, 1, . . . , n}. Así, ∆+ (h) = 0, es decir, h ∈ P . �

Observación 4.28. Notemos que el Lema 4.27 asegura que P ∩ µ (I ⊗ I) = 0 en cualquier casi-álgebra

de Zelevinsky, ya que el producto interior es positivo de�nido.

Tenemos lo necesario para demostrar lo siguiente:
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Teorema 4.29. Cualquier casi-álgebra de Zelevinsky es un álgebra de Zelevinsky conmutativa y cocon-

mutativa.

Demostración. La Observación 4.28 y los Lemas 4.26 y 4.27 implican que cualquier casi-álgebra de

Zelevinsky es asociativa y conmutativa. Resta mostrar que si H es una casi-álgebra de Zelevinsky, entonces

H es coasociativa y coconmutativa. Fijemos w, x, y, z, u ∈ Ω (H).

Comencemos con la coasociatividad. Notemos que como H es autoadjunta, la de�nición del producto

interior en H ⊗H implica que IdH ⊗ µ es adjunto de IdH ⊗∆ y µ⊗ IdH lo es de ∆⊗ IdH , pues

〈w ⊗ x, y ⊗ z〉 = δw⊗x,y⊗z = δwyδxz = 〈w, y〉 〈x, z〉 ;

por tanto,

〈IdH ⊗ µ (w ⊗ x⊗ y) , z ⊗ u〉 = 〈w ⊗ µ (x⊗ y) , z ⊗ u〉

= 〈w, z〉 〈µ (x⊗ y) , u〉

= 〈w, z〉 〈x⊗ y,∆ (u)〉

= 〈w ⊗ x⊗ y, IdH ⊗∆ (z ⊗ u)〉 .

De esto último y de la asociatividad de H concluimos que

〈w ⊗ x⊗ y, (IdH ⊗∆) ◦∆ (z)〉 = 〈IdH ⊗ µ (w ⊗ x⊗ y) ,∆ (z)〉

= 〈µ ◦ (IdH ⊗ µ) (w ⊗ x⊗ y) , z〉

= 〈µ ◦ (µ⊗ IdH) (w ⊗ x⊗ y) , z〉

= 〈w ⊗ x⊗ y, (∆⊗ IdH) ◦∆ (z)〉 .

Lo anterior es cierto para cualesquiera w, x, y, z ∈ Ω (H); así que (∆⊗ IdH)◦∆ (z) = (IdH ⊗∆)◦∆ (z) para

cada z ∈ Ω (H). Por linealidad tenemos lo deseado.

Para mostrar la coconmutatividad veamos que T es autoadjunto:

〈w ⊗ x, T (y ⊗ z)〉 = 〈w ⊗ x, z ⊗ y〉 = 〈w, z〉 〈x, y〉 = 〈x, y〉 〈w, z〉 = 〈x⊗ w, y ⊗ z〉 = 〈T (w ⊗ x) , y ⊗ z〉 .

Realizando un cálculo análogo al realizado para mostrar la coasociatividad, utilizando que H es conmutativa

(µ = µ ◦ T ) se obtiene lo buscado. �

Como cualquier álgebra de Zelevinsky es una casi álgebra de Zelevinsky, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 4.30. Toda álgebra de Zelevinsky es conmutativa y coconmutativa.

4.3. El grupo de Grothendieck asociado a un grupo �nito

En el Capítulo 1 demostramos que las clases de isomor�smo de representaciones de dimensión n de un

grupo �nito G forman un conjunto, lo que justi�ca la siguiente de�nición.

Definición 4.31. Sea G un grupo �nito. De�nimos el grupo de Grothendieck R (G) asociado a G, como

el cociente F/E del grupo abeliano libre con base las clases de isomor�smo de repG por el subgrupo generado

por el conjunto {[V ] + [W ]− [V ⊕W ] | V,W ∈ repG}, donde [V ] denota la clase de isomor�smo de V .1

1La de�nición general del grupo de Grothendieck para categorías aditivas hace uso de sucesiones exactas cortas; sin embargo,
optamos por la De�nición 4.31, pues no introdujimos el concepto de suseción exacta ni el de categoría aditiva, además el hecho
de que el álgebra de grupo sobre C de un grupo �nito es semisimple implica que la De�nición 4.31 coincide con la de�nición
general de grupo de Grothendieck.
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Denotaremos con A a un sistema de representantes de representaciones irreducibles de dimensión �nita

de G.

Proposición 4.32. El grupo de Grothendieck de G es libre con base {[W ] + E | W ∈ A}.

Demostración. Es claro que R (G) es generado por {[W ] + E | W ∈ A}, ya que toda representación

de dimensión �nita de G es suma directa de irreducibles.

Para cada W ∈ A de�namos fW : Z→ R (G) como fW (1) = [W ] +E, así, por la propiedad universal de

la suma directa, existe un único mor�smo f : Z|A| → R (G) tal que

f
(
(aW )W∈A

)
=
∑
W∈A

aW [W ] + E.

Construyamos su inverso. Sea
∑
j

aj [Vj ] +E ∈ R (G). Para cada j consideremos
⊕
W∈A

VW,j con VW,j ∼= WnW,j ,

la descomposición en componentes isotípicas de Vj . De�namos g : R (G)→ Z|A| como

g

∑
j

aj [Vj ] + E

 =

∑
j

ajnW,j


W∈A

.

Veamos que g está bien de�nida. Si
∑
j

aj [Vj ]+E =
∑
j

bj [Vj ]+E (sin pérdida de generalidad podemos suponer

que los sumandos son los mismos aunque algunos coe�cientes sean cero), entonces
∑
j

aj [Vj ] −
∑
j

bj [Vj ] =∑
k

ck ([V ′k] + [Uk]− [V ′k ⊕ Uk]) ∈ E, por lo tanto,∑
j

ajnW,j


W∈A

−

∑
j

bjnW,j


W∈A

= g

∑
j

(aj − bj) [Vj ] + E


= g

(∑
k

ck ([V ′k] + [Uk]− [V ′k ⊕ Uk]) + E

)

=

(∑
k

ck
(
n′W,k +m′W,k −

(
n′W,k +m′W,k

)))
W∈A

(4.3.1)

= 0

((4.3.1) se debe a que g ([V ′k ⊕ Uk] + E)W es la multiplicidad de W en V ′k ⊕ Uk, y ésta es la suma de las

multiplicidades de W en V ′k y Uk). Así, g está bien de�nida. Mostremos que f y g son inversos. Si
∑
j

aj [Vj ] +

E ∈ R (G), entonces

f ◦ g

∑
j

aj [Vj ] + E

 = f

∑
j

ajni,j


W∈A


=
∑
W∈A

∑
j

ajnW,j [W ] + E

=
∑
W∈A

∑
j

aj [WnW,j ] + E

=
∑
j

aj

[⊕
W∈A

WnW,j

]
+ E

=
∑
j

aj [Vj ] + E;
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si (aW )W∈A ∈ Z|A|, entonces

g ◦ f
(
(aW )W∈A

)
= g

(∑
W∈A

aW [W ] + E

)
= (aW )W∈A .

Concluimos que f es un isomor�smo, lo que implica que R (G) es libre con base {[W ] + E | W ∈ A} �

En adelante consideraremos R (G) como el grupo abeliano libre con base las clases de isomor�smo de las

representaciones irreducibles de G. Si V ∈ repG y V ∼=
⊕
W∈A

WnW , la identi�caremos con
∑
W∈A

nW [W ] ∈ R (G)

y en algunos casos, para facilitar la notación, también la denotaremos con [V ].

A través del producto tensorial podemos asignar a R (G) estructura de anillo conmutativo con uno. Si∑
i

bi [Wi] ,
∑
i

ai [Wi] ∈ R (G), de�nimos

(∑
i

bi [Wi]

)
·
(∑

i

ai [Wi]

)
=
∑
i,j

bjai ([Wi ⊗Wj ]). De la conmutatividad

y asociatividad del producto tensorial2 se sigue la conmutatividad y asociatividad de esta operación; es claro

que el neutro de esta operación es la representación trivial y la distributividad se sigue de la misma de�nición.

La Proposición 1.36 implica de forma clara el siguiente resultado.

Corolario 4.33. Si χW es el caracter de W , entonces la función χ : R (G) → ClC (G) de�nida en las

clases de irreducibles mediante χ ([W ]) = χW es un mor�smo de anillos.

Observación 4.34. Si G y H son grupos �nitos y F : repG → repH es un funtor aditivo, es decir,

un funtor que satisface que F (V ⊕W ) ∼= F (V ) ⊕ F (W ) y F (f + g) = F (f) + F (g) para cualesquiera

V,W ∈ repG cualesquiera mor�smos f y g, entonces F de�ne un mor�smo de grupos abelianos de R (G) a

R (H), de�nido en las clases de representaciones irreducibles de la siguiente manera [V ] 7→ [F (V )].

Si tenemos dos grupos G yH , (ρ, V ) ∈ RepG, (π,W ) ∈ RepH y de�nimos ρ�π : G×H → EndC (V ⊗W )

como ρ�π (g, h) = ρ (g)⊗π (h), entonces (ρ� π, V ⊗W ) ∈ Rep (G×H). Denotaremos a esta representación

de G×H con V �W .

Nota: Esta notación se adopta para evitar confundir V �W con la representación V ⊗W , donde V y W

son representaciones del mismo grupo.

Proposición 4.35. Si V ∈ repG y W ∈ repH son irreducibles entonces V �W es irreducible.

Demostración. Sean χV y χW los caracteres de V y W respectivamente. Por la Proposición 1.29, si

χ es el caracter de V �W , entonces χ (g, h) = χV (g)χW (h) para cada (g, h) ∈ G ×H. Como V y W son

irreducibles, satisfacen que 1
|G|
∑
g∈G

(χV (g))
2

= 1 = 1
|H|

∑
h∈H

(χW (h))
2. Por lo tanto,

1 =

 1

|G|
∑
g∈G

(χV (g))
2

 1

|H|
∑
h∈H

(χW (h))
2

=
1

|H| |G|
∑
h∈H

∑
g∈G

(χW (h))
2

(χV (g))
2

=
1

|G×H|
∑

(g,h)∈G×H

(χ (g, h))
2
,

lo que concluye la demostración. �

2Aunque no demostramos que el producto tensorial sobre C satisface las propiedades mencionadas al pensar a los espacios como
representaciones, no es difícil veri�carlas utilizando caracteres.
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Proposición 4.36. Si {χi | i ∈ [1, n]} y {χj | j ∈ [1,m]} son los caracteres irreducibles de G y de H

respectivamente, y denotamos con χi,j a la función de clase de G×H en C tal que χi,j (g, h) = χi (g)χj (h)

para cada (g, h) ∈ G×H, entonces {χi,j | i ∈ [1, n] y j ∈ [1,m]} es base ortonormal de ClC (G×H).

Demostración. Por la proposición anterior basta demostrar que {χi,j | i ∈ [1, n] y j ∈ [1,m]} es base
de ClC (G×H) y para eso procederemos de manera análoga a la demostración del Teorema 1.49 y haremos

uso de él. Sea χ ∈ ClC (G×H) tal que 〈χ, χi,j〉 = 0 para cualesquiera i ∈ [1, n] y j ∈ [1,m]. Entonces

0 =
1

|G×H|
∑

(g,h)∈G×H

χ (g, h)χi,j (g, h)

=
1

|G×H|
∑

(g,h)∈G×H

χ(g, h)χi (g)χj (h)

=
1

|H|
∑
h∈H

 1

|G|
∑
g∈G

χ(g, h)χi (g)

χj (h)

para cada i. Obsérvese que 1
|G|
∑
g∈G

χ(g, ·)χi (g) ∈ ClC (H), pues
(
g, h0hh

−1
0

)
= (eG, h0) (g, h) (eG, h0)

−1. El

Teorema 1.49 implica que

(4.3.2)
1

|G|
∑
g∈G

χ(g, h)χi (g) = 0

para toda h ∈ H y toda i. De un argumento análogo al anterior, aplicado a la Ecuación (4.3.2), concluimos

que χ (g, h) = 0 para cualesquiera h ∈ H y g ∈ G. �

Son inmediatos los siguientes resultados con los que terminamos este capítulo.

Corolario 4.37. Si U ∈ rep (G×H) es irreducible, entonces existen V ∈ repG y W ∈ repH irreducibles

tales que U ∼= V �W en rep (G×H).

Corolario 4.38. Las funciones Γ : R (G×H) → R (G) ⊗Z R (H) y Θ : R (G) ⊗Z R (H) → R (G×H)

de�nidas en las clases de irreducibles mediante Γ ([U ]) = [V ] ⊗ [W ] y Θ ([V ]⊗ [W ]) = [V �W ], donde

U ∼= V �W , son isomor�smos de grupos abelianos mutuamente inversos.



Capítulo 5

El anillo R (S)

Terminamos con este capítulo en el que estudiaremos un anillo particular relacionado con el grupo

simétrico. La referencia para este capítulo será [11]. Comenzamos con una sencilla observación:

Sean n ∈ N y Sn el grupo de permutaciones de n elementos. Para k, l ∈ N tales que k + l = n de�namos

ι : Sk × Sl → Sn mediante la regla

ι (σ, τ) (a) =

σ (a) si a ≤ k;

k + τ (a− k) si k < a.

para cada σ ∈ Sk y τ ∈ Sl. Es claro que para cada σ ∈ Sk y τ ∈ Sl, ι (σ, τ) ∈ Sn. Más aún. ι es monomor�smo

de grupos: la inyectividad es clara, y si σ, γ ∈ Sk y τ, π ∈ Sl, entonces

ι (σγ, τπ) (a) = σγ (a) = ι (σ, τ) ι (γ, π) (a)

para a ≤ k, mientras que

ι (σ, τ) ι (γ, π) (a) = ι (σ, τ) (k + π (a− k)) = k + τπ (a− k) = ι (σγ, τπ) (a)

para a > k. De este modo, la función ι es un isomor�smo de grupos sobre su imagen. Escribiremos Sk×Sl :=

ι (Sk × Sl) y (σ, τ) := ι (σ, τ). Con esta convención, los funtores

IndSnSk×Sl : rep (Sk × Sl)→ repSn

y

ResSnSk×Sl : repSn → rep (Sk × Sl)

están bien de�nidos. Como mostramos en la Sección 2.1, estos funtores son aditivos y, por los Corolarios 4.37

y 4.38 tenemos mor�smos de grupos abelianos

Ink,l : R (Sk)⊗Z R (Sl)→ R (Sn)

y

Rnk,l : R (Sn)→ R (Sk)⊗Z R (Sl)

de�nidos en las clases de irreducibles a través de la regla

Ink,l ([V ]⊗ [W ]) =
[
IndSnSk×Sl (Θ ([V ]⊗ [W ]))

]
=
[
IndSnSk×Sl (V �W )

]
y

Rnk,l ([V ]) = Γ
([
ResSnSk×Sl (V )

])
.

Consideraremos el grupo abeliano R (S) :=
⊕
n∈N

R (Sn). En la Sección 4.3 dotamos a cada grupo de Grothen-

dieck R (Sn) de estructura de anillo utilizando el producto tensorial de representaciones por lo que R (S) es

un anillo con la suma y el producto defnidos coordenada a coordenada. Sin embargo, no consideraremos esta

estructura.

56
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Como para cada n, k, l ∈ N tales que n = k + l están de�nido los mor�smos Ink,l y R
n
k,l, por la propiedad

universal de la suma, existen mor�smos µ : R (S)⊗R (S)→ R (S) y ∆ : R (S)→ R (S)⊗R (S) tales que

µ �R(Sk)⊗R(Sl)= Ik+l
k,l

y

∆ �R(Sn)=
∑
k+l=n

Rnk,l.

Nótese que R (S0) ∼= Z, ya que S0 es el grupo de permutaciones del vacío, es decir, S0 es trivial; además, si

[C0] denota a la clase de la representación trivial de S0, entonces R (S0) es libre con base {[C0]}. Denotemos

con η0 al isomor�smo entre Z y R (S0) de�nido mediante 1 7−→ [C0], con ε0 a su inverso, con ι0 a la inclusión

de R (S0) en R (S) y con π0 a la proyección del último en el primero. De�namos

η : Z→ R (S)

y

ε : R (S)→ Z

como las composiciones η = η0 ◦ ι0 y ε = π0 ◦ ε0.

Demostraremos que (R (S) , µ, η,∆, ε) es un álgebra de Zelevinsky y que de hecho tiene antípoda; es decir,

que es un álgebra de Hopf. Por el Teorema 4.29, para mostrar que es un álgebra de Zelevinsky es su�ciente

mostrar que es una casi-álgebra de Zelevinsky.

Hagamos algunas observaciones:

Observación 5.1. Por la manera en que de�nimos µ, ∆, ε y η, se cumple:

µ (R (Sn)⊗Z R (Sm)) ⊆ R (Sn+m) ,

η (Z) ⊆ R (S0) ,

∆ (R (Sn)) ⊆
⊕
k+l=n

R (Sk)⊗R (Sl) ,

ε (R (Sn)) = 0

para cada n > 0, y ε0 y η0 son inversos uno del otro.

Observación 5.2. Si consideramos cada R (Sn) un grupo con base, de�niendo Ω (R (Sn)) como el con-

junto de clases de isomor�smo de representaciones irreducibles de dimensión �nita de Sn, entonces (R (Sn))
+

es el conjunto de clases de isomor�smo de repSn. Lo anterior implica que

Ink,l ([V ]⊗ [W ]) =
[
IndSnSk×Sl (V �W )

]
∈ (R (Sn))

+

y

Rnk,l ([U ]) = Γ
([
ResSnSk×Sl (U)

])
∈ (R (Sk)⊗Z R (Sl))

+

para cualesquiera k, l, n ∈ N tales que k + l = n, [V ] ⊗ [W ] ∈ (R (Sk)⊗Z R (Sl))
+ y [U ] ∈ (R (Sn))

+.

Además, si
n∑
i=0

ziri ∈ (R (S))
+, donde ri ∈ R (Si), entonces es claro que ri ∈ (R (Si))

+; de manera análoga,

si
∑
i,j

zi,jri,j ∈ (R (S)⊗R (S))
+ con ri,j ∈ R (Si) ⊗ R (Sj), entonces ri,j ∈ (R (Si)⊗R (Sj))

+. De todo esto

podemos concluir que µ, ∆, ε y η son mor�smos positivos, ya que

µ

∑
i,j

zi,jri,j

 =
∑
i,j

zi,jµ (ri,j) =
∑
i,j

zi,jI
i+j
i,j (ri,j) ,
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∆

(
n∑
i=0

ziri

)
=

n∑
i=0

zi∆ (ri) =
n∑
i=0

zi
∑
k+l=i

Rik,l (ri) ,

ε

(
n∑
i=0

ziri

)
=

n∑
i=0

ziε (ri) = z0n0,

donde r0 = n0 [C0], y para cada n ∈ Z+

η (n) = n [C0] .

Observación 5.3. Para [W ] , [U ] ∈ Ω (R (Sn)), por el Lema de Schur, el producto interior (en R (Sn)) de

[W ] con [U ] coincide con el producto interior de caracteres de�nido en la Sección 1.6, es decir, 〈[W ] , [U ]〉 =

dimCHomC[Sn] (W,U). Por tanto, Reciprocidad de Frobenius signi�ca (por linealidad) que µ y ∆ son adjuntos

respecto al producto interior de R (S) y R (S)⊗Z R (S) como grupos con base. También ε y η son adjuntos

con respecto al producto interior de R (S) y Z, ya que 〈1, ε ([C0])〉 = 〈1, 1〉 = 〈[C0] , [C0]〉 = 〈η (1) , [C0]〉.

Observación 5.4. De la Observación 5.1 podemos deducir que si [W ] ∈ Ω (R (Sn)), [V ] ∈ Ω (R (Sm)) y

n + m 6= 0, entonces (ε ◦ µ) ([W ]⊗ [V ]) = 0 = ε ([W ]) ε ([V ]). Si n = m = 0, es decir, si [W ] = [V ] = [C0],

entonces (ε ◦ µ) ([W ]⊗ [V ]) = ε
([
IndS0

S0
(W � V )

])
= ε ([C0]) = ε ([C0]) ε ([C0]). Por tanto

ε ◦ µ = εε.

Además

(∆ ◦ η) (1) = ∆ ([C0]) = Γ
([
ResS0

S0
(C0)

])
= [C0]⊗ [C0] = η (1)⊗ η (1)

y

ε ◦ η (1) = 1 = ηZ (1) .

En vista de las Observaciones 5.1-5.4, si demostramos que ∆ ◦ µ = (µ⊗ µ) ◦ (Id⊗ T ⊗ Id) ◦ (∆⊗∆),

entonces tendremos que R (S) es una casi-álgebra de Zelevinsky.

Notemos que si [W ] ∈ Ω (R (Sk′)⊗R (Sl′)), entonces

∆ (µ ([W ])) =
∑

k+l=k′+l′

Γ
[
Res

Sk′+l′
Sk×Sl

(
Ind

Sk′+l′
Sk′×Sl′ (W )

)]
,

por lo que es de esperarse que la Fórmula de Restricción de Mackey juegue un papel muy importante para

mostrar que ∆ ◦ µ = (µ⊗ µ) ◦ (Id⊗ T ⊗ Id) ◦ (∆⊗∆).

Para mostrar que ∆ es mor�smo de álgebras necesitamos diversos resultados.

Definición 5.5. Sea n ∈ N. Una composición débil c de n es una sucesión c = (ci)i∈N+ tal que ci ∈ N y∑
i

ci = n

En la De�nición 3.1 se introdujo el concepto de partición. Éste di�ere del concepto de composición débil,

pues la De�nición 5.8 no pide que la sucesión c esté ordenada.

Si c es una composición débil de n entonces existe r ∈ N tal que ci = 0 para cada i > r, pues
∑
i

ci = n.

Así, escribiremos c = (c1, . . . , cr).

Definición 5.6. Sea c = (c1, . . . , cr) una composición débil de n. El diagrama débil d de c es el conjunto

de parejas d = {(i, l) | i ∈ [1, r] y l ∈ [1, ci]}.
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Definición 5.7. Sea c = (c1, . . . , cr) una composición débil de n. Una tabla débil γ de c es una función

biyectiva γ : d→ [1, n], donde d es el diagrama débil de c.1

Como en el Capítulo 3, si c = (c1, . . . , cr) es una composición débil de n y γ una tabla débil de c,

de�nimos R (γ) = {p ∈ Sn | p (γ (i, l)) = γ (i, l′) para cada i ∈ [1, r]}.

Teorema 5.8. Sea n ∈ N. Si a = (a1, . . . , ar) y b = (b1, . . . , br) son composiciones débiles de n y α y β

tablas débiles de a y b respectivamente, tales que α (k, l) = l+
∑
i<k

ai y β (k, l) = l+
∑
j<k

bj, entonces las órbitas

de Sn bajo la acción de R (β) × R (α) están parametrizadas por matrices M = [Mij ] con i [1, r], j ∈ [1, s] y

Mij ∈ N tales que
r∑
i=1

Mij = bj y
s∑
j=1

Mij = ai: de�nimos la órbita asociada a M como

OM := {σ ∈ Sn | para Mij , tenemos que Mij = |σ (Ai) ∩Bj |} ,

donde Ai = {α (i, l) | l ∈ [1, ai]} y Bj = {β (j, l) | l ∈ [1, bj ]}.

Demostración. Si σ ∈ Sn y (ρ, γ) ∈ R (β)×R (α), entonces para cada i y j tenemos que

(ρ, γ)σ (Ai) ∩Bj = ρσγ−1 (Ai) ∩Bj = ρσ (Ai) ∩Bj = ρ
(
σ (Ai) ∩ ρ−1Bj

)
= ρ (σ (Ai) ∩Bj) ,

ya que Ai y Bj son los renglones i y j de α y β respectivamente. Por lo tanto, |(ρ, γ)σ (Ai) ∩Bj | =

|ρ (σ (Ai) ∩Bj)| = |σ (Ai) ∩Bj |, es decir, O (σ) ⊆ OM si de�nimos Mij = |σ (Ai) ∩Bj | (de la de�nición

de Ai y Bj y la biyectividad de σ se sigue que
r∑
i=1

Mij = bj y
s∑
j=1

Mij = ai). Para mostrar la con-

tención OM ⊆ O (σ) es su�ciente probar que si σ, τ ∈ Sn satisfacen que |σ (Ai) ∩Bj | = |τ (Ai) ∩Bj |
para toda i y toda j, entonces O (σ) = O (τ). Supongamos que σ, τ ∈ Sn cumplen que |σ (Ai) ∩Bj | =

|τ (Ai) ∩Bj | para cualesquiera i y j. Entonces |{l | σ (α (i, l)) ∈ Bj}| = |{l | τ (α (i, l)) ∈ Bj}|, de manera

que existe una biyección ϕij : {l | σ (α (i, l)) ∈ Bj} → {l | τ (α (i, l)) ∈ Bj} tal que ϕij (l) = l para cada

l ∈ {l | σ (α (i, l)) ∈ Bj} ∩ {l | τ (α (i, l)) ∈ Bj}. De�namos pij ∈ Sn mediante

pij (α (k, l)) =

α (i, ϕij (l)) si k = i y σ (α (i, l)) ∈ Bj ;

α (k, l) en otro caso.

Es claro que pij ∈ R (α). Como |σ (Ai) ∩Bj | = |τ (Ai) ∩Bj |, entonces existe ψij : {l | β (j, l) ∈ τ (Ai)} →
{l | β (j, l) ∈ σ (Ai)} biyectiva tal que β (j, ψij (l0)) = σ (α (i, l)) si β (j, l0) = τ (α (i, ϕij (l))). De�namos

πij ∈ Sn a través de la regla

πij (β (k, l0)) =

β (j, ψij (l0)) si k = i y β (j, l0) ∈ τ (Ai) ;

β (k, l0) en otro caso.

Claramente πij ∈ R (β). Hemos de�nido pij yπij para cada i y cada j, así que∏
i,j

πij

 τ

∏
i,j

pij

 (α (k, l)) =

∏
i,j

πij

 τ (pkj0 (α (k, l))) =

∏
i,j

πij

 τ (α (k, ϕk,j0 (l))) =

= πkj0 (τ (α (k, ϕk,j0 (l)))) = σ (α (k, l)) ,

es decir

(∏
i,j

πij

)
τ

(∏
i,j

pij

)
= σ. Por lo tanto, O (σ) = O (τ). �

1En [7] Richard Stanley de�ne composición débil como se hizo aquí; sin embargo no utiliza las nociones de diagrama débil ni
tabla débil. Introdujimos las De�niciones 5.6 y 5.7 sólo para diferenciarlas de las correspondientes para particiones que Stanley
utiliza para referirse a Diagrama de Young y Tabla estándar.
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Gracias a este resultado podemos elegir de forma conveniente un conjunto completo de representantes de

las órbitas de Sn bajo la acción de R (β)×R (α). Bajo las hipótesis del Teorema 5.8, tomemos M = [Mij ] y

notemos que si �jamos i0, para cada l ∈ [1, ai0 ] existen únicos b y jo tales que b ∈ [1,Mi0j0 ] y l =
∑
j<j0

Mi0j+b,

ya que ai0 =
s∑
j=1

Mi0j . Por esto, podemos escribir α (io, l) =
∑
i<io

ai +
∑
j<j0

Mi0j + b. De�namos σM ∈ Sn como

σM (α (i0, l)) =
∑
j<j0

bj +
∑
i<i0

Mij0 + b.

Es claro que
∑
i<i0

Mij0 + b ∈ [1, bj0 ], por lo que σM (α (i0, l)) = β

(
j0,
∑
i<i0

Mij0 + b

)
; como trabajaremos con

el inverso de σM , para ver que σM ∈ Sn, mostraremos que σM es suprayectiva. Para cada j0 y l ∈ [1, bj0 ]

existen únicos b e i0 tales que b ∈ [1,Mi0j0 ] y l =
∑
i<i0

Mij0 + b, por lo tanto, β (j0, l) =
∑
j<j0

bj +
∑
i<i0

Mij0 + b

y σM

(
α

(
i0,
∑
j<j0

Mi0j + b

))
= β (j0, l), es decir, σ−1

M (β (j0, l)) =
∑
i<io

ai +
∑
j<j0

Mi0j + b. Notemos que

σM ∈ OM , pues σM (α (i0, l)) ∈ Bj0 si y sólo si existe b tal que b ∈ [1,Mi0j0 ] y l =
∑
j<j0

Mi0j + b, es decir

|σM (Ai0) ∩Bj0 | = Mi0j0 para cualesquiera i0 y j0.

En vista de lo anterior, como representante de cada órbita OM de Sn elegiremos a σM . Queremos calcular

Res
Sk′+l′
Sk×Sl ◦ Ind

Sk′+l′
Sk′×Sl′ , así que estudiaremos los subgrupos y funtores necesarios en la Fórmula de Restricción

de Mackey en este caso. Consideremos b = (b1, b2) = (k, l) y a = (a1, a2) = (k′, l′) composiciones débiles de

n, α y β tablas débiles de ellas como en el Teorema 5.8.

Proposición 5.9. Se cumplen las igualdades: R (α) = Sk′ × Sl′ y R (β) = Sk × Sl.

Demostración. Si p ∈ R (β), entonces la de�nición de α implica que p (a) ≤ k si y sólo si a ≤ k. Por

tanto podemos de�nir p2 ∈ Sl a través de la regla p2 (a) = p (a+ k) − k y p1 ∈ Sk mediante p1 (a) = p (a).

De este modo, p = (p1, p2) ∈ Sk × Sl, es decir, R (β) ⊆ Sk × Sl. La contención Sk × Sl ⊆ R (β) es clara y

análogamente se demuestra la igualdad R (α) = Sk′ × Sl′ . �

De acuerdo con el Teorema 5.8, las órbitas de Sn bajo la acción de (Sk × Sl)× (Sk′ × Sl′) están parame-

trizadas por matricesM =

(
M11 M12

M21 M22

)
tales queMij ∈ N, k = M11 +M21, l = M12 +M22, k′ = M11 +M12

y l′ = M21 +M22. Además

σM (a) =



a si a ≤M11;

k + b si a = M11 + b y b ∈ [1,M12] ;

M11 + b si a = k′ + b y b ∈ [1,M21;]

k +M12 + b = a si a = k′ +M21 + b y b ∈ [1,M22] ;

y

σ−1
M (a) =



a si a ≤M11;

k′ + b si a = M11 + b y b ∈ [1,M21] ;

M11 + b si a = k + b y b ∈ [1,M12] ;

k′ +M21 + b = a si a = k +M12 + b y b ∈ [1,M22] .

En adelante, M denotará alguna de estas matrices.

Lema 5.10. Para cada M se satisface que R (α) ∩ σ−1
M R (β)σM = SM11

× SM12
× SM21

× SM22
.
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Demostración. Debido a que k′ = M11 + M12 y l′ = M21 + M22, el producto SM11 × SM12 es un

subgrupo de Sk′ y SM21 × SM22 lo es de Sl′ . Por la Proposición 5.9, tenemos que

SM11 × SM12 × SM21 × SM22 ⊆ R (α) .

Para mostrar que

SM11 × SM12 × SM21 × SM22 ⊆ R (α) ∩ σ−1
M R (β)σM ,

probaremos que

SM11 × SM12 × SM21 × SM22 ⊆ σ−1
M R (β)σM .

Sean σ ∈ SM11 × SM12 × SM21 × SM22 y a ∈ [1, n].

Si a ≤ M11, entonces σ
−1
M (a) = a, pues M11 ≤ k = M11 + M21; por tanto, σσ

−1
M (a) = σ (a) ≤ M11, así

σMσ (a) = σ (a), lo que implica que

σMσσ
−1
M (a) = σ (a) ≤M11 ≤ k.

Si M11 < a = M11 + b con b ∈ [1,M21], entonces σ−1
M (a) = k′ + b y k′ < σ−1

M (a) ≤ k′ + M21. Ya que,

k′ < σσ−1
M (a) ≤ k′ +M21, concluimos que

σMσσ
−1
M (a) ≤ k.

En suma, si a ∈ [1, k], entonces σMσσ
−1
M (a) ≤ k y, dado que σMσσ

−1
M es biyectiva, deducimos que

σMσσ
−1
M (a) > k si a > k. Por lo tanto, σMσσ

−1
M ∈ R (β), es decir, σ ∈ σMR (β)σ−1

M . Hemos probado que

SM11
× SM12

× SM21
× SM22

⊆ σ−1
M R (β)σM .

Veamos la contención R (α) ∩ σ−1
M R (β)σM ⊆ SM11

× SM12
× SM21

× SM22
.

Considérese σ ∈ R (α) ∩ σ−1
M R (β)σM y a ∈ [1, n]. Por la Proposición 5.9 existen (ρ′, τ ′) ∈ Sk′ × Sl′ y

(ρ, τ) ∈ Sk × Sl tales que
σ = (ρ′, τ ′) = σ−1

M (ρ, τ)σM .

Si a ≤M11, entonces σM (a) = a ≤M11 y por tanto

σ (a) = ρ′ (a) = σ−1
M ρ (a) .

Supongamos que σ (a) > M11, entonces existe b ∈ [1,M12] tal queM11 < σ (a) = M11 +b, pues σ (a) = ρ′ (a).

Por tanto,

k ≥ ρ (a) = σMσ (a) = k + b > k,

lo que es un absurdo; así que

σ (a) ≤M11.

Si M11 < a ≤M11 +M12 = k′, por lo anterior y la biyectividad de σ, concluimos que M11 < σ (a). Además,

σ (a) = ρ′ (a) ≤ k′, lo que implica que M11 < σ (a) ≤M11 +M12.

Si M11 +M12 +M21 < a, entonces, por la biyectividad de σ, se satisface que

k′ < σ (a)

y

σ (a) = σ−1
M (τ (a− k) + k) ,

pues M11 +M12 +M21 = k +M12 y σM (a) = a. Supongamos que σ (a) = k′ + b con b ∈ [1,M21]. Entonces

k < τ (a− k) + k = σMσ (a) = M11 + b ≤ k,
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por tanto

M11 +M12 +M21 < σ (a) .

De la biyectividad de σ se sigue que si

M11 +M12 < a ≤M11 +M12 +M21,

entonces

M11 +M12 < σ (a) ≤M11 +M12 +M21.

Por lo tanto, σ ∈ SM11
× SM12

× SM21
× SM22

y así,

R (α) ∩ σ−1
M R (β)σM = SM11

× SM12
× SM21

× SM22

. �

Lema 5.11. Para cada M , se satisface la igualdad

σM (SM11
× SM12

× SM21
× SM22

)σ−1
M = SM11

× SM21
× SM12

× SM22
.

Más aún, si (α, β, γ, δ) ∈ SM11
× SM12

× SM21
× SM22

, entonces σM (α, β, γ, δ)σ−1
M =(α, γ, β, δ).

Demostración. Si a ≤M11 o M11 +M12 +M21 < a, la de�nición de σM asegura que

a = σ−1
M (a) = σM (a) ;

así que, para cada σ ∈ SM11
× SM12

× SM21
× SM22

se cumple que si a ≤ M11, entonces σMσσ
−1
M (a) ≤ M11

y si M11 +M12 +M21 < a, entonces M11 +M12 +M21 < σMσσ
−1
M (a). Así, por la biyectividad de σM , resta

demostrar que si M11 < a = M11 + b con b ∈ [1,M21], entonces M11 < σMσσ
−1
M (a) ≤M11 +M21 para toda

σ ∈ SM11
× SM12

× SM21
× SM22

. Supongamos que M11 < a = M11 + b con b ∈ [1,M21]. Entonces

M11 +M12 < σ−1
M (a) = k′ + b ≤ k′ +M21,

por lo que

M11 +M12 < σσ−1
M (a) = k′ + b′ ≤ k′ +M21

y, por último,

M11 < σMσσ
−1
M (a) = M11 + b′ ≤M11 +M21.

Por tanto,

σM (SM11 × SM12 × SM21 × SM22)σ−1
M ⊆ SM11 × SM21 × SM12 × SM22 .

De manera análoga se demuestra que

SM11
× SM21

× SM12
× SM22

⊆ σM (SM11
× SM12

× SM21
× SM22

)σ−1
M .

Para mostrar la segunda a�rmación del lema notemos que si b ∈ [1,M21], entonces

σM (α, β, γ, δ)σ−1
M (M11 + b) = σM (α, β, γ, δ) (k′ + b)

= σM (γ (k′ + b− k′) + k′)

= M11 + γ (b)

y

(α, γ, β, δ) (M11 + b) = γ (b) +M11.
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De forma similar se demuestra que para cada b ∈ [1,M12] se tiene que

σM (α, β, γ, δ)σ−1
M (k + b) = (α, γ, β, δ) (k + b) .

�

Siguiendo la notación de la Sección 2.2, la Fórmula de Restricción de Mackey asegura que

(5.0.3) Res
Sk′+l′
Sk×Sl ◦ Ind

Sk′+l′
Sk′×Sl′ (W ) =

⊕
M

IndSk×Sl(Sk′×Sl′ )σ
M

◦ FσM ◦ Res
Sk′×Sl′
σ−1
M (Sk′×Sl′ )σM σM

(W )

para cualquier W ∈ Rep (Sk′ × Sl′), donde para cada matriz M el funtor

FσM : C
[
σ−1
M (Sk′ × Sl′)σM σM

]
-mód→ C [Sk′ × Sl′ ] -mód

está de�nido a través del isomor�smo de C-álgebras

f̄M : C [Sk′ × Sl′ ]→ C
[
σ−1
M (Sk′ × Sl′)σM σM

]
inducido por el isomor�smo de grupos

fM : Sk′ × Sl′ → σ−1
M (Sk′ × Sl′)σM σM ,

dado por fM (σ) = σ−1
M kσM .

Gracias a los Lemas 5.11 y 5.10 podemos reescribir la Ecuación (5.0.3) como

Res
Sk′+l′
Sk×Sl ◦ Ind

Sk′+l′
Sk′×Sl′ (W ) =

⊕
M

IndSk×SlSM11
×SM21

×SM12
×SM22

◦ FσM ◦ Res
Sk′×Sl′
SM11

×SM12
×SM21

×SM22
(W ) .

En vista de esto, analizaremos los funtores IndSk×SlSM11
×SM21

×SM12
×SM22

, FσM y ResSk′×Sl′SM11
×SM12

×SM21
×SM22

.

Se analizará primero IndSk×SlSM11
×SM21

×SM12
×SM22

. Comenzamos con el siguiente lema.

Lema 5.12. Si T es un anillo conmutativo, R y S son T -álgebras B es un R-R-bimódulo, A es un

S-S-bimódulo, C es un R-módulo izquierdo y D es un S-módulo izquierdo; entonces

(B �T A)⊗R⊗TS (C �T D) ∼= (B ⊗R C) �T (A⊗S D)

como R ⊗T S-módulos izquierdos. Donde B �T A denota a B ⊗T A con la acción de R ⊗T S de�nida de la

misma manera en que lo hicimos para representaciones de grupos.

Demostración. De�namos

f0 : (B ×A)× (C ×D)→ (B ⊗R C) �T (A⊗S D)

mediante

f0 (b, a, c, d) = (b⊗ c)⊗ (a⊗ d) .

Para cualesquiera b, b′ ∈ B, a, a′ ∈ A, c ∈ C, d ∈ D y t ∈ T se cumple que

f0 (b, ta, c, d) = (b⊗ c)⊗ (ta⊗ d)

= (b⊗ c)⊗ t (a⊗ d)

= (b⊗ c) t⊗ (a⊗ d)

= (tb⊗ c)⊗ (a⊗ d)

= f0 (bt, a, c, d) ,
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f0 (b+ b′, a, c, d) = (b+ b′ ⊗ c)⊗ (a⊗ d)

= ((b⊗ c) + (b′ ⊗ c))⊗ (a⊗ d)

= (b⊗ c)⊗ (a⊗ d) + (b′ ⊗ c)⊗ (a⊗ d)

= f0 (b, a, c, d) + f0 (b′, a, c, d)

y de manera análoga puede probarse que

f0 (b, a+ a′, c, d) = f0 (b, a, c, d) + f0 (b, a′, c, d) .

Así, existe una función f̄0 : (B �T A) × (C ×D) → (B ⊗R C) �T (A⊗S D) que es mor�smo de grupos

abelianos en la primera entrada y f̄0 ((b⊗ a) , c, d) = f0 (b, a, c, d). De manera análoga podemos mostrar que

existe una única función

f1 : (B �T A)× (C �T D)→ (B ⊗R C) �T (A⊗S D)

que es mor�smo de grupos abelianos en cada entrada y

f1 ((b⊗ a) , (c⊗ d)) = f̄0 ((b⊗ a) , c, d) .

En los tensores elementales de B ⊗T A, C ⊗T D y R⊗T S la función f1 satisface que

f1 ((b⊗ a) (r ⊗ s) , c⊗ d) = f1 (br ⊗ as, c⊗ d)

= (br ⊗ c)⊗ (as⊗ d)

= (b⊗ rc)⊗ (a⊗ sd)

= f1 (b⊗ a, rc⊗ sd)

= f1 (b⊗ a, (r ⊗ s) (c⊗ d)) .

Así que existe un único mor�smo de grupos abelianos

f : (B �T A)⊗R⊗TS (C �T D)→ (B ⊗R C) �T (A⊗S D)

tal que

f (b⊗ a⊗ c⊗ d) = f1 ((b⊗ a) , (c⊗ d)) = f̄0 ((b⊗ a) , c, d) = f0 (b, a, c, d) .

Demostremos que f es el isomor�smo buscado demostrando que es invertible y que su inverso es mor�mso

de R⊗T S-módulos izquierdos. De�namos

g0 : (B × C)× (A×D)→ (B �T A)⊗R⊗TS (C �T D)

a través de la regla

g0 (b, c, a, d) = (b⊗ a)⊗ (c⊗ d) .

Para a ∈ A, d ∈ D, b, b′ ∈ B, c, c′ ∈ C y r ∈ R tenemos que

g0 (br, c, a, d) = (br ⊗ a)⊗ (c⊗ d)

= ((b⊗ a) (r ⊗ 1S))⊗ (c⊗ d)

= (b⊗ a)⊗ ((r ⊗ 1S) (c⊗ d))

= (b⊗ a)⊗ (rc⊗ d)

= g0 (b, rc, a, d) ,
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g0 (b+ b′, c, a, d) = (b+ b′ ⊗ a)⊗ (c⊗ d)

= ((b⊗ a) + (b′ ⊗ a))⊗ (c⊗ d)

= (b⊗ a)⊗ (c⊗ d) + (b′ ⊗ a)⊗ (c⊗ d)

= g0 (b, c, a, d) + g0 (b′, c, a, d) .

De manera similar,

g0 (b, c+ c′, a, d) = g0 (b, c, a, d) + g0 (b, c+ c′, a, d) .

La propiedad universal del producto tensorial asegura la existencia de una única función

ḡ0 : (B ⊗R C)× (A×D)→ (B �T A)⊗R⊗TS (C �T D)

tal que ḡ0 ((b⊗ c) , a, d) = g0 (b, c, a, d) y en la primera coordenada es mor�smo de grupos abelianos. Análo-

gamente obtenemos una función

g1 : (B ⊗R C)× (A⊗S D)→ (B �T A)⊗R⊗TS (C �T D)

que es mor�smo de grupos en cada entrada y

g1 ((b⊗ c) , (a⊗ d)) = g0 (b, c, a, d) .

Además, en los tensores elementales de B ⊗R C, A ⊗S D y para t ∈ T , la función g1 se comporta de la

siguiente manera

g1 ((b⊗ c) t, a⊗ d) = g1 (b⊗ ct, a⊗ d)

= b⊗ a⊗ ct⊗ d

= b⊗ a⊗ c⊗ td

= b⊗ a⊗ c⊗ d

= g1 (b⊗ c, a⊗ td)

= g1 (b⊗ c, t (a⊗ d)) .

Por lo tanto, existe un mor�smo de grupos abelianos

g : (B ⊗R C)⊗T (A⊗S D)→ (B �T A)⊗R⊗TS (C �T D)

tal que

g (b⊗ c⊗ a⊗ d) = g1 ((b⊗ c) , (a⊗ d)) = g0 (b, c, a, d) .

Es claro que f y g son inversos uno del otro por lo que resta mostrar que g es mor�smo de R⊗T S-módulos.

Si b⊗ c ∈ B ⊗R C, a⊗ d ∈ A⊗S D y r ⊗ s ∈ R⊗T S, entonces

g ((r ⊗ s) ((b⊗ c)⊗ (a⊗ d))) = g ((rb⊗ c)⊗ (sa⊗ d))

= rb⊗ sa⊗ c⊗ d

= (r ⊗ s) (b⊗ a)⊗ (c⊗ d)

= (r ⊗ s) ((b⊗ a)⊗ (c⊗ d))

= (r ⊗ s) g ((b⊗ c)⊗ (a⊗ d)) .

Debido a que g se obtuvo por la propiedad universaldel tensor, concluimos que g es mor�smo de R ⊗T S-
módulos izquierdos. �
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Observación 5.13. Notemos que si G y H son grupos, entonces φ : C [G×H]→ C [G]⊗CC [H] de�nido

en G × H mediante la regla φ (g, h) = g ⊗ h es un mor�smo de álgebras ya que φ (gg′, hh′) = gg′ ⊗ hh′ =

(g ⊗ h) (g′ ⊗ h′) = φ (g, h)φ (g′, h′). De hecho, φ es invertible y su inversa es también mor�smo de álgebras,

así que C [G×H] ∼= C [G]⊗C C [H].

Para cualesquiera matrizM =

(
M11 M12

M21 M22

)
y [U � V �W �X] ∈ Ω (R (SM11

× SM21
× SM12

× SM22
))

si escribimos R = C [SM11 × SM21 ], S = C [SM12 × SM22 ] y A = C [SM11 × SM21 × SM12 × SM22 ], entonces la

de�nición de representación inducida nos dice que[
IndSk×SlSM11

×SM21
×SM12

×SM22
(U � V �W �X)

]
= [C [Sk × Sl]⊗A (U � V �W �X)] .

Por la Observación 5.13, podemos escribir[
IndSk×SlSM11

×SM21
×SM12

×SM22
(U � V �W �X)

]
= [(C [Sk]⊗C C [Sk])⊗R⊗CS ((U � V ) � (W �X))] .

El Lema 5.12 asegura que[
IndSk×SlSM11

×SM21
×SM12

×SM22
(U � V �W �X)

]
= [(C [Sk]⊗R (U � V )) � (C [Sl]⊗S (W �X))]

=
[(
IndSkSM11

×SM21
(U � V )

)
�
(
IndSlSM12

×SM22
(W �X)

)]
.

Hemos demostrado el siguiente corolario:

Corolario 5.14. Para cada matriz M y cada [U � V �W �X] ∈ Ω (R (SM11 × SM21 × SM12 × SM22)),

en R (S) se tiene que[
IndSk×SlSM11

×SM21
×SM12

×SM22
(U � V �W �X)

]
= IkM11,M21

([U � V ])⊗ I lM12,M22
([W �X]) .

Falta estudiar los funtores ResSk′×Sl′SM11
×SM12

×SM21
×SM22

y FσM . Como es claro que para todo V � W ∈
Ω (R (Sk′ × Sl′)) se satisface que[

ResSk′×Sl′SM11
×SM12

×SM21
×SM22

(V �W )
]

= Rk
′

M11,M12
([V ])⊗Rl

′

M21,M22
([W ]) ,

comenzaremos a estudiar FσM .

Proposición 5.15. Para cada M , si U � V � W � X ∈ rep (SM11
× SM12

× SM21
× SM22

), entonces

FσM (U � V �W �X) ∼= U �W � V �X en rep (SM11
× SM21

× SM12
× SM22

).

Demostración. Dado que el espacio de la representación FσM (U � V �W �X) es U⊗CV ⊗CW⊗CX,

basta demostrar que el isomor�smo canónico φ : U ⊗C V ⊗C W ⊗C X → U ⊗C W ⊗C V ⊗C X de�nido

mediante φ (u⊗ v ⊗ w ⊗ x) = u⊗w⊗ v⊗ x es isomor�smo de representaciones. Por el Lema 5.11, para cada

(α, β, γ, δ) ∈ SM11 × SM21 × SM12 × SM22 y u⊗ v ⊗ w ⊗ x ∈ U � V �W �X, se cumple que

φ ((α, β, γ, δ) · (u⊗ v ⊗ w ⊗ x)) = φ
(
σ−1
M (α, β, γ, δ)σM (u⊗ v ⊗ w ⊗ x)

)
= φ ((α, γ, β, δ) ((u⊗ v ⊗ w ⊗ x)))

= φ (αu⊗ γv ⊗ βw ⊗ δx)

= αu⊗ βw ⊗ γv ⊗ δx

= (α, β, γ, δ) (u⊗ w ⊗ v ⊗ x)

= (α, β, γ, δ)φ (u⊗ v ⊗ w ⊗ x) .

Por lo tanto, φ es isomor�smo de representaciones. �
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El siguiente corolario es inmediato.

Corolario 5.16. Si

FM : R (SM11)⊗Z R (SM12)⊗Z R (SM21)⊗Z R (SM22)→ R (SM11)⊗Z R (SM21)⊗Z R (SM12)⊗Z R (SM22)

denota al mor�smo de grupos abelianos que de�ne FσM , entonces

FM ([U � V �W �X]) =
(
IdR(S) ⊗ T ⊗ IdR(S)

)
([U ]⊗ [V ]⊗ [W ]⊗ [X])

para cada [U � V �W �X] ∈ Ω (R (SM11
× SM12

× SM21
× SM22

)).

Con todo lo realizado podemos demostrar el siguiente teorema.

Teorema 5.17. En R (S) se satisface que ∆ ◦ µ = (µ⊗ µ) ◦
(
IdR(S) ⊗ T ⊗ IdR(S)

)
◦ (∆⊗∆).

Demostración. Por linealidad es su�ciente mostrar que la igualdad se satisface para cualesquiera

[V ] , [W ] ∈ Ω (R (S)). Para [V ] , [W ] ∈ Ω (R (S)) existen k′, l′ ∈ N tales que [V ] ∈ Ω (R (Sk′)) y [W ] ∈
Ω (R (Sl′)); por lo tanto,

∆ (µ ([V ]⊗ [W ])) = ∆
(
Ik
′+l′

k′,l′ ([V ]⊗ [W ])
)

=
∑

k+l=k′+l′

Rk
′+l′

k,l

(
Ik
′+l′

k′,l′ ([V ]⊗ [W ])
)

=
∑

k+l=k′+l′

Γ
[
Res

Sk′+l′
Sk×Sl ◦ Ind

Sk′+l′
Sk′×Sl′ (V �W )

]

=
∑

k+l=k′+l′

[⊕
M

IndSk×SlSM11
×SM21

×SM12
×SM22

◦ FσM ◦ Res
Sk′×Sl′
SM11

×SM12
×SM21

×SM22
(V �W )

]

=
∑

k+l=k′+l′

∑
M

(
IkM11,M21

⊗ I lM12,M22

)
◦ FM ◦

(
Rk
′

M11,M12
⊗Rl

′

M21,M22

)
([V ]⊗ [W ]) .

No hacemos explícito en la notación que cada M depende de k y l, podemos escribir la última suma como∑
M11+M12=k′

M21+M22=l′

(
IM11+M21

M11,M21
⊗ IM12+M22

M12,M22

)
◦ FM ◦

(
Rk
′

M11,M12
⊗Rl

′

M21,M22

)
([V ]⊗ [W ]) ;

así que

∆ (µ ([V ]⊗ [W ])) =
∑

M11+M12=k′

M21+M22=l′

(
IM11+M21

M11,M21
⊗ IM12+M22

M12,M22

)
◦ FM ◦

(
Rk
′

M11,M12
⊗Rl

′

M21,M22

)
([V ]⊗ [W ])

= (µ⊗ µ) ◦
(
IdR(S) ⊗ T ⊗ IdR(S)

) ∑
M11+M12=k′

M21+M22=l′

Rk
′

M11,M12
⊗Rl

′

M21,M22

 ([V ]⊗ [W ])

= (µ⊗ µ) ◦
(
IdR(S) ⊗ T ⊗ IdR(S)

)
◦ (∆⊗∆) ([V ]⊗ [W ]) .

Esto concluye la prueba del Teorema 5.17. �

Tenemos en suma:

Teorema 5.18. (R (S) , µ, η,∆, ε) es un álgebra de Zelevinsky.

A continuación, construiremos una antípoda para R (S), probando así, que R (S) es un álgebra de Hopf.
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Primero notemos que por la Proposición 4.24, para cada [W ] ∈ Ω (R (Sn)) con n 6= 0 se cumple que

∆ ([W ]) = [W ]⊗ [C0] + [C0]⊗ [W ] + ∆+ ([W ])

y además

∆+ ([W ]) =
∑
i6=0,n
i+j=n

rij

con rij ∈ R (Si)⊗R (Sj). Por tanto, si rij =
mij∑
l=0

al [Wl,i]⊗ [Wl,j ] con [Wl,j ] ∈ Ω (R (Sj)) y [Wl,j ] ∈ Ω (R (Sj)),

entonces [Wl,i] /∈ Ω (R (Sn)). De manera que, con respecto a la convolución en HomZ (R (S) , R (S)),

f ∗ Id ([W ]) = µ (f ([W ])⊗ [C0]) + µ (f ([C0])⊗ [W ]) + µ (f ⊗ Id)
(
∆+ ([W ])

)
= f ([W ]) + µ (f ([C0])⊗ [W ]) + µ (f ⊗ Id)

(
∆+ ([W ])

)
y f ([W ]) sólo aparece una vez. Recordemos que la conmutatividad y coconmutatividad de R (S) aseguran

que la convolución es conmutativa. Así, podemos de�nir S : R (S) → R (S) en Ω (R (S)) recursivamente

mediante la regla

S ([W ]) =

[C0] [W ] = [C0] ;

− [W ]− µ (S ⊗ Id) (∆+ ([W ])) [W ] ∈ Ω (R (Sn)) y n > 0.

Teorema 5.19. La función S : R (S)→ R (S) es antípoda para R (S).

Demostración. Sea [W ] ∈ Ω (R (S)). Si [W ] = [C0], entonces

S ∗ Id ([C0]) = µ ◦ (S ⊗ Id) ◦∆ ([C0]) = µ (S ([C0])⊗ [C0]) = [C0]

y si [W ] 6= [C0], entonces

S ∗ Id ([W ]) = S ([W ]) + µ (S ([C0])⊗ [W ]) + µ (S ⊗ Id)
(
∆+ ([W ])

)
= S ([W ]) + µ ([C0]⊗ [W ]) + µ (S ⊗ Id)

(
∆+ ([W ])

)
= 0.

Dado que ε ([W ]) = 0 si [W ] 6= [C0] y η ◦ ε ([C0]) = [C0], deducimos que S ∗ Id = η ◦ ε. �

Corolario 5.20. R (S) es un álgebra de Hopf.

Terminamos este trabajo con la siguiente tabla:
Representaciones de Sn R (S) como álgebra de Zelevinsky

Inducción Multiplicación

Restricción Comultiplicación

C0 (representación irreducible de Sn) Unidad

Fórmula de Restricción de Mackey La comultiplicación es mor�smo de álgebras

Lema de Schur Ω (R (S)) es base ortonormal de R (S)

Reciprocidad de Frobenius La multiplicación y comultiplicación son adjuntas

Podemos observar cómo se traducen algunas propiedades de las representaciones de Sn al lenguaje de las

álgebras de Hopf.
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