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Introduccion

El problema del cuerpo rigido se introdujo en el panorama cientifico con los
trabajos de Euler y D’Alembert. El problema que ellos se plantearon fue el si-
guiente: dada la distribucién de masa del cuerpo rigido y su velocidad inicial,
encontrar la orientacion del cuerpo en todo instante de tiempo. Cada uno ob-
tuvo una descripcién completa del trompo de Euler a través de un conjunto de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Las ecuaciones diferenciales para la velocidad
instantédnea del objeto se conocerfan después como ecuaciones de Euler [3].

Posteriormente, Lagrange introdujo una manera méas abstracta de resolver el
problema del trompo de Euler. La clave de ese método era concentrarse en el
grupo de isometrias del cuerpo rigido en lugar de su espacio ambiente. Como
consecuencia, la solucién analitica no proporciona de manera directa ninguna
descripcion detallada de como ocurre el movimiento del cuerpo rigido dentro del
espacio ambiente. Las ecuaciones de Euler, en la notacion actual, para un cuerpo
rigido involucran a la velocidad o momento angular pero no la posicién especifica
del cuerpo. Lo mismo es cierto para las ecuaciones de Euler para un fluido ideal
sin viscosidad: las ecuaciones unicamente involucran a la velocidad euleriana y
no a la posicién de las particulas que conforman el fluido.

Los dos ejemplos mencionados en el parrafo anterior son instancias del mismo
fendmeno matematico como lo hizo ver V. I. Arnold en su famoso articulo Sur
la géométrie différentielle des groupes de Lie de dimension infinie et ses appli-
cations a Uhydrodynamique des fluides parfaits [2]. En resumen, el mecanismo
que permite desacoplar la evolucion de las velocidades y de las posiciones en las
ecuaciones de movimiento es la presencia de un grupo de simetrias. Dicho pro-
ceso de desacoplamiento es un ejemplo de una instancia matematica general que
se conoce como reduccién en el que se eliminan variables en el espacio de fases
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mediante el uso de simetrias.

En general, las ecuaciones reducidas son suficientes para deducir un gran
nimero de propiedades de la evolucién del sistema fisico en cuestion. Sin em-
bargo, en algunas aplicaciones préacticas, como la navegacion de un satélite, es
importante obtener la dindmica de las variables eliminadas por la reducciéon. A
este proceso se le denomina reconstruccién. En el caso en que las variables redu-
cidas tienen una evolucion perioddica, el proceso de reconstrucciéon se inscribe en
el contexto de las fases geométricas de Berry [4] que son de importancia en varios
campos de la fisica.

La solucion completa al problema de reconstruccion del cuerpo rigido fue ob-
tenida por Jacobi en [6], su solucién estaba dada en términos de combinaciones
de funciones elipticas y trigonométricas (ver también [11]). Una interpretacion
analitica moderna de estas funciones es en términos de funciones theta generali-
zadas [5].

Esta tesis esta dedicada al estudio de las fases geométricas en el caso de un
cuerpo rigido libre. A través de un andlisis geométrico, basado en el articulo
Montgomery [10], se obtiene una expresién exacta para el dngulo que describe la
orientacion del cuerpo después de un periodo del momento angular visto desde un
sistema de referencia fijo sobre el cuerpo. De manera complementaria al desarrollo
mostrado en [10], en esta tesis se realiza un tratamiento formal y riguroso en los
calculos realizados para obtener la fase. Ademas se realiza de manera explicita el
calculo del angulo sélido a través de una parametrizacion con coordenadas esfe-
rocénicas. También se hace una comparaciéon numérica para verificar la validez
del resultado obtenido.

En el capitulo 1 se introducen los conceptos necesarios para realizar un anali-
sis detallado del cuerpo rigido. Conceptos como velocidad y momento angular son
discutidos en este capitulo. Ademas se presentan herramientas matematicas mas
abstractas que resultan de utilidad en el analisis realizado para obtener la fase
geométrica.

El capitulo 2 sirve como introduccién a las ecuaciones de Euler para el cuerpo
rigido libre. En este capitulo se pone de manifiesto la importancia de las inte-
grales de movimiento en problemas mecanicos y su utilidad en el anélisis de la
dindmica. Finalmente se reducen las ecuaciones de Euler a cuadraturas, obte-
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niéndose de esta forma soluciones en términos de funciones elipticas. También se
discuten algunas de las propiedades de dichas soluciones, ademas de analizar su
comportamiento en ciertos casos limites.

En el capitulo 3 se presentan la ecuaciones de reconstruccion para el cuerpo
rigido libre. Se muestran diferentes maneras de abordar este problema y las difi-
cultades que aparecen con cada una de ellas. En este contexto se introducen los
angulos de Euler y se discute su utilidad en un contexto més abstracto.

El capitulo 4 esta dedicado a la obtenciéon de la ecuacién principal, aquella que
expresa el angulo de rotacion del cuerpo en el contexto de las fases geométricas.
La primera parte del capitulo se enfoca en desarrollar las herramientas matemati-
cas necesarias para obtener el resultado. Posteriormente se muestra en detalle la
deduccion de la expresion buscada.

En el capitulo 5 se presenta una comparaciéon numérica de la posicién del cuer-
po obtenida a través de las ecuaciones de movimiento y la informacion resultante
del analisis geométrico. Se obtiene una coincidencia muy buena, lo que ilustra el
valor del analisis geométrico realizado.




Capitulo 1

El Cuerpo Rigido

En este capitulo se describen los conceptos y herramientas, tanto fisicos co-
mo matematicos, necesarios para realizar una descripcion detallada de un cuerpo
rigido. El tratamiento realizado en este capitulo sigue el desarrollo llevado a cabo
en [1].

Un cuerpo rigido puede definirse como un sistema de particulas en el cual la
distancia entre las particulas no cambia, esto significa que las particulas estan
sujetas a la constriccion holondémica

rij i= ||r; — r;|| = constante. (1.1)

En el caso continuo, un cuerpo rigido se puede pensar como la idealizaciéon de un
cuerpo sélido que no se deforma. La ecuacién (1.1) para este caso se traduce en
que la distancia entre cualesquiera dos puntos en el cuerpo permanece constante
sin importar las fuerzas externas aplicadas sobre él.

1.1. Sistemas de coordenadas

Para describir el movimiento de un cuerpo rigido es conveniente utilizar dos
sistemas de coordenadas cartesianas: un sistema inercial s y un sistema S en mo-
vimiento que se mantiene anclado al cuerpo. Es comin tomar el origen del sistema
S en el centro de masa del cuerpo. Tal seleccion del origen del sistema permite
escribir la energia cinética del cuerpo como la suma de la energia de traslaciéon y




1.1 Sistemas de coordenadas

la de rotacién [7].

Para encontrar el niimero de grados de libertad de este sistema mecanico con-
sideremos tres puntos ¢y, 2 y €3 no colineales sobre el cuerpo rigido. Se sigue
de la condicién de rigidez (1.1) que la posicién de cada uno de los puntos sobre
el cuerpo estd completamente determinada por las posiciones de @1, @2 y @3 [1]
puesto que para ubicar un punto en el espacio bastan las distancias a tres puntos
no colineales. Por lo tanto para determinar los grados de libertad de un cuer-
po rigido, es suficiente determinar el nimero de parametros independientes para
ubicar la posicién de tres puntos no colineales sobre el cuerpo. Para especificar
la posicién de x; son necesarios tres parametros. Para especificar la posicion de
x4, dado @y, se requieren dos parametros. Esto es consecuencia de que la dis-
tancia 15 es fija por lo que x5 se encuentra en una esfera de radio r15 centrada
en ;. Finalmente para especificar la posicion de xz, dados @1 v @2, se requiere
unicamente un parametro. Esto debido a que las distancias r13 y 793 estan dadas.
Entonces x5 se encuentra sobre la circunferencia resultante de la interseccién de
la esfera de radio ri3 centrada en x; y la esfera de radio r93 con centro en @s.
De esta manera se encuentra que para especificar la posicién de tres puntos no
colineales sobre el cuerpo rigido bastan 6 parametros independientes. Por lo tanto
el cuerpo rigido es un sistema mecanico con seis grados de libertad.

La posicion del cuerpo respecto al sistema inercial estd completamente deter-
minada si se especifican la posicién y la orientacion del sistema S. Denotemos
O al origen del sistema anclado al cuerpo y 7 su radio vector (respecto al siste-
ma inercial). La orientacién de los ejes de S respecto a s estd determinada por
tres dngulos independientes. Estos dngulos junto con las tres componentes de
r forman un total de seis coordenadas independientes, que de acuerdo a lo es-
tablecido en el parrafo anterior son suficientes para describir el estado del sistema.

Entonces la posicién del cuerpo rigido queda totalmente descrita por el vec-
tor r y por la orientacion de S respecto al sistema inercial. Dicha orientacion
puede describirse por elementos del conjunto de rotaciones en el espacio eucli-
diano. Por lo tanto el espacio ' de configuracién del cuerpo rigido es la variedad
6-dimensional R® x SO(3). Si el cuerpo tiene un punto que permanece fijo du-
rante el movimiento basta con especificar la orientacién de S y en este caso el

'En este caso el término espacio de configuracién se refiere a variedad de configuracién y

no a un espacio vectorial.




1.2 Velocidad angular

sistema tiene inicamente tres grados de libertad. La variedad de configuracién se
reduce al grupo de rotaciones SO(3).

De acuerdo a como se definieron los sistemas s y S es posible establecer
una relaciéon matemadtica entre ellos. Basta recordar que para un tiempo fijo es
suficiente realizar una traslacién seguida de una rotacién para hacer coincidir los
dos sistemas coordenados. Si q(t) € s denota el radio vector de un punto respecto
al sistema inercial se sigue que

qt) = BO)Q() + =(1). (1.2)

Donde Q(t) representa el radio vector del mismo punto pero ahora relativo al sis-
tema anclado al cuerpo, B(t) € SO(3) es una matriz de rotacién y z(t) representa
una traslacion.

1.2. Velocidad angular

Para conocer la velocidad absoluta de un punto sobre el cuerpo (respecto al
sistema inercial) se debe derivar la expresién (1.2) respecto al tiempo

q=BQ+ z, (1.3)

donde se ha utilizado que Q = 0 pues representa un punto sobre el cuerpo (en
reposo en 5).

Considérese un movimiento puramente rotacional (z = 0). En estas condicio-
nes g siempre se puede escribir como w X @ para algin vector w. Para probar
esta afirmacién se escribe g de acuerdo a la ecuacion (1.3) con z = 0 con lo que
se obtiene ‘

q = BQ.
Ademds segiin (1.2) se tiene que Q@ = B™'q, por lo cual g = BB'q = & q donde
&:= BB™':s— s es un operador lineal sobre s.

El operador @ definido de esta manera es un operador antisimétrico. Esto se
sigue de que B es una matriz ortogonal por lo que satisface B~ = BT. Diferen-
ciando la expresién BB = I respecto al tiempo se obtiene
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BB” + BBT =0, BB'+ (BB Y =0, (1.4)
con lo que se prueba que @ es antisimétrico. Finalmente se utiliza el hecho de que,
como se vera més adelante, cada operador antisimétrico A en R3 corresponde a
la multiplicacién vectorial por un tnico vector fijo. Esto es

Axr=Axx paratodoz € R® con A € R fijo.
Por lo tanto se tiene que para una rotacién general (con las condiciones antes
establecidas) siempre es posible escribir
g=wq=wXq. (1.5)

En coordenadas cartesianas el operador w se puede expresar como la matriz

0 —Ws3 [09))
w = ws 0 —Ww1 . (16)
—W9 w1 0

A partir de esta matriz y de la asociacién unica w +— w es posible construir el
vector de velocidad angular instantanea w. En coordenadas cartesianas se tiene
que el vector de velocidad angular es w = wie; + woes + wszes, donde w; son los
mismos que en (1.6).

Hay que recalcar que en general la velocidad angular depende del tiempo, esto
es w = w(t). El vector de velocidad angular definido de esta manera es relativo
al sistema inercial. Para relacionar la velocidad angular en dicho sistema con la
velocidad angular relativa al sistema fijo sobre el cuerpo (¢) € S simplemente
se utiliza la matriz de rotaciéon B(t):

Q(t) = B~ (t) w(t). (1.7)

Es posible definir la velocidad angular desde un punto de vista mas abstrac-
to. De ahora en adelante siempre se considerara un cuerpo rigido libre con un
punto fijo. Como se menciond anteriormente el espacio de configuracion para este
problema es SO(3), por esta razén el espacio ? fase del sistema sera la variedad

2De la misma forma que para el espacio de configuracién, el término espacio hace referencia

a variedad y no a espacio vectorial.




1.2 Velocidad angular

T*SO(3), donde T*M representa el haz o fibrado cotangente a la variedad M.

De ahora en adelante se denotard al espacio tangente al punto p € M como
T,M. Considérese g € SO(3) la matriz que representa la orientacién del cuerpo
en un determinado instante del tiempo t,. Entonces v, € T,50(3) es un vector
tangente a g € SO(3). Para conocer la velocidad angular del cuerpo en t = ¢, se
definen uno-formas diferenciales p; y A; con i =1, 2, 3 tales que

pi(vg) = wi(to), Ni(vg) = Qi(ty), i=1,2,3. (1.8)

Donde w;(to) v Q;(to) representan la i-ésima componente del vector w(ty) y €2(to)
respectivamente. De la ecuacion anterior es posible definir uno-formas vector-
valuadas p : TSO(3) = R® y X\ : T'SO(3) — R? a partir de las cuales se puede
conocer la velocidad angular en el sistema inercial y en el sistema del cuerpo
respectivamente:

p1(vy) A1(vg)
p(vg) == | pa(vg) | =wl(to), v Auy) = | Aalvg) | =) (1.9)
p3(vy) A3(vg)

Como se menciond anteriormente cada operador antisimétrico en R? se puede
asociar de manera tunica con un vector. Este hecho es consecuencia de que el
algebra de Lie matricial so(3) (espacio de matrices 3 x 3 reales antisimétricas)
es isomorfa a R? equipado con el producto vectorial. El isomorfismo entre estas
algebras de Lie esta dado por

x 0 —z
yl—=| 2z 0 —z]. (1.10)
z -y x 0

Esta relacién entre s0(3) y R? permite encontrar una expresién para A y p.
Consideremos los mapeos de traslacién izquierda y derecha: L, : SO(3) — SO(3)
y Ry, : SO(3) — SO(3) dados por Ly(h) = gh y Ry,(h) = hg. Entonces ya que
T,L,1, TR, : T,50(3) — s0(3) ~ R* y recordando que v, € T,SO(3) se
encuentran las expresiones buscadas

p(vg) = TyRy-1(vy) € R?, Mvg) = TyLy-1(vy) € R,

Entonces para cualquier instante de tiempo se tiene




1.3 Momento angular

(.O(t) = p(UB) = TBRB—l(UB), Q(t) = )\(UB) = TBLB—l(UB>, (111)

con B = B(t) la matriz que describe la orientacién del cuerpo, hay que recalcar
que se ha identificado s0(3) con R* de la manera descrita en (1.10).

1.3. Momento angular

Consideremos una particula del cuerpo. Si esta particula tiene radio vector q
y masa m, entonces su momento angular respecto a s estd dado por

l=mgqxv. (1.12)
Ademas, de acuerdo a (1.5) v = w X g, por lo que

l=mgqgx(wxq).

Aplicando B71(t) por la izquierda se obtiene el momento angular de la misma
particula escrito en el marco de referencia del cuerpo:

L=mQx(Q2xQ)

donde se ha utilizado el hecho de que B~!(¢) es una matriz ortogonal.

La ecuacion anterior representa una operacion lineal sobre la velocidad angu-
lar, por lo tanto existe un operador g : S — S que transforma €2 en L:

IoQ=L dondelygZ=mQ x(Z xQ).

Nétese que el operador Ig depende del punto Q. Mediante un calculo simple
puede mostrarse que este operador es simétrico.

Para obtener el momento angular total del cuerpo se integran los elementos
diferenciales de momento angular sobre todo el volumen del cuerpo:

L= / (X x (2 x X))po(X)d*X, (1.13)
Cuerpo




1.4 Energia cinética

donde pq es la densidad de masa del cuerpo.

En analogia con el caso de una sola particula, existe un operador I : R? — R3
que lleva la velocidad angular en el momento angular total. La accién de este
operador esta dada por

1Z = (X % (Z x X))po(X) BX. (1.14)

Cuerpo
Por lo que el momento angular total puede expresarse como

L=1IQ. (1.15)

Con esta definicion del operador I se puede probar que es simétrico y positivo
definido (siempre y cuando el cuerpo no sea unidimensional). Este operador se
conoce como el operador o tensor de inercia (en el marco de referencia del cuerpo).
Por ser simétrico, el operador de inercia tiene una base ortonormal de vectores
propios {Ej, Es, E3} en la cual tiene una representacién matricial diagonal

L, 0 0
I=10 I, O
0 0 Is

Los vectores E; y los valores propios I; > 0 se conocen como ejes principales
de inercia y momentos principales de inercia respectivamente.

1.4. Energia cinética

La energfa cinética de una particula del cuerpo estd dada por T = sm/|v||?.
Ademas ya que la velocidad v de un punto relativa al sistema inercial se puede
expresar mediante la relacién v = BV donde V es el mismo vector pero expresado
en el sistema del cuerpo se satisface ||v|| = ||V||. Entonces la energia cinética de
un punto del cuerpo es

1 1 1

De la misma manera que el momento angular, la energia cinética total del
cuerpo se obtiene al integrar las contribuciones individuales sobre todo el cuerpo.

10



1.4 Energia cinética

1 1

71 / (X V(X 02 8P X = 2 / (X2 x XX, (1.16)
2 Cuerpo 2 Cuerpo

Utilizando que |2 x X||> = (2 x X, Q x X)) y la identidad vectorial {(a x b, ¢) =
(¢ x a,b) puede obtenerse

1
T -/ (X)X x (2 x X), Q) d*X.
2 Cuerpo
Finalmente, ya que €2 no depende de la posicién X, la expresion anterior puede

reescribirse como

1 1
T=- / po( X)X x (2x X)) d*X, Q) = ~(IQ, Q) = (L, Q). (1.17)
2 Cuerpo 2 2
Esta tltima ecuacién, junto con (1.15), muestran que la energia cinética
del cuerpo rigido expresada en el marco de referencia del cuerpo es una forma
cuadratica con coeficientes constantes de la velocidad angular o bien del momento
angular.

11



Capitulo 2

Ecuaciones de Euler

En este capitulo se encuentran las ecuaciones que describen la evolucion tem-
poral del momento angular de un cuerpo rigido libre en el marco de referencia
del cuerpo. También se encuentran las integrales de movimiento del problema y
se buscan soluciones a las ecuaciones de movimiento para diferentes situaciones
fisicas y condiciones iniciales, finalmente se realiza el andlisis de cada una de las
soluciones obtenidas.

En ausencia de fuerzas externas hablamos de un cuerpo rigido libre. En este
caso el centro de masa del cuerpo tiene un movimiento rectilineo uniforme. Si se
elige el origen del marco de referencia inercial en el centro de masa, el problema
del cuerpo rigido libre se reduce al movimiento de un cuerpo rigido libre con un
punto fijo [7]. Entonces, en el andlisis de un cuerpo rigido libre puede descartarse
la parte del movimiento asociada a traslaciones uniformes y estudiar inicamente
el movimiento rotacional del cuerpo rigido con un punto fijo. Este trabajo se en-
foca en el estudio de dicha situacion por lo que de ahora en adelante siempre se
supondra que el cuerpo rigido es libre y tiene un punto fijo.

Consideremos un punto, x, fijo en el sistema inercial. En el sistema del cuerpo
este punto corresponde al vector X (t) = B~!(t)x. Al derivar respecto al tiempo
y considerar que & = 0 se obtiene la velocidad de este punto en el sistema de
referencia del cuerpo:

12



2.1 Integrales de movimiento

De acuerdo a (1.4) B-1(t) = —B~* B B! con lo que se puede escribir
X=-B'BB'z=-B"'BX.

Al igual que para el caso de un punto fijo en el cuerpo, el operador Q=
B! B es antisimétrico y corresponde a la multiplicacién por el vector de velocidad
angular:

X=-0X=-0OxX=XxQ, (2.1)

donde Q es la velocidad angular en el sistema de referencia del cuerpo y el ope-
rador € se define de la misma manera que en (1.6).

En el movimiento del cuerpo rigido libre la torca neta, relativa al sistema
inercial, es nula por lo que el vector de momento angular en dicho sistema I se
conserva. Entonces [ es un vector fijo, por lo que se puede aplicar la ecuacién (2.1)
a este vector. Al tomar X = L en dicha ecuacion se obtienen las ecuaciones que
describen la evolucion temporal del momento angular en el sistema de referencia
del cuerpo:

L=LxQ=LxI"'L. (2.2)
El conjunto de ecuaciones (2.2) se conocen como ecuaciones de Fuler.
Tomando los ejes coordenados de S de tal manera que coincidan con las di-

recciones principales del operador de inercia, las ecuaciones de Euler para las
componentes del momento angular se pueden escribir como

L LyL
1 12]3 2443,
. -1
L, = LiL 2.3
2 11]3 143, ( )
. L—1
Ly = LqiLs.
3 Il %)

2.1. Integrales de movimiento

Como se menciond anteriormente, en el problema del cuerpo rigido libre se
conserva el vector de momento angular en el marco de referencia inercial. Esto

13



2.1 Integrales de movimiento

implica la presencia de tres integrales de movimiento: Iy, [ y I3. Es facil demostrar
que la energia del cuerpo rigido es otra integral de movimiento. Primero se nota
que por ser un cuerpo libre la energia total del sistema es inicamente la energia
cinética. Posteriormente, a partir de la expresién (1.17) y las ecuaciones de Euler
(2.2) se tiene que:

2F = (L, Q)+ (L, Q) = (L x Q,Q) + (L,Q) = (L, Q).
Ademds Q =T'L porloque Q=T"'1L =T" (L x €2). Entonces
0F = (L, TN (L xQ)=I"'L,LxQ) =(QLxQ) =0,

con lo que se demuestra que la energia es constante durante el movimiento.

En el sistema de ejes principales I = diag([y, I3, I3), por lo que la expresion
para la energia en este sistema es particularmente simple:

1 /L? L2 I2
E=-(Z2+2+2). 2.4
2(11+12+13) 24
Por otro lado L := || L|| es también constante, esto se sigue de que I es cons-

tante y de que L = B7!l, con B una matriz ortogonal. En componentes tenemos

Li(t) + L3(t) + L3(t) = L?, con L constante. (2.5)

Antes de resolver las ecuaciones de Euler es posible analizar la dinamica del
momento angular a través de un andlisis de las integrales de movimiento. De
ahora en adelante se supondra que I; > I, > I3. Para valores fijos de E y
L las ecuaciones (2.4) y (2.5) representan respectivamente un elipsoide de se-
miejes \/2EI, > +/2EI, > \/2EI; y una esfera de radio L en las coordenadas
(Ly, Lo, L3). Las trayectorias del momento angular deben estar contenidas en am-
bas superficies y por lo tanto el vector L se mueve en las curvas resultantes de
intersecar los elipsoides con E constante con esferas de radio L. Para analizar
estas curvas se mantendrd fijo el elipsoide (energia fija) mientras que el radio, L,
de la esfera se varia.

= Si L <+/2FI3 0 L > +/2FEI; la interseccion es vacia por lo que no existen
condiciones iniciales en este rango de valores.

» Si el radio de la esfera es igual al menor de los semiejes (L = /2EI3)
la interseccion consiste de los dos polos (0,0, ++/2FE13). Incrementando el

14



2.1 Integrales de movimiento

radio tal que V2FEI3 < L < /2FEI; se obtiene una curva cerrada, cada
vez mas grande, alrededor de cada uno de los dos extremos del semieje
menor. El sentido en que se recorren estas curvas queda determinado por
las condiciones I3 < I, < I} y las ecuaciones de Euler.

Es

Figura 2.1: Trayectorias del momento angular para v/2EI3 < L < +/2FEI,.

Se muestra también el flujo de las soluciones.

= Si L = /2FE1; la interseccion del elipsoide de energia con la esfera de
radio L consiste en dos circulos maximos contenidos en los planos L3 =

+ ﬁ»gg:g;[ﬂ que pasan por los polos (0, ++v/2E15,0).

Figura 2.2: Trayectorias del momento angular para L = v/2FE .

15



2.1 Integrales de movimiento

» Incrementando el radio tal que v/2E 1, < L < \/2E 1, se obtiene una curva
cerrada, cada vez mas grande, alrededor de cada uno de los dos extremos del
semieje mayor. Finalmente, si el radio de la esfera es igual al mayor de los se-
miejes (L = v/2F1;) la interseccién consiste en los dos polos (£+v/2FE1;,0,0).

Ey

Figura 2.3: Trayectorias del momento angular para /2EI, < L < «/2FEI;. Se

muestra también el flujo de las soluciones.

Las soluciones en que la trayectoria de L consiste tinicamente en alguno de
los polos se conocen como rotaciones estacionarias. Mas generalmente se dice
que el movimiento del cuerpo es una rotacion estacionaria cuando el cuerpo rota
alrededor del eje definido por un vector fijo paralelo a € un angulo ||€2||t. En las
rotaciones estacionarias tanto el vector de momento angular L como la velocidad
angular {2 son constantes.

Hay que mencionar que, si Iy > I, > I3, existe una diferencia esencial en la
naturaleza de las curvas cercanas a cada uno de los polos del elipsoide. En los
ejes F1 y E3 las curvas que inician en una vecindad de los correspondientes polos
se mantienen en esa vecindad para todo instante de tiempo. Por el contrario las
curvas que inician cerca de los polos correspondientes al eje E5 se alejan de dichos
polos. A partir de esta simple observacion se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 2.1. (Teorema de Estabilidad del Cuerpo Rigido). En el movimiento
de un cuerpo rigido libre, las rotaciones alrededor de los ejes asociados al menor

y mayor de los momentos de inercia son estables (en el sentido de Liapunov)
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2.2 Solucién de las ecuaciones por cuadraturas

mientras que las rotaciones alrededor del eje asociado al momento de inercia

medio son inestables.

También es importante recalcar que, si L # /2E1; con j = 1,2,3, la inter-
seccion entre los elipsoides de energia constante y las esferas de momento angular
constante son curvas suaves cerradas. Esto implica que el movimiento del vector L
relativo al sistema de referencia del cuerpo debe ser periédico. Durante un periodo
el vector de momento angular describe un movimiento sobre alguna superficie y
regresa a su posicién original. Al encontrar la soluciéon para el momento angular
con estas condiciones iniciales debe obtenerse este comportamiento periédico.

2.2. Solucién de las ecuaciones por cuadraturas

Para encontrar la solucién a las ecuaciones de Euler se sigue el desarrollo rea-
lizado en [9]. Las ecuaciones de Euler pueden reescribirse de forma mas compacta
si se introduce la siguiente notacion:

-1

Is — 1
a)p = =

>0 -
L, = *

Il — Ig
<0 Aa =
]3]1 >~ U, 3

> 0. 2.6
5 - (2.6)

Utilizando esta notacién las ecuaciones de movimiento se escriben como

Ll =aiLyLs,
L2 = CL2L3L1, (27)
Lg = G3L1L2.

2.2.1. Cuerpo totalmente simétrico

Esta situacion corresponde a un cuerpo rigido tal que Iy = I, = I3, por
ejemplo una esfera o un cubo homogéneos. Para este caso a; = ay = a3 = 0
por lo que se concluye que L, y por lo tanto €2, son constantes. El cuerpo rota
con velocidad angular constante alrededor de un eje fijo determinado por las
condiciones iniciales.

17



2.2 Solucién de las ecuaciones por cuadraturas

2.2.2. Cuerpo con eje de simetria

Si dos de los momentos principales de inercia son iguales se habla de un
cuerpo con un eje de simetria. Para un cuerpo simétrico con I} = I, > I3, a3 =0
y as = —ay por lo que las ecuaciones de Euler se reducen a

L1 = G1L2L37
L2 = —a;L3L,
Ly =0.

De donde L3(t) = L3(0) = L3 es constante. Si 1 := a; L3 entonces la solucién a

las ecuaciones es
Ly(t) = L1(0) cos(nt) — Lo(0) sin(nt),

Ly(t) = Lo(0) cos(nt) + L1(0) sin(nt).

Como Iy = Iy, el eje de simetria del cuerpo es F3. Esta simetria nos da
la libertad de seleccionar de manera arbitraria E; y FE5 mientras que estos se
encuentren en el plano perpendicular a F3. Entonces, si se seleccionan F; y FEy
de tal manera que Ly(0) = 0, el momento angular estd dado por

L1(0) cos(ay Lst)
L(t) = | L1(0)sin(ayLst) | . (2.8)
L

2.2.3. Cuerpo totalmente asimétrico

Considérese ahora el caso mas general I; > [, > I5. Se definen las constantes
positivas a y b de la siguiente manera:

L? 2F
h.= "=

= == (2.9)

a =
A partir de las definiciones anteriores y de las ecuaciones (2.4) y (2.5) es posi-
ble expresar L; y L3 en términos de la otra componente del momento angular,
obteniéndose
L(I —I3)

[?=212 212, 2.10
1 ]2(]1 _]3)( 2) ( )
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2.2 Solucién de las ecuaciones por cuadraturas

(I — 1)
L= 22(32— [2), 2.11
3 [2(11 - 13) (ﬂ 2) ( )
donde « y B son constantes dadas por
9 ab212 2 Gb2[2
= -1 = I —a). 2.12
«Q [2 _ I3 (a’ 3)’ /8 I]_ _ ]’2( 1 a’) ( )

Es importante notar que el valor de las constantes a y b, y consecuentemente
de oy (8, depende de las condiciones iniciales. Por la definicion de a, se sigue que
I3 < a < I,. Entonces o? y 3% efectivamente son positivas por lo que la definicién
(2.12) es consistente. Los puntos extremos del intervalo [I3, I1] asi como a = I
son mas sencillos de analizar pero son importantes pues representan rotaciones
estacionarias ademés de ciertas o6rbitas heteroclinicas.

Rotaciones estacionarias

En el caso a = I3, se obtiene que o = 0 y la ecuacién (2.10) resulta en
L? = —ggi:giLg < 0. Por lo tanto la tinica solucién admisible es Ly = Ly =0y

L2 = 2EI;. Entonces, la solucién para el momento y la velocidad angular en este
caso es

0 0

0 Qo= Y _|. (2.13)
2F
+v2F1; /%

El movimiento del cuerpo es una rotacién alrededor del eje fijo E3 por un

L(t) =

angulo + %t.
El caso a = I (f = 0) tiene por solucién

+2FE1; + %
o |, em=[ %" | (2.14)

0 0

L(t) =

que representa una rotacién alrededor del eje E; por un angulo + 21—?t.
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2.2 Solucién de las ecuaciones por cuadraturas

Si a = I, entonces % = o? = 2F 1, y (2.10), (2.11) admiten la solucién

0
L(t)= | +V2ET, | . (2.15)
0

Ademas de estas rotaciones estacionarias alrededor de F5 existen otras soluciones
correspondientes a este valor de a. Como se verda mas adelante, dichas soluciones
son érbitas heteroclinicas entre los puntos criticos (0, £1/2E15,0).

Rotaciones genéricas

Ahora que los casos a = I; y a = I3 han sido analizados se puede suponer
de aqui en adelante que I3 < a < I. Debido a que las ecuaciones (2.10) y (2.11)
expresan L1 y L3 en términos de L, basta encontrar la expresion para esta tltima
componente para determinar el momento angular del cuerpo.

Elevando al cuadrado la ecuacion diferencial correspondiente a Lo del conjunto
de ecuaciones (2.7) y utilizando las relaciones (2.10) y (2.11) puede obtenerse

Ly’ = aras(a® — L2)(52 — L2). (2.16)

La ecuacion anterior es una ecuacion diferencial de primer orden separable.
A pesar de estar buscando la solucién Ly = Ls(t), esta puede resolverse para el
tiempo en funcion del momento angular para posteriormente encontrar la funciéon
inversa. Entonces, suponiendo que Ly(0) = 0 se tiene que

Lo(¢) da
= /0 \/a1a3(a2 —22) (32 — 3:2)‘ (2.17)

Consideremos primero el caso en que el polinomio de grado cuatro en el deno-
minador de (2.17) tenga raices dobles. Esto ocurre cuando ov = . Por otro lado,
de acuerdo a la ecuacién (2.12) a? = %siysélosia = I. Eneste casoa = 3 =L
y L? = 2E1,. Como se vio anteriormente, en estas condiciones la interseccién de
la esfera de radio L con el elipsoide de energia consiste en dos circulos méaximos
sobre la esfera que van de (0, —L,0) a (0, L,0) y estan contenidos en los planos

Ly=+, /%L,
3]
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2.2 Solucién de las ecuaciones por cuadraturas

Estas curvas corresponden a cuatro érbitas heteroclinicas ademas de los pun-
tos (0,£L,0). En este caso la ecuacién (2.17) puede integrarse en términos de
funciones elementales para obtener Ly(t). Al integrar (2.17) y usando las relacio-
nes (2.10), (2.11) se obtiene la expresion de las drbitas heteroclinicas.

E;

Figura 2.4: Curvas descritas por el momento angular cuando a = .

Ly(t) = £L, /:sech( VajazLt),
Ly(t) = £Ltanh(—/ajasLt), (2.18)

Ls(t) = £L, /_—%sech( VajasLt),

cuando L3 = Z—i’Ll, mientras que

Ly(t) = :ELESGCI](M[I)
Ly(t) = £ L tanh(y/aya3Lt), (2.19)
Ls(t) = :I:L\/:sech(MLt)
cuando L3 = — Z—le.
Si a # f, la integral de la ecuacién (2.17) involucra funciones elipticas de

Jacobi. La funcién eliptica sn(z) con mddulo k estd relacionada con la integral
eliptica incompleta de primer tipo mediante
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2.2 Solucién de las ecuaciones por cuadraturas

v 1
snH(x, k) = / dt, 0<z<1,
o V- B -8

donde el médulo eliptico satisface 0 < k£ < 1 [8].

Esta restriccién sobre el médulo impone a su vez condiciones fisicas que deben
satisfacerse para encontrar una solucién consistente. Recordemos que I3 < a < [,
ademés

52 _ a2 _ (16212([1 — [3)([2 — a) '
Iy — L) (Iy — I5)

Por lo que @ < B si @ < I, mientras que f < « si Iy < a. Para encontrar

la solucién por cuadraturas debemos seleccionar uno de estos dos posible casos.

Suponiendo entonces que I3 < a < Iy < I3, se sigue que «/f < 1. Si se introduce
un nueva constante pu dada por

ab?®(I, — a)(Ir — 13)} 1/2 |

p= By/ajaz = [ LI

se encuentra que la solucién a (2.16) con condiciones iniciales Ly(0) = 0y Ly(0) >
0 esta dada por:

La(t) = asn (ut, %) . (2.20)

Esta solucion es una funcion eliptica de médulo o/, que por las suposiciones
realizadas efectivamente es menor que la unidad por lo que la funcién esta bien
definida. Ya que |sn(z, k)| < 1 (ver [14]) se sigue que el valor de Ly(t) varia entre
—a 'y a. En analogia con las funciones circulares, las funciones elipticas de Jacobi
satisfacen ciertas identidades que permiten definir las funciones dnu y cnu de

modulo k [8]:
en’u=1—-—sn?u, dn’u=1-k%*sn’w.

A partir de estas identidades y de las ecuaciones (2.10), (2.11) se pueden encontrar
expresiones para las componentes restantes del momento angular

« ab’I,(a — I
Li(t) = v en? (/ﬂfa E) , Y= Ii(flgg)v (2.21)
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2.2 Solucién de las ecuaciones por cuadraturas

2 2 1.2 - 2. abI3(I; —a)

Para determinar el signo de L; y L3 es necesario conocer sus condiciones
iniciales. Sin pérdida de generalidad supongamos que L3(0) > 0. Esta suposicién
junto con el hecho as < 0 y las ecuaciones de Euler implican que L;(0) < 0. De
esta manera se encuentra la solucion completa a las ecuaciones de Euler

Lyi(t) = —ycn (ut, g) ,  La(t) =asn (ut, g) , Ls3(t)=0dn (,ut, g) .
5 g g
(2.23)
Las funciones elipticas de Jacobi son funciones doblemente periddicas en el
plano complejo, uno de sus periodos es real mientras que el segundo es imaginario
puro. En el andlisis del cuerpo rigido libre se encuentran soluciones en términos
de funciones elipticas cuyo argumento es el tiempo, una cantidad real. Por esto
s6lo no interesa estudiar el periodo real de estas funciones. Entonces, limitdandose
a cantidades reales, se tiene que las funciones elipticas satisfacen [8]:

sn(u+4K) =snu, cn(u+4K)=cnu, dn(u+2K)=dnu, (2.24)

donde K es la integral eliptica completa de primera especie que depende del
modulo £ de la funcién eliptica

K_K(k)_/l dt _/”/2 do
o /(1 —12)(1— k22 0 1— k2sin’0

Como se mencioné en la seccion 2.1 el movimiento del vector de momento
angular en el cuerpo es periddico. De (2.24) se observa que el minimo periodo
comun de las tres funciones elipticas es 4K (k). Entonces el vector L tendra pe-
riodo 4K (a/B) en la variable ut. Por lo que el periodo del momento angular en
el sistema de referencia del cuerpo esta dado por

T::éﬁiflézzz(am(h'?giir—Lﬁ)lﬂ4kf(%)' (229)

A partir del analisis realizado a lo largo de esta secciéon finalmente es po-
sible escribir la solucién en términos de las constantes fisicas (I, I, I3) y las
condiciones iniciales (E, L) particulares del problema:
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2.2 Solucién de las ecuaciones por cuadraturas

Lt) = [LZIE”] " eniut.ar8).
— { QEI?’ }1/2 sn(ut, /), (L* < 2E1,) (2.26)
:[ QEII }W dn(yt, a/B),

donde

B [(2E[1 — L) (I, — 13)} e [(11 — L)(L* —2EI;)]"?
L1 B (2B, — L?)(I, — I3)
El periodo (2.25) expresado en términos de E' y L es

L1515

1/2
h= [(QEA — (0L, - [3)} Kla/B)

(2.27)

donde recordamos que

! dt
)_/0 V21— 2e)

Con un desarrollo andlogo al realizado en parrafos anteriores puede encontrase
la solucién para el caso Iy < a. Para condiciones iniciales Ly(0) =0, Ly(0) >0y
Ly(0) > 0 se obtiene que

2 1/2
Ly(t) = {%] dn(vt, 5/),

oy11/2
Lo(t) = [%] sn(vt, /),  (2EI, < L?) (2.28)
_r2zy7l/2
) = - | PR o, )

donde

[ =2EL) (L ~ 1) 2
L1o1s '
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2.3 Casos limites

El periodo de esta segunda solucion esta dado por

T fila1s v 4K 2.29
En el célculo de la solucién a las ecuaciones de Euler se supuso por simpli-
cidad que Ly(0) = 0. Si no se hace esta suposicién y L(0) # 0, la solucién a
las ecuaciones tiene la misma estructura que (2.26) o (2.28) dependiendo de los
valores de E'y L. La diferencia entre las soluciones en el caso Ls(0) # 0 y las
obtenidas en este capitulo es simplemente el hecho de que aparece una fase en el
argumento de las funciones elipticas que expresan las componentes del momento
angular. Dicha fase esta relacionada con la integral eliptica incompleta de primer
tipo con argumento proporcional a Ly(0). También es importante mencionar que
el periodo de la solucién en el caso Ly(0) # 0 es exactamente el mismo que el
obtenido al suponer Ly(0) = 0.

2.3. Casos limites

Las funciones elipticas de Jacobi pueden pensarse como una transiciéon de las
funciones circulares a las hiperbdlicas. Esto se debe a que satisfacen las siguientes
identidades [8]:

sn(u,0) =sinu, cn(u,0) =cosu, dn(u,0)=1.

sn(u, 1) = tanhu, cn(u,1) = dn(u, 1) = sechu.

Utilizando estas identidades puede realizarse un anélisis de la soluciones (2.26)
en ciertos casos limites.

Caso k=0

Existen dos posibilidades que dan lugar a k& = 0, estas corresponden a las
rotaciones estacionarias alrededor de dos de los ejes principales de inercia. Con-
sidérese primero el caso o < (3, entonces k = 0 si y sélo si &« = 0 lo que a su vez
implica a = I3. Si a = I3 entonces v = 0 por lo que la solucién se reduce a
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2.3 Casos limites

Li(t) = Lao(t) = 0, Ls(t) = \/abI;. (2.30)

Esta solucion es exactamente la misma que se obtiene al comenzar con la suposi-
cién a = I3: una rotacién estacionaria alrededor del eje E3. Al considerar £ = 0
en el segundo caso (5 < «) se obtiene la rotacién estacionaria alrededor del eje Ej.

Otra situacion en la cual £ = 0, independientemente de las condiciones inicia-
les, es cuando I, = I, con lo que se obtiene

2 1/2 2 1/2
A e A e
_or2y11/2
Ls(t) = lwflfljgm} : (2.31)

donde el parametro p se ha reducido a [%] 1/2.

n(L2—281) "2
T —Ts

obtener de la conservacién de energia y momento angular con Ly(0) = 0) esta

solucién coincide con la solucién (2.8) encontrada en el desarrollo del cuerpo con

un eje de simetria . El periodo general de las funciones elipticas se reduce también
™

al periodo de las funciones trigonométricas circulares dado que K(0) = 7.

Es facil verificar que al identificar L;(0) con [ (lo cual se puede

Se ha mostrado que la solucién en términos de funciones elipticas permite
recuperar las rotaciones estacionarias alrededor de los ejes principales y el com-
portamiento del cuerpo rigido con un eje de simetria.

Caso k=1

Existe otro caso limite de interés: k = 1. Esta situacién se presenta solo cuando
a = [, lo que ocurre si y solo si a = I5. En estas condiciones la solucion se reduce
a

(Ib211 (12 — [3)

1/2
sech(ut), Lo(t) = ab tanh(ut),
I — I

Li(t) = —{
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2.3 Casos limites

ab? 341 — 12 12
Ls(t) = [%}3[)} sech(ut), (2.32)

ab?(I1—1I2)(I2—13)
I 1213

tros a, by a; se puede probar que p = \/ajasL y que los coeficientes que multipli-
can a las funciones hiperbdlicas son los mismos que aparecen en (2.19), por lo que
esta solucién coincide con una de las érbitas heteroclinicas. Para obtener el resto
de las orbitas heteroclinicas basta seleccionar diferentes signos en las condiciones
iniciales al momento de encontrar la solucion general y posteriormente tomar el
limite £ = 1.

1/2
donde p se reduce a [ } . De acuerdo a la definicién de los parame-

Para analizar el periodo recordemos que 7' < K (k). Entonces basta analizar el
comportamiento de K (1). Segin la definicién de integral eliptica de primer tipo

se tiene que
1
dz
K(1) = .
m- [ 55

Esta integral impropia es divergente por lo que el periodo de esta solucion tiende
a infinito. El resultado es consistente pues las funciones hiperbdlicas no tienen un
periodo real. De esta manera se ha mostrado que a través de la solucion general
por cuadraturas también es posible recuperar el comportamiento del vector de
momento angular asociado a las 6rbitas heteroclinicas.
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Capitulo 3

Ecuaciones de Reconstruccion

Las ecuaciones de Euler para el cuerpo rigido libre involucran al momento
(o velocidad) angular pero no la posicién especifica del cuerpo. Es por esto que
a pesar de haber resuelto las ecuaciones de Euler, y consecuentemente conocer
explicitamente el momento angular en el sistema de ejes principales como funcién
del tiempo, la posicion del cuerpo en el espacio aun no esta determinada. En este
capitulo se busca informacion acerca de la posicién del cuerpo rigido.

3.1. Descripcion cualitativa global de la dinami-

ca en el espacio fase

Como se vio en el capitulo anterior, el problema del cuerpo rigido libre con
un punto fijo tiene 4 integrales de movimiento independientes: E, [, o y 3.
A partir de esta observacién es posible obtener informacién cualitativa acerca
del movimiento sin necesidad de realizar calculos. Cada una de las integrales de
movimiento es una funciéon en 7*S0O(3), por lo que las ecuaciones

lh=c, la=cy, I3=c3, FE =c4, donde ¢ es constante,

definen una subvariedad M, de dimensién dos, contenida en la variedad, de di-
mensién 6, 7*SO(3). Se puede probar que M. es orientable [1], ademas utilizando
F puede probarse que es compacta. La dindmica deja invariante a M. y no tiene
puntos singulares. A partir de estas consideraciones se sigue que M,. es difeomorfa
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3.2 Ecuaciones de reconstruccion

al toro bidimensional.

Maés atin, (ver [1]), es posible seleccionar coordenadas angulares @1 y @9 en el
toro de tal forma que la dinamica en M, estd descrita por las ecuaciones ¢; = T4
y ¢o = Yo para ciertas constantes T;, 1o llamadas frecuencias. Esto significa
que el movimiento del cuerpo rigido libre es representado por la superposicion
de dos movimientos periddicos en el toro. Los valores de las frecuencias T; y Ty
dependen de las condiciones iniciales. Si las frecuencias son inconmensurables (su
cociente es irracional), entonces el sistema nunca regresa a su estado original.
Es por esto que el movimiento del cuerpo rigido libre es un movimiento cuasi-
periodico.

La propiedad de tener un flujo cuasi-periddico no es exclusiva de este proble-
ma. Esto pues, de acuerdo al teorema de Liouville [1], en un sistema integrable *
cuya subvariedad definida por las integrales de movimiento es compacta y conexa,
el movimiento en dicha subvariedad sera cuasi-periodico.

3.2. Ecuaciones de reconstruccion

La posicion respecto a un sistema inercial del cuerpo rigido no puede obte-
nerse directamente de las ecuaciones de Euler, esto es consecuencia de que las
variables que describen dicha posiciéon no aparecen en estas ecuaciones. El meca-
nismo que permite desacoplar la evolucion de las velocidades al de las posiciones
en las ecuaciones de movimiento es la existencia de un grupo de simetrias. Dicho
proceso de desacoplamiento es un ejemplo de una instancia matemaética general
que se conoce como reduccion en el que se eliminan variables en el espacio fase
mediante el uso de simetrias.

En general, las ecuaciones reducidas son suficientes para deducir un gran
numero de propiedades de la evolucion del sistema fisico en cuestién. Sin embargo,
en algunos casos es importante obtener la dinamica de las variables eliminadas
por la reduccion. A este proceso se le denomina reconstruccion. En el caso del
cuerpo rigido libre, las variables eliminadas corresponden a su orientacién respec-

3Un sistema integrable es un sistema hamiltoniano que tiene tantas integrales de movimiento

independientes y en involucién como grados de libertad.
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3.2 Ecuaciones de reconstruccion

to a un sistema de referencia inercial, la cual se expresa a través de la matriz de
rotacion B(t).

Hasta ahora hemos resuelto las ecuaciones necesarias para conocer tanto la ve-
locidad como el momento angular del cuerpo rigido libre en el marco de referencia
del cuerpo y a partir de estos es posible encontrar las ecuaciones de reconstruc-
cién para el cuerpo rigido. Para ello basta recordar la definicion del operador de
velocidad angular en el marco de referencia anclado al cuerpo: Q) = BB, asi co-
mo la ecuacién (1.6) que relaciona este operador y el vector de velocidad angular.
Considerando lo anterior es posible escribir las ecuaciones de reconstruccién del
cuerpo rigido libre como

B = BQ. (3.1)

Hay que notar que la ecuacién (3.1) representa en realidad un conjunto de
ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas para las 9 componentes B;; de la
matriz B. A pesar de esto es posible reducir el nimero de ecuaciones recordando
que B € SO(3), lo que implica que no todas sus componentes son independientes.
Para mostrar esta simplificacién se escribe B(t) como

Bity=|— B(t) —|,

donde A, B y C son vectores en tres dimensiones que se acomodan como ren-
glones de la matriz B(t). Dichos vectores se conocen como vectores de Poisson
y son las coordenadas en el sistema anclado al cuerpo de los vectores de la base
del marco de referencia inercial. La condicién de ortogonalidad en la matriz B se
traduce en que el conjunto {A(t), B(t), C(t)} es ortonormal respecto al producto
escalar euclideano en R3. Ademads, el conjunto de ecuaciones diferenciales (3.1)
se reduce a tres ecuaciones vectoriales independientes:

A=AxQ, B=BxQ, C=Cxq. (3.2)

Se observa que las ecuaciones diferenciales anteriores son préacticamente la
misma y que la unica diferencia entre ellas sera la condicion inicial. Por lo tanto
el problema de la reconstruccién de la posicion del cuerpo rigido se reduce a
resolver la ecuacién

A=AxQ.
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3.2 Ecuaciones de reconstruccion

A continuacién se estudian las ecuaciones de reconstruccion para algunos casos
sencillos. Ademas se analiza la posiciéon y movimiento del cuerpo rigido en cada
caso.

3.2.1. Rotaciones estacionarias

El primer caso corresponde a una rotacion estacionaria. En este caso el vector
de velocidad angular en el cuerpo es constante, esto es Q;(¢) = QY por lo que (3.1)
y (3.2) se reducen a sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes
constantes.

Si el sistema inercial se selecciona de tal manera que en ¢ = 0 coincida con
el sistema anclado al cuerpo entonces B(0) = I, donde I es la matriz identidad
de 3 x 3. Es fécil verificar que con estas condiciones la solucion a la ecuacion
matricial (3.1) es

B(t) = exp(Qt). (3.3)

Antes de calcular B(t) hay que recordar que Qe 50(3), por lo que su expo-
nencial efectivamente se encuentra en el grupo de rotaciones SO(3). Se sabe que
en una rotacién estacionaria el movimiento del cuerpo es una rotaciéon alrededor
del eje definido por la velocidad angular por un angulo ||Q||¢. Por otro lado el
movimiento del cuerpo esta descrito por B(t). Ya que ambas descripciones son
equivalentes podemos concluir lo siguiente.

Teorema 3.1. La rotacion por un dngulo 6 alrededor del eje definido por el vector
arbitrario v en el espacio euclideano se puede expresar por medio de la matriz
exp (Hz_\le> )
Finalmente, como (2 € 50(3), su exponencial puede calcularse explicitamente
utilizando la férmula de Rodrigues [9]:
sin(||Q2[t) ~ 1 —cos(||2][t)) -
D) 1= eos(I2A0) o -
1€2]] 1€2]]
Si el sistema inercial se selecciona de manera arbitraria tal que B(0) = By enton-
ces la solucién a las ecuaciones de reconstruccién es B(t) = By exp(€2t).

B(t) =1+
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3.2 Ecuaciones de reconstruccion

A partir de la férmula de Rodrigues es posible mostrar que en el caso de una
rotacion estacionaria se satisface la ecuacion

tr(exp(Qt)) = 1+ 2 cos(||2|1).

Esta ecuacién implica que es posible conocer el angulo de la rotaciéon asociada a
exp(Qt) a través de su traza. Este resultado puede generalizarse para cualquier
matriz en SO(3). Como se sabe, toda matriz de rotacién, excepto la identidad,
R € SO(3) define una rotacién por un cierto angulo alrededor de un eje. El dngulo
¢ de dicha rotacién puede obtenerse a través de la ecuacion

tr(R) = 1+ 2cosé&. (3.5)

3.2.2. Cuerpo simétrico

Consideremos ahora el caso de la rotaciéon de un cuerpo con eje de simetria.
Supongamos que el eje de simetria es E3, entonces los momentos de inercia del
cuerpo satisfacen I; = I. Utilizando los resultados obtenidos en la seccién 2.2.2
para el momento angular es posible escribir la ecuaciones de reconstruccion como

‘ 0 Q9 — Q¥ sin(nt)
A= -9 0 M cos(nt) | A, (3.6)
Wsin(nt) —Q% cos(nt) 0

donde n = %Qg La ecuacién anterior representa un sistema lineal de ecua-
ciones diferenciales con coeficientes que dependen del tiempo. Incluso en un caso
sencillo, como es un cuerpo simétrico, se presenta una gran dificultad para en-
contrar una solucién analitica a las ecuaciones de reconstrucciéon. Sin embargo,
para el cuerpo con eje de simetria, es posible analizar el movimiento del cuerpo
sin conocer la solucién explicita a las ecuaciones de reconstruccion.

Utilizando la solucién (2.8) obtenida para el cuerpo con eje de simetria es
facil probar que E3, €2 y L son coplanares. Para ello se calcula el triple producto
escalar entre estos vectores:

(L x E3,Q) = ((L1(0)sin(nt), —L1(0) cos(nt), 0),
(©1(0) cos(nt), 21(0) sin(nt), 23(0))) = 0.
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3.2 Ecuaciones de reconstruccion

Ya que el triple producto escalar es nulo se sigue que estos vectores son co-
planares.

Consideremos también los siguientes productos escalares

<Luﬂ> = 2E7 <L7L> = L2> <L7E3> - L37

(Es, Q) = %’ (Es,E3) =1, (Q,9) = (Ll;lo))z + (%’)2

Recordando que L3 es constante, se observa que cada uno de los productos es-
calares es constante. Esto implica por un lado que la magnitud de FE3, €2 y L
permanece constante en el tiempo y ademas que el angulo formado entre cada par
de estos vectores es también constante. Dado que B(t) es una matriz ortogonal
esta preserva angulos y normas, entonces los vectores B(t)E3, w y I satisfacen las
mismas propiedades. Consecuentemente el eje de simetria del cuerpo mantiene un
angulo constante con el vector de momento angular I, que esta fijo en el marco
de referencia inercial. Por lo tanto, visto desde el sistema de referencia inercial, el
eje de simetria (B(t)E3) se mueve en un cono circular con angulo constante cuyo
eje es l. Este movimiento se conoce como precesion reqular. Al mismo tiempo el
eje de rotacién en el cuerpo (definido por w) forma un angulo constante con [,
entonces traza un segundo cono alrededor de este.

Figura 3.1: Precesién de un cuerpo con eje de simetria, en este caso un elipsoide

de revolucién.
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3.2 Ecuaciones de reconstruccion

Para calcular la velocidad de precesién considérese un punto sobre el eje de
simetria del cuerpo. Entonces, en el marco de referencia del cuerpo, este punto
puede expresarse mediante el vector Q = aF3 con a un niimero real. La velocidad
de este punto en el sistema inercial expresada en el marco de referencia del cuerpo
sV =0QxQ+#Q. Como Es, Qy L son coplanares, es posible escribir uno de
ellos como combinacion lineal de los otros dos. Ademas ya que I; = I, es posible
escribir

1 I3 — I,
Q=—L— Q3(0)FE3.
I (0B
Por lo que la velocidad del punto puede escribirse como V = %L x Fg. De

acuerdo a esto, la rapidez del punto Q es

L
%‘HL x Es|| = I—1|a|sin A,
donde A es el angulo entre L y el eje de simetria. Notando que |a| sin A es la distan-
cia del punto Q al eje definido por L podemos concluir que el punto esta rotando
alrededor de I con velocidad angular L/I;. Esta velocidad corresponde a la velo-
cidad de precesion.

12 % Q| =

Por lo tanto, para el cuerpo con eje de simetria, el movimiento puede verse
como la composicién de la rotacién con velocidad angular Lz /I3 alrededor del eje
de simetria y la precesién con velocidad angular L/1;.

3.2.3. Cuerpo totalmente asimétrico

En el caso mas general, todos los momentos principales de inercia son distintos
y la velocidad angular como funcion del tiempo involucra funciones elipticas de
Jacobi. Si se suponen las condiciones iniciales Q5(0) = 0, ©(0) > 0, Q3(0) > 0,
2(0) <0, I3 < QL—; < I (mismas condiciones que en el capitulo 2 expresadas
en términos de la velocidad angular) entonces, usando (2.23), las ecuaciones de

reconstruccion para el caso L? < 2E1, seran:

| 0 7 dn(ut, o/ B) —4 sn(ut, a/P)
A= | -1 dn(ut,a/p) 0 “ronlut o/ | A, (37)
Tsn(ut,a/B) £ en(ut,a/p) 0
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3.3 Angulos de Euler

donde 7, §, a, By pu estan definidos de la misma manera que en el capitulo anterior.

El conjunto de ecuaciones (3.7) muestra la complejidad de la ecuaciones de
reconstruccion para el cuerpo rigido libre. Esto pues ademas de tener coeficientes
variables en el tiempo, estos no son funciones elementales sino funciones elipticas.
Sin embargo estos coeficientes son funciones periddicas, lo que abre la posibilidad
de realizar un anélisis de las soluciones a través de la teoria de Floquet.

La integracién de las ecuaciones de reconstruccion fue realizada primero por
Jacobi [6]. Existen diferentes métodos a través de los cuales se puede obtener
la solucion a las ecuaciones de reconstruccion del cuerpo rigido, por ejemplo el
desarrollo mostrado en [5]. En dicho trabajo se muestra que la solucién no pue-
de expresarse unicamente en términos de funciones elipticas como se menciona
erréneamente en varios textos sino que es necesario utilizar generalizaciones de
las funciones theta de Jacobi. Maneras alternativas de resolver este problema se
ilustran en [11].

3.3. Angulos de Euler

El tratamiento realizado en parrafos anteriores no es la tinica manera de ob-
tener la orientacién del cuerpo rigido libre. La matriz B puede expresarse como
la composicién de tres rotaciones simples sucesivas. Para ello se introducen los
angulos ¢, 6 y 1. Para definir estos angulos se consideran tanto el sistema de
referencia inercial como el sistema anclado al cuerpo ademads de suponer que el
origen de ambos sistemas es el mismo.

Sean {e1, ez, es} v {E1, E2, E3} las bases de los marcos de referencia inercial
y del cuerpo respectivamente. Para pasar del sistema inercial al sistema del cuerpo
se realizan tres rotaciones consecutivas en el sentido contrario a las manecillas del
reloj:

1. Rotacién alrededor del eje eg por un angulo . La imagen del eje e se cono-
ce como linea de nodos y se denotara como ep. Esta rotacion se representa
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3.3 Angulos de Euler

mediante la siguiente matriz

cosp singp 0
Ri(p) = | —singp cose 0O
0 0 1

2. Rotacion alrededor de e un angulo 6. Bajo esta rotacién ez se transforma
en FE3 mientras que exn permanece fijo. La matriz asociada a esta rotacion

esta dada por
1 0 0

Ry(0)= [0 cosf sinb

0 —sinf cosd

3. Rotacién alrededor de E3 por un angulo . Después de esta rotacién ey se
transforma en E. La matriz que representa esta rotacion es

cosy siny 0
Rs3(¢)) = | —siny cosy 0O
0 0 1

El conjunto de angulos ¢, 6 y ¢ definidos de esta manera se conocen como
angulos de Euler.

Es importante notar que cualquier rotacién en el espacio puede expresarse
de la manera descrita anteriormente. El enunciado converso también es cierto,
entonces, a cualquier conjunto de nimeros ¢, 6, ¥ la construcciéon anterior le
asocia una rotacion en el espacio euclideo. Como ya se mencioné SO(3) es una
variedad de dimension tres, entonces si

O<p<2m, O0<fO<m 0<9¢ <27,

las coordenadas (p,#,1) definen una carta local para SO(3) [1]. Como es de
esperarse en cualquier variedad, esta carta no cubre todos los puntos de SO(3),
por ejemplo no se incluye a la matriz identidad, las matrices que representan
rotaciones alrededor de los ejes 1 y 3 ni aquellas matrices de SO(3) tales que
aszz = £1, donde a;; representa la componente del i—ésimo renglén y la j—ésima
columna.
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3.3 Angulos de Euler

€3

ey’

ey

ey €z

Figura 3.2: Rotaciones que definen los angulos de Euler.

De acuerdo a como se definieron los angulos de Euler se satisface que
X = R3(¢¥)Ra2(0) Ry (p)x, donde como antes x es el vector de un punto referido
al sistema inercial y X el vector del mismo punto expresado en el marco de
referencia del cuerpo. Entonces se tiene que

@ = (Rs(¢Y)Ra(0) Ry (9)) ' X

Por lo tanto la matriz B que lleva del sistema de referencia del cuerpo al
sistema inercial se puede expresar en términos de las rotaciones elementales como

B = R (¢)Ry'(0)Rs ' (), (3.8)

o bien, como funcién de los angulos de Euler:
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3.3 Angulos de Euler

cos pcosy —sinpcosfsiny — cospsiny —singcosfcosyy  sinesinf
B = | sinpcosy + cospcosfsinyy —singsiny + cospcosfcosy —cospsind
sin 6 sin ¢ sin 0 cos ¥ cos @

(3.9)

De esta manera el problema de reconstruccién se puede traducir en encontrar

los angulos de Euler como funcion del tiempo. Una forma de lograr esto es escribir
el operador de velocidad angular en el cuerpo como funcién de los angulos de
Euler: = B~'(t)B(t). Después, a partir de la expresién para €2, se escribe el

vector de velocidad angular en el cuerpo:

psinfsiny + 6 cos 1
Q= | psinfcosyy —Osiny | . (3.10)
pcosh + 1
Ademas la expresién para la velocidad angular como funciéon del tiempo ya

esta determinada, por lo tanto podemos escribir la ecuaciones de reconstruccion
como

-1

@ sinfsiny  cosvy 0
0| =|sinfcosyy —siny 0 Q. (3.11)
¥ cos 6 0 1

Esta tltima expresién muestra que para encontrar los dngulos de Euler como
funcion del tiempo es necesario resolver un conjunto de ecuaciones diferenciales
no lineales de primero orden acopladas. Es por esta razén que los angulos de
Euler no representan el mejor enfoque del problema de reconstruccién, de esta
forma también se muestra la necesidad de introducir otras técnicas para obtener
informacion acerca de la orientacién del cuerpo rigido.
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Capitulo 4

Fases Geomeétricas

En el capitulo anterior se encontraron las ecuaciones necesarias para deter-
minar la orientacion, respecto a un sistema inercial, del cuerpo rigido libre. Se
mostré la complejidad de las ecuaciones resultantes incluso en situaciones fisicas
simples. A pesar de no conocer la solucién analitica es posible determinar ciertas
caracteristicas del movimiento a través de un analisis de la dinamica en el espacio
fase. Como se ha visto, para condiciones iniciales adecuadas, el movimiento del
momento angular en el marco de referencia del cuerpo es periddico. Aplicando el
teorema de Stokes a una superficie adecuada en T*S0O(3) se puede obtener una
expresion para el angulo A¢ que el cuerpo rota alrededor del momento angular
referido a un sistema inercial después de un periodo de L. Determinar esta expre-
sion es el propésito de este capitulo y el procedimiento llevado a cabo esta basado
en el trabajo de Richard Montgomery [10].

4.1. Espacio fase del cuerpo rigido

Como se vio anteriormente, la orientacién de un cuerpo rigido libre se expresa
mediante una matriz de rotacion, por lo que el espacio de configuracion de este
sistema es SO(3). Como consecuencia inmediata de este hecho se sigue que el
espacio fase (de momentos) para el cuerpo rigido es el haz cotangente de SO(3):

T*SO(3).

Para estudiar el haz cotangente a un grupo de Lie GG, generalmente se utiliza
la trivializacion izquierda o derecha del espacio cotangente T*G [15]. A través
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4.2 Uno-forma canodnica

de dicha trivializacién el estudio de la dinamica se puede realizar en el espacio
G x g*, donde g* es el espacio dual del algebra de Lie g. En el caso del cuerpo
rigido G = SO(3) por lo que la dindmica en el espacio de fases T*SO(3) puede
estudiarse en el espacio SO(3) x s0(3)*. Ademas s0(3)* ~ R?, por lo que final-
mente se encuentra que T*SO(3) ~ SO(3) x R3. Fisicamente esto corresponde a
pensar en los elementos del espacio fase como parejas (B, L) si se utiliza la tri-
vializacién izquierda o bien (B, 1) con la trivializacién derecha, donde B € SO(3)
es la matriz que describe la orientacion del cuerpo.

A través de las relaciones establecidas en el parrafo anterior es claro que el es-
pacio fase es una variedad de dimensién 6. Si se utilizan los angulos de Euler como
coordenadas para SO(3) entonces tenemos dos posibles elecciones para coorde-
nadas locales en T*SO(3): (p, 0,1, Ly, Lo, L3) o (v, 0,1,11,1s,13) dependiendo de

la trivializacion utilizada.

4.2. Uno-forma canonica

Consideremos una variedad n—dimensional () y un conjunto de coordenadas
locales (q,...,q") en Q. Entonces (dq',...,dq") forma una base para el espacio
cotangente en el punto ¢, T,Q , donde g € Q. Al formar este conjunto una base,
se sigue que cualquier covector p, € T7() puede escribirse como p, = p; dq' para

ciertos escalares pq,...,p,. Aplicando este mismo proceso a todos los puntos de
la variedad se pueden construir coordenadas locales para T*(), estas coordena-
das inducidas son (¢!, ..., q¢", p1,...,p,) vy se denominan coordenadas cotangentes
canonicas.

En el haz cotangente de una variedad es posible definir una uno-forma diferen-
cial especial que juega un papel muy importante en los formalismos hamiltoniano
y lagrangiano de la mecanica. Para definir la uno-forma candnica © primero con-
sidérese la proyeccion en el fibrado cotangente: m : T*(Q) — (). Esta proyeccién
mapea todo covector p, € T7() a su punto base ¢ € (). Ahora notemos que la
derivada, T'r, de la proyeccién es un mapeo tal que T'm : T(T*Q) — TQ. Ya
que © es una uno-forma en 7*@), entonces, para todo p, € T*Q), O, actia sobre
vectores en T, (T*Q). Sea v,, € T), (T*Q), la accién de la uno-forma canénica se
define de tal manera que
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4.2 Uno-forma candnica

Op, (Vp,) = (g, Tp,m(Vp,))- (4.1)
Para verificar que la expresién (4.1) estd bien definida analicemos cada una de
sus componentes. Comenzando con el miembro izquierdo de la ecuacion, ©,, €
T, (T"Q) mientras que vy, € T, (T*Q) por lo que el miembro izquierdo es un
nimero real. Por otro lado p, € TyQ y T, m(vp,) € Ty,Q. De acuerdo a esto,
el producto interior en el miembro derecho de la expresién estd bien definido y
resulta en un ndimero real. Con esté andlisis se verifica que la expresién (4.1)
estd bien definida. Notese ademas que esta definicion de la uno-forma candnica
es intrinseca en el sentido de que es independiente de las coordenadas utilizadas.

Ahora se obtendra una expresién para © en términos de un conjunto de coor-
denadas cotangentes candnicas (ql7 .oy q",p1,...,pn). Para encontrar esta expre-
sion se parte del hecho de que © es una uno-forma sobre T*(), entonces esta se
puede escribir como

O =ai(p,q)dq" + ...+ an(p,q)dq" + bi(p,q)dp1 + - .. + by(p, q)dpn,

donde a; y b; son los coeficientes a determinar. Ademas si v,, € T, (T*Q), este
se puede escribir como

Upy = (0, )0 + -+ (0, ) 0 + [ (0, )y + -+ [ (2, 9) Dy,
Por lo tanto, el miembro izquierdo de (4.1) resulta en
O(vp,) = arc' + ...+ an +bif' + ...+ by f™ (4.2)

Por otro lado T, w(vp,) = c'(p, 9)0p 4. . .+¢"(D, Q)0gn ¥ Pg = p1dq’ +. . 4ppdq”
por lo que el producto interior a la derecha en (4.1) es

(pgs Tp,m(vp,)) = €'p1 + ...+ "py. (4.3)
Ya que (4.2) debe coincidir con (4.3) para cualquier eleccién de c!,... "
se obtienen los coeficientes: a; = p; vy b; = 0, ¢ = 1,2,...,n. Por lo tanto la

expresion en coordenadas cotangentes canoénicas de la uno-forma canoénica en el
haz cotangente es

O =pidg' + ... 4 pudq" = pidq’. (4.4)
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4.2 Uno-forma candnica

El desarrollo realizado en parrafos anteriores es valido para una variedad arbi-
traria (). Para el problema particular del cuerpo rigido libre ) = SO(3) por lo que
la uno-forma candnica para este sistema es una forma diferencial sobre T*SO(3).
De ahora en adelante se utilizaran los angulos de Euler como coordenadas para
SO(3). Entonces, en T*S0O(3), es posible escribir

0= p@dgﬁ + pgd@ + p¢d¢, (45)

donde p,, ps y py son los momentos candénicos conjugados correspondientes a
estas coordenadas.

Para encontrar la expresion de estos momentos en términos de los angulos de
Euler y las velocidades generalizadas se utilizan las transformaciones

oot o
p(p_agba pﬁ_aé’ pd)_aw

Aqui £ denota la lagrangiana del sistema, que en nuestro caso es simplemente
la energia cinética: L = %(HQ, Q). En las expresiones anteriores se supone que

L esté expresada como funcién de ¢, 6,1, @, 0, w Esto se logra al utilizar (3.10)
para expresar {2 en términos de estas variables. Asi se obtiene

o 1
L(p,0,1,p,0,0) = §¢2((Il sin? ) + I cos? ¢) sin® 0 + I3 cos® )
1. 1. .
+ 502(11 cos? 9 + I sin® ) + 51/1213 + I3 cosb
+ (I, — L,)¢0 sin 0 sin 1 cos .

A partir de lo cual obtenemos

P = 11 (¢sinfsiny + 0 cos 1)) sin Osin ) + Ir(psin 0 cos ) — Osin 1)) sin 0 cos 1)
+ Is(¢cosf + 1)) cos b,

po = I1(¢sinfsiny + 9cos;b) cos ) — Ir(psinf cosp — ésinzp) sin ),

py = I3(p cosd + cos ).

De la ecuacién (3.10) y de la relacién L = I es inmediato que los momentos
pueden reescribirse en funcién de las componentes del momento angular en el
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4.2 Uno-forma canodnica

cuerpo como

Py = Ly sinfsiny 4 Lysin cos + Lz cos 0,
Py = L1 cos) — Lysiny,
Py = L3.

Al sustituir esta expresién de los momentos en (4.5) se obtiene la expresiéon en
coordenadas correspondientes a la trivializacién izquierda de la uno-forma canoéni-

ca en T*SO(3)

© = (Lysinfsint + Ly sin @ cos ) + Lz cos @)dp + (Ly cos ) — Ly sin)df + L dip.
(4.6)
Para simplificar la expresion anterior se utilizan las uno-formas vectoriales A y
p definidas en (1.9). La propiedad que define a estas uno-formas es que aplicadas
sobre un vector tangente v, el resultado es la velocidad angular en el sistema del
cuerpo y el sistema inercial respectivamente, esto es, A\;(vy) = Q; y pi(vy) = w; con
1 =1,2,3. Para encontrar expresiones para estas uno-formas en la base asociada
a los angulos de Euler consideremos primero \;. Esta es una uno-forma sobre
SO(3), por lo que Ay = g1dyp + ¢g2df + gsdyp para ciertos escalares g1, g2, g3 que
dependen de , 0 y 1. Ademds ya que v, € T'SO(3) este se puede escribir como
vy = @0, + 009 + Y0y, entonces

Ai(vg) = @91 + 992 + 1/}93-

Por otro lado, A\i(vy) = 4 = ¢sinfsiny + 6 costp. Al imponer la condicién de
que las dos expresiones anteriores coincidan se encuentran los coeficientes g; y
es posible encontrar la expresién para A\; como combinacién lineal de dy, df, di.
Con un proceso totalmente analogo se pueden encontrar expresiones para Ao, Az,
p1, p2 ¥ p3. Estas expresiones son:

1 cos ¢ df + sin @ sin 0 dy A sin 0 sin vy dy + cos ) df
p2 | = |sinpdfd —cospsinfdy |, Ao | = | sinfcosvdp —siny db
Ps3 dp + cos 6 di A3 cos B dp + dip
(4.7)

Entonces, al comparar la ecuacién anterior y (4.6) se observa que © puede
reescribirse como

@ == Ll)\l -+ L2>\2 -+ Lg)\g. (48)
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4.3 Célculo de la fase

Ademads, con un poco de dlgebra, puede mostrarse que la matriz B(y, 0, 1)
tal como esta escrita en (3.9) relaciona las uno-formas vectoriales A y p de la
siguiente manera

p(vy) = BA(v,), para todo v, € T,50(3).

Utilizando esta relacién junto con I = BL se encuentra otra expresion para la
uno-forma candnica, esta vez en las coordenadas asociadas a la trivializacion
derecha:

O = llpl -+ lgpg -+ l3p3. (49)

4.3. Calculo de la fase

Como se ha visto, el momento angular del cuerpo rigido libre en el marco de
referencia inercial es constante en el tiempo. Ademas si las condiciones iniciales
satisfacen L? # 2E1; con j = 1,2, 3, el momento angular en el marco de referencia
del cuerpo tiene un movimiento periédico, cuyo periodo T se dedujo en el capitulo
2 y estd dado por las expresiones (2.27) y (2.29). Como se vera a continuacion,
en un tiempo T el cuerpo, visto desde el sistema inercial, rota alrededor de [
un cierto dngulo A¢. Siguiendo a Montgomery [10], para derivar una expresién
para este angulo, aplicaremos el teorema de Stokes a una cierta integral de la
uno-forma canoénica en el espacio fase del cuerpo rigido libre.

Primero se mostrara que después de un tiempo 7" el cuerpo efectivamente ha
rotado cierto angulo alrededor del momento angular I. Para esto se parte de la
ecuacion | = B(t)L(t) y de la periodicidad del momento angular en el cuerpo:

L(ty+T) = L(to).

Combinando estas dos expresiones y utilizando el hecho de que I es constante en
el tiempo se encuentra que

Bty +T)B ' (to)l = 1. (4.10)

Ya que B(t) € SO(3) para todo t se sigue que B(ty + T)B~!(ty) € SO(3), por
lo que es una matriz de rotacién. Entonces I permanece fijo bajo la accion de la
matriz de rotacion R = B(ty + T)B~(ty), lo que implica que este vector define
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4.3 Célculo de la fase

el eje de la rotacién asociada a R. De esta manera se ha mostrado que R es una
matriz que describe una rotacion alrededor del momento angular en el sistema de
referencia inercial.

A partir de la definicién de la matriz R se sigue que B(ty + 1) = RB(ty).
Escrita de esta forma la ecuacién muestra que en el intervalo [tg, to + 7T'] la orien-
tacion del cuerpo se modificd por la accién de la matriz R. Por lo tanto el cuerpo
sufrié una rotaciéon por un cierto angulo A¢ alrededor del eje determinado por el
vector I. Cabe mencionar que este resultado es véalido para cualquier ¢y y cualquier
configuracién de referencia aunque es mucho més claro cuando tp = 0y B(0) = 1.
En estas condiciones el resultado se reduce a B(T)l =1, lo que claramente indica
que B(T), la matriz que describe la orientacién del cuerpo después de un periodo,
es una rotaciéon alrededor de I.

Ahora que se ha mostrado que después de un tiempo 1" el cuerpo ha rotado
cierto angulo A¢ alrededor del vector I, se procede a calcular dicho angulo. El
teorema de Stokes establece que la integral de una forma diferencial o sobre la
frontera de una variedad orientable X es igual a la integral de su derivada exterior
da sobre toda la variedad (ver por ejemplo [12]):

/ a:/da.
B> N

Para calcular A¢ se aplicara este teorema a una integral de la uno-forma canénica
© en T*SO(3) y la variedad X serd una superficie de dimensién 2 en el espacio
fase del cuerpo rigido.

Por simplicidad consideremos el caso en que ty = 0 corresponde a la configu-
racién de referencia de manera que B(0) = I (para el caso general ver observacion
4.2). Para mayor claridad denotaremos el vector de momento angular en el sistema
inercial I como ly. Entonces el correspondiente momento angular inicial en coor-
denadas del cuerpo es L(0) = lg = (lol), l(()Q), l((]?’)). Estas condiciones iniciales estan
asociadas al elemento (I,lg) en el espacio fase. La trayectoria en el espacio fase
correspondiente a la evolucién dindmica del cuerpo consiste de pares (B(t), L(t))
en coordenadas del cuerpo o bien (B(t),lp) en coordenadas del sistema inercial.
Considérense ahora las siguientes dos curvas en el espacio fase, ambas iniciando
en (1,1p):

s (: curva definida como el segmento de la curva integral del cuerpo par-
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4.3 Célculo de la fase

tiendo de la condicién inicial (I,lp) hasta el elemento correspondiente al
tiempo t = T, (B(T),L(T)) = (B(T), L(0)) = (B(T),lo). Esta curva se
puede parametrizar por el tiempo fisico de la siguiente manera: v;(t) =
(B(t),L(t)), t €0,T].

» Cy: curva en T7*S0(3) definida por la siguiente parametrizacion: vyo(«a) =

(exp (Hll—g”oz> o), a € [0,A¢|. Es decir Cy es la curva correspondiente

a la rotacion del cuerpo en el sentido contrario a las manecillas del reloj
alrededor de lg por un angulo « iniciando desde cero hasta Aq.

Notese que para C5 se ha utilizado el momento angular en el sistema inercial a
pesar de estar utilizando la base del cuerpo, en este caso ly debe pensarse como
la condicién inicial L(0) que permanece constante a lo largo de toda la curva.
También es importante recalcar que existe una diferencia esencial en las curvas
descritas. C'; es una curva que coincide con la evolucién dindmica del cuerpo
mientras que C no estd relacionada con el movimiento que describe el cuerpo
excepto en sus puntos extremos.

(B(T).1p)

vald) = (exn (=2 ).t
1zl

1(8) = (B(1), L(1))

(1, L)

Figura 4.1: Representacién de una superficie X en el espacio fase cuya frontera
estd formada por Cy y Cos.
Se observa que las dos curvas construidas se intersecan cuando t =T y o =

A¢. Para probar esta afirmacién simplemente se utiliza la periodicidad de L y el
hecho de que B(T') es precisamente una rotaciéon alrededor de Iy un dngulo A¢

llZol]
tiene que Cy(T) = (B(T), L(T)) = (exp (Aqs”{—g”) o). Por otro lado Cy(A¢) =

por lo que se puede escribir como exp (Agbi—‘)) . En virtud de estas propiedades se
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4.3 Célculo de la fase

(exp <A¢H{—g”> ,lo). De esta forma se muestra que C1(T) = Cy(A¢). Por tanto

la curva C' = C — (Y, obtenida al recorrer primero C; y después C5 en sentido
inverso, es cerrada. Al integrar la uno-forma candnica sobre C' y aplicando el
teorema de Stokes se obtendra el resultado buscado. Sea ¥ cualquier superficie
bidimensional tal que 0¥ = C, el teorema de Stokes para este caso se escribe

como
|e= [ (4.11)
c b

4.3.1. Integral de linea.

Primero se calcularé la integral sobre la curva C'. De acuerdo a la manera en
que se definié C' la integral puede dividirse en dos integrales distintas:

Je=he .

En coordenadas del sistema inercial la curva C estd parametrizada por v, (t) =

(B(t),1o), por lo que el vector tangente a esta curva es b = (B(t),0). Dado que

se esta trabajando en el marco de referencia inercial, la expresiéon para © que
debe utilizarse es (4.9). Entonces

/01 / (d%> /0 100y 41 gy + 19 0) [(B1), 0] .

Ya que B(t) € SO(3) se sigue que B(t) € T SO(3), por lo que la accién de ©
sobre B(t) estd bien definida. Esta integral se simplifica a

/c / 57 p1(B(1)) + 157 pa(B(1)) + 157 ps(B(1))) .

Recordando la definicién de p; se sigue que p;(B(t)) = wi(t) por lo que se obtiene

_ [Ty ) () 1+ 1P, = (e .
/Cl@—/ouo L(6) + 12 wn(t) + 1P ws(1)) db /0<l7 (1)) dt
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4.3 Célculo de la fase

Finalmente se utiliza que C} es un segmento de una curva integral. Gracias a
esto, a lo largo de (Y, el producto interior (lg,w(t)) es simplemente dos veces la
energia que ademas es una constante durante el movimiento. Por lo tanto

T
/@:/ 2E dt = 2ET. (4.12)
Ch 0

Para calcular la contribucién a la integral a lo largo de C5 se utilizaran también
las coordenadas del sistema de referencia inercial, entonces se tiene que

a0 (d e dB
/ / ( 72) a =/ 1 o1+ 157 p2 + 157 pi) K d(a),O)} da.
Cs 0 a

Al igual que en el caso de (1, % € Ts(a)SO(3) por lo que la ecuacién anterior
puede expresarse en términos del vector de velocidad angular:

Ad dB dB
l(l) 1(2) e 1(3) e d
o= (0 (5) v (52) + 0 (55) o
:/ (18 w1 (@) + 1P wa(a) + 1P ws (@) da.
0

Hay que notar que en esta integral el vector de velocidad angular w(«) no esté re-
lacionado con el movimiento del cuerpo pues C5 no corresponde a alguna curva

integral. Para calcular w(«) a lo largo de Cy se utiliza la definicién del ope-
dB(Ol)B—l
da

rador @, segun la cual w(a) = (). A lo largo de Cy se satisface que

B(a) = exp (Hl o >, por lo que ficilmente se obtiene que

dB [
w(a) = %B_l(a) = m, a lo largo de Cb.

De esta manera la integral sobre la segunda curva puede escribirse como

A l(l) 2 l(2) 2 l(3) 2 A¢
/ ) —/ (ls ) + (5”) + (") do —/ llo]| da = ||lo||A¢p. (4.13)
s 0 [l [Tl 2ol 0

Asi se obtiene el valor de la integral de la uno-forma candnica sobre C":

/ © = 2ET — LA, (4.14)
c
donde L = ||lo]].
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4.3 Célculo de la fase

4.3.2. Integral de superficie.

La segunda integral en el teorema de Stokes aplicado a nuestro caso es fz de,
por lo que es necesario calcular la derivada exterior de la uno-forma canodnica en
T*SO(3), en particular debe encontrarse una expresiéon para d© sobre la superfi-
cie Y. Hasta ahora no se ha especificado quien es > mas alla de decir que es una
superficie cuya frontera es C'. Para calcular fz d® haremos una eleccion conve-
niente de la superficie 3, para esto consideremos el mapeo ®x : T*SO(3) — R?
cuya accion se define como

(PR((B7 l)) =1,

donde, como siempre, B € SO(3) y I es el momento angular en el sistema de
referencia inercial. A partir de la definicién de este mapeo asi como de la forma
en que se construyo la curva C' es claro que C, Cy C CID}}l (lo). Se elige la superficie
3 como alguna subvariedad de T*SO(3) tal que ¥ C ®,'(lp) y 0% = C.

Se define también la funcién @, : T*SO(3) — R3*(L) cuya accién estd dada
de acuerdo a la siguiente regla de correspondencia: ®..((B, L)) = L, donde L es
el momento angular en el marco de referencia del cuerpo. La expresién “R3(L)”
se utiliza para recalcar que las coordenadas utilizadas para R? son las componen-
tes del vector L.

Hasta este momento no se ha hecho alguna referencia a la eleccién especifica
del sistema inercial, por lo que este sistema puede seleccionarse de una manera
conveniente. Para el desarrollo que se llevara a cabo a continuacién, el sistema
de referencia inercial se elige de tal forma que lg sea paralelo a es, de modo que

lo = ||l0||€3.

A partir de la restriccion de la funcién &, al conjunto @ﬁl(lg) es posible
construir una nueva funcion F' de la siguiente manera:

F = CI)L6|<I>§1(l0) : T*SO(S) - Sﬁl()“,

donde Sf, , representa la esfera de radio [|lo]| en R*(L). Hay que notar que la
accién de esta funcién corresponde simplemente a escribir el vector de momento
angular asociado a lg en las coordenadas del sistema de referencia del cuerpo.
Dada la eleccién del sistema de referencia inercial y utilizando los angulos de
Euler como coordenadas la expresion para F' es
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4.3 Célculo de la fase

|lo]| sin 6 sin Ly
F(p,0,9,1) = B g = | ||lo||sinfcosy | = | Lo | . (4.15)
|lo|| cos 6 Ls

Haciendo un andlisis detallado en coordenadas locales (dngulos de Euler) uno
puede convencerse de que Y puede elegirse de modo que F|;;x sea un difeo-
morfismo al conjunto A := F(IntX). Para determinar quién es la regién A se
analiza la imagen de la curva C' = 0¥ bajo F'. Ya que C] es un segmento de curva
integral, F'(Cy) consiste en los puntos sobre la esfera correspondientes a la tra-
yectoria del vector de momento angular referido al sistema del cuerpo. Entonces
la imagen de C' consiste en una de las curvas suaves cerradas resultantes de la
interseccion de la esfera de radio ||lo|| con el elipsoide de energia F, dichas curvas
se describieron detalladamente en el capitulo 2. Por el contrario, la imagen de
(5 consiste Unicamente en un punto, esto es consecuencia de que, sobre Cs, B
corresponde a una rotacién alrededor de ly. Consecuentemente B~y = lg en Cs,
por ser este vector el eje de la rotacién. Por lo tanto se tiene que F(Cy) = lg. De
esta manera se encuentra que F'(C') = F(C}) es la curva sobre la que se mueve el
vector L y A corresponde simplemente a la curva F'(C') junto con su interior (con
la orientacién consistente) sobre la esfera de radio ||lg]|, esta regién se muestra en
la figura 4.2.

El siguiente paso es obtener una expresién para dO. Si se calcula la derivada
exterior a la expresion (4.9) se obtiene que

doe = ll d,01 + lz dpg + l3 dpg + dll VAN P1 + de VAN P2 + dlg N P3, (416)

donde A denota el producto exterior de formas diferenciales. Recordando que
lo = ||lo|les se tiene que 1 = l; = 0. Ademas por ser [; = l((f) constantes se sigue
que dl; = 0,7 =1,2,3. Por lo tanto la expresion (4.16) restringida a la superficie
3 y escrita en términos de los angulos de Euler se reduce a

A0y, = ¥ dps = ||lo|| d(dep + cos bdep) = —||lo|| sin 6 d6 A dup.

Utilizando la férmula de cambio de variable (ver [12]) es posible escribir

/mtgd@ - /mm ((Fls)™)"de,
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4.3 Célculo de la fase

By
I "
Ly
A
L(t) E(Cy) ) ) B(C)
E, by
(a) 2EI, < L? (b) L? < 2E1,

Figura 4.2: Superficie A sobre la esfera de radio L, se muestran los dos posibles
casos para la orientacién de F'(C) y su interior dependiendo de los valores de E y

L.

donde G* se refiere al pull-back por la funcién G. Si se expresa esta tltima integral
en términos de los angulos de Euler se obtiene que

/ ((F|g)‘1)*d@:/ —|lLo|| sin 6 do A dy.
nt A

int A
Finalmente se utiliza el hecho de que la contribuciéon a las integrales sobre la
frontera de ¥ y A es nula para reescribir el resultado como

/d@:/—||l0||sin9d0/\d¢. (4.17)
b A

Por otro lado considérese la dos-forma y en R*(L) definida como

1
X = W(Ll dL2 A dLg + LQ dLg N dL1 + L3 dL1 VAN dLg)
0
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4.3 Célculo de la fase

y la inclusién
L. Sﬁlon — Rg(L)

Con un cdlculo sencillo (ver [13]) puede probarse que el area de la superficie
A€ Sﬁloll puede expresarse mediante la integral

A(A) —/AL*X. (4.18)

Notemos que (4.15) define coordenadas esféricas (6,1) en SﬁloH’ por lo que
es posible encontrar una expresién para (*x en estas coordenadas. Después de
realizar y simplificar los calculos se obtiene que

x = —||lo||* sin 6 do A di. (4.19)

Por lo tanto es posible escribir —||lo||sin@df A dip = Hl_tl\ t*x. Gracias a esta
igualdad y a las ecuaciones (4.17) y (4.18) se encuentra que

/ 4o = ”l—luA(A). (4.20)

Si ademds se nota que el area de la superficie A esta relacionada con el angulo
solido W barrido por el vector de momento angular en el marco de referencia

del cuerpo a través de A(A) = ||lo]|*¥ (ver observacién 4.1) y recordando que
L = ||lp]|, es posible escribir la integral de superficie como
/ 46 = L. (4.21)
2

4.3.3. Expresion final

De acuerdo al desarrollo realizado en parrafos anteriores y a través de la
ecuaciones (4.14) y (4.21) es posible concluir que el teorema de Stokes aplicado
a nuestro caso implica que

2ET — LA¢ = LV,
por lo que la expresién buscada para el angulo de rotaciéon A¢ es

a0 2Ty 12
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Observacion 4.1. En [10] el dngulo sdlido se elige con una convencion de signo
relacionado con la orientacion de F(C) dada por la dindmica. De acuerdo a
nuestros cdlculos esto es consistente con (4.22) mddulo £4n dependiendo de la

eleccion del “interior” de la curva.

La ecuacién (4.22) realmente s6lo depende de las condiciones iniciales F y L
ademas de los momentos principales de inercia. Esto es debido a que tanto el pe-
riodo 7" como el angulo solido ¥ pueden expresarse en funcién de esas cantidades.
Por ejemplo, si las condiciones iniciales son tales que 2ET, < L? entonces (ver
apéndice A)

V—Uu

b3
/1 b/ (u—01)(by — u)(bs — u)y/(v = b1)(v — by) (b3 — u)

du dv,

(4.23)

b |LQEL - L)(L2—2EL)  _ [LQEL - L2)(L? — 2B
e 2ELI(L? —2EL) 2ELI,(L? — 2EIL;)

by [P = 2EL)(L2 — 2E1)
5 2ELI;(2ET, — L?)

La integral (4.23) puede reducirse a integrales elipticas cuyos pardmetros depen-
den de las condiciones iniciales y de los momentos principales de inercia. Por lo
tanto si 2E1, < L?,

8E L 1,15 1/2
A6 =7 {L2—2E13)([1—[2)} K(B/a) =2
' v du dwv.
/1 by \/U—bl (b2—u)(bg—u)\/(v—bl)(v—bg)(bg—u)
(4.24)
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4.3 Célculo de la fase

Observacion 4.2. En el desarrollo realizado anteriormente para calcular A, se
ha hecho la hipdtesis de que B(0) = I. Sea (B(t), L(t)) la solucion a las ecuacio-
nes de movimiento del cuerpo rigido (ecuaciones de reconstruccion y de Fuler)
con condicion inicial (I,1lg). Con un cdlculo simple puede mostrarse que la solu-

cion a las mismas ecuaciones con condicion inicial arbitraria (Bo,lg) estd dada

por (B(t) = ByB(t), L(t)).

Se ha probado que R = B(T) representa una rotacion alrededor de lg por
un dngulo A¢, cuya expresion estd dada por (4.22) para el caso de la condicion
inicial B(0) = I. Ademds se sabe que, en el caso de la condicion inicial arbitraria
B(0) = By, R = B(T)B~'(0) es también una rotacion alrededor de ly por un
cierto angulo A¢'. Para encontrar la relacion entre estos dos dngulos simplemente

se expresa R en funcidén de la matriz R, obteniéndose
R = ByRB; .

Esta ecuacion implica que las matrices R y R son semejantes. Esto se traduce en
que el angulo de rotacion asociado a R es exactamente el mismo que el asociado
a R, esto es Ap = A¢’. Por lo tanto la expresion (4.22) es valida para cualquier

condicidon inicial.
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Capitulo 5

Verificacion numeérica

En este capitulo se compara el valor obtenido para el coseno del angulo A¢ a
través de una integracion numérica de las ecuaciones de Euler y de reconstruccion,
con el valor predicho por la expresién (4.22). Para resolver las ecuaciones de movi-
miento numéricamente se utilizé un método Runge-Kutta del software MATLAB.

En todos los calculos del programa realizado para la integraciéon numérica se
utilizaron nimeros de punto flotante de precisién doble. Para resolver las ecua-
ciones de movimiento se emple6 un método Runge-Kutta de orden 4 integrado
en MATLAB, este método implementa un intervalo temporal variable para me-
jorar la eficiencia del calculo. Las tolerancias absoluta y relativa usadas en este
proceso fueron de 1 x 10713, Para calcular las integrales dobles necesarias para
conocer el angulo sélido se utilizé el método “tiled” incluido en el software. Este
método esta basado en el proceso de dividir la regién de integracién en pequenos
rectangulos y aproximar la integral sobre cada rectdngulo a través de una regla
2-D de cuadratura.

Se resolvieron las ecuaciones de Euler escritas en el sistema de ejes principales
para obtener el vector L(t) para dos conjuntos de condiciones iniciales y momentos
principales de inercia. Para obtener la matriz B(t), solucién a las ecuaciones de
reconstruccion, se utilizé el enfoque de los vectores de Poisson. De esta forma se
integraron numéricamente las 9 ecuaciones diferenciales acopladas siguientes
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5.1 Simulacién 1

LI L1 L-1

L, = LyL Ly = LsL Ly = L, L
1 1—2]—3 2443, 2 1—3]—1 341, 3 ]—1]—2 142,
: A2L3 A3L2 : A3L1 A1L3 : A1L2 A2L1
1 13 [2 9 2 [1 1—3 ) 3 [2 [1 ) (5 )
B-l _ Byls _ BgLQ’ B-2 _ Bsl4 B Bng,7 B3 _ BiLs B BQLl‘
I3 I, L I I, oL

El tercer vector de Poisson, C|, se recupera a través de la relaciéon C = A x B.

En todas las simulaciones se supuso que los momentos principales de inercia
eran tales que I3 < I, < I; v las condiciones iniciales satisfacfan 2EI, < L?
para asegurar la validez de la ecuacién (4.24). Ademads se cumplen las relaciones
I, < I;+ 1}, validas para cualquier cuerpo rigido no plano. Las condiciones inicia-
les para la matriz B se tomaron como B(0) = I pues de acuerdo a la observacién
4.2 basta con analizar ese caso.

La aproximacién numérica para cos(A¢) se obtuvo al utilizar la expresion
(3.5), que en este caso resulta:

tr(B() =1 _ A1)+ By(T) + Co(T) = 1

cos(A¢) = 5 5

(5.2)

5.1. Simulacion 1

Para la primera simulacion se supuso un cuerpo rigido tal que los momentos
principales de inercia eran

I =5.0 kgm?, I, =4.0kgm? I3=23.0kgm?
Adem3s de las condiciones iniciales
L1(0) =580 Js, Ls(0)=0Js, L3(0)=—-2.50Js.

De esta manera se obtiene que E = 4.4056 J y L? = 39.8900 J2 s2. Utilizando
la ecuacién (2.29), el periodo del vector de momento angular resulta

T = 14.5244 s.
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5.1 Simulacién 1

En la figura 5.1 se muestra la evolucion de las componentes de L durante un

periodo. En dicha figura se observa que L(t) tiene la mitad del periodo que las
otras dos componentes. Este hecho es consistente con la solucién por cuadraturas
(2.28) pues el periodo de la funcién dn(z) es la mitad que el periodo de sn(z) y

cn(z).

‘ t[s]

La evolucién temporal de los vectores de Poisson, y por tanto de las compo-
nentes de la matriz B(t), se muestra en las figuras siguientes.
s N — 7 Ly N =K
N | f\‘ oo Vo / \
; \ T £ A A
\""\ ,‘" 1 ,"J v/ ! \\ o
[ / \ | ‘; ¥ ; :i‘ ik 1 / ] \‘.
™ B \ 77 A Y Y 1L \ﬁ‘\
\ / \;‘ \" ! ’ £y x "‘ / j' \
. / A\ . \ - .fj \ ' .‘\i / \
SR \ N\ [ fins? —Y
A
\/ N T =
) tis1 k
Figura 5.3: Evolucion temporal del

t[sl]

Figura 5.2: Evolucion temporal del

vector A en la primera simulacion.

Figura 5.1: Componentes del momento angular en la primera simulacion.

vector B en la primera simulacion.

o7




5.2 Simulacién 2

t[s]
Figura 5.4: Evolucién temporal del vector C' en la primera simulacion.

Puede notarse que el comportamiento de los vectores vectores de Poisson tiene
caracter oscilatorio. Ademads se puede ver que estos vectores no tienen el mismo
periodo que el vector L, lo que implica que la matriz que describe la orientacién
del cuerpo no tiene periodo T'. Esta observacién verifica el hecho de que el movi-
miento del cuerpo rigido no es periédico sino cuasi-periodico.

El valor numérico resultante de la solucién a las ecuaciones de movimiento
para el coseno del angulo de la rotacién alrededor de I en t =T es

coS(A®) pum = 0.857512598.

Por otro lado, al utilizar la expresién (4.24) se encuentra que A¢ = 19.389937182

por lo que
cos(A¢) = 0.857512599.

5.2. Simulacion 2

En las segunda simulacién se supuso un cuerpo rigido tal que los momentos
principales de inercia eran

I, =23.0 kgm?, I, =17.0 kgm?, I3=14.0 kgm?
Ademas de las condiciones iniciales

Li(0) =1.00 Js, Ls(0)=10.00 Js, Ls(0)=1.00Js.
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5.2 Simulacién 2

Con las condiciones anteriores se obtienen los valores de la energia F =
2.9986 J y magnitud del momento angular L? = 102.00 J*s?. Al calcular el
periodo a través de la expresion (2.29) se obtiene

T = 118.5144 s.

En la figura 5.2 se muestra la evolucion de las componentes de L durante
un periodo. En este caso 2FEI, = 101.95 por lo que esta solucién se encuen-
tra cerca del limite 2E1, = L% Esto puede observarse en la figura 5.2 pues el
comportamiento de las componentes del momento angular comienza a mostrar
semejanza con las funciones hiperbdlicas que de acuerdo a (2.18) describen a las
6rbitas heteroclinicas. Ademéds con estas condiciones el periodo es mucho mayor
que en la simulacién 1, comportamiento consistente con la cercania a la érbita
heteroclinica.

[Js]

Figura 5.5: Momento angular para el segundo conjunto de condiciones.

En las siguientes figuras se muestran los vectores de Poisson para el conjunto
de condiciones iniciales y momentos de inercia correspondientes a esta simulacion.
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5.2 Simulacién 2

t [s]

Figura 5.6: Evolucién temporal de la

primera componente del vector A.

Figura 5.8: Evolucién temporal de la

tercera componente del vector A.

—= 1

tf:é]
Figura 5.7: Evolucién temporal de la

segunda componente del vector A.

tis]
Figura 5.9: Evolucién temporal del

vector B.

El valor numérico resultante de la solucién a las ecuaciones de movimiento

para el coseno del dngulo A¢ es

coS(A})pum = —0.469129852.

Por otro lado, al sustituir los valores de los momentos de inercia, energia y
condiciones iniciales en la expresién (4.24) se obtiene A¢ = 67.055936863, por lo

que el valor del coseno resulta en

cos(A¢) = —0.469129824.




5.3 Discusién de resultados

5.3. Discusion de resultados

A través del andlisis realizado hasta ahora sélo se han comparado los valores
del coseno del angulo A¢ pero no el angulo en si. Esta limitacién proviene del
hecho de que la traza de B(t) tnicamente proporciona informacién del coseno del
angulo. Una manera en que se podria estimar el angulo de la rotacion alrededor
de 1 a través de la soluciéon numérica es analizando la grafica de % como
funcién del tiempo. Esta grafica representa el coseno de cierto argumento, que
en este caso es precisamente el angulo que el cuerpo rota alrededor de su eje
instantaneo de rotacion. Ademas por las propiedades de la funcién coseno se sabe
que cada oscilacion completa significa que su argumento ha aumentado en 27. De
esta manera al contar el nimero de oscilaciones completas en la grafica durante
un periodo se puede estimar A@,um-

tr(B) —1
2 oep |

Figura 5.10: Valores obtenidos para =1 como funcién del tiempo en la

simulacién 1.

En el primer caso se observan un poco mas de tres oscilaciones completas,
esto implica que el valor de A, es ligeramente mayor a 3 - 27 ~ 18.8495. Esto
es consistente con el valor de A¢ = 19.389937182 obtenido a través de (4.24).

En la simulacién 2 (figura 5.11) se encuentran aproximadamente entre 10 y 11
oscilaciones completas. Esto se traduce en un valor estimado para Aoy, entre
10 - 27 ~ 62.8318 y 3 - 27 &~ 69.1150. Al igual que en la primera simulacién esta

61



5.3 Discusién de resultados

manera de estimar el angulo de la rotaciéon proporciona resultados consistentes
con el valor obtenido con la ecuacién (4.24). Vale la pena mencionar que en este
caso las oscilaciones no estdn tan bien definidas como en la primera simulacion.
Es por esto que para contar el niimero de oscilaciones completas se observé el
numero de maximos locales en la figura 5.11.

tr(B(t))—1

Figura 5.11: Valores obtenidos para 5

como funcién del tiempo en la

simulacion 2.

Si bien el eje de rotacion del cuerpo no es el vector constante I en todo instante
de tiempo, el movimiento del cuerpo se realiza de manera que el eje instantaneo
de rotacién cambia de manera continua y suave, como consecuencia el angulo que
ha rotado el cuerpo alrededor de su eje instantdneo es también una funcién conti-
nua del tiempo. Esto permite pensar que el analizar el niimero de oscilaciones es
una manera adecuada de obtener el valor del angulo de la rotacion alrededor de 1
después de un periodo. En este trabajo no fue posible obtener una demostracion
rigurosa de la validez de dicho andlisis. Como consecuencia lo més que se puede
decir es que este método parece proporcionar los resultados correctos y se deja
abierta la cuestion de encontrar un argumento riguroso que pruebe la validez del
analisis.

En ambas simulaciones se encuentra que el valor del coseno del angulo predi-
cho por la ecuacién (4.24) coincide con el valor obtenido a partir de las ecuaciones
de movimiento al menos en las primeras siete cifras decimales. Esto verifica que
la expresion obtenida utilizando hechos geométricos proporciona la informacion
correcta acerca de la orientacién del cuerpo rigido en el espacio después de un
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5.3 Discusién de resultados

periodo del vector de momento angular referido al sistema de ejes principales.
Este resultado era de esperarse pues en la deduccién de (4.22) no se realiz6 nin-
guna aproximacion o se impuso alguna restricciéon adicional, por lo que es una
expresién exacta.

Con la verificacién de la expresion (4.22) se muestra que la geometria diferen-
cial es una herramienta poderosa para obtener informacién acerca de la evolucién
de sistemas mecanicos, especialmente en la presencia de simetrias.
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Apéndice A

Calculo del angulo sélido

En este apéndice se muestra detalladamente la deduccién de la expresion del
angulo sélido barrido por el vector de momento angular después de un periodo.

Como se mencion6 al encontrar la solucién a las ecuaciones de Euler, si
L? # 2F1, es necesario distinguir entre dos casos para encontrar una solucién
consistente:

» Caso 1: corresponde a condiciones iniciales tales que 2F I, < L?. En estas
condiciones las curvas sobre las que ocurre la dindmica del momento angular
se encuentran alrededor del eje Fj.

» Caso 2: en este caso se satisface L? < 2E1, y las curvas resultantes de la in-
tersecciéon de la esfera de momento con el elipsoide de energia se encuentran
alrededor del eje Ejs.

Se nota que estos dos tipos de soluciones estdn separados por las dérbitas hete-
roclinicas sobre la esfera de momento angular. En la figura A.1 se muestran estas
soluciones.

Para calcular el angulo solido ¥ es necesario seleccionar uno de los dos tipos
de solucién. Supongamos entonces que las condiciones son tales que 2E1, < L2,
por lo que se trata del primer caso.
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Figura A.1: Diferentes tipos de soluciones a las ecuaciones de Euler. Las érbitas

heteroclinicas se muestran con una linea punteada.

Se introduce un sistema de coordenadas que permite calcular el area buscada
sobre la esfera. Sean b; < by < bz nimeros reales y ¢ € R tal que by < ¢ < b3.
Consideremos el rectdngulo D = (by,by) x (c,b3), se define G : D — R3 por
(u,v) — (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) donde

. (bg — u)(b3 — 'U) . (bl — U) (bl — U)
e L\/(b3 —b1)(bs — b2)’ w) = L\/(bl — b2) (b1 — bs)’

. (bg — ’LL) (bg — ’U)
z(u,v) = L\/(b2 ) (s =)

Las coordenadas (u,v) se conocen como coordenadas esferocénicas. A partir
de la definicion de estas coordenadas puede verificarse que

o(u,v)? 4+ y(u,v)* + z(u,v)* = L?

por lo que G(D) C S%. Realizando un anélisis sobre la frontera de D puede
mostrarse que G(D) es la regién sobre la esfera delimitada por los planos y = 0,
r =0, z = 0 ademas de la curva o resultante de la interseccion de la esfera de
radio L con la superficie definida por la ecuacion

L2c2 L2c? L2¢c?

(C(bl + bg) — blbg) x2 X (C(bQ + bg) — beg) y2 4 <C(bl + b3) — b1b3> Z2 _ 1
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y
Figura A.2: Imagen del rectangulo D bajo la accién de G sobre el octante positivo

de la esfera.

Recordando que se supuso 2EI; < 2EI, < L? < 2EI,; es posible seleccionar
los escalares b; y ¢ de manera que

B LQEL - L)(L* ~2BL) | [1,Q2EL — L*)(L* — 2E1)
B 2ELI;(L? —2EL) = ° 2ELI,(L? — 2EIL;)

+

L(L? — 2EL)(L? — 2FE15)
2ELI;(2EL — 12)

(A.3)

Noétese que by < ¢y ¢ < bs. Ademés con un poco de algebra puede mostrarse que
b1 < bQ.

Si se definen los pardmetros de la manera establecida anteriormente se sigue
que
C(bl + bQ) - blbg C(bg + bg) - b2b3 C(bl + bg) — b1b3
L2c? ” L2c? ” L?c?
por lo que (A.2) define un elipsoide. Més atin, los semiejes de ese elipsoide coin-
ciden con los semiejes del elipsoide de energia, esto es

> 0,

C(bl —|— bg) — blbg C(bg —|— bg) — b2b3 C(bl —f- bg) — blbg
LQC2 — 2E11, L202 — QEIQ, L202

Entonces o corresponde a la interseccién de la esfera de radio L con el elipsoide
de energia, por lo que se puede identificar con un segmento de la curva definida
por la frontera de la region A descrita en la seccion 4.3. En la figura A.2 se
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observa que o divide el octante x > 0, y > 0, z > 0 de la esfera en dos regiones
ajenas: la primera de ellas es simplemente G(D) mientras que la otra regién, que
denotaremos como 7,, corresponde a una seccién de A.

Figura A.3: Simetria sobre los octantes de la esfera.

Dada la naturaleza de la region 7 asi como de su frontera se sigue que existe
una simetria respecto a considerar solo el octante x > 0, y > 0 z > 0 de la esfera
en lugar de considerar cualquier otro octante del hemisferio x > 0, esta simetria
puede verse en la figura A.3. Gracias a esta simetria es posible relacionar el drea
de 7 con el drea de A a través de la expresion A(A) = 4A(7). La region G(D) tiene
una simetria andloga. Dado que el drea del hemisferio x > 0 es 27L?, tenemos
que

orL? = 4(A(1) + A(G(D))) = A(A) + 4A(G(D)),
or lo que
v A(N) = 2rL* — 4A(G(D)). (A.4)

Para calcular el drea de G(D) utilizamos la parametrizacién (A.1). Si deno-

famos or Oy O dr Oy O
_[9F 9Y 0= _ (9T 9y o=
Xu= <8u’8u’8u)’ X (8@’8@’81})’

un calculo directo muestra que

2 v—Uu

L
| X X Xyl = u \/(u — by)(by — u)(bg — u)\/(v —by)(v—by) (b3 —u)

y por lo tanto
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L2 b3 b v —1U
A<G<D>>:z/1 Y = Y e e W/ et T (e R

Finalmente, recordando que ¥ = AL(Q) se encuentra la expresion para el angulo
solido:
b3 bo _
U =21 — / v dudo.
1 b V(= br)(be — w)(bs — u)y/(v = i) (v = b2) (b3 — )

(A.5)
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